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Resumo

Este Trabalho é um estudo sobre o plano quantico e sua geometria. Iniciamos o
texto dando uma visao geral do que é uma algebra de Hopf e através de uma série de
exemplos, para em seguida introduzir os conceitos de acao, coagdo e estruturas quasi-
triangulares. Mais adiante construimos a dlgebra de Hopf U,(sl(2)) e estudamos como
cla age no plano quéantico, primciro usando uma rcalizagdo matricial para os geradorcs
de U,(sl(2)) e depois usando operadores diferenciais. Posteriormente estuda-se o
calculo diferencial e o complexo de Wess-Zumino, para q sendo raiz n-ésima da unidade
e finalmente exemplificamos para o caso ¢* = 1.



Abstract

This work is a study on the quantum plane and its geometry. We begin the text
giving a general view of what is a Hopf algebra and many examples, in order to
introduce the concepts of action, coaction and quasitriangular estructures. After we
construct the Hopf algebra U,(sl(2)) and we study how it acts on the quantum plane,
first using a matricial rcalization for gencrators of U, (sl(2)) and after using differential
operators. Later the differential calculus and the Wess-Zumino complex is studied,
for q being an n-th root of unity and finally we do as an example the case ¢° = 1.
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Introducao

O objetivo deste trabalho, como diz o titulo, é apresentar a geometria ndo comu-
tativa do plano quantico. Quem primeiro escreveu sobre geometria nao comutativa
foi Alain Connes [3], [4]. Como se sabe, para se ter uma geometria precisamos de um
espaco e uma agao de grupos [10]. Quando dualizamos este conceito de acéo, obte-
mos uma coagio dc algebra de Hopf [15] sobrc uma &lgebra de coordenadas. Sc cstas
dlgebras forem nao comutativas, obtemos entao uma geometria ndo comutativa. As
algebras de Hopf, muitas vezes sdo chamadas de grupos quanticos o que nio é verdade.
Um grupo quéntico é uma &lgebra de Hopf, com uma estrutura quasi-triangular [15],
e aparece em uma série de idéias fisicas [19).

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira:

e No capitulo primeiro fizemos uma revisao auto-contida sobre a teoria das dlgebras
de Hopf, e em seguida revisamos também a parte de agdes e coagbes entre
algebras de Hopf e damos uma série de exemplos. Finalmente sdo discutidas as
estruturas quasi-triangulares.

e No capitulo scgundo discutimos o plano quantico. Primciramente definimos ¢ o
relacionamos com a extensdo de Ore, em seguida discutimos de forma sucinta o
que vem a ser uma geometria e quando dualizamos a a¢ao e generalizamos para
algebras nao comutativas obtemos uma geometria ndo comutativa. Posterior-
mente definimos a dlgebra de Hopf U,(sl(2)) e como ela age no plano quantico
ky|z,y] de duas maneiras, através de uma realizacdo matricial e por operadores
diferenciais, concluindo entdo que elas coincidem quando aplicadas nos geradores
de ky[z, y]. Discutimos também as representacoes de U,(sl(2)) de maneira geral.

e No capitulo terceiro comecamos definindo o complexo de De Rham, ou algebra
de formas diferenciais. No momento seguinte define-se as n-formas e também
um operador diferencial d que junto com a dlgebra Q(A), com o produto ® 4 nos
faz tcr cm méos o que chamamos de dlgebra diferencial universal. Definimos
entdo o complexo de Wess-Zumino e a cohomologia do plano quantico para ¢
genérico, e concluimos que topologicamente o plano quéntico se comporta como
um plano.

e No capitulo quarto consideramos a dlgebra das matrizes 3 x 3 como o plano
quantico reduzido no qual o grupo quantico H de dimensao finita age, onde H é
o quociente de U, (sl(2)) pelo ideal gerado por ¢ = 1, X3 e K3—1. Introduzimos
também o célculo diferencial nesta dlgebra na qual é o quociente do complexo
de Wess-Zumino pelo ideal ¢* = 1. Finalmente estudamos a cohomologia do



plano quéantico para ¢ = 1 e notamos que topologicamente o plano quantico
tem as caracteristicas do toro.

No apéndice A, realizamos uma breve revisao sobre médulos e produto tensorial.

No apéndice B, demonstramos alguns resultados relativos & estruturas quasi-
triangulares.

No apéndice C, fazemos uma exposigao sobre a dlgebra de Hopf U(sl(2)), onde
estudamos a suas realizagbes e as agbes sobre o plano afim k[z, ).

No apéndice D fazemos a construgao FRT(Faddeev - Reshetikhin - Takhtajan),
isto é dado um espago vetorial V de dimensao finitaec: V®V — VOV um
isomorfismo, entéo existe uma bidlgebra A(c) e uma coagdo 8, : V — A(c) @V
tal que V é A(C)-comédulo & esquerda, ¢ é um isomorfismo de comédulo e A(c)
possui um cardter universal.

No apéndice E, estudamos o calculo no plano quantico, onde apresentamos uma,
versdo deformada do binémio de Newton e a derivada de uma fun¢ao qualquer.



Capitulo 1

Preliminares Algébricas

Trataremos neste capitulo as nogbes basicas relativas & algebras, co-dlgebras, bial-
gebras, Algebras de Hopf, médulos e co-mddulos de dlgebras de Hopf e finalmente
estruturas quasi-triangulares. Algumas demonstracoes neste capitulo serdo omitidas
por sua simplicidade, ecnquanto outras indicarcmos alguma referéncia, ja os resultados
que julgarmos importantes serdo demonstrados com detalhes. Estes tépicos servirao
como hase para os préximos capitulos.

1.1 Algebras, Coalgebras, Biélgébras e Algebras
de Hopf

Nesta secdo daremos inicio ao enfoque principal desta dissertacio, que sdo as
f\lgcbras de Hopf, que é um dos pré-requisitos necessarios para cstudarmos o calculo
diferencial no plano quantico. Sempre denotaremos um corpo por k e vamos considerar
k = C, a menos que se estabeleca o contrario.

Definigdo 1.1 Uma Algebra é uma tripla (A, p,n), onde A é um espago vetorial e
p:A®A — Aen: k — A sio aplicagbes lineares satisfazendo os seguintes
diagramas '

Associatividade:
Aga—t .4
p®ld ‘ T
AsAea Ol 4o 4




Unidade:

n® Id Idon

k® A ARA ARk

2

A
Em simbolos associatividade significa que
po(p®Id)=po(Id®p)
O fato de n ser a unidade significa que
po(m®@Id)=po(ld®pu)=1Id
A maneira como p opcra nos clementos ¢ dado da scguinte forma:
pla®b)=a-b

Com esta notacao, podemos escrever a relacio de associatividade em termos de suas
componentes, e desta forma chegamos a conclusao que

(a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c€ A

Vale lembrar que 7 funciona da seguinte maneira:
nA)=A-1, VieA

Assim a comutatividade do diagrama de unidade é o mesmo que dizer que existe 1 € A
tal que
a-1=1-a=a, Vae€ A

Definicao 1.2 Sejam A, B dlgebras. Dizemos que f : A — B € um morfismo de
dlgebra se '

(i) f € linear

(%) f(a-b) = f(a)- f(b)
(i) f(1a)=1p

Agora vamos descrever o que vern a ser uma algebra livre. Seja X um conjunto e

considere o espagco vetorial K{X} com base no conjunto de todas as palavras z;,...z;, -
no alfabeto X, inclusive a palavra vazia ). Uma palavra serd chamada de monémio.
Defina o grau do monémio como sendo o mimero p de letras wsadas. A justaposicio
de palavras define uma multiplicacao em K{X} dada por

(.’L‘il....’L'ip) . ("I;i,ﬂ-l-"miﬂ) = ,’Bil....'L'ip.’IZ.ip+1...:L‘iﬂ

Esta férmula equipa K {X} com uma estrutura de lgebra, chamada de Algebra Livre.
Se X = {x;, ..., 2y}, n6s denotaremos K{X} por K{z,,...,2,}

Note que a unidade é a palavra vazia, isto é, 1 = (). De fato, seja z;, ...x;, uma palavra
genérica de K{X}, fazendo a justaposi¢io com a palavra vazia temos

(24,...23,)1 = 25, .25,



Definicao 1.3 Uma dlgebra A é dita ser graduada se existem subespacos (A;)ien tal
que

( z) A= @ieN A
(ii) Ai-A; C Ay Vi jEN
Os elementos de A; sao ditos ser homogéneos de grau i.

Teorema 1.1 Toda dlgebra livre é graduada.

Demonstracdo: Tome A; como sendo o subespaco das palavras de medidas ¢ do con-
junto X. Por exemplo

A; - Conjunto de palavras de medida 1.

Ay - Conjunto de palavras de medida 2.

E assim por diante.

Agora supotha que i3# j, digamos > j, desta forma temos que

A;NA; = {0}, pois uma palavra de medida i, ndo pode ser de medida. j e vice versa, a
tinica possibilidade de isto acontecer é com o zero, pois podemos justapor o 0 i vezes
ou j vezes e sempre teremos 0. E fato que A; - A; C A;4;, justaposicio de palavras.
Agora A = K{X} é definido como sendo o subespago linearmente gerado por todos
os monomios de grau i, para i € N.

A seguir estudaremos a propriedade universal da dlgebra livre k{X}.
Seja X = {zy, 22,3, ...}

Teorema 1.2 (Propriedade Universal da Algebra Livre) Dadas A uma dlgebra
qualquer e f: X — A uma fungdo, existe um dnico homomorfismo f : k{X} — A
tal que flx = f

Demonstracdo: Seja p = 1123...7, € k{X}. Defina f: k{X} — A linear tal que

f(p) = f(z1) f(z2)...f(z0)
b= Z AiPi
=2 1

onde p; = Tjy.. 2Ty, € q; = Tjye Ly,

Seja p e ¢ tal que



Entéo,
foa) = F3_ Nmspias) = Z Xinif(pigs) =
= Zl’;,-ujf(mﬂ...mik;,.l...xjkj)
- f)A,-u,-f(xn)...f<miki)f<mj1)f(z,-k,.) =
= Zkzugf(zh fla) = o
= (Zz\fpz))(z:u]f(q])

= Z /\11)1 f (z l"]qJ
= (p)f ()
u

Coroldrio 1.1 Seja R um conjunto de relagdes formada por elementos de X, se a im-
agem dos elementos x; € X também satisfazer a R, entdo erxiste unica f : k{X}/I —
A, onde I c um ideal bilateral gerado pelas relagoes de R, morfismo de dlgebra tal que

flx="f

Demonstracao. Sabemos pelo teorema (1.2) que existe \inica f: k{X} — A morfis-
mo de dlgebra tal que f | x = f. Se {f(z;)} obedecem as relagées de R, entdo f | 1=0.
De fato, seja r € R, isto é:

r = E Uiy i, Ti1--Tip =0
i

Agora

JT(Z ai;...inmiln-min) = Za‘il---'ivn-f(x'il)"'f(min) =0
por hipdtese.
Defina f k{X} — A tal que f([a]) = f(a).

f cstéd bem dcﬁhlda Dc fato, scjam z,y representantes de [z]. Entdo z —y € I,
logo f(z —y) =0. Assim f(z) = f(y) = F(z))-

Finalmente,

Falb) = F(lob)) = Flab) =



Proposicao 1.1 Dois morfismos de dlgebra S e T sdo iguais se sio iguais nos ger-
adores. :

Demonstracao:
S(Z Giy..inTir - Tin) = Z i, 5,5 (Zi1)...5(xin) =
= Zail,..i,.T(mil)...T(min) =
= T(Z i, i, Ti1---Tin)

Logo,
S=T
[ |

Exemplo 1.1 Defina u°® = oo u, onde o é o flip, isto é, c(z ®y) =y @ x. Temos
entdo que (u°?,n, A). é uma dlgebra.

Demonstracdo: p°® atua da seguinte maneira:
0] —_— Vs
WPz Qy)=y-z
Assim verifica-se facilmente que

pP(u® ® Id) = u°P(1d @ pf)

pP(n®Id) = pu®(Id®n) =1Id

Observagao 1.1 Se . = u°?, entdo dizemos que a dlgebra A é comutativa.

Exemplo 1.2 Tome A o conjunto de funcgées sobre um conjunto (f : X — k).
Defina
u: AA — A

f®g —— [-g
onde (f - g)(z) = f(z) - g(z), =zeX

A funcdo constante 1(z) = 1 é a unidade desta dlgebra. Assim (u,m, A) € uma
dlgebra.

Demonstracao. De fato,
p(Id® p)(f ® g® h)(z) = f(z) - (9(2) - h(z)) = (f(z) - 9(2)) - h(z)) =
= w(p e 1d)(f ® g ® h)(z),

onde utilizamos a associatividade no corpo k.



Do mesmo modo temos que

p(1® f)(z) =1z)- f(z) =1 f(z) = f(z)
|

Existern muitas maneiras de construir dlgebras, uma delas é através da Algebra
Tensorial. :
Seja V um cspago vetorial ¢ defina:

V) =k T'(V)=V, T*(V)=V®V,.., T"(V)=VRoV®...Q0V
Considere T(V) =@ T*(V), n>0

Este produto tensorial induz uma estrutura de algebra em T'(V') definida por:

(1 ® .. QZp) (X1 ® . QL) = L1 . @ Ly ® Ty p1 ® oo ® Tyym

onde 1 € k é a unidade. Chamamos 7T'(V) de dlgebra tensorial.

Vale dizer que a dlgebra tensorial T(V) possui cardter universal, isto é, para toda
f:V — A linear, onde A é uma &lgebra associativa, existe um inico morfismo de
dlgebra f : T(V) — A tal que f = foi, onde i é a inclusdo candnica.

Podemos agora construir outras algebras como quociente desta algebra tensorial
por algum ideal bilateral.

Exemplo 1.3 Algebra Comutativa Seja V um espago vetorial e defina
SWV)y=7T\v)/1

onde ] =<z Q@y—yQx >

S(V) é uma algebra comutativa.

Demonstra¢do: De fato, o quociente indica que T ® y = y ® x, segue disto que,

T1R.I,®..Tym Q.. %L, =T Q ...0Tn ® .. QIL, Q... ® Ty

onde as trocas sdo feitas entre vizinhas, sucessivas vezes.
A 4lgebra S(V) também é chamada de dlgebra simétrica e tem dimenséo infinita.
Dimensao no sentido de espago vetorial, onde a dim(V') = n

[ |
Exemplo 1.4 Algebra Anti-Comutativa Seja V um espaco vetorial e defina
AV)=T(V)/I
onde l =< &z >
A(V) é uma algebra anti-comutativa nos geradores, no sequinte sentido:

rANy=—-yAz, VryeV



Demonstragdo: Nas operagoes desta algebra, utilizaremos o simbolo A definido como
zAy=m(zQy)en éa projegdo candnica.
Temos que

O=(+yYA(+y)=zAz+zAy+yAz+yAy

Masz Az =0 ey Ay =0, segue entdo que
TAYy=-yAzx

A dlgebra A(V) também é chamada de 4lgebra exterior.

Observagao 1.2 A(V) C T(V) e A(V) é graduada, pois:

A(V)=k, A(V)=V, RV)=VAV,.., A"V)=VAVA..AV

AV) = é AR(V)

k=0
Se dim(V) = n, temos que dim(A(V)) = 2"
Note agora que a anti-simetria, ndo funciona para todos os elementos da dlgebra, por
exemplo:

(:cl A AT AL A Ag) = (FDP(yr Ao Ayp) A(r Ao A )

Definicao 1.4 Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um
produto

| [.]:gxg—9
que satisfaz as sequintes propriedades
(i) [, ] € bilinear.
(ii) |z,2) =0, VzeV
(iii) |z, [y, 2] + [z, [z, ¥]] + [y, [2,z]] = 0 (Identidade de Jacobi).
Agora ja estamos aptos a comentar o que vemn a ser a Algebra Umversal Envolvente,
na qual sera constantemente usada nos capitulos seguintes.
Dcfina L(A) = (A, [, ]) dlgcbra de Lic associada & dlgebra associativa A. Considere
também g uma 4lgebra de Lie qualquer. Definimos a algebra universal envolvente
U(g) como segue. Seja I(g) um ideal bilateral da 4lgebra tensorial T'(g) gerado por
elementos da forma z ® y y®zx — [z,y] onde z,y € g.
Definimos
U(g) =T(g)/1(g)

Associe também um morfismo de algebras de Lie

ig: 8 — L(U(g))



Teorema 1.3 Seja g uma dlgebra de Lie e A uma dlgebra associativa e
f:9—> L(A) um morfismo de dlgebra de Lie, isto é,

flz ) = f(2)f (W) - F (W) f (=)

Entdo existe tinica v : U{g) — A morfismo de dlgebra tal que pomoi = f, onde
T Ot =14 '

Demonstragdo: Considere o seguinte diagrama

T(9)

A

Pela propriedade universal de T'(g) existe um iinico morfismo de élgebra associativa
tal que f(r1 ® ... ® T) = f(x1)..-f(2n)-
Basta provar que Ker(f) = I(g)

De fato,

flzy —yz — [z,9]) = f(2) f(y) — fW)f(z) - f([z,9]) =0

Entdo existc winico ¢ : T(g)/Ker(f) = T(g)/I(g) = U(g) — A morfismo dc dlgcbra,
tal que poiy = f

[ ]
Definicao 1.5 Uma codlgebra é uma tripla (C, A, ¢), onde C é um espago vetorial

eA:C — C®C ec:C — k sio aplica¢bes lineares satisfazendo os seguintes
diagramas

Coassociatividade:
C — A CeC
A Id® A
coc2®!ogeec

10



Counidade:

d 1d
koc 8 ol cak
= A
c

Em simbolos coassociatividade significa que
Id@A)oA=(A®Id)o A
E o fato de que € € a counidade significa que-
(e@Id)oA=(Id®e)o A=1Id
Existe uma maneira interessante de escrever A em termo de componentes:
Alz) =Y za) ® z¢2) (1.1)

Esta maneira, nao é unica! Esta notagdo ficard mais explicita com os exemplos a
serem apresentados.

Portanto podemos escrever a coassociatividade em termos de seus elementos da seguinte
forma

Z Zaya) ® Tayez) ® @) = Z Za) ® Z2)1) ® ZT(2)(2)
= Z T(1) ® T(2) ® Z(3) (1.2)

Usando a equagdo (1.1), temos:

Alzay) =Y zm)a) ® Zay)

Assim a equagéo (1.2) se torna melhor entendida.

Também com a notagio de (1.1) e o fato de C = C ® k = k ® C, podemos de-
screver a comutatividade do diagrama da counidade em termos de suas componentes
e chegamos a conclusao de que

=Y za)-clze) =Y_elzw) - z@

Exemplo 1.5 Codlgebra Oposta Defina A%® = o o A, onde o é o flip, isto é,
oz ®y) =y®z. Com isto (C,A%, ) é uma codlgebra.

Demonstragdo: Primeiro vamos notar como atua A
A*(z) = o(A(z)) = o)z ®z@) =D 22 @ T(1)
Com isto verifica-se facilmente que

(Id® A%) 0 A% = (AP @ Id) 0 A%

11



e que
(Id®e)o AP = (e @ Id)o A®? = Id

Observacao 1.3 Se A? = A, dizemos qua a codlgebra C é cocomutativa.

Exemplo 1.6 Considere A dlgebra das fungdes sobre um grupo finito (f : G — K).
Defina
A:A——ARA

Tal que
A(f)(a,b) = f(ab)
e:A— k
onde
e(f) = f(1)

Entdo (A, A,e) é uma codlgebra.
Note que na definicdo de A utilizamos o isomorfismo A® A = F(G x GQ), se G é
grupo finito.

Demonstragdo: Primeiramente vamos verificar o axioma da coassociatividade.

(I1d® A)A(f)(a,b,¢c) = (Id® A)(fiy ® figy)(a,b,¢) =

(fiy ® A(f)))(a,b,¢) = (fa) ® fiz)(a, be) =
A(f)(a,bc) = f(a(be)) = f((ab)c) =

= A(f)(ab,c) = (fa) ® fiz))(ab,c) =

= (A(fw) ® f))(a,b,c) = (A ® Id)A(f)(a, b, )

fI

Agora note que
f(a) = f(1a) = A(f)(1,a) = f1y(1) fizy (@)

Portanto podemos verificar o axioma da counidade

- (e®IA(f)a) = (e®@1d)(fu)® fizy)(a) =
= e(fuy)fe(a) = fay(1) foy(a) = f(a) =
= Id(f)(a)

Exemplo 1.7 Considere U(g) a dlgebra universal envolvente e defina

A: g — U(goU(g)
X — X®1+10X

Veja que a notagdo abstrata definida em (1.1) correspondente para este A € dada por:
Zx(1)®.’ﬂ(2) =XQ1+1® X
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Podemos através da universalidadede de U(g), extender A para U(g), em outras
palavras, quer dizer que o seguinte diagrama comute: "”

% U@ e U)

g
ig A

U(g)
Mas para isso, conforme o teorema (1.3) , devemos ter que:
A([X,Y]) = [A(X), A(Y)]
De fato:

A(X,Y]) = AXY -YX)=AXY)-A{YX) =
= XY®1+1®XY-YX®1-19YX =
X, Y]®1+1®[X,Y]

Por outro lado temos que,

[AX),A(Y)] = AX)A®Y)-AY)AX) =
XY R14+XQY+YRX+1Q XY —
— YXR1-Y®X-XQY-1YX =
= [X,)Y]®1+1Q[X,Y]

Defina também

e: Ulg) — &k
X 0
1 P 1

Com Isto temos que (U(g), A, e) € uma codlgebra.
Demonstragdo:

Coassociatividade

Jd®A)AX = (IdRA)X®1+1QX) =
XR1®91+1QAX =
X®191+108X®1+1018X

Analogamente temos que

(AQRINAX =X®14+109XR1+1Q1QX
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Counidade

(@ IDAX = (@I)X®L+1®X) = (@)l +e(1)X =

0-14+41-X =X = Id(X)

’

Definigao 1.6 Uma dlgebra A é chamada de uma bicilgebrd se A é uma codlgebra

com coproduto A : A — A® A e uma counidade € : A — k satisfazendo o azioma
da compatibilidade '

Afa-b) = A(a).-A(b) . (a-b) =¢(a)-(b)
A1) = 1®1 e

O Azioma da compatibilidade pode ser expresso pelos sequintes diagramas

A € morfismo de dlgebra

ARA AR A

A®A nepu

AGARAR®A —2 L ARARA®A

onde 033(r QYR 231t) = (2Q2Q Y1)
€ € morfismo de dlgebra |

IR

k®k

Denotamos uma bidlgebra pela quintupla (A, p,m, A, €)

Exemplo 1.8 Seja A a dlgebra das funcoes como mostrado no exemplo (1.6). Jd
sabemos assim que A € wma codlgebra. Além disso A € uma bidlgebra. '
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Demonstra¢do: Basta mostrar que A e € satisfazem o axioma da compatibilidade.
A(fg)(a,b) = (fg)(ab) = f(ab)g(ab) = |
A(f)(a,b)A(g)(a,b) = (A(f)A(g))(a, b)

Do mesmo modo temos que

e(fg) = (f9)(1) = F(1)g(1) = e(f)e(g)
n

Exemplo 1.9 No exemplo (1.7) vimos que a dlgebra universal envolvente U(g) € uma
codlgebra. Segue agora que U(g) é uma bidlgebra.

Demonstracdo: Novamente devemos verificar o axioma da compatibilidade. Mas
conforme teorema .(1.3) e exemplo (1.7), segue que A é um morfismo de é4lgebra.
Agora

5([)() Y]) = 0=
e(X)e(Y) —e(Y)e(X) =
= [e(X),e(Y)]

fl

Definicao 1.7 Seja (A, p,n,A,é) uma bidlgebra. Um endomorfismo
S:A— A
é chamada uma antipoda para a bidlgebra A se:
. po(S®Id)oA=po(Id®S)oA=mnoc

Esta relaggo também € chamada de Axioma da Antipoda e pode ser representada
através do seguinte diagrama

A®A 5®1d A®A
A Iz
A A
€ )
L

Este diagrama representa a primeira parte do axioma da antipoda, isto é,
po(S®Id)oA=noe

Para a outra parte da equacdo, o diagrama € o mesmo sé trocando a aplicagdo da
flecha horizontal, que serd Id® S.
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Se calcularmos a rela¢ao acima em componentes, digamos em um = € A, chegaremos
a conclusao de que

> Sz -z =Y 3y Sz(e) = 1- ()

A préxima proposicao nos dard algumas propriedades importantes em relagao a antipoda,
mas antes vamos definir uma nova operacao:

(f*g)(x)=po(f®g)oA(x)

onde
x: B(C,A)x L(C,A) — £(C,A)

(£,9) = fxg
onde £(C, A) séo as transformagdes lineares de C' em A com C uma codlgebra e A
uma &lgebra e * é uma operacao bilinear chamada de convolugdo.
Calculado em componentes temos que o produto de convolu¢io é dado por

f*g(z)= Z flzmy)e(ze)
Proposicao 1.2 (£(C, A), *,no¢) é uma dlgebra com unidade, onde 1gcay =noe
Demonstragio: Temos que provar que:
() (F*g)xh=fx(g=h)
(i) fx(noe)=f
O item (i) decorre da coassociatividade, ja o item (ii) sai do axioma da counidade.
[

Proposicao 1.3 Seja S : H — H uma antipoda, onde H uma bidlgebra. Entdo as
sequintes sentengas sdo verdadeiras:

(i) A antipoda € unica
(1) S(z-y) = S(y) - S(x)
(ii1) S(1) =
(iv) AoS =(S®S)oA?

Demonstragao: '

(i) Suponha que existam antipodas S, S, tal que
> Silzw) - z@ =€(x) -1

> Salz) - x(@ =e(z) - 1
Agora
Siz) = S0 () 2@) =Y elxw)-1-Si(zm) =
= ZSg T(1)) - T(2) - S1(2(3)) 252(T(1) &(zg) 1=
= S0 =) - elrw)) = Saz)
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(ii) Defina duas aplicagdes v, p € £(H ® H, H) por
v(z®y) =S(y) - S(z)

Temos entao que

(prp)(z®y) = ppOPAlz®y) =
= S i@ o) mEeve) =
= Y p(zm @ yw) - 1T © ¥a)
= ) S(zq) - yw) ) - Ye) =

= > S(z yw) (= ¥ =noe(x-y)
= no(e®e)(z®Y)

Da mesma maneira tem-se que

(vrp)(z®y)=no(c®e)(zQY)
onde no (e ®e) é a unidade em (£(H ® H, H), )
Portanto

p = px(noe)=px(pxv)=(pxp)xv=
= (nog)xv=v

Assim provamos o item (ii).

(iii) Sabemos que
p(Id® S)A(x) =noe(x)

Aplicando esta igualdade para z = 1, temos
p(Id® S)A(1) =1-5(1)

Por outro lado,
nog(l)=1-¢(1)=1-1=1

logo
S(1)y=1

(iv) Defina duas ap]icaéées p.v € L(H,H® H) por
plz) = Ao S(z)
v(z) = (S ® S) o A%(xz)
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Temos entao que

(pxA)2) = Y plzw)A(zy) =

= D ASEw)AEe) =

= Y A(S(za)ze) =¢()(101)
Por outro lado temos

(Ax)(@) = > Alzg)v(ze) =

> AEw)(S(Eee) ® SEaa)) =
> Alzw)(S(ze) ® S(z)) =
Y (@) @ 22))(S(zw) ® S(z()) =
= > zS(z) ® 20 S(x) =
= ) z)Slee) @e(re) =
= Y ewS(e(re)nE) @1 =
= Zx(l)S(:ﬁ(Q)) ®1=¢(r)(1®1)

Lembre que (1 ® 1)e é a unidadc cm (£(H, H @ H),*) pcla proposicio (1.2)
Portanto temos

v=(1®1lexv=_>pxA)xv=px(Axv)=px(L®1e=p
n

Definicao 1.8 Uma dlgebra de Hopf H é uma bidlgebra que satisfaz o azioma da
antipoda.

Lema 1.1 Sao equivalentes as sequintes afirmagées sobre (H, pu, A, e,n,S) dlgebra de
Hopf '

(Z) S2 = IdH
(it) 3 S(z@)za) = &(2)1
(iti) 3 x@S(zq)) = &(2)1

Demonstrag¢do: Ver apéndice B.

Coroldrio 1.2 Se H é comutativa ou cocomutativa, entdo S* = Id

Demonstragdo: Se H é cocomutativa entao,

> Se)ra = Y S(Ew)ee = ()1
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Se H é comutativa, a demonstracao é andloga.
|

Para provarmos que um determinado conjunto é uma dlgebra de Hopf devemos
mostrar as seguintes propriedades: !

(i) Associatividade
(ii) (Id® A)o A = (A ® Id) o A (Coassociatividade)
(ili) (e®Id)o A = (Id®e)o A = Id (Counidade)
(iv) A(z-y) = A(z) - A(y) (Compatibilidade)
(v) e(z-y) = e(z) - e(y) (Compatibilidade)
(vi) po(S®Id)o A =po(Id® S) oA =mnoe (Antipoda)

Exemplo 1.10 Conforme o exemplo (1.8), temos que o conjunto A das funcées sobre
um grupo finito é uma bzalgebm Defina uma antipoda S : A — A da sequinte

maneira
S(H(a) = fla™)
Entao A € uma dlgebra de Hopf.

Demonstra¢do: Basta mostrar que em A o axioma da antipoda é satisfeito. De fato,
primeiramente note que

(moe)f(a) =n(f(1))(a) = 1/(1)(a) = F(1)1(a) = f(1)

w(E®IDA(f)@) = Y ulS(fw) ® f)(@) =Y S(fw)f(a) =
= Zs(f(l))(a)f(z)(a) = zf(l)(a‘ Yay(a) =
= Z(/(l)®f(2))(a =A(f)(e™,a) =
= f(a™-a)= ()=(nos) (a)

Analogamente temos que
u(Id® S)A =noe

s

Exemplo 1.11 Pelo ezemplo (1.9) temos que a dlgebra universal envolvente U(g) é
uma bidlgebra. Defina em U(g) a antipoda »

S: U(g) —— Ulg)
X — X

Com isto segue que U(g) € uma dlgebra de Hopf.
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Demonstra¢ao: Como no exemplo anterior, precisamos somente mostrar que o axioma
da antipoda ¢ satisfcito. De fato

(S ® IdA(X)

p(SRI(X®1+10X) =
= p(~X®1+18X)=

~-X 14X -1=0=¢(X)-1

Da mesma forma temos que
wId® S)A =noe
|

Exemplo 1.12 Seja G C M, (k) um sub-grupo do grupo das matrizes n x n. Defina
as aplicagdes
tij : G —> k, como t;;(g) = gi;(elemento de matriz). Seja A = kltij}; j=1.n a dlgebra

polinomial. Podemos definir um coproduto(A : A — A ® A), uma counidade(e :
A — k) e uma antipoda(S : A — A) por:

Coproduto:
n
Alty;) = Z tir ® ti;
k=1

isto €,

Ati;) (g1, 92) = zn:tik(gl)®tkj(g2)=

n

= z(gl)ik(.‘h)kj

k=1
= (9192)ij = ti(9192)

Ainda mais, A é um morfismo de dlgebra. De fato:

A(tit)(g1,92) = lijtu(g192) =

= tij(9192)tu(9192) =
A(ti;)(9192) A(tk) (9192) =
= (A(ty))(A(ta))(9192)

Counidade:
e(ti;) = b0y
ou
e(ti;) = ti5(1)
Antipoda:

S(ti;)(9) = ti;(g7")

Na notagdo abstrata, temos

n
Z 1) ® Tz = Z tik ® tij
. k=1
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Com estas operacoes (A,-,1,A,e,S) € uma dlgebra de Hopf. |
a

Observagao 1.4 Denominaremos como um abuso de linguagem esta dlgebra A como
Fun(G), deizando claro que ndo corresponde 4 dlgebra de todas as fungées definidas
em G.

1.2 Acoes e Coacoes de Algebras de Hb'pf

Seja H uma élgebra de Hopf e V um espago vetorial.

Definicao 1.9 Uma agédo ¢ esquerda de H em V é uma aplicacdo

a: HV — | %4
h@v +—— «ah®v)=hp>wv

tal que os diagramas comutem

HeoHov *®% ey
pel1d «o
HQV —2 .V
Isto € 0 mesmo que hy > (he > v) = (hhg) >V
H®V
n& Id &
k®V = |

Ousejal>v=0w

Defini¢ao 1.10 Se V é um espago vetorial e« : HRV — V € uma a¢do a esquerda
de H em V, entao V € dito ser H-médulo 4 esquerda.

Definicdo 1.11 Se V=A for uma dlgebra entdo dizemos que A é H-mddulo dlgebra
4 esquerda se:

(Z) hp (a : b) = (h(]v) g (l) . (h(z) > b)
(i) hi>1=e(h) - 1

Definigdo 1.12 Se V=C for uma codlgebra entao dizemos que C € H-mddulo codlgebra
a esquerda se:
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(i) A(h>v) =3 (ha) > v) ® (ke > ve)
(ii) e(h>v) =g(h) - e(v)

Exemplo 1.13 A¢do reqular & esquerda de H sobre H. H é H-mddulo codlgebra &
esquerda com Ly(g) =h-g

Demonstragdo: Devemos provar que [ é uma acio e que os axiomas de mddulo
codlgebra sao satisfeitos.

Acao:
(i)

Lhoy(Lhoy (@) = Lngy, (b - 9) = haylhe) - 9) =
= (hq)  h) - 9= Lngy b (9)

(i) Li(g) =1-g=g¢g
Mdédulo coélgebra:
(i)
A(Ln(g)) = A(h-g)=A(h)-A(g) =
= ) hw®he) O gn@e) =
= > hay 90 ®hw 9@ = D Lngy (90) @ Lng, (902)

(i) e(Ln(g)) =e(h-g) =¢(h)-£(g)

Exemplo 1.14 Acdo adjunta & esquerda de H em H, definida por
Adn(9) =D hygS(h)
Deste modo temos que H é H-médulo dlgebra.
Dermosntra¢do: Devemos mostrar que Ady é uma acdo:
Acao:
(i)
Ad(Ady(h)) = Ad;(D_ gmhS(ae)) = foygmhS(9e)S(fm) =

= Zf(l)g(l)hs(f(z)g(z)) = Z(fg)(l)hs((fg)(z)) =
= Adgy(h)

(i) Ada(h) =1hS(1)=hl=h
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E que H é H-médulo algebra
(i)

Ady(gh)

> fwahS(fe) = fue(fey)ahS(fs) =
> fwee(fa)hS(fw) = Y, fyaS(fm) fahS(f) =
= Adf(n (Q)Adf(z) (h) )

(i) Ade(1) =3 fy1S(fizy) = 201e(f) = e(f)

Observacao 1.5 Podemos também definir o conceito de ag¢do a direita.

Observagao 1.6 Dada uma ag¢do «, podemos ter um conceito dual ao desta agdo,
a gue chamamos de co-agdo. O mesmo temos para mddulos, que no sentido dual
chamamos de co-mddulo. Isto s € possivel no contexto de dlgebras de Hopf.

Defini¢ao 1.13 Uma co-ag¢do ¢ esquerda de H em V é uma aplicagdo linear

6: V. —n HeV
v b o) @@

tal que os diagramas comutem

5
v HeV
g A®Id
I
Heovii® peonev

HeV

5 e® Id

/

kv
Entio ¥ e(v)o® = v

Com relacao a notacdo de co-agdo & esquerda, é véalido ressaltar que a entrada
mais a esquerda pertence a algebra e a mais a direita pertence ao espago.

23



Definigao 1.14 Se V é um espaco vetorial e § : V — H ® V € uma co-agdo a
esquerda de H em V, entdo V € dito ser H-comddulo & esquerda.

Definicao 1.15 Se V = A for uma dlgebra, entdo dizemos que A € um H-comédulo
dlgebra a esquerda se:

(i) 8(a-b) = &(a) - 5(b)
(i) 6(1) =1®1

Definicao 1.16 Se V = C for uma codlgebra, entdo dizemos que C é um H-comddulo
codlgebra & esquerda se:

() LW @vP ) 8@ ) = T ua)® - ve® @ v0)® @ vy
(i) 35vW - e(v®?) = e(v)
O item (i) pode ser escrito de outra maneira:
(Id®AY = (pRId® Id)o (Id® o ®Id)o (§®6) o A

Na forma de diagrama temos:

C
A 5
oX:-Ye; HeC
§&6 Id® A
HRCR®H®C HeCRC
n®Id® Id
HRH®C®C

Exemplo 1.15 A coagdo reqular a esquerda de H em H, é dada pelo coproduto R =
A:H — H, e faz Hum H-comddulo dlgebra.

Demonstragdo: Os axiomas de comédulo seguem dos axiomas de coassociatividade e
counidade de A. Por defini¢io A é um morfismo de algebra, deste modo segue que
H é wm H-comdédulo algebra.
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Exemplo 1.16 A coa¢ao coreqular ¢ esquerda L* de H em H* e definida por:
L*(¢)(h) = Y < hay, ¢ > by | |
faz H* um H-comddulo codlgebra. Onde
<,>HxH'"—k
bilinear. ,‘

Demonstragdo: Devemos mostrar que L* é uma coagao.
Antes vamos escrever L*(¢)(h) na nossa notagao

L*(d))(h) = Z < h(l),(ﬁ > h(g) = Z¢(1) < h’ ¢(2) >,

onde ¢ € H.
Coagao:

(i)

d® L)L*(¢)(h) = (Ldo L)) 4" @ ¢?)(h) =
= Y40 @ ¢ @ gAD(p) =
= 360 © @0 < b, gOD 5
= > VO < ha,¢® > e =
= 3 ¢® < hyy,¢® > Qhy =
= Y <hw,é>ho®hy =
= Y <ha,¢>Dlhg) =
= AQ <ha,$>he) =
= A0 ¢ < h,¢® >) =
= Y A(¢M) < h,¢? >=
= 2 V0 ® ¢V <h¢® >=
= (A®Id)L(¢)(h)

(i)
e IDL (@)(h) = (@I M ® D (h)) =

= Y (@ < hyg® >) =
= e} <hud>h)=
= Y <hd>elhe) =
= <) helhe),é >=
= < h,¢>=¢(h)
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E H* é H comédulo codlgebra:
(i)
(I AL (@)(hk) = @ A)D_ ¢V @ ¢®)(h k) =

Z ¢ ® ¢ 4y ® ¢P ) (h, k) =
Zd’(l) < h,¢® gy >< k,¢P 5 >=

= Z ¢(1) <h® k, ¢(2)(1) ® ¢(2)(2) >=

= Y ¢ <h@kA(pP) >=

= Y ¢W < hk,¢® >

Por outro lado temos que:

Z oMo ® ® o1® ® ¢ (b, k) =

= Z¢(l)(l)¢(2)(]) < h,¢y® ><k, ¢(2)(é) -
=Y o0y < h¢0y® > ¢V < k¢ >=

= Z < hqay, bqay > hey < kay, @) > ko) =

= <ha), b >< kay, by > hayke) =

=Y < by @ kgy, A($) > hykez) =
= Z < huykay, ¢ > hyke) =
Y < (hk)ay, ¢ > (hk)@) =
= Z¢(l) < hk,¢@ >

Zd,(l)e(d,(?)) = Z¢(1) <1,¢® >=
= <1,¢>1=<1,¢>=¢(9)

Observacgao 1.7 As definigées de médulo algebra e codlgebra d esquerda e de comddulo
dlgebra e codlgebra & esquerda podem ser definidos também a direita.
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1.3 Estruturas Quasi-Triangulares

Definigio 1.17 Seja H uma dlgebra de Hopf. Uma estrutura quasi-triangular em H
€ um elemento inversivel R € H® H tal que:

('l) (Id ® A)R = R13R12
(iii) oA(a) = RA(a)R™' ou oA(a)R = RA(a)

Notagdo: R=),si®t;
Ry, Ris, Risc HOHR®H e

R12=Zsi®ti®1
R13=Zsi®1®ti
R23=Zl®si®ti

Com esta notagdo podemos escrever os axiomas da defini¢do acima de outra maneira:
(i) Y5ty Rtz = 55 Qt; QL
(i) Dos:i®@s;@tit; =D 8:0) @ Sy2) s
(i) 3 a@s: ® agyts = 3 s;0) @ L)
Lema 1.2 (i) (e®Id)R=(Id®e)R=1
(i) (S®Id)R=R™";, (Id® S)R™'=R
(iti)) (S® S)R=R
Demonstragdo: Ver apéndice B.

Proposigao 1.4 Se (H,R) é uma dlgebra de Hopf quasi-triangular, entio (H,cR™)
também o é.

Demonstra¢do: Ver apéndice B.

Teorema 1.4 (Equaciao de Yang-Baxter) Seja (H,R) uma dlgebra de Hopf quasi-
triangular.. Entdo em H @ H ® Ha sequinte relagdo € satisfeita

Ri2Ri3Ra3 = RosRy3 iy
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Demonstragio: oA = RAR™!, vamos denotar B! =" o; ® f3;
Note que:

(cA®Id)R = (6 @ Id)(A ® Id)R = (06 ® Id)(Ri3Rq3) =
=(o® Id)(Zsi ® s; ®t,—tj) = Zs_j ®s; QtLit; =
= (Zl ®8® ti)(z s; ®1®t;) = RysRyz (1)
Por outro lado,

(AR IAR=(cARId)(D si®t) == sy ®si1) @t =

‘ . = Z SjSi(])ak 3] t]-si(g),ﬁ‘k @ ti = Rlz((A ® Id)R)Rﬁl =
= RieRi3Ro3Ry, (1)

Agora’ (I) = (II), entao
Ra3Ri3 = RisRisRaaRiy

Ry3Ri3R12 = RigRi3Ra3
| |

A partir de agora farcmos um anilogo das cstruturas quasi-triangulares no dual
de H ® H. Para isso vamos utilizar a notacao de produto de convolu¢io definido na
secao anterior.

Podemos introduzir a aplicagdo dual
r:HH —C
e uma inversa segundo o produto de convolugdo em £(H ® H,C) deﬁnidé como
Fr:H@H —C
tal que
(i) r*T=T*xr=e®e¢
(il) pP*r=r=*p
(iii) r(p ® Id) = 113 * 123
r(Id® p) =713 * 112

onde 12,713,173 : HO H® H — Ce

Tig =TQE
To3 =eQ®r
r3 = (r®e)(ld®o)

Em componentes temos que:



(1) 2or(aq) ® buy)T(ag) ® b)) = e(a)e(b)

Da niesma forma
> " Flaa) ® bay)r(a ® ba) = e(a)e(b)

(i) 22bwamr(ae ® b)) = 3 r(ag) @ byy)ambe)
(iii) r(ab®c) = Y r(a ® c))r(b® c)
r(a ®bc) = r(aq) ® c)r(a ® b)
Proposigao 1.5 E verdade que:
(i) rla®1) =r(1®a) = £(a)

(ii) r(S® Id) =7
FId® S) =r
r(S®S)=r

Demonstragdo: Ver apéndice B.

Veremos a seguir o andlogo do teorema de Yang-Baxter no caso dual.
Teorema 1.5 (Yang-Baxter Dual) A seguinte equagdo é verdadeira
T2 ¥ T13 * T3 = T23 ¥ "3 ¥ T'12

Demonstragao:
rig*ri3*r3(a®@b®c) =

=Y (r ®¢)(a@ @bz @ cy)(r @e)(1d® o) (a) ®be) ®cr)(e @) (ap) @b ®cm) =
=Y " rlag) ®b)e(ew)riae © co)e(bz)e(ae )r(be ® c@) =
= rlag ® buy)r(ag ® co)ribe ®cm) 1)
De mesma forma temos que:
T3 *T13%T12(a Q@ b®¢) = Z 7(bay ® c))r(aq) @ cy)r(ap @ b)) (1)
Devemos agora provar que (1) = (II)
() = ) rlag) ®bu)r(agbe ®c) =

= (D r(aw @ bw)agbe ®c) =

= r)_bmawr(ee @ b)) ®c) =

= ) rboyan) ® O)rlap ® b)) =

= > r(boy ® cy)riam ® c@)r(a ® b)) = (1)
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Para provar esta igualdade utilizamos os axiomas (ii) e (iii) da aplicagdo dual r.
[

Para finalizar esta se¢fo e desta maneira o capitulo 1, vamos relacionar a matriz
R com H-médulos e a matriz r dual com H-comdédulos.

Seja (H, R) uma &lgebra de Hopf quasi-triangular e V e W dois H-médulos. Pode-
mos definir uma estrutura de H-médulo em V ® W da seguinte maneira:

at (vew)=Ala)(vw)= Z(a(l) > v) @ (ag) > w)
ondeae H, veVeweW. |

Vamos agora definir um isomorfismo de H-médulos entre VW e W @ V da seguinte
maneira:

. CR,. VW —WRV
onde Ct, = oR, ou seja, CE,(v@w) =Y (t: > w) ® (s; > v)
Lema 1.3 A aplicagdo

CE)Y'=R"Yo:WeV —VeW
¢ inversa & direita e d esquerda de CJY,

Demonstragao: Ver apéndice .

Proposigao 1.6 CE ¢ um isomorfismo de H-mddulos.

Demonstracdo: Ver apéndiée B.

Teorema 1.6 EmUQV @ W, H-médulos com (H,R) quasi-triangulares temos:
(Idw ® Ciiy ) (Clw ® 1dv)(Idy ® Cly) = (Cifw ® Idy)(Idy ® Ciiw )(Ciy ® Idw)
Demonstracao:
(Idw ® CJy)(Ciiw © 1dy)(Idy ® Cily ) (v @ v @ w) =
= (Idw ® C{v)(Clw @ Idy)(u ® tiw @ sv) =
= (Idw ® Cfy)(titiw @ sju® s;v) =
titiw ® tis;v ® SkSju (I
Por outro lado,
(CEw ® Idy)(Idy ® CHw)(CFy @ Idw)(u®@v@w) =
= (CHw ® Idy)dy ® Cliw)(tiv ® siu @ w) =
= (Ciw ® Idy) (v ® tjw @ sjsiu) =
= tit;w @ Sitiv @ 555U (11)
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As expressoes (I) e (II) sio iguais devido & equagdo de Yang-Baxter.
n

Em particular se U = V = W temos que C‘{,‘,V € uma solugao da equagao de Yang-
Baxter em V ® V. Portanto para qualquer V, H-médulo(em particular o préprio
H) a estrutura quasi-triangular R fornece uma solugéao explicita da equacao de Yang-
Baxter. Por isto R também é chamada dc matriz R universal.

A partir de agora vamos relacionar a matriz r dual e comédulos.
Sejam V, W H-comédulos & esquerda.

V.V — HeV
v Zv(l)®v(2)

ondevV e Hev® eV

e w — Hew
w o SuMew®

onde w® e Hew® eV

Podemos definir uma estrutura de H-comédulo em V ® W da seguinte maneira.
Considere o seguinte diagrama de flechas:

vew Xl HeVve HoW -2

. HQHVeW 2" tevew

Entao
sVOW _ Z WM @ @ g w®

A estrutura quasi triangular dual r : H ® H — C induz um isomorfismo de H-
comédulos & esquerda entre V@ W e W ® V definido da seguinte da maneira:

Cyw = Z r(w® @ v w® @ v®
Lema 1.4 C{y, € bijetora.
Demonstracdo: Basta mostrar que
( (,,W)_l = E’TW'V (w@v) = ZF(w(l) ® '1)(1))1)(2) Q uw®

¢ inversa a direita e a esquerda de C}, ;. E para isso procedemos de maneira andloga
como no lema (1.3) juntamente com o axioma (i) da matriz r e os axiomas de
comddulo.

[ |
Proposicao 1.7 C},,, € isomorfismo de H-comddulos & esquerda
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Demonstracdo: Ver apéndice B.

Teorema 1.7 Para todo U, V, W H-comddulos a esquerda temos;
| (Chw ® Idy)(Idy ® Cyw)(Cyy ® Idw) = (Idw ® Cyy ) (Chw ® Idv)(Idy ® Cyy)
Demonstragéo:
(Cow ® 1ds) Ty ® C)(Cry © Liw) (8 ® 0 @ w) =
= (G @ o)1y © G )Y (o © U @ w) =
= (Chw ® IdU)(ZT(’U(l) ® uMr(w® @ uPW) (v g w? g uP?) =

= 3 r® @ u0)r(wh @ uPW)r (WP @ yPN)(LA® g yO) gy A@)
= Z r(v® gy @ u® ))r(w® g, @ u(l))(z)r(w(l)(z) ® v ) (w® ) @ v g @ u® @) =
= Z r(w® gy @v®y)riw® g o u(l))(l)r(v(”(z) @uM ) (w? g @@ @uP ) =

= 3" r(® @ v)r (@M @ x)r (HOW @ uBM)EE® g OO g @A) =

= (Idw 8 Cjy) (Y _r(® @ v)r(w®® @ uh)) =
= (Idw ® Cpy)(Chw ® 1dy) (Y r(w® @ V) (u @ w® @ v®?) =

= (Idw ® Cpy )(Chw @ Idy)(Idy @ Cyw ) (u @ v ® w)

Na quarta e sexta ignaldade foi usado o axioma de comédulo, e na quinta igualdade
a equagao de Yang-Baxter dual.

Em particular se U =V = W, Cy,,, é um isomorfismo de comédulos entre V @ V
e V ® V quc satisfaz a cquagao dc Yang-Baxter.

Defini¢ao 1.18 Se V é um H-médulo(comédulo) com Cf, (CY,y) uma matriz R em
V ® V, entio dizemos que V é um espago vetorial trangado(cotrancado).
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Capitulo 2

O Plano Quantico e Suas Simetrias

Estudamos no capitulo anterior os principios de dlgebras de Hopf bem como o
que vem a ser uma agao e uma coagao. No presente capitulo, trataremos do plano
quéntico kyz, y] e sua relagao com a extensao de Ore. A seguir estudaremos algumas
algebras de Hopf cspecificas, entre elas, a algebra universal envolvente U, (sl(2)), suas
representagoes e como ela age no plano quantico.

2.1 O Plano Quéantico

Seja ¢ um elemento inversivel do corpo & e seja I, o ideal bilateral da 4lgebra livre
K{z,y} gerada por elementos da forma yz — gzy. Define-se o plano quéntico como a
algebra quociente

kolz,y| = K{z.y}/1,
Quando ¢ # 1, élgebra k,[z,y| é ndo comutativa.
Em um certo sentido, o plano quintico é uma extensio nao comutativa do plano afim,
cuja dlgebra de coordenadas é dada pela algebra de polindmios

k[m, y] = k{iE,y}/ < Ty —Yyr >

A seguir apresentaremos a relagdo do plano quantico com extensao de Ore.
Seja A uma algebra e Aft] um A-médulo livre & esquerda de todos os polinémios

da forma
P = aut" + an_it" ' + ... + apt®

com cocficicntes em A. Se a, # 0, dizemos que o grau de P é n e denotamos por
OP = n, por convencao J(0) = —oo, onde 0 é o polinémio identicamente nulo.

Definigdo 2.1 Seja a um endomorfismo de A, tal que (1) = 1. Uma a-derivagido
de A € um endomorfismo & de A tal que

8(ab) = a(a)é(b) + 6(a)b V a,be A

Lema 2.1 6(1) =0
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Demonstragdo:

(1) =46(1-1) = a(1)8(1) + (1)1 = 6(1) + 48(1)
Segue portanto que (1) =0
|
Teorema 2.1 E verdade que:

(i) Assuma que A[t] tem uma estrutura de dlgebra tal que a inclusdo natural de A
em Alt] é um morfismo de dlgebras, e temos que O(PQ) = d(P) + 8(Q) para
qualquer par (P, Q) de elementos de A[t]. Entdo A ndo tem divisores de zero e
existe um inico endomorfismo injetor o de A e uma unica a-derivacio § de A
tal que )

ta=afa)t+6(a) , V a€eA (1)

(ii) Reciprocamente, seja A uma dlgebra sem divisores de zero. Dado um endomor-
fismo algébrico injetor o de A e uma «a-derivacio § de A, existe uma Unica
estrutura de dlgebra em Alt] tal que a inclusdo de A em Alt] é um morfismo de
dlgebra e a relagdo (1) € verdade para todo a € A.

Demonstragdo: Ver [9].
n

Observagao 2.1 A dlgebra definida pela parte (ii) do teorema anterior é denotada
por Alt,c, 8] e é chamada de Extensio de Ore anezada aos dados (A, «, d)

O préximo resultado relaciona o grupo quantico com extesnao de ore.
Proposicao 2.1 Se o é um automorfismo do anel de polinémios K|z] definido por
alz) =qr
entdo
kqlz. y] = klz][y, @, 0]
onde klz][y, @, 0] € a extensdo de ore anexada aos dados (k[z], e, 0)

Demostragio: Defina um morfismo de dlgebra ¢ : K{z,y} — k{z|[y, @, 0] por p(z) =
z e p(y) = y. Note que

e(ly) = p(yz — qry) = p(Y)p(r) — ap(2)p(y) = yz — qzy = a(z)y — qzy =0
Entdo existe @ : ky[z,y] — k{z]ly, @, 0] morfismo de dlgebra. Como x e y geram a
extensdo de Ore, segue que P é sobrejetora. Agora defina

Y klz)ly,0,0] — Kz,
ziy iy

onde {z'y'}; j>0 é uma base ordenada.
Entao

P o p(aiy’) = Y(@(x)'B(y)) = Y(a'y) = z'y’

Logo @ é injetora. Seguem deste modo que  é um isomorfismo de dlgebras.
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2.2 Geometria e Acao de Grupo

O titulo deste texto nos fala sobre geometria nao-comutativa, mas até agora, ainda
nao definimos o que é uma geometria e ainda mais ndo-comutativa, faremos isto nesta
scgao.

Segundo a perspectiva de Felix Klein no programa de Erlanger para termos: uma
Geometria precisamos de[10]:

e Um espaco, ou seja, um conjunto de pontos onde possamos trabalhar.
e Uma agdo de grupo neste espaco.

Por exemplo, considere o espag¢o como sendo o espago complexo de dimensido 2:
C? = {(z,y); ¢,y € C}

Considere agora o grupo GL(2), ou seja, o espago das matrizes 2 x 2 complexas
invertiveis. Podemos entdo definir uma agio deste grupo no espago C? da seguinte

forma:
a: GL2)xC*> — (C?

(9,p) = ay(p)
tal que
ag(an(p)) = agn(p)
a(p) =p

Em termos de elementos é o seguinte:

(ca) ()= (=Ta)

O plano atim k[z,y] = k{z,y}/(zy — yz) pode ser considerado como a 4lgebra poli-
nomial das aplicagdes que vao de C? em C geradas por:

Z(p) = 2, y(p) =y
onde p = (z,y)
Podemos dualizar o conceito de acao considerando a aplicagao
& : klz,y] —— F(GL(2)) @ k|z,y]

onde L
Fun(GL(2)) = k[a, b,¢, d)

de forma que esta seja compativel com a agdo de grupo. Este tipo de aplicagdo como
j4 sabemos denomina-se co-agio A esquerda da 4lgebra de Hopf Fun(GL(2)) sobra a
dlgebra de polindmios do plano afim. Verificaremos agora como funciona os geradores
de Fun(GL(2)) quando aplicados num elemento do grupo GL(2).
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Seja g € GL(2) onde

Entao,
a(g) a
blg) = b
eg) = c
d(g) d

Podemos agora reconstruir a agao usando o conceito de co-agao.
a((2)en =2 D we () o

&(%)(9,p) = a(9)Z(p) + b(9)¥(p)

Isto ¢,

81(3) (g, p) = ©(9)z(p) + d(9)¥(p)
Portanto temos que: _
a(z)(9,p) = az + by

5(Y)(g,p) = cx +dy

Com isto chegamos a conclusio que a agdo de grupo no espaco é dual 4 co-agao de
algebra de Hopf sobre a dlgebra das coordenadas. Se generalizarmos isto para algebras
nao comutativas, como por exemplo, o plano quantico, obtemos o que chamamos de
Geometria, Nao-Comutativa.

2.3 Maédulos sobre a Algebra Universal Envolvente
Uy(sl(2))

Seja SL,(2) = k{a,b,c,d}/I onde I é o ideal gerado por ac— gca, ab— gba, bc — cb,
bd — qdb, ¢d — qdc, ad — da — (¢ — ¢ )bc e ad — qeb — 1.

Defina as fungoes: B
A {a,b,c,d} —> SLy(2) @ SLy(2)

por

(@) = a®a+b®c
(b) = a®b+bed
(¢) = c®a+d®c
Ald) = cob+d®d

> B B
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£:{a,b,c,d} — k

por
Ela) = 1
geb) = 0
ey = 0
ed)y = 1
S :{a,b,c,d} — SLy(2)
por
Sa) = d
S() = —q '
S(c) = —qc
Sd) = a

Pelo teorema (1.2) , existem tinicos morfismos de dlgebra
A k{a,bc,d} — SLy(2) ® SL,(2)

g:k{a,b,c,d} — k

e anti-morfismo de algebra
S : k{a,b,c,d} — SL,(2)

tal que: o _
Al{a,b,c,d} =A

El{apedy = E
gl{a bc,d} = '§

Considere agora as relagdes do ideal I formada por elementos do conjunto {a,b,c,d}.
Mostraremos que A £e S também satisfazem as relacoes do ideal I. De fato,

AlAD) = (@®a+bc)(e®b+bed) =
= a’Qab+abR@ad+ba@cb+ b Qcd =
= a’Qqba+ gba ® ad + ba ® bc + b* ® gdc =
= a®>Q qba+ ba® (gad + bc) + b* ® qdc =
= a® @ qba+ ba ® (qda + ¢*bc — bc + be) + b ® gdc =
= a2®qba+ba®qda+ba®q2bc+b2®qdc=
a® ® gba + ba ® qda + ¢~ 'ab ® ¢*bc + b ® gdc =
= a’® gba + ba ® qda + ab ® gbe + b* ® qdc
= q((12‘® ba+ba®da+abRbe+ b Q de) =
= qA(b)A(a)
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Analogamente prova-se para as outras relagoes.

Também temos que:
Ea)E(b) =1-0=0=q-0-1 = ge(b)e(a)
Idem para as outras relagoes.

Queremos que S satisfaca também as relagées do ideal, mas vamos precisar que .S
seja anti-morfismo de algebra, as relacoes sdo provadas de maneira difernte. Na ver-
dade precisamos provar que

S()S(a) = ¢5(a)S(b)
De fato,

S(b)S(a) = —g 'bd= —q 'qdb= —db=
—qdq™"b = q5(a)S(b)

Andlogo para as outras relagoes.

Portanto de acordo com o corolario(1.1) temos que existem unicos morfismos de
algebra
Az SLy(2) — SLy(2) ® SLe(2)
e:SL,(2) — k&

e anti-morfismo de dlgebra
S 1 SLy(2) — SL,(2)
Estes morfismos sdo chamados respectivamente de Coproduto, Counidade e Antipoda.

A seguir provaremos que SL,(2) é uma &lgebra de Hopf. De acordo com a
proposig¢do (1.1) , basta provar o axiomas de coassociatividade, counidade e antipoda
para os geradores.

Coassociatividade

(Id®A)oAla) = (Id®A) a®a+b®c) =

= a®Ae) +b® Nc) =

= a®(a®a+b@c)+b®(c®a+d®c) =

= a®(a®a)+a@d®c)+bB(c®a)+b@(d®c) =
(a®a)®a+ (e ®c+ (b®c)®a+ (bRd)®c=
= (e®a+b®c)Q®a+(a®b+b®d)®c=
Ala)®@a+Ab)@c=
(AQId)(a®@a+bRc) =
= (A®Id)oA(a)

If
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Anélogo para os outros geradores.

Counidade
(e®Id)oAle) = (e®Id)(a®a+b®c)=
= ela)at+ebd)c=1-a+0-c=
a-1+b-0=ae(a)+be(c) =
(Id®e)(a®a+b®c) =
(Id®¢€) o Afa)

Anélogo para os outros geradores.

Antipoda
po(S®Id)oAa) = po(S@Id)(a®a+bd®c)=
= S(a)a+ S(b)c=da— g 'bc=ad— gbc+ g "bc — g 'bc =
= ad—gbc=ad —qcb=1=noe(a)
A outra parte do axioma da antipoda obtém-se de maneira andloga, assim como o
célculo para os outros geradores.

Portanto concluimos que SL,(2) é uma &lgebra de Hopf com coproduto, counidade e
antipoda como definidos acima.

Vamos definir agora uma coagio a direita de SL,(2) no plano quantico k4(z,y]
dada por
or : kq[m’ y — kq[x’ y® SLQ(2)
x p— r®a+y®c
y p—> TR®b+y®d
Da mesma mancira podemos definir uma coagéo a csquerda dada por:

5 kel —  SLy(2) ®kylz,y]
T f—r aRr+b®y
Y — c®m+dv®y

Imponha agora que
br1(2w) = 8,4(2)8ru(w)
Isto faz com que k,|z, y] seja um co-médulo Algebra.
Proposicao 2.2 ky[z,y| é SLy(2)-comddulo a direita e a esquerda.
Demonstra¢do: Provaremos apenas para a direita, pois a esquerda é andlogo.
(i)
(6, @ Id)o.(z) = (6, @Id)(z2®a+y®c) =
= (br(r)®a+6:(y) ®c) =

rTR®a®a+yYR®c®a+rQb@ct+y®d®c=
z® Afa) +y ® Ac)
= (Id®A)z2®a+y®c)=
= (Id® A)o.(x)
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Anélogo para o gerador y
(i)

(Id®e)s(z) = (Id®e)(z®a+y®c)=
= ze(a) +ye(c) = z = Id(z)

Anaslogo para ogerador y

Proposigao 2.3 kyfz,y| tem estrutura de SLg(2)-comddulo dlgebra.

Demonstracdo: Primeiramente devemos provar que
6r1(zw) = 8,4(2) 6, (w)

Mas isto € trivial, pois definimos 4,; sobre os geradores de maneira a estender a coa¢ao
para todo kyfz, y].

E por defini¢do temos 6,;(1) =1 ® 1.
n

Definimos a dlgebra U,(sl(2)) como o quociente da &lgebra livre gerada por K, X4
e K71 pelo ideal bilateral gerado pelas relagdes

KXiK_l —_ qiin

K- K™}

X, X |-
[ +3 ] q_q_1

Defina as seguintes funcoes:

A {K, Xe, K™Y} — U, (sl(2)) ® Uy (s1(2))

por
AXy) = 19X, + X, ®K (2.1)

AX)) = XK '+1®X_ (2.2)

AK) = K@K (2.3)

AK™Y = K'oK™! (2.4)

F K, Xy, K™Y} — k
por

1) = gK*)=1

fX:) = 0
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S {K,Xs, K71} — Uy(sl(2))

por
SK* = K7
Sx, = —-K'X,,
SX_. = -X_K

Pelo teorema (1.2) podemos estender estas funcbes para uma algebra livre, tal
que elas se tornem morfismos de 4dlgebra. Calculemos agora A, € e S nas relagbes da
dlgebra.

AK)AX)AK™) = (KOK)(1® X, + X, @ K)(K'®@K™) =
= (KQKX; +KX, @K)K'®@K ") =
= 19KX, K'"+KX,K'QK =
= 19¢X, + X, QK =
= F1®X, + Xy ®K)=
= ¢*A(Xy)

Idem para as outras relagoes.

Da mesma maneira temos que

EK)EX)EK™) = 1:0-1=0=¢-0=

Andlogo para as outras relagoes.

De maneira andloga como para a dlgebra SL,(2), S deve satisfazer as relacbes da
algebra U,(sl(2)) de uma maneira diferente, j4 que queremos um anti-morfismo de
algebra. De fato,

S(KMS(X,)8(K) = K(-K'X,)K'=-X,K'=
= —K'KX,K™'=-K'¢X, =¢8(X,)

Portanto de acordo com o coroldrio(1.1), existem iinicos morfismos de algebras
A Uy(s1(2)) — Uy(sl(2) ® Uy (s1(2))
g:Uy(sl(2)) — k

¢ anti-morfismo dc algebra

| S Uy(sl(2)) — Uy(sl(2))
Estes morfismos sao chamados respectivamente de Coproduto, Counidade e Antipoda.
Par provarmos que U,(sl(2)) é uma dlgebra de Hopf, basta provarmos a veracidade
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dos axiomas de coassociatividade, counidade e antipoda nos geradores comforme o
proposicio (1.1) .

Coassiciatividade

(ARQId)oA(X,) = (ARIH(1IR®X, +X,®K) =

A X, +AX:) QK =

11X, +(10X,)®K+(X+®K)®K =
191 X)+10(X; ®@K)+ X4 Q(K®K) =
= 113X, + X, 9K)+ X, @ (K®K) =

= 1QA(X})+X: ®A(K) =

Jd A1 X, + X, ®K) =

= (Jd®A)oA(X,)

il

i

Anaélogo para os outros geradores.
Counidade

(Id®e)o A(Xy) = (Id®e)1® X, + X, ®K) =

= 1le(Xy)+ X e(K) =
1-0+X,-1=1-X, +0-K =
e) Xy +e(X)K =
e@Id)10 X, + X, QK) =
(e ® Id) o A(X,)

Idem para o restante dos geradores.

Da mesma forma temos o axioma da antipoda. Desta forma chegamos a conclusio
que a dlgebra Uy(sl(2)) ¢ uma éalgebra de Hopf.

Defina o emparelhamento de um elemento X € Uy(sl(2)) e u € SLy(2) por
<, > Ulsl(2)®SL,(2) — C
onde < X, u > representa o valor de X em u

Vamos usar o emparelhamento, para calcular como os geradores de U,(sl(2)) que
sdo K, X, atuam nos geradores de SL4(2) a,b,c e d. Para isso precisamos de uma
realizacio matricial para os geradores de U,(sl(2)), sdo elas:

. (g9 0 (01 (o0
) w2

Facilmentc verifica-sc que csta realizagio satisfaz as rclacdes da dlgebra Uy(s1(2)).
Agora podemos obter todos os possiveis emparelhamentos entre os geradores de U, (sl(2))
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e os geradores de SLy(2). Eles sdo dados por:
<Ka> =q <Kb>=0 <Kec>=0 <K, d>= q!
<Xp,a> =0 <Xp,b>=1 <Xp,e>=0 <X;,d>=0
<X_,a> =0 <X_b>=0 <X ,e>=1 <X_,d>=0
(2.5)

Teorema 2.2 Seja < , > um emparelhamento, como definido acima, primeiramente
temos que < , > € 1inico. Se o emparelhamento for ndo degenerado, isto €, se

< X,u >= 0 para todo u, entdo X = 0, e vice versa, entdo as dlgebras envolvidas no
emparelhamento sio duais.

O

Portanto com o emparelhamento definido acima para SLy(2) e U,(sl(2)) , que é
nao-degenerado, segue pelo teorema anterior que SLy(2) e U,(sl(2)) sdo duais. Para
mais detalhe ver [11].

O emparclhamento é definido de forma a tcrmos:

< X1X2,u >=< X; ® Xo, Au >

< AX,u Q@ up >=< X, ujug >

e além disso
< X1 ® Xo,u; ® up >=< Xl,ul > Xz,’ltz >

E a interacgao entre unidade e counidade é descrita pelas seguintes relacoes:

< Ly (si(ay)s & >= Es1,(2) (1)

< X, 1sz,) >= €uy(ai)(X)
Podemos dualizar o conceito de coagdo a direita de SL,(2) e obter uma acdo a
esquerda de U,(sl(2)) sobre o plano quantico dada por

B U,(sl(2)) @ kofz,y] — K[z, y]
X®z — Xp2z=Y 20 < X,200>

onde 2V € SL,(2) e 2@ € kylz,y]
De fato é uma agio:
Xi>(Xepz) = Xib (Z 2® < X, 20 5) =
= Y200 < X, 00 S X, 0 5o
= Zz@) < Xl,z(l)(z) >< Xz,z(l)(l) >=
S0 < X, @ X, 2V @ 20y >=

= Zz(z) < X1 ® Xa, A(z1) >=
= Zz@) < X1 X5, 20 >=
= XjXyD> 2
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Também,
1bz= Z 2@ < 1,20 >= 2P (2W) = 2
Proposicao 2.4 k,[z,y] € Uy(sl(2)) mddulo dlgebra.
Demonstracao:
X () = Y (w)? <X, ()M >= Zu@)v@) < X, uWy® >=
= Zu(2)v(2) < A(X),uM @ vV >=

= Zum < X(l),u(l) > @ < X(2),U(1) >=
= (X P u)(Xe > )

Da mesma maneira,
X1=)Y 1% <X,10 >=¢(X)1
[ ]

Agora mostraremos como os geradores de U,(sl(2)) agem nos geradores de K[z, y|.

Vejamos,

Xi>1l = (Id® < Xy,->)6:(1) =
1M® < X+,1M >=
< X+, lM >= E(X+) =0

Xipz = (Id® < Xy, >),(z) = _
(Id < X, ->)(z®a+y®c) =
= 1;<X+,a>+y<X+,C>=0

1l

Xipy = (1d® < Xy, >)b(y) =
= (ld® < X,,->)(z®b+y®d) =
= r<Xp,b>ty< Xp,d>=zx

X >l = (Idg<X_.,->)6:(1) =
= <X_,1>=¢(X_)=0
X vz = (ld® < X_,->),(z) =
= <X ja>+y< X ,c>=y

X— Dy = (Id® < X_,' >)57‘(y) =
= z< X ,b>4+y<X_,d>=0
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Kl = <K, 1>=¢(K)=1

Koz = (Id® <K, >)b5,(z) =
= z< K,a>+y< K,c>=qz

Koy = (Id® < K,- >)6:(y) =
= z<Kb>+y< K, d>=qly
(2.6)

Veremos na préxima segdo que esta acdo coincide com a agao de U,(sl(2)) sobre
kqlz,y] em termos de operadores g-diferenciais.

Para cstudarmos as representagoes de Uy(sl(2)) ¢ os médulos da mesma lgebra
precisamos de mais relagtes entre os seus geradores.

Proposigao 2.5 Param > 0 e n € Z temos
(i) XPK"=q ™ K"XD
(ii)) XmK™ = @™ K"X™

——(m—l)I{ — gm 11
. 14 q b
X, X™ = [m]x™! =
X, X7 = [m] 4
m-1pr —(m—l)](—l
= [m)2 qq_1 xm!
q—
(iv)
—(m—l)]{ —gm K1
m v q q m—
[_Y_', I A—] = [m] q _ qu ,¥+ 1 =
m~—1 _ a—{(m-1) -1
4" K —¢q K
= [m]X7!
[ ] R q— q_1
onde ,
qm . q——m
m| =
] g-q7!
Demonstracao:

(i) Faremos indugao sobre n > 0

n = 0, entao

XT = KK ' (X,KK' .. X, KK )K=
Kqm Xy =g KX
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Agora suponha que
XTK—n — q—2mnKnX_T
Entao-
XTK™! = XTK"K =q "™K"XTK =
_ q_2mnan_2mKX—T — q—2m(n+1)Kn+1Xr

(i1) Anélogo ao item anterior.

(iii) Usarcmos indugdo sobre m

m= 1, entdo

K — K1 q-(l—l)K _ ql—lk'-—l
X X ]| =—— =[1]x1"1
(X4, X p—— (1] "
Suponha que vale para m, entéo
(X, X™] = (X, X™X ] =X, X™X_+ X™[X,, X ] =
: VKX g KX +X'"K — K
— -1 - —_ g1
q9—q q—q

Agora multiplicaremos a primeira parcela da soma por K~!K e obtemos

= [m]X™"

il
|
s,
=
3
L
oo
|
2,
3
x
8
+
X
|
g
i

(q — (;—1)2 (q—lK _ q2m+1K—1 _ q—2m~lK + qK—l +
+ Kq_qu]_q—lK_*_q—lK—]):

XT —2m— s m — -
= m((é]-q K — (P - g YK =
XT —m m- — T — m m —m— -
= m(q ((1 H‘q 1)K—‘(I ((I H—q I)K 1)=
] m q~'m]( _ qm.K*l
= [m+1)X" ( -

(iv) Analogo ao item anterior.
|

Definigao 2.2 Seja V um Uy(sl(2)) mddulo e A € C um escalar. Um elemento
veV,v#0 éum vetor de peso mdximo com peso A se

X,v=0

Kv=\v
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Proposigéb 2.6 Qualquer U,(sl(2))-médulo de dimensdo finita V' possui um vetor
de peso mdzimo.

Demonstragdo: A demonstragio desta proposi¢io é a mesma da proposigao(C.1) do
apéndice C. , com excegao de aqui usamos o gerador K e os autovalores serao dados
por

A= qaq

Lema 2.2 Seja v € V vetor de peso mdrimo com peso A e seja a sequéncia

1

v, = —XPv
" Ip)!
onde
[O'=1 e [p]!=[pllp—1]!
Entao
(i) Kv, = Aqg~ %Py,
(i) X v, = ﬂ—%ﬁ%?—::ﬁvp_l
(i) X_vp = [p + vps
Demonstracao:
(i)
Kv, = iK'va = l'q_z”Xva =
[p]! [p]!
‘ 1
= MP—XPv=\"Pv
[p)! ?
(if)
'd 1 'd i 1 ¥
A_’_'Up = —"‘A,FX_’U = —‘[.X+,.X_]'U =

[]! [p]!

= E]‘![P] - v=

q—q!
B 1 g M-\l
- g—q! B
g Hy — P~ IA1
- q—q? e
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(iii)
1

X_v, = [p].x X? = Al 1 xr
_ [p+ ]XPH _ 1 p+1
BETTESY _W+”@+mX B
= [p+ Hups

Veremos a seguir um resultado andlogo ao teorema(C.1), mas para o caso defor-
mado.

Teorema 2.3 Seja V um Uy(sl(2)) mddulo de dimensédo finita gerado por um vetor
de peso mdzimo v de peso \, entdo

(i) A==%q", onde edim(V)=n+1
(ii) Se v, = E%]—!va temos v, =0 para p > n e {vg = v, vy, ..., U} € base de V.

(i1i) K € diagonalizdvel nesta base, com autovalores {£q", £q™™, ..., £q~"+? +¢q™"}.
n + 1 autovalores.

(iv) Qualquer outro vetor de peso mdzximo em V € multiplo escalar de v e € de peso
A ‘

(v) V € simples.

Reciprocamente qualquer U,(sl(2)) mddulo de dimensdo finita V é gerado por um .
vetor de peso mdximo. E dois U,(sl(2)) mddulos de peso mdzimo V e V' gerados por
v, v de mesmo peso sdo isomorfos.

Demonstragao:

(i) e (ii) Temos que Ku, = Ag~* vy, logo {v,},>0 ¢ uma scquéncia de autovetores de K
com autovalores distintos, entao existe v, # 0 e v,4; = 0. Temos também que

1 . n+1]!
n xntk, — k+1 Xn+1
s A e P AT m+u
n+1]l
'[[n—;]i‘—%')foHUMI =0

V é gerado como U,(s!(2)) médulo por {vg = v, vy, ..., v, } logo dimV < n + 1.
Por outro lado, K possui no méximo dimV autovalores distintos, isto é, n+1 <
dimV. Assim '

dimV =n+1

Note que
—ny n/\—l
q A

0= r—i—'vn—H = 3
qg—d
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Entao

q—n )\ = qn A_l
Isto. é
/\2 — q2n
Portanto
A= xg"

Para mostrar que {vg, vy, ..., U, } € linearmente independente, é anélogo ao teo-
rema (C.1) .

(iii) Como Ku, = Ag~%Pu,, segue que

@ 0 0 0

0 ¢ 0 0
K=+ 0 gt 0

0o i -

0 0 0 g

(iv) e (v) Idéntico ao teorema (C.1)

A reciproca também é idéntica ao do teorema (C.1) .

Podemos agora representar X_ e X, através de matrizes. Sao elas

0 [n] O 0
0 [n-1] 0
Pen(Xy) = ) 0
: 1
0 0 0
0 0
0 .
Pen(X-)=1 0 [2]
S
0 --- 0 ([n] O

A partir de agora estudaremos representacoes de dimensao infinita com estrutura
analoga aos médulos de peso méaximo de dimenséo finita estudados, que sdo denomi-
nados Mddulos de Verma.

Seja A # 0. considere o espaco de dimensfo infinita gerado pela base enumeravel
{vp}pen tal que para p > 0 tenhamos

Ku, = A\g™ %y,
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Ky, = X71¢%y,
X+'U0 =0

qPA—gPA!

X, oPH =
* g—q!

Up
X_vp = [p+ 1jvpn
Denotaremos os médulos de Verma por V().
Proposicao 2.7 V()) é um U,(sl(2)) mddulo gerado pelo vetor de peso mdzimo vg

Demonstragdo: Primeiramente vamos mostrar que V() é um médulo. De fato

—(p-1)y _ p-1y—1
KX K 'ty = KX 2 7q%, = AilquKq q>\— q(—f: A p—1 =
= A g2 q—(”_l)/\—q’l’ 1)1 —200-1)y,
q—q
g @)\ — gp I
N g—q1 T
= X,
Idem para X_. Temos também que
(X4, X o, = XX v~ X Xy =
N —(})—I)A - qp—l/\—l ;
= [p+1)X v, — ppp— X_ vy =
CPA=@AT gOIA—@TA
= P +1 — Vyy =
(p+ 11— Al
1 _ —op— 1y—
= CErEID q_l)Q(q)\— AR W e ) R ) ) Y =

+ q—2p+1 +q2p~lA-l _ q_lA_l) —
1 _ _ _ -
= o M) ey =
q—2p/\ _ q2p)\-1
q—q!
K — K’_l

TR

i

Uy =

Agora vy é vetor de peso maximo ¢ peso . De fato

X419 = 0 por hipétese.



Também, Kvg = A\g~ %0y = Avg.
n

Teorema 2.4 Qualquer Uy(sl(2)) mddulo gerado por um vetor de peso mdzimo v com
peso X € um gquociente de V(A).

Demonstragido: Seja V' gerado por v dc peso maximo ¢ peso A e considere
m: V(&) — |4

, 1
Up " pixXTe

Como 7 é sobre, segue que do primeiro teorema do homomorfismo(teorema (A.1) )
que
V =V()\)/Ker(n)

Enunciaremos sem demonstrar um resultado, que serd util em um teorema adiante.
Lema 2.3 Lema de Schur Se r € Z(A), onde
Z(A)={z € Ajzy=yr Vye A}

com x # 0; entdo para todo A-mddulo V simples e de dimensdo finita, x age como
um maltiplo escalar da identidade.

a

Agora considere
g 'K +qK™!

(g —q71)?
Este elemento é chamado de Elemento de Casimir e satisfaz algumas propriedades
com rclacao aos geradores de Uy (sl(2)).

Cq = X+X_ +

Proposigao 2.8 O elemento de Casimir C, pertence ao centro de Ug(sl(2)), isto é,
C, comuta com os geradors de Uy(sl(2)).

Demonstracao:

IKX KX
Cq.X+ = _¥+X_.X+ + g * + + q ia =

(¢—q)?
17~ g | —1 7—1
I , g KX, K'K+qK "X, KK
= XX, X |+ X, X, X_+ =
vl +) A q—q 1)
= X+—*_K_] —K + X X X+ oX K g X KT =
s @)

X )
= XXX+ (T:;Ii:)i((q ¢ )K= K)+gK —¢7'K™') =
gK'+¢7'K

= X (X X_+
+(X (g —q7)?

)=
= _¥+ Cq
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Idem para X_C,. Para K temos

¢ KK +q¢KK _
(g—a)?

= KK'X,KK'X_K +

C,K = X.X_K+

@ K=

K
= KX X +—-——(¢'K+qgK™) =
+ (q—q‘1)2(q q )

g 'K +qK™!

= K(X.X_+
X (g—aq1)?

= KC,

)=

(2.7)
[ |

2.4 A Acao de Uy(sl(2)) sobre o Plano Quéantico co-
mo Operadores Pseudo-Diferenciais

Seja A uma algcbra ¢ a € A. Dcfina as aplicagdcs

al:A—>A
b —— ab

a: A — A
b +—— ba

Seja o : A —— A um automorfismo
o(ab) = o(a)o(b)
Podemos escrever
| 5 0 ai(b) = o(ab) = 3(a)a(b) = o(a) o o ()
5 0ay(b) = o(ba) = a(b)o(a) = o(a)y 0 a(b)

Definicao 2.3 Sejam o,7 : A —— A automorfismos. Uma transformacio linear
§: A——+ A é uma (o, 7)-derivagdo se:

8(ad’) = a(a)é(d’) + 8(a)T(d’'), V a,d €A
Podemos escrever

doay(b) = 6&(ab) = a(a)d(b) + 6(a)T(b) =
= (o(a)iod+d(a)ioT)(b)

Soa.(b) = 6&(ba) = o (b)d(a)+ 6(b)7(a) =
(8(a)r 0 0 + 7(a), 0 8)(b)
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Seja agora A = kg[z,y] e os automorfismos

oz: A — A

T — qz
y — ¥y
oy, AL — A
z b z
y b qy

Sejam também as aplicagGes lineares

aq m, ny __ m—1,n

g_?/(w’"y") =[nlz™"7, ¥V mn2>0

Proposicio 2.9 Em A = k,[z,y| temos

(i) yixi = gy

(i) Tryr = qy, 2,

(1i1) 05 0Ty = qX1r © 04

() oy 0yr = qur 0 gy

(v) ggoazzqaxog%, %y‘loay=qayog§

(vi) oy =qyod, g‘goxr =qxro§§
(vii) gg oy =qlzo gg + 0, =qx; 0 gg + o

... B -1 ] _ 6!1 -1
(viiz) 'a‘g'oyr'—q yr°5§+0y—qy,o(—9§+ay

—1 -1

; 8q — oz—0y” 89 _ oy=%

(iw) zi0 Oz g1 Y% g—q*
Demonstragao:

(i)
pa(@™y") = ya(a"y") = qzy(z™yY") = gmuy(z™Y")
(ii) Andlogo ao item anterior.
(ili) Seja P =3 z™y"

o.(r)P) = 0.(zP) =o0.(z)o,(P) =
= q10;(P) = qri(04(P))

O mesmo para o,(z,P)
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(iv) Analogo ao item anterior.

(v) .

Oq
gt
q[m]qm—lzm—lyn —
qnz([m]xm—lyn) =

m—1_n

o
Dog,(z™y") = L(gma™y") = q"[mlz™ " =

oz

— ao_a_g(mn)

O mesmo para

94, 5, (zmy")

Oy
(vi)
aq wm, n _6q mn_maq m, nt+l
5 O NE™) = - (yr™y") =q 3, Y ) =
— qm[m]xm—lyn+1 — qm[m]q—m+lymm——1yn —

= qu(fmla™y") = qu o S (")

O mesmo para

@ oz, (z™y")

Oy
(vii)

Bq ) m, n _ aq m+1, ny __ m, n
3 o ue™y") = o (@™ = [m+ 1Ty

Por outro lado,

m—1,_n m, m, n __

_ 0 mon _
(g 1‘“°5%+%)(z y*) = ¢ 'm[mle™ Myt 4 g™y =
= (¢ '[m]+q™)z™y" =
m—1 __ —m—1 m+1l _ om—1
(q g =g )xmyn
q—q
= [m+ 1jz™y"

(viii)

8(1 m, n _@mn-{»l_ m, n
ayoyr(i y") = ay(x Y )—[n+1]1 Yy
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Por outro lado,

mnl

- 6 m.n
(qmo£+%mvy)=q Ly [n]z
= ¢ '[n]z™y" +q

nmn

+qu——

nmn.

T™y" =
= (¢7'[n]+q")z™y" =

(ix)

zo Xamy) = my(mlz™ ") = fmja™

ozx
qmzmyn _ q—mxmyn

n

y:

Or —

q—q!
O mesmo para
Bq Oy — ‘7;1
Y ——

R

Proposigao 2.10 (i) & ¢ uma (0;'0y,0,) derivagéo.

(i) & 5. € uma (0y,0,0,") derivagdo.
Demonstragdo:

(i) Sabemos que

boa;=6(ayioT+o(a)od

Devemos provar que

ox

Agora

I

0q
qyzoé-; =

= (oF dwmi+(

oz

dq ¢ -1 . -
Logo 31 é uma (0 "0y, 0y) derivagéo.

5 94,.
O mesmo vale para zlz
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(i) Sabemos que
doa, =68(a)roo+T7(a)roé

Devemos provar que

dq 0q - dq
52—/ ox, = <a_y) ooy, + (azay 1), o EZ

a
O mesmo para 84; o Yy
Logo %3 é uma (o, 0,0, ') derivagio.
n

Com estes resultados, vamos ver a realizagdo de Uy(sl(2)) em termos dos oper-
adores x;, Ty, Y1, Yr, Oz, Oy, g% e gg definidos acima, ou seja, como os geradores de

U,(sl(2)) agem no plano quantico.
Tome P € kglz,y] ¢ defina

, _0Oq,  Oq
)s+l>P—a:ayP—xloay(P)

_

dq
5e Y = U ° 5, (P)

X_p P
K P= a,,,.(fy_l(P)

K'p> P=o,;'(P)

Em termos dos geradores temos

dq
X+l>x=ma—y(x) =0

dq
X+(>y=:va—y(y) =z
9q
X_pr= ;,)—/[‘(I')?j



dq
X-by=>(y)y=0
Kpzx =aza;1(a:) =qz

Kpy= aza’_l(y) =

Esta acao coincide com a agdo de U,(sl(2)) apresentada como dual da. coagao de
SL4(2) conforme secdo anterior e equagdes (2.6).

Teorema 2.5 Com esta agdo ky[z,y] € Uy(sl(2))-mddulo dlgebra.

Demonstragdo: Primeiramente vamos mostrar que se trata de um mdédulo. De fato

KX,K'>P = KX,0,0;'(P)= Ka:l—ag

Também

[X+,X_] > P

-1 _
ayoyaz (P) -
= Kuxqo —a—qa_l(P) =
[ yay z
- 19
= qzaxaylmzoyozla—y(P) =

o
= qzmla—Z(P) =¢X,>P

(X, X_.—X_X)>bP=X,X_>bP-X_X,>P=

0q g ,\ _

99 (% \_af dap) _
a:(,)y (8:6 Py) % (xayP) y= (2.8)
2\ 0 (00,
my(azp)ﬂay(a P) 57'®)
dq -1 _3_2 @ —
Um(—agp)y Oy Gy(a’)az (ayp)y - (2'9)
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. aq 6‘1 v Oz — 0;1
=0y (xaxP) -0 (3—yPy> oy (( P

O0yOz — 0y0;

._1_

o)

020y + 0,0,

(——————; - ‘1,‘_y‘ )(P))z

q_—
K— K-
= _—— PP
q—q

Dc (2.8) a (2.9) foi usada a proposigao anterior.

q!

Finalmente, para mostrarmos que é médulo-algebra:

P)=

X,>(PQ) = s34(PQ) =2 (%(P)Z—Z(Q) + —%w)m—l) |

Note que oy s6 atua em polinémios na varidvel y, isto é, se P = z™y", entdo

Uy(P) =q"P

Portanto

9

n dq
X (PQ) q"zP By (@) + By

Il

(P)K(Q) =

- qnq—"ngg(Q) + m%(P)K(Q) -
= P(X, > Q)+ (X, > P)(K > Q)

Como queriamos, pois lembre-se que

Idem Para X_

K (PQ) = 0.0, (PQ) =00, ((z™y"

)(z*yh)) =

— 0_3:0;-1 (anmm+kyn+l) — ana_z (q—n—lxm+kyn+l) —

nk —n—l _m+tk,  m+k
qq q z

I

y

— anq——l+kq—n+mq—nkmmynmkyl =q

I

0z0, Y™y og0, Yakyh) =

(K> P)(K1>Q)

Portanto, kg[z,y] é um U,(sl(2))-médulo dlgebra.
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Capitulo 3

Calculo Diferencial Nao
Comutativo

Vamos iniciar este capitulo introduzindo a defini¢io de formas diferenciais e do
complexo de De Rham. Em seguida definiremos a dlgebra diferencial universal e con-
struiremos um operador diferencial nesta dlgebra. Vamos entdao construir uma nova
algebra diferencial, chamada de complexo de Wess-Zumino que tem uma estrutura
rclacionada com o plano quéantico ¢ finalmente introduziremos o conceito de coho-
mologia.

3.1 Introducao

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao finita, T, M o espago tangente em
M, associado ao ponto p. Quer dizer, para todo p € M, existem vizinhangas abertas
U, C M, e vizinhanca V, C R" tal que ¢, : U, — V,, é um homeomorfismo. O par
(Us, ¢a) é chamada de carta local para M. Assim em um sistema local de coordenadas
T,M =< 3—% >. Seja também V = (T, M)*(O espago de todas as aplicagdes de T, M
em R. Novamente em um sistema local de coordenadas, (T,M)* =< dz* >, onde

i 0 i
dr (52—:;) = (Sj

Defina
A(T,M)*) = P A (T,M)Y),  k=0,...00
onde . .
AR(TM)) =Dty dx™ A Adz'*}
e

i1...4, cR

Estas sao denominadas k-formas exteriores em (T,M)* e A((T,M)*) é a dlgebra exte-
rior de (T,M)*.
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Vamos agora definir formas diferenciais sobre M

Uma forma diferencial sobre M é uma aplicagdo do tipo

w: M — UA(TM))
p w(p)

tal que localmente
w(p) = Z iy, (P)AT A .. A daE
onde a;...;, : M — R sao fungoes diferencidveis em M.

Defina agora um novo conjunto formado por todas as formas diferenciais e denotado
por

UM) = {w: M — | JA(T,A)")}

temos que
n

M) = P (M)
k=1
Defina também a seguinte aplicacgio

d: QF (M) — QM)
que é dada por

. . daiy....; S .
A3 @i s (P)d AN d) =SS ~%1(p)d:c’ Adz™ A ... Adz

J

Esta aplicacao é chamada de derivag¢do exterior

Definigio 3.1 A tripla (UM), A, d) é chamada de dlgebra de formas diferenciais em
M ou complezo de De-Rham e satisfaz ainda as sequintes relacées

d(w An) = dw A+ (=1)%9y A dn

onde se w € P, entdo deg(w) = p.

3.2 A Algebra Diferencial Universal

Seja A uma &lgebra associativa com unidade. Vamos construir um objeto(dlgebra)
que apresenta propriedades andlogas as propriedades das formas diferenciais usuais.

Defina

(1%(A) = A, estas sdo as 0-formas.

Definimos agora o que vem a ser uma 1-forma:

NY(A) = Ker(p) C A® A, onde, p1: A® A — A é a multiplicacio na ilgebra.
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Proposigao 3.1 0'(A) é uma A-bimddulo.

Demonstragdo: Seja a ® b € Ker(u) e k € A. Defina
k> (a®@b)=ka®b
(c®b)<k=a®bk

Inicialmente mostraremos que estas a¢oes ainda pertencem a ker(;z);Dé'.fyé;to,
pk> (a®b) = plka®b) = (ka)p=k(ab) =0
O mesmo para (a ® b) < k. Logo Q' (A) ¢ fechado.

Seja agora ky, ke € A. Entdo

k> (kg > (a® b)) = k> (k:g(]. ® b) = kl(k20,) Rb
= (klkg)a ® b= klkz > (a X b)

O mesmo para a direita. Temos também que
1>(a®b)=1aQb=a®b

O mesmo para a direita.
Para finalizar, precisamos mostrar que

(k1> (a®b)) <k =k > ((a®b) < k2)
De fato

(kll>(a®b))<1k:2 = (kl_a®b)<]k2=k1a®bk2=
k1|>(a®bk2) =k1>((a®b)<k2)

Definigao 3.2 Se A € uma dlgebra ¢ M um A-bimédulo, dizemos que
d: A — M € uma derivagao se

d(ab) = dab + adb, Va,be A
Uma conscquéncia da definigdo é que d1 = 0. De fato,
dl=d(1-1)=d1-1+1.d1=d1+d1
Entao d1 = 0 para toda derivacao.
Proposigao 3.2 A aplicagdo

d: A —— O (A)
a —— a®1-1®a

é uma derivagao.
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Demonstracao:

dab) = ab®1-1Qab=ab®1— (a®b)+a®b—1Qab=

ab®1-10b)+(@®1-1®a)b=

= adb+ (da)b

L

Proposicao 3.3
: V(A) = {adb/a,b € A}
Demonstrdg:do:(<=) Inicialmente vamos provar que adb € Ker(u).
Note que
adb=a(b®1—-1Qb)=ab®@1—-a®b
Entao _
p(adb) =ab—ab=0
(=) Seja a ® b € Ker(u), entédo ab =0
Agora
a®b = a®b—ab®1=—-a(b®1—-1Q®b)=—adb
[

Entao Q!(A) sdo as 1-formas definidas sobra A.

Definicao 3.3
QM A) = OMA) ® ... ® O(A)

O conjunto deﬁm'do acima € o que chamamos de n-formas.
Proposicao 3.4 O espago das n-formas € gerado por:

O"(A) =< agday...dag/ag, ...;a, € A >
(Por conveniéncia omitimos o produto tensorial.)

Demonstragdo: Usaremos o segundo principio de indugao sobre a dimensaode V e a
regra de Leibniz.

n=2
((le(lz) ®Xa (bldbz) = (aldazbl) R4 dby =

(ald((l.zbl)) ®Ra db2 - alazdbl ®a db2 =
= ald(azbl)dbz - (alaz)dbldbz
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Suponhamos que é valido para todo natural menor ou igual & n e vamos provar que
vale paran +1

(aldbl)®...®(andbn)®(a,;+1dbn+1em“(A) | (3.1)

Mas
Q"(A4) = Q1(4) @4 O(4)

Entao c ,
(aldbl) X..R (andbn) ® (an+1dbn+1) = (aldbl) ®A ((azdbz) ®A ' ®A (an+1dbn+1)) =
= Z(aldbl) ®a (Cidc..dct) = .

= Zald(blcodcl dct, — Zalbldcodcl...dc; =

= Zp{]dp{...dpzlﬂ

Com estes elementos definidos, podemos definir o seguinte bimédulo
=P ar4) =400 (4) @ (2'(A) Q(A) & ...

2(A) possui cstrutura dc dlgebra dada pclo produto tensorial sobra A.

Vamos definir um operador diferencial em ©Q(A) da seguinte maneira

d: Ok (A) _— Q’““(A)
apday...day +— dagday...dag

Defini¢do 3.4 A digebra (QU(A), ®4) munido da operagdo diferencial d é dita ser a
dlgebra diferencial universal de A

Observagao 3.1 Note que dim(2{A)) = oo, portanto podemos ter k-formas de qual-
quer grau, enquanto no caso de formas diferenciais sobre uma variedade, o grau das
formas estdo limitadas pela dimensdo da variedade.

Enunciaremos e demonstraremos agora um resultado a respeito da universalidade
da 4lgebra em questao.

Teorema 3.1 Sejam A e B dlgebras e « : A — B um morfismo de dlgebra. Se
D : A— B é uma a-derivagdo, isto €,

D(ab) = Daa(b) + a(a)Db
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entdo existe um 1nico morfismo @ : Q(A) — B tal que o diagrama abaizo comute

B Q(A)

Em particular, se B é uma dlgebra diferencial com operador dzferenczal 0-tal que
doa = D, entdo @é morfismo de dlgebra diferencial. :

Demonstra¢do: Defina
@(apda,...da,) = a(ag)Da,...Da,
Provaremos primeiramente que @ é morfismo. De fato.

Para QI(A)‘ temos:
@(adb) = a(a)Db

Para Q"(A) temos:

@(aoday...danbodby...dby) = @(agday...d(Gnbo)dbs...db,, +

+ nz_:l(—l)iaodal...d(an_ian_ﬂl)...dbodbl...dbm +

+ (iill)"agaldaz...dbm =

= (Go)Dal .D(anbo) Db;...Db,, +

+ Z( 1)'a(ag) Dar...D(an—itn-i+1).- Db +

+ ( 1)*a(ag)a(a1)Das...Dan, (3.2)

Por outro lado,

@(agday ...da,)a(bodby...dby,) = «afag)Day...Daza(be)Dby... Dby, =
= «afag)Daj...D(anbo) Dby...Db,y, +

4 Z( 1a(ag)Day...D(an—itn—i11).-- Dby +
+ (“1ra(a)a(er)Daz... Dan (3.3)

Pelas equactes (3.2) e (3.3) segue que & é morfismo.

Falta provar que @ é morfismo de algebra diferencial, isto é,

a(dw) = 6@(w))
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Em termos de diagramas

d .

A Ql(A)
o a
B 0 B

De fato,

@(dw) = a(dao...das) = Dag...Dan = .
8(a(aq))---b6(a(an)) = 6(al(ao)d(cx(ar))...6(a(an))) =
= (af{ag)Day...Da,) = §(@(w)) :

Exemplo 3.1 Seja A = C®(X), X espago topoldgico compacto, e C*°(X) o espaco
da fungdes infinitamente diferencidveis sobre X a valores complezos.

AR A=C"(X x X)
e A% =C®(X x X X ... x X)

Entdo, 2(A) é o espago das funcoes de 2 varidveis em X, que se anulam na di-
agonal, isto é,
F:XxX-—C

tal que
F(z,z) =0

Finalmente temos

df(z,y) = (f©1-1® f)(z,y) = f(z) ~ f(¥)

pois, 1(y) =1
L
Proposicao 3.5 d? =0
Demonstragio:
d(dw) = d(d(apday...da,)) = d(1dagda,...da,) =
= dldag...da, =0
|

Proposigao 3.6
d(wn) = dwn + (—1)%9%wdn
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Demonstracdo: Por um lado temos:

d[(a.day...da,) (bodby...db;)] = d|aoday...d(apbe)db;...dbg +
p—1

Z(-— 1)ia0da1 . ..d(a,p_iap_iﬂ)...dapdbg...dbq +

=1 _
(—1)Pagardas...daydby...db,] =
dagdal...d(apbo)dbl...dbq+ ‘

+  +

p—1

+ ) dagday...d(ay_ap_i11)-..daydby...dbg +

i=1 .

+ (=1)Pd(aoas)das...daydby...dbg = (I)
Por outro lado temos: '

(daodal...dap)(b(,dbl...dbq) + (—l)”aodal...dapdbodbl...dbq =
= dagday...d(apbe)db;...dby +
p—1 )
+ Z(—l)’daodal...d(ap_iap_i+1)...da,,dbo...dbq +
i=1
+ (—1)Pdagardas...daydby...dby +
+ (—1) aeday...daydbedby...db, = (II)
Note que (I) = (II).
|

Definigdo 3.5 Uma forma diferencial w € (¥F(A) € fechada se dw = 0 e € ezata se
w = dn para algum n € Q*"1(A)

Observacio 3.2 Toda forma erata é fechada, pois dw = ddn = d*n =0
Teorema 3.2 (Lema de Poincaré) Em Q(A) toda forma fechada € ezata.

Demonstracdo: Defina,

p: QM4 —  QFY(4A)
wdr +—— (—1)%ug

onde dz € Q1 (A).
Vamos inicialmente mostrar que gd + d3 = Id

Bd(wdz) + dB(wdz) = B(dwdz) + (—1)*d(wz) =
_ (_1)degw+ldwl. + (_1)degwdw$ +
4+ (=1)%% (—1)*%ydy = wdz = Id(wdz)

Seja ¢ uma forma fechada. Entao
Bdy +dByp = @
Mas dp = 0 pois ¢ é fechada. Assim d3p = ¢. Portanto ¢ é exata.
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3.3 O Complexo de Wess-Zumino
Seja A = ky[z, y], vamos construir uma &lgebra diferencial QWZ(A) 'dlvle‘seja'

(i) Algebra quadratica, isto &, ela é o quociente de uma slgebra dlferenaal universal
livre por um ideal quadratico.

(ii) SL4(2) bi-comédulo

Assim o calculo diferencial resultante serd denominado bi-covariante. " i
Podemos pensar que Q(A) = k{z,y, dz,dy}/Leibniz

Vamos agora definir as 1-formas no dual de A%° = k, [:1:, y]-

2

Usaremos a seguinte notacio: ' =z ez’ =1y

Escreveremos a relagdo yx — qry = 0 como:

Z E,-jmiyj =0 (3.4)
1,7 '

—q 0
E”f:(o 1)

E natural supor que o dual de A2 seja uma dlgebra quadritica. Entdo

onde

A = k{ds',da?}/ < ) eydride’ >

i?j
onde ¢;; € k, isto é, sdo coeficientes no corpo.

e
< da*, 27 >= 6]

Queremos que

Y eydrtdn’ =0 (35)

1,3

- €l €12
i =
7 €21 £22

Colocando (3.4) e (3.5) no pairing, obtemos:

<Zeud:r’d:r ZEklx y>=0

%)

onde
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Assim,

Z = g;Ey <drt z* >< de? 2 >
7,k

ZEijEij = T’I‘(ETE) =0

iy
Calculando o produto de eTE e aplicando o T'r, obtemos que:
€12 — g1 =0

ou seja
€12 = €21

As solugbes possiveis sao

_ (e gxn\ _ 1 0 0 ¢ 090
_(521 522>“‘5“(0 0)“21(1 o) te2lp 1

Fazendo Y &;;dz*dz? = 0 e somando nos elementos da matriz £ obtem-se:
e11(dz')? + £21(gdz' dz® + 1dzdz’) + e22(d2?)® = 0
Entdo (dz')? = (dz)? = 0 e (d2?)* = (dy)* = 0
Logo
gdz'dz? + dz?dz’ = qdxdy + dydz =0

Estas so as relagoes que definem A%,

Portanto A% = (A%)*. Levando em conta estas relagdes temos:
Qwz(A) = Q(A)/1

onde

I =< yz — qzy, (dz)?, (dy)?, gdzdy + dydz, ... >
As reticéncias significam que existem termos envolvendo produtos de elementos de
Q°(A), com elementos de Q' (A) cruzados.

Entao
Quz(A) = Oy z(A) © Ny 2 (A) ® Uy 2(A)

onde

Dyz(4) = A !
Owz(A) = <dz,dy>
0%, ,(4) = <dzdy>=A

O simbolo < > quer dizer médulo gerado por.
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A seguir indicaremos algumas relacdes adicionais em 7, isto é, queremos que zdz, zdy, ydz, ydy
possam scr cscritas como combinagio lincarcs de dzz, dxy, dyx e dyy. Estas relagoes
corresponderio aos geradores restantes do sub-médulo I. Queremos entdo que:

zdx = andxx + apdry + ay3dyr + adyy
zdy = audrx + agdry + axdyr + audyy
ydr = azndrr+ azgdry + azdyr + azdyy
ydy = andrx+ agpdzy + agdyr + audyy i

Os dezesseis coeficientes desconhecidos nao sao faceis de serem encontrados; por isso
apenas indicaremos alguns passos, e mostraremos dirctamente as relagdes desejadas.
Para mais detalhes ver [5]. Inicialmente devemos aplicar d nas quatro equagdes acima,
e obtemos 4 relagoes entre estes coeficientes. Apés, diferenciamos a relacio yr —
gzy = 0 e trocamos zdy e ydz pclas rclagdes postuladas acima ¢ obtcmos mais trés
relagGes entre os coeficientes. Depois usamos a compatibilidade da coagdo de SL,(2),
com isso obtém-se mais oito relagées. Para o iiltimo parametro, precisamos usar a
associatividade cibica, isto é, (zdy)dx = z(dydz). Portanto as relagdes sdo:

yr = qzy,
grdxr = dxx qydy = dyy
—qdzdy = dydz (dz)? = (dy)* =0
ydr = qdzy '

Considere A = A%%. Sabemos que
Qwz(A) = ngz(A) ® Q%/VZ(A) ® Q%VZ(A)

Considere também que
d:Qk,, — Qb1

Seja w € N9, tal que w = Y amaz™y". Entdo

il

dw = ) mad(z™Y") =) Gmada™y" + 2 dy" =

(dez™ ! + zdzz™ % + 2%dzz™ 3 + ... + 2™ Ndz)y™ +
+ ™ (dyy" T +ydyy" P+ Yty T Yy =
(qm—l — qm*2 + ...+ l)mm—lq——nyndx +

+ 2™(@ + ¢+ .+ Dy Ny =

m o__ Lo |
q—n q 1 wm——lyndm + q xmyn—ldy
g—1 q—1

Como P(z,y) = z™y" tem-se que

P(zq,yg”") = z™q"y" q"

-n,m,n

P(z,yg™ ') =q"z™y
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Entao,
P(zq,yq™) — P(z,yq™!) _ ¢ "(g™ — 1)z™y"

g—q! q—q!

Assim denotamos, :

' —n qm -1 m, n

uDiP(z,y) =4q 1 )Y
e
q" -1
y-DIP(z,y) = ( . )z’"y"

Portanto,

d(P) = DIPd(z) + DIPd(y) @6

As derivadas D e D] sdo as mesmas que aparecem no célculo das g-diferencas de
Jackson. Para mais detalhes sobre a equagéo de (3.6) ver [11].

3.4 Cohomologia
Comegaremos esta se¢ao definindo alguns sub-espagos do espaco das p-formas.

Definigao 3.6 O espago das p-formas fechadas(p-cociclos) serd denotada por

ZYy2(A) = {w € Oy z(A); dw = 0}
O espaco das p-formas ezxatas(p cobordos) serd denotado por

B, (A) = {w € 24, ,(A); w=dn, ne N}
Definigao 3.7 O quociente(A-bimddulo)
Hgvz(A) = ngz(A)/Bgvz(A)

é denominado a p-ésima cohomologia do complexo de Wess-Zumino.

Estudaremos o que acontece quando estamos trabalhando com ¢ genérico.

Quando p = 0, temos Oy, = k,[z, y]
Note que d1 = 0. Entao

Zyz(A) =<1>=Fk, By z(A) = {0}
Assim
dim(Zy, ,(A)) = 1
e
dim(HY, ,(A)) =1
Agora

Uy 2(4) = D P(z,y)dz + Q(z, y)dy}
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Seja w € ZL, ,(A) e tome
‘ w = ax™y"dx + Brlytdy
Queremos que d(z™y"dz + r'y*dy) = 0. Mas,

d(az™y dx + Br'y*dy) = o((dx™)y"dz + z™(dy™)dx) +
+ B((dz")y*dy + M (dy*)dy) =0

Entao

ar™(dyy™ ! +ydyy™? + .+ " dy)de +  B(dxxt! + zdzzt i+ + i”ldx)ykdy =
= azr™y" ¢ +¢" % + ...+ 1)dydz +
+ Bz Ng !+ ¢ 2+ .+ Vdaybdy =

— qn m, n—1
= —aq o il dzrdy +

q —
-1
+ Bg* (———ql - ):n"ly"dmdy =0
q—1
Assim devemos ter que
m=1-1
e
k=n-1
Logo,

ag ¥ —1) - aqlg* -1) =0

I segue que,
ﬁql_k _ ﬂq_k _ (.Y(]k+2 +ag=0

Portanto,
Bg' ™ — ag**? = —B¢7* — aq

Tome o = 1. Entao
Bg* — ¢ = —Bg7* — ¢

Temos assim 3 possibilidades:
(i) B¢"* = Bqg~* e ¢**? = ¢, onde obtemos que:

¢=1=1=0

k+2=1=k=-1

O que é impossivel, pois k ndo pode ser negativo.
(ii) Bg* = —q e Bg* = —¢**?. Entido,

B¢ = —¢*
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8 = —g?+?
Segue entdo que |
Pt = gt
Donde
I+k+1=0=21=-k-1
E portanto

l<-1

O que é impossivel.

(iii) ,Bq"’_“ = ¢**? e Bg~* = q. Assim temos,

=g =¢"
Entao
: g1k = g+
Logb,
' l+1=k+2
Como,
, k+l=n=k+2=n+1
Portanto,

l+1=n+1=2l=n
Assim, se w € Z},;(A), entdo é da forma

W= mn—lyndz + qnmhyn—ldy

Mas se,
] [n]
1 —1 1 n—1
= —q"[n]e" dzy” + —=q"z"[n]y" dy =
oE )
— :En_lyndzl' + qnmnyn——ldy
Entao,

w € B‘I,VZ(A)

Temos ainda que y"dy e x"dz pertencem a Z},,(A). Mis,
Undy =d ____1_____yn+l
' [n+1]
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n _ 1 n+1
zdx = d(———[n.+ 1]:1: )

Entao
y"dy, z"dz € By, ;(A)
Logo, ‘
dim(H}, z(A)) = 0
Finalmente,

Uy z(4) = {P(z,y)dedy} = {z™y"dedy}

Note entdo que

Q%VZ (A) = ngz (A)

Agora devemos escolher o e 3 € C tal que
d(az™ 'y dr + Bz™y" P dy) = P(z,y)dzdy
Entao

d(az™ 'y dz + Bz™y"dy) az™dy"dz + Bdr™ M y"dy =
= az™(@" + ¢ + ... + 1)y dydz +
+ B +q" !+ ...+ Da™dry dy =

n+l __ 1

qm+1 -1
+ A3 e q "™y dxdy =

m+1 __ 1 n+1l '
e v

|

Se escolhermos

e
—9.n g—1

B =2q (qu — 1)

Obtemos
d(ax™ Ny dx + Bx™y" P dy) = P(x,y)drdy

Portanto

Q%VZ(A) = Bgvz(A)
Assim

dim(H3, 5(A)) =0

Calculando estas dimensdes temos um resultado interessante envolvendo topologia.
Para isto, é necessario uma outra definicdo:
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Definicdo 3.8 A caracteristica de Euler de um espaco € definido como
xX(M) =) (=1)* dim(H"(M))
Portanto a caracteristica de Euler do plano quantico para ¢ genérico é,
X(4) = dim(H 5(4)) + dim(H}y 7(4)) + dim(HY 7(A) =1
Topologicamente, quer dizer que o plano quantico se comporta como um plano.

No préximo capitulo faremos o mesmo para ¢ = 1
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Capitulo 4

A Geometrla do Plano Quantlco
para q =1

Neste capitulo estudaremos tudo o que foi visto nos capitulos anteriores, mas para
o caso particular, quando ¢* = 1

4.1 O Espaco M da Matrizes 3 x 3 como o Plano
Quantico Reduzido
A 3dlgebra das matrizes n x n pode ser gerada por dois elementos = e y de tal
maneira que satisfacam
yz = qzy, et =y" =1 (4.1)
onde ¢" =1

Estamos interessados em um caso particular, quando n = 3, sendo assim podemos
explicitar quem sao x e y

1 0 0 010
=10 ¢! 0 y=10 0 1
0 0 g? 1 00

onde ¢® = 1 (Use o fato que ¢! = ¢?).

Com z e y desta forma, verifica-se facilmente as relagoes em (4.1) paran =3

Observagao 4.1 (i) Toda matriz 3 x 3 € gerada por 9 matrizes elementares E;;,
estas matrizes tem 1 na entrada (3,j) e 0 nas outras.

(ii) Estas matrizes podem ser expressas em termos de x e y da seguinte maneira
En = (I+z+2%/3, Eyy = (y+:1:y+:c2y)/3
Eiz = P+z’+2%%)/3 En= (" +azy’ +2%)/3
By = (I+gz+¢°2")/3  Epu=(y+qey+q’z’y)/3
Ey = (y+d'zy+qz°y)/3  Ep= (" + ¢z’ +q2’°)/3
Es3 = (I+¢°c+q2*)/3
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Para provar estas relagées precisamos usar o fato que ¢° +q+ 1 =0. Com isto
todas as relagées sdo verificadas.

Sabemos que para qualquer matriz A, 3 x 3 temos

A= Z aijEij

e como cada FE;; é gerado por z e y, segue que a dlgebra das matrizes 3 x 3 é gerada
por z € y.

A &lgebra associativa gerada, sobre os niimeros complexos, por z e y com a relacio
yr = qry é conhecida como a algebra dos polinémios sobre o plano quéntico e é
denotada como ja vimos por Kgfz,y]. Quando g = 1, esta lgebra é comutativa e
pode ser considerada como a dlgebra dos polinémios K{z,y] no plano afim usual,
z e y scndo fungdes coordenadas. A dimensdo do plano quéntico é infinita, pois
as poténcias dos geradores ndo satisfazem nenhuma relagdo em particular. J4 em
M3(k)(A algebra das matrizes 3 x 3), os geradores z e y satisfazem as relacdes 3 = I
e y*> = I. Sendo assim a dimenséo de M3(k) é igual a 9 e a base de geradores é dada
por

Bl z,y, 5,4, zy, o'y, o, z%y°}

Note que estes geradores sao os responsaveis pelas matrizes elementares E;;.

Seja agora kg = ko[, y)/(¢® — 1) uma lgebra associativa e I, o ideal bilateral gerado
por 3 —~1=0¢e 3% — 1 = 0. Considere

Ms(k) = ky/1I,

Por esta razao consideramos o espaco da matrizes 3 x 3 sobre k como o plano quéntico
reduzido ¢ denotamos csta algebra por M.

4.2 O Grupo Quantico F e o seu dual H

Na se¢do 2.3 do capitulo 2 definimos a coagdo de SL4(2) sobre o plano quantico
Kg4[z,y]. Devemos lembrar que esta coagio se reduz a uma coagio sobre M, mas para
isto devemos mostrar que:

(i) du(=z®)=1®1
(i) &) =11
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Isto implica em novas relacoes entre os geradores de SLg(2). Vejamos:

a(x®) = &2)a(z)oi(z) =
(e®z+bRy)=a®@s®+a’b®2* y+aba®xy:c+ba ®y:1: +

-+ ab2®:1:y +bhab@yry +Pa@Pr+ ¥ @y =
= a® @1+’ ® 1ty + q(d’b @ ° y)+q(aba®xyx)+ab2®xy +
+ q(ab® @ zy®) + q(bab @ yzy) + B’ ® ¢° =
= a®®2*+ (14 9)a’ ® 2%y + ¢*(a*b @ z? y)+(1+q)ab2®xy +
+ q(ab2®zy)+b3®y =

AR+ (1+q+¢)a*b® 2%y + (1 + g+ ¢¥)ab® ® x3? +b3®y

Mas lembremo-nos que ¢2 + ¢+ 1 = 0. Logo
()= ®r*+b’y
Fazendo o mesmo obtemos:

G =+ ey’
51_(1;3) —_ $3 ®a3 +y3 ®c3

» 5@ =2+ od
Mas &(z®) = 6(y®) =1® 1 e §.(23) = 6,.(3®) = 1 ® 1. Portanto devemos ter
@ =1 =0
¢ =0 #=1
(4.2)
Denotaremos por F o quociente da dlgebra SL,(2) pelo ideal bilateral gerado por

< a®— 1,03, d® — 1 >, denotemos este ideal por Ir. Agora note que em SLy(2),

temos:
ad — gcb=1

Multiplicando por a2, obtemos
a®d — qa’ch = a®
Ou seja
d = a*(1 + qcb) (4.3)

Pela relagao de (4.3), notamos que d depende de a, b e c, segue entdo que F é gerada
por elemento do tipo a® - b° - ¢?, onde a, 8,7 : {0,1,2}. Assim F tcm dimensao finita
e é associativa e

dim(F) = 27
Proposigao 4.1 F ¢ uma dlgebra de Hopf.
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Demonstragdo: Para mostrar que o quociente F' = SL,(2)/Ir é uma slgebra de Hopf
precisamos mostrar que

(i) e(Ir) =0
(i) A(Ir) C Ir ® SLy(2) + SLy(2) ® I
(iii) S(Ir) C Ip

De fato,
(i) | -
gl@®~1)=¢@®)-1=(e(a))® -1=1-1=0
e(b®) = (e(b))®
e(c®) = (e(e))®
e(d® - 1) =£(d3)—1=(;(d))3—1=1~1=0
(ii)
Al@®-1) = (Ale)-1@1=

(a®a+b®c)P-1@1=

a® ® a® + a’b ® a%c + aba ® aca + ab® ® ac? + ba® ® ca® +
bab®cac+ba®@ca+P R —-191 =
PRa+(1+¢%+¢4)a?b®a’c+

1+ +¢Ya*®a+P@3c-101=

AR+l -191=

AR -ddR1+a391-101+08®5 =

= BR@-1)+(@-1)®1+P®c € Ip ® SLy(2) + SL,(2) ® Ir

—+

f

+

Anilogo para A(d® — 1).

ABY) = (AB))P =(e®b+b®d)® =

= A® Qb +a’b® b?d + aba @ bdb + ab® @ bd? +
ba’®db? +babQdbd + ¥ @ d?b+ B @ d° =
@b+ (1+q+¢*)a’b® b%d +
A+qg+P)ab* Qbd® + b @ d® =
BRP+@d e SLy(2)® Ir + Ir ® SL,(2)

+

—+

1

Idem para A(c®).
[ ]

Com todas as restrigoes satisfeitas, podemos concluir a partir da se¢do 2.3 do
capitulo 2 que M é um F-comédulo a direita e 4 esquerda e tem estrutura de F-

comddulo dlgebra. Apcsar de F' coagir com M, ela ndo age em M, para isso vamos
definir uma 4lgebra de Hopf H que serd um quociente da lgebra universal envolvente

78



U,(s1(2)) pelo ideal gerado por ¢ —1,X3 e K* — 1. Ela na verdade é o dual de F.
Vamos a scguir cstudar um pouco de representagoes de Uy(sl(2)) quando g é raiz da
unidade. ‘ o

Seja l = 4, se d é par e l = d, se d é impar. Entao temos _
Lema 4.1 XL, X, KY€ Z(Uy(sl(2))), isto é, estdo no centro de Uy(sl(2)).
Demonstragdo: .
K'Xy = K'X,K'K'=¢@?2 X, K'=1X,K' = X, K"
Também temos |

XK = XuXsi-..-XaK =
KK'X.KK'X, KK ... .KK'X,K =
Kq?Xx! = kX!

Tem-se ainda que

q—(l—l)K _ ql——lK—l

X, X = ) X =0
Pois, l z
W= =0
De modo analogo, obtemos
(X, X ] =0

O que acontece como os U,(sl(2)) médulos quando ¢ = 1?7 A resposta é dada nos
préximos tcorcmas.

Teorema 4.1 Os U,(sl(2)) mddulos de dimensdo n menor que ! séo isomorfos a Ve
dados no teorema(2.2)

Demonstracdo: A demosntragio é mesma da reciproca do teorema (C.1) , pois 1, ¢, ¢, ..., q"
sao escalares distintos. ¢

Teorema 4.2 Ndo hd mddulos simples de dimensdo maior que l.

Demonstragdo: Assuma que exista V um Uy(sl(2)) médulo de dimenséo maior que I.
Vamos dividir em dois casos:

(i) Suponha que exista v € V tal que Kv = Av e X_v =0.
Tome subespaco vetorial V' gerado por

v =v, Xpv=2uv,..., X0 =1, ...,Xi‘lv =3
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Entdo {0} # V' GV
Vamos mostrar que V' é submédulo.
Kuv, = KX%v = ¢ X5 Kv = Ag®v,
Xy, =X, X0v=X, 0<p<i—1

X1 = X'+v =av, a€k

esta tltima igualdade é obtida do Lema de Schur.

X = X_Xv=[XXv=

- X =
_ gP-IA" g2 ‘1—(11;—1))\(12(;;—1)Up_1 _
q—q! ;
q—p+l/\—l . qp-—ll\
= [p] q—q! Up—1

Portanto V' é submédulo de V, contradizendo a hipétese de V ser simples.

(ii) Suponha que ndo existav € V tal que Kv =X v e X_v =0, v #0.

Considere V' C V gerado por
Vo=, vy = X_0, ..., v, =XP0, .., v_1 =X"v
Eﬁtéo V' é submdédulo de V. De fato
Kv,, = KXPv = A\g™ %,

X.v,=X_XPv=X", 0<p<li-1
Xy ,=Xv=av, a€k

A Altima igualdade obtém-se do Lema de Schur.

-1 -1
_ g 'K +gK _
X X2y = Xy XX = (Cy = =y X0 =
' —1y,—2(p—1) —1,2(p—1)
g Mg +4gX7 g

= (ﬁ — (q — q_1)2 )vp—l (4.4)

_ /\q—2p+l +/\—1q2p—1 ’

i Gy Py o

Em (4.4) foi usado o Lema de Schur.
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Entao V’ é submdédulo de V' com dzm < 1, contradi¢ao logo nao ex1stem modulos
simples de dim > [. '

O préximo resultado nos diz a respeito do U,(sl(2)) médulos com dimensio L.
A demonstracao deste teorema ndo é das mais ficeis, portanto apenas faremos um
esbogo da demonstragao.

Teorema 4.3 Qualquer U,(sl(2)) mddulo com dimensdo igual al é zsomorfo a um
dos modulos a seguir:

(i) V(X\,a,b) comb#0
(ii) V() a,0) onde X ndo € da forma +¢°~!, 1<j<I-1.
(i) V(£q'9,¢) comc#0el1<j<l—1.

Esbogo da demonstrag¢io: Vamos apenas definir os médulos do item (i) e (iii) e mostrar
como os geradores de Uy(sl(2)) atuam nos elementos da base e para o item (i) vamos
mostra de fato que V(,\ a,b) é um U,(sl(2)) médulo.

(i) Seja V()\, a,b) com X # 0, onde dimV =l e a base de V é dado por {vg, ...,v—1}
tal que
Kv, = A\g %y,

qPX— gPA~1
Xivpr = (T;IQ——[IH 1] +ab)vp

X vp=vpy1, Xypvp=av-1, X 1=by

Temos de mostrar que V (A, a,b) é um U,(sl(2)) médulo. De fato
KX, K v, = KX 2 '¢®v,=)2"¢"Kav,_, =
)\_lqu)\q_2(1’_1)X+v,, = ¢*X v

Idem para KX_K™!.
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Também

i

(X X Jv, = XpX_vp— X_Xyv,=

—p-HA — p—l/\—l
= XjUpy1 — (q :

g—q!

Ip] + ab) da

P\ — gPA~!
= (q—qTq_pl——[P-i- 1] +ab)—
—p+1)‘ _ -1)\—1
- (q q qqfl [p] + ab) Up =
1 -
— (q_——q—_l)z(q)‘ — q—2p—1)‘ _ q2p+l)\—l + q—lA—-l _ qA +
+ q——2p+lA + q2p_—lA—1 _ q'l)\"l)vp —
1 - _ 1y~
= G M) —aP @Ay =
q—2p)‘ _ qu)\—l
R
K- K1
T e

Isto mostra que V(\, a, b) funciona como um U,(sl(2)) médulo.

(iii) Seja V(u,c) com p # 0 onde dimV = I, tendo como base {vy,...,u_1} satis-
fazendo
Kv, = pg*®v,

X vpy1 = M[f’ + 1w,
a—4q
Xy =vp1, X-v0 =0, Xjuoi=cv, Kv_i=pg v
De maneira andloga mostra-se que V(u,c) é um Uy(sl(2)) médulo.
[

A seguir explicitaremos uma base para médulos de dimensédo 2. Seja V um U, (sl(2)-
médulo. Como a dim(V) = 2, segue que n = 1, de acordo com o teorema (2.3) ,
temos quem é a representacio de K para esta dimensao.

Como K é uma matriz diagonal, segue que os seus autovalores sdo:

AM=q Jg=g"
Nossa meta é encontrar uma base para V. Conforme teorema (2.3) devemos ter que

X+’L’:0
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ou seja,

CHO-0)

Logo y = 0 e z é qualquer. Portanto vy = (1,0) é um vetor da base e satisfaz:

o= ) ()=o)

ou seja, vy é autovetor do autovalor \; = q.

»=i= (1)) ()

Entdo v; = (0,1) e satisfaz X, v, = 0 e Kv; = ¢ 'v;, ou seja v; é autivalor do
autevetor A, = ¢ —1. Obtemos assim uma base para médulos de dimenséio 2. Seja ela

,H = {(LO)) (0: 1)}

Agora

que sao 0s autovetores.

4.3 As Acoes de H

Nesta se¢do vamos definir algumas a¢oes de H. Sdo elas:
(i) Hem H ’
(ii) H em F
(iii)) H em M

Depois de definidas, mostraremos como elas atuam no seu geradores. Comecemos
pela mais simples.

(i) H agindo em H
A agdo é dada pela multiplicagio. Sao elas:

Acdo & direita:
o HOH —— H
X®Y b+ XY =XY

Acdo & esquerda:

o HROH —8r H
X®@Y +—— XpY=XY
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(ii)

Provaremos que sdo a¢oes. De fato

Xl > ( ’2 > Y) = Xl(X2 [>Y) = XI(X2Y) =
= (X1X2)Y=X1 ’2DY

Da mesma forma,
1bY=1Y =Y

Idem para & direita.

H agindo em F'.

Seja X,Y € H, formas linecares em F. Tome u € F.
Define-se a agao entre estas duas slgebras de Hopf(H em F'), usando o empar-
elhamento < , >.

Ac¢do d esquerda:
a: HOF — F
(X,u) — Xp>u

Mas para esta acdo, faremos o uso do emparelhamento:

<Y Xpu>=<YX,u>
Proposigao 4.2 F 6 um H-médulo dlgebra.

Demonstracao: Primeiramente mostrarcmos que sc trata rclamente de uma agio.
De fato, ,

i

<Y, X;i> (X2 u) > <YX;, Xo>u>=< (YX)X2,u>=

< Y(X1X2),u >:<_Y, XiXoDu>

Logo
X > (X2 > ’LL) =X Xobu

Temo também que,
<Y lpu>=<Y1l,u>=<Y,u>

Entao
lbu=u

Assim F' é um H-mddulo.
Para mostrar que F' é um H mdédulo slgebra precisamos notar que

<Y, Xpu> = <YX,u>=<YQ®X,A(u) >=
= <Y® X,'IL(]) & uz) >=< Y,u(l) >< X, Uy >=
= < KU(I) < X,U(z) >> (4.5)
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Assim,
XDbu= ua) < X,'U,(z) >

Vamos agora provar que F é um H-médulo dlgebra. De fato,
X (w) = ) (w)m <X, (w)e >= Y vy < X, uue >=
= Zu(l)v(l) < A(X), u) @ gy >= |
= D uay) < X ® X@),ue @ ve) >=
= D uw < Xayue > v < Xo) @vg) >=
= Z(X(l) > u)(X) > v)
Da mesma forma,

X>1=)Y 14 < X,1g >=¢(X)1

Podemos definir uma agdo 4 direita da seguinte maneira:

a: FIH —8 F
(X)) — u<X
Entao
<Yu<dX >=< XY, u>
E uma agao, de fato:
<Y, (u<1X1) AXe> = <XoY,udX; >=< Xl(X2Y),u >=
= < (X1 Xo)Y,u>=<Y,ud XXy >
Isto &,
('U-<]X1)<X2='U.<X1X2

Da mesma forma,
<Y udl>=<1Y,u>=<Y,u >

ou seja,
udl=u

De maneira analoga como na proposi¢ao (4.2) , temos que F é um H-médulo
algebra a direita.

Agora mostraremos como a a¢io a esquerda atua nos geradores de H e geradores
de F. Temos entao que:

H=<X,,X K >, F =< a,b,c,d >

<K X,pa> = <KX;,a><K®X,,a®a+bQ@c>=
= <K, a>< X ,a>+< K, b><X;,c>=0
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Também,
<X | XyPba>=< X, X;D>a>=0

Entao
X+[>a=0
Analogamente tem-se que X, >¢c=0
Agora, '
<K, X,pb> = <KX, ,b>=<K®X,,a®b+b®d>=
= <K,a>< X ,b>+< K,b>< Xy,d>=
<K,a>1+< K,b>0=< K,a> '
Entéo
.X+[>b=a
Finalmente,
<K, X;pbd> = <KX;,d>=<K®X,,cQb+d®d>=
= <K,e>< X, b>+< K, d>< X,d>=
<Ke>1+<K,d>0=<K,c>
Assim,

X+l>d=c
Da mesma forma temos que:
<K, X . Pa> = <KX _ ,a>=<K®X_,a®a+b®c>=

= <K,a>< X ,a>+< K,b>< X_,c>=
<K,a>0+<K,b>1=<K,b>

Entao,
X_ta=b

Fazendo o mesmo obtemos que:
X_pb=X_p>d=0, X_pec=d
Por altimo temos que:

<K Kpa> = <KK,a>><K®K,a®a+b®c>=
<Ka><K,a>+< K,b>< K,c>=
= g< K,a>=< K,qa >

Entao,
' < K,a>=gqa

Para os outros temos,

Ki>b=q% Kc=qc K>d=q%d

86



(iii)

O calculo para a acao A direita sio andlogos por esta razio apenas indicaremos

os resultados.

a<lX+ = C
adX_ =0
a<lK = qa

H agindo em M.

baX,=d c<aXy=0 d<9X,=0
bAX_=0 c<dX_=a daX =b
b<aK=qb c<aK=¢g d<aK=4q%d

Na secio 2.3 do capitulo 2, definimos a agio de U,(s!(2)) sobre o plano quantico
kq|z, v}, usando o emparelhamento. A agdo de H sobre M é a mesma da referida
secdo. Agora para calcular a agdo de H nos geradores de M precisamos con-
siderar dois fatos: M é H-mddulo dlgebra e as agoes sobre os geradores z e y,
como esta mostrado na segao 2.3.

X+DCU2 =

X, >y

X+>.’L'y

Xybz-x=
(Xypz)Abz)+ (KD z)(XyDz)=
0

XyDy y=

(Xipy)(Aoy) +(K>y)(Xi>y) =
Ty +qyz =

Yy + zy = 22y

Xyipo) 1oy + (K z)(Xy>y) =
gz’

Com estas relagoes, podemos de maneira anéloga obter as relagoes para os outros

geradores:

X,y =41

X, > zy? = 2qz%y X, > 2%y? =2¢%

Da mesma maneira temos,

X_pz? =

X_py =

X_pbzry =

X pr-z=
X-pz)(K'pz)+(Alpz)(X_D>z)=
g 'yx +zy =

zy + zy = 22y

(X_py)K ' >y + (A y)(X->y) =
0

(X_pz) (K 'y +(Ap2)(Xopy) =

ay’
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Para as outras temos,
X_ > 2y = 2qxy® X_ >y =41 X_ iyl = 2q2x
Finalmente temos,

K>zl = (Kobz)(Kb>z) =gz’

Kby = (Koy)(K>y) =gy’

Kpzy=(Koz)(K>y) =q3my=zy
Assim temos,
K > 2y = g2y K > zy? = ¢’z Kol = x?y?
Da mesma maneira podemos fazer todos os calculos, utilizando agbes & direita.
Primeiramente vamos definir a coacdo a esquerda:

512 M — F®M
VA —— Zz(l)®z(2)

Assim definimos uma ago a direita, da seguinte forma:

ar: MQH —v M
(2,X) +—— 21X =(<X,->QId)§(z)=
< X, 20 > 2@

De maneira andloga como anteriormente, prova-se que @, é uma a(j:éo e que M
é um Uy(sl(2)) médulo élgebra a direita. Ignalmente podemos calcular a agao
dos geradores de U,(sl(2)) nos geradores de M. Sao eles,

X, = y zdX_ =0 z<AK =gz
y<Xy =0 y<I4X._ =z <K =q%
1aX, =0 1aX_=0 1<K=1
?aAX, = 2y 2*<X_=0 2? QK = ¢*x*
y¥aX, = 0 y> < X_ =2qzy Yy K =qy°
y<dX, = 9 ry<X_ =2’ zy< K =zy
yaX, = 2quyslyaX_=1 *y 9 K = qr%y
f<aX, =1 oy’ < X_=2z% 1y’ <K =g xy®
P aX, = g¢ < X_=gqy 2P Q K = z%y?
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4.4 O Complexo de Wess—Zumlno e Cohomologla

Sabemos que quando ¢* = 1, nés impomos as rela,goes no pla.no quantlco =1
e y® = 1. Isto define a algebla M (8lgebra das matrizes 3 x 3) como o quociente
do plano quéantico. Adicionando cstas duas rclagdes cibicas na dlgebra diferencial
Qwz(A), define-se uma nova 4lgebra diferencial que denotaremos por Qwz(M). Para
verificarmos que isto define uma algebra diferencial, devemos verificar que nés estamos
tomando o quociente por um ideal diferencial, em outras palavras, devemos verificar
que

De fato,
dr’z + r%dz = drx® + zdze + 2%dx =
= ¢*2?dz + qrlde + 2%dx =

(14 ¢+ q¢*)r?dz =0

dz®

Da mesma forma para dy®.

A nova élgebra diferencial Qu z(M) é chamada de Complezo de Wess-Zumino Re-
duzido

Estudaremos agora a cohomologia de d para o caso onde ¢° = 1

p = 0. Entao

Neste caso temos

e
By z(A) = {0}
entao
dim(HY, ,(A)) =1
p = 1. Entao

Qb ,(A) = < dz,dy, xdz, zdy, ydz, ydy, vydz, vydy, v’ dz, *dy,

yidz, yidy, xyide, Ty?dy, 2?ydr, ?ydy, 22y dx, 2%yidy >
Agora note que: |
=0 do)=do diy)=
d(zy) = dzy +2dy = ¢ ydx +zdy € BWZ(A)
d(z’y) = dz’y+ 2’dy = daay + zday + 2Pdy =

(q + Dzdzy + 2%dy = (q + 1)¢Pzydr + z%dy =
(1 + ¢¥)zydz + 2°dy = —qaydx + 2°dy € By, 4(A)
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Analogamente tem-se:
d(zy?) = q?ds — ¢Pryds  do? = —g’zde  dy? = —q’ydy
d(z*y?) = —zydz — ¢*zydy

Logo

Agora z%dz e y?dy ndo aparecem na combinagdo de nenhum elemento de Bjy, ;(A),
mas sao fechadas. Portanto

Ziy2(A) = By, (A) D < #*dz,y’dy >

isto é,

dim Z}, z(A) = 10
e portanto -

dim(H}y 7(A)) = 2
p = 2. Entao

0% ,(A) = < dzdy,rdzdy,ydzdy, rydzdy, x*dzdy, y*dzdy,
, xlydrdy, ry*drdy, 2%y dzdy >

Agora temos que
Ziy7(A) = Dy 2(A)

Logo
dim(Z%, ,(A)) =9

Note que nenhum elemento de 0, ;(4), quando derivado, resulta em z2y%dzdy. En-
quanto, todos os outros sdo derivadas de alguma 1-forma '

dim(B%, ;(A)) =8

Portanto
dim(HZ, ,(A)) =1

Podemos entdo calcular a caracteristica de Euler.
x(A) = dim(HY, ,(A)) — dim(Hyy, z(A)) + dim(HE ,(A)) =1-2+1=0

E isto é a caracteristica de Euler do toro, isto quer dizer que, topologicamente o plano
quantico, quando ¢* = 1, possui as caracteristicas de um toro.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho depois de estudarmos os principios de dlgebras de Hopf, percebemos
que este tipo de dlgebra aparece muito no estudo do plano quéantico, principalmente
quando queremos estudar os efeitos da agao e coagdo de certas algebras de Hopf no
plano quéntico. Foram cstudados dois casos cspeciais, a dlgecbra SLg(2) ¢ a algcbra
U,(sl(2)), onde concluimos que para mostrar que de fato sio &lgebras de Hopf, pre-
cisamos fortemente usar o teorema universal da algebra livre, e como j4 era esperado,
os calculos se mostraram dificeis e cansativos. O fato mais interessante foi estudar a
geometria do plano quantico, onde foi, considerado dois fatos, uma para ¢ genérico
e outra para ¢° = 1, e o resultado obtido foi que para g genérico o plano quéntico
tem caracterfsticas topolégicas do plano usual, e para ¢® = 1, o plano quéntico tem a
topologia do toro, que na verdade como estamos estudando, objetos ndo comutativos,
o toro em questdo é nio comutativo. Fica uma pergunta: E se considerarmos ¢* = 1
ou ¢° = 1, que tipo de resultados podemos obter? A partir disto podemos ter outras
respostas em relacdo a geometria nido comutativa do plano quéntico, Fisicamente
falando, as dlgcbras dc Hopf, ou grupos quanticos, tcm grandes aplicagdes cm fisica,
uma delas seria na teoria da gravitacdo, onde busca-se equagoes que possam unificar
a teoria da relatividade e a mecanica quantica, mas esse é um problema ainda em
aberto. Assim considero este trabalho uma boa motivagio para se estudar a parte
matematica das dlgebras de Hopf, e futuramente partir para as aplicagdes fisicas.
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Apéndice A
Médulos e Produto Ténsdrial |

Todos o0s anéis considerados tem unidade.

Definigdo A.1 Sejam A um anel. Um grupo abeliano (M,+) é um A-mddulo &
esquerda, quando existe uma operacdo

AxM — M
(a,m) +—— a-m

tal que
(i) a-(b-m)=(a-b)-m
(zz) a-(m+n)=a-m+a-n
(i) (a+b)-m=a-m+b-n
(iv) 1-m=m VmneMeabeA

Observacao A.1 (i) Analogamente define-se A-mddulo d direita.
(11) Pode-se definir mdédulos sobre anéis sem unidade. Para isso omitimos o axioma

(iv).
Em particular, todo anel A é um A-médulo.

Exemplo A.1 Sejam M ‘e N médulos sobre um anel R. Entio M x N adquire estru-
tura de mddulo fazendo-se:

(my,ny) + (mg,n2) = (my + ma, ny + n2)
a(m,n) = (am,an), a€R

Demonstragao: (i)a(b(m,n)) = a(bm, bn) = (a(bm), a(bn)) = ({(ab)m, (ab)n) = ab(m, n)
De maneira andloga prova-se as outras propriedades.

Definicao A.2 Seja M um A-médulo. Um subconjunto N C M é um A-submddulo
de M quando :
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(i) (N,+) € subgrupo de (M, +)
(i) ac AeneN=>a-n€N
Notagao: N < M

Do mesmo modo como para anéis, também temos homomorfismos entre médulos,
que sdo definidos da seguinte maneira: :

Definicdo A.3 Seja M,N A-mddulos. Uma funcio f : M — N éum A‘—h6%nomorﬁsmo
quando: -

(i) f(m + n) = f(m) + f(n), VYmne M
(ii) fla-m)=a- f(m), Vme€M eVa€ A.

Observagao A.2 A condicdo (i) diz que f é um homomorfismo de grupos. Assim

f(0) =0 e f(—=m) = —f(m).

Defina os seguintes conjuntos:
Ker(f) ={m € M; f(m) =0} Nucleo de f
Im(f) = f(M) ={f(m); m € M} Imagem de f

Estes conjuntos assim definidos tem algumas propriedades que sdo enunciadas no
préximo resultado:

Proposigao A.1 Seja f: M — N um A-homomorfismo. Entéo
(a) Im(f) < N

(b) Ker(f) <M.

(c) Ker(f) = {0} & f é injetora

Demonstragdo: Ver [7]

Teorema A.1 (1° Teorema do Homomorfismo) Seja f : M — N um A-
homomorfismo. Entdo existe uma inica fungdo f* : E%(ﬁ — Im(f) tal que:

(i) f* é A-isomorfismo
. . D M
(i) f =io f*om, T M — s
Onde i € a aplicagdo identidade.
. . : M~
Em particular quando f é sobrejetora () N

Demonstracao: Demonstragdo:
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(i) Defina f*: g2z — Im(f) tal que f*(m) = f(m)

f* estd ben definida e é injetora. De fato m = 7 & m — n e Kér( e

F(m—n) =0 f(m)— f(n) =0 & f(m) = f(n) & [*(m) = [*(%).

f* é sobrejetora. De fato, seja u € im(f) = u = f(m),m € M. Tome
m € ﬂ%ﬁ, assim temos que f*(m) = f(m) = u. .

f* é homomorfismo. De fato, ‘
frm+mn) = f*(m+n) = f(m+n) = f(m)+ f(n) = f*(@) + f*(7)
fla-m)=f@m)=fla-m)=a- f(m)=a- f*(m)

Decstas trés afirmagées prova-sc que f* ¢ um isomorfismo.

(i) Seja m € M, (io f* om)(m) = (io f*)(M) = i(f(m)) = f(m).

Provaremos agora a unicidade de f*. Seja g : K—é‘r”?f—) — Im(f) isomorfismo tal que
f=iogom. Portanto f*() = f(m) = (i 0 g o m)(m) = g(r(m)) = g(m).

Vimos no exemplo (A.1) que M x N com aquelas operagbes adquire estrutura
de médulo. Agora considere {M;};c; uma familia de A-médulos. Denote o produto
cartesiano dos membros desta familia por Il;c;M;. De maneira andloga como no
cxemplo (A.1) definimos opceragdes que fazem com que ITierM; adquira estrutura de
A-médulo chamado de produto direto da famfilia de A-médulos {M;}ies.

Definigao A.4 Seja {M;}icr uma familia de A-mddulos. Dizemos que (m;)icr €
;e M; € uma segéncia quase-nula quando m; = 0, exceto para um ndmero finito de
indices.

Notagio: MY = @, ; M; = {(m:)icr € Wici Mi;  (mi)icr € sequéncia quase-nula}.

Observacgdo A.3 O mddulo MD definido acima é chamado de Soma Direta externa
da familia de A-médulos {M;}ic;. Quando I € finito, da forma I = {1,2,...,n}
denotamos MD) = M P M, P ... M,,.

Seja A um anel
AD = @Ai, A=A Wiel
AW = {(Nier; i € A e (\)ier é sequéncia quase-nula}

Defini¢ao A.5 Sejam M um A-mddulo e {z;}ic;1 C M. Dizemos que x € M é
combinagdo linear de {z;}ic1 se existe (Ni)ier € AD tal que

iel

Definicao A.6 A familia {x;}ic; € M, M um A-mddulo, € linearmente indepen-
dente(livre) se (N)ie1 € AD ex =3, , X -2;,=0, entdo \; =0 Viel

Um subconjunto de M que nao é linearmente independente, é chamado linearmente
dependente.
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Tome S = {z, ...,x,} € M, com M um A-médulo tal que M = Az, + ...+ A - z,,.
Dizemos neste caso que M é A-mddulo finitamente gerado e Vz € M temos

n
. T = E a;-T;

Defini¢do A.7 A familia {z;}icr C M, M um A-médulo, é uma A- base(ou base livre)
de M quando € linearmente independente e gera M.
Neste caso dizemos que M é um A-mddulo livre.

Exemplo A.2 Seja A um anel e considere o A-médulo AD. Tome {e;}ier € AD,
definido por ex = (zj)jer onde zp, =1 ex; =0, j # k. O conjunto {e,},eI é uma
base para A chamada de base canonica.

Demonstragdo: Vamos mostrar que {e;};c; € AD gera e é linearmente independente.

Gera: Seja (a;)ier € AY e temos que

(@i)ier = Zai 1€

Iel

Linearmente Independente: Seja (X:)ier € AP e Y ;7 Xi - € = 0, entdo (N)ier = 0,
ouseja ;=0 Viel

A seguir vamos definir, apresentar resultados e dar exemplos do que vem a ser
um produto tensorial. Antes apresentaremos algumas notagoes que serdo usadas no
término desta secao.

Notagoes: A é anel com unidade
M ¢ A-médulo a dircita

N é A-médulo A esquerda

T é grupo abeliano.

Uma fung¢io 7: M x N — T é A-Tensorial(ou A-balanceada) quando:
(i) 'r(ml. + mg, n) = 7(my, n) + 7(mz,n)
(ii) 7(m,ny + n2) = 7(m,ny) + 7(m, nz)
(iii) 7(m-a,n) =1(m,a-n), VYa€ A, m,m;,ms € Me Vn;,ny,n€N
Exemplo A.3 O Produto de um anel - : A x A — A é uma fungao A-tensorial.

Demosntragdo: De fato, as propriedades (i) e (i) sdo as distributivas do anel e a
propriedades (ii7) é a associativa do anel.
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Definicao A.8 Com as notacées acima, dizemos que o par (T, T) é um produto tenso-
rial de M e N sobre A quando para cada grupo abeliano T e cada aplicagdo A-tensorial
T: M x N :— T, existe um tunico Z-homomorfismo f : T — T tal que foT =T7T.
Em outras palavras é o mesmo que dizer que o diagrama abaizo comute’

Mx N

Proposigao A.2 (Unicidade do Produto Tensorial) Se (T,7) e (T, T) sdo pro-

dutos tensoriais de M e N, entdo existe um Z-isomorfismo f : T — T tal que
for=T7..

Demonstragdo: (T, T) produto tensorial, 7: M x N — Té A-tensorial, entdo existe
tnico Z-homomorfismo f : T — T tal que for =T. ' v

Agora (T, 7)produto tensorial, 7 : M x N — T é A-tensorial, entfo existe tnico
Z-homomorfismo g : T — T tal que goT =T.

Considere os seguintes diagramas:

MxN
/ \
T _______ g_o_'f _______ »T

Temos que go for=goT=71eldroT =1
Pela unicidade do Z-homomorfismo, segue que g o f = Idy, isto é, f é injetora.

MxN
/ K
T feg .. - T

Temos que fogoT = for=Teld; =7
Pela unicidade do Z-homomorfismo, segue que f o g = Idz, isto é, f é sobrejetora.

A seguir mostraremos que dados A anel e M e N A-médulos a esquerda e a direita

respectivamente o produto tensorial sempre existe.
Considere F = ZM*N) = 7D (I = M x N), onde F é Z-médulo livre com base
candnica {Zatacmxn onde T, : M X N — Z com £,(8) = dap-

Tome
F = @Z-ma

acl
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Seja v -
Dl = {x(erm;,n) — Timn) — T(m'm); M, m' c M, 1 ne N}g F -

D; = {Z(mmin’) — Timn) — Tmnr); ME M, n,n' € N} C F
D3 = {T(man) — Tman); MEM, n€N, a€ A}CF -~
D=D,UD,UD;CF o
Seja K o submédulo gerado por D, entdo

A
K= (1 ={)laj-d; XeN, a;€2, djeD}

L<F e DCL j=1

Note que K < F, entdo % é Z-médulo(grupo abeliano)
Tome T = % ¢ defina

T: MXN — T
(m, n) > T(mn)+ K

Afirmacao A.1 1 € A-tensorial.

Demonstracio: Note que T(mim'n) — Zimn) — ITmmy € Dy € D C L C K, logo
Z(mtm! n) = T(mn) T Tm'n)-

(i) T(m+ml, n) = m(m+m’,n)+K = (x(m,n)'*’-'l:(m',n))_*'K = (x(m,n)+K)+(x(m’,n)+K) =
T(m,n) + 7(m/,n).

Os itens (ii) ¢ (iii) sacm dc mancira ansloga.

Observacdo A.4 7(M x N) gera T. De fato, dadot € T, t=t+ K ondet € F,
entdo t =Y .cprun Aj * Tj-
Assim t = ZjeMxN Aj-zi+ K = ZjeMxN Aj-(zi+ K) = ZjeMxN’\j -7(4).

Ja podemos desta maneira demosnstrar o seguinte teorema

Teorema A.2 O par (T,7) construido acima é um produto tensorial de M ¢ N.

Demonstragdo: Seja T um grupo abelianoe 7: M X N — T A-tensorial.
Defina f : F — T por: :

FODD Nem)= D0 A7)

iIEMxN iEMxN

que é Z-homomorfismo de grupos e f(z;) = 7(1)

Defina
I: MxN — F

(m, n) P ZII(m,n)
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Note que fol(m,n) = f(z(m n)) = T(m n), isto , fol = 7. Isto pode ser expresso
no seguinte diagrama:

Mx N

]

F - T

(i) f (K ) = 0. De fato, lembre-se primeiramente que K é o submodulo gerado por
D; U DyU D;. Como f é Z-homomorfismo, basta ver que f se anula.em Dy, D,
e D3. Tome u € Dy, entdo 4 = Z(mym’,n) — T(mn) — L(m',n), POTtanto, (u)
F @ mrmm) — [(Zmm) — (@) = T(m +m',n) — F(m,n) — F(m',n) = 0,
pois 7 é A-tensorial, deste modo temos que f(D;) = 0, analogamente f(Dy) =

f(Ds) =0
Defina _
f: T= % — T
T — f
(ii) f est4 bem definido. De fato, se T =7, entdo x —y € K e assim f(z —y) =0 e

portanto f(z) = f(y)

(iii) f é um Z-homomorfismo. De fato f(Z+7) = f(z +y) = f (m+y) = f ($)+f (y) =
f@)+ (@)

(iv) for =7 Defato, for(m,n) = f(Tmn) + K) = [(Zmm)) = T(m,n)

(v) f é dnica. De fato, suponha que exista g : T — T Z-homomorfismo tal que
goT =T,segue que gor = for.
Tome agora t € T, entdo t = 3. \; - 7(j), portanto g(t) = Y_A; - g(7(4)) =
S - f(7(4)) = f(2), entdo f = g.

Logo (T, ) é produto tensorial.

Notagdb: Se A é anel com unidade, A e N sdo A-mé6dulos a direita e & esquerda
respectivamente, denotamos o inico produto tensorial de M e Npor T =M@ N

Observacao A.5 Se (m,n) € M x N, entdo 7(m,n) = m®n. Temos também que
(M x N) gera M @ N. Note que se u € M@N, entdo u =Y ;cprun Ai- T(J) =
Yiemxn A (s ®nj), assim se u € M Q N, tem-se que u = Y jez™; @ nj.

Proposicao A.3 As seguz’ntes sentencas sdo verdadeiras:

(i) (mi+m))@n=m@n+m®n

98



(ii)) m® (N1 +n2) =m®n; + mng

(i5i)) m-a®@n=m®a-n

(v) 0®@n=n®0=0

(1) ~(m®&n) = (—m) ®@n =m & (n)

(vi) z~(m®n)=(m-z)®n=m®z;n, VzeZ

Demonstragdo: Os itens (i), (ii) e (iii) saem pela observagao anterior, enquanto os
itens (vi) (v) é consequéncia do item (i). J4 o item (vi), separe os casos z =0,z > 0
e z < 0 e apleque os itens anteriores.

|
Proposicao A.4 Seja A anel comutativo e M, N A-mddulos. Entao MQN = NQM

Demostragdo: O primeiro passo é demonstrar que o seguinte diagrama comute

Mx N

Entao deﬁna

(i) 7 ¢ A-tensorial. De fato,
n(my +mg,n) = n®my +my =nQmy +n®my = 7j(my,n) +7(mg,n). Os
outros axiomas seguem de maneira aniloga.

Portanto existc inico Z-homomorfismon: M @ N — N® M tal que nor =17

(i) » é homomorfismo. De fato,
na- (m®n)) = n(a-men) = n(r(a-mn)) = fa-mn) =n®a-m =
a-(n®m)=a-(fi(m,n)) =a- (n(r(m,n))) = a- (n(m & n))

(iii) n é sobrejetora. De fato, sejan®m € N® M. Tome m®n € M ® N, entao
n(m ® n) = n(r(m,n)) = fH(m,n) =n®m

(iv) n é injetora. De fato, defina

f: NM — MQ®N
nm +—— men

Assim temos, f on(m @ n) = f(n(t(m,n))) = f(H(m,n) = f(n®m) =men.
Portanto n tem inversa & esquerda, e segue que 7 é injetora.
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Portanto chegamos que M @ N =2 N ® A
[ |

Proposiciao A.5 Seja A anel comutativo e M, N e P A-mddulos, eniavb:dzé‘ mdnezm
andloga como na proposicdo anterior podemos provar que (MR N)QP = M ®(N®P)
eque MON)QP=Z(MQ®P)®d(N®P).

a
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Apéndice B
Demonstracoes

Aqui neste apéndice vamos apresentar as demonstragées dos resul‘tados' que con-
sideramos secundarios mas ndo menos importantes que os resultados principais.
B.1 Resultados de Estruturas Quasi-ﬁiangulares
Lema B.1 (i) (e®Id)R=(Id®e)R=1

(it) (S®Id)R=RY;, (Id®S)R'=R
(iii) (S® S)YR=R
Demonstracéo:

(i) Queremos provar que:
(e®@IdR= e(si)ti =1
Para isso vamos utilizar o axioma
(A® Id)R = Ry3R23
Ou em componebtes
Z 5 Q58 @tit; = Z siy ® six) @t (I)
Vamos agora aplicar (¢ ® Id ® Id) em (I)
 (e®lds I3 sy ® sigy ® ) = Y esiqn)sin) @b =

= > 50t

Por outro lado,

(€@IdRId)(D s ®s;®@tit;) = Y _e(s)s; ®tit; =

= Y 5 ®((s)ti)ty
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Entao

Z $; Q1 ='Z s5; ® (E(Si)ti)ij
ZE(Si)t,‘ =1

Para a outra parte do item (i), devemos usar, (Id ® Id ® €) e o axioma (i) da
definicao. ' :

Logo

(ii) Queremos provar que

(S® Id)R = R~}

Usaremos o axioma
(A ® Id)R = Ri3Ro3

Vamos aplicar (1 ® Id)(S ® Id ® 1d) nos dois lados do axioma acima.
Por um lado temos que:

(n®Id)(S®Id® Id)(A® Id)R = (¢ ® )R =1

Por outro lado,

(,u®Id)(S®Id®Id)(Zsl ® s; ®titj) = 23(31‘)33‘ ®titj =

= QS et)(d siet) =
= ((S®Id)R)R
Portanto
((S®IRR=11
Entao

(S® Id)R = R

Para a outra parte do item (ii), devemos notar quem é (A @ Id)R™*. Sabemos
que RR™! = 1 ® 1. Portanto

191®1 = (A®Id)(RR™) =
= (A®Id)(R(ARId)(R™) =
= Ri3R;3(A®Id)R™!

Assim
(A® I)R™ = Ry} Ry}

Da mesma forma provamos que
(Id® A)R™' =R Ry (1)
Vamos aplicar (Id ® u)(Id ® Id ® S) nos dois lado de (IT). Antes denotaremos:
R = Z a; ® B |
Usc também o fato que (Id®e)R™ = 1. Aplicando no lado esquerdo, obtemos:

(IdQ p)(Id® Id® S)(Id® A)R™ = (Id®e)R™' =1
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No lado direito
(Id®w)(ld® Id® S)RIR; = (Id®u)(d®ld® S)Ri(1d® Id® S)Ry} =
| = (Id@p)(R ®S1)QD_ @18 5(8)) =

= R'(Id®S)R'=1®1" )

Logb
(Id®@ S)R™'=R

(i) N
) (S®S)R=(1d®S)(S® IR =(Id®S)R'=R

Proposicao B.1 Se (H,R) é uma dlgebra de Hopf quasi-triangular, entio (H,oR™)
também o é.

Demonstra¢do: Vamos denominar R = o R™!. Temos de provar que:
(i) (A®IdR=TRi3 Ry
(i) (Id® A)R=Ry3- Ry,
(ili) A®(a) = RA(a)R ™’
Vamos provar o item (ii), pois o item (i) é andlogo.
(ii) R =Y 58 ® a;. Vamos utilizar a seguinte relagao:
(ARINR ' =RZERE =) )@@= ;@0 ®Bf;
Portanto temos que: &
Id®AR = (1d@A)D Aidm) =) Ai® ) ® o) =
= 012023(2 i) ® a2) @ B;) =
= 012023(2 a; @ o; ® Bif3;) = Zﬂiﬂj ®a;®a; =
= Q_A®10wm)() Ai®eel)=Tys R
(iii) J4 que (H, R) é uma cstrutura quasi triangular, temos que:
R7'A(a) = A(a)R™?
Portanto
RA(a) = ()_ 4@ a)(D_aq ®aw) =Y fiaw @ ciag =
=o(R'A®(a)) = o(A(a)R™!) = Za(g)ﬂi ® aye =
= Qe ®aw)(Q_A®x) = AR
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Para o item (i) devemos usar o fato de que:
(Id ® A)R—l = Rl_2lR1—31
[ |

Lema B.2 Sdo equivalentes as sequintes afirmagoes sobre (H, p, A, €, 'r), S) dlgebra de
Hopf :

() §% = Idy
(i) 3 S(z(2)za) = e(2)1
(i11) 3 x)S(z) = e(z)1

Demonstragéo:
(i) = (i)
Y S(ae)zay = SO SEe)zm) =S5O _ S (x(l,)s2(x(1))) =
| =80 Srw)ee) = S(e(@)1) = e(x)S(1) = e(z)1
(i) = (i) |
S(z) = S*(D_elzm)r) = Y e(xw)S*(2@) = Y _ zS(z2))S(z) =
= Z rS(S(E@)zm) = Y 2mS(ElE@)l) = Y sne(zm) ==

Para provar que (i) = (i) e (ii7) = (i) faz-se de maneira andloga como nos itens
anteriores.

Proposicio B.2 As relagées abaizo sao satisfeitas pela estrutura quuase triangular
dual.

(i) r(a®1) =r(1®a) =¢(a)
(i) r(SQId)=F

F(Id®S)=r
r(S®S)=r
Demonstragéo:

(i) ra@1) = L r(amelap) ® 1) = raqy ® Dr(ag ® Dlag 81) = Tr(am ©
1)F(a@ ®1) =&(a)
Anilogo para (1 ® a)
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(ii) Temos que: r(S®Id)*r(a®b) = Zr(S’(a(l))®b(1))r(a(2)®b(2)) = ZTI(S(a(i))a(2)®
b) = r(3>(S(ag o ®b) = r(e(e) @ b) = (a)r(1 @ b) = e(@)e(b)

Assim r(SQ Id) =F

Para o préximo, basta notar que: (i ® Id) = T3 * T13 € assim provamos a
segunda equagdo do item (ii) de maneira andloga como anteriormente. Para a
iltima equagdo do item (ii) temos: :

r(S®8)=r(S®IdId® S)=71de S)=r

[
Lema B.3 A aplicacdo
| (C’,I,?w)AI:R’IU:IV®V—-»V®W
é inversa & direita e & esquerda de CE,
Demonstragéo: R™'0oR(v®w)=RT'Rv®w)=vQw
Da mesma forma temos que
oRR'o(w®v) =0(11)(vQ@w)=cv@w)=w®v
|

Proposi¢ao B.3 wa é um isomorfismo de H-mddulos.

demonstrag¢do: Pelo lema anterior temos que CR é bijetora. Falta apenas provar que
CE, é homomorfismo de H-médulos, isto é,

(a > wQw))=ab (C w(u@w))
De fato,
CR,a> (v@w)) = CF,(Ala)(v®w)) = aR(D_(ag) > v) ® (a) > w)) =
= z(tia@) > w) ® (siaq) > v) = Z(a(l)tj > w) @ (aws; >v) =

=A0)D _trw)e(s;pv)=a> (D _(t;>w)®(s;>v) =ab> (CE,(vew))
|

Proposicao B.4 CY,, € isomorfismo de H-comddulos & esquerda
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Demonstragao: Para mostrar que C},,;, € um homomorfismo de H-comédulos devemos
verificar a veracidade da scguinte igualdade: ‘

SYOV(CT 1y (v @ w)) = (Id® Cypy )3V (v @ w)
De fato,

5W®V(Z ',,(w(l) ® W)@ @ y@) = Z r(w® @ D) PN HDW) g @@ g (B —

= 3 r(@® gy & 90 gy g g @ w® @ W@ =

=300 g (w0 gy ® v g)) @ w® @ v =

= 3 o WuWr (N @ yBN) @ @ gy
=(Ild® C\T/,W)(Z O @ v® @ w® =

= (16 Cy )8V (v ® w)

Na segunda e quarta igualdades foi usado o axioma de comédulo, jd na terceira igual-
dade usamos o axioma (ii) da matriz r dual.
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Apéndice C

Médulos sobre a Algebra Unix}ersal
Envolvente U(sl(2)) |

Seja g uma algebra de Lie. Uma representagio de g em V é uma aplicacio linear

p: g — End(V)
z +—— plz):V—V

tal que
o[z, y]) = [p(2), p(¥)] = p(z)p(y) — P(y)p(2)
Seja p : g — End(V) uma representagio de g entdo V é um U(g)-médulo:

>: UlgoeV — 14
zTQU — plz)v=2z>Uv

Entao
[z,9]>v = p(lz,y)>v=
= (p(@)p(y) — p(y)p(z)) >v =

= pz)(y>v) - py)z>v) =
=z (yov)—y (x>v)

Portanto Mddulos em U(g) nos levam a uma representagao de g e vice-versa.-

Estamos interessados em uma algebra de Lie mais especifica, chamada de sl(2),
que consiste no conjunto das matrizes de trago zero. O comutador desta algebra de
Lie é dado por '

[,]: sl(2) xsl(2) — sl(2)
(A, B) — AB— BA

A dlgebra universal envolvente associada a sl(2) é denotada por U(sl(2)) e é gerado
por trés elementos, X, X_ e H, onde

[H,X,] = £2X,

[X,,X.]=H
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Exemplo C.1 Uma realizagdo em termos de matrizes 2 x 2 € dada por'

01 00 1 o\
.X+=(0 0)’ X‘z(l'o)’ | H=(0 —1)

Demosntragio: Verifica-se facilmente que as relacoes de comutagio sdo satisfeitas.

[
Observagao C.1 sl(2) € a dlgebra de Lie de SL(2).
Lema C.1 As seguintes relagées valem em U(sl(2))
(i) XLHI = (H - 2p)'X?
(i) XP H? = (H + 2p)iX?
(iii) | X4, X?) =pX? ' (H—p+1)=p(H +p—1)X"""
(iv) (X0, X_) = pXE~'(H +p— 1) = p(H — p+ 1)X{ "
Demonstragao:
(i) Tome g =1 e fazemos inducao sobre p.
p= 1, entao

X+H == X+H"’HX++HX+=[X+,H]+HX+=

Agora suponha que X} H = (H — 2p) X%, portanto

XMH = X, X?H=X,(H-2p)X} =
= X, HX? —2pXP+ = (H — 2) X2+ — 2pXPt! =
(H—2-2p)X}"" = (H —2(p+ 1))X}"

Finalmente suponha que X§ H? = (H — 2p)?X?%, logo

XPH™ = X, HH = (H—2p)'X°H =
(H —2p)(H — 2p)X% = (H — 2p)"™' X}

(ii) Anadlogo ao item anterior.
(iii) Primeiramente note que
[A, BC] = B[A,C| + [A, B]C

Faremos induc¢ao sobre p.

p =1, entdo
(X, X ]=H=1X"YH-1+1)
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Agora suponha que [X ;, X?] = pX? ' (H — p+ 1), portanto

(X1, X2 = X, XPX ] =[X, XP)X_ 4+ XP[X, X ]| =
pXP Y H—p+1)X_+XPH = ~

= pXP ' H-2-p+1)+X’H=

(p+1)XPH—pXP(p+1)=

(p+1)XZ(H —p)

(iv) Use o fato que
[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B

Assim a prova é andloga ao item anterior.
|
Vamos a partir de agora considerar o médulos sobre U(sl(2)) de dimensao finita.
Definicao C.1 v € V € vetor de peso A se
Huy = Mv
e € vetor de peso mdximo com peso A se € vetor de peso \ e
Xyv=0
Proposicao C.1 Todo V sobre C de dimensdo finita tem vetor de peso mdrimo

Demonstragdo: C é algebricamente fechado, isto é, tem raizes em C.
Entao existe o € C e w € V tal que Hw = aw

Se X, w =0, o resultado esta obtido.

Se X ,w # 0, tome a sequéncia de vetores { X} w},>o. Entéo temos
HX%w = X} (H + 2p)w = (o + 2p) X{w

isto é, X3 w é autovetor de H.

Assim {X{w},>0 é sequéncia de autovetores de H com autovalores distintos. Como
V tem dimensio finita, entdo existe no mdximo dimV autovalores distintos, entao
existe n € N tal que X%w # 0 e X' = 0. Assim v = X7w é vetor de peso mdximo
com peso A = « + 2n.

Seja v € V, V de dimensao finita, v vetor de peso miximo A e seja também a

sequéncia
1
Up = —-iXp'U

p:

Lema C.2 As sequintes relagdes sdo verdadeiras
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(i) Hu, = (A — 2p)v,

(it) Xyvp=(A—p+ 1),
(iti) X_vp = (p+ Nvps1
Demonstracdo:

(i)

— 1 P, _ 1 P —
H’Up = —FHX_U—;—!'X_(H—2I))'U—

1
= I—JXK()\ —2p)v = (A — 2p)v,

(i)

1 1
X+'Up = p——‘iX+.X?_'l7 = ITiX—*-XI_)v -+ XEX_FU _ XEX_,_'U =
1 1
- Py — nxP—-1 _ y =
= 5 ![X+,X_]v =3 !pX_ (H-—p+ 1=
— 1 p—1

= A—p+1Du,,
(iii)

1
XP+ v =

1
X v, = —Xy=(p+1)——nr

p!
= (p+1)vpp
|

Teorema C.1 Seja V um U(sl(2))-mddulo de dimensdo finita gerado por v de peso
mdazimo com peso X e

1
vp = — X
p!
Entao
(i) dimV =X+1el=n Upyr =0, k>1
(i1) {vo = v,v1,...,vn} base de V.
(iii) H € diagonalizdvel, com autovalores {n,n —2,n —4,..,n —2n =n}

(iv) ¥ vetor de peso mdzimo em V € mailtiplo de v.

(v) V é simples.
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Reciprocamente, se V' € de dimensdo finita e simples, entdo V ¢ gerado por vetor de
peso mdzimo. Dois mddulos V e V' gerados por vetor de peso mdrimo com mesmo
peso A s@o isomorfos. ' '

Demonstragdo:

(i) e (ii) {vp} é uma sequéncia de autovetores de H, com autovalores distintos. Assim
existe n € N tal que v, # 0 e n,y; = 0. Agora,

S SN (5SS ST S

CEY N mtk)1 ™ @t -
n+1)! i, :
= ——En—l—k; 'Xf ’l)n+1=0

Sabemos que {vy, ..., v, } s80 os autovetores de H com autovalores distintos, co-
mo det(H — AI) tem no méximo dimV raizes, segue que n + 1 < dimV

Note que,
0=Xivpp=A—-®m+1)+ v, =(A—=n)v,

Como v, # 0, segue que A = n

Temos que {v,} sdo autovetores de H com autovalores A, = X\ — 2p, onde
Ap EAg, D F#qe ), #0. Considere que :

gV + aqvy + ... +apu, =0
Queremos provar que o; =0, 7=0,...,n. Usaremos indugdo sobre n.

n = 0, entdo H(agvg) = 0 e portanto agrgvg = 0, como Agvy # 0 segue que
Qg = 0

n =1, entdo H(agup + ayv1) = 0 e portanto

agAotg + an Ay =0
Por outro lado, temos que

Aoy + Q1 Aguy =
Subtraindo uma equacao da outra, obtemos

a1(A1 —X) =0

Como A; # Ag e v; # 0, segue que a; = 0. Logo agry = 0, entdo ayp = 0.
Suponha que

oot + ... + o 10,1 =0, = ay=..=0p_1=0
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(v)

Seja
Uy + ... + QUp_1Vn-1 + Qrv, =0 (C.1)
Aplicé.ndo H em (2.1), obtemos
oAUy + .. + Q1 An—1Un_1 + A0, =0
Por outro lado, se multiplicarmos A, em (C.1)
QoApUg + oo + Q1 AUn_1 + ap v, =0
Subtraindo as duas iitimas equacoes obtemos que
ag(Xo — A)vo + oo + An_1 (A1 — Ap)tp—1 =0

Entao
Oc'i(/\i — /\n) =0

Logo a; =0 para ¢ =1,...,n — 1. Portanto a,v, = 0 e finalmente a,, =0

Assim {vy, ..., v} é base em V, e deste modo chegamos a concluséo que dimV =
n+1

Como Hv, = (n — 2p)v, com p = 0, ..., n, vé-se facilmente que H é uma matriz

diagonal formada pelos autovalores {n,n — 2,...,n — 2n = —n}
{

Seja v’ vetor de peso méaximo em V, isto é,
Hv' = o/
Entdo v' = kv;m, onde k é uma constante.

Como X, v' =0, segue que ¢ = 0, isto é, v' = kv.
+ ’ !

V! C V, V’ de dimenséo finita. Ent&o existe v’ vetor de peso méximo em V',
mas 7’ é de peso maximo em V. Entdo v' = kv. Assim V' é gerado por v e
portanto V C V'. Logo V =V’

Para a reciproca, tome 1% simples de dimenséo finita, entdo existe v # 0 de peso
mdximo em V. Seja V' C V gerado por v.

Mas como V ¢ simples ¢ V' # 0, segue que V' =V, entdo V ¢ gerado por v.

Como V e V' sdao gerados por v, vetor de peso maximo com peso A, segue que
dimmV = dimV' =n + 1. Logo

vy
|

Veremos a scguir um resultado mais geral, védlido para uma algebra dc Lic g
qualquer.
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Teorema C.2 Seja A um U(g)-médulo. entio A é um U(g) mddulo dlgebra se e
somente se para todo X € g C U(g) age em A como derivagao.

Demosntra¢do:(=) Suponha que A é um U(g) médulo dlgebra, isto é,

z > (ab) = Z(z(l) > a)(z@ > b) =
= pee>)Id®o®Id)( & Id® Id)(z @ a®b)

x> 1=¢(z)l
Lembre-se que em U(g), A(X) =X ®1+1®X

Assim

zp>(ab) = p>R>)IdRo@IA)(ARIIRId)(r®a®b) =
' p>R>)Id®o®Id)(X®1+18X)®a®b) =
pe ) IdReQIN(X®1a®b+1X®a®b) =
pER>) X R®ae®1b+1®a X Qb) =
= pX>alob+1lba®@X>b) =
(X >a)h+a(X >b)

Portanto X é uma derivacao.

Deste fato segue que

0 = ¢X)1=Xpl=Xp1-1)=
Xo1)1+1(Xp1)

E portanto X > 1 =10

(<) Dcfina
ax A — A
a —— Xb>a

Note que ax é derivagio,pois
ax(ab) = Xp(ab)=(Xp>ab+a(X>b)=
ax(a)b+ acx(b)
Agora
X > (ab) = ax(ab) = ax(a)b+aax(b) =

(Xabh+aXb) =
= u>er)(ld®oQId)(A®Id® Id)(r®a®b)

Temos também que _
ax(1)=Xp1=0=¢(X)1
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Entdo A é U(g) médulo dlgebra pois U(g) é gerado por g.

Teorema C.3 Defina a agdo de U(sl(2)) em klz,y] = k{z,y}/(zy — ym) como:

X, 5 Pz, y) = 22 P

9y
0
H > P(z, y)—xagP yaaP

Com isto k[:z: y] é mddulo dlgebra sobre U(sl(2))
Demonstragdo: Primeiramente vamos mostrar que k[z, y| é um U(sl(2)) médulo, isto
é,

[H, X,]P = £2X, P

[’+7X—]P=HP
De fato,
[H,X,|P = HX,P—-X,HP =
' 0 Ja, o o, 0 0

0 9? 0? 62 0 8

= 2P P—yr—P—2? — s

x@y + 22 520y ymay2P G50z P+zayP+myay2P

0 0 0

Idem para [H, X_]P.
Agora
(X4, X_]JP = X,X_P—X_X,P=

o, 0 o, 0
= x;,;;j(yzﬂP) *y‘a;(ﬂa_yp) =

0 0* 0 o2
= z—P+ux P—y—P—yz——P=
oo T Wayart Yoyt T Y ouay
0 0
= E)zP ya P=HP
Vamos mostrar que as agoes sdao derivagdes. De fato,
0
X, (PQ) = 975?;(1’@) =
3]
= (X4+P)Q+ P(X,Q)
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Idem para X_.
Da mesma forma temos

HPQ) = a5 (PQ) - v (PQ) =

0 17 7} 0
= ($55P)Q +2P=Q - (yB_yP)Q - yPagQ =

0 d 0 0
= (175;13‘?/5;@) +P($£Q—y-a;Q) =

= (HP)Q - P(HQ)
Portanto pelo teorema (C.2) , segue que k[z,y] é U(sl(2)) médulo élgebra.
[

Exemplo C.2 O subespaco V = klz,y], =< 2", 2" 1y, 2" %2, ..., 4" > é um mddulo

de peso mdzimo n e v = x™ € vetor de peso mdzimo de peso n.

Demosntracdo:
o
Hi® = e n
x T5 T yay
= gznz" ! = ng"
e
n a n
X+.'L' = z—z2"=1-0=0
dy

Além disso

P
1 1 0

v, = —XPv=—|y=—|]2"=

it p1" p!(y&l;)x

1
= Zﬁy"n cn=1)-..-(n—p+1z" P ="

n
e pomep
= ] et =
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Apéndice D

A Construcao FRT(Faddeev -
Reshetikhin - Takhtajan)

Teorema D.1 Seja V' um espago vetorial de dimensdo finitaec: VOV — VRV um
isomorfismo. Entdo existe uma bidlgebra A(c) e uma aplicagdo dy : V — Alc) @V
tal que:

(i) (V,bv) é um A(c)-comddulo & esquerda.
(ii) c: V ® V — V@V é morfismo de comédulo.

(iti) Se A’ é uma outra bidlgebra coagindo em V por &, tal que (i) é satisfeito, entdo
eziste um dnico morfismo de bidlgebra ¢ tal que o diagrama

v
&, Sy

o ® Idy

ARV - AlgoV
comule.

A(e) € inica a menos de isomorfismo.

Demonstragdo: Vamos primeciramente analisar o morfismo ¢

c(v; ® vj) = E S @ v

onde {v;}i—;,..n ¢ basc de V.

.....

Seja k{T7};j=1,..n a dlgebra livre gerada pelos T; e seja o ideal bilateral I(c) C k{T7}
gerado pelos elementos

mn klrpmrm krpl_mn
Cij = E :C’ijyk T "TiTjth
Kl
Definimos

A(é) = K{T}/I(c)
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Lema D.1 A(c) possui estrutura de bidlgebra com

AT =Y Tre T
k

e(T?) = 6]

Demonstragiéo Lema: A(c) é uma codlgebra. Dc fato, basta mostrarmos os axiomas
de coassociatividade e counidade.

(Id@MA(T)) = (1deA)) TfeT) =
k

= Y TFQ(TiRT)=) (TFeT)eT] =

k,l k,l
= (ARIH()_TIST)) = (A Id)A(T})
l
Também
E@IHAT]) = (@)D TFeT)) =

k
= > & Tl =T/=IdT})
k

Vamos mostrar agora que A é um morfismo de 4lgebra:

ATT) = ) TP @TLET. =

= Q. TeT)Q TReT,) =
= A?Tf )A(T;) '
€ também‘é um morfismo de algebra.
e(TTy) = 68, = e(T))e(Ty)

Assim provamos que k{T'} possui estrutura de bidlgebra. Para provarmos que A(c)
herda a estrutura de bidlgebra de k{T'}, devemos provar que

e(I(c)) =0

¢ também

A(I(c)) € 1(c) @ k{T} + K{T} ® I(c)

Primeiramente vamos provar o seguinte isomorfismo-
cQc/(c@I+I®c)=c/I®c/I

Sabemos que
e/l ={z+1I, x€c}
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Entao

c/I®c/l = {z+D)@@Y+)=28y+IQy+zQI+IQI}=
= {zQy+c®I+1Qct=c®c/(cRI+1Qc)

pois temos um diagrama comutativo, isto é,
A
T} — T} @ k{T}
T T

Ale) —2+ A0) @ A(0)

onde
A()) ® A(c) = T} ® KT}
k{T} ® I(c) + I(c) ® k{T}
Agora,
eCy) = eQ_MTETy — TET)cR™) =
kl

_ E : kl cmsn kel omn __
mn

—cy =0

C lij

4
Do mesmo modo temos
ACEY = ADETPT - TETHE) =
kL

= Y AT @ Ty - T @ [T =

= Y AN O LT} — T @ ;T +

+ T @ Ty — TIT] @ TyTcy™ =
Agora trocamos p « k e ¢ < I no dltimo termo da equagdo acima e obtemos

Acgmy = SO M - T @ TR Ty +

p.qg k1l
+ YT e QI Ty - TR ) =
Kl X

Novamente troque p < k e ¢ < [ e obtemos

AlCT™ = D CHRQTIT + TIT @ Cp €
pg

€ Ic)k{T}+k{T}®1I(c)
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Assim terminamos a demonstragio do lema

Voltemos a demonstracao do teorema. Defina

51 'V — A(C) ® Vv
v —— 3.T)®v;

(i) Vamos mostrar que (V,§;) é um comédulo 4 esquerda. De fato,
(Id®@ &) = Ide&)() T ov) =
j
j k gk
=Y O Herheu=(aeld)() TFew) =
ko k
(A ® Id)di(v;)

Também

e@Ids(m) = (E@IND T/ @v;) =
= 265v1=11i

(i) C é morfismo de comédulo, onde c: VRV — VRV

Primeiramente vamos fazer um diagrama da estrutura de coméduloem V @ V

5®6
Vev L% L AV A SV
svov 1@ o3 ® Id
1d
A eVeV L8l 4 AgeVeV

Podemos verificar facilmente que (V ® V,6®") tem estrutura de comédulo.

Verificaremos agora como 8 ®" atua em um elemento de V@ V.

& (@) = (n®I1d)ond ® &) (v @v;) =

= (1® Id)crza(z TF @ v ® T]l ) =
k.l
= (u® Id)(ZTik T, @ur @u) =
k.l

= > TT{@uowy (D.1)
k.l
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Finalmente mostraremos que ¢ é um morfismo de comédulo, isto é,
&% oc=(Id® c)6y®v
Por um lado temos que

(5% o c)(v; ® v;) = 5V®V(Z Tk ®@up) =

= Y cijT,:"T," RUn ®Un (D.2)

klmn
Por -outro lado

(Id® )6/ (vi®v;)) = (Id® c)(z T @ui @u) =
k.l

= Z TszJl ® € Vm ® U,

klmmn

= Z TleCkl R Uy, @ Uy, (D3)

kilmmn
Para provar que (D.2) é igual a (D.3), devemos verificar a seguinte igualdade
ST = T’“T‘ck,
Mas note que
HTET — TFTIE™ = CF € I(c)
Entdo em A(c), a igualdade é verdadeira, e portanto (D.2) = (D.3)

- (iii) Seja A’ uma bidlgebra e & : V — A’ ® V tal que (V,8) é A’ comédulo e
c:V®V — V®YV é morfismo de comédulo. Seja

8 (v;) = Zuf ® v;
onde {u!} sdo os geradores de A’

Devido ao fato de V' scr comddulo, tem-sc:
M) =Y wtwud, el =4

O fato de ¢ ser morfismo de comddulo nos forca a ter que

c“u;\”ul —uf lc’,ﬁ" =0

Agora seja
¢: Ale) — A
CT"iJ | — ’u.‘?

1

¢ é morfismo de bidlgebra, isto é,

(¢®@¢)oA=A0cg
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Eop=¢

De fato,
(b8 AT) = (bHQ TF@T) = u@u =
| N N S
Da mesma forma,
eod(T]) = e(ul) =8 = e(T})

A seguir mostraremos que
(¢ ® Id)oy = &y
De fato,

(p® Id)dy(v:) = ($&1d) (Z T! @ v;) =
= Zuf ® v; = &y, (vi)

Por outro lado, a afirmagio que (¢ ® Id)dy = &, nos forca a termos que
&(T?) = 4, ou seja, ¢ é tinico.

Para finalizar, devemos mostrar que A(c) é Wnico.

Vamos supor que existam A(c) e B(c) que satisfagam (i), (ii) e (iii). Defina

ANV — Ble)®V

8 :V—AC)®V

e considere os seguintes diagramas:

v

N 5

yeId
Boev—221 | Agev
v
A, 5
I .

Bc)®V ¢®1d Ale)®V
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Pelo item (iii), existe tinico 9 e ¢ tal que o diagrama comute.

Além disso

A = (¢®Id)5[=(¢®Id)('lb®Id)A[=
= (¢oy®Id)A

Entéo ¢ o9 = Idp).
Da mesma forma,

b = (WeIdA = I1d)(¢® Id)s =
= (Yood®Id)§

Entdo Yo ¢ = IdA(c).
Logo ¢ = ¢! e portanto B(c) & A(c)
]

Para finalizar este apéndice, vamos relacionar o morfismo ¢ com a equagio de Yang-
Baxter.

Teorema D.2 Assuma que c satisfaz a equacdo de Yang-Baxter, isto é,
(c®Id)(Id®c)(c® Id) = (id®c)(c® 1d)(Id® )

Entao A(c) possui estrutura quasi-triangular dual

r:Ale) @ Alc) — k
tal que Cl gy = c
Demonstragio: Seja r(TF @ T}) = ¢k Lembre-se que

Chreov(v@w) = Z r(w® @ vW)w® @ v®

Se r estiver definido em todo A(c) ® A(c) entdo:

él(m) = Z TL] & v; = sz(l) ® 1)52)

2

Assim
Crav(i®@v;) = Y r(Tj@THu®u =
= Zcﬁfvl ® v = c(v; ® vj)
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Apéndice E
Calculo no Plano Quantico

Mostraremos neste apéndice alguns calculos cldssicos, mas com respeito ao plano
quéntico, como o binémio de newton e a derivada de uma, fungao qualquer.

E.1 Binomio de Newton

Vamos mostrar que

iy =3 (7) (5.1)

onde
G),~ oo ©2

n__ q-—n
pt=0-fn], =1 =%
q—4q
A férmula que aparcce cm (E.2) é conhecida como os cocficientes binomiais de
Gauss.
Antes de provarmos o queremos, vamos provar uma outra afirmacao:

().=G20), (")),

onde

Lema E.1
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Demonstracao:

(Z:;);rq"(n;])q T —[ailjlilij]! +qu1']![[::11]19']’ )

) m 1] 1 _
= on—j -1 [n*JH‘g_] )
R (I

G- =Ti\ =40
_ L_%(m +qln—l) =

[
i)l
[

Podemos agora demosntrar a equagao (E.1), e faremos isso por indugao sobre n.

1 1
r+y= .'Bﬂy]+ :L‘lyO:z—l-y
0 q 1 q

Suponhamos que vale para n e vamos provar que vale para n + 1.

(z+y)(z+y) = (En: (?) q:r:j y"'j) (z+y)=

g=

n=1

n

0
n
C 3 () e 5 (1) e -
—o M/ 4 1/ 4

j=0

n
Y) gty 3 (1) g -
1/ q i=0 174
n—1
) g +Z<;l) qn—jmj+1yn—j+
q q

3=0

n

n

n n+1 - n J,m—i+1
+ (O)y +y (J.)qz’y
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Fazendo j = p — 1, obtemos:

n . n+1 n+1 - n n—p+1 n—p+1
(z+y)"(z+y) = (n+1)f +§1 “1) 0 Py P 4+

n+1 . (n
+ ( 0 )yn+l+z< ) mpyn—p+1 =, qn=1
q p=1 p q
— n+1 n+1 - 1-p n n n-p+1
= (n+])x +Z<q _q) * » 2Py +
q p=1 q q
q .
_ (nt+1\ an —(n—1 p, n—p+1 n+1 n+l _
= (i) Qo) ze (1)

Como querfamos demonstrar.

Assuma agora que ¢*" = 1, isto é, ¢? é raiz primitiva da unidade de grau maior
que n. Neste caso tem-se que
(z+y)" =2"+y"

De fato,

n
(z+y)" = (n> wly" =
n—1
_ n n Fa 3 n
= T+ )Ty ty

J q

j=1

Mas lembre-se que

)

n —n -n 2n
" —q a” _ [ -1)
{nJ=——=—T~(q2_1)—0

qg—q ' g

Portanto
(z+y)" =2 +y"

E.2 Operadores Diferenciais

Vamos as scguir mostrar como derivamos uma fungéo qualquer na rcta quéntica.
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Defina 9, : A = k|z,z7!] — A por
df = dz0yf
Seja o : A — k um automorfismo tal que, a(z) = ¢*z. Entio
fdz = dza(f)

tal que
9y(fg) = 04(f)g + o(f)04(9)

Vamos agora encontrar uma férmula para a derivada de uma func¢ao qualquer no plano
quéantico.

Temos que

df =dzo,f
Portanto
dx = dz0,(x)
Logo
Og(z) =1

Também temos que

9y(1) = O(1-1) =8,(1)1 +0(1)8,(1) =
= 0,(1) +9,(1)

Entdo 9,(1) = 0.
Agora note que

Oy(xf(x)) = Oy(x)f(z) + a(2)0,(f(2)) =
1f(z) + 24°0,(f (z)) (E3)

Da mesma forma temos que
By([(z)2) = 8g(f (2))z + f(zg*)1 (E.4)
Subtraindo (E.3) de (E.4) obtemos
0= f(z) +2¢°0,(f(2)) — O4(f (x))z — [(z4")

Assim

f(z) — f(zq°) = (z4° — 2)0,(f(2))
Logo
f(zg®) — f(z)

Tq? —

oy(f(x)) =
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