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Resumo

Neste trabalho estuda-se um teorema abstrato, devido a Irwin E. Segal, para uma
equacio de evolucgdo abstrata de primeira ordem envolvendo um operador autoadjunto
sobre um espago de Hilbert e uma fun¢do ndo-linear definida nesse espago. Com
adequadas hipéteses, sobre o operador e a nio linearidade, obtém-se a existéncia de
uma unica solucio local para o problema de Cauchy associado. Com hipdteses um
pouco mais fortes, se obtém a existéncia de uma unica solugdo global. Aplicacoes sdo
apresentadés para algumas equagdes de ondas nao-lineares em dominios nao limitados,
a saber: Equagdo de Klein-Gordon, Equagdo de Seno-Gordon, e um Sistema Acoplado

de Klein-Gordon.



Abstract

In this work we study an abstract theorem due to Irwin E. Segal for a first order
evolution equation given by a self-adjoint operator in a Hilbert space and a non-linear
function defined in this space. With suitable conditions on the operator and the
non-linearity we obtain existence and uniqueness of local solutions for the associated
Cauchy problem. Using stronger conditions on the operator and the non-linearity we
show existence of global solutions. We present some applications for non-linear wave
equations, in particular to the Klein-Gordon Equation, sine-Gordon Equation and a

Coupled System of Klein-Gordon Equations.
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Introducao

As equagbes de ondas ndo lineares sdo de grande interesse em fisica aplicada em
especial no campo de Teoria Quéantica. Semelhante a outros problemas néo lineares
que aparecem em Matemadtica, estas equages devem, em grande parte, serem tratadas
individualmente em vista de que cada equagdo possui propriedades especiais. Na li-
teratura se pode ver que com freqiiéncia essas equagoes sao tratadas separadamente.
Desse modo, propriedades de existéncia , unicidade e dependéncié, continua de solugdes
em relagdo aos dados iniciais, entre outras propriedades, dependem muitas vezes de as-
pectos especiais da equacdo que se estuda. Entretanto, estas equagdes, do tipo ondas,
tem em comum determinados problemas basicos que aparecem em andlise funcional
nao linear. Assim, é possivel trabalhar esses modelos em um certo nivel abstrato de
maneira a propor uma tUnica equagdo abstrata. De fato, um esquema abstrato es-
clarece quais propriedades das solugdes sdo gerais e quais dependem de propriedades
especiais da equagdo envolvida. O esquema abstrato que estudamos teve origem no
trabalho sobre semigrupos néo lineares desenvolvido por I. Segal [18] e posteriormente
mais detalhado e compreendido, inclusive com diversas aplicagoes, no trabalho de M.
Reed [13]. Um dos trabalhos pioneiros e inspiradores na drea de equagdes diferen-
ciais parciais néo lineares, em especial de tipo ondas, teria sido o importante trabalho
de Konrad Jorgens [7]. Importantes também sdo as contribui¢des de W.A.Strauss e
J.L.Lions (ver [9], [8], [19]). Naturalmente, o nivel de abstragio aqui considerado é
inferior ao do trabalho de I. Segal [18] porém, ainda é capaz de abranger um bom

nimero de casos particulares. Claro que o nivel de abstragdo aqui utilizado permite



a obtencdo de certas propriedades dos problemas mas, outras propriedades mais es-
pecificas as vezes dependem especialmente, por exemplo, do tipo de nao linearidade
envolvida (ver J.E.M.Rivera [15], [16]). Em um problema especifico relacionado com
uma equacdo diferencial parcial, por exemplo do tipo ondas, basicamente, se deseja
informacgoes sobre a existéncia global de solugdes, a unicidade das mesmas sobre certas
condigoes, sua regularidade, a dependéncia continua doé dados iniciais e mesmo a pro-
priedade de velocidade finita de propagacdo. Propriedades de decaimento no tempo
também sdo estudadas (ver V.Komornik [6]). Ainda, eventualmente, se necessita de
propriedades ditas de espalhamento (cf. V.Petkov [12]). Neste trabalho nos atemos
apenas a estudar, em certo grau de abstragao, existéncia local, global e unicidade de
solugoes.

Obviamente, existem muitos problemas importantes em aberto em ambos os niveis,
abstrato e particular.

A seguir, mostramos como problemas abstratos surgem naturalmente a partir de
um problema especifico. Consideramos o seguinte Problema de Cauchy associado a

equagdo ndo-linear de Klein-Gordon da Mecdnica Relativistica:

uy(z,t) — Au(z,t) + m?u(z, t) = —glu(z, t)Pu(z,t) , z€R” (1)
u(z,0) = f(z)
ut($7 0) = g(:E)

Observamos que apenas neste exemplo se pode ver que as propriedades da equagao
dependem muito da nfo -linearidade g(s) , isto é, dependem de p e do sinal de g(s).
Também a dimensdo n é muito importante. Propriedades validas para uma certa
equacdo numa dimensio podem ndo ser vilidas em outra dimensdo para a mesma
equagcao.

Entdo, para considerar o problema (1) em um sentido geral ou abstrato reformu-

lamos na forma de um sistema de primeira ordem como segue:



Seja v(z,t) = ui(z, t) , entdo

vi(z,1) — Au(z, ) + mu(z, t) = —glu(z, )P u(z,t) , R 2)
T
u(z,0) = f(z)
v(z,0) = g(z)

~ Agora, para cada t, definimos as fungdes:

6(t) = (u(z,1), (2, 1))

(3)
J(9(t)) = (0, —glufr~"u)
Entdo, podemos ver que (2) pode ser escrito como:
0 1
¢'(t) - o(t) = J(8(t))
A—-m? 0 (4)

O operador —A+m? é um operador autoadjunto e estritamente positivo em L?(IR?)

com dominio dado por
{f e *®) / (P +m")f e (&)}

onde f indica a transformada de Fourier de uma fungio de L?(R®).

Denotamos por B a tnica raiz quadrada positiva do operador autoadjunto —A+m?
obtido do cdlculo funcional (cf. V.S.Sander [17]). Visto que B é estritamente positivo
e fechado, D(B) é um espago de Hilbert com produto interno (Bu, Bu)z2gs) . Assim,
podemos definir o espaco de Hilbert H = D(B) x L*(R®) com 6 produto interno

((u,v), (u,v))g = (Bu, Bu)r2gs) + (4, u)L2(r3)



Agora, seja

A=i (5)

Entdo, tem-se que A é um operador simétrico em H com dominio D(A4) = D(B?) x

D(B) . Assim definimos para cada t o operador

_, cos(tB)  B7lsen(tB)
W(t) =
—Bsen(tB)  cos(tB)
onde cada uma das entradas é definida pelo caleulo funcional (ver V.S.Sander [17])
para o operador B em L?(R?). Neste ponto, podemos calcular diretamente que W (t) é
um grupo a um parametro, fortemente continuo, e que se ¥y € D(A) a derivada forte -
de ¥(t) = W(t)o existe e é igual a —iAy. Assim denotando W (t) = e~*4 podemos
ver que %(W(t)wo) = —iAW (t)1y . Isto é, e #44), ¢ solucdo de

W = —idy

W (t) aplica D(A) em D(A), um coroldrio do Teorema de Stone (ver Pazy [11] e
Reed/Simon [14]) diz que A é autoadjunto em D(A) e gera W (t) = e~#4 .
" O problema original (1) foi entdo reformulado. Devemos encontrar uma fungio
¢ : R — H que satisfaz:
dg(2)

— = —iAg(t) + J(8(1))

$(0) = ¢o = (£, 9)

onde o operador autoadjunto A é dado por (5) e J é dado por (3).
Assim, mostramos que (1) é realmente um caso especial de uma classe mais geral
de problemas em espagos de Hilbert. Isto é, dado um operador autoadjunto em um

espaco de Hilbert H, um vetor ¢ em H e uma aplicacdo ndo-linear J de H em H,



queremos saber como encontrar uma funcdo ¢ : R — H que resolva o problema de

valor inicial:

¢'(t) = —iAd(t) + J(o(t))
d’(o) = ¢o

(6)

O problema abstrato acima € o assunto de principal interesse neste trabalho. Con-
tudo, a motivacdo maior para estudar o problema abstrato é provar as propriedades
cldssicas (como existéncia e unicidade de solugdes) de equacdes de ondas néo-lineares.

Nas aplicagdes consideramos, em detalhes, modelos da Fisica-Matemadtica envol-
vendo equagdes diferenciais parciais ndo-lineares do tipo ondas, tais como as equacGes
de Klein-Gordon e seno-Gordon, e as equagdes acopladas de Klein-Gordon.

Outras aplicagGes importantes, como por exemplo o Sistema Acoplado de Equagdes
de Schrodinger e Klein-Gordon também podem ser estudadas via o Teorema Abstrato
de Segal (Ver também o Sistema Acoplado de Equagdes de Dirac e Klein-Gordon em
M. Reed [13]).

Finalmente, queremos mencionar um detalhe que enfatiza a importancia Teorema
Abstrato de Segal apresentado neste trabalho. Em geral, ao se estudar existéncia
de solucgbes de equagoes diferenciais parciais de evolugao nio-lineares por métodos
standard tipo Galerkin ou Semigrupos (ver J.L.Lions [8], A.Pazy [11], J.E.M.Rivera
[15]) se obtém apenas apenas a existéncia de solugdes fracas. Para se obter a existéncia
de solucdes fortes é preciso a realizagio de outras estimativas e/ou usar regularidade
eliptica. Ao se aplicar o Teorema Abstrato de Segal a equagdes de ondas nao-lineares
j& se obtém diretamente a existéncia de solucoes fortes.

Este trabalho estd organizado do seguinte modo: no primeiro capitulo apresen-
tamos resultados bésicos dentre eles algumas imersdes particulares de Sobolev. No
segundo capitulo aparecem os Teoremas abstratos de existéncia e unicidade local e
global de solugdes. No terceiro capitulo estudamos as aplicagbes & equagdes de ondas

nio-lineares. No apéndice apresentamos alguns resultados da Teoria de Semigrupos.



Capitulo 1

Espacos de Sobolev

1.1 Definicao e propriedades

Definicao 1.1.1 Seja Q um conjunto mensurdvel e 1 < p £ oo; indicamos por LP(§2)

o conjunto das fungées mensurdveis f : 0 — R tais que ||f|, < 0o onde:

1]l = [/If(t)l’”dt]%, sel<p<oo
Q

1 flloo = supessica |f(t)| =inf{C € R" [ med{t € / |f(t)| > C} =0}

—inf{C / |f|<C qs}.

Observagao 1: Na verdade LP(2) deve ser entendido como um conjunto de classes
de func¢des onde duas fungdes estdo na mesma classe se elas sdo iguais quase sempre
em {2.

Os espagos LP(Q) , 1 < p < o0, sfo espagos de Banach (espagos vetoriais normados
completos) (resultado conhecido como Teorema de Riesz-Fischer), sendo L?(Q2) um
espaco de Hilbert com o produto interno usual da integral.

Nota: Os resultados mencionados neste capitulo podem ser encontrados com suas

6



demonstragdes em [1], [10], [5], [2]. As imersbes de Sobolev utilizadas no terceiro
capitulo sao demonstradas na segunda secgio deste capitulo.

Observagao 2: Em LP(Q2) 1 < p < oo vale a seguinte desigualdade que é chamada
desigualdade de Holder: Sejam u € LP(Q) e v € LI(2) com p e ¢ conjugados (g = z%

sel < p<ooeg=oc0osep=1leg=1sep=00) Entdouv € L}Q) e

luvllpr < Jlullzsl[ollLo -

Definigdo 1.1.2 Seja Q um aberto do R™, representamos por C§°(£2) o conjunto das
funcbes mensurdveis u definidas em Q, cujas derivadas parciais de todas as ordens

sdo continuas e cujo suporte é compacto em €}
Teorema 1.1.1 Seja Q aberto do R*. Entio C§°(Q)é denso em LP(2), 1 < p < +o0.

Para uma funcdo u derivavel denotamos :

com a = (aj,...,an), 0; ENela| =a + ... + on.

Sejam 2 um subconjunto aberto do R*, 1 < p < ococem € N. Se u € L? entao
u possui derivadas de todas as ordens em um certo sentido, chamado sentido das
diétribuigées. D%y ndo é, em geral, uma distribuicdo definida por uma fungao de
L7(Q2). Quando D%u é definida por uma funcdo de LP(Q2), ao menés para || < m,
define-se um novo espago denominado Fspaco de Sobolev. A derivada no sentido das
distribuigbes de uma fungdo u € LP(Q) pode ser definida de um modo direto e de facil
entendimento. Podemos chamé-la de derivada generalizada e definida do seguinte
modo: seja u € LP(Q), 1 <p< oo, e aberto do R*. Dizemos que uma fungdo
v; € LP(Q) ¢ a derivada generalizada de u (ou derivada distribuicional) em relacéo &

varigvel z; (i = 1,2,...,n) se:



para toda funcdo ¢ € C{°(Q).

Se isso for o caso, usaremos a notacao: a%’i_ =v 1=1,2,...,n.
1

Se v; também possui derivadas generalizadas entdo se denota:

32’!,& _ 6v,~

8zj8zi B 8:133

Analogamente, podemos ter a derivada generalizada de ordem o

ooty
DU = o ——
v oz .....0zem
de uma funcio u € LP(Q).

Defini¢do 1.1.3 (Espacos de Sobolev) Para p pertencente aos reais com 1 < p < 00

ou para p = oo. O espago de Sobolev de ordem m (m inteiro) é o conjunto:
WP (Q) = {u € LP(Q) | D%u € LP(Q), Va com |a| < m}

onde as derivadas sGo no sentido generalizado ou das distribuigdes.

Um resultado importante é que os espacos de Sobolev, munidos com a norma

natural, sdo espagos vetoriais normados completos. O resultado é o seguinte:

Teorema 1.1.2 Sejam Q um aberto do R® e m um inteiro positivo. Entdo W™P(Q)

¢ um espago de Banach com a norma

el = > 1Dl -
@)

laj<m



Definicao 1.1.4 Sejam Q0 um aberto do R* e m um inteiro positivo. Denotamos

H™SQ) = Wm2(Q) .

W™ ()

b

Definicdo 1.1.5 Dado @ um aberto do R* denotamos Wy P (Q) = C(Q)
isto €, W3 (Q) é definido como o fecho de C°(Q) em W™P(Q).

Observagio 3: Se med(R™ — ) > 0 entdo Wy P(Q) & W™P(Q).

Teorema 1.1.3 Tem-se que Wy P(R*) = W™P(R"), isto é, CP(R™) é denso em
WmP(R).

Um teorema importante que caracteriza os espagos de Sobolev, quando Q= R™, é

o seguinte (ver R. Adams [1], S. Kesavan [5]).

Teorema 1.1.4 Vale que

H™R") = {u € §'(R*) / Jau € L*(R")}

m
2

onde Jn,(z) = (1 + |z} = . Além disso

ulll = | Jmullz2@e)

é uma norma equivalente a norma de Sobolev.
Aqui S'(R%) é o conjunto das distribui¢Ses temperadas, isto é, S'(R*) é o dual
topoldgico do Espago de Schwarz S'(R") munido da seguinte topologia:

<pk—>0 em S(Rn)

se

pm(ipx) = max sup | D%px(z)| — 0
|a|<m Rn

A demonstracio desses resultados pode ser vista em R. Adams [1] e/ou H. Brézis

2] .



1.2 Algumas Imersoes de Sobolev

A seguir apresentaremos algumas imersoes particulares nos espacos de Sobolev que
serdo necessarias para a obtengdo de certas estimativas no capitulo de aplicag¢oes desta
dissertacdo. Naturalmente, existem diversos resultados gerais de imersdes nos €spagos
de Sobolev que ndo serdo aqui tratados mas que podem ser vistos em R. Adams [1], H.
Brézis [2], S. Kesavan [5] e Medeiros-Rivera [10]. De fato, aqui estamos interessados
apenas em imersoes 1teis para as aplicagdes que iremos apresentar.

Sao vélidas as seguintes imersdes:
CyP () C WP (Q) C W™P(Q) C LP(Q)

para todo 1 < p < ooem €N, sendo {2 um aberto do R®. As imersbes que usaremos
sa0:

Lema 1.2.1 (Sobolev ): Se u € CP(R?) entdo || u ||¢< 4 || Vu ||2< 4l|ul| mirs) -

Demonstragao:

Seja u(z) € CF(R®) e z = (21,22,23) € R®. Sabemos que parai =1, 2, 3

tem-se

Entao

Assim,

Ou(y)
Oy;

1
2
u®(y) dyi) , para =1,2,3.

u(o)[? < 2 ( /

10



Entao

|6<8H<

Integrando com relagdo a y; obtém-se que:

[ wian<s [ [H (L

3

w(y) 5

5u(y)

1

dyz)

du(y)

i

dyi) } dy; =

ZS/R ud(y )3;1;1) dyI/R [(/R w(y )3;152) dy2>% (/R u%y)%b—;y) dy3)1 w
< [ o g ([ f o) ([ [ w52
=5 [ o282 o [ [ b2 )" ([ o 22 )

onde a ultima desigualdade é devido a Holder.

Agora, integrando com relacdo a y, e usando novamente Holder, resulta que:

//Iu(y)|6dy1dy2§
RJR
( dyldlh) (

R JR

Finalmente integrando com relag@o & y3 e usando Holder duas vezes:

[ luwiedy <
o) (Lo f2ls) (Lwo
) (L) (L

11

Ou(y)
0ys

%
dy>

u3(y) 2Y) dyld:‘h)% ( /R L [v°w)

Oya

alh

20l,,)’
)

<s( [ ol %4
([, lu(y)l‘"’dy)% (/

du(y) |”
3y3

du(y)
6y1

du(y)
8y2

IA




Neste ponto notamos que se u = 0 entdo o lema é satisfeito trivialmente

para u # 0 resulta da desigualdade anterior que

I |u<y)16dy]% <
) (Lsera) (1

du(y)
O

du(y)

Ou(y)
Oy

Oys

<s(/,

1

2 4
dy)

Como para a, b,c € R*, temos abc < a® + 6% + 3 < (a + b+ ¢)?, entédo

I |u<y>16dy]% <
) (LI ) (1

2
dy + / ouly) dy + /
R3 Oy R3

ou(y) |® | |Bu(y)|® | |0u(y)
Oy 0y 3y3

du(y)
6y2

Ou(y)
Oys

2 §
dy)

3
2 8
dy}

du(y)
0y

1

)dy}

-

Com isso concluimos que:

| llze@)< 4 || Vu || ree) -

12
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Coroldrio 1.2.1 Se u € H(R®) entio u € L5(R3) e
|]UHL5(R3) < 4”VU|IL2(R3) < 4HU|IH1(R3) )

para toda u € H'(R®). Isto é, a imersdo de H'(R3) em L*(R®) € continua.
Demonstracao:

Seja u € H*(R3). Pela densidade de C°(R®) em H*(R®) (ver lema 1.2.1) entdo
existe uma sequéncia ¢ € C§°(R®) tal que ¢ — u na topologia de H'(R®),

isto é
llown — U”%z(Ra) + ||Vr — VU”%z(Rs) — 0 quando k — +o0

Em particular (V) é uma sequéncia de Cauchy em L?(R?). Como pelo lema

1.2.1 tem-se que

llok — @illomsy < 4| V(er — @) |l2@sy = 4|Ver — V| L2 (rs)

entdo resulta que () é uma sequéncia de Cauchy em L®(R®). Logo ¢; —
v € LS(R?). Como também ¢, — v € L?(R®) entdo resulta que u = v quase
sempre em R3. Isto implica que u € L%(R3) e passando o limite na desigualdade

(dada pelo lema 1.2.1)
lorllzems) < 411Vl 2ws)

resulta que

lullzomey < 4l Vullzams)

como queriamos demonstrar.

13



Corolario 1.2.2 Se uy,uq,uz € C°(R3) entao:
| wiugus [2< 64 || Vua [|2 - || Vo [l2 - || Vus |2

Demonstragao:

Sejam uy, ug, uzs € C°(R?). Usando duas vezes a desigualdade de Holder(com

p=3,q9=32ep=gq=2respectivamente) segue que:

| wrugus 3= /Ra [ul(m)uz(x)ua(m)]z) dz = /}R3 ui(z) [U2($)_U3($)]2 dz

< ([ i) ([ imeytores)
< (/R uf;(gg)d:c)é (/R u'g(.z)dgg)é (/R u‘f(m)dz)%

Pelo lema 1.2.1 resulta que :
Il wauzus 3] ua 7o - Nl ua I1Zs - [l us 7o
< @) N Vu [Z2 - I Vuz [I72 - || Vg |72 -

Assim a prova do coroldrio estd completa.

Corolario 1.2.3 Se uy, ug, uz € HY(R®) entdo uyusuz € L2(R3) e

, 3
N waugus |lo< 64 || Vuy Jl2 - || Ve iz - || Vus [l2< 64> [luillm(re) -

=1

Demonstracao:

E ansloga a demostracao do coroldrio 1.2.1 usando o corolario 1.2.2 e a densidade |

de CP(R®) em H'(R®)
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Lema 1.2.2 (Sobolev ): Se u € H?(R®) entdo u € L®(R3) e eziste uma constante

positiva C tal que

6 e C w1
para toda u € H*(R3).

Demonstragdo:

Seja u € H?(R®). Entdo, para a > 0 segue do teorema de Plancharel (ver [5])

([ 3'|a(y)|dy)2 = ([ a?)la(ynmdy)?

< ([ P+ a?mwPy) [ s

que

Pelo teorema de Fubini sobre mudanca de ordem de integragcao temos:

[ - N
g (W2 +a2)? Jo Sy, (Y +02)? o (P+a2)? o

Assim:
(/Ra lﬂ(y)ld@/) < WE /Rs(hll2 +a?)*[@(y)|"dy
= gZT Ra(|y|4|’d(y)|2 + a4lﬁ(y)|2)dy = '2—3 Rs(llylzﬂ(y)|2 + o*li(y)|?)dy

- 22—2 /Ra(lZE(y)P + o*fi(y)[*)dy = 2%2 Rs(lAu(y)l2 + o*[u(y)*)dy

devido a Identidade de Parseval para fun¢des de L%(R®) e ao fato que u €

H?(R?®). Agora tomando « = 1 resulta que
2
([ 1a0lar) <22 [ (o) + huts) Py < 20l

15



1 ~ 1 1
[ iy < G b

Usando a Férmula de Inversio da Transformada de Fourier concluimos que

<

®Iw

u(z
o)l < s
a0 menos quase sempre em R3. Isso diz que
oo (T3 1
ue L®°R’) e ||ullze<C|ullgz onde C= -
2(m)z
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Capitulo 2

Equacoes de Evolucao Abstratas

Nao-lineares

2.1 Existéncia Local - Unicidade de Solucgoes

Nesta secgdo provaremos um teorema de existéncia local para a equagao abstrata:

$'(t) = —iAB(t) + J((2))
¢(0) = ¢0

(6)

em um espacgo de Hilbert e na seccdo seguinte a existéncia global. No capitulo trés
faremos entdo algumas aplicacoes a equagbes de ondas nao lineares. A idéia bdsica
segue a mesma linha das demonstragdes de existéncia de solugdes para Equagoes
Diferenciais Ordindrias. Para fazer isso, reformulamos o problema de Cauchy acima

e formalmente podemos escrever a forma integral da solugao:

(7) o(t) = e o + /Ot e~ A=) 7(g(s))ds .

A equagdo integral (7) serd entdo resolvida pelo principio da contragdo.
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O resultado de existéncia local e as hipGteses necessarias sobre os operadores A e

J estao mencionados no teorema a seguir.

Teorema 2.1.1 (Ezisténcia Local): Seja A um operador autoadjunto em um espago

de Hilbert H e J uma aplicagdo de D(A) em D(A) satisfazendo:

(i) 17()Il < Cleligll ;
(ir) |AT (@)l < C(l4ll: 1 A¢l)IIAgll ;
(iii) || J(@) = J@) < CUl o .l v D1 o=l
(iv) | A(T(@) = J@D IS CUl S I, 114 (11 Al | A [1) | A — A | .

para todo ¢ e 1 € D(A), onde cada constante C € uma fungdo mondtona crescente
que depende das normas indicadas. Entdo, para cada ¢y € D(A) eziste um T > 0 tal
que o problema de Cauchy (6) tem uma dnica solugdo ¢ : [0,T) — D(A) C H con-
tinuamente diferencidvel. Além disso para cada conjunto da forma {¢p € H | ||¢|| <
a, ||Ad|] < b}, com a e b constantes positivas, T pode ser escolhido uniformemente

para todo ¢g nesse conjunto.

Demonstragao:

Seja T um nimero real positivo. Definimos o conjunto
X7 ={¢:[0,T) = D(A) / 6(t) e Ag(t) continuas; sup||¢(t)||+sup||As(t)|| < oo}

Naturalmente, X é um espacgo vetorial de fungées. Também verificaremos que
a funcdo :

“'”T:XT—_)R_*—

dada por
I6()llr = sup [|#(t)|| + sup ||A¢@)l
te[0,T) te[0,T)
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= sup ||¢(t)|lx + sup ||Ad(t)|x

te(0,T) te[0,T)
é uma norma sobre Xr. Assim, X1 é um espago vetorial normado. De fato,
Afirma¢do 1: Como A é um operador autoadjunto e portanto fechado entdo
(X1, || ||7) é um espaco de Banach .
Prova: Primeiro provamos que ||¢(-)||r = sup ||¢(t)|| + sup [|Ad(t)|| é uma
te[0,T) te[0,T)
norma.
(1) [|¢llr = 0.
2) lgllr=0 < ¢=0 - |
(=) Seia [6(9)lr = 0 entdo sup l¢(®)l = e sup [l49(1)] = 0. Mas se

te[0,T)

sup ||¢(t)|| = 0 temos que ¢(t) = 0, para todo ¢ € [0,T), assim ¢ = 0.
te[0,T)

(<) Seja ¢ = 0 entdo ||0]|r = sup ||0|| + sup [|4-0]|=0.
t€[0,T) t€[0,T)

(3) lIA¢llz = [All|¢llx, para todo A € C.

Seja A € C entdo

[A8llr = sup [|A¢(t)[| + sup [[A(A(2))]l
t€(0,T) te(0,T)

= sup [A|ll¢(@)[| + sup [A[[|As(t)|
te[0,T) te{0,T)

= |[A[( sup [[¢(t)|| + sup [[A(()I]) = [Alll¢llr
te[0,T) tefo,T)

4) llg + ollr < lloll + ¥l

¢ +¥llr = sup [¢(t) +¥(0)| + sup [[A((t) + (&)
te[0,T) te[0,T)

< sup (@ + lv@)I) + sup (|As@)[ + [[ALE)])
te[0,T) te[0,T)
< sup [|¢(t)|| + sup [|A¢(t)]| + sup |lY (@)l + sup ||A%(D)]]
te[0,T) te[0,T) te[0,T) tefo,T)
= ll¢llr + 1%l
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Assim provamos que || - |7 é realmente uma norma.

Agora provamos que (Xr , || -||7) é um espaco completo (Banach). Para fazer
isso, seja (¢n)n de Cauchy em Xr. Devemos provar que existe ¢ € Xr tal que
¢ — ¢ na topologia da norma definida em X7. Como (¢,), é de Cauchy em

Xr entdo dado € > 0, 3 ng tal que || — ¢dmllr < € para n,m > ny. Isto é:

sup ||¢a(t) — dm(t)llr + sup [|Agn(t) — Adm(t)[lm <€

te(0,T) te[0,T)

para n, m 2> 1.
Assim

() 16n(t) = m(O)llr + | A¢n(t) — Apm(t)]lm <€

para todo t € [0,T) e n,m > ne.
Entdo para cada t € [0,T) {én(t)}, {Adn(t)} sdo sequéncias de Cauchy em
H. Como por hipétese H é um espago de Hilbert (completo), entdo para cada

t € [0,T) existe ¢(t) e ¥(t) € H tal que:

$n(t) = B(t) e Adn(t) — (1)

com ¢,(t) € D(A), Vn, Vi pela definigdo de X7.

Sendo A = A* e portanto um operador fechado (pois A* é sempre fechado) entdo
#(t) € D(A) e ¥(t) = Ad(t), para cada t € [0,T).

Assim temos que ¢, — ¢ e Ad, — A¢ com ¢(t) € D(A), Vi € [0,T).

Além disso tomando € = 1 temos :
o) e + 1AS() e < 19(t) = Pnoll + [ no (D] + | AB(E) — Ao || + || A (2]

< 1+ [¢no (0l + 1+ [[Adny (DI < 2+ [ no ()] + (| Ao ()
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<24+C V tel0,T)

com C constante positiva independente de ¢t € [0,T) ja que ¢p, € Xr. Também
¢ e A¢ sdo limites uniformes de ¢, e A¢p, respectivamente. Como ¢, e Ad,
sdo continuas em [0,7) entdo também ¢ e A¢ sdo continuas em [0,T). Logo,
¢ € Xr.

De fato em () temos:
16n(t) — Sm)la + |Adn(t) — Ad)m(t)llH <e; Y nm>ng; Vte[0,T).
Agora passando ao limite em m obtemos:
16n(t) — d()|ar + | Adn(t) — AB(D)lm <€; ¥V n2mo; V€0, T).

Isso diz que ||¢n — ¢|lT < €, se n > ng. Assim ¢, — ¢ em Xr. Logo Xr é

Banach. Com isto fica provado a afirmacéo 1.

Agora, para a > 0 fixado e ¢ € D(A) definimos o seguinte subespago de X7 :

X(T,e,0) ={p€Xr | ¢(0)=¢o e |¢(-) — e“olir < a}

onde e4! indica a exponencial do operador itA.

Observacgao 1: Seja ¢ € X (T, a, ¢y). Entdo:

) lle@I < a+ligoll, ¥Vt <€[0,T);

(i) |Ag@)Il < a+[|Agoll, V1 €0,T).

Justificativa: (i) Como ¢ € X(T,c,¢y), entdo [|¢(-) — el < o, logo
|b(t) — etgolly < o, Y t € [0,T). Assim ||¢(t)||x — |le*dollx < @, 0 que
implica que ||¢(t)||g < a+ ||dolla, V t € [0,T).

(i) Como [[8() — eGulr < o também tem-se que [|A(6(t) — e4dgllm) < o,
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V¢t € [0,T). Da teoria de Semigrupos de operadores segue que |[A¢(t) —
e Adolly < a, V't € [0,T). Assim ||Ap(t)||xr — ||€*Adollr < a e isso diz
que ||A¢(®) || < a+ ||Adolln, YVt €[0,T).

A existéncia de uma solugéo local de (6) serd obtida pelo principio da contragdo.

Para isso precisamos do seguinte resultado.

Afirmagdo 2: A aplicagio S : X(T,a, ¢y) — X(T, @, ¢o) dada por

® (S0 =e o [ A=) 7 (g ())ds

0

estd bem definida e é uma contragdo se T for suficientemente pequeno.
Prova: A seguir indicaremos por C, distintas constantes que dependem apenas
de a+||do|| e/ou a-+]||Ag|- Seja #(-) € X(T, a, ¢o). Entdo, como e~*4 é um

operador unitdrio em H, resulta que:
le=4E=C+M I (g(s + h)) — 747D I (¢(s))| =

= [le”* VeI (G(s + h)) — e AT (g(s)) |
= [le” 4= (M T ($(s + h)) = T((s))]
= [l T (é(s + h)) = J(¢(s))l
= [P I (g(s + h)) — €41 T ($(s)) + 4" T (6(s)) — T(¢(s))l]
< I (@é(s + h)) = (@) + NI (€™ = D) T (¢(s)]
< C(llg(s + W, gD llé(s + b) — d(s)ll + Clla() DIl €™ — 1]
< Cla+|idoll , @+ ligol)llg(s + ) — d(s)ll + Cla+ ligoll) (e + [ goll) €™ = 1]
< Callé(s + h) = é(s)|| + Call(e™* - D]

devido as hipdteses (i) e (iii) sobre J, a observagdo (1) e a hipétese sobre a mono-
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tonicidade das constantes dadas nas hipéteses do teorema. Assim, e=4(¢=%) J(4(s))
¢é uma funcio a valores no espacgo de Hilbert H e continua na varidvel s. Também
de forma similar prova-se, usando as hipéteses (ii) e (iv) sobre A e J e a obser-
vagdo anterior que, Ae*4#=%)J(¢(s)) ¢é continua na varidvel s.

Com isso a parte do lado direito de (8) estd bem definida sendo a Integral no

sentido de Riemann. Agora definindo

0= [ " emi-94 1 (4(5))ds

entdo 7, () = n(t) quando n — oo, pela definicdo de integral de Riemann.

Neste ponto, observamos que pelas hip6teses sobre J, temos que 7,(t) € D(A)

para cada n € N. Entéo podemos calcular para ¢ € [0,T)

=4 (35 5 (o(31) )

m=1

)
- 3 Lo an (5(24)

para todo n € N. Entdo pela definicao de integral de Riemann da funcéo

g(s) = e"®t=5)4 A J(#(s)) resulta que
Ama() — y(0) = [ e M AT(B(s))ds
0

Entdo, como 7,(t) — n(t) e An,(t) — y(t) e pelo fato de A ser um operador
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fechado, resulta que 7(t) € D(A) e y(t) = An(t). Isto é, temos que

(8) A /0 e 4 7 (4(5))ds = / emi=94 4 7(4(s))ds

0

Além disso, usando novamente o fato de e~®# ser unitdrio e as hipéteses do

Teorema, segue que:

|An(t + h) — An(t)|| =

t
/ T A9 47 (4(s) / e =) A7(4(s))ds
0 0

t+h ¢
/ e—zAhe——zA(t—s)AJ d.S‘ _ / e—zA(t s AAJ s))ds
0 0

t+h ¢ )
/ e—iAhe—iA(t—s)AJ(¢(s))d8 _ / e—zAhe—zA(t—S)AJ(¢(3))ds -+
0 0

t t ;
+/ e~iAlt=5)g=iAh A J(B(s))ds _/ e A=) AT (p(s))ds
0 0

< [ = ne e 4 ots)as
0

t+h ,
/ e—zAhe—zA(t—s)AJ(¢(s))dS +
t

< / 7 ase)lds + / e — et 4g((s))] | ds
< / " Ul 146D 1AL s + / [(e74 — 1)e=4=9 AT (g(s))]| ds

t
< Coh sup ||A(6@)lla + / [(e=#* — I)e~ 4= A (4(s))|| ds
te[0,T) 0

t
< hCalldllr + / (€74 — 1)em4¢=9) A7(p(s))|| ds
0
Agora observamos que

(e~ 1409 A s(6(6) | <

< [l — D) =49 47 (p(6) |
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< [l = DI AT (8(s))l
< e " = D] Clig(s)I; I Ag(s)DIAGE)
< | = D] Cla+ ligoll » @+ [[Adol) I A(S())]
< [l(e7* = 1)|| Cala + [| Adoll)

< 2C,( + ||A¢ol|) = constante

Isso diz que

I(e™*" = De =2 AT (¢(s))| = 0

uniformemente para todo s em [0,t), 0 < ¢t < T, quando & — 0. Também diz
que a norma, acima é uniformemente limitada.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue:
t . .
hCy|| Bl + / (74" — DNe™* At~ AJ(4(s))||ds — 0 quando h — 0 .
0 _

Assim A7(t) é um funcdo continua em [0, T"). Similarmente podemos mostrar que

n(t) é continua. Logo, S¢(t) e AS(t) sdo continuas para ¢ € [0,T). Também,

como na estimativa acima, tem-se:

1AS (&)l <

< | Ae™ ™ol + 1A /0 i e~ =) J(g(s))ds|
< 4ol + [ 1AT@(s)lds
< 460l + [ CUBI, 1A8DIA(6)
< ||Agoll + CaTts[%g) 1Ag(D)l

< [|Agol| + CaT (e + || Aghof|)

25



para t € [0,T), pois A¢(s) € X (T, a, ¢o) e devido as hipéteses sobre A e J no

teorema e a observacao 1.

Analogamente, é ficil verificar que sup ||S¢(t)|| < +oco. Logo, pela defi-
tef0,T)
nicdo de Xr resulta que S¢ € Xp. Mas, queremos mostrar que na verdade

S¢ € X(T,a, ¢p). Para isso, de maneira anéloga aos célculos anteriores, mostra-

se que para cada ¢(-) e ¥(-) € X (T, v, ¢), valem as seguintes estimativas:
(@) [I(S)(t) — e || < CaT sup [|$(2)]| , parat € [O,T).

. teo,T)
De fato,

1(S9)(2) — e™**ol] =

zAt¢0 +/ —1A(t— S)J(gb(s))ds _ e—iAthOH
0

/ ~iAC=9) 7(g(s))ds

< [ e meetas
= [ 1a6enlas < [ cigigelas

= Cla+|igoll) sup 602 / s = CT sup 18]
te[0,T)

tefo,T
pela hipdtese (i) sobre J e a observacio anterior (lembrando que C(||¢]|) é

monétona crescente em |[¢|).
(®)  A(S)(t) — Ae™*4d|| < CuT Sup, |Ag@)|| , para t € [O,T).
Prova: Analogamente como no item (a), temos

IA(S$)(t) — Ae™* o]l =

_iAthO i A/t e_iA(t_s)J(qs(S))dS _ Ae_iAt¢0H
0

= |4c
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= | [ e asoenas| < [ jasetsias

< [ COBEIL1AgDI46e s < CoT sup LAd()]

(©  11(Se)(@®) — (S¥))| < C"‘Ttg[%% 16() — ¥ (&)l , para t € [O,T).
Prova:

/ "m0 J(3(s))ds / " mi40-9) 1 (y(5)) ds

1(S6)(®) - (S¥)(0)] = '

/0 A (p(s)) — T(b(s))ds

< [ Mids < [ GO DI - (w6)lds

Clec-+lgall, e ol sup 19(6) = (0] / ds

< CoT sup |lg(t) — (@)l
te[0,T)

(@) A((Se)(®) — (SY))I < CaTtes[lér;) | Ag(t) — Av(t)|| , para ¢ € [0, T).

Prova:

IA((S¢) (@) — (SLYI =

— H / —3A(t— s)J )ds—A/ —zA(t s)

/O A AT (4(5)) — J((s)))ds

27



< IAW(B($)) — T(s))) ds

< /OtC(II¢(8)lI, ()1, 1 Ad(s)l; [[ A% (s) DI A(($(s)) = ((5)))llds

up 1A(8(2) — (@)

STC(a+ llgoll , @+ (1ol 5 @+ [|Agoll , &+ IIA%II)tS[0
€

<G T sup |A($(t) — L)l

tel0,T
Agora notamos que para ¢ € X(T,c,¢o) tem-se pela definicdo de S¢ que
(S$)(0) = ¢. Também usando as estimativas (a) e (b) e a observagdo 1 temos
que: o
15¢() — e O]l =
= sup [|Sé(t) — e O] + sup [ASP(t) — Ae™Oghy|
te(0,T) te(0,T)

< CoT sup ||¢(t)]| + CoT sup ||Ag()||
t€[0,T) tefo0,T)

< CoT(a+ [|doll) + CaT (a + || Adol])

= CoT (20 + || o] + [[Ao]l) < e

(04

Ca(2a+ |oll + || Agoll)
Logo, S¢ € X(T,a, ¢y), se T for suficientemente pequeno. Portanto S estd bem

para T suficientemente pequeno, ou seja: 7' <

definida, para T suficientemente pequeno.

Finalmente, resta verificar que S¢ é uma contragio. Sejam ¢ e ¢ € X (T, «, ¢p)

. Entdo usando as estimativas (c) e (d) realizadas acima, temos:
IS¢ — S¢lir <

= sup [|S¢(t) — SY(t)|| + sup [|ASe(t) — ASY(t)||
te[0,T)

t€[0,T)

< CoT sup [|¢(t) —$(t)]| + CoT sup ||Ag(t) — Ay (2|l
tef0,T)

tef0,T)
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< CaT( sup [l¢(2) — ()]l + up 1A(6(2) — (NI

tef0,T)

=CuT ¢ —dllr .

Isto é,

1S¢ — Stllr < CoTlld — Yl -

Logo, para T suficientemente pequeno, S é contracio de X (T, a, ¢) em X (T, o, ¢g)-

1 Q
A saber, basta tomar T' < min ¢ — , } .
( {axcxmw+wm+wA%m )

Deste modo, para T suficientemente pequeno, sendo S é uma contracdo em
X(T, e, ¢o) (notar que X (T, e, ¢) é um subespaco fechado de X7 e Xr € espago
de Banach) seque, pelo principio da contrag@o, que S tem um unico ponto fixo

#(-) em X(T, a, ¢o) que satisfaz a equagdo integral (7).

Queremos mostrar que o ponto fixo ¢ € X(T, e, ¢o)é solucdo de (6) no inter-
valo [0,T") para T suficientemente pequeno. Para isso precisamos verificar a
diferenciabilidade forte de ¢(t). Temos:

Bt +h) — $(t) _
h

e—iAlt+h) g f(f+h et Ath=9) J(d(s))ds e by + [T e A9 J(¢(s))ds
h B h

~iAh _ [\ g—iAt tth .
(C h) € bo + ;1;/ e—zA(t—s)e—zAhJ((b(s))ds
t

t . 11t .
+%‘/0 e—zA(t—s)e—lAhJ(qs(s))ds_ 77:/ e_lA(t—S)J(¢(3))dS

[t}

e—iAh _ ) g—iAt 1 [t+h .
— ( h) ¢0 + Ef e—zA(t—s)e—zAhJ(¢(S))d8
t

t —iAh
—1A(t—3) € —1
+ [ e (S5 stotens
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(e7i4h — I) e=idth,
h
quando h — 0 , pois —iA é o gerador do grupo e~®A. Agora como J(¢(s)) €

Visto que ¢y € D(A) , entdo converge para —iAe gy |

D(A), entdo pela teoria de Semigrupos de Operadores

/ { gmiAt-s) (e_’i}’il:i) J($(s))ds — / O 14 (4(s))ds
0 0

quando h — 0. Vamos justificar essa tltima convergéncia, isto é, vamos verificar

porque:

¢

t —iAh _ t —iAh _
i [0 (Q:——I) J($(s))ds = / lin e~i4(t=3) (e—-%) T(6(s))ds

h—0 0 h—0

Sabemos que o integrando do lado esquerdo converge, quando h — 0 para
e tAlt=9)(—jAJ(4(s))) para cada s € [0,t) e portanto para h suficientemente

pequeno (digamos |h| < 4, § > 0 fixo ) tem-se:

—iAh
—iA(t-s) €

__71_‘_IJ(¢(3))II <1+ [iAT(8(s)]

le

=1+ [[AJ(B(s) < 1+ C(ll8(s)ll; [[Ap(s) D1 A¢(s)]] < 1 + Caler + (| Adoll)

para |h| < 4, devido as hipdteses sobre A e J e a observacéo 1.
Assim, o integrando é uniformemente limitado. Deste modo, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada, pode ser permutado o limite com a integral. Logo,

realmente vale que:

lim te—i*‘(‘-” (ﬂ:—f> J(¢(s))ds = /0 t e~ (—jA)J(4(s))ds

h—0 Jq h

Agora, vamos mostrar a convergéncia de

1 t+h . .
}; / e_ZA(t_S)e_ZAhJ((ﬁ(S))dS
t
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quando h — 0.

Vamos mostrar que

1 [t .
(%) E/ e A=) e4h 7(4(5))ds — J(p(t)) quando h— 0 .
t

Observacgao 2: Pelo Teorema do Valor Médio para integrais de fungoes a valores

em um espago de Hilbert, tem-se:

1 t-+h 1
E/ g(t,s,h)dS’:Eg(t,g,h)h=g(t,(§),h)
t .

para algum 3 tal que t < § <t + h, quando g(t, s, h) for continua. Assim :

t+h

1 : ~
’17’1_:[}(1) E . g(t,s,h)ds - ’lll_ir(l)g(t7 S, h’) - g(t,t,O)

pois § — t quando h — 0 e g é continua. Usando isso em (x), onde o integrando

¢é continuo, resulta que:

1 rtth _ .
fim 7 [ e A0 (g(a))ds — e DT (9(0)) = T(6(1)
t

h—0

Assim:
%? ~ limy ¢(t+h}1 —8(t) _
= —iAe o + J($(2)) + /0 A A (#(s))ds
= =i (g0 [ e s(6(6)s ) + I0(0)
Entao
i_f = ¢/(t) = —iAd(t) + J($(1) VY te[0,T)

e portanto @(t) é fortemente diferencidvel em ¢ € [0,T) e além disso, ¢ satisfaz

(6). Logo, mostramos que (6) possui uma solugéo local.
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Agora, queremos provar a unicidade da solugdo local. Suponha que

¢:[0,T) — D(4)
6 uma solugdo de (6) continuamente diferenciavel, satisfazendo $(0) = ¢o. Assim

(Z satisfaz:

Ad(t) =i (t) —iJ((t)) , te[0,T)

e portanto A¢(t) é continua em [0, T). Também

sup ||¢(t)|| + sup [[A$(t)|| < +oo
0,7y [O,To)
para Ty < 7. Logo, b€ Xr,. Além disso, desde que (Z(O) = ¢ € ;’; também é

solucdo da equacgdo integral (7), resulta
16(2) — e™dol|z, =

= sup [|§(t) — e gol|x + sup [ AG(t) — Ae™4*do||x
[0,To) (0,T0)

¢ 5 t 5
sup || [ e T (g(s))ds||w + sup || [ eI AT(4(5))ds| u
[0.70) Jo [070) Jo

—

SCQTOSQ 3

se Ty for tal que Ty < Z%

Assim, se Ty < min {C%,T} segue que ¢ € X (Ty, @, o).

Como ¢ também satisfaz a equacdo integral (7), entdo pela unicidade do ponto
fixo, tem-se que ¢(t) = ¢(t)para t € [0,Tp) N[0, T).

Agora seja T} o supremo de tais 7p. Supondo 77 < T vamos ter que

lim §(t) = #(T)) e lim Ag(t) = A(T1) .
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Assim ¢(T}) = ¢(T) € D(A).
- Entao pela parte de existéncia local podemos prolongar a solugio 5 de modo que
em um pequeno intervalo [T}, 73), com 0 < Ty < Ty < T , se tenha @(t) = ¢(t).

Isso contradiz o fato que 77 é maximo. Logo, 17 > T e portanto

para todo ¢t € [0,T). Assim ¢(t) dada como ponto fixo de S € a tnica solugédo
forte do problema (6) no intervalo local [0,7). Com isso a demonstagdo do

teorema 2.1.1 estd completa.

Observagao 3: O coroldrio a seguir diz que se ¢y € H entdo a equagdo integral (7)
possui uma soluc¢do continua, que pode néo ser diferencidvel, isto é, o problema (6)
pode ndo ter uma solugéo forte. A solugdo continua da equagdo integral (7) é chamada

uma solugdo fraca ou generalizada do problema (6).

Corolédrio 2.1.1 : Se A é um operador autoadjunto em uwm espaco de Hilbert H e
suponha que J seja uma aplicag@o ndo-linear de H em H e satisfaz o item (iv) do
teorema (1). Entdo para cada ¢ € H, eziste um T > 0 tal que (7) tem uma soluggo

continua ¢(t) em [0,T). T pde ser escolhido uniformemente nas bolas de H.

Demonstragdo:

A demonstrago é similar, somente que é mais ficil j4 que ndo precisamos dife-

renciar a equagio integral. Apenas precisa definir:

X(T,a,¢0) = {¢(¢) : [0,T) - H continuas / esg};) l'i/)(t)—e‘if'*t(po]] <a, ¥(0)=¢o}.

tef

A partir deste ponto a demonstra¢io segue os mesmos moldes da demonstracao

do teorema 2.1.1 .

Observamos que as hipéteses (i) e (ii) no teorma 2.1.1, seguem das hip6teses (iii) e (iv)

respectivamente. Elas foram especificadas separadamente apenas para simples com-
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paragdo com as hipéteses do teorema 2.2.1 abaixo. Observamos também que a mesma

—iAt 4

demonstragdo mostra a existéncia local em um intervalo (-7, T) visto que e é um

grupo. Isto é bem conhecida do cédlculo onde as equacgdes diferenciais ordindrias ndo
lineares podem ndo ter solugdes globais no tempo (por exemplo: ‘fl—f = z%). Como

nesse caso, podemos provar a existéncia global se tivermos alguma estimativa apriori

que garanta que a solugdo é limitada.

2.2 Existén(;ia. Global

O teorema de existéncia global de solugdes fortes para o problema de Cauchy (6)

é o seguinte:

Teorema 2.2.1 :(Ezisténcia Global) Sejam A, J e H satisfazendo as hipdteses do
teorema 2.1.1 ezeto (ii) que é substituido por:

(ii’) AT ($)]l < C(Il)| Adll (isto & C ndo depende de ||Ag])).

Supor também que em todo intervalo finito no qual uma solugdo forte de (6) existe,

ll¢(t)|| € limitada. Entdo (6) tem uma dnica solugdo global para todo t.
Demonstragao:

Pelo teorema 2.1.1 sabemos que existe uma soluc¢do em [0,T") para algum T > 0
suficientemente pequeno. Seja T o supremo dos niimeros T tal que a solucdo
do problema de Cauchy (6) existe em [0,T) com ¢(t) e Ag(¢) continuas. Entdo

tem-se que T < oo ou T = 0.

Suponha que 7 < oo . Vamos mostrar que [[A@(f)|| é limitada em qualquer
intervalo finito [0,T) com T < T, isto é, em qualquer intervalo finito onde a

solucdo existe. A solugio de (6) satisfaz a equag8o (7) em tal intervalo, assim:

¢
Ae " Atpy + A/ e~HAl=9) 7(4(s))ds
0

146(0) | = |
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< Aol + / le 49 A7(g(s))|ds  por (8)
< | Aol + / |AT(6(s))]lds

< [|Adl| + / C(ll6(s) )1 Ad(s) s

onde a ultima desigualdade decorre da hipétese (ii’). Também por hipétese
temos que ||@(s)|| é limitada em todo intervalo finito [0,7) onde a solucdo exis-

te, entdo:

I466)1 < 1460l +C@) [ 1 46(s) | ds

Agora usando a desigualdade de Gronwall segue que :
1A < || AdolleT¢™ = constante

Assim mostramos que ||A¢(t)|| é limitada em qualquer intervalo finito [0,7") com
T<T.

Vimos na demonstracdo de existéncia local de solugbes no teorema 2.1.1 que
o comprimento do intervalo de existéncia de solucoes depende somente dos
numeros |[¢o|| € ||Ago||- Portanto se escolhermos um ponto T3 suficientemente
préximo de T podemos entdo construir uma solucdo do problema de Cauchy (6)
no intervalo [T}, T3), onde T} < T < T,. Entdo pela unicidade local, esta solugdo
estende nossa solugio anterior no intervalo [0,T) o que contradiz a maximali-
dade de T, logo T néo pode ser finito. Portanto T = oo e assim a solugio existe
em [0,00) . De forma similar é possivel mostrar que existe uma tnica solugao
no intervalo (—o0,0] . Logo, o problema (6), com as hipéteses do Teorema 2.2.1

tem tnica solugdo global.
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Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Introducao

Neste capitulo estudamos como os teoremas de existéncia do capitulo 2 podem ser
aplicados. Para fazer aplica¢do a um problema especifico, geralmente deve-se provar as
quatro hipdteses de um dos teoremas de existéncia que aparecem no capitulo anterior.
Isso algumas vezes depende de longos célculos e das estimativas de Sobolev. Em
geral, as estimativas sdo verificadas num conjunto denso no espago vetorial onde o
operador A atua e entdo por um argumento de limitacdo e densidade segue que as
estimativas sdo vilidas em todo o dominio de A. Finalmente, visto que estamos
tratando com fungGes & valores vetoriais, em alguns argumentos extras é necessério
o uso de desigualdades de energia. Como muitos desses detalhes sao de natureza
técnica é importante que sejam bem detalhados para se entender toda a natureza do
problema.

Assim, nos exemplos vamos procurar provar a maior parte dos detalhes técnicos
envolvidos.

A transformada de Fourier em L?(R®) de uma fungdo f serd representada por
f. Consideramos conhecido do leitor as propriedades da transformada de Fourier

em L?(R3) tais como o teorema de Plancharel. Para referéncias sobre tal tema ver
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D.G.Figeuiredo [3], S.Kesavan [5], J.E.M.Rivera [16].
A seguir estabelecemos algumas definicGes bésicas.
Seja A o operador de Laplace em R3, isto 6, —Au = —D®22y, para u: R = R,

entdo a realizagdo de —A:
—A: D(-=A) C LA(R}) — L*(R®)

com

D(~=A) = {ue L*(R®) / — Aue L*(R%)}

é um operador autoadjunto. Disso decorre que o operador —A + m?2, com m? > 0
uma constante é autoadjunto. Também —A + m? é um operador positivo. Logo,
existe o operador raiz quadrada positiva de —A + m?, dado pelo cdlculo funcional e
que representamos por B = \/——_AW =(-A+ mz)% que também é um operador
autoadjunto e positivo (ver [17]). |

Naturalmente, o operador B2 = —A + m? tem dominio dado por :
D(B?) = {uec L*(R%) / (-A +m*)u € L*(R%)}

= {ue L*(R’) / (Ig* + m*)i € L*(R°)} = H'(R®) .

O dominio do operador B é dado por:
D(B) = {u € L*(R?) / (A +m?)7u € L2(R%)}

= {u € L*(R®) / (¢ +m*)7a € I’(R)} = H'(R®) .

Também consideramos neste capitulo o seguinte espago

X = {(u,v) € L*(R®) x L*(R®) / || Bull7>(gsy < 0o} = D(B) x L*(R®)
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com a norma.

1w, )% = |1 BullZ2s) + 1Vl Z2gs)

Observemos que D(B) é um espago de Hilbert com produto interno dado por
(u,v) p(sy = (Bu, Bv)2(gs) visto que B é um operador fechado (De fato, B é autoad-
junto) e estritamente positivo. Logo, segue que X também é um espago de Hilbert

com o produto interno
((’U,, ’U), (Ul, Ul))X = (B’LL, Bul)Lz(Ra) + (’U, ’Ul)Lz(Ra)

Neste capitulo o simbolo ||.|| sempre indicard a norma em X e ||.||, indicard a
norma usual em LP(R3).
Nestas aplicagoes o operador A que aparece nos Teoremas abstratos do capitulo

dois serd sempre o operador

A=1 =1

sendo I o operador Identidade.

Temos que A é autoadjunto em X com dominio
D(A) = {(u,v) € X / u € D(B?), v € D(B)} = D(B?) x D(B)

Também nas estimativas que serdo realizadas diferentes constantes serdo represen-

tadas pela mesma letra C.

3.2 Equacao de Klein-Gordon

Neste primeiro exemplo de aplicagdo dos resultados do capitulo dois considera-

mos o problema de Cauchy associado com a equagdo de Klein-Gordon (mecénica
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relativistica), a saber

g — Au+mPu+Auflu=0 , zeR t€R
u(z,0) = ¢(z) € H*(R)
u(z,0) = ¥(z) € H'(R)

onde A > 0 é uma constante.

Esse problema é equivalente a

w(0) = wp
com
U 0 I 0 ®
w= ; A=1 ; J(w) = ; wo = ,
ug A—m? 0 —Aul?u P

onde a aplicagdo J deve ser considerada como uma aplicagio J : D(A) — D(A) . Isso
é um item que deverd ser provado.

Nota: Como A* = A, isto é, A é autoadjunto entdo iA é um operador skew-adjunto
e portanto o teorema de Stone (ver apéndice, A. Pazy [11], Reed e Simon [14]) diz
que iA gera um grupo C® unitdrio: T(t) = e*4 , teR.

Observagao 1: Para u € D(B?), usando as propriedades da Transformada de Fourier

e o0 Teorema de Plancharel, temos:
”BU”%z(R;;) = (Bu, Bu)Lz(Ra) = (B2U,U)L2(R3) = ((—A + mz)u, U)L2(R3)

= (—Au,u) r2(gs) + M (4, u) p2ms) = / |Vu|?dz + m2/ lul|®dz
RS RS

39



3.2.1 Existéncia Local
Para estudar a existéncia local, primeiro notamos que o dado inicial wy = (¢, ¢) €
D(A) = H*(R®) x H*(R®) . Em segundo lugar notamos que conforme observado no
final da seccdo 2.1 , para aplicarmos o teorema de existéncia e unicidade de solugéo
local, somente precisamos provar que:
(i) J(0)=0;
(i) J: D(A) — D(A4) ;
@) | JO) = JO) I CUT LN IU = Tu 5

@) TAG@) = JO)) I CAU LI UL AU LT AU ) | AU - AUL

para U, U; € D(A) = D(B2) x D(B) = HQ(R‘*) x H'(R?) .
Justificativa:

(i) De fato, tem-se que J(0) = (0,0) =0 .

(ii) Seja U = (u,v) € D(A) . Entdo u € H*(R3) e v € H'(R®) . Precisamos provar
que J(U) = (0, —=A|u|?u) € D(A). Isto é, precisamos provar que —A|u|?u € H'(R®) .
Aqui, em vez de trabalharmos com |u|*u , vamos trabalhar com u® pois os célculos
sdo parecidos.

Temos:

(a) / [ud2dy —/ [ul’dy < C (/ |Vu|2> < +00 .

jé4 que u € H%(R®) onde a desigualdade acima decorre do coroldrio (1.2.1)

2

2
ou
= a3 d =/ 3 27 =9 4
(b) /Rs 323]“ e R3 “ amj dz l | 6112]
ou |
< 9lull?e —| dr <
< Sl [ |5 | < 400
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Na primeira desigualdade acima usamos o lema 1.2.2 , que diz que se u € H?(R?)
entdo u € L*(R?)).

Usando (b) temos:

“VU3H%2(R3) =/ IVU312d.’L‘=/ (
R3 R3

Logo, para u € H%(R®), usando (a) e (b), isto é, usando que

2 2

o
81'3

oud

0z,

o’
8131

2
)dx<+oo

Husuiam) + ||_VU3H%2(R3) < 400

concluimos que u® € H'(R?) .

Observagao 2: Se tivéssemos trabalhado com |u|?u, teriamos:

9 (ufu) = ju2| 2% gu
55 (10l = [ + 2ufulsgn(u) 7~

ou ou du
L2 2 _ 2
- |u| ij + 2|’U,| 8:cj 3lu1 6acj

e as majoragoes em (a) e (b) seriam parecidas. Concluimos que se U € D(A) entdo

J(U) € D(A). Portanto, resulta que (i) é valida.
(i11) Sejam U = (u,v) , Uy = (u1,v1) € D(A). Entéo:
J(U) = J(U1) = (0, =A(Jul*v — Jus [*us))

Assim:

1) = J(U)lx =
= (1BO)|2age) + | = MulPu = Jur[2ur) 3o @s))?

= AlllufPu — |uiPur ] 2e
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= [MI(u = w)([ul? + Tw) + uf (@ - @) || 2@e)
< AU = wn) ([ul? + Tun) | pamsy + (03 (@ ~ )l 22(ws))
< A Cw = ) |u?| || zeqrey + [l (u = w) @ || z2ggsy + 03 (T — T0) || L2 gs))
< CIAIV (u = w)ll e[| Vullzzgsy + 1V (u = w) || 22wy VBl L2(rey | V|| p2qms) +
HIV(@ ~ @)l sy | Ve[ F2gey)
= CIANV (w = ur) | o) (I Vel 2oy + [ Vull 2wy | Ve [l r2sy + |V [72gey)

onde a 1ltima desigualdade acima decorre do coroldrio 1.2.3 .

Agora como |U[ = I, 0)I1% = | Bull2squs) + [91122qus) » temos
1
IUllx > || Bul| 2y = (||Vu||%2(R3) + mz||U||2L2(1R3))2
pela observagdo 1.

Com isso concluimos que:
J(U) = J(U) < CIU = Uilx(IU1I% + IUIIx 1T Lx + [[0:]1%)

= C(|Ullx, |Gl = Unllx

sendo C(||U]|x, ||U1||x) crescente em seus argumentos.

Isso justificou a validade da estimativa (44).

Finalmente, para provar a existéncia de uma tnica solugdo fraca do problema de

Cauchy para a equacgdo de Klein-Gordon, resta justificar o item:
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(w) Sejam U = (u,v), Uy = (u1,v1) € D(A). Entdo

avw-soy=if ° * 0 [ =M = )

A—m? 0 —AMJu)?u — |u|Puy) 0
Com isso temos:
A (U) = JO% = I(=iA(Julu — |ud*u), 0)|%

= [ B(=A(julu — |u1*w1))||32ms) + 100 Z2@sy = AP B(|ul*u — Jur[*u1) |z2ms)  (3.1)

onde u e u; € H*(R®), pois U e U; € D(A) = H*(R3) x H'(R?) .
Continuando, pela observac¢do 1 resulta que:
‘ 1
1B (JulPu = [ur Pu) [Feey = (=2 +m?) = (Julu — ud Pu1) 72 e

= /3 IV (|uPu — |ui[Puy) Pdz + m? /3 |(Jul?u = |ui|?uy)|*dz (3.2)
R R

Precisamos estimar essas duas dltimas integrais. Temos:

2

5
= ) d:z:+m2/ P ~ Jus [Py [2ds
i R3

[ V(ultu = )Pz = m¥ = s s e

= m?||(u — w)|ul® + wn (uf* = fur | Fams)

< 2m?(||(w — wi)lullullZes) + lua (ful = lua) (Jul + Jur ) |z2es))
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Como u, u; € H%(R3) entdo u, u; € H'(R3) e também é ficil ver que |u|, |ui| €

H(R®) . Assim, usando o Coroldrio 1.2.3 , obtemos:

m? / (= [uy Pur) Pz <
R3

< Cm2(||V (u—w1) 3 2oy | Vull Logmey HI Ve | Fagey IV ([ul = w1 ) 122 ey 1V ([l +u ) 2 rey)
< CmP(IV (u—wr) |72 ey | Vel Loy I V| 2o ey |V (u =) 122 oy |V ([l fua ) 2 sy
< Om*||V(u— Ul)”%%nzs)(llvu“‘ip(ka) + ”VUIH%2(IR3)(”VUH%Z(H@) + HVullliz(Ra)))_

Agora, lembramos que

1015 = 1(w, 0) 1% = | BullZ2@s) + v/l es)

e
IAE = lI(v, (A = m®)u)[[k = | Boll7zge) + (A — m?)ullTags) -
Entao
1UI% = 1Bullomey = I Vulllzgsy + m°|luf|2 s
e
HAMI% = (A = mP)ullZemey = [|1Dul|Z2ggs) + m*||ull7emey — 2(Du, m*u)L2(ge)
= ”Au“%%R:‘) + mﬂl“”%(w) + 2m2”VUH%2(R3)
Portanto

m’ /Rs (e = u Pur) Pdz < CIAWU = U WU + 10U + 1U:%)

= C([Ullx, 1) AU - Uik
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sendo C(||U||x, ||[U1]|x) crescente em seus argumentos (como se requer nos teoremas

de existéncia do capitulo 2). Com isso temos que
m’ /RS |(ulPu = Jur[*ur) Pdz < C([U|x, [T x)IAU - D)li% (3.3)

Agora vamos estimar

2 3 2

0
2, (. (2 dr = / O 2., 2 d
ol = P do =32 [ | (ulu = P ds
Para tanto precisamos majorar adequadamente
Bu 0
J e R 'V ar=0 [ P2 2
]R3 Z :Ez
parai =1, 2, 3.
ou ou ou Ou 3u
A 2 _ 2991 1 2 2 _ 1
gora, desde que [uf 5 — fus P = (52 = ) ul? + (ul? -
Se obtém
g = e s [ (8- ) o o~
U1 B, re | \Oz; Oz; Y Bz,
u  Ou 2 au1
<2 — - 2l dz+2 2
- 3 (&vi 6x,~) 1u| T /]Rs (lul
ou Ou 2 Oou
—2| (52— 52 ) P »+2|(Iul—lull)(|ul+lull) 1
? ? L2(1R3) Lz(]R3)
Como u e u; € H*(R?) entdo u, u, a%i e gzl € H'(R%) , parai =1, 2, 3. Assim,
i i
usando o coroldrio 1.2.3 obtemos:
ou
/ fuf 5~ = [u 1l23“1 dz <
R3 i xz
olu —u Ju .
O ) a1V P 19 (a9 o) a1 G ey
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parat =1, 2, 3.

Agora, pelo teorema de Plancharel temos

da:=/
R3

< [ Jetimpac = [ (eriaiias = [ FRulde= [ 1A Pde = | Aul
RS R3 R3 k3

3u1 2
al‘i

3u1 2
a.’lii

aul
Oz;

\%

v v

dz = / €2¢2 |2

L2(RS)

Assim, para i =1, 2, 3 vamos ter:

3u1 2
a.’lii

<Nowlliagsy -
L3(R3)

Do mesmo modo se obtém que

v (*z22)],

L2(R3)

<A (u = w122 ggsy -
Usando esses resultados

\I2 2|
e 8:1:,»

< C((IIA(u—ul)Ilm(w)!IVUIIiz(Rs))ZJr(IIV(u—ul)IILZ(RS)IIV(IUHIMI)IILz(w)IIAullle(R:*))Q)

dr <

< Ol A — u)liZo@ey I Vullze@ey +
+|V{(u ~ U1)||%2(R3)(||VU||%2(R3) + Hvul”%2(R3))”Au1”iz(R3))

Como

IIUII"}( 2 ||Bu||%2(R3) = ”VUH%2(R3) + m2”u“i2(R3)

”A(U)Hg( > I(& - m2)UJl%z<Rs) = “AU“%%R:*) + m4”U”%(R3) —2(Au, m2“)L(JR3)

46



= | AullZags) + m* ullis) + 2m* [ Vull@s)

entao segue que:
6U1

T <

[1 o
< Ol AW - U1>||§(||Uu§ T ATIR U1 + [T0%))
— C(IUllx, [0, AU L) JAQ — UDI

Agora, como

3u1

|U|2U - |U1|2U1)

AL

2
5u1

s do < GV [0 e, AV LA = Dl

[ g =

para i =1, 2, 3; concluimos que:

u— fulu)Pdz < C(IUlx, |Uhllx, AT )| AU = )% (3.4)

Combinando as estimativas (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) resulta a validade do item (iv)
Consequentemente, todas as hipéteses do Teorema de Existéncia Local sao vélidas

para o sistema.:
wy = —i1Aw + J(w)

w(0) = wy

o qual é equivalente ao problema de Cauchy associado a equacdo de Klein-Gordon.

De fato, a solugdo w(t), pelo Teorema de Existéncia Local, estd na classe

C([0,T); D(A)) n C*([0, T); X)

para algum T > 0 suficientemente pequeno.

47



Portanto, a solugdo u(t) = w;(t), sendo w; a primeira componente de w, estd na
classe

C*([0,T); L*(R*)) n C*((0, 7); H'(R*)) N C([0, T); H*(R?)) .

Assim, o Problema de Cauchy para a equagio de Klein-Gordon, com dados iniciais

em H?*(R3) x H'(R?) , possui uma tnica solugdo local forte.

3.2.2 Existéncia Global

Vamos verificar a existéncia de solucdo global forte. Como ja temos uma tnica
solugdo local forte, para verificarmos a existéncia de uma solucdo global forte pre-

cisamos provar ainda os seguintes itens:

(v) [JAJ (w)l|x < C(llwllx)|A(w)llx ;
para todo w € D(A)

(vi) ||w(t)]] é limitada em todo intervalo [0,T"), onde a solugdo existe.

Prova de (v):
Seja w = (u,v) € D(A). Como J(w) = (0, -A|u?|u) e AJ(w) = i(—=A|u?|u,0)

entao
AT (W) ||I% = |(=Alul?u, 0)[[% = |B(=Xu|u)lZ2msy = (M| B(|u?[u) |72

onde u € H%(R®) pois w = (u,v) € D(A) = H2(R®) x H'(R®).

Precisamos estimar
1
By = -0+ m?)HulPulfns = [ |1V (e +m? [ flufultds

Primeiro vamos estimar m? / llu|?u|?dz . Como u € H'(R®) podemos usar o
R3
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coroldrio 1.2.3 . Com isso temos:
m? /Ra ulPulPdz = m?|luwul|Z2gsy < M2ClIVullia @y | Vel 7zge | Vullizgs)

Mas, como

: 1
lwllx = | Bullzemsy = (IVullamey + m2[lull7zgs))?

IAW)[I% = (A — mP)ullfagey = AullZegey + m*l|ullfgsy — 2 < Au,m*u >

= |IAUH%2(R3) + m4||u[|%(R3) + 2m2||Vu||iz(R3)
segue que

m? /Rs luPulfdz < CllAMW) (X (lwll%)* = Clwllx) | Aw|% -

Vamos estimar

[ IV iuPupes =Z [,

‘ 0
Como u € H%(R®) entdo “
Oz

i

2
Bjup 2t

O e
o, lu|“u

€ H'(R®) e assim, usando novamente o corolério 1.2.3 e

o teorema de Plancharel obtemos (ver prova do item (iv) na parte da existéncia local)

Je

Observando que

ou
O0z;

|2 Ou

uf? < OVl g 1Vl 2 g | 0l ) = %)

el

Tillz2re)

lwllx = (IVellz2@s)

1A% = l|AulZams)
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obtemos que

J.

Assim, usando o fato que

ou
Bx,-

dz < CllA(w) % (lwll%)” = C(lwllx) 1 Aw)I%

Juf?

mt [ | lufufds < Ol ol

[ 19 (uPds < il
temos que
AT w) I < Cllwll) I A@)IE + Clwl0 AW
Isto é

AT (w)lx < C([lwl){|A(w)]l

Logo, o item (v) estd provado.
Prova de (vi):
Fazemos a seguinte observagao.
Observacao 3: Observamos que nao foi exigido que A > 0, mas notamos que s6
é possivel provar (vi) para A > 0.
Para provar a limitacdo da solugdo usamos o método da energia. A energia para a

equacdo de Klein-Gordon é dada por

1 A
E(t) = §/IR3(|Vu|2 +u? + m*u?)dz + Z‘/Rs |u|*dz

para todo ¢ no intervalo de existéncia [0,T) (pode ter T = +00) .

E f4cil ver que
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no intervalo de existéncia.
Portanto,

E(t) = constante = E(0)

no intervalo de existéncia.

Assim,

E(t) = =y (|Bu)?® + u?)dz + A |ul*dz = E(0) .
2 R3 4 Jgs

Desde que A > 0 tem-se :

1 1
(1Buf® + uf)dz = g(HBUH%?(RS) + “utn%z(Rs)) = 5““’“%{

EO) =B > |

R3

no intervalo de existéncia.
Portanto

lw||% < constante
. Assim, também o item (vi) estd provado.

Com isso, concluimos que o problema de Cauchy para a equacio de Klein-Gordon

possuli 1nica solucdo global forte.

3.3 Equacao de Seno-Gordon

Agora consideramos como um segundo exemplo para aplicar o Teorema Abstrato
de Segal de existéncia de solugbes, o seguinte problema de valor inicial associado a

equagdo de Seno-Gordon:

ug — Au+mPu+dsenu=0 , R teR
u(z,0) = p(z) € H*(R®)
us(z,0) = ¢(z) € H (R®)
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Tomando:

u ) 0 I 0 %
w =  A=1 ; J(w) = ;o Wy =
Uy A-m? 0 —Asenu P

temos que o problema acima é equivalente ao problema:
wy = —tAw + J(w)
w(0) = wy
Neste exemplo também consideramos os seguintes espagos:
X = D(B) x L*(R%)
D(A) = H*(R3) x H'(R3)

onde B = (—=A +m?)s.

Para por este problema nas condigoes do teorema de existéncia e unicidade de
solugoes locais precisamos provar que:
(1) J(0)=0;
(.ii) J : D(A) — D(A) ;

(i) | JO) =JU) I CUU LN DINU =T |l 5
(iv) 1 AUU) = JO) I CUT LN U LI AT LT AU || AU = AU ]

Verificacdo das Condicdes (i) - - - (iv):

(i) J(0,0) = (0,—Asen0) = (0,0)

(1) Seja U = (u,v) € D(A) entdo temos que u € H*(R®) e v € H*(R®). Pre-
cisamos provar que J(U) = (0, —Asenu) € D(A). Isto é, devemos mostrar que se

senu € H'(R®). Para isso, basta provar que senu e V(senu) sdo fungdes de L?(R?).

52



Para ver isso € suficiente mostrar que:

1
3
(/ [senu|2d:1:) < 00
RS _
(/ IVsenulzd:n) <oo.
R3

2 2
( |senu|2dm) < (/ |u|2dx) < o0
R3 R3

pois u € H*(R®) C L?(R3) .

Também
a 2 % au 2 % a'U/ 2 %
= <
( /R . axisenu dz) ( /}R . amicosu dz) < ( ‘[R |5, dz
Entao
1
1 1 3 2 2
2 2 au
2 < 2 _
(/Rs |Vsenu d:v) < (/11«3 |Vu| da:) ({5;1 /R3 9z, dm) < 00

pois Z= € H'(R®) C L*(R®) .

' Assim, senu € H'(R®) .
(iii) Sejam U = (u,v) e Uy = (u1,v1) € D(A). Entéo
J(U) = J(Uy) = (0, —A(senu — senuy)) .
Assim:

17(U) = J(U)I% = (0, —A(senu — senuy))|[% = || — A(senu — senus) ||7zgs
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1
= |A]?||senu — senus |[72(gey < [AP*lu — ua|L2@s) < |/\|2;;2||U - Uill%
A dltima desigualdade acima é vélida, pois:

1

1
|u— 'U’l“%?(RZ) = ;1—2”14 - Ul”%z(m&)m2 < ﬁ(mzllu - ul“%?(Rz) +1V(u— ul)”%z(um)

1 1
= WHB(U - ul)“%Z(Rz) < T?”U - Uill% -
Com isso verificamos que

1) = JW)lx < CIIU = Uilx

(iv) Para U= (u,v) e Uy = (u1,v;) € D(A) temos:
A(J(U) = J(U1)) = A(0, —A(senu — sent;)) = —iA(senu — senuy, 0)
Entao:
AW (U) = JU)x = | - iX(senu — senuy, 0)[x = | M| B(senu — senuy) |z

= [A[I(~A + m?)? (senu — senu,) || L2(ws) -

J4 vimos que para u € H?(R?)

| Bul|Z2gs) =/ qul2dx+m2/ luf*dz .
R3 R3
Portanto

||(—A—%—mz)%(senu—senul)H%z(Ra)=/ |V(senu—senu1)|2dx+m2f |senu—senw, |*dz .
R3 R3
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2
dr ,parat=1, 2, 3.

(senu — senw;)

Precisamos majorar /
RrR3

6:v,~

2

3}

2
- dzr = cos — Cos 1 d
/11&3 azi(senu senuy)| dz /RS “ax,- c ulc?:z:i T
5y — 2
= / cosuM+(cosu dz
R3 Bxi

_ O(u — uy) U+ U uw—u \\ Ouyl|?

= ./11&3 cosu—aa;i—— + (——2sen ( 5 ) ( )) o2;

| Au —~ uy) | (u +uy u— u1 Auy |\
</, (2 ’T I oz

onde a desigualdade é devido ao fato que |a + bJ2 < 2|a|? + 2|b|? para a e b nimeros

reais.

Continuando, obtemos que:

2
- dz <
/R |3z, (senu — senuy)| dz <
6(u—u1)2 / utur P lu—u]? |0y |2
<2 ———~l dz+2 | 4 d
- /Ra a:Ui ¥ + R3 2 2 33:,- T

O(u —w) w) |2

Aol d [ 22
gé/m d+C< )( |VU+U1)|2dx> (/ 1vu—u1)|2dx)

onde a tltima majoragdo decorre do coroldrio 1.2.3 , que pode ser usado uma vez que

[u + up|?|u — v [Pdz

-2/
R3

O(u — ui)
31:,-

6u1
(92:,

ueu € H}(R®).

Agora, pelo teorema de Plancharel temos que

2
d:z:=/
R3
< [ telara = [ [FBupis= [ joupis.
R3 R3 R3
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Concluimos entao que
2

dz <

I _
g+ ( /R 3 |Au1|2dm) ( /R IV u1)|2d:v) ( /R V(- u1)|2dm>

(senu — senu, )

8:5,-

O(u — uy)
3:1:,~

<
R3

para: =1, 2, 3.

Entao
v( e |l / 8(senu — senu;) O(senu — senu;) O(senu — senu;) 2
|V (senu—senu, LA®) 0z g Oz, ’ Oz3 L2(R?)
_ Ha(senu — senu;) ||? N Ha(senu — senu, ) ||? N “c?(senu — senuy) ||
B 0z, L2(R3) 02 L2(R3) Oz3 L2(R3)

< IV (u = wi)lZegsy (C + Cll AU Fomey IV (1 + 1) 175 rs))
< IV (u = wp)||Z2mey (C + Cll A |72y (| VUl Zomey + | VUrll72ggs))) -

Portanto

|V (senu — senuy)[|72(gs) + m? / lsenu — senu; [2dz <
R3

< ||V(u—u1)1|%z(R3)(C’+C’I|Au1|I%2(Ra)(|qu||%2(R3)+||Vu1||%2(R3)))+m2 /}R3 lu—w|*dz
< ||V(U“ul)”%Z(Rs)(C+C“AM“iz(Rs)(||VU“2L2(R3)+||VU1||%2(R3)))+m2||u—u1||%2(1k;3)

Nc;te que
JA@)IE = 1, (A = m2)u) [ = [1BolZags) + 15 — m2)ulas, -
Dai segue que
IAWIE 2 (=5 +m*)ulfogs) = | = Dullias) + m||ullZes) + 2(=Au, m*u) 2@s)

=] - AU”%%RS) + m4||U1|%2(R3) + 2m2llqu%2(R3)
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Entao obtemos que

|AU©) - TO)x =
= (¥ (sens = sen) gy + m [ |senu = senu )
< AW ~ U)I5(C + CLADY R (1AUT + IATI)
< C(IAU I, AU L0 IAWU - 0%

onde a constante C' é crescente em seus argumentos.
A verificacdo do item (4v) agora estd completa.

Tendo verificado as quatro condigbes nescessarias, o teorema de existéncia local
diz que a equacao

wi(t) = —iAw(t) + J(w(t))

possui dnica solugdo w = (u,u;), com w € C(0,T; D(A)) N C*(0,T; X) , satisfazendo
w(0) = wo = (¢, %) -

Como D(A) = H%(R3) x HY(R3) e X = HY(R3) x L?(R3) concluimos que o
problema de Cauchy para a equacao de Seno-Gordon possui uma unica solugdo local
na classe

C?%(0,T; L*(R®)) N C*0, T; HY(R®)) N C(0, T; H*(R?))

para algum T > 0 (solucdo forte).
Queremos provar a existéncia de uma unica solu¢do global forte. Para isso pre-

cisamos ainda provar os dois itens a seguir:
(v) [|[AJU)lIx < CIUIx)IIAD)x , para U € D(A) ;

(vi) |lw(?)||x é limitado em todo intervalo [0, T’), onde a solugdo w(t) existe.
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Note que (v) ndo pode ser obtida de (i) pois a constante em (v) precisa depen-
der somente de ||U||x .
Observagdo: Para verificar (vi) ndo podemos usar o método da energia. De fato,

para a equagdo Seno-Gordon a energia E(t) é dada por:
1 2,2 2,2 A
E(t) = 5 (|Vul® + ui + m*u®)dz + 3 cosudz = constante = E(0) .

A : ~
Como o termo 5 / cosudz nédo tem sinal definido. Entéo, por exemplo, ndo podemos

afirmar que

;ﬂww+ﬁ+wwng@

para provar o item (vi).

Entéo, para provar (vi) usamos o fato que
t
wszm%+/ﬁﬁ-@ﬂm@
0

onde T'(t) é gerado pelo operador iA.

Dai obtemos que

I (@)l < flwoll + / 17 (w))lds

pois T'(t) é unitdrio. Agora para w = (u,u), lembrando que J(w) = (0, —Asenu),

segue que:
17 (w)llx = [|[Asenul|z2ms) = |Alllsenul| z2msy < |A|l|ullz2ms) < |Alllwllx -

Portanto

@) < llwol] + / lwllds .
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' Finalmente, usando a conhecida desigualdade de Gronwall, obtemos que
lw(@®)|| = |jwol|le™ < ||Jwo||e™” = constante(T) .

Logo, o item (v7) é vélido.

Prova de (v): Seja U € D(A). Entdo
J(U) = (0, —Xsenu) para U = (u,u) .

Assim:

AJ(U) = A(0, —Asenu) = i(—Asenw, 0) .

Entao
1
JAT(U) 1% = [|B(—Xsenu) |22 gsy = (=4 + m?)2 (= Asenu)||Zs(gs

= |M?|(-A + mz)%senuH%z(Rs) = |A]2 (/ |V (senu)|*dz + m2/ ]senu|2d:1:)
. R3 R3

= AL </]R3 }; 2d$+ m? /R3 lsenu{zd:c>
< AP (/R Vuldz + m? /R |u12dm)

1
= Pl Bulfa@s) < M1 AUI% = CllAU|%

Ju
(cosu) 7s;

com C uma constante positiva independente de U.
Concluimos entdo que o problema de valor inicial para a equagdo Seno-Gordon

possui dnica solugio u € C?*(R; L2(R3)) N C%*(R; H?(R®)) (solugdo global forte).

3.4 Sistema acoplado de Klein-Gordon

Nesta seccdo consideramos o seguinte sistema acoplado de Klein-Gordon:
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\

ug — Au+mPu+uww?=0 ,z€R3 teR

v — Av+oc?v+vu? =0
u(z,0) = p1(z) € H2(R®)
us(z,0) = po(z) € HY(R3)
v(z,0) = ¢(z) € H*(R®)

v (z,0) = ¥(z) € HY(R?)

,T€eR, teR

Nosso objetivo é provar que este sitema possui uma tnica solugdo global forte (u, v) €

C2(R; L2 (R?)) N C(R, H?(R¥)) x C2(R; L2(R®)) N C(R; H2(R?)). Escrevendo :

% )

[0 1 o o)
A—m? 0 0 0
0 0 0 I

\ 0 0 A-m0)

temos que o sistema acima é equivalente ao sistema:

wy = —tAw + J

U)(O) = Wy

Aqui consideramos o espaco:

com a norma

(w)

[0 )

—up?

0

K —pu?

X = H'(R®) x L*(R®) x H'(R®) x L*(R%)

D Wy =

(| (ur, w2y us, ua) I = [l |l ey + [[ual|Z2(rey + lluallFri ey + [lallZe ey

para um elemento U = (uy, ug, u3, us) € X .
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O operador A tem dominio dado por
D(A) = H*(R®) x HY(R®) x H*(R®) x H'(R®) .

Observacgao: No espago X prova-se que A* = A. Ent3o, pelo Teorema de Stone (ver

Apéndice e/ou Pazy [11]), A gera um grupo C%-unitério T'(t),.p tal que djc;it) = AT(t)

Vamos agora verificar as hip6teses que garantem a existéncia e unicidade local de
solugio forte para o sistema acoplado de Klein-Gordon. Assim, precisamos verificar

0s quatro itens que seguem:
(i) J(0)=0;
(i) J: D(A) — D(4);
(iif) || JO) = JO) I CWU LN )T =Tl 5
(i) | AUTW) = JO) IS CU T LI U, L1 AU 1L | AT [) || AU = AU ]

para U, U; € D(A)
Verificagao:

(i) J(0) = (0,0,0,0)=T0

(i1) Seja U = (u1,us,v1,v2) € D(A) entdo uy, v EIHQ(R3) e uy, v2 € H'(R?)
. Precisamos mostrar que J(U) = (0, —u;9?,0, —v1u}) € D(A), isto é, precisamos
mostrar que u,v? e v u? € H(R3).

Pelo lema, 1.2.2 temos que se u € H(R®) entdo u € L*(R®). Aqui, como u1, v; €

H?*(R®) entdo obtemos que:
sy = [ fuso?Ps < [ funPlofids
R3 R3

< s ey [, o = oy s ey < 00
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Logo uiv? € L2(R?).

Agora precisamos mostrar que V(u;v?) € L?(R®?) . Para isso calculamos

A(uyv?) ||? 0 ? d du, |2
H (U1’01) :/ ——(ulvf) d.'z=/ u12v1—vl—+vf—1—@ dz
8:5]- L2(R3) R3 33:]- R3 33:j 8.’17]‘
ov, | Oouq 2
< Cllur )% 2 . / —| dz + Cl||vi||} / —| d
< Cllua ||z 3y llvr || 1o m2) o | 9z; z + Cl|v1l| oo r3) w0 |82, z
ov, || 4 oy, ||
< Cllul| Tyl eoge) || 5 + Clvillfmmsy | 3| < +oo
pe@ Pt 5l @) |32 || agmsy <
para j=1, 2, 3 ; pois u; e v; € H*(R3) .
Agora, como
O(uv?) || 8(uv?) || A(u,v?) ||
e e I e IR B
01, L2(R3) T2 |lL2(R3) T3 L2(R3)

Entao

19 (0102 s < o
Com isso u1v? € H'(R®). De forma ansloga mostra-se que v;u? € H'(R3). Portanto

vale a condigdo (i), isto é, J : D(A) — D(A4) .

(4id)  Sejam ¢ = (u1,u,v1,vs), ¥ = (U1, Us,U1,02) € D(A). Queremos mostrar
que '

17(¢) = J(H)llx < Clllgllx, lpllx)ll¢ — #llx -

Temos

J(¢) - J(Ip) = (07 —ulvf + 12117127 07 —’Ulu% + ﬁi[lz) .

Assim
17(¢) = T@)lI% = (0, —uav} + a07,0,—vug + 015 ||k
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= |lu10} — 7711712“%2(11«3) + fJoruf — 1711712)||%2(R3)

Precisamos estimar |lu;v? — 7717712“%2(11@3) e |lviu? — 1717712)“%2(11&3) :

Temos que:
luro? — G| ey = || (w1 — )0 + i (0F = 577) | 2w

< lur = @)oillzamey + 2 (vf = 6°) |l aqee)

Agora, usando o coroldrio 1.2.3 que diz que se w;, wp, w3 € H'(R®) entdo
wiwaws € L2(R®) e |lwiwsws||r2ms) < Cl|Vwn||pe@s) | Vsl a@s) | Vews|| aws) 5 temos
que:

lurv} ~ @077 Losy <
< OV (ur— 1) | L2y | Vi 22 ey + ClI Vil e@s) |V (v1 = 1) (| 2@y |V (01 +01) || 2 g
< Cllg = Yllx (IVurl|Za@ey + 1V | L2gee) (| V (01 + 6’1)“‘L2(R3)))
< Cllg — 9llx (Vo ey + IV 2we) (I VoL | 22(ge) + 1Vo1]|z2rs)))
< Cllg = blix(gl% + lllx (l6llx + lll1x))

Note que para ¢ e ¥ € D(A) ¢ — ¢ = (u1 — U1, us — Up, V1 — U1,V — Ug). Entdo
I = ¥llx > flur — Gillmgs) e 16 — Yllx 2 |lve = Gillmgesy - Além disso, [[4]|x >
]l sy, I9llx 2 llollmes), 9llx = Nallmes) e 1lx = lloillmgs) . Como

L
2

lullmimey = (IVullZagey + lJullfemsy))? = [[Vullz2gs), entdo as desigualdades acima

estdo justificadas.

Assim, temos obtido que

lurvf — @6 lresy < Cllollx, 1llx)e — ¢llx -
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De forma semelhante temos que

lorud — 916222y < C(l1gllx, 8l1x)lle = pllx

Concluimos entdao que

17(¢) — JW)llx < Clldllx, llbllx)llé — ¥lix

Assim fica provado o ftem (7).

(iv) Para verificar este item, sejam ¢ = (uy, ug, v1,v2), Y = (U1, Uz, U1,02) € D(A)

temos
A(J(¢) = J(¥)) =
o 1 o o)/ 0 \ (~u1v%+ﬁ’1v~12\
|1 a-m20 0 0 i T , 0
=1 =1
0 0 0 I 0 ~vu? + 54,
7/
0 0 A—m? 0 / \/—-vluf + 01172 ) \ 0 )
Entao

IAT(#) = T@NI% = llurvf — @162 [ sy + llored — 518" | ey

~ o~

= lluro} =@ 07 e+ |V (w0 =@ 50°) ooy + lored — 01 | o guoy +HIV (o1 — 010 | o sy

Mas, em (#i%) j4 temos estimado que
lurv? — @15 % e sy + lv1wd — 0181 ||| 2mey <

< O|\V(ur—) |2 @) | Vor || 2o ey +C IV |2 |V (01— 01) | L2rey |V (014 01) || 2 ey +
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+CIV (v1 = 01) || Lewey | Vel 22 sy + C IV || L2y |V (w1 — 1) | Loesy |V (w1 +00) || 2 ms
(R3)

Como
A=) = (ua — T, (A = m) (= ), v2 = 5, (& = 0%) (01 — 1)
entdo, em particular, vale que
IA($ = ¥)Ix = (A = m?)(ur = @)l|ze@ey + (A = o) (01 — )| 22ee)

> Cllur — ]| mewsy + Cllvr — 01| 2 (ms)

sendo C uma constante que depende dos coeficientes que depende de m? e o2 .

Dai podemos concluir que
lurv} — @017 remey + (o6 — 0160 [||2sy <

< C([|8llx; 1llx)|| Ad — Aslx -

Agora, precisamos estimar ||V (u1v} — 419:%)]|12(re) -

Temos
”_a (w10} — @19,%) | 22ms) = II—a—((ul — 41)v} + U1 (v} — 01%))||neqms)
31‘]' ij
< ”__a ((ur = @) o)l r2mey + “_a (@ (v} — 1))l 2 ey
- ax]’ ij

0 - 0 -
= “Ufa_xj(ul — 1) + 2U1(87j01)(u1 — 1) || L2 w3yt

~ -0 . ~, 0 o\~ ~ ~
+H(’Ul - Ul)(Ul + ’Ul)gul -+ ’LL1('U1 + vl)%(vl - 'Ul) + Ul('l)l - ’U1) (’Ul + ’Ul)”Lz(R:S)

J 3 0z;

0 - 0 -
< va(?)x—j(ul — 1) || L2mey + H%l(a_xjvl)(ul — U1) |2 w3+

65



- - 0 _ - - 0 . - . 0 -
+||(01—U1)(U1+v1)$7’u1||L2(R3)+I|U1(UL+U1)%(Ul*vl)|IL2(R3)+HU1(U1—U1)5;(”1“11)||L2(R3) ,
7 7 J

paraj =1, 2, 3.
~ o~ 2 (T3 < 8 3 o~ & .~ 1 (T3 :
Como vy, uy, 77, u4; € H?(R®) entdo 5V Ba;Y1s 35y V1s 5 U1 € H'(R%). Assim

usando o coroldrio 1.2.3 temos:

IV (19! — @15%) || raqms) <

0 . 0 -
< Cllv(éx—j(ul—ul))nm(m)I|VU11|%2(R3)+CHV011|L2(R3)HV(‘%W)||L2(R3)“V(Ul—ul)|lL2(R3)+
J
5 ) ) |
+O|[V(5—~ e[V (01 = 01) || 22y |V (01 + 1) || 22@e) +
J

- 0 -~ -
+C||VU1||L2(R3)||V(’6—2;(U1 ~ 1))z |V (1 + 01) | L2(msy +
7

0

HC|Va[lz2@s ||V (01 = 01)llr2wey IV (5
Zj

(v1 — 1)) || z2re)
< Ol A — @) || rawsy | VoL 2o sy + ClI Vot |2y | Avi | 2@y |V (un — @) | L2y +
+C|| Al || 23y ||V (01 = 01) |22y [V (01 + 01) || 2(re)+
LIV oyl A0 — Tl IV @ + Tzt
+C|| V|| L2@)l| V(01 — 01) || 2wey | & (01 — 91) || z2(msy -
Como Cllur — @1 | r2rsy + Cllvr = D11l memsy < | A(S ~¥)lIx e [[Voi]|rerey < [Jor | mzqme)

e também [|Av;||r2gs) < ||v1]|p2(gs) , entdo podemos concluir neste ponto que

IA(J () = J(W)llx < CllAd— Al ([ Al x (1¥llx + [19llx) + | Al x (16l x + [[#1]x))

Isso diz que a condigdo (iv) também ¢é viélida.
Logo, temos tnica solugdo local forte (u,v) para o problema de valor inicial ass-
sociado ao sistema acoplado de Klein-Gordon.

Finalmente, para obtermos a solugdo global falta mostrar que:
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v) 1AT(D)lIx < C(ldllx)|Ad]lx ;

(vi) |lw(t)||x € limitada em cada intervalo [0,T’) onde a solugdo existe.

Prova de (v)

Para ¢ = (ul, Uz, U1, v?)
IAT (@)% = li(—w1v},0 = viud, )% = [luav}|[F ey + 12t gsy

= [lurvlffe@e) + IV (o) Ie@s) + lloruillZeges) + 1V (e10) 172 ms

lurvf 22 ey + lorud]|Zamsy < CUISIx)IAB]%

e usando o corolédrio 1.2.3 temos
IV (u1vd) |2 mey + IV (010]) || L2msy =

= [|[v3Vu1 + 2010 V|| 2msy + [uiVor + 20101 Vs || L2 ()
< BV (| regey + (|21 Vo [ir2sy + 162 Vo || Lams) + 120101 Vg | 2 gs)
< CllAw || 2@s I Vol 2agsy + ClIVLllL2@s) | Var |2 ms) | Avr |2 ey +
+C||Avl||L2(n§3)l|VU1||2Lz(R3) + C|| Vil La@s) | Vur || 2 gy | Dwa || 2(re)
< CllAglx(I8l% + llollx + llelx + lléllx)

Logo
[47@)lx < [461xC(l¢lx)

Prova de (vi) Para mostrar (vi) vamos usar o método da energia. J4 sabemos que

(u,v) € solugdo local do sistema de Klein-Gordon e portanto podemos mostrar que
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sua energia F(t) dada por

1
E(t) = 5/ (IVul + uf + m?u® + [Vl + o} + 0%0® + v*0?)dz
R3

é constante.

Isso obtém-se notando que

/ up(ug — Du+ mPu+uv?) =0
R3

/ vy (v — Dv +d*u+vu®) =0,
RrR3

. . - dE .
somando e integrando por partes. Conclui-se entdo que e 0 o que implica que
E(t) = constante.

Agora, sendo B = (=A +m?)%; D = (—A + 02)2 obtemos que

B(t) > %/ (IBuf® + w2 + | Dof* + v?)dz
R3

1 C
= E(HBU’“%%R") + “ut”%?(R"') + ||DU||22(R3) + ”Ut”ziz(m)) > —|lwll%

onde w = (u,us,v,v;) € C = min{l,0% m?}. Assim ||w(t)| x é limitada. Logo temos
provado a existéncia de uma tinica solugdo global para o problema de Cauchy para o

sistema acoplado de Klein-Gordon.
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Apéendice

Semigrupos de Operadores Lineares

Definigao Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores linea-
res limitados de X. Diz-se que a aplicagio S : Rt — L(X) é um Semigrupo de

operadores lineares limitados de X se:>
(i) S(0) =1, onde I b0 operador identidade de X
(i) S(t+s)=S()S(s), Vi, seR".
Diz-se que o semigrupo S é de classe C? se:
(iif) lim [(S() - D(z)llx =0, VzeX.

Observagao 1: Se S é um semigrupo de classe C?, entdo ||S(¢)|| é uma fungdo
limitada em todo intervalo limitado [0, T}

Nota: Os resultados apresentados nesta sec¢do podem se vistos com suas demons-
tragdes em A.M.Gomes [4], A.Pazy [11), M.Reed-B.Simon [14].

Observacio 2: Todo semigrupo de classe C° é fortemente continuo em R¥, isto

é, se t € R entdo lirg}F Sis)z=S(t)r, Yz e X.
s—
Defini¢do O operador A: D(A) C X — X definido por:

DA)={ze X/ hli}r(rf+ S—(@—)h——l(x) existe}
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Az) = tim S =Ty i SHE =2

D
h—0Qt h h—0+ h ’ vze (A)

¢ dito Gerador Infinitesimal do semigrupo S.

Teorema Seja S um semigrupo de classe C° e A o gerador infinitesimal de S.
(i) Se z € D(A) entdo S(t)r € D(A) VYt>0 e

d
=S(t)e = AS(t)z = S(t)Az ;

(i) Se z € D(A) entdo

S(t)z — S(s)zx =/ AS(T)z dT = / S(m)Az dr ;
(i) Se z € X entdo /tS(T)QT dr € D(A) e
Sit)z —z = A/tS(T):z: dr .

Observacao: Seja S um semigrupo de classe C% A o gerador infinitesimal de S

e uy € D(A) entdo S(t)ug € D(4) e

dS (t) Ug
dt

isto é, a funcdo w(t) = S(t)u definida para t € R* é solugdo do problema de Cauchy.

w=Aw , teR*

w(0) = ug
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Defini¢io Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores limitados
de X. Diz-se que a aplicagdo S : R — L(X) é um Grupo de operadores lineares

limitados de X se:
(1) S(0) =1, onde I é o operador identidade de X
(i) S(t+s)=S@#)S(s), Vi, seR
) iy (5C) - D@l =0, ¥z € X,

Definicéo Seja H um espago de Hilbert diz-se que U : H — H € um operador
unitdrio se

U@, Uy)r=(z,y), Ve, yeH

Teorema (Stone): A é um gerador infinitesimal do grupo C°® de operadores

unitérios sobre o espago de Hilbert H se e somente se 1A for autoadjunto.
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