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Resumo

Neste trabalho estuda-se um teorema abstrato, devido a Irwin E. Segai, para uma 

equação de evolução abstrata de primeira ordem envolvendo um operador autoadjunto 

sobre um espaço de Hilbert e uma função não-linear definida nesse espaço. Com 

adequadas hipóteses, sobre o operador e a não linearidade, obtém-se a existência de 

uma única solução local para o problema de Cauchy associado. Com hipóteses um 

pouco mais fortes, se obtém a existência de uma única solução global. Aplicações são 

apresentadas para algumas equações de ondas não-lineares em domínios não limitados, 

a saber: Equação de Klein-Gordon, Equação de Seno-Gordon, e um Sistema Acoplado 

de Klein-Gordon.



Abstract

In this work we study an abstract theorem due to Irwin E. Segal for a first order 

evolution equation given by a self-adjoint operator in a Hilbert space and a non-linear 

function defined in this space. With suitable conditions on the operator and the 

non-linearity we obtain existence and uniqueness of local solutions for the associated 

Cauchy problem. Using stronger conditions on the operator and the non-linearity we 

show existence of global solutions. We present some applications for non-linear wave 

equations, in particular to the Klein-Gordon Equation, sine-Gordon Equation and a 

Coupled System of Klein-Gordon Equations.
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Introdução

As equações de ondas não lineares são de grande interesse era física aplicada em 

especial no campo de Teoria Quântica. Semelhante a outros problemas não lineares 

que aparecem em Matemática, estas equações devem, em grande parte, serem tratadas 

individualmente em vista de que cada equação possui propriedades especiais. Na li­

teratura se pode ver que com freqüência essas equações são tratadas separadamente. 

Desse modo, propriedades de existência , unicidade e dependência continua de soluções 

em relação aos dados iniciais, entre outras propriedades, dependem muitas vezes de as­

pectos especiais da equação que se estuda. Entretanto, estas equações, do tipo ondas, 

tem em comum determinados problemas básicos que aparecem em análise funcional 

não linear. Assim, é possível trabalhar esses modelos em um certo nível abstrato de 

maneira a propor uma única equação abstrata. De fato, um esquema abstrato es­

clarece quais propriedades das soluções são gerais e quais dependem de propriedades 

especiais da equação envolvida. O esquema abstrato que estudamos teve origem no 

trabalho sobre semigrupos não lineares desenvolvido por I. Segai [18] e posteriormente 

mais detalhado e compreendido, inclusive com diversas aplicações, no trabalho de M. 

Reed [13]. Um dos trabalhos pioneiros e inspiradores na área de equações diferen­

ciais parciais não lineares, em especial de tipo ondas, teria sido o importante trabalho 

de Konrad Jõrgens [7]. Importantes também são as contribuições de W.A.Strauss e 

J.L.Lions (ver [9], [8], [19]). Naturalmente, o nível de abstração aqui considerado é 

inferior ao do trabalho de I. Segai [18] porém, ainda é capaz de abranger um bom 

número de casos particulares. Claro que o nível de abstração aqui utilizado permite

1



a obtenção de certas propriedades dos problemas mas, outras propriedades mais es­

pecíficas as vezes dependem especialmente, por exemplo, do tipo de não linearidade 

envolvida (ver J.E.M.Rivera [15], [16]). Em um problema específico relacionado com 

uma equação diferencial parcial, por exemplo do tipo ondas, basicamente, se deseja 

informações sobre a existência global de soluções, a unicidade das mesmas sobre certas 

condições, sua regularidade, a dependência contínua dos dados iniciais e mesmo a pro­

priedade de velocidade finita de propagação. Propriedades de decaimento no tempo 

também são estudadas (ver V.Komornik [6]). Ainda, eventualmente, se necessita de 

propriedades ditas de espalhamento (cf. V.Petkov [12]). Neste trabalho nos atemos 

apenas a estudar, em certo grau de abstração, existência local, global e unicidade de 

soluções.

Obviamente, existem muitos problemas importantes em aberto em ambos os níveis, 

abstrato e particular.

A seguir, mostramos como problemas abstratos surgem naturalmente a partir de 

um problema específico. Consideramos o seguinte Problema de Cauchy associado a 

equação não-linear de Klein-Gordon da Mecânica Relativística:

utt(x,t) — Au(x, t)  + m 2u(x,t) = — g\u(x,t)\p~1u(x,t) , i e l "  (1)

u{x,0 ) = f (x)  

ut(x, 0) =  g(x)

Observamos que apenas neste exemplo se pode ver que as propriedades da equação 

dependem muito da não -linearidade g(s) , isto é, dependem de p e do sinal de g(s). 

Também a dimensão n é muito importante. Propriedades válidas para uma certa 

equação numa dimensão podem não ser válidas em outra dimensão para a mesma 

equação.

Então, para considerar o problema (1) em um sentido geral ou abstrato reformu­

lamos na forma de um sistema de primeira ordem como segue:

2



Seja v(x,t) = ut(x, t) , então

vt(x, t) — Au(x, t) + m 2u(x, t) =  — g\u(x, t)\p 1u(x,t) , x e (2)

ut = v 

u(x, 0) =  f{x)  

v(x ,0 ) = g{x) 

Agora, para cada t, definimos as funções:

cj)(t) = (u(x,t),v{x,t))

Ati*))  = (o ,-g M p~1«)

Então, podemos ver que (2) pode ser escrito como:

( \

V /

(3)

(4)

0 I

A - m 2 0 

 ̂ 0(0) =  (f{x),g{x))

O operador — A + m 2 é um operador autoadjunto e estritamente positivo em L2(M3) 

com domínio dado por

{ f e L 2 (R3) /  (j{ \ 2 + mJ) f e L 2 (R'5)}

onde /  indica a transformada de Fourier de uma função de L2 (M3).

Denotamos por B  a única raiz quadrada positiva do operador autoadjunto — A + m 2 

obtido do cálculo funcional (cf. V.S.Sander [17]). Visto que B  é estritamente positivo 

e fechado, D (B ) é um espaço de Hilbert com produto interno (B u , Bu)í,2(R3) . Assim, 

podemos definir o espaço de Hilbert H  =  D(B) x L2(M3) com o produto interno 

((ti, v), (u, v))H = {Bu, B u)L2{WL3) +  (u, w)L2(m3)

3



Agora, seja

A  =  i

\

0 /  

-B 2 0
(5)

Então, tem-se que A  é um operador simétrico em H  com domínio D(A) =  D(B2) x 

D(B) . Assim definimos para cada t o operador

W(t) =

/  \
cos(tB) B  l sen(tB)

 ̂ —Bsen(tB) cos{tB)

onde cada uma das entradas é definida pelo cálculo funcional (ver V.S.Sander [17])

para o operador B  em L2(M3). Neste ponto, podemos calcular diretamente que W(t)  é

um grupo a um parâmetro, fortemente contínuo, e que se ipo G D (A) a derivada forte

de ip(t) = W(t)ipo existe e é igual a —iAip. Assim denotando W (t) = e~ltA podemos

ver que ^-{W(t)xpo) =  —i A W ( í ) ^  . Isto é, e~ltA4>0 é solução de dt

/
tp' = —iAip 

V>(0) =  -0o

W(t) aplica D(A) em D (A), um corolário do Teorema de Stone (ver Pazy [11] e 

Reed/Simon [14]) diz que A  é autoadjunto em D(A) e gera W (t ) =  e~ltA .

O problema original (1) foi então reformulado. Devemos encontrar uma função 

0 : R —» H  que satisfaz:
d0(í)

dt
= —iA<f>(t) +  J  (0(í))

0(0) = 0o =  (/, g)

onde o operador autoadjunto A  é dado por (5) e J  é dado por (3).

Assim, mostramos que (1) é realmente um caso especial de uma classe mais geral 

de problemas em espaços de Hilbert. Isto é, dado um operador autoadjunto em um 

espaço de Hilbert H, um vetor 0O em H  e uma aplicação não-linear J  de H  em H,
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queremos saber como encontrar uma função 0 : K -» H  que resolva o problema de 

valor inicial:

/
(j>'(t) =  - iA(j>(t) +  J(0(í))

0(0) =  0o

O problema abstrato acima é o assunto de principal interesse neste trabalho. Con­

tudo, a motivação maior para estudar o problema abstrato é provar as propriedades 

clássicas (como existência e unicidade de soluções) de equações de ondas não-lineares.

Nas aplicações consideramos, em detalhes, modelos da Física-Matemática envol­

vendo equações diferenciais parciais não-lineares do tipo ondas, tais como as equações 

de Klein-Gordon e seno-Gordon, e as equações acopladas de Klein-Gordon.

Outras aplicações importantes, como por exemplo o Sistema Acoplado de Equações 

de Schrõdinger e Klein-Gordon também podem ser estudadas via o Teorema Abstrato 

de Segai (Ver também o Sistema Acoplado de Equações de Dirac e Klein-Gordon em 

M. Reed [13]).

Finalmente, queremos mencionar um detalhe que enfatiza a importância Teorema 

Abstrato de Segai apresentado neste trabalho. Em geral, ao se estudar existência 

de soluções de equações diferenciais parciais de evolução não-lineares por métodos 

standard tipo Galerkin ou Semigrupos (ver J.L.Lions [8], A.Pazy [11], J.E.M.Rivera 

[15]) se obtém apenas apenas a existência de soluções fracas. Para se obter a existência 

de soluções fortes é preciso a realização de outras estimativas e/ou usar regularidade 

elíptica. Ao se aplicar o Teorema Abstrato de Segai à equações de ondas não-lineares 

já  se obtém diretamente a existência de soluções fortes.

Este trabalho está organizado do seguinte modo: no primeiro capítulo apresen­

tamos resultados básicos dentre eles algumas imersões particulares de Sobolev. No 

segundo capítulo aparecem os Teoremas abstratos de existência e unicidade local e 

global de soluções. No terceiro capítulo estudamos as aplicações à equações de ondas 

não-lineares. No apêndice apresentamos alguns resultados da Teoria de Semigrupos.
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Capítulo 1

Espaços de Sobolev

1.1 Definição e propriedades

Definição 1.1.1 Seja 0  um conjunto mensurável e 1 < p < oo; indicamos por 1/(0.)

o conjunto das funções mensuráveis /  : Q —» M tais que | | / | |p < oo onde:

\\f\\p = [ J  se 1 < p < oo

e

ll/lloo = supess,E„ |/( t) | =  inf{C e R+ /  med{t e Cl /  |/( í) | > C) = 0}

= mf{C /  j / | < C ?.s}.

Observação 1: Na verdade 1/(0.) deve ser entendido como um conjunto de classes 

de funções onde duas funções estão na mesma classe se elas são iguais quase sempre 

em O.

Os espaços 1/(0) , 1 < p < oo , são espaços de Banach (espaços vetoriais normados 

completos) (resultado conhecido como Teorema de Riesz-Fischer), sendo L2(0) um 

espaço de Hilbert com o produto interno usual da integral.

N ota: Os resultados mencionados neste capítulo podem ser encontrados com suas



demonstrações em [1], [10], [5], [2], As imersões de Sobolev utilizadas no terceiro 

capítulo são demonstradas na segunda secção deste capítulo.

Observação 2: Em 27 (f2) 1 < p < oo vale a seguinte desigualdade que é chamada 

desigualdade de Holder: Sejam u G 1/(0)  e v G L9(Q) com p e q conjugados (q = ^  

s e l < p < o o e ç  =  o o s e p  =  l e ç = l s e p  =  oo). Então uv G L l (Q) e

IMU* < IM M M Il* •

Definição 1.1.2 Seja O um aberto doW1, representamos por (Q) o conjunto das 

funções mensuráveis u definidas em Q; cujas derivadas parciais de todas as ordens 

são contínuas e cujo suporte é compacto em O

Teorem a 1.1.1 Seja O aberto do Rn. Então C'o°(0)é denso em 1/(0) ,  1 < p < +oo. 

Para uma função u derivável denotamos :

9 |Q |uU U =  — r-----------d x i 1....dx%n

com a =  (cti,..., an), ai G N e |o;| = a\ +  ... +  an.

Sejam Í2 um subconjunto aberto do Kn, 1 < p < oo e m 6 1  Se u E L? então 

u possui derivadas de todas as ordens em um certo sentido, chamado sentido das 

distribuições. Dau não é, em geral, uma distribuição definida por uma função de 

1/(0). Quando Dau ê definida por uma função de LP(Q), ao menos para \oc\ < m  , 

define-se um novo espaço denominado Espaço de Sobolev. A derivada no sentido das 

distribuições de uma função u G 1/(0,) pode ser definida de um modo direto e de fácil 

entendimento. Podemos chamá-la de derivada generalizada e definida do seguinte 

modo: seja u G 1^(0), 1 < p < oo, e Í2 aberto do Dizemos que uma função 

Vi G 1/(0.) é a derivada generalizada de u (ou derivada distribuicional) em relação à 

variável xt (i =  1,2, ...,n) se:
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/  u^ ^ . ^ dx = “
Cl Cl

para toda função <p G Cg0^ ) .

Se isso for o caso, usaremos a notação: =  Uj % — 1,2,..., n.

Se Vi também possui derivadas generalizadas então se denota:

d2u _  d Vi 
dxjdxi dxj

Analogamente, podemos ter a derivada generalizada de ordem a

D°u = ___ÊÜ!ií___
d x i1.... dx%n

de uma função u G 1^(0).

Definição 1.1.3 (Espaços de Sobolev) Para p pertencente aos reais com 1 < p < oo 

ou para p = oo. O espaço de Sobolev de ordem m (m inteiro) é o conjunto:

W m’p(Q) =  {«G Lp(Q) | Dau G IS(Q), ' i a  com |a | < m}

onde as derivadas são no sentido generalizado ou das distribuições.

Um resultado importante é que os espaços de Sobolev, munidos com a norma 

natural, são espaços vetoriais normados completos. O resultado é o seguinte:

Teorem a 1.1.2 Sejam Q, um aberto doW1 e m  um inteiro positivo. Então W m’p(Çl) 

é um espaço de Banach com a norma

IM I^  =  E  ■
|a|<m

J  Vi(x)cp(x)  dx

8



Definição 1.1.4 Sejam O um aberto do Rn e m  um inteiro positivo. Denotamos 

H m(Ü) =  Wm>2(ft) .

----------------w m * ( n )
Definição 1.1.5 Dado 0  um aberto do Rn denotamos W^n,p(f2) =  C'o°(í7) , 

isto é, V̂ o”’p(í2) é definido como o fecho de Cq°(Q) em W m,p(Q,).

O bservação 3: Se med(Rn -  fi) > 0 então W™'P(Q) £  W m>p(Q).

Teorem a 1.1.3 Tem-se que Wjn,p(Kn) =  T^TTl>í:'(M:ri), isto é, Co°(Rn) é denso em 

Wm,p(Rn).

Um teorema importante que caracteriza os espaços de Sobolev, quando fí =  Rn , é

o seguinte (ver R. Adams [1] , S. Kesavan [5]).

Teorem a 1.1.4 Vale que

H m{Rn) =  {u € S'(Rn) /  Jmu € L2(Rn)} 

onde Jm(x) =  (1 +  |:c|2)^  ■ Além disso

HMII =  ||«^m«IU2(Rn)

é uma norma equivalente a norma de Sobolev.

Aqui S"(R3) é o conjunto das distribuições temperadas, isto é, S'(Rn) é o dual 

topológico do Espaço de Schwarz S"(Rn) munido da seguinte topologia:

(Pk — > 0 em S(Rn)

se

Pm{Vk) =  max sup \Daipk{x)\ — v 0
\ a \ < m

A demonstração desses resultados pode ser vista em R. Adams [1] e/ou H. Brézis



1.2 Algum as Imersões de Sobolev

A seguir apresentaremos algumas imersões particulares nos espaços de Sobolev que 

serão necessárias para a obtenção de certas estimativas no capítulo de aplicações desta 

dissertação. Naturalmente, existem diversos resultados gerais de imersões nos espaços 

de Sobolev que não serão aqui tratados mas que podem ser vistos em R. Adams [1], H. 

Brézis [2], S. Kesavan [5] e Medeiros-Rivera [10]. De fato, aqui estamos interessados 

apenas em imersões úteis para as aplicações que iremos apresentar.

São válidas as seguintes imersões:

para todo l < p < o o e m 6 N ,  sendo Í2 um aberto do M71. As imersões que usaremos 

são:

Lema 1.2.1 (Sobolev ): Se u G Cg°(M3) então || u ||6< 4 || Vm ||2< 4||it||ffi(R3) . 

Demonstração:

Seja u(x) 6 C£°(E3) e x =  (xi ,x2 ,x3) € M3. Sabemos que para 2 =  1, 2, 3

C™(n) C W0m’p(Q) C Wm’p(Q) C Lp(Q)

tem-se

Então

e desse modo

Assim

para ï =  1,2,3.
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Então

\u(x)\6 < 8
*=i

.3 f„.\du(y)u (y)- dyi dyi

Integrando com relação à yi obtém-se que:

í  \u{y)\6dyi < 8 í  ] j (  [  
J K, »/IR j—1

U (y)- dyi dyi dyi =

=  8/ J R

fJR

dyi IJr

< 8

= 8

du(y)u (y)' dyi

.3 , .. \du(y)
dj/i

dyi 

dyi

dyi{J /

.3/.A9u(í/)
dy2

,3,„.\du(y)u (y)'
dy2

,3,„.^du(y)u3(y)-
dy2

dy2

dy2dyí

dyidy2

3 du{y)u (V) dyz 

u3(y)

dyz

3f„.\ du(y)
dyz

i3 , ^ du(y)

dyi 

dyidj/3

onde a última desigualdade é devido à Holder.

Agora, integrando com relação k y2 e usando novamente Holder, resulta que:

IIJr Jr
\u(y)\6dy1dy2 <

< 8 u3(y) du(y)
dyidyt u3(y)

du(y)
dy2

dyidy2 du(y)
dy3

dy

Finalmente integrando com relação à yz e usando Holder duas vezes:

[  \u {y)\6dy <
J R3

< 8  /  l«3(y)l
du(y)
dyi

dy

< 8 ( 7  M v ) \ * d y Y ( [
\ J R3 /  V JU?

dy

du(y)
dy2 dy

du(y)
dy2 dy

(v)l
du(y)
dyz

í  1
du(y)

Jr3 1 dy3

dy

dy
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Neste ponto notamos que se u =  0 então o lema é satisfeito trivialmente. Já 

para u ^  0 resulta da desigualdade anterior que

[/.JR
\u(y)\6dy <

du{y)
dyi

du(y) 
dy2

du(y) 
dyz

dy

Como para a, b, c £ M+ , temos abc < a3 + b3 + c3 < (a + b + c)3, então

i
[  \u(y)\6dy <

.JR

< 86 du(y)
dyi

2 \ 6

dy 7JR?
du(y)

< 4 7 <My)
./R3 dyi dy+  íJ R3

du(y)

2 \ 6

dy

dy +

7VR2
du(y)
dyz

2 \ 6
dy

/./R3
<9u(y)

=  4 /  (Jr3
du(y)

= 4

<9y2

2 du(y) 2 9u(y) 2+
dy2

í  |Vix(a:)| 
.Jr3

+

dx

dy3

dyz

)dy

dy

Com isso concluimos que:

II U ||l6(R3)< 4 || Vu ||l2(R3) .
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Corolário 1.2.1 Se u £ H l (R3) então u E L6(R3) e

IM|l«(r3) < 4||Vu||x,2(r3) < 411̂ 11̂ 1(̂ 3) ,

para toda u € H 1(R3). Isto é, a imersão de i f x(R3) em L6(R3) é contínua. 

Demonstração:

Seja u 6 i í 1(E3). Pela densidade de Co°(R3) em i / 1(M3) (ver lema 1.2.1) então 

existe uma sequência ipk £ Co°(R3) tal que <pk — > u na topologia de H l(R3), 

isto é

Wvk -  «|lia(R3) +  ||VV* -  Vu\\lHR3) — > 0 quando k -> +oo

Em particular (Vtpk) é uma sequência de Cauchy em L2(R3). Como pelo lema

1.2.1 tem-se que

II<Pk — ^z lU 6(K3) <  4 ||V(<^fc — ipi)| | l2( r 3) =  4 ||Vv?fc — Vv3í||í,2(K3)

então resulta que ((pk) é uma sequência de Cauchy em L6(R3). Logo (pk — > 

v e L6(R3). Como também (pk — > v G L2 (R3) então resulta que u =  v quase 

sempre em R3. Isto implica que u £ L6(R3) e passando o limite na desigualdade 

(dada pelo lema 1.2.1)

||l6(r3) < 4 ||V ^ ||l2(m3)

resulta que

IMU6(m3) < 4||Vw||l2(r3)

como queríamos demonstrar.
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|| U1U2U3 ||2< 64 || Viíi ||2 • || Vm2 H2 • || V«3 H2

Demonstração:

Sejam u i ,u 2,u 3 6 Co°(M3). Usando duas vezes a desigualdade de Holder(com 

p =  3, q =  |  e p = q = 2 respectivamente) segue que:

Corolário 1.2.2 Se u \ ,u 2,uz G Co°(R3) então:

<
JR3 )  \Ju3 /  \ J  R3

Pelo lema 1.2.1 resulta que :

II niu2u, | |* < |K  ||2l 6 -|| u2 II*. - || «3 ||i.

<  (43)2 || V Ul | | | 2 • || Vu2 ||*2 • || V «3 \\h •

Assim a prova do corolário está completa.

Corolário 1.2.3 Se u\, u2, u3 G H l (R3) então uiu2us £ L2(M3) e

3

II Uiu2u3 ||2< 64 II V«1 ||2 ■ II Vu2 ||2 • II Vu3 ||2<  6 4 j ^  ||ííi||flri(R3 .) .

Demonstração:

É análoga a demostração do corolário 1.2.1 usando o corolário 1.2.2 e a densidade

de C%°{R3) em H \ R3)
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Lema 1.2.2 (Sobolev ): Se u G H 2(R3) então u G L°°(E3) e existe uma constante 

positiva C tal que

II u  ||l° °<  C  \ \ u  \\H2

para toda u G 

Demonstração:

Seja u € H 2(R3). Então, para a > 0 segue do teorema de Plancharel (ver [5]) 

que

(L |g(b)|<í!/) = (Lu +“!)|5w|w b i is)
È ( í . (|y|2+“2)2|afe)l̂ ) í , w r ^

Pelo teorema de Fubini sobre mudança de ordem de integração temos:

f  dv - T f  dSy d -  r  p2dp 71-2 
L  (\y\2 + «2)2 "  Jo J\y\=p (\y\2 + a2)2 P~ n Jo (P2 + a2)2 "  a '

Assim:

(  [  |S(y)|dyV < -  f  (\y\2 + a2)2\u(y)\2dy 
\Ju3 )  a 3

97r2 r 27r2 f
= ----  /  (\y\i m y ) \2 + Oii \u(y)\2)dy = —  (\\y\2u{y) \2 + a 4 \u(y)\2)dy

a JR3 o: 7r3
9~-2 r  __  0 ^2  p

= ----  /  (|A m(?/)|2 +  Q!4|m(2/)|2)<Í2/ = ----  /  (|AM(y)|2 +  o;4|u(y)|2) ^

devido a Identidade de Parseval para funções de L2(R3) e ao fato que u G 

i f 2(M3). Agora tomando a =  1 resulta que

^  |u(y)|dyj < 2ir2 J^{\Au{y)\2 + \u(y)\2)dy < 27t2||m||^2(IK3) .
15



Usando a Fórmula de Inversão da Transformada de Fourier concluímos que

1 C 1 i
\u(x)\ < 7 /  Iu(y)\dy < — y(2)5?r || u | |^

(27r) 2 J (27Tj2

ao menos quase sempre em R3. Isso diz que

u 6 L°°(R3) e || u ||l°°< C II u \\H 2 onde C
2 (tt)
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Capítulo 2

Equações de Evolução Abstratas 

Não-lineares

2.1 Existência Local - Unicidade de Soluções

Nesta secção provaremos um teorema de existência local para a equação abstrata:

(6) í  ^  =  ~ iA^ t) + J W ) )
|  <f>(0 ) =  (f>o

em um espaço de Hilbert e na secção seguinte a existência global. No capítulo três 

faremos então algumas aplicações à equações de ondas não lineares. A idéia básica 

segue a mesma linha das demonstrações de existência de soluções para Equações 

Diferenciais Ordinárias. Para fazer isso, reformulamos o problema de Cauchy acima 

e formalmente podemos escrever a forma integral da solução:

(7) = e - iAt<l>o + f  e~iA^J((t>(s))dS .
J o

A equação integral (7) será então resolvida pelo princípio da contração.
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O resultado de existência local e as hipóteses necessárias sobre os operadores A e 

J  estão mencionados no teorema a seguir.

Teorema 2.1.1 (Existência Local): Seja A um operador autoadjunto em um espaço 

de Hilbert H  e J  uma aplicação de D{A) em D(A) satisfazendo:

(i) \ \ j ( m < c ( \ m m \ ;

(n) ||AJ(^)|| <(7(11011, I I^ ID II^ II ;

(ui) || -  J{40 ||< c ( || 4> I), II tf II) II ^  II ; 

(iv) II A{J{4>) -  m )  ||< C(|| J> II, H  II, II M  II, II Aj, II) II Â > - A i p  II .

para todo 4> e tjj 6 D(A), onde cada constante C é uma função monótona crescente 

que depende das normas indicadas. Então, para cada (f>o £ D(A) existe um T  > 0 tal 

que o problema de Cauchy (6) tem uma única solução <fi : [0, T) — > D(A) Ç H  con­

tinuamente diferencidvel. Além disso para cada conjunto da forma {(j) £ H  /  ||0|| < 

a, \\A(f>\\ < b} , com a e b constantes positivas, T  pode ser escolhido uniformemente 

para todo <fio nesse conjunto.

Demonstração:

Seja T  um número real positivo. Definimos o conjunto

X T =  {0 : [0, T) —> D(A) /  (j)(t) e A<j)(t) contínuas; sup\\(j)(t)\\+sup\\A^(t)\\ < oo}

Naturalmente, X T é um espaço vetorial de funções. Também verificaremos que 

a função :

|| • ||r : Xt —> K+

dada por

||0(-)||T =  sup ||^ (í) ||+  sup ||A^(í)|| 
te[o,T) te[o,T)
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= sup ||0 (í) ||jí+  sup \\A(j)(t)\\H
te[o,T) te[o,T)

é uma norma sobre X t ■ Assim, X t  é um espaço vetorial normado. De fato, 

Afirmação 1: Como A  é um operador autoadjunto e portanto fechado então 

( X t  , || • ||t)  é um espaço de Banach .

Prova: Primeiro provamos que ||0(-)||r =  sup ||0(í)|| +  sup ||A0(í)|| é uma
t€[0,T) te[0,T)

norma.

(1) IÎ IIt > 0-

(2) ||0 ||r  =  o <£=> (f) =  0

(=>) Seja ||0(í )||t =  0 então sup ||0(í)|| =  0 e sup ||v4.0(í)|| =  0. Mas se
te[o,T) íe[o,T)

sup ||0(í)|| =  0 temos que <f>(t) = 0, para todo t e [0,T), assim 0 =  0. 
te[o,T)
(4=) Seja 0 =  0 então ||0 ||r =  sup ||0|| +  sup ||A -0|| =  0.

í6[0,T) te[0,T)

(3) ||A0||t =  |A|||0||t , para todo A G C.

Seja À G C então

||A0||t =  sup ||A0(í)|| +  sup ||A(A0(í))|| 
te[0,T) t€ [0,T )

= sup |A|||0(í)|| +  sup |A|||A0(í)|| 
te[o,T) te[o,T)

|A|( sup ||0(£)ll+ sup ||A(0(í))||) =  |A|||0||r  
te[o,T) te[o,T)

||0 +  '0 | | t=  sup ||0 (í)+  í/>(í)|| +  sup \\A(<j)(t) +  ^(í))|| 
te[o,T) te[o,T)

< sup (11^)11 +  11^)11) +  sup (\\A(l)(t)\\ + \\AiP(t)\\)
te[o,T) te[o,T)

< sup ||0 (í) ||+  sup pL^(í)|| +  sup ||^ ( í) ||+  sup ||A^(í)|| 
te[o,T)  te[o,T) te[o ,T ) te[o,T)

=  ll^llr + II ÎIt
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Assim provamos que || • \\t é realmente uma norma.

Agora provamos que (X t  , || • ||t ) é um espaço completo (Banach). Para fazer 

isso, seja (<pn)n de Cauchy em Xt-  Devemos provar que existe 4> G X t  tal que 

(j)n —> 4> na topologia da norma definida em X T. Como (0n)n é de Cauchy em 

X t  então dado e > 0, 3 no tal que \\4>n — (j)m\\T < e para n , m >  no- Isto é:

SUp \\(j)n{t) ~  +  SUp \\A(f)n(t) -  A(j)m{t)\\H < e
íe[o ,T ) te[o,T)

para n, m  > no- 

Assim

(*) ll^n(í) -  +  IIM n (t )  ~  A<f>m(t)\\H < €

para todo t G [0, T) e n ,m  > n0-

Então para cada t G [0,T) {(j)n(t)}, {A4>n(t)} são sequências de Cauchy em 

H. Como por hipótese H  é um espaço de Hilbert (completo), então para cada 

t G [0,T)  existe <j)(t) e ip(t) G H  tal que:

0n(í) ->• e A(f>n(t) ^(í)

com (f)n(t) G D(A), Vn, Ví pela definição de X T-

Sendo A — A* e portanto um operador fechado (pois A* é sempre fechado) então 

cj)(t) G D(A) e i/}(t) =  Acj)(t), para cada t G [0, T).

Assim temos que <f>n —> <f> e A<j>n -* A(j) com ç5>(í) G D(A), Ví G [0,T).

Além disso tomando e = 1 temos :

110(011 H +  ||^ ( í) l |íf  ^ II0W — firioW + ll̂ noWII +  11^0(0 — A(j)n0\\ + ||A0no(í)||

< 1 +  ||0no(í)|| +  1 +  \\A(f)no(t)\\ < 2  + ll^no^)!! +  ll^noWII
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< 2  + C V t e [0,T)

com C constante positiva independente de t G [0, T) já  que 0no G X t-  Também 

0 e A(j> são limites uniformes de 0n e A(f>n respectivamente. Como 0„ e A(f)n 

são contínuas em [0, T) então também 0 e Acj> são contínuas em [0,T). Logo,

0 G X t-

De fato em (*) temos:

||0n(í) -  +  \\Mn{t) ~ A<f>m(t)\\H < e ; V n ,m  > n0 ; V í G [0,T).

Agora passando ao limite em m  obtemos:

||^n (í) -  0 W IIH +  \\A(j)n(t) -  M W W h  <  € V Tl > n 0 ] V t G [0 , T ) .

Isso diz que \\(j)n — 0||t < e, se n > no- Assim 0n —> 0 em X t . Logo X r é 

Banach. Com isto fica provado a afirmação 1.

Agora, para a > 0 fixado e 0 o G D (A) definimos o seguinte subespaço de X T :

=  /  0(0) =  0o e ||0(-) - e iÁt(j>o\\T<a}

onde elAt indica a exponencial do operador itA.

Observação 1: Seja 0 G X(T,  a, 0O). Então:

0) 1100011 ^  a  +  110o11j V í e  [0, T1);

(ii) ||A0(t)|| < o: +  ||A0O||, V í G [0, T).

Justificativa: (i) Como 0 G X(T,  a, 0O), então ||0(-) — eMt0o||r < ot, logo 

||0(í) -  eiv4t0o||ff < a, V í G [0,T). Assim ||0(í)||h -  ||eij4í0o||ff < a, o que 

implica que ||0(í)||h < a  + ||0o||ff, V t G [0,T).

(n) Como 110(*) -  eiylt0o||r < a  também tem-se que ||A(0(í) -  eIv4t0o||íí) < a,
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V í E [0,T). Da teoria de Semigrupos de operadores segue que \\A(j)(t) — 

elAtA(f)o||ff < a, V t 6 [0,T). Assim \\A(p(t)\\H -  ||eIj4tAçí>o||ií < a e isso diz 

que ||A(j){t)\\H < a +  ||A^0||/í, V t € [0,T).

A existência de uma solução local de (6) será obtida pelo princípio da contração. 

Para isso precisamos do seguinte resultado.

Afirmação 2: A aplicação S : X(T, a, 4>q) — > X  (T , a, 4>0) dada por

está bem definida e é uma contração se T  for suficientemente pequeno.

Prova: A seguir indicaremos por Ca distintas constantes que dependem apenas 

de a +  ||0o|| e/ou a +  ||A0O||- Seja (/>(•) G X(T, a, (f>0). Então, como e~ltA é um 

operador unitário em H, resulta que:

\\e-iA(t-(s+h)) J(0 (s + /*)) _  e-iMts)  J(«£(s))|| =

=  ||e- iA^ s)é AhJ{(f){s + h)) -  e~ij4(í-s) J(0(s))||

= ||e-M<,- s>(eM'‘J(</.(s + h)) -  JWs)))||

=  ||eiMJ (^ ( s +  />))- 

= ||e“ ‘ j((t(s + h)) -  c"”‘./(«*)) + é AhJÍÓ{:s)) -  J(ó(s])\\

< \ \J ^ (s  + h)) -  JWW)|| +  ||(e“  -  /)J(*(<0)||

< C(||*(s +  h)||, ||*W ||)||*(s+  h) -  0W|| +  C (||tf« ||) |W S)||||e‘M -  J||

< C (a +  11*11 , a +  ||«Ao!l)ll^ + ft) -  #011 + C (a +  ||0o ||)(a+  ||A,||)||eiM -■?!!

< C M ( s  + h ) ~  *(»)|| +  C J ( e iM -  /) ||

devido as hipóteses (i) e (iii) sobre J, a observação (1) e a hipótese sobre a mono-
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tonicidade das constantes dadas nas hipóteses do teorema. Assim, J{4>{s))

é uma função a valores no espaço de Hilbert H  e contínua na variável s. Também 

de forma similar prova-se, usando as hipóteses (ii) e (iv) sobre A e J  e a obser­

vação anterior que, Ae~‘lA t̂~3̂ J{(j){s)) é contínua na variável s.

Com isso a parte do lado direito de (8) está bem definida sendo a Integral no 

sentido de Riemann. Agora definindo

771= 1

então Tjn(t) —> rj(t) quando n —> oo, pela definição de integral de Riemann. 

Neste ponto, observamos que pelas hipóteses sobre J, temos que rjn(t) G D(A) 

para cada n G N. Então podemos calcular para t G [0, T)

n \ \ n\rn= 1

m= 1

771= 1

para todo n G N. Então pela definição de integral de Riemann da função 

g(s) =  e_^í_s^A J(0(s)) resulta que

Arjn{t)— >y(t)= f  e~l{t~s)AAJ(4)(s))ds 
J o

Então, como r)n(t) —* rj(t) e Arjn(t) —> y(í) e pelo fato de A ser um operador
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fechado, resulta que 77 (t) G D (A) e y(t) = Ar](t). Isto é, temos que

(8) A [  e - ^ - s^J(0 (s))ds =  [  e- i{t~s)AAJ{(t>(s))ds.
J 0 J 0

Além disso, usando novamente o fato de e ltA ser unitário e as hipóteses do 

Teorema, segue que:

||Ar}{t + h) -Ar](t)\\ =

"t+h,

L
e ~ iAh ç —iA(t—s)

e - i A h e ~ iÁ ( t - s )

M j(0(s))ds -  í  e- iÂ - s)A.J(4>(s))ds
J 0

ÍAJ((t)(s))ds -  f  e- iA{t- s)AAJ(<P(s))ds 
J 0

5AJ{(j)(s))ds -  f  e - iAhe~iA^ s)AJ((j>(s))ds +  J 0

+ r  e- m - * ) e- iAhA,J(cf>(s))ds- f  e- iA{t- s)AJ{cf)(s))ds
J 0 Jo

<

<

-iAhe-iA(t-s)A J ^ s^ dí + (e~iAh -  I )e - iA[t~s)AJ{(j){s))ds

/
t+h pt

p j(ÿ (« )) ||d s  + J  ||(e-iA& -  >AJ-(0(s))|| d»

/
t-\-h ptC(||0(S)i|, | |^ ( S) ||)M W S))||dS+ jí II(e -^  -  I ) e~iA^ A m s ) ) \ \ d s

< Cah sup ||XW í))||„+ f  \\(e~iAh -  I)e-‘A«-’>AJ(4,(s))\\ds
te[o ,T ) J  0

< kCaUWr + f  \\(e~iAh ~ I )e - iA^AJ{cj>{s))|| ds
J 0

Agora observamos que

\(e~iAh -  I )e - iA[t- s)AJ{4){s))II <

< II{e-íj4fc — /)|| ||e-M(‘->A/(0(s))||
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<||(e-“ *-/)||||A7(tf(<0)||

< ||{e-i-4 t - / ) | |C '( |W S) | | , P ^ ) | | ) | |A W S))||

< ||(e~a/l -  I)\\ C(a + ||0o|| , c* +  ||A 0o||)||^(0(s))||

< | | ( e - ^ - / ) | | C a ( a + | |^ o | | )

< 2Ca(a + ||yl^o||) =  constante

Isso diz que

\\(e~iAh -  I)e~iA^~s^AJ(</>(s))|| -> 0

uniformemente para todo s em [0, í) , 0 < t < T, quando h —> 0. Também diz 

que a norma acima é uniformemente limitada.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue:

hCa\\(j)\\T + í \\(e~lAh — I)e~lA^~^AJ{^>(s))\\ds —> 0 quando h -> 0 .
J o

Assim Arj(t) é um função contínua em [0, T). Similarmente podemos mostrar que 

r}(t) é contínua. Logo, S<f)(t) e AS<p(t) são contínuas para t G [0, T). Também,

como na estimativa acima, tem-se:

II ASM*)) II <

< \)Ae-itÁ<t>4 + U  [ ‘ e - iA^J(4>(s))ds\l  
J 0

< ll^oll +  í  \\AJ((l>{s))\\ds
J o

< \\Mo\\+ í  cGI^OOilJA^OOIDWWIM5J 0
< | |^ o | |  +  CQr  sup \\Acf>(t)\\

te[o,r)

< ll^oll +  CaT(a  +  ||A0O||)
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para t G [0, T), pois A(j>(s) G X(T,a,cf)o) e devido as hipóteses sobre A e J  no 

teorema e a observação 1.

Analogamente, é fácil verificar que sup ||S0(í)|| < +oo. Logo, pela defi-
te[o,T)

nição de X T resulta que S(j) G X T. Mas, queremos mostrar que na verdade 

Scj) G X(T,  a, 0o)- Para isso, de maneira análoga aos cálculos anteriores, mostra- 

se que para cada 0(-) e tp(-) G X(T,a,4>0), valem as seguintes estimativas:

(a) ||(50)(í) — e iAt4>o\\ < CaT  sup ||0(í)|| , para t G [0,T).
te[o,T)

De fato,

J 0 J 0

=  [  \\J((j>(s))\\ds < f  C ( ||0 (s ) ||) ||0 (s)||ds  
J 0 J 0

= C{a+\\(j)0\\) sup ||0(í)|j í  ds = CaT  sup ||0(í)|| 
íe[o,T) J o te[o,T)

pela hipótese (i) sobre J  e a observação anterior (lembrando que d7(||0||) é

monótona crescente em ||0||).

(b) ||A(S<j>)(t) -  Ae lAt(j)oj| <  CaT  sup \\A(j)(t)\\ , p a ra i G [0 , T ).
te[o,T)

Prova: Analogamente como no item (a), temos

\\A(Sm) -  Ae-iÁ,U  =

Ae~iMfo + A f ‘ e - ,At,- ’‘J(Msí)ds -  Ae~iA‘4,o Jo
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< [ ‘ c m * ) lU < K ° ) \ \ ) \ \M ( ° ) \ \ d s < C 0T  sup | |^ ( t ) | |  
J 0

f e - ^ A m s V d s  <  í  \\AJ{(f>(s))\\ds
J 0 j  0

(c) ||(S^)(í) -  (5^ )(í) || < CaT  sup II4>{t\ -  ^(i) || , para t e  [0 , T ).
te[o,T)

Prova:

í  e - iA{t- s)J{c/)(s))ds- [
J 0 j  0

/ V « ( ‘-*> ( / « » ) ) -  J(*(s)))ds 
J 0

< [  \\(J{(j){s)) -  J{ip(s)))\\ds < í  c?(||^(s)||, ||^(s)||)||(0(«)) — (^»(s))||d5 
J 0 JO

< C (a +  ||0o|| , a + ||^ b ||)  sup ||0(Í) - -0(í)|| [  ds
Í6 [0,T) J 0

< CaT  sup ||0(t) -  ^(í)|| 
te[o,r)

(d) ||A((50)(í) -  (5V»)(í))|| < CaT  sup ||A<f>(t) -  A ip (t) || , para í e [0 , T ).
te[o,T)

Prova:

\\A((sm -  ( s m m  =

A f  e~iA^~^J(<f>(s))ds — A í  e~tA^~s  ̂J(ip(s))ds
J o J o

-  j{̂ {s)))ds
J 0
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< í  C(||0(s)||, U(s)\\, ||A0(s)||, ||^ (s) ||) ||A ((0 (s)) -  (^(s)))||ds 
J 0

< T C (a +  ||0O|| , a+ l l ^o l l ,  a + P 0 o | | ,  ar+||AV>0||) sup \\A(<f>(t) -  -0(0)11
te[o,T)

< C aT  sup ||A(0(í) -  ^(í))|| 
te[o,T)

Agora notamos que para 0 G X(T,a,<j>o) tem-se pela definição de 50  que 

(50) (0) =  0o- Também usando as estimativas (a) e (b) e a observação 1 temos 

que:

||S 0 ( .) - e " “ (->0o||r  =

=  sup ||50(í) -  e_ a w 0o|| +  sup ||AS0(í) -  Ae~íy4(í)0o||
t€ [0,T) t€ [0,T)

< C aT  sup ||0(í)|| +  CaT  sup \\A(j)(t)\\
t€ [0,T) t e[0 ,T)

< CaT (a  +  ||0o||) +  CaT (a  + ||A0O||)

=  CaT(2a + ||0o|| +  ||^40o||) £  a

a
para T  suficientemente pequeno, ou seja: T < ■

~  Ca(2 a + ||0 o || +  ||A0o||)
Logo, 50  G X(T, a, 0O), se T  for suficientemente pequeno. Portanto 5  está bem 

definida, para T  suficientemente pequeno.

Finalmente, resta verificar que 50 é uma contração. Sejam 0 e -0 G X(T, a, 0O) 

. Então usando as estimativas (c) e (d) realizadas acima, temos:

| | 5 0 - 5 # r <

=  sup ||50(í) — 5'0(í)|| +  sup ||^450(í) — A5'0(t)||
te[o,T) te[o,r)

< CaT  sup ||0(í) -  -0(011 +  C<*T  SUP 11^0(0 ~ ^ (0 1 1  
te[o,T) te[o,r)

< í  \\A(J((f>(s)) -  J(ip{s)))\\ds
J o
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< CaT( sup ||0(í) -  ^(í)|| +  sup ||A(0(t) -  -0(0)11)
te[o,T) t6[0,T)

= caT\\<j>-nT.

Isto é,

1150 — S iP\\t < CaT\\(/> — ip\\r .

Logo, para T suficientemente pequeno, S é contração de X(T,  a, 0O) em X (T , a, 0O).

Deste modo, para T  suficientemente pequeno, sendo S  é uma contração em 

X  (T , a, 0o) (notar que X(T, a, 0O) é um subespaço fechado de X T e X T é espaço 

de Banach) seque, pelo princípio da contração, que S  tem um único ponto fixo 

0(-) em X(T,a,(f>o) que satisfaz a equação integral (7).

Queremos mostrar que o ponto fixo 0 G X(T, a , 0o)é solução de (6) no inter­

valo [0,T) para T  suficientemente pequeno. Para isso precisamos verificar a 

diferenciabilidade forte de 0(í). Temos:

e lA(t+h')cf)Q +  fg+h e lA(t+h S)j(0(s))cís e ^*00 +  f ^ e  lA^ ŝ J(0(s))ds

(A saber, basta tomar T  < min
Ca ’ Ca(2a +  II0oII +  ||^40oII)

a
}>

0(í + h) -  0(í) 
h "

h h

+ i  priA^ p r iAhJ((h(n^dft- -  í  e~iA{t- s]J((j)(s))ds,—iA(t—s ) —iAh
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( ç - i A h  _  j \  Q—i A t ^ ^
Visto que </>0 G D {A) , então -----------^ ----------  converge para —iAe~lAt4> 0 ,

lb
quando h —y 0 , pois — %A é o gerador do grupo e~ltA. Agora como J((j>(s)) G 

D(A), então pela teoria de Semigrupos de Operadores

J  e~lA(ts) ^  J(4>(s))ds — > J  e~I'4(í-s) — iAJ((j)(s))ds

quando h —y 0. Vamos justificar essa última convergência, isto é, vamos verificar 

porque:

r - )  •7« s»tfe = l  Sr"““"” (~ ít^ )  •7 W ( s ) ) t < s

Sabemos que o integrando do lado esquerdo converge, quando h —y 0 para 

e~iA^~s)(—iAJ((j)(s))) para cada s G [0, í) e portanto para /i suficientemente 

pequeno (digamos \h\ < S, õ > 0 fixo ) tem-se:

p - i A h  _  T
||e-i/l((-s)-----------J ( 0 (a))|| < 1 +  ||iA /(*(s))||

=  1 4- ||A /(tf(s))|| < 1 +  C(W(s)||, II^W ID IW W II < 1 + Ca(a +  \ \A U )

para \h\ < S, devido as hipóteses sobre A e J  e a observação 1.

Assim, o integrando é uniformemente limitado. Deste modo, pelo Teorema da 

Convergência Dominada, pode ser permutado o limite com a integral. Logo, 

realmente vale que:

lim C  e~iA^  ( e - \  \  J(0(s))ds =  í  e~iA{t- 3\-iA)J{(j){s))ds
J o V /  JO

Agora, vamos mostrar a convergência de

1 pt+h
i. / e- iA«-°)e- iAhJ{(t>(s))ds
h Jt
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quando h —> 0.

Vamos mostrar que

1 pt+h
(*) — / e^lA^~s^e~lAh J{(j){s))ds —» J(çi>(í)) quando h -» 0 .

h Jt

Observação 2: Pelo Teorema do Valor Médio para integrais de funções à valores 

em um espaço de Hilbert, tem-se:

1 Ct+h 1
- J  g(t, s, h)ds = — ■ g(t, s,h) • h = g(t, (s), h)

para algum s tal que t < s < t +  h, quando g(t, s, h) for contínua. Assim :

pt~̂ h
lim — / g(t, s, h)ds =  lim g(t, s, h) =  g(t, t, 0) 
h->0 h h->0

pois s —> t quando h —» 0 e g é contínua. Usando isso em (*), onde o integrando 

é contínuo, resulta que:

1 nt-\-h
lim -  /  e- iAit- a)e~iAhJ(<f>(s))ds -> e ^ ^ e 0 J{<f>(t)) = J(0(í)) 
h—tO h  J t

Assim:
d(j) (f>(t + h) — <t>(t)
— = lim ---------;--------- =
dt h^o h

— —iAe iAt(po +  Jifiit)) +

=  - i A  ( e~iAt<t>o + f * e - u{t- a) J{<t>(s))ds ĵ + J(<j>{t))

Então

^  = 4/(t) = + J ( m )  V t e  [0, T)

e portanto 0(í) é fortemente diferenciável em íE  [0, T)  e além disso, (f> satisfaz

(6). Logo, mostramos que (6) possui uma solução local.

f  e s) _  iAJ((f)(s))ds
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Agora, queremos provar a unicidade da solução local. Suponha que

— >d (a )

é uma solução de (6) continuamente diferenciável, satisfazendo 0(0) =  0o- Assim 

0 satisfaz:

A<j)(t) = i<f/(t) — i J (0(í)) , t € [0,T)  

e portanto Acf>(t) é contínua em [0, T). Também

sup |[0(í)|| +  sup ||A0(í)|| < +oo 
[0 ,T0) [0,7o)

para T0 < T.  Logo, 0 e  X^0. Além disso, desde que 0(0) =  cj>0 e 0 também é 

solução da equação integral (7), resulta

||0 ( í) -  e - ^ 0 o|ÍTo =

= sup ||0(Í) -  e ,i4í0o||H +  sup \\A(j)(t) -  Ae lAt(f>o\\H
[0,To) [0,To)

sup || f  e~lA^~s>)J((j)(s))ds\\H +  sup || í  e_Iy4̂ _^AJ(çi>(s))ds||H 
[0,To) J 0 [0,To) J 0

< CqTq < o; ,

se T0 for tal que T0 <

Assim, se T0 < min 71 j  segue que 0 € X(T0, a, 0o).

Como 0 também satisfaz a equação integral (7), então pela unicidade do ponto 

fixo, tem-se que 0(í) =  0(í)para t e  [0,T0) H [0, T).

Agora seja T\ o supremo de tais T0. Supondo T\ < T  vamos ter que

lim 0(í) =  0(Ti) e lim A0(í) =  A(j){Ti) .
t —tTi t —>Ti
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Assim í(T i) =  4>(Ti) £ D (A).

Então pela parte de existência local podemos prolongar a solução $ de modo que 

em um pequeno intervalo [Ti,T2), com 0 < Ti < T2 < T  , se tenha <f>(t) =

Isso contradiz o fato que Ti é máximo. Logo, T\ > T  e portanto

í(t)  =  ,

para todo í G [0, T). Assim $>(£) dada como ponto fixo de S  é a única solução 

forte do problema (6) no intervalo local [0,T). Com isso a demonstação do 

teorema 2 .1 . 1  está completa.

Observação 3: O corolário a seguir diz que se 4>0 G H  então a equação integral (7) 

possui uma solução contínua, que pode não ser diferenciável, isto é, o problema (6) 

pode não ter uma solução forte. A solução contínua da equação integral (7) é chamada 

uma solução fraca ou generalizada do problema (6).

C orolário 2.1.1 : Se A é um operador autoadjunto em um espaço de Hilbert H  e 

suponha que J  seja uma aplicação não-linear de H  em H e satisfaz o item (iv) do 

teorema (1). Então para cada (fro G H, existe um T  > 0 tal que (7) tem uma solução 

continua <j>(t) em [0, T). T pde ser escolhido uniformemente nas bolas de H.

Demonstração:

A demonstração é similar, somente que é mais fácil já que não precisamos dife­

renciar a equação integral. Apenas precisa definir:

X(T,a,<fio) =  {V'OO : [0,T1) —> H  contínuas /  sup \\ip{t)-e~lÁt(j)Q\\ < a, ip(0) =  (f>0} .
te[o,T)

A partir deste ponto a demonstração segue os mesmos moldes da demonstração 

do teorema 2 .1 . 1  .

Observamos que as hipóteses (i) e (ii) no teorma 2.1.1, seguem das hipóteses (iii) e (iv) 

respectivamente. Elas foram especificadas separadamente apenas para simples com-
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paração com as hipóteses do teorema 2.2.1 abaixo. Observamos também que a mesma 

demonstração mostra a existência local em um intervalo (—T, T ) visto que e~lAt é um 

grupo. Isto é bem conhecida do cálculo onde as equações diferenciais ordinárias não 

lineares podem não ter soluções globais no tempo (por exemplo: ^  =  x2). Como 

nesse caso, podemos provar a existência global se tivermos alguma estimativa apriori 

que garanta que a solução é limitada.

2.2 Existência Global

O teorema de existência global de soluções fortes para o problema de Cauchy (6) 

é o seguinte:

T eorem a 2.2.1 .-(Existência Global) Sejam A, J  e H  satisfazendo as hipóteses do 

teorema 2 .1 .1  exeto (ii) que é substituído por:

(ii’J \\AJ{(j))\\ < Cdl^ll)||A<f>\\ (isto é, C não depende de

Supor também que em todo intervalo finito no qual uma solução forte de (6) existe, 

||0(í)|| é limitada. Então (6) tem uma única solução global para todo t.

Demonstração:

Pelo teorema 2 .1 . 1  sabemos que existe uma solução em [0, T) para algum T  > 0 

suficientemente pequeno. Seja T  o supremo dos números T  tal que a solução 

do problema de Cauchy (6) existe em [0, T) com ç!>(í) e A(j>{t) contínuas. Então 

tem-se que T < oo ou T  = oo.

Suponha que T  < oo . Vamos mostrar que ||.A0(í)|| é limitada em qualquer 

intervalo finito [0, T) com T  < T, isto é, em qualquer intervalo finito onde a 

solução existe. A solução de (6) satisfaz a equação (7) em tal intervalo, assim:

Ae-iM(t>0 + A I eí  e- a (t- s)j(<Ks))dí 
J 0
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< ||A0o ||+  [  i|e s)A J(0 (s))||íis por (8)
Jo

< \\A<f>0\\ +  í  \\AJ(<f>(s))\\ds 
J o

< | | ^ o | | +  [* C(M8)\\)\\A<K8)\\d8 
J 0

onde a última desigualdade decorre da hipótese (ii’). Também por hipótese 

temos que ||0(s)|| é limitada em todo intervalo finito [0,T)  onde a solução exis­

te, então:

u m \  < u m + c{T)  f  u M W d s
J 0

Agora usando a desigualdade de Gronwall segue que :

II^W II ^  | |^ o ||e TC^  =  constante

Assim mostramos que ||A^(í)|| é limitada em qualquer intervalo finito [0, T) com 

T  < T  .

Vimos na demonstração de existência local de soluções no teorema 2.1.1 que 

o comprimento do intervalo de existência de soluções depende somente dos 

números \\4>o\\ e ||A0O||- Portanto se escolhermos um ponto 7\ suficientemente 

próximo de T  podemos então construir uma solução do problema de Cauchy (6) 

no intervalo [Ti, T2), onde Ti < T  < T2. Então pela unicidade local, esta solução 

estende nossa solução anterior no intervalo [0, T ) o que contradiz a maximali- 

dade de T, logo T  não pode ser finito. Portanto T  — ooe assim a solução existe 

em [0, oo) . De forma similar é possível mostrar que existe uma única solução 

no intervalo (—oo, 0] . Logo, o problema (6), com as hipóteses do Teorema 2.2.1 

tem única solução global.
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Capítulo 3

Aplicações

3.1 Introdução

Neste capítulo estudamos como os teoremas de existência do capítulo 2 podem ser 

aplicados. Para fazer aplicação a um problema específico, geralmente deve-se provar as 

quatro hipóteses de um dos teoremas de existência que aparecem no capítulo anterior. 

Isso algumas vezes depende de longos cálculos e das estimativas de Sobolev. Em 

geral, as estimativas são verificadas num conjunto denso no espaço vetorial onde o 

operador A atua e então por um argumento de limitação e densidade segue que as 

estimativas são válidas em todo o domínio de A. Finalmente, visto que estamos 

tratando com funções à valores vetoriais, em alguns argumentos extras é necessário 

o uso de desigualdades de energia. Como muitos desses detalhes são de natureza 

técnica é importante que sejam bem detalhados para se entender toda a natureza do 

problema.

Assim, nos exemplos vamos procurar provar a maior parte dos detalhes técnicos 

envolvidos.

A transformada de Fourier em L2(M3) de uma função /  será representada por 

/ .  Consideramos conhecido do leitor as propriedades da transformada de Fourier 

em L2 (R3) tais como o teorema de Plancharel. Para referências sobre tal tema ver
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D.G.Figeuiredo [3], S.Kesavan [5], J.E.M.Rivera [16].

A seguir estabelecemos algumas definições básicas.

Seja A o operador de Laplace em R3, isto é, — A u  = —D^2,2,2^u, para u : R3 —> R, 

então a realização de —A:

- A  : D(—A)  C L (B. ) — > L (E )

com

D ( - A )  = { u £  L2{R3) /  -  A u  e L2 (R3)}

é um operador autoadjunto. Disso decorre que o operador —A + m2, com m 2 > 0 

uma constante é autoadjunto. Também —A  + m2 é um operador positivo. Logo, 

existe o operador raiz quadrada positiva de — A +  m2, dado pelo cálculo funcional e 

que representamos por B  =  y /—A  + m 2 — (—A +  m2)^ que também é um operador 

autoadjunto e positivo (ver [17]).

Naturalmente, o operador B 2 =  — A +  m 2 tem domínio dado por :

D(B2) =  {« £  L2(R3) /  (—A +  m2)u E L2(R3)}

= { u e  L2{R3) /  (|£|2 + m 2)u E L2(R3)} =  H 2(R3) .

O domínio do operador B  é dado por:

D(B)  = { a £  L2(R3) /  (—A +  m2)^u E L2(E3)}

= {u E  L2{E3) /  (|e|2 +  m 2)^u E L2(R?)} =  H ^ R 3) .

Também consideramos neste capítulo o seguinte espaço

X =  {(u,v) 6 L2(R3) x L2(E3) /  \\Bu\\2L2m  < oo} =  D(B)  x L2(E3)
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com a norma:
|2 II E?„,l|2 I | | „ , | |2

Observemos que D (B ) é um espaço de Hilbert com produto interno dado por 

(u, v)d(b) — (B u , B v)l2(K3) visto que B  é um operador fechado (De fato, B  é autoad- 

junto) e estritamente positivo. Logo, segue que X  também é um espaço de Hilbert 

com o produto interno

((u, v), (ui, t>i))x =  (Bu, Bui)li(r3) + (v , v i ) l2ç&3)

Neste capítulo o símbolo ||.|| sempre indicará a norma em X  e ||.||p indicará a 

norma usual em Lp(R3).

Nestas aplicações o operador A que aparece nos Teoremas abstratos do capítulo 

dois será sempre o operador

(  0 (  0 /
A = i \  \ = i

l —B 2 0 J  y A  -  m 2 0

sendo I  o operador Identidade.

Temos que A  é autoadjunto em X  com domínio

D (A) =  {(u, v) E X  /  u 6 D(B2), v E D(B)} = D (B 2) x D{B)

Também nas estimativas que serão realizadas diferentes constantes serão represen­

tadas pela mesma letra C.

3.2 Equação de Klein-Gordon

Neste primeiro exemplo de aplicação dos resultados do capítulo dois considera­

mos o problema de Cauchy associado com a equação de Klein-Gordon (mecânica
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relativística), a saber

utt — A w  +  m 2u +  X\u\2u =  0 , x  G 
ií ( z ,0 )  =  <p(x) G H 2(R3) 

ut (x, 0) =  ip(x) G H l (R3)

onde A > 0 é uma constante.

Esse problema é equivalente a

wt = —iAw + J(w ) 

ui(0) =  w0

com

ui ; A  =  i

\

0 I

A — m 2 0

^ /  
; J(w) =

\

/  \
<p

\ i > ,

onde a aplicação J  deve ser considerada como uma aplicação J  : D (A) —> D (A) . Isso 

é um item que deverá ser provado.

N ota: Como A* =  A, isto é, A é autoadjunto então iA é um operador skew-adjunto 

e portanto o teorema de Stone (ver apêndice, A. Pazy [1 1 ], Reed e Simon [14]) diz 

que iA  gera um grupo C° unitário: T(t) = eltA , t G K. .

Observação 1: Para u G D(B2), usando as propriedades da Transformada de Fourier 

e o Teorema de Plancharel, temos:

ll^liiaORS) =  (B u ,Bu) l  2(R3) =  (JB2u,w)L2(K3) =  ( ( -A  + m 2)u,u)L2{R3)

— ( -A u ,u )L2íR3) +  m2(u, u)L2ms) =  / \Vu\2dx + m 2 \u\2dx
J E3 J R3
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Para estudar a existência local, primeiro notamos que o dado inicial w0 = (</>, ijj) G 
D (A) =  H 2( R3) x i í 1 (M3) . Em segundo lugar notamos que conforme observado no 

final da secção 2.1 , para aplicarmos o teorema de existência e unicidade de solução 

local, somente precisamos provar que:

3.2.1 Existência Local

(i) /(O) = 0 ;
(ii) J  : D(A) — > DIA)  ;

(iii) || J(U) -  J(l7i) ||<  C(\\ U II, || U\ II) || U -  £A || ;

(iv) || A(J(U) -  m , ) )  ||< C(|| U II, || Ui II, || AU II, || AUi II) || AU -  AUX 

para U, U, € D(A) =  DIB7) x D(B)  = ÍÍ2(K3) x H 'fR3) .

Justificativa:

(i) De fato, tem-se que J (0) =  (0,0) =  0 .

(ii) Seja U =  (u, v) G D(A) . Então u G H 2(R3) e v G i í^ R 3) . Precisamos provar 

que J(U) =  (0, — X\u\2u) G D(A). Isto é, precisamos provar que — X\u\2u G H 1(R3) . 
Aqui, em vez de trabalharmos com \u\2u , vamos trabalhar com u3 pois os cálculos 

são parecidos.

já  que u G H 2(R3) onde a desigualdade acima decorre do corolário (1.2.1)

Temos:

< +oo .
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Na primeira desigualdade acima usamos o lema 1.2.2 , que diz que se u G H 2 (K3) 

então u G L°°(E3)).

Usando (b) temos:

<9u3
+

<9u3
dxo +

du3
dx < +oo

Logo, para m g H 2(R3), usando (a) e (b), isto é, usando que

m3IIl2(m3) +  l|v«3| | |2(R3} < +oo

concluímos que u3 G Ü ^ R 3) .

Observação 2 : Se tivéssemos trabalhado com |u|2it, teríamos:

ã | (l“|2") = l”2|̂ +2“Msg"(“)ê ;

i i9 du . , =  u ----- h 2 «
OXi

, du 
dxj 3|u|

, du 
dxj

e as majorações em (a) e (b) seriam parecidas. Concluímos que se U G D(A) então 

J(U ) G D(A). Portanto, resulta que (ii) é válida.

(Ui) Sejam U =  (u,v) , U\ =  (mi,í>i) G D(A). Então:

J ( [ / )  -  J(Ui)  =  (0, - A ( |« |2u -  M V ) )

Assim:

||J(E0  -  J (ü i) |U  =

=  ( l | - ® ( 0 ) l l i 2 ( R 3 )  +  II -  A(|u\2u — | « l | V ) | | l 2 ( I R 3 ) ) 2

uru — | w i| 2 U i | | z ,2 ( R 3 )
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=  |à|||(m -  « i)(|tí|2 +  uiíi) + u \ ( ü -  üT)||l2(K3) 

^  | A | ( [ | ( «  — U i ) ( | m | 2 - f  Ü M i ) | | i 2 ( K 3 )  +  \\u\(ü — Ü r ) | | z , 2 ( R 3) )

^  l^l(ll(u — ui)Iu2|||l2(ir3) + ll(u — ui)uui\\L2̂M3) +  \\u\{u — m7)||L2(E3))

<  C ' | A | ( | | V ( ' u  — « i ) | | l 2(r 3) I | V u | | | 2(R 3) +  | | V ( w  — W i ) | | l 2(r 3) | | V u | | í ;2(K 3 ) | | V w i | | L 2(IR3) +

+ ||v ( ü - « r ) | |L2(K3)||vui||2L2(R3))

=  ^ l A I l I V C «  -  Ul)  ||l2(R3) (II Vu||2 2(R 3) +  ||Vu||x,2(R 3)||VU i||l2(R3) +  ||VU l||Í2(M3) )

onde a última desigualdade acima decorre do corolário 1.2.3 .

Agora como \\U\\\ =  ||(u,i;)|& = p u l l ^ s )  +  IMIz2(R3) , temos: 

ll^ lk  > ||S«||l2(E3) = (||Vu||Í2(R3) + 7™2|M |l2(R3))2 

pela observação 1.

Com isso concluímos que:

J(U) -  J{U{) < c\x\\\u -  ihWxWWx +  H ^ I U I I ^ i l k  +  \ m 2x)

= c m \ x , m \ x ) \ \ u - u 1\\x

sendo Cdlt/H ^JI^ilU ) crescente em seus argumentos.

Isso justificou a validade da estimativa (iii).

Finalmente, para provar a existência de uma única solução fraca do problema de 

Cauchy para a equação de Klein-Gordon, resta justificar o item:

42



(■iv) Sejam U =  (u,v ), U\ = (ui,vi) E D(A). Então

/

Com isso temos:

\ /
= %

-A(|m|2u -  |u i|2ui) 

0

IIA(J(U) -  AUOWx = ||(—iA(|u|2w -  K I V ) ,  0)11x

= ||S (-A (|« | u -  |«i| u i))||L2(k3) +  ||0 ||L2(R3) — |A| \\B(\u\ u -  |ui| wi)||L2(R3) (3.1) 

onde u e u\ E H 2(R3), pois U e Ui E D(A) = H 2(R3) x H l (M?) .

Continuando, pela observação 1 resulta que:

\\B(\u\2u -  \u1\2u 1)\\2L2 m  =  l!(—A  4- m,2)^ ( |w |2w — | ^ i | 2^ 1)|IÍ2 (M3)

=  f  \v(\u\2u — \ui\2ui)\2dx + m 2 f  |(|u|2w — |wi|2iti)|2cíx (3.2)
J R 3  J R 3

r  3

dxi (|u|2ií -  |wi|2ui) dx + m 2 /  \\u\2u — \ui\2u\\2dx 
J u 3

Precisamos estimar essas duas últimas integrais. Temos:

m ‘' [  \ ( \ u \ 2U -  |U x \2 U i ) \ 2 d x  =  m 2 | | | u | 2u  -  | u i | 2 W i | | i a (RS) 
J R  3

= m (■U -  «i)|w|2 +  ux{\u\2 -  luiHliajRS)

<  2m2{\\(u -  Mx)|m||m|||Í2(R3) +  I M M  -  |« l| ) ( |« | +  l« i|)llia (K3 ))



Como u, ui € H 2(RZ) então u, u\ e  i í 1 (R3) e também é fácil ver que |u|, |«i| 6 

i/^IR3) . Assim, usando o Corolário 1.2.3 , obtemos:

m 2 í  \(\u\2u — \ui\2ui)\2dx <
J  R3

<  C ,m 2 (| | V (u — 'Ui )|||2(R 3)||Vw ||^2(IR3 )+ | | V m i ||£2(|R3)||V(|m | — |m i |)||^2(R3)||V (| w |+|u i |)||2 2(iK3 ))

<  C m 2(\\V(u — U l )  ||i2(R3) II Vu[|i2(R3) +  II Vui  | |i ,2 (K3) II V(w — U \ )  ||i2(R3) II V ( |u |  +  |Wl|)||^2(R3))

<  C m 2\\V (u  — M x ) | | | 2 ( K3 ) ( | | V w | | | , 2 ( E 3) +  I I V U l I l l ^ R S j d l V l í I l i a j R S )  +  | | V U l | | | 2 (K 3 ) ) )

Agora, lembramos que

W W x  =  I K ^ ^ I I x  =  \\B u \ \ l > m  +

e

\\A(U)\\2X = ||(u, (A — rn2)u)\\\ =  H-fíf |Il2(r3) +  ||(A — m  )it||x,2(R3) .

Então

ll^llx ^ II-̂ “ IIl2(ir3) = l|Vu||Í2(Rs) + ^ 2IÍ^||l2(r3)

e

\\A(U)\\2X > ||(A -  m 2)u\\2L2m  = ||A u |||J(r3) +  m4||« ||^ (R3) -  2(A u,m 2tí)i 2(S3)

=  IIA w IIl 2(r 3) +  ™ 4 | M I l (r 3 ) +  2 r7 z 2 ||  V u | | | 2(R3)

Portanto

m2 [  \(\u\2u -  !Ki|2« i)|2dx < C\\A(U -  U J W l m i x  +  i m 2x \ m 2x  +  I M i )
J R3

= C ( \ \ U \ \ x , \ m x ) M U - U 1) fx
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sendo C(||t/||x,||C^i||x) crescente em seus argumentos (como se requer nos teoremas 

de existência do capítulo 2). Com isso temos que

m ‘! [  \(\u\2u -  \Ul\2Ul)\2dx < C{\\U\\x, ||C/i|U)||A(U -  U: 
J K3 líllx (3.3)

Agora vamos estimar

r 3L t ; -^r \ \u \2u -  \ui\2ui) dx ■U \_d_
\dxi

(\u\2u -  |« i|2tíi) dx

Para tanto precisamos majorar adequadamente

^ - ( \ u \ 2u -  M V ) dx Ql |2 du . ,2 ^ 13|«| g—■ — 3|«i| dxi
dx =  9

. ,9 du . ,ndui 
'“ ' f e “ 1“ ' 1 &

dx

para % =  1, 2, 3 .
i i9 du , l9cV  , ôií io |o , ,9N9iíi

Agora, desde que N  — \ui\ ~^zr = ( ã l—  +  (M — K l )'dxi dx; dx; dxi
Se obtém

/Jrz

. ,9 du . ,odui
u ã----- KOX j  OX i

dx
dui
dxi dx

< 2 / /  du du\
dxi 1 W

^ |ií|2 dx + 2 f  
)  J R3

dx

= 2
du dui 
dxi dxi

u\ + 2
L2(R3)

(kl - KIXM + Kl)ôltl
dx,. L2( R3)

Como u e ui E H 2(R3) então a, wi, e G i í 1 (M3) , para i =  1, 2, 3 . Assim,
L/*Z/j l / X j

usando o corolário 1.2.3 obtemos:

, du 
dxi Kl29wi

foi
cia: <

< C ((||V (a(^  )||l2(r3)||Vu | |^ (K3))2+(||V (m- mi)||ls(r3)||V(|m|+ |txi)|||L2(R3 ) ||V ^ - ||L2(R3))í
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para % — 1, 2, 3 .

Agora, pelo teorema de Plancharel temos

dux
dxi l 2(r3) •'R3

,dux
dxi

dx J dx = J le!J R3 ¥ i « i i 2de

< [  |^|4|m1|2̂ =  [  (|É|2K I)2#  = [  l-AÙll2d x =  [  |A ui|2dz =  ||A u i|||a(R3) 
7 k 3 J r 3 j r 3 « 3

Assim, para % — 1 , 2 , 3 vamos ter:

dui
dxi L 2(R3)

 ̂ Il A lil ||2 2(JJ3)

Do mesmo modo se obtém que

d(u — u \) 
dxi L2(R3)

< Il A(u — Wl)||l2(K3)

Usando esses resultados

/J R3
du , ,odui-  K l dx <
dxi 1 11 dxi

< C'((||A (u-U l)||í/2(M3)||Vu||i2(]K3))2+(||V(u-'Ul)||£,2(R3)||V(|«|-|-|Wl|)||i2(IR3)||AUl||z,2(IR3))2)

< C(||A(u -  Wl)||Í2(K3)||Víi||^2(]R3) + 

+ ||V(u — Ml)||l2(E3)(||Vu|||2(K3) + S|Vwi||i2(M3))|| Azi1 | | i2(R3))

Como

ll^llx ^ I|-̂ UIIl2(IK3) — ||Vli||22(R3) + ra2|KlL=(R3)

ll^^OHx ^ ll(A — m2)ull i2(R3) — II^uIIl2(r3) + m4|lulll(R3) 2(Au,m2zx)x(R3)

46



— II^u IIl2(E3) +  m4|MlL(R3) + 2m2||Vwll!2(IR3)2 | l v 7 „ . l |2

então segue que:
du ,dui

|U| Ox, '“ ll d u

< C\\A(U -  EA)||Í(||!7||i +  l|Al/1|Hr( | | [ /&  +  ll^ll^))

dx <

= C(\\U\\X, 1117, |U, WAU^WAiU -  UM]

Agora, como

í  è ~ ( \ u \ 2u -  |« i |V )
OX i

j  f  ll 12 du dx =  9 y  / u ------
7e3 I dxi

2dui 
w  t e

dx

IR3
, du . „ôüi
I“ 1 ã í 7  -  w 9x,: dx < C(\\U\\X, \\UxWx, WAUrWx^AiU -  £4)11;

para z =  1, 2, 3 ; concluímos que:

3
í  è  l í r - ( l“ [2” -  í“ i|2“ i)[2*  <  C(\\U\\x, II^IU, \\AUi\\x)\\A(U -  Ui)\\2x  (3.4) 

•m3 “ 7 C)XÍ

Combinando as estimativas (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) resulta a validade do item (iv) 

Consequentemente, todas as hipóteses do Teorema de Existência Local são válidas 

para o sistema:

wt - —iAw + J(w) 

w(0 ) = w0

o qual é equivalente ao problema de Cauchy associado a equação de Klein-Gordon. 

De fato, a solução w(t), pelo Teorema de Existência Local, está na classe

C ([0 ,T ) ; D (^ ) )n C 1([0,T);A')

para algum T > 0 suficientemente pequeno.
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Portanto, a solução u(t) =  w\(t), sendo w\ a primeira componente de w, está na 

classe

c 2([o,r); l 2(r 3)) n c71([o,t ) ; h \ r 3)) n c([o,r ) ; h 2{r 3)) .

Assim, o Problema de Cauchy para a equação de Klein-Gordon, com dados iniciais 

em i í 2(R3) x i í 1 (R3) , possui uma única solução local forte.

3.2.2 Existência Global

Vamos verificar a existência de solução global forte. Como já  temos uma única 

solução local forte, para verificarmos a existência de uma solução global forte pre­

cisamos provar ainda os seguintes itens:

Seja w =  (u,v ) G D(A). Como J{w) =  (0, — \ \u 2 \u) e AJ(w ) =  i(—X\u2 \u, 0)

\\AJ(w)\\2x  =  ||(-AM 2M )||2x =  P (-A | u 2|n)||22(K3) =  |A|2||B(|ti2|«)||ia(R3) 

onde u G H 2(R3) pois w = (u,v) G D(A) =  H 2(R3) x i í^ R 3).

P rova de (v):

então

Precisamos estimar

\ \ B ( \ u \ 2 u ) \ \ l 2 i R 3 )  =  \ \ ( - A  +  m 2 ) ^ \ u \ 2 u \ \ 2L 2R 3 =  í  \ V ( \ u \ 2 u ) \ 2 d x  +  m 2 í  \ \ u \ 2 u \ 2 d x
JR 3 J R3

Como u  G i í^ R 3) podemos usar o
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corolário 1.2.3 . Com isso temos:

m ■ / .  IM2u|2da; — |luwulli2(R3) < m ^ llV u ll i .^ H V u ll i^ I lV u l l i^ » )

Mas, como

I M U  ^ ||-Bw||L2(R3) — (IIVull^R,) + 7n2||w||Í2(R3))2

I I ^ H I I x  > II(A -  m2)u||£2(R3) =  IIAullla^s) +  m4i |« || |(R3) - 2  < A u , m 2u >

I|Aw|||2(E3) +  rr^lM l^s) +  2to2|IV uIIl2(r3)2|Iv 7„.I|2

segue que

m2 í  \\u\2u\2dx < C\\A(w)\\2x (\\w\\2x )2 = C ( | M U ) I I ^ M I  
Jm. 3

Vamos estimar

/>/Ra
|v(M2ti)|2di = dx = j 2 Í  hl«!2! 51J R 3  OXi2=1

cfo;

' du
Cómo u G H 2 (E3) então —— G í f x(E3) e assim, usando novamente o corolário 1.2.3 e

0%i
o teorema de Plancharel obtemos (ver prova do item (iv) na parte da existência local)

/J k3
ti , du 

dxi
dx = ; ÔU

dxi L2(R3)
< C(l|V«||L V ) ||Vu||L V ) ||A „ ||L V , f  = (,»)

Observando que
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obtemos que

f í n  2
u\2~  dx < C1|A(«,)|&(|M|2* ) 2 =  C(\\w\\x )\\A(w)\\2x

Assim, usando o fato que

m 2 f  | \u\2u\2dx<C(\\w\\x )\\A(w)\\2x
Jk.3

e

JR 3

temos que

\\AJ(w)\\2x  < C (||-u;|U )||A H ||^ +  C d |H |x )||A(u;)|| 2
X  ■

Isto é

\\AJ(w)\\x < C (||íí;||)||A H

Logo, o item (v) está provado.

Prova de (vi):

Fazemos a seguinte observação.

Observação 3: Observamos que não foi exigido que À > 0, mas notamos que só 

é possível provar (vi) para À > 0.

Para provar a limitação da solução usamos o método da energia. A energia para a 

equação de Klein-Gordon é dada por

para todo t no intervalo de existência [0, T) (pode ter T  = +oo) .
/

E fácil ver que
dE(t) 0

d t
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no intervalo de existência.

Portanto,

E(t) =  constante =  ^(O)

no intervalo de existência.

Assim,

E(t) =  ^ í  (\Bu \2 +  u2t )dx +  7  /  \u\4dx =  £'(0) .
2 Ju3 4 3

Desde que A > 0 tem-se :

m  = -B(í) > i J j \ B u \2 + = idlBulll»,*., + IKII !*(„»,) = jlMft
no intervalo de existência 

Portanto

. Assim, também o item (vi) está provado.

Com isso, concluímos que o problema de Cauchy para a equação de Klein-Gordon 

possui única solução global forte.

3.3 Equação de Seno-Gordon

Agora consideramos como um segundo exemplo para aplicar o Teorema Abstrato 

de Segai de existência de soluções, o seguinte problema de valor inicial associado a 

equação de Seno-Gordon:

*
Utt — A u +  m2u +  Asenu =  0 , x e  M3, i e  M

< u(x, 0) =  (p(x) € # 2(M3)

U í(x ,0 ) =  ip(x) €  H l (B?)

Hl* — constante
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Tomando:

w =
í

0 I
; J{w) =

(
o

/  \
<p

temos que o problema acima é equivalente ao problema:

{
wt =  — iAw +  J(w) 

w(0) =  w0

Neste exemplo também consideramos os seguintes espaços:

X  = D ( B ) x L 2( R3)

D(A) = H 2{R3) x H ^ R 3)

onde B  =  (—A +  m2)K

Para pôr este problema nas condições do teorema de existência e unicidade de 

soluções locais precisamos provar que:

(i) J(0) = S ;

(ii) J  : D(A) — » DÍAf  ;

(iii) || J(U) -  J(Ut) II< C(|| V  II, || U, II) || U -  U, || ;

(iv) II A(J{U) -  J{Ui)) ||< <7(11 V  II, II t/, II, II AU II, II AU, ||) || AU -  AUt || .

Verificação das Condições (i) • • • (iv):

(i) J (0,0) =  (0, -AsenO) =  (0,0)

(ii) Seja U =  (u,v) e D(A) então temos que u £ H 2(R3) e v G i í^ R 3). Pre­

cisamos provar que J(U) =  (0,-Asenw) G D(A). Isto é, devemos mostrar que se 

senu e H l (R3). Para isso, basta provar que senu e V(semx) são funções de L2(R3).



Para ver isso é suficiente mostrar que:

Isenitl dx ) < 0 0

Mas,

|Vsenu|2d:c ) < 00 .

pois u G H 2 (R3) c  1? 

Também

senul dx)  < ( I \u\ dx)  < 0 0

7
d_

dxi
senu

2 \  2
dx = (/V Jpj

du
dxi

cos u
2 \  2 

dx <-(j \ Ju  3

2 \  2

dx

Então

du
dxi

2 \  2
dx I < 0 0

pois G H 1 (K3) C L2(E3) .

Assim, senw G i í 1

(iii) Sejam £/ =  (it, v) e Ui = («i,t>i) G D(A). Então

J(U) — =  (0, —A(senw — senwi))

Assim:

|| J(U) -  J{Ui)fx  =  ||(0, —A(senit -  senui))||^ =  || -  A(senu -  senui)||£2(J83)
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= |A|2||sen u -sen « i||22(K3) < |A|2||u -  u i||L2(r3) < \\\2^~\\U - U i f x
U h

A última desigualdade acima é válida, pois:

11« -  «l|IÍs(R2) =  ~õ\W -  “ l|IÍ2(R2)W2 < ~ 4 (m 2\\u -  +  ||V(« -  « l)||ia(Ra))TTb 7FL

= h m » - u 1)\\iHm < ± \ \ u  -  U 4 1 .
I(L IIu

Com isso verificamos que

||J ( l / ) - J ( C / 1) |U < C ||£ / - C /1|U

(iv) Para U =  (u,v) e U\ =  (mi,ui) e  D(A) temos:

A(J(U) — J(Ui)) =  A(0, —A(semt — senui)) =  —iA(senu — senui, 0)

Então:

||A(J(U) -  J(Ui))\\x =  || -  íA(semt -  semti,0)||x =  |A|||jB(senti -  semji)||£2(]R3)

= |A|j|(—A +  m2)^(semt -  semti)||L2(R3) .

Já vimos que para u e H 2(M3)

f  |Vu\2dx + m 2 f  |« |2o?a; .
J R3 J R3

Portanto

{ - A + m 2)i (senu—senui)|||2(R3) =  /  iV ^em t-senu^ l^x+ m 2 / |semi—senui|2dx
J R 3  J R 3
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(* I dPrecisamos majorar / —— (senu — senui)
JR 3 OXi

dx , para i — 1, 2, 3

/Jm3
^-(senw  — senui)
OXi

dx = / C O S U --------- COSWi-r—
axi OXi

dx

= / COSU
Ô(lí — Mi)

dxi
+ (coszx — COSMi)

dui
dxi

dx

- L
s L (:

d(u — Ui) (  „ ( u  + u]_\ f u  — u i \ \ d u i  
costt—-—------ 1 +  —2sen ( — z—  ) sen

dxi

d(u — ui)
dxi

+ 2

dxi

. u + u i \  f u  — Ui\  \  du\ 
-2sen — -—  sen

dx

dx
2 ) V 2 ) )  dxi

onde a desigualdade é devido ao fato que |a +  b\2 < 2 \a\2 +  2 |6|2 para a e b números 

reais.

Continuando, obtemos que:

d_
dxi

(senw — sentti) dx <

< 2 /Jrs

d(u — ui) dx + 2 [  4 U +  Ui
2

U — U\
2 du\

dxi Jm? 2 2 dxi
dx

IJ«3
d(u — ui) 2 , 1 fdx ^—  /

dui
dxi 2 7R3 dxi I u +  Mi|2|u — uA2dx

< 2 /JR 3
d(u — u{)

dxi
dx+C ( j  V ^ —̂ ctej ( /  \V(u +  ui)\2dx^  |V(u — ui)\2dx

onde a última majoração decorre do corolário 1.2.3 , que pode ser usado uma vez que 

u e u  i 6 H 2 (R3) .

Agora, pelo teorema, de Plancharel temos que



Concluímos então que

[  (senu — semt!) 
JR3 I OXi

dx <

<2/J R3
d[u — ui)

dxi

para i — 1, 2, 3 . 

Então

||V(senu—senu i)|||j(R3) =

dx+C ( /  \Aui\2dx |V(u +  ui)\2dx |V(u — Ui)\2dx

f  <9(senu — seniíi) d(senu — senwi) 9(senit — seni^) 
\  dxi ’ dx2 ’ dx3

<9(sen u — semtx)
dxi +

L2(K3)

9(sen u — senui)

L2(R 3)

dx-2
+L2(R3)

d(senu — senui)
dx-A L2(R3)

< ||V(ti -  U l )  ||Í2(R3) {C + C7H A-ÍXl II V(u +  «l)||Í2(R3))

< ||V(u — Ui )\\l 2(r^ { C  + Cj|Awi||x,2(jR3)(IIVw|Jf,2(K3j + HVuill!^ .,)) ■

Portanto

||V(semt — seniíi)!!^^) + m 2 J |senu — senitipofa: <

< ||V(U- Ui) ||i2(K3)(C,+ C ||A Uif L2(K3)(||V u ||i2(K3) +  ||VUi||Í2(K3)))+ m 2 L  \u—ui\2dx

< | |V («  — Ul)||i2(R3)(C' +  C ||A íil | |^2(R3)(||VZi|||,2(R3) +  ||VMi||22(K3))) + m 2| |u -U l | |^ 2 (R3)

Note que

\\A{U)\\2X =  ||(V, (A -  m 2)u)\\2x  = \\Bv\\l2 m  + ||(A -  m > | |22(R3) .

Daí segue que

\\MU)\\x > ll(-A + m2M||2(R3) = l | - A w | | l 2 (R3) + m 4 | | M | | | 2(R3) + 2 ( - A u , m 2« ) L2(R3)

=  II -  A u ||Í2(R3) +  m4||w||Í2(R3) +  2m2||Vu"2
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\\A(J(U) -  J(cy )l|jr  =

=  |À|(||V(senw — seniíi)|||2(R3) +  m2 y* |senii — sentíi|2o?a;)

<  II M U  -  V,)fx {C +  C\\A(U1) fx (\\AU\\2x  +  WAU.WD) 

K C i l l A U l l x A l A U ^ l l A i U - U J l l l  

onde a constante C é crescente em seus argumentos.

A verificação do item (iv) agora está completa.

Tendo verificado as quatro condições nescessárias, o teorema de existência local 

diz que a equação

wt(t) = —iAw(t) + J(w(t))

possui única solução w = (u , ut), com w 6 (7(0, T; D(A)) D C'1 (0, T \ X ) ,  satisfazendo 

tu(0) =  =  (0 ,-0 ) ■

Como D (A) = H 2( E3) x H 1( E3) e X  = H l ( E3) x L2(E3) concluimos que o 

problema de Cauchy para a equação de Seno-Gordon possui uma unica solução local 

na classe

C2(0,T ;L2(E3) ) n C 1 (0 ,T ;ií 1 (E3) ) n C ( 0 ,r ;  H 2{E3))

para algum T  > 0 (solução forte).

Queremos provax a existência de uma única solução global forte. Para isso pre­

cisamos ainda provar os dois itens a seguir:

(t,) \\AJ(U)\\X < C(\\U\\x )\\A{U)\\x , para U 6 D(A) ;

(vi) ||w(í)||x é limitado em todo intervalo [0, T), onde a solução w(t) existe.

Então obtemos que
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Note que (v ) não pode ser obtida de (iu) pois a constante era (v ) precisa depen­

der somente de \\U\\x ■

Observação: Para verificar (vi) não podemos usar o método da energia. De fato, 

para a equação Seno-Gordon a energia E(t) é dada por:

E(t) =  ^ J ( \ V u \2 + u2 +  m 2u2)dx +  ^  J cosudx = constante =  ^(O) .

Como o termo  ̂J cos udx não tem sinal definido. Então, por exemplo, não podemos 

afirmar que

^ J (|Vw|2 +  u2 + m 2u2)dx < E (0)

para provar o item (vi).

Então, para provar (vi) usamos o fato que

w (t )= T ( t )w 0+ f  T(t — s)J(w)di 
J o

onde T(t) é gerado pelo operador iA.

Daí obtemos que

\\w(t)\\ < IKII +  í  ||J(u;)||<is 
J o

pois T(t) é unitário. Agora para w =  (u,ut), lembrando que J(w ) =  (0, — Xsenu), 

segue que:

Ik M IU  =  IIAsenuHis^) =  lAIUsenwIlia^s) < |A|||u||£s(Rs) < |A ||M U ■ 

Portanto

\\w(t)\\ < lltüoll +  |A| í  ||w||ds .
J o

58



Finalmente, usando a conhecida desigualdade de Gronwall, obtemos que

||w(í)|| =  Htüollê 4 < ||it;o||elA*T =  constante(T) .

Logo, o item (vi) é válido.

P rova de (w): Seja U 6 D (A). Então

J(U) =  (0, — Asenu) para U =  [u, Ui) .

Assim:

AJ(U ) =  A(0, —Asenu) = i(—Asenu, 0) .

Então

U m W l  = | |5 (—Asenu)|||2(R3) =  ||( -A  +  m2)5(-Asenu)||£2(R3)

=  |A|2||(—A +  m2) 2sentt||^2(E3) =  |A|2 ( / \V(senu)\2dx + m 2 /  |senu|2dx
\ J r* Jr3

=  \ M 2 (  í  ( c 0 s u ) ^ ~ ~  d x  +  m 2 f  \ s e n u \ 2 d x  
\ JR3 VXj J R3

< |A|2 f  f  |Vu\2dx +  m 2 í  \u\2dx 
\ J r3 Jr3

=  |A|2||Bu|||»(,») < |A|2^ I|A C /||2X = C\\AUfx
II V

com C uma constante positiva independente de U.

Concluimos então que o problema de valor inicial para a equação Seno-Gordon 

possui única solução u € C2(R; L2 (K3)) fl C2(M; i f 2(M3)) (solução global forte).

3.4 Sistem a acoplado de Klein-Gordon

Nesta secção consideramos o seguinte sistema acoplado de Klein-Gordon:
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utt — A u + m 2u + uv2 =  0 , i G l 3, í  6 i  

vtt — A v  + a2v +  vu2 =  0 , iG K 3, í € l  

u (x ,0 )  =  <pi(x) G H 2(R3) 

ut(x,0) = ip2 (x) G i í 1(M3) 
w (x,0 ) =  ip(x) G H 2(R3) 
vt(x, 0) =  tp(x) G i í 1(M3)

Nosso objetivo é provar que este sitema possui uma única solução global forte (u , v) G 
C2(R; L2 (R3)) n  C(R; H 2 (R3)) x C2(R; L2(R3)) n  C(R; t f 2(R3)). Escrevendo :

w

t u  \

Ut

V

\ Vt )

; A  =  i

0 1  0 0

A -  m 2 0 0 0

0 0 0 /

0 0 A - m 2 0

; J(w) =
— UV 

0

2— VU

; =
<̂ 2 

*  /

temos que o sistema acima é equivalente ao sistema:

wt = —íAvj +  J(w ) 

w(0) =  w0

Aqui consideramos o espaço:

X  =  H \ R3) x L2(R3) x H \ R 3) x L2(R3)

com a norma

\ \ { u i ,  U 2 , u 3 , — | |u i | | f f i ( ]R 3 )  +  | |w 2 | | l2 (R 3 )  +  IIU3|Ih-1(R3) +  | |W 4||i2(R3)

para um elemento U = (ux, u2, W3, u±) G X  .
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O operador A  tem domínio dado por

D (A) =  H 2( R3) x H l ( R3) x H 2( R3) x i í^ R 3) .

Observação: No espaço X  prova-se que A* = A. Então, pelo Teorema de Stone (ver

Apêndice e/ou Pazy [11]), A  gera um grupo C°-unitário T(í)íeR tal que —-—  = AT(t)
í l i

Vamos agora verificar as hipóteses que garantem a existência e unicidade local de 

solução forte para o sistema acoplado de Klein-Gordon. Assim, precisamos verificar 

os quatro itens que seguem:

(i) J(0) =  Õ ;

(ii) J  : DÍA) — > DÍ.4) ;

(üi) || J(U) -  J(U,) ||< C(|i U II, || £A II) || (/ -  t/, || ;

(iv) || A(J(U) -  J(U,)) ||<  C(|| V  II, II Ux II, || AU II, || AUt ||) || AU -  AU, || ,

para U, U\ G D (A)

Verificação:

(i) J(0) =  (0,0,0,0) =  l f

(ii) Seja U =  (ui,w2, ^1 ,^2) £ ^K^) então tti, ui G H 2 (R3) e «2, 2̂ G i í^ R 3) 

. Precisamos mostrar que </(£/) =  (0, — u\v{, 0, — Viu\) G D(A), isto é, precisamos 

mostrar que Uivf e viu\  G i /^ R 3).

Pelo lema 1.2.2 temos que se u G i í 2(R3) então u G L°°(R3). Aqui, como u\, v\ G 

H 2 (R3) então obtemos que:

Ikl^l lli2(IR3) =  Í  \uiV2 \2d x <  f  l u ^ v ^ d x  
J ÍR3 J E3

< j£ s |« i|2̂  =  < +00
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Logo uiv\  G L2(R3).

Agora precisamos mostrar que V(iíií;2) G L2(R3) . Para isso calculamos

d ^ v f )
dxj

d
dxj M ) dx

L2(R3)

^  ^ ll^ l llz,«>(IR3) ll^l llz,°°(]

para j  — 1, 2, 3 ; pois u\ e ui G i í 2(R3) . 

Agora, como

=  /̂R3
9ui 2 dii\ U\2v\----- h v
dxj l dx3

f dv\
j R3 dxj

ÔVy
2

dxj L2(R3)

dx +
dui
dxj

+ C'|kl|ll«>(R3)
dui
dx.

dx

dx

< +oo
L 2(R3 )

l | v M í ) | | í a(B3) =
d{uivl)

dx\ +

Então

L2(R3) dxo
+

L 2(R3)

d(uivf)
dx* L 2(R3)

Com isso uivf  G H 1 (M3). De forma análoga mostra-se que v\u\  G H ^M3). Portanto 

vale a condição (ü), isto é, J  : D(A ) — > D(A ) .

(Ui) Sejam 0 =  (ui, u2,vi, v2), ip = (ui,ü2,v[,v2) G Z?(^4). Queremos mostrar 

que

ii j(4>) -  já , ) \ \x  < c m \ x ,  ii^iu)ii0 -  n x .

Temos

Assim

J(4>) — J(ip) = (0, - u i v l  +  tíit!i2, 0, ~v\u\  +  v\üi2)

II J(4>) -  J(i>)\\x =  \\(0 , -Uivf + ÚyVí ,0,-V^ul + ViUx )\\2X
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=  \ \U iv f  -  « l V l 2 ||ia(R3) +  | |v i« ? -  V l U l 2 ) \ \ l , m

Precisamos estimar \\uiv\ — uiv]2^ ^  e ||uiu2 — viüi2) ] ] ^ ^  ■

Temos que:

| | u i U l  -  U i U Í 2 | | i 2 ( R 3 )  =  II ( í i !  -  u^vl  +  üi(vl  -  •ÍTi2 )| | L 2 (]R 3 )

< ||(«1 -  tfí)v?||l,2(R3) + \\Ül(vl -  Ü12)||L2(E3)

Agora, usando o corolário 1.2.3 que diz que se W\, w2, W3 € i /^ R 3) então 

W1W2W3 G L2(E3) e ||iüiíü2W3 |U2(r3) < C'||Vu;i||l2(r3)||V«;2| |l2(r3)||Vu;3||jl2(r3) , temos 

que:

||uivl -  miÍTi2||l2(r3) <

< C,||V(Wl-Ul)||x/2(K3)||Vtll||^2(R3)+C'||Vui||L2(R3)||V (ül-'y 'l)||í/2(E3)||V(Ul+íri)||Z/2(IR3)

< C U  -  ^lUdlV^ill^tRS) +  ||Vui||i,2(r3)(||V(í;i +  iôí)||í,2(r3)))

< C\\(j) -  ^lUdlVuilll^RS) + ||Vui||x,2(r3)(||Vui||l2(R3) +  IIW iII^rs))) 

< c M - n x M \ 2x  + M \ x m \ x + \ m x ) )

Note que para <j) e ip G D (A) 4> — ip =  (u^ — u i ,u 2 — ú2,Vi — v[,v2 — v2). Então 

||0 — iftWx > ||wi — «i||ffi(R3) e 110 — ip\\x > ll î — willií1̂ 3) ■ Além disso, ||0 ||x > 

H^ilU1̂ 3), ||0 ||x > IIviIIh^r3), m \ x  > II îIIííHR3) e IMU ^  IKIUmk3) . Como 

11 ̂  11ií1 (R3) =  (||Vw||22(E3) +  IMIia(R3))a > ||V u ||l2(r3), então as desigualdades acima 

estão justificadas.

Assim, temos obtido que

| | u i u 2 -  t r i t / í2||L 2 (R 3) <  c{\\(j)\\x , U\\X)U -  ip\\x ■
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De forma semelhante temos que

|\v\u\ ~  Vi Wi2)||l2(K3) < <7(11011*, ||^ |U )||0  -  %l>\\x

Concluímos então que

i w )  -  m iu  < c tw iu ,  w iu )n *  -  v iu

Assim fica provado o item (Ui).

(íu) Para verificar este item, sejam 0 = (ui,u2,v 1 ,^2), V’ =  (^1 , “ 2, Vi, v?) £ D(A) 

temos

= i

0 / 0 0  

A - m 2 0 0 0 

0 0 0 1  

0 0 A  -  m2 0

A{J ( 0) -  J(V0) =

w  0 '

—U\v\ + U\Vi2 

0

\ ^ - v i u l  +  v i ü i 2 J

f  2 ~ ~2  \  
~ U \ V Í  +  U i V \

0

—V]_ u\ +  v[ui2

Então

—  ('*/’) ) tl^r =  \\u i v i  ~  u i u i 2 |lfl'1 (R 3 ) +  ~  U i « i 2 | | | h i(k 3 )

=  | | u i w 2 - ' U i ' C l 2 ||2 2 ( R 3 ) + | | V ( u i ü 2 - ,i í i W i 2 )||2 2(iR3 ) + | | ^ i W i - ' y i W i 2 1| | 1 2 ( R 3 ) + | | V ( í ; i u 2 - í ; i W i 2 )  ||

Mas, em (Ui) já  temos estimado que

\\uivf -  ■Ui'üi2||i,2(R3) +  llui«2 -  üiMi2|||l2(r3) <

< <7||V(wi—ui)||l2(ir3)||Vui||^2(R3)+<7||Vwi||l2(r3)||V(í;i—•yi)||£,2(R3)||V(í;i+üí)||L2(R3)-l-
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+ C'||V(l>l-Ul)||L2(R3)||V«l||i2(R3)+C'||Víri ||L2(IK3)||V(Ml-Wl)||L2(R3)||V(Ul-fUl)||Z,2(K3)

Como

A((f) -  ip) = (u2 -  u2, (A -  m 2)(ui -  ui) ,v2 -  v2, (A -  a2)(vi -  ui)) 

então, em particular, vale que

\\A((j) -  ip)\\x > II(A — m 2)(ui -  «i)||l2(ir3) + ||(A -  a2){vi -  úi)||L2(R3) 

> C||Ul — Íil||fí-2(R3) + Cll^l — ^l||i/2(K3)

sendo C uma constante que depende dos coeficientes que depende de m 2 e a2 .

Daí podemos concluir que

||uxv\ -  'uizT12||L2(R3) +  \\viul -  ViÜ^IWlí^ s) <

< C(||0||x, U\\x)\\A^) -  Aip\\x ■

Agora, precisamos estimar ||V(uit>2 — Uiv2 

Temos

d d 
II —  [UiV2x -  U i V ^ W v ^  = II ((«1 -  Ül)vl +  U\{v\ -  ^12)) ||l2(R3)

~ d̂õT^Ul ~ “1̂ ÎIL2(K3) + “ «12))IU»(«3)
I, 2 d / ~x . - / d=  u

0  d ò 
+  ||(l>l -  ví)(vi +  Vi)— UX +  üi{vx +  U i)^ -(ü i -  V i )  + üi(vx -  V i )-Q^r\vi +  ^i)IIl2(R3) 

Q d< ll̂ i faT'(ui ~~ ui)IU2(R3) + ||2üi(̂ -̂ i)(«i — Wi)||l2(r3)+
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+  | |(U l-W l)(u i+U i)õ^7«l| |L 2(K 3) +  | |« i(U i+ ír i ) ^ - ( U í - w O I I l z ^ s j  +  H w i ^ ! - ^ )  —  (^i+Úl) ||L2(R3) ,

para j  =  1, 2, 3 .

Como Vi, ui, vu ux G H 2 (E3) então ^ j v u gfrUi, ^ r^ í , G i í^ E 3). Assim

usando o corolário 1.2.3 temos:

||V (u i^  — UiUi2)||La(R3) <

d d 
<  C ' I | V ( ^ ( u i - w i ) ) | | í12(R3)| |V í; i | | í2 (R3)+C ,||V í;i ||í/2(K3) | | V ( — ui)||£2(R3) | |V ( u 1- u í ) | | L2(R3)4-

+ C | |V ( - « i)|U2(R3)||V ( , 1 — ui)||í,2(R3)||V(ui +  « i) ||l.ír3)+

Q

+ C ' | | V u 1 | |L 2(R3) | | V ( ^ - ( í; i  -  '^ 1 ) ) | | z-2(ir3) 1 1 ^ (-^i +  v i ) | | z,2(r 3) +

d
+C'||V«i||í,2(R3)||V(ui — wi)||í,2(r3)||V (-^-(u i — i,i) ) ||l2(r3)

<  C | | A ( u i  — ,i í i ) | | l 2(r3)||Ví;i||^2(R3) +  C ' | |V í; i | | l2(r3)||Aí;i||x,2(!K3)| |V (w i — tii) | |L2(R3) +  

+C||A 'Ui||l2(R3)||V(i)i — u i ) | | l 2(r3)||V(z;i +  ^ i ) | | l 2(r3) +

+ C ' | | V m i | |£,2(R3) | | A ( í ;1 — Wi ) | | l 2(r 3 ) | | V ( í; i  +  ü i ) | | l 2(r 3) +

+ C ' | |V m1||x/2(r3 ) | |V (wi — ^ i) | |z,2(k3)IIA(t;i — ^ í ) | |z-2(k3) •

Como C\\u\ — Mi | | f 2(R3) + C\\vi — ^iIIh2̂ )  < \\A(cj)~ ip)\\x e ||Ví»i||í,2(R3) < ||ui||íí2(r3) 

e também || A^x ||z,2(]R3) < ||^i||jí2(r3) , então podemos concluir neste ponto que

\\A(J(<f>)-J(ip))\\x  <  C,| | A 0 - A ^ | | X ( | | A ^ |U ( | | ^ | U  +  | |0 IU )  +  P 0 | U ( | | 0 | U  +  | |^ IU ) )

Isso diz que a condição (iv) também é válida.

Logo, temos única solução local forte (u , v) para o problema de valor inicial ass- 

sociado ao sistema acoplado de Klein-Gordon.

Finalmente, para obtermos a solução global falta mostrar que:
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(v) \\AJ((j))\\x < C(\\(l)\\x)\\A(f>\\x  ;

(vi) ||u>(í)||x é limitada em cada intervalo [0,T)  onde a solução existe.

P rova de (t>)

Para =  (uí} it2, vi, v2)

\ \ A J m \ l  =  IH(—uiv \ ,  0 — viu\ ,  0)||x = \\ui_vl||fí-i(R3) + ll^i^illií1̂ )  

= II'“i'1’iIIl2(ir3) +  ||V(«ií;i)||í2(K3) +  \\viu\ II ̂ 2(R3) +  I I V ^ I I ^ E S )

Mas

lluiuilll2(K3) +  ^  c(U\\x)\\A(t>\\2x

e usando o corolário 1.2.3 temos

I IV K ^ I I l^ 3) +  IIV (-yitt )̂ ||z,2(ir3) =

=  ||u^Vui 4- 2z;1miVui||2/2(R3) + \\ulVvi +  2'UiUiV'Ui||í,2(R3)

< Vrti ||z,2(ir3) +  pDitíiVvill^^s) +  ||w?Vui||l2(R3) +  ||2í;i«iVmi||l2(E3)

< C ||A uiH ^^s^lV uilllz^3) +  C'||Ví;i ||l2(k3)||V'Ui ||í 2(m3)||Aí;i ||í 2(K3)+

+  C ||A ill||i ,2(R 3)||V'Ul|||2(R 3) +  C '!! V í J l  ||z,2(]R3) |[ V w i||i,2 (!R3) | ] A 1 1 X , 2 ( R 3)

< Clfyl^lljjfdl^llx 4- ||0||x +  ||0||x +  ll^llx)

Logo

\ \ A j m \ x  < P 0 iu c ( i i0 iu)

P rova de (vi) Para mostrar (vi) vamos usar o método da energia. Já sabemos que 

(u, v) é solução local do sistema de Klein-Gordon e portanto podemos mostrar que
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sua energia E(t) dada por

E(t ) =  -  í  (|Vu|2 +  u2 +  m 2u2 +  |V v \2 +  v2 + o2v2 +  u2v2)dx 
2 J R 3

é constante.

Isso obtém-se notando que

! ut(utt — A u  +  m2u +  uv2) =  0 
J R3

/  vtiytt — A v  +  <j2u  + vu2) =  0 , 
J R3

dE
somando e integrando por partes. Conclui-se então que —— = 0 o que implica que

Clo
E(t) =  constante.

Agora, sendo B  =  (—A + to2)^; D  =  (—A +  a2)^ obtemos que

E(t) > \  f  (\Bu\2 +  u2 +  \Dv \2 +  v2)dx
* JR3

C . ,  , | 2
— +  IIUíIIl2(r3) +  II^IL=(R3) +  ll̂ íilz-2(R3)) ^  ■glMIx

onde w = (u,ut,v ,v t) e C =  min{l, a2, m2}. Assim ||zü(í)||x é limitada. Logo temos 

provado a existência de uma única solução global para o problema de Cauchy para o 

sistema acoplado de Klein-Gordon.
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Apêndice

Semigrupos de Operadores Lineares

Definição Seja X  ura espaço de Banach e L(X)  a álgebra dos operadores linea­

res limitados de X .  Diz-se que a aplicação S  : R+ — > L ( X ) é um Semigrupo de 

operadores lineares limitados de X  se:

(i) 5(0) =  / ,  onde I  é o operador identidade de X\

(ii) S(t + s) = S(t)S(s)  , V t, s E R+ .

Diz-se que o semigrupo 5 é de classe C° se:

(iü) lim ||(5(í) -  I)(x)\\x = 0 , ' i x e X .  
t -¥ 0+

Observação 1: Se S  é um semigrupo de classe C°, então ||5(í)|| é uma função 

limitada em todo intervalo limitado [0,T).

N ota: Os resultados apresentados nesta secção podem se vistos com suas demons­

trações em A.M.Gomes [4], A.Pazy [11], M.Reed-B.Simon [14],

Observação 2: Todo semigrupo de classe C° é fortemente contínuo em R+ , isto 

é, se t G R+ então lim S(s)x = S(t)x , V i e X .s-»t+

Definição O operador A : D (A) C X  — > X  definido por:

D(A) = {x E X  /  lim —̂ -7— ~{x) existe}
/1-+0+ n
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A(x ) =  lim — ~{x) = lim — -  , V x  G D(A)'  h-> o+ h /i—>0+ h

é dito Gerador Infinitesimal do semigrupo S.

Teorem a Seja S  um semigrupo de classe C ° e A o  gerador infinitesimal de S.

(i) Se x  G D(A ) então S(t)x G D(A) V t > 0 e

~ S ( t ) x  = AS(t)x = S(t)Ax  ; 
dt

(ii) Se x e  D (A) então

S(t)x — S(s)x =  J AS(t )x dr =  J S(t)Ax dr ;

(iii) Se í  e J  então í  S(r)x dr G -D (̂ 4) e
J o

S(í)£ — x = A í S ( t )x  dr .
J o

Observação: Seja 5  um semigrupo de classe C°, A o gerador infinitesimal de S  

e uq G .0(^4) então 5’(í)«o € -0(^4) e

^  =  A S (fH  
dt

isto é, a função w(t) = S(t)u definida para í g K + é solução do problema de Cauchy.

w' = Aw , t G R+

ty(0) =  Uq

70



Definição Seja X  um espaço de Banach e L ( X ) a álgebra dos operadores limitados 

de X.  Diz-se que a aplicação 5 : R — > L(X)  é um Grupo de operadores lineares 

limitados de X  se:

(i) 5(0) =  / ,  onde /  é o operador identidade de X\

(ii) S(t + s) = S(t)S(s) , V i, s e  R.

(iii) jim ||(5(í) - / ) ( x ) | |x  =  0 , V x 6 l .

Definição Seja H  um espaço de Hilbert diz-se que U : H  — > H  é um operador 

unitário se

{U{x),U{y))H =  (x,y) , V x, y 6 H

Teorem a (Stone): A é um gerador infinitesimal do grupo C° de operadores 

unitários sobre o espaço de Hilbert H  se e somente se iA for autoadjunto.
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