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Resumo

Nesta dissertacdo estudamos e aplicamos algumas técnicas de estabilizagido de solugdes
para equagOes diferenciais parciais de evolugdo. Sdo desenvolvidos essencialmente trés
métodos para o estudo do comportamento assintético das solugées, conhecidos como
Método de Multiplicadores, Método de Nakao e Método de Liapunov. Sao apresentados e

resolvidos, no sentido da estabilizac¢do, exemplos de aplicagdes usando esses métodos.



Abstract

In this dissertation, we study and apply some techniques of stabilization of solutions for
evolution partial differential equations. Three methods are essentially developed to the
study of asymptotic behavior, known as Multipliers Method, Nakao’s Method and Liapu-
nov’s Method. By using these methods, we present and solve, in the sense of stabilization,

examples of applications.
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Introducao

O principal objetivo do nosso trabalho é estudar alguns métodos e técnicas de es-
tabilizégéo de solugdes para equagdes diferenciais parciais de evolugdo, isto é, equagbes
diferenciais parciais que também envolvem o tempo como varidvel independente.

Cada modelo tem associado um funcional de energia E(t). Entendemos como estabi-
lizacao o décaimento para zero ou o comportamento assintético, no tempo, dessa energia
que poderia ser em alguma taxa (por exemplo, algébrica ou exponencial) ou, ainda, o

decaimento da norma uniforme da solugdo, isto é, queremos estudar problemas em que

lim E(t) =0 ou em algumas situagdes lim sup|u(z,t)| =0
t—o0 t—=00 20

Para que sejam validas este tipo de anilise, é necessirio garantir primeiro a existéncia
de solugdo global do problema. Em geral isto ndo é possivel, por exemplo, considere o

problema de Cauchy

v —-u=0 u=u(t), t>0
(1) o o _
u(0)=a, w'(0)=b abeR , B¥*-%>0 e b>0

A energia total do sistema (1) é obtida multiplicando-se (1) por u:. Isto é
ugs — uwug =0

Equivalentemente
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Agora, definindo-se E = E(t) por E(t) = u? — %, é facil ver que E(t) ¢ constante para

todo t onde u = u(t) esteja definida. De fato

2 4

d_lz_Qd u?  ut
dt dt

=0 = E(t) = constante

Além disso
4 4
E(0) =u§(0)—“2(0) =62—92— >0

Assim u? = E(0) + u (E(0) > 0) ou seja uy = 1/E(0) + % > 0. Portanto como b > 0
t 2 2
temos uma equagio diferencial ordinaria na forma separavel ‘é—’; =4/ E(0) + %

Integrando obtemos que

u(t) u(t)
t—/dS—/ [ +S] ds—/ __ 4
u(0) E(0)+ %

Agora quandot —» T = fa°° \/;(—‘:S)Ts—;* entdo u(t) — oo e portanto o problema (1) nio
possui solugdo global.

Este exemplo ilustra o fato que nem todas as equagbes possuem solugdo global.

Um exemplo relativamente simples em que uma equagio diferencial parcial nao possui
solugdo global pode ser visto em [21], capitulo 1, segdo 2. Trata-se de uma equacgdo da
onda nao linear do tipo |

'u'tt_Au:up’ p>2aPEN

0 éstudo da estabilizagdo de solugdes exige a existéncia de solugbes globais. Deste
modo, consideraremos neste trabalho apenas problemas que possuem solugao global. Na-
turalmente, nosso objetivo principal ndo é o estudo ou a demonstracido de existéncia de
solugdes globais para os problemas que abordaremos nesta dissertacdo. A esse respeito,
durante o trabalho, apenas daremos rapidas indicagbes e/ou referéncias bibliograficas de

como a existéncia global é obtida.

*Note que T é finito. De fato
e ds [ 4;_ — V2

oo d Y <
fam . JET F=% <
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Neste trabalho estudamos essencialmente trés métodos, que sdo aplicados para o estudo
de estabilizacdo de equacdes diferenciais de evolugdo. Os métodos que estudamos sio os
de Multiplicadores, Nakao e Liapunov. Existem varios outros métodos para estudér 0
mesmo tipo de problema que nio serdo considerados aqui. Por exemplo, ver trabalho de
A. Haraux [4]. Além dessa referéncia e das referéncias citadas nas introdugdes de cada
capitulo deste trabalho, também mencionamos os trabalhos de T. Cazenave - A. Haraux
[2], K. Liu [11] e B. Y. Zhang [27] que se referem ao estudo de propriedades assintéticas
das solu¢des de modelos de evolugao.

Este trabalho estd organizado através de trés capitulos e ﬁm apéndice.

O primeiro capitulo aborda o Método de Multiplicadores para estudar estabilizagdo
da energia local para a equagdo da onda com potencial tempo-dependente. Um adequado
multiplicador é utilizado. Aplicando um outro multiplicador se obtem também a limitagéo
da energia.

O segundo capitulo descreve o Método de Nakao. Estudamos em detalhes o Lema
de Nakao aplicando-o para obter dois Teoremas Abstratos de estabilizagdo da energia
para duas equagdes de evolugdo nio lineares abstratas de primeira e segunda ordem, com
certas hipdteses nos operadores que as definem. Apresentamos duas aplicagdes do Teorema
Abstrato, para uma EDO e outra para uma EDP néo linear.

O terceiro e dltimo capitulo descreve o Método de Liapunov que consiste em perturbar
adequadamente o funcional de energia do sistema para obter um outro funcional, chamado
de Funcional de Liapunov através do qual se obtem a estabilizacdo da energia. A idéia
ofiginal prdvém de VEDO’S e um bexemplo sobre isso ¢ rnos‘trado no capitulo. Também
apresentamos um exemplo para uma EDP.

Outros exemplos, a.blicag6es e generalizagdoes dos métodos sdo mencionados nas intro-
dugoes dos capitulos um e dois e nas observagdes finais do capitulo trés.

No apéndice, no final desta dissertagio, apresentamos resultados bdsicos tais como as

desigualdades de Hélder e Poincaré e algumas imersdes em Espagos de Sobolev.



Capitulo 1

Método de Multiplicadores

1.1 Introducgao

Neste capitulo, baseado em [14], usaremos o método de multiplicadores para mostrar
estabilizagdo em uma equagdo de ondas definida em um dominio ndo limitado. O mo-
delo que consideramos pode ser-dissipativo ou ndo. No caso nao dissipativo a energia é
conservada em todo tempo. Naturalmente que nesse caso a energia nao decai, permanece
constante. Entdo o que se faz nesse tipo de problema é estudar a estabilizagao da energia
local, isto é, a energia concentrada em uma parte do dominio. Mesmo quando a energia
ndo é conservada (podem acontecer situagdes em que a energia cresga) existem casos em
que somente se consegue provar estabilizagdo da energia local.

A idéia bésica do método de multiplicadores é usar uma fungdo M, denominada de
multiplicador, que atua nas-solugdes da equagao diferencial, de tal modo que ao- multi-
plicar a equagdo diferencial por essa funcdo M se obtenha umd identidade adequada. O
uso de multiplicadores para mostrar comportamento assintético de solucgoes de equagoes
diferenciais parciais de evolugdo iniciou-se essencialmente nos trabalhos de H. Poincaré,
A. Noether, J. Hadamard e mais recentemente com W. Strauss, C.Morawetz, J. Ralston
entre outros (Ver por exemplo [9], [16], [17] e [25]).

Os multiplicadores sdo aqueles associados com alguma transformagao sob a qual a

equagdo ¢ invariante. Por exemplo, o grupo das translagdes {T'(€)},5q
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T(e)
u(x,t) — u(x,t + ¢€)

produz o multiplicador %—’t‘, que é o gerador infinitesimal de {T'(€)} 5.

O multiplicador dado pelo gerador infinitesimal das dilatagdes
X — AXx

isto é, tranformacoées do tipo

T(N)
u(x,t) — )\nT_lu()\x, At)

onde A =1+¢, € > 0, é dado por

M(u)=tut+x-Vu=tut+rg—:

onde g—;‘ = X .Vu é a derivada radial de u e r = ||x]|.

Nesta secdo usaremos o multiplicador
M(u) = (r2 + t2)uy + 2rtu, + (n — 1)tu

para mostrar estabilizacao da energia local para a equagdo da onda com potencial tempo-
dependente.

‘ Também ¢ muito usado para a equacdo da onda o multiplicador (Ver [16] e [17])
tus + rur + (0 — Du

Esse multiplicador também se aplica para estudar estabilizagao do sistema de ondas
eldsticas (Ver [3] e [5]).
Mais recentemente multiplicadores localizados tem sido utilizados para estudar com-

portamento da energia, em especial para equagao da onda, quando a dissipacao é localizada
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em apenas uma parte do dominio. Por exemplo, o multiplicador
M(u) =y + H(x) - Vu + g(x)u

onde H(x) é um campo de classe C! e g(x) uma fungdo escalar que sdo efetivas apenas em
certa parte do dominio com por exemplo uma vizinhanga de parte da fronteira do dominio
(Ver [12], [19], [26] e suas referéncias).

Para um estudo mais detalhado do Método de Multiplicadores podem ser vistos os
trabalhos de W. Strauss ([25]) e V. Komornik ([7] e [8]).

Consideremos entdo a seguinte equagdo da onda

(1.1) Ou+g(x,t)u=0 em R'xR

(n 2 3) com dados iniciais C§°(R™) em t=0.

Vamos assumir que a fungio
g=q(x,t), ¢:R*"xR—R

é suficientemente regular de tal modo que a solugdo u = u(x,t) : R* x R — R, esteja na
classe C%(R" x R).

Nota: A existéncia de uma tnica solugio global de (1.1) com dados iniciais u(x,0) =

uo(x), ut(x, 0.) = uj(x) em C’g°(R”>) paran > 3 pode ser provadb pelo método standard

de ponto fixo. Ver [20].

Proposigao 1.1. (Velocidade Finita de Propaga¢do) Seja u(x,t) a solugdo de (1.1) com

dados iniciais ug e u1 em C§°(R™). Entdo
u(x,t) =0 se |x||=|t|+R

onde R € o raio de uma bola centrada na origem e que contém os suportes de ug € uy.

Essa propriedade é bem conhecida e a demonstracao é standard e pode ser vista em
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[20].
Vamos agora obter o funcional de energia associada a equagao (1.1). Multiplicando a

equacgao (1.1) por u; temos:
(1.2) (Ou + g(x, t)u) ur = (ug — Du + qu) up = Uty — Duug + quuy =0

Utilizando as relagoes abaixo facilmente verificaveis

m (1.2) obtemos

N

0|1 . qru

Integrando a expressdo (1.3) na varidvel x em todo o R® obtemos

d 1

1
(1.4) — = (uf + |Vul|? + qu?) dz — / div(u;Vu) dz = —/ qu? dz

Agora, observe que
div(utVﬁ) dx = / div(u;Vu) dz = / (uwVu) -nds =0
R~ Q (229

onde Q = {x € R"/||x|| < |t| + R}, devido a propriedade de velocidade finita de propa-
gacdo, onde R > 0 é o raio da bola que contém o suporte dos dados iniciais de u, isto é

supp u¢(+, 0), suppu(-,0) C {x € R* /||x|| < R} e do teorema da divergéncia.  Assim

1

d 2 2 2 _l/ 2
(1.5) E/}Rni(uﬁuwn vq?) do=g [ gulda
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Chamando E(t) = 1 [, (u? + ||Vu||? + qu?) dz e integrando a expressdo (1.5) de 0 a

t obtemos

td t d
E(t) — E(0) :/O —E(¢) dg:/o E/Rn%(uf-{—HVulP-%-quz) dz d¢

&
1 t
=5 | | aboentxe o
Portanto
t
(16) B0 =3 [ | aux de d+ BO)

Observagoes
e E(t) é denominada a energia total, ou simplesmente a energia do sistema.

Se ¢ = ¢(x) é independente de ¢, entdo é imediato da expressdo (1.6) que E(t) =

E(0) = cte paratodot € R

Se ¢ = q(x,t) e ¢:(x,t) < 0, para todo t € R, entdo de (1.5) podemos concluir que

E(t) é nao crescente.

Definimos a energia local do sistema como

1
Egr(t) = —/ (ut2 +[|Vu|? + gu?) dz para R >0
2 iR

| 1.2 Identidades Fundamentais

A seguir, usando multiplicadores, mostraremos algumas identidades que serao utéis
para o estudo do comportamento assintético da energia local Eg(t) para t assumindo
valores grandes. Observar que os dados iniciais no tempo ¢t = 0 pertencentem a C§°(R"),

n > 3, isto é, os dados iniciais sdo de suporte compacto.
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Lema 1.1. Seja M(u) = (r? +¢2) uy + 2rtu, + (n — 1)tu, entdo

(L.7) M(u) [Ou + qu] = %]g— +divF +g
Onde
r = |x| (Norma de x)
Up = );c -Vu (Derivada radial de u)
Ou = uy—A»Du (Dalembertiano de u)
1
e(u) = 5 (uf + [[Vul® + qu?)
(2 42 _ _(n=1) 4
fx,t) = (r*+1t%) e(u) + 2rtuu; + (n — 1)tuw o
F(x,t) = 2t(e(u)—ul)x— Mu)Vu
2 t2
g(x,t) = —u? [th + rtgr + z —2*- qt]
Demonstragado.

M(u) (Ou + qu) = ((7‘2 + 1) uy + 2rtu, + (n — 1)tu) (ug — Au + qu) =

(r2 + t2) UgUpr — (r2 + t2) wlu + ('r2 + t2) quuy

1 2 3
+2rturu —2rtu.Au +2rtquu,
+(n = Dtuuy . —(n—1)tudu  +(n = 1)tqu?
7 s 9

Usando as identidades
2 2 2
(1) (7‘2 -+ t2) UtUpt = % [————(T +; )ut:I bt tu%

2142 2
(2) - (7‘2 + t2) utAu = % [———-(T + gHVuH :l + div [— (7‘2 + t2) utVu] + 2rupuy — t| Vul|?

9 2+t2 2
(3) (r2+1t?) quus = & [(r2 +t2) q%] — tqu? — (24+8)ae 2)qtu

(4) 2rturuy = 585 [2rturu] + div [—tu%x] — 2ru,uy + ntu?

(5) —2rtu,Au = div [t]|Vul|®x - ortuAu| — (n — 2)t||Vu||?
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(6) 2rtquu, = div [tqu®x] — ntqu? — rtg,u?

(7) (n—tuuy = & [(n — 1)ty — ﬁﬁ——;ﬁi] — (n - 1)t
(8) —(n — Dtulu = div[—(n — 1)tuVu] + (n — 1)t||Vul|?
(9) (n—1)tqu? = (n — 1)tqu?

Agora, somando as relagdes de 1 a 9 acimas e agrupando os termos, obtemos o resultado
desejado.

Nota: Para calcular as relactes de 1 a 9 usamos

e V(u?) =V(uu) =uVu+ Vuu = 2u Vu

1y _. 1 — -2 . =2
* V) =V (grrm) = ey ) =

e V(r2+t) =V (22 +z3+ ... +22 + ) =2(z1,22,...,%p) = 2x

o V(x-Vu) Vu=||Vul? + 5 (|Vul?),

Lema 1.2. Podemos reescrever a identidade (1.7) como
oh ..
(1.8) M(u) [Ou + qu] = §+d1vG+g

Onde

_ r2 2
hxt) = f(x,t)+(n~21)u2+(n 1)4£2 + %)

n—1) 9
O (07 + )] x

[(n— 2)u? + 2ruu,

G(x,t) = F(x,t)—
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Demonstragao.

Note que

div

472

(n=1) (r?2 +t?) uzx}

(n—1)(r2+t2)u? (n—1)(r2+t2)u?
= o divx+V 42 X

= Mol ey ey 22D {v [(72 ) (Z_z)] ~x}
= "(ZT_Z D (r® + %) u? + @;—1) { [(r2 +£2)V (“—2> + gv (ré + tz)] . x}

2

= ————"(”_1)( +12) u? +

n-—l 1 u?

{ 2 +4%) [— (2)+u2V(-r—2)]-x+r—2V(r2+t2)-x}

_ 2 u 2 9 (72 4+ 42) 42 2
= (n41){ ’ :-2) +(T; )2uVu-x—%x-x+-2;u§~x-x}
_ (n—=1) n(r?+tH)u? 2(r?+t*)u /x
B 4 2 + T <;VU> +

+(n;l)-{_z(rz 0 (”’:l'Q) o (@)}

_ (n-1) {n(r2+t2)u2+2(r2+t2)uur B 2(r2+t2)u2+2u2}

4 2 r 72
—1) (r2 + 2 _1).2
= (n )452 + ) [nu2 + 2ruu, — 2u2] + @2;)“
(n—1) (r* + t?) (n — 1)u?
= = [(n - 2)u® + 2ruu,| + —

Portanto

(n —21)u2 _ (n— 1)45;2 +t2) [(n — 2)u? + 2ruu,] — div

(n—1) (7"2 + tz) u?
472
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Utilizando a identidade anterior obtemos

M(u)[Ou+qu] = %§+divF+g
= (-% [f—f- (n _21)u2 _n —21)u2] +divF +g
= ?—{ (n—l) +(n—1)4£7;2+t2) [(n—2)u2+2ruur]+
+d1v[ n—l) 4t }}-}-divF-i—g
4r?
- E g-{d' [("_1)8;22”2)“2:: }+divF+g
= %—dv[(n4—2l)§t[( + 1) u?] ]+d;vF+g
= %2—+divG+g

1.3 Estimativas de Energia

Usando as identidades da secao anterior, mostraremos agora algumas estimativas de
energia.
Lema 1.3. Seja h(x,t) como no lema (1.2) e suponhamos que q > 0. Entdo
a) h(x,t) > 0, para todo x e para todo t.
2

b) h(x,t) > %e(u) + g"_s—l)tz [div (%x) +3 s 3) ] para todor < £t en > 3.

Demonstracdo.
Prova da parte a)

Observar que
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r? 4 t2
h(x,t) = L—z—) (u? + || Vul|? + qu?) + 2rtusug +
— 1) (r2+¢2
+(n — 1)tuu; + (n )4(7; ) [(n — 2)u® + 2ruu,]
T
2 42
+t
= (L.E_) (u? + I Vul)?® + qu?) + 2rturus + (n — 1)tuu, +
(n? —3n +2) (r? +t2) u? N (n—1) (r? + ¢2) vu,
+ 4r2 2r
2 42
+i
= (LE—_) (uf + | Vul® + qu?) + 2rtuyug + (n — L)tuu; +
(n—12(r2+tH)u? (n-1)n-3)(r2+)u® (n—-1)(r+2) uy,
+ 5 + -~ +
8r 8r 2r
2 2 2
Somando e subtraindo wu—’ e rearranjando os termos, resulta que

(r? + ) u2 N (n—1) (r? + t*) uu, N (n—1)2 (r? +¢2) u? N (r? +t2) u? N
2 2r 8r2 2

2, 42
ré+1
+2rturug + (n — 1)tuu, + (—?—ZHVuH2 +

(r2+12) , (r*+t)u2  (n-1)(n-3)(r*+1t2)u?
T qu? - +
2 2 8r2
(7.2 +t2) (n+ 1)27.n—3u2

_ -1,2 -2
= g [r" us + (n — )r" “uu, + 7

+ r”‘luf] +

n—1 (n—l)n_-_3 n-1
772 U, + 2r2ur2rtut+

(n—1)(n—3) (r? +t2) u?
8r2

Logo

n— —1 n-— 2 n=— 2
h(x,t) (rTluT + (n 5 )rTau> + <r‘2—lut) } +

n— -1 n— n-—
+8 [r—z—lur + (n 5 )r_fau] rTlrtut} +

(n—1)(n —3) (r? +t?) u?
8r2

i
>
=3
3
—
——
[\
e}
=
)
+
L
)
N’

[1Vul® + qu® ~ u?] +
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Fazendo

n-1 (77-—1)'!;3
"X=T"2 U + T2

o = (), =29 () = [ vua v (7))
n X
T

e do fato que (r +t)%(a +b)? + (r — t)2(a — b)2 = 2 (a? + b%) (r? + t*) + 8abrt obtemos

da expressdo anterior para h(x,t) que

o = G [, + () + S (%), ()
2 2 42
* ﬁ;—t) IVul® + qu? — u?] + (n—1)(n —8?7)~)2(T + ) ué

Como u, = ¥ - Vu, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta que
x X
furl = | % 9| < 121 1Vull = Vo]

" Isso diz que u2 = |u,|? < ||Vul|?. Com isso e do fato que cada parcela quadratica é
positiva, concluimos de (1.9) que h(x,t) 2 0 uma vez que n > 3.

Prova da parte b)

Se 0 < |lzl| =r < £, segue da equagao (1.9) que



1
= 52 t52 (2uVu) - x + u? ('}T) ‘X =

nu?  wy,  u? (n—2)u? 4 U

W-F-—r— r2 2r2 r

2r2

e (03

,,.4
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h(x,t) >
1 2 n—1 2 t2 n-=1 n=1 2
> e {2[(7), + () ) L[, - ()
2 2,2
__ 2 291, (n=1)(n—3)t°u
+ 5 IVull® + qu® —u?] + )
$2 n=1 \2 amt 212 a1 n-1 2
> g [ (7] (7, - (7 )+
2 2,2
2 2 21, (n=1)(n~3)t°u
+5 [IVull® + qu® — 7] + 82
t2 n=t \2 a1 (2] 82 9 9 o1 (n=1){n-3)t?u?
= W2 [(7‘ 2 U)T + (7‘ 2 U)t] + 5‘ [HVU” +qu - UT] + 8’1"2
2 [ (n-1 -3,2 1,2 -2 -1, 2
= 87""‘1{( 5 ) TS T s 4+ (= D) T une " T g 4+
2 2,2
2 2 91, (n—=1)(n—3)t°u
+5 IVl + qu® — u7] + o2
_ (n-1 2§22 N t2u? + (n = 1)t?uu, 4 t2u? + £2|| Vul|l? +
B 2 8r? 8 8r 8 2
t2qu? B t2u? + (n — 1)(n — 3)t2u?
2 2 '8r2
> 2| Vul|2  t*qu?  t2u?  (n— 1)t? [uu, 4 (n - i)u2 + (n — 3)u?
8 8 8 8 T 4r 72
t2 (n - 1)t? Juu, (5n — 13)u?
= ze(““““s—[ P T e
Portanto
t2 (n =1 [uu,  (5n — 13)u?
. = — —_— A A
(1.10) h(x,t) > 1 e(u) + 3 -t 12
Temos ainda que:
u? u? u? nu? 1 5 1
dw(2r2 ) = 22d1vx+V(2r2>-x—2r2+§§V( ) x+uV<—r-§)-x
'n,u2 -X 2 2 JIx|I*
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Portanto
2 2
uu, . (u (n—2)u
. =d — A S
(1.11) - iv <2r2 x) o)

Agora, substituindo-se a equagio (1.11) na equagdo (1.10), chegamos que

2 n—1)t [ 2 3(n — 3)u?

para todo ||z}l =7 < § en>3. . a

1.4 Estabilizacao

O principal objetivo deste capitulo é o seguinte resultado de estabilizagdo para a

equagao (1.1).

Teorema 1.1. Seja u uma solugdo da equagdo (1.1) com dados iniciais C°(R") em t = 0.

Suponhamos que parar >0 et >0 q=q(x,t) satisfaz
a) =20
b) latl < 752q
c) (2+7r)g+rqe <0 para todor >0,t20

Entao, para qualquer T > 0 temos:

<= I W2(x,T) dS =
E§(T) Tz € Hm ||x|]=§U(x ) 0

onde C € uma constante que depende da dimensdo n e dos dados iniciais em t = 0.

Demonstragdo.

Integrando a equagdo (1.8) em R" temos

M(u) [Ou + qu] dz = / <—6£ +divG + g) dz =0 (u é solugdo de (1.1))

Rn
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Assim

4 hix,t)dz = - div G(x, t) dw—/ g(x,t) dz
dt Jgn Rn Rr

2 42
/ u? [2tq + rig, + (L—;ilqt] dz

pelo fato que

div G(x,t) dz =
R»
(n—1)0

= div{ (—u? + |Vx|? + qu?) tx — M(u)Vu — —2 = [(r? + #?)u? x} dz
[ ] (o 19 @) ox = M vu = B2 (04

=/ G(x,t) - ndS=0
llzl|=t+R

devido ao Teorema da Divergéncia e Velocidade Finita de Propagacao, onde R > 0 é o
raio do suporte dos dados iniciais e 77 é o vetor normal da superficie.

Usando agora as hipétese b) e ¢) do teorema temos

d 2442
— h(x,t)dz = / u? [2tq + rtgr + u—)qt] dz
dt Rn Rn 2
(r2 +t%) [ 2rtq
< 212t -
/Rnu [ q + rtg, + 3 T dz
= / tu? [(2+7)g+7g] dz <0
Rn
Portanto
d
=2 h <
2 Jin (x,t) dz <0

Integrando essa desigualdade de t = 0 a t = T temos, pelo Teorema Fundamental do

Calculo, .
T d
/ — h(x,§) d:z:d{:/ h(x,T) dw—/ h(x,0) dz <0
o d€ Jrn Rn n
Logo
(1.13) / h(x,T) dz < / h(x,0) dz = cte

O lado direito da equacdo (1.13) é uma constante que depende somente dos dados



CAPITULO 1. METODO DE MULTIPLICADORES 18

iniciais e da dimensao n.

Pelo lema (1.3) item (a), sabemos que h(x,t) > 0 para todo x e t, com isso segue da
equagdo (1.13) que

h(x,T) dz < cte
IxlI<%

Segue da parte (b) do lema (1.3) e da estimativa acima que

cte > / h(x,T) dz
<<

T2

— 2 2 — 2
2 7 < e(u(x,T)) dz + ___(n 81)T AXIK; [div (;?x) + ___3(n4r23)u ] dz
pelo Teorema da Divergéncia e do fato que a normal sobre a bola ||x| = % vale 27"
Portanto
Br <1

onde C é uma constante que depende apenas dos dados iniciais e da dimensao do problema.

Ainda, pelo teorema do divergente temos

T2
cte > / h(x,T) dx > —
I '

e(u(x,T)) dz +
xlI<F lIxll<F B
>0
+—————-(n — )T / div E?—x dz + 3n — Din = 3)T° / u? dz
8 ey A2 _ 32r* i<

>0

\Y

(n — 1)T? / u? 2x
AL L _x.=ds
8 x=3 2xl?" T

Logo

. w?(x,T)dS >0

2

(n —1)T? / u? <2x> (n—1)T /
cte 2 ——— X |5 ) 45 = ———
8 <=2 2] T 8 llxl|=
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Segue portanto que

t
0 < lim W2(x,T) dS < lim —2__ —¢
T—o0 llxll=§ T—oo (n - l)T
Isto é
lim wi(x,T)dS =0
T Jix=%
Isso conclui a prova do Teorema (1.1). O

1.5 Limitacao da Energia

Nesta se¢do veremos que os multiplicadores podem ser também utilizados para mostrar
a limitacdo da energia total Eo(t) no caso em que ela nio é conservada, podendo até ser
crescente.

Para isso tomaremos certas hipéteses sobre ¢(x,t). Usaremos o multiplicador

(n—1)
2r

M,(u) = us + pur + pu

onde p = p(||x||) ¢ uma adequada funcdo C* que depende apenas do raio r = ||x||.

Temos o seguinte

Lema 1.4. Sejan 23 e M,y(u) = us + pur + £’—12—"r-9pu, entdo

o)
M,(u) [Ou + qu] = 3_€ + diVF +g
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Onde
ro= x|
u'r = E * vu
1
e(u) = 3 (u? + || Vul|® + qu?)
-1
f(x,t) = e(u) +pu (u’ + (n2r )u)
_ P 2 . oy. (n—1) ¢, p\ 2 M
F(x,t) = o (IIVulf® — uf) x — My(u)Vu + = (p 7‘) u“x + o X
gix,t) = de(w+(2-4) (IVul? - ) +
(n=-1)(n=-3)rp N (=10 @& , pg] ,
+ { 4r? (r p) 4r g “PIT M
Demonstragao.

M, (u) [Ou + qu] = Mp(u)uy — My(u)Au + My(u)qu =

-1 -1
(n - )pu) U — Mp(u)Au + (ut + pu, + (n2r )pu) qu =

(ut + pu, +

n — 1)puu n — 1)pqu?
Uplgs -+ PUFU + w —M,(u)Au + quug + pquu, + (———)'.L
\1,./ —— r ———— r

2 - T 4 5 6 -
3 7

Somando as identidades seguintes

2
(1) UtUtt = % [u—zt-}

(2) puruse = & loupus] + div [£ (I Vull? — uf) x] + 32 (4 — [ Vul?)

2

—2 (IVull?), + (& - o) I 4 (f — ) %

T

0 s = g [lpem] o

(4) —M,(u)Au = gf [ 'V;’ 2} + div [%9 (0 — &) u’x — Mp(u)Vu] + £ (IIVul?),

2 - - —
+ (o - &) ul + CHUPITAE L GY (2 ) 2 o

r

2 2
(5) quu = § [%] - 14

. 2 2 2 2
(6) pquur = div [ﬂgg_x] + (8- p) B — el parn

20
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com a expressdo 7 e agrupando os termos, obtemos o resultado desejado. . . O
Teorema 1.2. (Limitacdo da energia). Seja q: R*! — R satisfazendo as hipdteses

1) ¢=0

2) ¢t +egr < E—Tcg" para algum 0 < € < 1, onde ¢, = w

Seja u uma solugdo de Ou + g(x,t)u =0 em R* x R com dados iniciais Cg°(R™) em

t = 0. Entdo a energia total Ex(t) = [g. e(u) dx € limitada para todo tempo t > 0.

Demonstracdo. Usando a relacao

div [—(n - 1)pu2x] N 1)(n — 2)pu? _(n=1puu, (n-— Du?Vp -x
4r? 4r? 2r 4r?
_ _[(n—l)(n—3) N (n—1)2 @fi_ (n — Lpuur (n ~1)u?Vp-x
8 8 2 2r 4r?
et (n—1)2p®  (n—-1)puu, (n—1)uVp-x
Tz 8r2 - 2r B 4r2

e fazendo p constante e igual a ¢, isto é, p = € para todo x € R”, podemos reescrever f no

lema (1.4) como

(119 f6ud) = 0ol + B paw [ B
- 1122 _
+e [e(u).-*- (n 21‘)um + (n 8:2) U . + <'U/r + (nz—rl)u) Ut]

Agora, observe que o ultimo termo entre colchetes da equagdo (1.14) é ndo negativo.

De fato

0< [(ur+(ﬁ11—)3>iut]2= (ur+m—fﬁ>2i2<ur+%)ut+uf
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e portanto
(1.15) |
0 < % (uf L _:)WT L _4:2)2“2> + (u, 4 n=lu ;Tl)u> us + “2—%
_ .;_ ; . Vul2 G _21r)“u’ L _8:2)2“2 + <ur 4 n=bu ;Tl)") us + %%—
< %H;W NVl + u; + (n —;)uur + (o _87"12)%2 + <ur + (n—1u ;TI)U> Uy
= e(u) + (n —;)uur + (n ;:2)%2 + (ur + (n=1u ;Tl)u) uy

pois pela hipétese 1 do teorema g > 0.

Integrando (1.14) em todo o R* (paran >3 e T > 0) temos

f(x,T) dz =
R®

(1- e)/n e(u(x,T)) dz +ecn/n u2(x2,T) dz + /n div [Mx} dx+

r 4r?
(n— Duu,  (n—1)%2 (n—1u
+ /n € [C(U) + or + 8’!‘2 + | ur + T Uy dx

Agora

o o , o
/ div [—(P—#x] dr =

_(n—l)e/ . [u? _ (n——l)e/ u? _
1 lev 2% dz = 2 o =X ndS=0

onde = {x € R*/|x|| < |T| + R}, devido a propriedade finita de propagagio, onde

R > 0 é o raio da bola que contém o suporte dos dados iniciais de u. Portanto

e(u(x, T)) dr + €Cn, / U’z (:2, T)

+ e/n [e(u) + (n —21)uu,« + (n —82%2 + (ur + (_n%rl)y_) ut] o dz

dz+

116) [ fxT)de=(1 —e)/

R»
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Cada termo na expressdo (1.16) é ndo negativo, assim concluimos que

(1.17) £, T) dz > (1 - e)/ e(u(x,T)) dz = (1 — €) Eoo(T)
R" . n |

Observamos que também podemos escrever f(x,7') no lema (1.4) como

ecnu?
72

(n— l)euzx] B

(1.18)  f(x,8) = (1 + €)e(u) ~ 4r2

+div[

e [e(u) + (n _2]7-")Uur N (n —87”12)2u2 3 <U1‘ " (_n;r_l)u) ut]

De forma anéloga como foi feito em (1.15), o dltimo termo na expressdo (1.18) é menor
ou igual a zero. Assim, integrando-se em todo o R™ a expressdo (1.18) no tempo ¢t = 0,

temos

u?(x
(1.19) /Rn f(x,0)dz =(1+¢) /Rn e(u(x,0)) dz — ecn/n (Tz, 0)

-e/n [e(u) L= Duu | (n =1 (u, + (”—_1)3> ut} <1+ B(0)

dz

2r 8r2 2r

Agora usando o lema (1.4), integrando em R e usando o Teorema da Divergéncia e

Velocidade Finita de Propagacgdo, temos para n > 3 que

d

(120) O = ‘d—t -

fix,1) da;—f—/ g(x,t) dz > %/Rn f(x,t) dz

n

pois g(x,t) > 0 devido a nossa hipétese 2 em g e do fato que p = e.

No caso n = 3 observar que

div F(x, t) dz = 2emu?(0,t)
R»

devido ao fato que

2
/ div [—%w)—;] dz = 2enu?(0,t)

r2
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Nesse caso (n = 3) se obtem que

o d | d
(1.21) 0= 7 f(x t) dz + 2emu?(0,t) + /n g(x,t) dz dt f(x t) dz

>0

Integrando as expressdes (1.20) e (1.21) det =0 a t = T e usando a expressao (1.17)

junto com a expressao (1.19) obtemos para n > 3

T d
0 > / 2 [ fx,t) dody
dt Jen

= /fdea:—/fxO

2 (1-€¢)Ew(T)—(1+¢€)Ex(0)

Portanto
(1+¢)
(1—¢)

- para qualquer 7' > 0, donde fica provado a limitagdo da Energia Total. O

Eeo(T) <

E(0)



Capitulo 2

Método de Nakao

2.1 Introducgao

Nesta se¢do, seguindo [18], provaremos um importante lema devido a Mitsuhiro Nakao
e que é muito usado para mostrar a estabilizacdo para zero da energia de problemas
associados com equacoes diferenciais parciais de evolugdo. Trata-se de mostrar que se
uma fungdo ¢(t), t € [0,00), ndo negativa, atende certa desigualdade de diferengas entio
o comportamento assintético dessa func¢iao quando t — oo pode ser descrito com taxas de
decaimento uniforme.

Como uma aplicagao do resultado de Nakao mostraremos alguns teoremas abstratos so-
bre estabilizacdo para zero da energia de certos sistemas de evolucio néo lineares abstratos
definidos por certos operadores com hipéteses adequadas.

Aplicaremos esses resultadqs abstratos para certas Qquagées diferenciais concretas.

Em muitas situacées quando se estuda a estabilizacdo da energia FE(t) associada a
EDP’s se usa o Lema de Nakao mostrando que E(t) satisfaz uma desigualdade de dife-
rengas. Por exemplo, se mostrar que E(t) é decrescente e existe uma constante C' > 0, tal
que

sup E(t) < C(E(t+1) — E(t)) paratodot>0
[t,t+1]

entdo aplicando o Lema de Nakao se obtem que

25
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E(t) < Ce™E(0) quando t — oo

onde C e w sdo constantes positivas e independentes de ¢.

Mais recentemente alguns autores (Ver [7], [12] e [26]) tem usado outros tipos de Lemas
para estabilizagdo de energia para zero associada a EDP’s. Por exemplo se a energia E(t)
satisfaz

x
/ E°tL(t) dt < cteE(s)
s

para todo 0 € s < oo, entao

E(t) < cte e P sea=0,t>0

E(t) < ctet™%, sea>0,t>0

sendo  uma constante positiva.

2.2 Lema de Nakao

O seguinte teorema é conhecido como o Lema de Nakao.
Teorema 2.1. Seja ¢(t) uma fungdo ndo negativa em [0,00),ie, ¢ : [0,00) — [0,00)

satisfazendo

(21)  sup $(s)'T < Co(L 1) (o(t) — Bt + 1)) + g(t)
. s€(t,t+1) - -

onde Cy € uma constante positiva e g(t) é uma fungdo ndo negativa e limitada. Entdo

i. Sea>0,r=1ce tl.i_>m (log(1 + t))H'ml g(t) = 0 entdo
oo

R

$(t) < C1 (log(1 +1))” t>0
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il. Sea>0,0<r<1le tl_l)rgo t(l_’)(“‘%)g(t) = 0 entdo

$(t) < Ot~ ", >0

iii. Sea=0,r=1¢eg(t) <ctet ?! para algum > 0, entio

() < Cs(1+1t)" com ¢ = min{ci,e} , t>0
0

l-r

' _ 1
iv. Sea=0,0<r<1eg(t) <cte t_oe[ @orir=n (1) ] com 8 > 1 entao

_ 1 Lmr
d)(t) <C4e[ Corna=nt }, 50

As constantes Cp,Co,C3 e Cy dependem de ¢(0) e de outras constantes conhecidas.

Demonstragdo.
Prova de i.
Seja
() = ¢(t) + v (log(1 + )=

onde v é uma constante positiva que serd determinada posteriormente.
Agora, se a > 0, b > 0 e 8 > 0 entdo é claro que (a + b)? < 28(a® + b8). Assim,

tomando a = ¢(t), b = v (log(1 + t))_i e B =1+ a temos

’lﬁ(t)H—a

N

(6(6) + v (tog(1 +1)7#)
_..jﬁ>

< 2 ((0) + v (log(1 4+ 1)
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Da expressao (2.1) temos

sup ¢(s)'** <
s€(t,t+1]

< 21+°‘|: sup ¢(s)1*e+ sup v+ (log(l+s) e

s€[t,t+1] SE[t,t+1]
< 2% [Co(1+2) ($(2) — 9t +1)) + g(2) + 12 (log(1 + 1) <]
= 2+ {Co(l +1) ([¢(t) — ot +1)] + [V (log(1 +t))~& — v (log(1 + t))—é} +
+ [u (log(2 + 1)) ™= — v (log(2 +t))-£]) +g(t) + o1 (log(1 + t))“li*%“}
= 9l+a {C’o(l +t) [¢(t) + v (log(1l + t))_é — Bt +1) — v (log(2 + t))—}; _
—v (log(1 +1)) 7 + v (log(2 + t))—al] +g(t) + e (log (1 + t))_l_:xx-_a}
= 2'*e {00(1 + t) ['d)(t) - d’(t + 1)] + Co(l + t) [V (log(2 + t))_é —v (log(l + t))_éJ +
+9(t) + v (log(1 + t))—%?}
S cte {(1 +1) [P(t) =¥t + 1)) + (L +1) [u (log(2 + t))"s — v (log(1 + t))—é] +
+9(t) + v+ (log(1 + t))‘%g}
Portanto
(2.2) sup ]1/1(5)1+°‘ < cte {(1 + ) [(t) — v(t + 1)) + L,(8)}
seltt+1
onde

Ii(t)=(1+%) [l/ (log(2 + t))"i‘ — V.(log(l + t))—ﬁ] +9(t) + Jlta (log(1 + t))_l—-t"‘g |

Mostraremos agora que I; () < 0 se ¢ é suficientemente grande.

Inicialmente reescrevemos I;(t) como

I;(t) = v (log(1 + t))"l’a" {(1 +t) log(1 +t) [(igig : ?;>‘a ~ 1} N

+% (log(1 + t))l"'é g(t) + 1/"}

Agora, observamos que
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1 1
log(t+2) Y " @ _ 1 _ { log(t+2)—~log(t+1) T __ 1 (log(t+2)—log(t+1
(log(t+1)) 1= ( gttty — T 1) 1< -3 ( Tog (i1 );ﬁ_

para t grande. De fato, chamando

5 = log(t +2) — log(t + 1)
2(t) = log(t + 1)

(é claro que tlim z(t) = 0), vamos analisar a fun¢io
—00
flz)=(z+1)"= +§a-1

Esta fungdo apresenta um unico ponto critico que é um minimo global em z = 27+ — 1.
Além disso 0 = f(0) > f(21-f+a —1). Entéo, desde que li%1+ f(z) =0 temos que f(z) <0
z—

para z pertencente a uma, vizinhancga a direita de 0. Logo, para = préximo de zero temos

que f(z) <0, ie , quando ¢ é muito grande temos

1 1
log(t+2)\ ~ & __ [ log(t+2)—log(t+1) Ta 1 { log(t+2)—log(t+1
(1og(t+1i> -1= ( . log(t+1) + 1) -1< T 2a ( Tog(t+1) )

Segue que

(2.3) () < v (log(t + 1))~1"4 [—% log (%—%) + 2 (log(t +1))"*% (1) + 1/0‘]

para t grande.

Aplicando a regra de L’Hopital temos

log { 71 t+2

t—o00
Chamando

1+t t+2 1 1+L
Z(log(t +1 o g(t) +v°®
n(t) = ——- log<t 1)er(08(+ ) e g(t) +v
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temos entdo pela hipétese (i) do Teorema (2.1) sobre g(t) que

. . 1+1 t+2
A n(t) = A [_ log (

1 1+1 1
— 1 a t = [ o
%0 t+1>+y(log(t+ ) g()+u] 5 TV

Escolhendo v < (2a)“§ de modo que

1
lim n(t) = —ﬁ—i—l/"‘ <0

t—o00

temos pela definigdo de limite que existe 77 > 0 tal que n(t) < 0 para todo t > Tj.
Voltando a expressido (2.3) temos.que set>Thev< (2a)‘§

t+2

L(t) < v(og(t+1))" 1"[ 4ty <t+1

) + % (log(t + 1)) "= g(¢) + 1

= v(og(t+1)) "= = an(t
Voltando agora & expressdo (2.2),set > Ty ev < (2a)‘§ entdo concluimos que

(2.4) sup (s)'* < cte(l+¢) [(t) — (¢ + 1)]

s€ft,t+1]

Fazendo a mudanca de varidvel ¥(s)™® = w(s) e aplicando o Teorema Fundamental

do Célculo temos

wit) —w(t+1) = [B%) + (1 - B)p(t+ 1)) 0|0 /de [0w(t) 1—9)¢(t+1)]-ad9
. _
= [ —alov+ @ -0+ 11 () - Bt +1)) do

= —a(p(t) - t+1)/ [B9() + (1 — B)ep(t + 1) do
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Dai e da estimativa (2.4) temos para ¢t > Ty que

1 1 1 1
wlt) ~w(t+1) < o) = pt+1) [ [peteTHT(1+HTT () ~ vt + )T +

(1= O)cte™T (1 + )T ((t) - (¢ + )| do

1
= —acte'l(l-i—t)"l/ de
0

= —acte (1 +¢)7!

Agora observamos que

1+ <t<24+T = w(t—1) —w(t) < —octe ¢!

2+T1 <t<3+T7 =  wit—-2)—-wlt-1) < ~acte l(t-1)7!

n+Ti<t<n+1+4+T, = wlt-n)—wlt-n+1) < —acte }{t—n+1)"!

Somando tudo, obtemos para ¢ tal que n + 71 <t < n-+ 1+ T, com n natural que

a1 a [ dz a
ton)—wl) < ——3 gL = % llog(t —n+1) — logt
w(t =n) —w(t) cteiz_;t-—z’ S octefy t-—=x cte[Og( n+1)-logt]

Logo

(2.5) w(t)2w(t—n)+é%;[logt—log(t—n-i—l)] paratodo n+ Ty <t<n+1+T)

| Portanto, de (2.5) temos

« (64
t) = inf —logt — — log(T} 2 t> T,
w(t)> _nf | wl(s)+ logt— o log(Ti+2) (4> )

que produz imediatamente (usando a defini¢do de )

Q=

(26 #0) < pit) = Wt)F < {SE[T%H]W + % loge— Lrog(ri + 2)}

para todo t > 7.
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Agora, para t < T + 2 segue de (2.1) que
(2.7) #(t) < max{g(t),C} para C =[Co(3+Th) +1]3

De fato, para ¢ € [0,T} + 2] temos dois casos
* Se ¢(t) < g(t) entdo ¢(¢) < g(t) < max {g(t), C}

e Se ¢(t) > g(t) entdo de (2.1) temos (r = 1)

$(2)1+* < sup 1]qs(s)“ff’f < Co(1+18) [$(2) — (¢ + 1)] + 9(t) < Co(1 +1)b(t) + p(2)
sE(L,t+

Assim ¢(t)* < Co(l +1t) +1 < Co(3 + T1) + 1 e portanto (¢ < T3)

#(t) < [Co(3 +T1) + 1]a = C < max {g(t), C}

Agora, as estimativas (2.6) e (2.7) implicam prontamente em (i), pois de (2.6) temos

queparat>T1+2>T

1 1

$(t) < r S
[ctelog(1 + t)]

o o o
inf —logt — — log(T1 + 2
(se[T]lI,lT1+1]w(s) * cte °8 cte og(T1 + )>

1
a

e de (2.7) temos para t < 71 + 2 que ¢(t) < max {g(¢),C} = K(constante), desde que g(t)

¢ limitada. Donde, tomando C; = K (log(1 + Tl))i temos

Ci
(log(1 + T1))

R

¢(t) < max{g(t),C} = K = < Gy (log(1 +1))” (t<Th +2)

PEES

Segue que

o(t) < cte (log(1 + t))"é para todo t > 0
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Prova de ii.
Fazendo

Y(t) = ¢(t) + vt~ F

entdo, como em (2.2) temos
—.11
B(E)re = [¢(t) + ut“lT] +a < ol+e [¢(t)1+a n V1+at—(1—r)(1+§)]

Dai, usando (2.1)

sup (s)!t* < 21+°‘[: sup ¢(s)* + sup ul“"as_(l_r)(“‘%)}
seft,t+1] SE[t,t+1] s€ft,t+1]

< 27 {Co(1+ 1) [6(8) = 9t + D] + g(2) + v+ (n0+0))

Agora, somando +ut~ & e +v(t+ 1)_1a;r temos

sup_ ()" < 2 {Cp(L+ o) [(0) + w7 ) - T - (ol 4+ 1)+
s€ft,t+1]

+u(t + 1)_1'3’) + v(t + 1)_1;_T] +g(t) + I/1+°‘t_(1_r)(1+§)}
= 9lta {Co(l +t)" [W(t) — ¥t + 1]+ Co(1 + t); [—ut‘%+
+I/(t -+ l)'_la;r] + g(t) + U1+at‘(1“7)(1+§)}

= 2 {Co(1 + &) [(t) — (¢ + 1)] + Ir(2)}

onde

+r T gt) + u"‘t‘(l"’)}

1-r
¢ -=r
t

_l=r
(t—}t-l) a _1<_(1—7‘)t_1

L(t) = vt~ {Co(l +t)"

Agora,

para t grande. De fato, definindo
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temos que f(t) apresenta um dnico ponto critico, o qual é um minimo global em

_ 1
t= = e desde que

1
—_— 0 lim f(¢f) =0
f <2a+1—r — 1) < © t—1>oof( )
= 1
entao f(t) <0 para todo t > ZT_-FF—I'

Usando a hipétese em g(t), isto é,

Jim ¢33 g(2) = 0

t—o0

e a desigualdade
1-r

== —1g -t
( t ) = 2a

vélida para t grande, entao

e r—1 1 T _ .
L(t) < vt~ ir_l {C’o ((Z + 1) t) (—————~——(12ar)t‘1) + y—lt—l—a—g(t) + Vat—-(l——r)}

1=r 471 {—C’o(l + t‘l)’——lz_ar + o0+ () + V“} <0

= yt~

para t grande, bastando escolher v suficientemente pequeno.

Assim existe T > 0 tal que se t > T

sup (s)' e < 2172 Co(1 + )" [(t) — (t + 1))
s_e[t,t+1]_

Como na prova de (i), fazendo a mudanca de varidvel ¢(s)~® = w(s) temos

n—1
, a 1
t—n)-wlt) < ——/ .
w(t =n) - w(t) cte;(t—z)’
P
cte /o (t—z)r
@ -1 1-r _ J1-r
= ——(1- t—n4+ 1) —¢
N7 {t-n+1) ]

para qualquer n positivo, o que prova (ii) analogamente como na prova de (i).

Provas de (iii) e (iv)
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As provas de (iii) e (iv) sdo semelhantes e portanto faremos apenas a prova de (iv).
Da hipétese (2.1) sobre ¢ pode ser mostrado que

Co(1+t)"

N TS

p(t) +9(t)

e consequentemente, usando inducao sobre n podemos ver que
n . J
Co(t+1—1) Co(t+1—19) .
Pt +1
+)\H00(t+1 71 +ZHCt+l—z 19t )

o~

v -~

11 Iy

Agora, fixamos um inteiro n tal que n < t < n+1. Podemos assumir que sup ¢(s) > 0.
5€[0,1]
Entao pode ser verificado que

log()) < Zcotﬂ_z —+ sup log(s)

s€l0,1]
1 N
— dzr + sup logd(s
Co(t+1—z)"+1 se[0p1] g¢(s)
(14 ¢t (t+1-—n)t-"

+log {Cod(0) + g(0)} =

(Co+1)(1-7)  (Co+D(A-7)

Assim

| < Csel~artT= (140 ]

De modo anélogo também pode ser verificado que

n—1 ,
L < Ze 5 CotFi=2)" 1 dzg(t - 7)
Jj=0

. 1 l-r
< Cse[_ cFa (1 7]

A prova agora estd completa. O

2.3 Equagoes de Evolugao Nao Lineares Abstratas

Seja H um espago de Hilbert e V, W espagos de Banach com V C W C H. Assumimos

que V é denso em W e H e as imersdes naturais de V em W e de W em H sdo continuas.
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Identificando H com o seu dual (denotado por H*) temos que

VCWCcCH=HCcW*CV*

Vamos considerar as equagbes de evolugdo ndo lineares para u : [0,00) = V

(a) w'(t) +B(B)W () + At)u(t) = f(2)
() B(t)u'(t) + A(t)u(?) f(®)

onde A(t) é a derivada de Fréchet de um funcional Fy;) : V = R, isto §,
A(t) € L(V,L(V,R)) = L(V, V™)

e B é um operador limitado de W em W*. Esquematicamente temos:

v : Rt —» VCVv
Fapy : V. = R
At) 1 V = V*=L(V,R)
B(t) : W = WrCV*

onde.R* = [0, 00). Assim, na equagdo (a) temos

ueV = Jev = ueVcv
vueV => JeVCcW = BuleWCcv*

ueV = AueV*

Portanto u”(t) + B(t)u'(t) + A(t)u(t) = f(t) faz sentido se f(t) € V*.

As conclusoes s@o andlogas para a equagao (b).

A dualidade de V* e V' é denotada por <e,e> e significa quese f € V*eu €V
entdo f(u) = <f,u>,.,. Do mesmo modo, se u € V entdo A(t)u € V*, portanto
denotamos A(t)u(t) aplicado em u(t) como <A(t)u(t),u(t)>,.,. Note que ambas as
expressoes < f,u> e <A(t)u(t),u(t)> sdo elementos de R ou C.

Faremos agora as seguintes hipéteses
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A,. A(t) e Fyy satisfazem as condigdes
ko(1 +¢)7%|lulll, < k1Faq)(u) < <A(t)u,u > parau eV

onde kg, k1, o, p sdo constantes tais que kg, k1 >0, a>20ep> 1.

Ajy. Para cada u € V, Fy(y) ¢ diferencidvel em ¢ e

d
0< thA(t)( u) < p(t) Faq(u)
para alguma funcio p(t) decrescente satisfazendo tl_i)m p(t) = 0. Por simplicidade escreve-
e o]
remos Fy/(;)(u) para ditFA(t) (u).
Aj;. B(t) satisfaz
k2(1 4+ ) 7% |ull7i? < <B(t)u, u>

IB(E)ullw < ks [(1+ 87wl + (1 + 1)~ |lullw ]

onde ko, k3 > 0; 7,600 = 0; 01,05 sdo constantes.

A, fe L’"+1 [R*; W*] onde r é a constante na hip6tese Aj.

loc

Defini¢ao de solugdo de (a): Uma fungdo u : Rt — V é dita ser uma solugio da

equagdo (a) se
' u € C(RT;V)
W € C(RY;H)NLIH( R; W)

loc

u' € LL_(R*;V*)
e a equacao (a) é valida em V* quase sempre em t € [0, 00).

Definigdo de solugdo de (b): Uma fungio u : Rt — V é dita ser uma solugdo da

equacgdo (b) se

veC(RYY) e o €Ly (RNW)

e a equagao (b) é vilida em V* quase sempre em ¢ € [0, 00).
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Seja u(t) uma solucdo de (a). ”Multiplicando”* a equagdo (a) por u'(t) temos
(2.8) <u(t),u' (t) > + < B(t)u'(t), 4 (t) > + < A@t)u(t), v ()> = <f(t),v (t)>

Agora, v’ € V C H que é um espago de Hilbert e portanto possui produto interno.

Assim ||[v/||%4 = (v, uv')m e

P .
|| ||%I t(u g =2<u”u'>

Logo

Agora, se F é um funcional

F: RxV —~»R
(t,z) — F(t,z)

e sua derivada de Fréchet no ponto zg € V €

% (z0):V +— R
z — gf(:vo)
onde , . _
9. v - LV,R)
Tg = G (To)

entdo se zo = z¢(t) pela regra da cadeia temos

OFot OFO0zy OF

d _ _OF 8_F ,
— [F(t,z0)] = TR TR i vally v (t,zo) + 52 (t, zo)zo(t)

dt

Tomando zo = u(t), F(t,z0) = Fa@(u(t), & = A®), $t,z0) = A(t)u(t) e

*No sentido da dualidade
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%—f(t, zo) = Far(3)(u(t)) temos

& [Py u(e))] = Fargy(u(t)) + <A@u(t), 2/ ()>
Isto é
(2.10) <A(u(E), v (1)> = = [Fage (w(®)] — Fargs (u(®))
dt

Equagdes de Energia Para Equagdo (a)

Substituindo (2.9) e (2.10) na expressio (2.8) e integrando de t; a ¢ obtemos

1 to to
1) G+ [ <BOUE. O > d+ Famult) - [ Fag(u) d

t1
1

ta
= I @I + Faeolo(e) + [ <s0.0(0 > &

Agora, "multiplicando”! a equacdo (a) por u(t) (u(t) € V C H) temos

(2.12) <u"(t),u(t) > + < B(t)u'(t),u(t) > + < A)u(t),u(t)> = <f(t),u(t)>
Mas
0 (0), ut)n = <u(2),u(t) >+ (), () m
Portanto
(213) <D, ult)> = 2 ((0), u(t)m — (), (1))
= 2w o)~ IO

tNovamente no sentido da dualidade
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Substituindo (2.13) na expressdo (2.12) e integrando de ¢; a t3 ficamos com

ta t2
(2.14) /t <A@)ult), u(t) > dt=/ (<f(8),u(t) > — < B (1), u(t)>) dt

1 3}

4 [T I @I de + (6, u(e))a - (W (12, w2

t1

Equagées de Energia Para Equacgao (b)

Analogamente, se u(¢) é uma solugdo de (b), seguindo os mesmos passos anteriores

encontramos

to t2
(2.15)  Faqy(ulta)) ~ /t Fago (u(t)) dt + /t <B)W(1),u'(t) > dt

1

12)
= P (u(ty) + / <f(8),4'(t) > dt

t1

to [ 3
(2.16) / <At)u(t), u(t) > dt = / (<F(0),u(t) > — < B (8), u(t)>) dt

t1 t1

2.4 Teoremas de Estabilizagao Abstratos -

Para mostrar resultados de estabilizagdo para as equacdes (a) e (b) precisamos de
diversas estimativas sobre as solugdes.
Seja u(t) uma solugdo da equagio (a) satisfazendo ambas as expressdes (2.11) e (2.14).

Integrando A3, de t a ¢t + 1, com /() no lugar de u, temos

t+1 t+1
kz/ (1 + )7/ (s) |72 ds < / <B(s)u'(s),u'(s) > ds
t t
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Aplicando nessa estimativa a identidade (2.11) e a hipdtese A, isto é,
0 < =Fu)(u(?))

temos a seguinte desigualdade

i+1
b [ () ()5 ds <
t

1 -1
< IO + Fag (w@®) — Sl (¢ + DliE — Faeen (u(t +1)) +

+ /tt+1 <f(s),u'(s) > ds + /tt+1 Fr(5)(u(s)) ds

N

t+1
E(u(t)) — B(u(t + 1)) +/t <f(s),u'(s) > ds

onde

E(u(t)) = %IIU’(t)Ilfq + Fyry(u(t))

é a energia para o sistema (a).
Agora como

| < £(s),w'(s) > [ < NIF(S)llw- Nl (s)lw

onde

If(&)llw- = sup |<f(s),u>]

ullw <1

temos

t+1

41

t+1
(2.17) kz/t (1+s)~%lu' ()35 % ds < E(U(t))—E(u(t+1))+/t I1f ()=l (s)llw ds
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Ainda, aplicando a desigualdade de Hélder

t+1
/t 17()llw-

t+1 " .
- / (L + 8)~ 725 (1 + ) 7351 £ (s) lw [ (8) lw dis

w'(s)llw ds =

Sbo_

= /tt—f-l [(1 + )72 Ilf(3)1|w~] [(1 + S)_%llu’(s)uw] ds

r+1 1

} t+1 0 z r+2 +1 9 42 T+2
Hlder </ [(1 + )7 £ S)HW' o ) (1 + s)‘?fillu'(S)llw] ds)
¢

~

t
t+1 t+1 ==
= (/ (1+ s)r+1 Il f(s) ||;J,1 ds) (/ (1+s) 0°||u (s )sz ds)
¢ ¢

e I

"
L a

ik

41
%_ﬁ r+2
()l dS) X

1

1 —
k 2\ 7+2 t+1 T+2
(B ([T as ool a)

~ J
-~

b

Aplicando a desigualdade de Young ab < la” + lbq valida se 11—, -+ % =1, p> 1, para

os termos a e b acima, obtemos parap =32 e g=r+2

1

1 L il 0 r42
W' (s)llw ds < (TH)( 2 ) "k *+1/t (L+8)73 | f(s) 17 ds

r+2 r+2

t+1
/ 17 ()l
t

1 t+1
+ §k2/ (1 + s)~%|ju'(s) |52 ds
t . . .
Portanto, a expressdo (2.17) fica

t+1
kg/t (1+ 5)" %1/ (s)|[1:2 ds < E(u(t) — E(u(t + 1))+

1
r+1 2\ i il / ) 2
ko T 1 i ’“d +-= (1+ 0 wid
(5) (25) %™ [ araisenia )0l () s

Donde concluimos que
(2.18)
ky [t t+1
?/ (1+ s)“’°||u’(s)||’;;,r2 ds < E(u(t)) -~ E(u(t +1)) + C/ (1+ s)r+1 If(s )u;;} ds
t
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onde C' é uma constante que depende de r e ky. Segue que .

t+1
(2.19) ks / (1 + 5)=00 | ()52 ds < ko D(&)™+?
t
onde
D(t) = [% (E(u(t)) _ E(u(t + 1)) + cte /ttﬂ(l o) f ()l dsﬂ T

Consequentemente, aplicando o Teorema do Valor Médio para integrais, segue da ex-

pressdo (2.19), que existe um ¢; € [t,t + %] tal que
ti 81,/ 2 Bo1(,/ 21 2
/ (1 +8) "' ()l ds = (1+22) 7w/ (1)l * 7 < D)™
t

Logo

(2.20) Il (t) lw < (4(1 + tl)g") T D(t) = 47 (1 + £1) 2 D (1)

Desdequetgtlgt—&—%,seguequel—i—tl < §+t<4+4t=4(1+t).

Logo, a expressdo (2.20) fica

1 QQ 1+9Q GQ

(2.21) ' (@) )lw €472 (1 +¢1) 2 D(t) < 472 (1 +¢)+2D(¢)

N

Analogamente_, existe um 3 € [t + %, t+ 1] tal que

8 1486, [’}
(2.22) I/ (t2)llw < 472 (1 + t5) 2 D(t) < 4755 (1 + ¢) 1 D(2)

Segue da expressdo (2.14) com t; e to das expressoes (2.21) e (2.22), respectivamente,
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que

/ ® < As)uls),u(s) > ds <

t1

< /t :2 <A(s)u(s), u(s) > ds

< /: (<F(s),uls) > — < B(sy(s), u(s)>) ds| +
| [ IO ds 4 (0, ) = ) e

< /ttz |<B(s)u(s), u(s)>| ds+/t2 |<f(s),u(s)>| ds +
+/t (s ||Hds+Zl (t), u(t:)) |

< / 1B () (5) - (o) lw ds + / 1)l llu(s) lw ds +

t1

v

I

+ﬂ ' ()1 ds+}:|(u t:), u(t:) |

s =1
g -4

I i

Pela hipdtese Az temos

I = /t2 lB(s)u'(s)[lw=llu(s)llw ds—}-/t:z 1F () 1w 1w(s) lw ds

31

t2
< [ (ke [ I I + @ 9 Ol Bl -+ 17w lu(s)w } ds

t1

t2
< ote [ {@+ ) I + (1) R+ 1 (@llw-} ds sup fuls)llw
t : . SE[L,t+1] )

No que segue usamos o fato da imersdo de W em H ser continua, as desigualdades de

Holder e Cauchy-Schwarz e a expressdo (2.19) para obter que
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1I

N

N

N

N

N

117

/AN

N

N

to
/t ' (s)|% ds

1

t+1
cte/t llu' ()| ds

26g

t+1 20
cte/ (14 5) 53 |/ () |2 (1 + 5)758 ds
t

r

2
t+1 200 r4 T+2 t+1 264 r T2
cte (/ (14 s) 42 5 ||’ (3)”14(/ ) ds) (/ 1+ s)r+2_-r_2 ds)
¢ t

2

t+1 42 t+1 ’ ‘ ,‘Tﬁ
cte (/ (14 s)7%||u ()15 ds) (/ 1+ 3)27(l ds)
t . t

r

cte [D()"+2] 72 (/tt+1(1+t+1) : ds) i

cte D(t)%(2 + t)7

2

|8

2

cte D(t)%(1 + 1)~

+

1=2
3166,

Z ' ()l llut)ll e

1,—-2
leu t)llg sup |lu(s)lla

sE[t,t+1)

cte(llu E)llw + ' (t2)llw) sup lu(s)lia
SE[t,t+1]

Dai, pelas expressoes (2.21) e (2.22) temos qué

III

=2
= (), ult)
1=]

< cte (lu' () llw + W' (@2)llw) sup lu(s)lla
sE[t,t+1]
8, 8 148 [’}
< cte(4%2‘1(1+t)r+‘-%D(t)+4r—++él(1+t)n%D(t)) sup flu(s)ln

s€(t,t+1]

Sbo_
— cte(1+8)72D(t) sup |u(s)llx
s€[t,t+1]

45
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~—

Segue das estimativas T ,II e III que

/t2 <A(s)u(s),u(s) > ds <

t1

t2
cte/t (1+ 8)’9‘IIU’(S)|IW{+§1 +8) 2 (9)llw + || ()llw- p ds sup Jju(s)|lw

>

1 > ~ ~~ sE€[t,t+1]

Vv vI vII ~ ~ _
v
26, 8
+eteD(1)2(1 + t)7F2 + cte(l +1)=2D(t) sup |lu(s)||x
s€(t,t+1]
V}rII

Precisamos estimar cada uma dessas integrais. Para isso observamos que
lu(s)lify = (1 + )1+ 8)™%|lu(s)Ify

Pela hipétese A; temos que (1 + )~ *|jull}, < F A(t)(u) e pela imersdo continua de

V ¢ W temos ||u(s)|jw < ctelju(s)|lv. Resulta
lu(s)Ify < cte(l+8)*(1+s)"*[lu(s)llf, < cte(l + 5)*Fas)(uls)) < cte(l + s)*E(u(s))

onde as constantes acima nao sao necessariarmente as mesmas.

Segue que

3 |-

(2.23) IV= sup |lu(s)lw <cte(l+¢)? sup E(u(s))
s€ftt+1] SE[t,t+1]

Precisamos estimar

t2
v = / (1+ )™ () 155 ds
t1
-8 b+l ! 'r+ld
< (1+1¢) t ' ()l ds
t+1 (r+
= (141" / (1+ )P 57 (14 )08 [/ (s) 173 ds
t

t41 =3 t+1
-0 + 90(7‘+1) T+ —~8o ! r+42
< (1+14) (1+s) ds (14 )77 |u'(s)|I7“ ds
t t

(r+1)
< (1 +1t)"%cte(l + )%= D(t)™+!

53
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Portanto

t2 T+1)
(2.24) V= [ (1+s) 0 (s)|[5H ds < cte(l + )=+ pgyr+1
t1

Agora também estimamos

t2
VI = / (14 8)~% |/ (5)||w ds

t

1t+1
< / (1+ )% ! (s)l|w ds

t )
< 1+ / (1+s>ﬁ%(1+s>—f+%||u'(s>nwds

t
t+1 t+1 9 %
< (1+1t)™% (/ (14 5)%||u/ (s) ]2 ds ( 1+ s)r_+QT ds)
t
9 217 Lo ﬂ%
< (1 +1)7% [D(t)+2) e [cte(l +1) r+x]
]
= cte(l+¢)" %2 D(t)
Isto é
to ) [
(2.25) VI= [ (1+3)")u'(s)llw ds < cte(l + )27 D(¢)
t1
Ainda

VIiI

to
/ 17()llw- ds

t1

' t+1 o ’
< /t 1£(3)llw-.1 ds
t+1 rt1 = t+1 =
< (/ 17(s) 152 ds) (/ 1’+2ds)
t t

Portanto obtemos que

43
+¥*
o

t+1 t+1
(2.26) VII = /t ' 1 (s)llw- ds < 6(¢t) onde 6(2) = (/t Ilf(s )IIT+2 )

47
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Usando a imersdo continua de W em H e a expressdo (2.23) temos que

i

VIIT = cte(l+¢t)™2D(t) sup fju(s)llg
se(t,t+1}
]
cte(1+)72D(t) sup |lu(s)lw
s€ft,t+1]

N

So_ -3 1
cte(1+¢)™+Z2D(t)(L+t)» sup FE(u(s))r
sE[tt+1]

N

Isto é

[ +a
(2.27) VIIT = cte(1 + )72 D(t) sup |lu(s)llg < cte(l+8)72F5D(t) sup E(u(s))
s€ft,t+1] sE[t,t+1]

o -

-
t

Finalmente, usando as expressoes (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) e (2.27) concluimos que

(2.28)

t2 (r+1) 0
/ <A(s)u(s),u(s) > ds < cte{[ 1480052 D)+ 4 (14 1)~ D(1)
t
D

1

' 9
FO(t) + (1 +t) ™2

o -

] (1+85 sup E(u(s))

+ (1 +t)r2_i%D(t)2}
s€(t,t+1}

Aplicando o Teorema do valor médio para integrais, existe t* € [t1, t2] tal que

ta uft*
 B(u(s)) ds = E(u(t")) (t2 — t1) > M
t —_——

>

N

* onde t; e ty aparecem em (2.21) e (2.22).

Logo

to : to ul 2 to
(2.29) E(u(t*)) £ 2 t E(u(s)) ds = 2/t “———(-SMLH- ds+2 t Fp(sy(u(s)) ds

Agora, pela imersao continua de W em H, isto é ||u||g < cte||u||w, para u € W, e pela

hipétese Ay, isto é Fagy(u) < k < A(t)u,u>, a expressio (2.29) fica

to to

(2.30) E(u(t*)) < cte/ ' (s)1I% ds + :1 <A(s)u(s),u(s) > ds

/ )

—

X X
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Usando a expressao (2.19) e a desigualdade de Holder temos

to
X = / ! (s) 13 ds

t+1 20 20
< / (1+ )55 (1 + )" 33 (| (5) % ds
t

2

T+2 T t+1 _ T+2 T+2
7 ds> (/ [+ )7 ()] ds)
¢ .

- 2
t+1 53 t+1 )
_ (/ (1+5)% ds) (/ (1+ )%/ (s) |52 ds)
t t

6,
< cte(l +1)7F D(¢)?

N
TN
e\ﬁ.
*

—

+

&

N

Usando a expressao (2.28) temos

t2
X = 2 <A(s)u(s),u(s) » ds
kl tl

r 2]
< cte { [(1 + )"0+ Do)+l 4 (14 1)+ D(e)

+6(t)+(1+t)r_9+07D(t)] (1+t)7 sup E(u(s))%+(1+t)%%p(t)2}
SE(t,t+1]

Somando IX e X obtemos a seguinte estimativa de (2.30)

(2.31)

N

6 (r+1)
E(u(t")) < cte {(1 +1)7D(t)? + [(1 + 1)~ SR D) 1 (14 )"+ DY)

+5(6) + (1 + )7 D(1)] (1 + )5 sup E(u(s-))%}
A . SE[t,t+1]

Sejam agora t; e to niimeros arbitrarios tais que t < t; < to < t+ 1. Por (2.11) temos
(2.32)
12

E(u(t2)) = E(u(t1)) +/t [~ < B(s)u'(8), /() > +Fu(5) (uls)) + <f(s),4/(s)>] ds
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Fazendo t; = t* em (2.32) temos

123

[<B(s)u'(5), w'(5) > +|Fargsy (u(s))] + | < £(s),w/(s) > ] ds

*

E(u(t)) < E(u(t))+ /

t+1
< E(u(t*))Jr/t+ [<B(s)u'(s),u'(s) > +|Far(s) (u(s))| + ] < f(s),4'(s) > ] ds

Portanto

(2.33) sup FE(u(s)) < E(u(t*))+
seft*,t+1]
t41
/t [<B(s)u'(s), U/ (s) > +|Far(s)(u(s))] + | < f(s),u'(s) > ] ds

Analogamente, fazendo ¢t = t* em (2.32) temos

E(u(t1)) = E(u(t")) —/t [— < B(s)u/(s),u'(s) > +Far(s)(u(s)) + <f(s),u(5)>] ds
"
< E(U(t*))+/t [<B(s)u'(s),u'(s) > +|Far(s) (u(s))| + | < f(s),'(s) > [] ds

t+1
< E(U(t*))+/t [<B(s)u/(s), 4/ (5) > +|Fars)(uls))] + | < f(s),4'(s) > |] ds

Portanto

234 sup Bluls)) < Bluli')+

t+1
[ TSBEW,0(6) > Pl +] < S(6),(5) > 1] ds
Segue de (2.33) e (2.34) que

t+1
(2.35) sup FE(u(s)) < E(u(t*))—i—/ <B(s)u'(s),u'(s) > ds
¢

sE[t,t-H.] J _
pr
t+1 t+1 ,
. / |F ) (u(s))| ds + / | < £(s),u/(s) > | ds
t I A . _J
XI1 XIII

Vamos agora estimar X1, XII e XIII.
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Usando a hip6tese Az temos

XI

N

N

N

N

t+1
/t <B(s)u'(s),'(s) > ds

u'(s)|lw ds

t+1
/t 1B(s)e ()l w-
t+1
/t (ks (1 5) 0l () 5" + ka1 + )~ ()1l ] I () - s
t+1 t+1
ks /t (14 8)=% [/ (s) 53 ds + ks /t (1+ 5)~%[u/(s) 13 ds
t+1

t+1
cte(1 + )~ /t ()15 ds + cte(1 + £)~% /t ()2 ds

t+1
cte(1 + £)= / (14 5)% (1 + 5)~%|[u!(s)[[7:2 ds
t

t+1 26,
+ cte(l + )~ / (1+8)7% (1 + 5) 7% o (s) |2 ds
t

t+1
cte(L+ 1) 4% [ (14.9) 0o (o) ds
t

20 t+1 20
+cte(l + 1)+ % / (14 8)" 788 [/ (s) 3y ds
i

20,
cte(1 + ) 2 D(£) 2 4 cte(1 + )% D(¢)2

Usando a hipdtese A, temos (lembrando que p é positiva e decrescente)

t+1
XII = /t Py (u(s))] ds

N

t+1
/t 0(5) Fagey(1(s))] ds

N

t+1 ,
o(t) / Fao)(u(s)) ds

p(t) sup Fa(s)(u(s))
se(tt+1)

< p(t) sup E(u(s))
SE[t,t+1)

N

Novamente, fazendo uso da desigualdade de Holder, temos

51
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t41
XIIT =/ | < f(s),w'(s) > | ds
< tt+1 ,
< / 1£(8) w1 (s) 1w dis

t+1 9 8
- / (1+ )7 (14 5)~ 722 o () lw 1 £ () v~ s

) t+1 o
< cte(L+8)™E [ (L+s) =2 (8)lwll () lw- ds
t
0 t+1 r+2 =5/ el rtl =
< cte(l + 1) (/ [(1+s) r+z||u’(s)||£;’2] ds) </ I1£ ()12 ds)
t t
9 t+1 9 r+2 r-]+.-2
< cte(l +t)7e (/ [(1+s)-f+%||u'(s)||;;2] ds) 8(t)
t
8,
< cte(l + ¢)=28(t)D(t)

Portanto usando as estimativas acima, (2.35) fica

(2.36)  sup E(u(s))<E(u(t*))+cte{(1+t)-91+9op(t)f+2+
s€[t,t+1]
(1+t)-92+§%%p(t)2+5(t)(1+t);%%p(t)}+p(t) sup  E(u(s))
SE[t,t+1]

Usando (2.31) em (2.36) temos

(1-p(t)) sup E(u(s)) < cte {(1 + 1) D) + [(1 + )"0+ 5 pgyr

SE[t,t+1] ,

+ (146D + 6(8) + (1 + tv)ri-EfD(t)] (1+t)> sup E(u(s))
sE[t,t+1)

(14 6)" D)2 4 (1 4 6) " D(6)? + 6(t)(1 + t)f“fap(t)}

RNl

Pela hipé6tese que tl_i}m p(t) = 0, entdo existe T > 0 tal
[e o]

sup E(u(s)) < cte {Q(t) + R(t) sup E(u(s))%}

sEft,t+1] s€ft,t+1]
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para todo t 2> T, onde

Q) = (L+8 D)2 + (1 +1)~0+0D()™2 4 (1 + ) %+ D(1)? + 5(8)(1 + £) 7= D ()
REt) = |+ %5 Dyt + (146~ D) +6() + (1 + t)r%p(t)] (1+1)3

Desde que p > 1, aplicando a desigualdade de Young temos

p
1
2 [SUP E(U(s))?']
sup E(u(s)) < cte d Qt) + TOTL | Leeleer

s€[t,t+1] Z -

Portanto
sup E(u(s)) < cte [Q(t) + R(t)ﬁ]
sE[t,t+1]
parat > T.
Ou seja
(237)  swp E(u(s) < cte{(1+ HTED()? + (1 + £)~ 1+ D (1) +?
s€[tt+1]
(148~ HED(8)? + 8(8)(1 + ) 7= D(t)
+(1+1)5T [(1 4 )=+ 7 pyyr
9 Prat
(L +8)~0+ 5 D(8) + 8(¢) + (L + t)r‘ffD(t)] ’ 1}
para't > t.

Assumiremos que a fungdo f(¢) tem um comportamento tal que
(2.38) 8(t) < cte(l4t)~7o

onde )\g ¢ alguma constante satisfazendo a seguinte condicdo

(r+1)

1
6, +00,———2—02 +90,% — 61 + 6, a(T;:- ) +90}

E ficil verificar que E(u(t)) é limitada em (0, 00). De fato, se E(u(t)) > E(u(t + 1))
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para t > T, entdo E(u(t)) é limitada. Agora, se E(u(t)) < E(u(t + 1)) paraalgum ¢t > T

entao para esse t temos

Yo

B = 2| B - B+ 1) +ete [ (L+ 9 I ds
N -~ 7, t W*
<0

ﬂL t+1 ﬂ-_2
< cte(l+ )7 / 1F IR ds
t .

0 .
< cte(l +£)TFI(E)TH

Segue que para o referido valor de ¢ vale

[}
(2.40) D(t) < cte(l + ¢) TFTD §(¢) 7

As constantes que aparecem nas estimativas acima ndo sio necessariarmente as mes-
mas.

Substituindo (2.40) em (2.37) temos

sup  E(u(s)) <cte{(1+t)f—i‘%(1+r%)5(t)rﬁ+(1+t)-"1+"°(1+$)5(t)%

sE(t,t+1)
1

+(1+ 5 ) () 7 4+ (14 )R ()

t)(1+rl—1)

—~

(2.41)

F(L+ 5P [(L+)70H005(e) + (1 + £) =02+ 28 (1) g (¢) i

1

+O(t) + (1+ t)%(lt—h)g(t)m] ;;Ll}

Substituindo agora (2.38) em (2.4_1) temos

2(80—Xg) —Ag—8, Tt r+2
sup E(u(s)) < cte{(1+t) T2 +(1+t)( Xo—6147 5 +90)r+1
seft,t+1]
(r+1)6 _ 8 r42
+(1+t)(—,\o——22+oo)&;+(l+t)( Do+ 205 ) =2

+(141¢) (_)‘°+%—9‘+G°) T + (1+1¢) (_)‘°+a(rp+1)_(r+2)02+0°) P=Dr+D

o a(r )
a+p(r3)E g + 1y (Pro+ 25 400) <p-1§’<r+n}

< M=cte<o0

por causa da escolha de )\g em (2.39). Logo, se t > T temos E(u(t)) < M, com M
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independente de t.
Agora integrando a hipdtese em A3 de 0 a t e usando a férmula da energia e a hipStese
Ay, resulta que

%2- t+1(1 +5) % (s)|I52 ds < /t+1 <Bu'(s),u'(s) > ds
0
t+1
< E(u(0)) — E(u(t)) + cte/ <f(s),u'(s) > ds
0

< E(u(O))—E(u(t))—k% /0 (1+8) 7%/ ()15 ds

i

t+1 _ r42
+ cte/ (1+ )R f ()15 ds
0

pela desigualdade de Holder.

Dai resulta que

Sbo_

t
Ewm<EMW+mAu+wwmmmws

para qualquer ¢ > 0.
Assim

B(u(®) < Bu(O) +cte [ (1+ ) 7(5)]w- ds
0
parat < T + 1.

Concluimos portanto que a energia é limitada, isto é

(2.42) | E(u(t)) < Cs < 0

para qualquer ¢ > 0, onde Cs é uma constante dependendo de E(u(0)), M, f e T. No
que segue C; (z =17,8,...) denota constantes dependendo de E(u(0)) e outras constantes

conhecidas.



CAPITULO 2. METODO DE NAKAO 56

De (2.37), obtemos para t > T

26
sup FE(u(s)) < cte {(1 + :‘,)T_JrofD(t)2 +(1+t) D)y +2 (1 + t)'ng’rz_eri’D(t)2
se(t,t+1]

a (r+1) 6
+(1+8)51 [(1 o) (FOr00 ) B sy (g gy (-0 7) 7 p gyt

] 8 a
+(1 +t)ﬁ°554’—1D(t)s’i—1} F8(E)(1+ )2 D(t) + 8(t) 7T (1 + ¢) 7T
Tomando
269 26, a p 90(7‘ + 1)
= 20 g - _
Tl ma‘x{r+2’ Ly < T )
o p (_ 6o ) o P
p—1 p=1\ " rx2)'p-1 (p-1(r+2
Resulta que
(r+1)
(2.43)  sup E(u(s)) < cte {(1 + )™ [D(t)Q + D(t)"™? + D(t) ot D(t)il'—l]
SE[L,t+1)
. , .
+ 8()(1+8)7ID(E) + (1 +1)5T6(2)57 |
Seja
Ty = min{Z, P }
p—1
Segue que
S T Gl 2)) B
p-1 p—1

Como D(t) é limitado (pois F(u(t)) é limitado conforme (2.42) e pela hipétese (2.38))

sobre §(t) resulta que (2.43) torna-se

sup E(u(s)) < cte {(1 + )™ D(t)™ + 6(¢)(1 + t)?effD(t) +(1+ t)pf’-_lé(t)z?%}
SE€[t,t+1]

2 N ~
Agora, usando o fato que ab < a? + 94—, chegamos & expressdo (Novamente usando que
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D(t) é limitado e que 75 > %%%)

20q

sup B(u(s)) < cte{(1+t)“D(t>T2 o+ LHOTEDO (1+t>ﬁa(t>;ﬁ}
sE[t,t+1] 4
(2.44) < 07{(1+t)ﬁD(t)fz+5(t)2+(1+t)£—15(t);%}

Da defini¢do de D(t) dada em (2.18) e de (2.44), finalmente obtemos

£2 T1(r+2) ‘
(2.45) sup Bl(u(s) ™ < 08{(1+t) = [B(u(t)) _E(u(t+1))]+go(t)}
s€ft,t+1]
onde
%o nlrdd (r+2) a(r+2) (r+2)
(2.46) got) = (1 + ™R SO 4 507 + (L+ 8T a() B

Assim a desigualdade da diferenca concernente a energia da solugdo u(t) da equagio
- (a) tem sido derivada. De um modo similar, também se pode obter para uma solugio u(t)
da equagdo (b) que

(2.47)
r+2 1 (r+2)

sup FA(S)(U,(S))_’;_ < Cg {(1 + t) T2 [FA(t) (u(t)) - FA(t+1)(U,(t + 1))] + go(t)}
seft,t+1]

onde

| 2, . 2 a Gp(r+1
n =ma"{r+—02’_91+9°’_92+r+02’p'—1+p31'<—91+ 0£+2 )) ’

« D 6o
p—-1+p—1< 02+7‘+2)}

Aplicando os resultados na se¢do 3.1 para as desigualdades acima obtemos os seguintes

teoremas sobre a estabilizacio da energia para as equagdes (a) e (b).

Teorema 2.2. Suponhamos que as hipdteses A1-A4 sao satisfeitas. Seja u(t) uma solugdo

de (a) satisfazendo (2.11) e (2.14). Temos que
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. +2 . 14 —2— .
i. Se % -1>0, ﬂ;—l =1le tli)rg(logt) r+2-72 go(t) = 0 entdo

E(u(t) < Co (log(L + )77

_‘rl(T+2) T
ii. Se % -1>0,0< T_l(:zﬁ <1le lim t(l 2 )(H’“"?)go(t) = 0 entdo

t—00

To—T1(r+2)

E(u(t)) < Cr1(1+1t) -
iii. Se ZE2 —1=0, "ﬂ‘::ﬁ =1(iem =1)ego(t) <cte(l+¢)""! (n>0) entdo

T+2 _

iv. Se 0= 1=0,0<7 <1 egot) <cte e (t+1)17" para algum r' < 71, entdo

1-7

E(u(t)) < Cize @rinli=m

Teorema 2.3. Suponhamos que as hipéteses A1-Ay sdo satisfeitas. Seja u(t) uma solugdo
de (b) satisfazendo (2.15) e (2.16). Entdo resultados andlogos ao do Teorema (2.2) valem

com 11 e E(u(t)) trocados por 7] e Fy)(u(t)), respectivamente.
OBSERVACAO: A condigio (2.38) é automaticamente satisfeita se tlim go(t) = 0.
00

Coroldrio 2.1. Suponhamos que A;1-A4 sdo vdlidas com p = 2, 00_= 01 =03 e ax = 0.

Seja u(t) uma solugcdo de (a) satisfazendo (2.11) e (2.14). Entdo m = ;2%, T,=2ce€

i. Ser>0,60=1¢ lim (log )7 g1 () = 0 onde g () = (1 + t)oo(r“)d(t)ﬁgf entdo
oo

2
r

E(u(t)) < Cio(log(1 +1))~

ii. Ser>0,0<0;<1e tl_i)m t(1—0°)(1+%)g1(t) = 0 entdo
oo

(1-89)

E(u(t)) < Chl+t)72
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ifi. Ser=0,00=1eg(t) <cte(l +¢)"7"1 (n>0) entdo
E(u(t)) < Clo(1+ )"  para algum 7' >0

iv. Ser=0,0<6p<1egi(t) <cteem W+ (< 0o), entdo

E(u(t)) < Ci3e—Cl4tl—80

2.5 Alguns Exemplos e Aplicagoes

Nesta se¢ao apresentamos dois exemplos de aplicagdes do método de Nakao. O primeiro
serd sobre uma equagdo diferencial ordinaria. O segundo exemplo, mais complexo, sera
sobre uma equacdo diferencial parcial ndo linear conhecida como a equagio generalizada

de Euler-Poisson-Darboux.

- 2.5.1 Exemplo 1

Consideramos a equagio diferencial ordindria
(2.48) 2"(t) + (t+1)Co(a' (1)) + Bx(t) = F(t)  (t>0)

Suponhamos que g e 5 sdo continuas em R e satisfazendo as seguintes condicées
-1 kolsP < by f; B() dE < B(s)s  (para algum p > 2)
ii-1 ko|s|™™2 < o(s)s < k3(1 + |s|")[s]% e
ili-1 f(t) é continua em [0,00] e tl_lglo lf(@®)] =0

OBSERVACAO: Sabemos da teoria de equacdes diferenciais ordinérias que as condicdes
impostas sobre as fun¢des que aparecem na equacgdo (2.48) implicam que o problema de
valor inical associado é globalmente bem posto.

Para aplicar os resultados de Nakao neste exemplo se deve tomar os espagos V, W e
H como

V=W=H=H"'=W"=V*"=R
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Os operadores A e B devem ser
A()=8() e B()=(@+1)"%()
O funcional Fj(;) deve ser tomado como

Fagy(z) = /0 " B(s) ds

As dualidades sao dadas por

<A)z(t), z(t)>vev = Bla(t)z(t)
<A)z(t),2'(t)>v-y = Blz(t)z'(t)
<B{)z(t),z(t)>w-w = (t+1)"%o(z(t)z(t)
<B@t)z(t),z' t)>w-w = (t+1)"%o(x(t))z' ()

<f(t),z(t)>v-v = f(t)z(t)

Entdo, todas as hipGteses Aj-Ay4 sdo satisfeitas com a =0, p(t) =0, 6y =6, =6, = 0.
De fato:

Verificagdo de A;

Da hipétese i-1 temos para z € R que
T
lol? <k [ B(e)de < plo)e isto
o Jo '

kolzl? < ki Fagy () < <A(D)z(t), 2(t)>

Verificagao de A,

Desde que o operador A nio depende de ¢, temos que %FA(t)(x) = 0 e portanto A, é

imediato (com p(t) = 0), isto é

d
0 < == Faw(@) < plt)Fa(z) =0 (p=0)
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Verificagdo de Aj

12 parte: Por ii-1 temos para z € R
ka2 *2(1 + )70 < o(z)z(1 + t) ¢ = <B(t)z, z>
Portanto (tomando §y = 6) paraz e R=W
k2(1+8)" 2|3 < <B(t)z, x>

24 parte: Também por ii-1 temos para z € R, z # 0, que

lo(z)z|
||

IB®)zll = |(1+8) %) = (1+t)Cle(z)] = (1+1)~°

_oks(1+ |2z _

< (141 z]

ks(1+8)7(1 + |zl7) =]
Portanto para r € R = W temos (com 6; = 02 = 0) que

IB(©)allw- < ks [(1+0)" 25" + (1 + &) lolw]

Verificagao de A,

Por iii-1, desde que f é continua em [0, oo, é imediato que

r+2

F(8) €L ((0,00);R) = Lo (R W)

loc loc

As equagdes (2.11) e (2.14) sdo naturalmente satisfeitas com as solugdes usuais de
(2.48).

Neste exemplo 71, 72 € go(t) que aparecem no teorema (2.2) sdo dados por (usando que
Gp=0;=0,=0ea=0)

20 20 20
T = maX{m, —‘0+e, _0+’[‘+2}_1"+2

Ty = min{Z,pf1}=pfl (pois p > 2)

26(p—1) r 2(r+2)(p—1)
Glt) = (L)t 5 5@ £8(8) 2 +8(t)+2
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Assim, por exemplo, se (p—1)(r +2) >p, 2(p—1)f <pe

lim t(l_Z(P;l)G) (1+(p_1)(‘:+2)_p)go(t) —0

t—o0

entdo podemos aplicar o item (ii) do teorema (2.2) para concluir que a solugdo z(t) de

(2.48) satisfaz

31 @ +hola®F < FlOF +ki [ 8(6) dé = Bla(t)

—2(p—1)8 ]

< cte(l + t)_[(p—l)(m-z)_p

2.5.2 Exemplo 2

Consideramos a equacdo diferencial parcial generalizada de Euler-Poisson-Darboux

(2.49) &y Au+ (1+1)"% (z, %) + Blz,u) = f(z,t) em Q x [0, 00)

u(z,0) = ugp(z), u(z,0) =ui(z), ulsgn=0

onde © é um dominio limitado aberto em R® de classe C! e 89 é sua fronteira. As
funcoes p(z, s) e B(z, s) sdo mensurdveis em 2 x (—o00,00) e continuas em s para cada z,

satisfazendo as seguintes condigoes
i-2 p(z,0) =0

ii-2 kols1 — s2|"%% < [p(z, 51) — p(z, 52)](s1 — 52) < k1(1+ [s1] + [s2])"[s1 — s2?

com kg e ki constantes positivas.

iii-2 ky|s|™? < B(z,s)s < kj|s|7*?

onde k; e k3 sdo constantes positivas e ¢, 7 também sdo constantes satisfazendo

0y, r<o sen=1,2
Ogn,r<% sen >3

iv-2 f(t) € LZ_ ([0, 00); L2()) e (uo,u1) € H}(Q) x L2(Q)

loc

Hipétese: Suponhamos que f é tal que E(u(t)) é limitada. Por exemplo, f = 0.
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OBSERVACAO: (Existéncia e unicidade da solugio) O problema (2.49) admite uma tnica
solugdo tal que (Veja [10] e [24]).

u(t) € ¢ (R+; HY Q)
W(1) € C (R L2(R)) L2 (RY; LT+2(@)

loc

Para obter a estabilizagao da energia para o problema (2.49) aplicando o método de

Nakao, definimos os espagos

V= H)Q) v = HY(Q)
W= L'*3(Q) W*'= L(Q)
H= LQ) H* = L%(9)

Os operadores A e B que aparecem na equacao abstrata (a) da secdo anterior devem

ser tomados como
A() =-A()+B(z,") e B() = (1+1)%p(z,")

O funcional F,;) deve ser

Fauy(u) = %/Q“V’U,HQ dm—i—/n/o B(z,s) dsdz

As dualidades sao dadas por

<At )u,u>yv < —ADu+ B(z,u),udy-v = /Q (IVu||? dz + /Qﬁ(m,u)u dz
<At)u,u'>yy = /QVu -V dz + /Qﬁ(x,u)u’ dz
| <B(t)u,u>ww = /Q(t +1)"p(z, u)u dz
<B(t)u,u'>ww = / (t +1)"%p(z, u)u dz

Q
<f(t),u(t)>vv = fudz
Q

OBSERVACAO: Aqui u' = .
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Vamos verificar agora que a equagdo (2.49) atende as hipdteses A;-A4 da se¢do anterior
com a = 0, p(t) = 0 e p = 2. Para fazer isso, vamos usar as imersdes de Sobolev

mencionados no capitulo 1, secio 1.4.

e Se n = 1, entdo pelo Teorema 1 da se¢do 1.4 (Espagos de Sobolev), temos que se

Q C R entdo existe uma constante ¢ tal que
llullLo (@) < cllullwiz@) paratodop>1

Queremos aplica-la para a equagdo (2.49) com p =2 e u € H} ().

Assim

1
lullge(y < ctellullzia) < cte ( /Q HVUHZdzy, u e H(Q)

pela desigualdade de Poincaré.

Segue que
ﬂ+_2
/Qlu(x)|7l+2 dz < cte||u||z:2(m < cte (/ﬂ |Vl d:z:) 2 , u € Hy(Q)

e Se n = 2, entdo pelo Teorema 2 da se¢io 1.4, temos que H!(Q) — L9(f) para todo
q € [2,00), isto é

Nullioey < ctellullgie), — uwe HY(Q)

Aplicando isso para u € H} () resulta pela desigualdade de Poincaré que (tomando

g=n+2)

7+2

/Q lu(2)|7*? dz < cte ( /Q Nk dx) i

e Se n > 3, também pelo Teorema 2 da secio 1.4, temos H!(2) — L4(Q) para todo

g€ [2, %] Logo

lullLeg) < ctellullgi)y,  uwe HY(Q)
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' Dai pela hipétese sobre n (O <7 < n—il-'ﬁ) resulta que

(/ﬂ lu(z)|™*2 dz) = < cte (/Q(HVull2 +[uf?) d$>%

Novamente, para u € H}(f2), aplicando a desigualdade de Poincaré obtemos que

nﬁ
2
/ lu(z)["? dz < cte (/ Va2 dz)
Q Q2

Assim, concluimos que para todo n > 1 temos

H+_2
(250 Il = [ 1l do < cte ([ 10ulPaz)
Q Q

Agora estamos prontos para a verificagio de A;-Ay.

Verificagao de A;

12 parte: De iii-2 conclui-se que fou(m) B(z,s)ds 2 0. Assim, para u € H} () vale que

”u”%?é(ﬂ) < cte]]Vu||i2(Q) =cte/ﬂ||VuH2 dz

1 U
< 2cte [—/ V| da:+// B(z, s) dsdz] = cteFyy)(u)
2 Ja aJo
Portanto existe kg > 0 tal que
kollulf}, < Fay(u) paratodaueV

com p = 2.
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2¢ parte: Também usando iii-2

Faolw) = 5 [Ivultdss [ [ " B(0,5) dsdz
3 ) IVull o+ / ' / 1B(z,5)] ds
/ Ivul do+ | He

- = 2 3 n+2
5 1Vl dm+n+2/nlu(ac)| iz

dx

N

)
k3|3|7l+1 ds

N

dz

Agora, para u € H}(Q) temos, pela estimativa (2.50), que

k3
”Vu”L2(Q) + cte||Vu]|77+2

FA(t) (u) L2(Q)

N

2
2
_||vu||§2(Q +cte|1vun§2(m (/Q 1Vul? d:v)

Il

N

||Vu||L2 +cte[|Vul]L2 (2E( (t)))2  (E(u(t)) limitada )

N

N

cte [lqulliz(Q) + / Bz, u)u da:] = cte < Au,u>
Q

pois B(z,s)s = 0.

Portanto existe k; > 0 tal que
leA(t (u) < <A(t)u,u> parau€eV

Verificagdo de A,

Idem verificagdo Aj no exemplo 1.

Verificagao de Aj

12 parte: Para u € V = H}(Q) temos, pela imersdo de Sobolev, que u € L™2(Q),

desde que 0 < 7 < —3—2.

n
Agora da hipétese sobre p (fazendo s; = 0 e s; = s em ii-2 e usando também i-2)
tem-se

kols|"t% < p(z,s)s < ki(1 +s))7|s|*> para todo s
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Dai, tomando-se 8y = 6 temos

A+l = (4077 [ ur+?de
< (1+t *"/ w)u dz
- ((iif——pm ), u)
ko L2(Q)
= icl_o < B(t)u,u>

Assim a 12 parte de Az é satisfeita com kg = kg.

22 parte: Note que para u,v € W = L™2(Q) temos pela defini¢do de B que

/Bu-vdz = /(1+t)—0p(x,u)-vdac
Q Q

< (1407 / (2, w)lv] dz < (1 + 1)~ / ko (1 + Jul")ul o] dz
N (93N

| < Bu,v>ww| =

= cte(l-l-t)_'o/ |ul|v| dz +cte(1+t)_0/ lu|" ! |v| dz

XIv XV

pois por ii-2, |p(z, s)s| < cte(|s| + 1)7|s|.

Aplicando duas vezes a desigualdade de Holder em X1V, resulta

e 2
’ r+2 T r
XIV=/|u||v|dac < (/ |u|r—i_1 da:) </ ju|"+2 dac)

Q Q Q

4l

;T:-_l T+2 .
< [t(/ﬂ "+ o) } ol

< cteflullurz)llvli+2)

pois §2 é limitado.

Também aplicando a desigualdade de Holder em XV temos

4 5
T+ r+
XV = / }u|"+1|'u| dr < (/ |u|""'2 d:z:) </ |v|’+2 d:z:)

1] 0 Q

< ctellull[FLs g lollrsa

(
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Portanto
- 1
| < Bu,v Swew | < cte(L+ 87 [ullusaay + l6ll gy | 1ol

para todo u,v € L™2(Q).

Isto é
IBullw- < cte(l +¢)~° [HUHLT"'2(Q) + ”U“iﬁz(g)] , para todo u € W = L"T2(Q)

Isso completa a verificacdo de Az, com 8; = 82 = 8.

Verificagao de Ay

Como f € L2 (R*,L?(2)) entdo aplicando Hélder temos

loc

=

r42 T
//|f(z,t)|:%dzdt<cte(a,m <//|f(z,t)|2dzdt> <00
KJQ KJQ

para todo K compacto de R*.
=
LIoc

Assim f € (R, W*) e isso verifica Ay.

As equagbes (2.11) e (2.14) sdo naturalmente satisfeitas com as solugbes usuais de
(2.49).

Neste caso 71, T2 e go(t) no teorema (2.2) tornam-se

29 . ]
T = st p=To=2eg(t) = (1+t)r3—16(t)1-_1-_§ +5(t)r+2

Assim, a conclusdo do Corolério (2.1) aplica-se a esta equagao e se obtem a estabilizacdo
da energia com hipétese sobre f. -

OBSERVACAOQ: Por exemplo, se f = 0 na equacdo (2.49) entdo go(t) = 0. Nesse
caso, se r = 0 e 0 < 6 < 1 resulta do Teorema (2.2) (iv) que a energia decai para zero

exponencialmente.



Capitulo 3

Método via Funcionais de

Liapunov

A idéia deste método é oriunda das equagles diferenciais ordindrias. Consiste na
construgido de um Funcional adequado, chamado de Funcional de Liapunov.

Para ilustrar isso, vamos considerar dois exemplos.

3.1 Exemplo 1

Consideramos o seguinte problema de valor de contorno de EDQO'’s

u(t) +u(t) + flu(®) +u/(t) =0 t>0

(3.)
. u(0) =a, u(0)=0b a, beR

com as seguintes hipéteses
i. feCY(R)
ii. sf(s) —2F(s) > 0, para todo s > 0 onde F(s) = fos f&)dée >0

Multiplicando-se a equagdo em (3.1) por u; obtemos

UgeUy + vUy + utf(u) + U% =0

69
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ou, equivalentemente
d [u? d [u? d ' 2
|2t = [+ 2 (F = —
dt[2]+dt[2]+dt[(u)] e

Definindo-se a energia por E(t) = u? + u? + 2F(u) temos entdo

(3.2) - = —2uf <0

‘concluimos portanto de (3.2) que E(t) é uma funcdo decrescente.

Seja
(3.3) H(t) = uuy
Para 0 < € < 1 definimos o seguinte funcional de Liapunov

(3.4) Ge(t) = E(t) + eH ()

70

Usando (3.3) e (3.4), bem como a hipétese (ii) sobre f, obtem-se do fato que 0 < e < 1

que

d dB | dH
T dt dt

= —2uf + eth + eunyy

(e—2) uf + eu(—u —ur — f(u))

——

. .<—e _ Utt )
< —eu? — eu? — euuy — euf(u)
< —eul— eu? — euuy — 2¢F (u)

2,2 .
= —e(uj+u ;{— 2F(u)/+ uug)
E(t) H(t)
< —€Ge(t)

Logo, resolvendo-se a inequagdo diferencial

(3.5) L6.(t) < ~<Gult



CAPITULO 3. METODO VIA FUNCIONAIS DE LIAPUNOV

obtemos de (3.5)
(3.6) G(t) < Ge(0)e™

A idéia aqui é mostrar que existem constantes positivas C; e Cy tais que
(3.7) C1E(t) < G(t) < C2E(t) para todot > 0

Veremos que podemos tomar C = % e Cy = 2.

De fato, da definicio de E(t) e sendo 0 < € < 1 temos

2 u2
Ge(t) = E(t)+euus > E(t) —¢ (% + é) = E(t) - %(u2 + u?)
= (1 - %) (u? +ul) + 2F (u) > (1 - %) (u? +ul) + 2F(u) > %E(t)

pois F(s) > 0 pela hipdtese (ii).

Por outro lado temos

/ U2 u2
Ge(t) = E(t)+eH(t)=E(t)+euus < E(t) +e (7 + Et
< E(t)+e (“2—2 + 1;—% + 2F2(u)) = B(t) + -;-E(t) < 2E(t)

JAque0 <e< 1.
Portanto (3.7) de fato é verdadeiro.

Combinando as expressdes (3.6) e (3.7) chegamos &

(3.8) ZE(t) < G(t) < G(0)e™® < 2E(0)e™ para todo t = 0

N

Concluimos de (3.8) que

E(t) < 4E(0)e™ para todot >0

71
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Agora

(3.9) uw? < ul+u?+2F(u) = E(t) < 4E(0)e™¢
(]

ul < w4+ ul42F(u) = E(t) < 4E(0)e™¢
Segue de (3.9) que
(3.10) u(t) <2VEQ)Ve e e |u()] < 2/EO)Ve

Portanto, de (3.10) temos a estabilizagido da solugdo do problema (3.1).

Essa idéia tem sido imitada pdra equagdes diferenciais parciais e dependendo de uma
boa escolha do Funcional de Liapunov G(t) associado, funciona bem quando o sistema
tiver efeitos dissipativos.

Para ilustrar isso vamos analisar o segundo exemplo.

3.2 Exemplo 2

Consideramos a seguinte equacio da onda n#o linear com um termo dissipativo

U — Uz +M2utaus +ud =0 u=u(z,t), z€R teR

- w(z,0) = p(z);  wlz,0) =p(z)

(3.11)

onde ¢ e ¥ sao fun¢des que podem ser tomadas, por exemplo, na classe C§°, sendo ”a” uma

constante tal que 0 < a < 2m.
A dissipagao é representada pelo termo au;.

Multiplicando (3.11) por u; e integrando em R na varidvel z, obtemos

(o]
(3.12) / Ugpls —UggUs MUY + au% +udy | dz =0

—00
I

Integrando por partes o termo I e lembrando a propriedade finita de propagacéo, isto é,



CAPITULO 3. METODO VIA FUNCIONAIS DE LIAPUNOV 73

u = 0 para |z| grande e t fixo, obtemos

[o 0]
1)~ [ v do = - Jim w(s, Qs ) + lim_ue(a, tus(z, 1
[+3] © u2
+/ Ut U dx=/ ——[—z]d:v
oo TE oo dt | 2

Substituindo-se (3.13) em (3.12) obtemos

® /d [u? d [u? d [m2u? d [ut e,
/_w(a[ﬂ*a[? @2 ]*a[ﬂ)d”"/_w““tdz

Definindo-se a energia por

e} u4
(3.14) E(t) = / (ut2 +u2 + m?u? + ?) dz
—00
concluimos que
dE o0
(3.15) = = ~2a/ u?dz <0
—00

ou seja, a energia E(t) é uma funcdo decrescente do tempo.

Seja F' = F(t) o Funcional de Liapunov definido por

[e e}

(3.16) - F@t)=E(t) + a/ uuy dz

—00

No caso de equagdes diferenciais ordinérias, o Funcional de Liapunov.tomado foi
Ge(t) = E(t)+euus. Aquicomo a solugio também depende da varidvel espacial e queremos
o Funcional F(t) dependendo somente de ¢, entdo toma-se [, uu; em vez de uu;.

Agora, usando (3.11) e (3.15) temos

dF dE o 9
(3.17) g7 7 +a/_oo(uutt+ut)dz
[e o] o0 [o o]
= —2a/ ufda:—i—a/ u(um—m2u—aut—u3)dx+a/ utzdx
—o0 —00 -0
o [e o]
= —a/ (u? +m2u? + quu, + u4) dz + a/ Ulgg AT
-0 -0

—— ———r
II
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Integrando por partes a expressao II e lembrando que v = 0 quando |z| é grande, obtemos

(3.18)
o . . oo 9 ) )
/_oo Ulgy AT = Jcli)rgou(:z:,t)uac(:z:,t) - xl{r_noo u(z, t)ug(z,t) — /_oo us dr = — /_oo us dz

Substituindo agora (3.18) em (3.17), resulta

dF 0 4 00 00

— = —a/ u§+uf+m2u2+u— dz—g/ u4dm—a2/ uu dz

dt oo 2 2 J_ oo

o0 a o
= —a {E(t) +a/ Ul dx} - —/ ut dz < —aF(t)
—o0 2/
%/_v/
20
Resolvendo a inequacao diferencial
dF
(3.19) — < —aF(¢), t>0
dt
7
concluimos que
(3.20) F(t) < F(0)e™®
Agora vamos calcular a razao
F(t) _ E(t) + affo-oo uu; dz s af_oooo uuy dT
E(t) E(t) E(t)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

/Zd | [ o] < (/ ias) ([ )’

Usando a desigualdade elementar vVAvVB < % % para A, B > 0, temos

x
/ uuy dz
- 00

a

a *° aE(t)
< o [/_oo(mzu2+uf) dz] < =

a

Portanto
a < affooo UUt dz a
“om Y E(t) S 2m
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Logo
F(t) _ a [ uu dz a

E() E@)  ~ 2m

Isto é, (usando a hipétese que 2m — a > 0)

2m

E(t) < F(t), paratodot>0

S 9m—a

Usando (3.20) obtemos finalmente
E(t) < Ce™™

onde a constante C é dada por C = %"T—Ln—p_%l > 0. Desse modo estd provado o decaimento

exponencial da energia para zero, isto é

lim E(t) =0

t—o0

em uma taxa exponencial.

3.3 Observacoes Finais

O mesmo resultado é obtido se o problema (3.11) é considerado em dimenséo espacial
mais alta.

Neste caso, a equagao em (3.11) seria

utt—Anu+m2u+aut+u3=O

noog2
com Ay = g % sendo o operador de Laplace. Nesse caso o funcional de energia E(t)
T
— Oz;
seria z
ud
E(t) = / [u? + |Vl + mu? + ?] dz

e o Funcional de Liapunov F(t) pode ser tomado como

n

F(t) = E(t) +a/ uug dx
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Naturalmente o mesmo tipo de técnica pode ser usada para um problema de valor
inicial e de fronteira sobre uma regido limitada do R", em vez do préprio R", sofrendo um
efeito dissipativo.

Em [15] os autores usando o Funcional de Liapunov
62 -1 €
Ge(t) = E(t) +¢ ugf — 5 +u(—=A)"0 ) dz + 3 (uur + Vu - Vi) dz
Q Q

mostram decaimento exponencial da energia E(t) para o sistema de Von Kirmén sob

efeitos térmicos _
ug + A% — Auy + A0 = [u,v]

A% = —[u,u] em Q x RY

0 — NG — Auy =0

com condigdes de Dirichet homogéneas sobre a fronteira de 2 (aberto limitado regular de
R?) e dados iniciais (ug,u1,6) em HZ(Q2) x H}H(Q) x L%(Q).

Nosso objetivo nao é esgotar os tipos de problemas que podem ter estabiliza¢io provada
mediante um adequado Funcional de Liapunov, mas queremos dizer que até problemas com
dissipagdo na fronteira e problemas acoplados por exemplo em termoelasticidade (ver [22]

e (23] ) também podem ser atacados via esse método.



Apéndice A

Resultados Basicos

Neste apéndice apresentamos conceitos e resultados que foram utilizados ao longo dos

capitulos anteriores. Omitimos as demonstracdes por se tratarem de resultados conhecidos.

A.1 Analise Real

Teorema Fundamental do Calculo -

Seja f continua em [a,b]. Entdo

d% [/:f(s) ds] — f(z), z€]ab]

Seja g uma primitiva de f, isto é, f(z) = ¢'(z) para z € [a, b], entdo

. |
/ £(s) ds = g(b) — g(a)

Teorema do Valor Médio para Integrais

Dada uma fungdo continua f : [a,b] C R — R, existe £ € (a,b) tal que

(s
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A.2 Calculo Vetorial

Vetor Euclidiano n-dimensional e Norma

Seja R* o Espaco Euclidiano n dimensional.

Para x = (z1,22,...,Z,) € R* a norma de x, denotada por ||x||, é definida como

Produto interno e Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Dados dois vetores x e y € R", denotamos o produto interno de x por y como
n

X-y= E z;y;. Naturalmente que se pode escrever a norma de x como

1=1

el = v % =

A desigualdade de Cauchy-Schwarz afirma que para quaisquer x e y € R temos
Ix - ¥| < |Ixlllly]l com a igualdade valendo se e somente se x é um multiplo escalar de y,

ou um deles é o vetor nulo.

Funcao Escalar e Campo Vetorial

Uma fun¢do f cujo dominio é um subconjunto & C R* e com imagem contida em
R, isto é, f: Q C R* — R, é dita uma funcéo escalar. Por outro lado a aplicagio
F : Q Cc R* — R* que associa a cada ponto x no seu dominio 2 um vetor F(x), é

denominada um campo vetorial.

Derivada Radial, Gradiente, Divergente e Laplaciano

Se f : @ C R* ~ R ¢ diferencidvel, entdo o gradiente de f, denotado por V[ é
definido como o vetor de R™ dado por Vf = (5‘9{7, e a%%)-

A derivada radial de f, denotada por f;, é dada por f, = X -Vf, onde r = ||x|.

Se F(x) = (f1(x), ..., fa(x)) é um campo vetorial C!, definimos o divergente de F(x),
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n .
denotado por divF como divF = V- F = Z %, onde V é o operador definido como
i=1 ¢

(2 9 A
V= (6:1:1’6:1:2""’62,,)'

no52
O Laplaciano é definido como div(Vf) =V - Vf = Z gxé
i=1

e é denotado por Af.

Identidades uteis

Se f,g sdo fungdes escalares de classe C', ¢ uma constante real e F e G s30 campos

vetoriais também de classe C!, entdo as seguintes relagdes podem ser faéilmente provadas.
1. V(f+9)=Vf+ Vg

2. V(cf) =cVSf

8. V(fg) = fVg+4gVs

4. div(F+ G) =divF +divG

5. le(fF) = fdivF+F.Vf

A.3 Anadlise Funcional e Espacgos L”

A Derivada de Fréchet

Sejam (E,|| - ||g) e (F,]| - ||r) espagos vetoriais normados e A aberto de E.
A aplicagdo f : A C (E,|| - |lg) — (F | - ||F) é dita diferencidvel em um ponto a € A
se e somente se existe uma aplicacao linear e continua T, :E— F que satisfaz a seguinte

condicao:
. |Ifla+h) - fla) - Tohllr

im =0
(|l —0 IAllE

O operador T, quando existe é tinico e é chamado a derivada de Fréchet de f no ponto
a. Também denota-se Ty por f'(a).
A aplicagao f é dita ser diferencidvel em A se é diferencidvel em cada ponto de A.

Neste caso a derivada de Fréchet de f é o operador f': A C E— L(E, F) onde

L(E,F)={L:Ew~ F /L é linear e continuo}
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Imersao Continua

Dizemos que o espa¢o normado X estd imerso continuamente no espaco normado Y

quando
(i) X é um subespaco vetorial de Y e
(ii) O operador identidade I : X — Y definido pdr I(z) = z é continuo.

Desde que I é linear, (ii) é equivalente a existéncia de uma constante M tal que

@)y = llzlly < Mllz|x, ze€X.

Espaco L¥(Q)

Seja 2 C R”® aberto.

Para 1 € p < oo define-se
LP(Q) = {f : Q= K/ f é mensurdvel e /Q|f(m)|” dzr < oo}
Para p = oo define-se
L®(Q) ={f: Q— K/ f é mensurdvel e existe constante C' com |f(z)| < C q.s. em Q}
onde K=RouK=C.

Norma e propriedades no espago LF(Q)

As normas em LP(2) e L*°(Q?) sdo, respectivamente

ufuu(m=[/9 If(w)l”dxr e flloeiy = inf{C/ 1£()| < C qs. em Q)
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Propriedades dos espagos L” ()
e Os espagos LP(f2), 1 £ p £ oo sdo espagos de Banach.

e Se C§°(R) = {f: QCR* =K/ fédeclasse C®, spp(f) compacto de 2} entdo
C§°(f2) é denso em LP(R2), 1 < p < oo.

Desigualdade de Holder e Desigualdade de Young
Desigualdade de Holder

SejafeLP(Q)egéLq(Q)comlspgooe

g=ocosep=1). Entdo fg € L'(Q) e

/Q 1Fal < 1wy gl oy

Desigualdade de Young

Sea;Oeb;Oel<p,q<oocom%+%=1entéoab<%a”+%bq.

Desigualdade de Cauchy-Schwarz para fungdes L2(Q)

Sejam f: Q— Keg:Q— K duas fungdes de quadrado integrével, entdo

< [ i@ dx]% [ [ lat@)r dx} el

| Alguns espagos de flllngc')esv mais cormumente utilizados

(1 9)22] = ] | 1@y do

Para V e W espagos vetoriais normados, Rt = (0,00) e 1 < p < co tem-se
a) C(R*;V)={f:[0,00) =V /f é continua}

b) LP

loc

(RY, W) = {f : [0, 00) = W/ (i ||f(t)||€vdt)ll’ < o0, para cada compacto K C IR*}
¢) L' (0,7}, 17(2)) = {1 : 0, 7] x @ = K/ [ (Jo £t )P dx)? dt < oo}

d) L*([0, 7], L*(Q)) = {f 0,7 x Qo K/ [T (Jo lF &, x)P dx) 7 dt < oo}
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A.4 Espacos de Sobolev

Derivada Fraca ou Generalizada

Dada f € LP(Q), $ aberto do R™, diz-se que g; € LP(Q?) é a derivada fraca (ou

generalizada) de f em relagdo a componente z; da varidvel independente z, se

Oy _ .
/Q fo) g (z) d = - /Q 6i(2)p(z) de

para toda ¢ € C§°(Q2).
Notagao: g; = gf;
Podemos entao ter derivadas fracas de ordens mais altas.”

Em geral para a = (a1,...,0,) € N?

olel

oz ... 0z

Def

com |a| = a; + - an.

OBSERVACAO: Podemos entdo calcular Divergente e Gradiente no sentido fraco.

O Espago W™P(Q2)

Representa-se por W™P(§) o espago vetorial de todas as fungdes u de LP(Q2) tais que
para todo |a| < m, D%u pertence a LP(2), sendo D%u a derivada de u no sentido fraco

ou generalizado. Resumidamente
Wm™P(Q) = {ue LP(Q)/D% € LP(Q), |a| < m}

Norma em W™?(Q)

Para cada u € W™P(Q) (1 < p < o0) tem-se que

1 1
. P P
”U“m,p = ( Z “Daullfp(ﬂ)> = Z /QlDaUV’ dr

laj<m lo|<m

define uma norma sobre W™?({2).
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OBSERVACOES

o (W™P(Q),{| - lm,p) é um espago de Banach, o qual é chamado de Espago de Sobolev.

e Quando p = 2, W™2(Q) torna-se um espago de Hilbert com produto interno dado
por

(w,0) = 3 (D%, D*0)aey  w,v € WMD)

lalgm

e Denota-se W™2(Q) por H™(Q).

O Espago W;"?(Q)

Definimos o espago Wy "*(2) como sendo o fecho de C§°(2) em W™P(Q).
Quando p = 2, escreve-se HI*()) em lugar de WP (Q).
OBSERVACOES

e Se Wy"P(Q) = W™P(Q) entdo a medida de R™ \  é zero.

e Vale que WP (R") = W™P(R")

O Espaco W—™4(Q)

Suponha 1 < p < o0 e g > 1 tal que % + % = 1. Representa-se por W="4(Q) o dual
topoldgico de Wy P(Q).

O dual topoldgico de Hy*(f2) representa-se por H~™((2).
Desigualdade de Poincaré

Suponhamos que 2 é um aberto limitado do R*. Entéo existe uma constante C(depen-

dendo de 2 e de p) tal que

lullze(q) < CllVuliL»(q) para toda u € Wol’p(Q) com1l<p<oo
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OBSERVACOES

¢ A demonstragdo é bem conhecida e pode ser vista em [1].

. < , 1 .
o Em particular, a expressao ||Vu||L»(q) é uma norma em W, (), equivalente a norma

lullwre(q)-

e Em H}(Q) a expressdo [, Vu - Vv dz é um produto escalar que induz a norma

| V|l 2(q) equivalente a norma ||ul| z1(q)- Note que

1
2 2
L2(9)>

e Para um estudo introdutério & teoria de espagos de Sobolev e aplicagbes consultar,

n

IVull L2y = (Z

=1

Ou
al‘i

por exemplo, [1], [6] e [13].

Teorema da Divergéncia e Férmula de Green

Valem as seguintes férmulas

/ div(F(x)) dz =/ F(x) -n(x)dz, F e [Hl(Q)]n
Q o0
ii.
/ vAudr = -/ Vu-Vudz, v€ HHQ), ue HY(Q)
onde Q é um aberto limitado do R* com fronteira de classe C! e n(z) denota a

normal exterior unitéaria.

Imersoes de Sobolev

Teorema 1

Seja Q um intervalo aberto de R, entdo existe uma constante C(dependendo de |§2] <

oo) tal que

lullzoo(0) € Cllullwre(n), para todou € WHP(Q) e 1< p< oo
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isto 6 WHP(Q) C L*®(2) com imersdo continua, para todo 1 € p < oo.

Teorema 2

Seja 2 C R™ com 2 aberto de classe C! limitado. Para 1 < p < n temos

e Se 1 < p < n entdo WHP(Q) — LI(Q), onde % = 1_1) -1

e Se p = n entdo W1P(Q2) — LI(Q) para todo q € [p, +0).

onde ” < ” significa imerso continuamente.

Coroldrio A.1. Usando interpolagao de espagos LP tem-se que se 1 € p < n entdo

WIP(Q) — L7(Q) para todo T € [p, q], onde % =

1 1
p n’
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