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RESUMO

Simular uma placa através de elementos de barras, formando uma grelha, ¢ um
procedimento conhecido desde os primérdios da Andlise Matricial de estruturas como
Analogia de Grelha.

Com o avango recente dos equipamentos computacionais e dos programas de analise
estrutural, esse procedimento voltou a ser atrativo para projetar lajes de Concreto Armado.
Pode-se, hoje em dia, modelar a laje com um nimero muito grande de barras, fornecendo
resultados numéricos muito precisos. Esse tipo de modelamento vem sendo usado em
diversos programas de projeto de estruturas de Concreto Armado.

Esse procedimento possui algumas vantagens em relagdo a outros métodos
numéricos, ja que tem uma formulagdo muito mais simples e uma facilidade maior de
utilizar os resultados dos esforgos nas barras para fazer o dimensionamento das segdes de
Concreto Armado das lajes.

Nesse trabalho serdo apresentados estudos sobre varios pardmetros que influenciam
os resultados dessa formulagdo. Os pardmetros mais importantes sdo a malha utilizada e o
coeficiente de rigidez a torgdo a ser utilizado nas barras.

Os resultados da Analogia de Grelha foram comparados com solugdes analiticas da
Teoria das Placas e com o método numérico dos Elementos Finitos, mostrando que ¢
possivel obter-se solugdes muito proximas da teoria eldstica e ainda variar os pardmetros
de rigidez para obter outras solugdes possiveis de modo semelhante a teoria das faixas de
Hillerborg. _

Serdo apresentados modelos de lajes quadradas, retangulares sobre apoios rigidos ou
sobre vigas usuais, além de incluir diversos exemplos mostrando a aplicagdo em projetos

reais.
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ABSTRACT

The solution of plate problems replacing the original structure by an assemblage of
beams, perpendicular to each other to represent the actual continuum, is probably the most
ancient procedure of analysis from the theory of plates. This solution is well known in
structural analysis as the Gridwork Analogy.

The development of modern electronic computers has made this method attractive to
design reinforced concrete slabs. It is possible, nowadays, to calculate a plate with a great
number of grid members, with very accurate results. The accuracy obtainable is sufficient
for most practical purposes. This procedure has been used in many commercial computer
systems. The analysis of bending plates is reduced to the solution of an equivalent
gridwork, which can be accomplished by the matrix displacement method.

The Gridwork Analogy has some advantages in comparison with other numerical
methods. It has a very simple formulation, the generation of member stiffness coefficients )
is extremely simple and it makes easy to obtain the members forces and the reinforcement
of the sections of concrete slabs.

Although various geometrical shapes of plates, such as triangular, trapezoidal, and
curvilinear, could be studied, the attention will be confined mostly to square and
rectangular plates. Several models of square and rectangular concrete slabs, over rigid
supports and over flexible beams, and many others examples of real situations of concrete
slab designs will be shown.

This work will show the results of several studies carried out over the parameters that
influence the results of the analysis. The most important parameters are the size of
subdivisions and the torsional stiffness of the members.

The results obtained with the Gridwork Analysis have been compared with analytical
solutions from the Theory of Plates and with the numerical method of Finite Element
Analysis. It has been shown that it is possible to have results very close to those of the
elastic theory and also that it is possible to change the stiffness coefficients to produce

other possible solutions in the same manner as the strip method of Hillerborg.
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1-INTRODUCAO

1-INTRODUCAO

As lajes podem ser consideradas como um dos elementos mais comuns utilizados
em estruturas de edificagdes .

Calcular, dimensionar e detalhar painéis de lajes continuas ou isoladas tem sido um
problema relevante, especialmente na area de projetos.

Durante muitos anos, o célculo de lajes limitou-se a utilizagdo de tabelas de lajes
isoladas, geralmente retangulares, e a certos procedimentos simplificados para determinar
os esforgos em painéis continuos.

Com o desenvolvimento de programas baseados no Método dos Elementos Finitos
ou no Método das Diferengas Finitas, tornou-se possivel a analise de painéis continuos de
lajes, pelo menos para a determinagdo dos esforgos e deslocamentos. Para problemas
praticos, algumas dificuldades ainda permanecem, porque poucos sistemas fazem o
calculo e detalhamento das armaduras a partir de analises por elementos finitos.

Simular uma placa através de elementos de barras formando uma grelha é um
processo conhecido, desde os primdrdios da Andlise Matricial de Estruturas, como
Analogia de Grelha. Com o avango recente dos equipamentos computacionais e dos
programas de analise estrutural, esse processo voltou a ser atrativo para projetar lajes de
Concreto Armado.

Pode-se modelar as lajes com um nimero grande de barras, fomecendo resultados
numéricos muito precisos. Esse tipo de modelamento, dentro de certas limitagdes, vem
sendo usado em muitos programas de projeto de estruturas. No entanto, encontra-se pouca
informagdo sobre Analogia de Grelha nas publicagdes e nas bibliografias existentes. Como
a aplicagdo é interessante do ponto de vista pratico e pouca coisa tem sido publicada sobre
o0 assunto, julgou-se importante a realizagdo deste trabalho.

A Analogia de Grelha possui algumas vantagens em relagdo a outros procedimentos

numeéricos. Possui uma formulagdo muito mais simples e uma facilidade maior de utilizar
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os resultados dos esforgos nas barras, que podem ser discretizadas na dire¢do das barras da

armadura, para fazer o dimensionamento das se¢des de concreto armado das lajes.

1-1 HISTORICO

Devido ao fato da andlise tedrica de placas e lajes ser muito mais complexa do que a
de outros elementos estruturais, como vigas e pilares, os pisos de edificios foram, durante
muitos anos, simples imitagdes dos antigos pisos totalmente construidos em madeira.
Mesmo com o surgimento do ago como material de construgdo, as estruturas continuaram
a ser executadas com pisos e vigas secundarias em madeira. Somente as vigas mestras ou
principais eram executadas em ago.

O modelo estrutural era muito simples: as pranchas de madeira que formavam o piso
eram semelhantes a vigas simplesmente apoiadas e os esforgos distribuiam-se em uma sé
diregdo. O dimensionamento era resultado do conhecimento empirico baseado na
experiéncia dos construtores ao longo dos anos.

Essa solugdo vem sendo adotada, até hoje, em muitas estruturas de concreto e ago na
forma de lajes pré-moldadas de concreto, lajes pretensadas alveolares e lajes do tipo “steel-
deck”. Isso ocorre em parte pelas vantagens construtivas e pela facilidade na analise e
dimensionamento, que pode ser feita usando-se a teoria de vigas bi-apoiadas.

Em 1906, foi construido, nos Estados Unidos, por C.A.P. Turner, o primeiro piso de
edificio em laje plana sem vigas, conhecida, hoje em dia, como laje cogumelo. Essa
solugdo surgiu da necessidade de criar-se pavimentos com tetos lisos sem vigas,
extremamente convenientes em certas edificagdes. Era uma forma totalmente nova de
construgdo, ¢ na época ndo havia nenhum método de anélise disponivel. A estrutura foi
totalmente construida de modo empirico e antes de ser utilizada, foram realizados diversos
testes de carga para a sua aceitagdo. O resultado foi um sucesso e muitas estruturas
similares foram construidas pelo mesmo processo e testadas com provas de carga. Durante
sete anos, foram .construidas mais de 1000 edificagdes nos Estados Unidos, em laje
cogumelo, pelo mesmo procedimento empirico. Nesse periodo, como ainda ndo havia

nenhum método disponivel para a andlise, ndo havia um consenso sobre qual a melhor
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solugdo em termos de detalhamento de armaduras. Muitos esquemas eram utilizados,
alguns semelhantes aos sistemas de detalhamento modernos com armaduras paralelas as
linhas de pilares. Outros eram variagdes com detalhamentos com armaduras em diagonal,
armaduras circulares sobre os pilares, etc.

A solugdo de painéis de lajes continuas armadas em duas dire¢des, tdo comum nos
dias de hoje, s6 comegou a ser utilizada ap6s 1911. Historicamente, a transigdo da solugdo
de lajes armadas em uma diregdo para lajes armadas em duas diregdes foi realizada de
modo diferente da laje cogumelo. Este sistema sd foi utilizado com sucesso apds a
realizagdo de estudos cuidadosos. Em 1911, foram realizados alguns testes em St.Louis,
nos Estados Unidos, com painéis isolados de lajes armadas em duas diregdes.

Muitos métodos de projeto foram apresentados por diversos autores para o calculo e
dimensionamento de lajes isoladas e para painéis continuos de lajes armadas em duas
diregdes. Entre eles, podemos citar a solugdo da distribuigdo de momentos, proposta por
WESTERGAARD e SLATER (1926), e o processo de Marcus, resultado de um estudo
elaborado por MARCUS (1929 ), com a aplicagdo da teoria da elasticidade e a teoria das
grelhas.

Durante muitos anos, esse sistema de pisos foi calculado com base em hipoteses
simplificadas, c0m0>p0r exemplo, a hipdtese de que as vigas de apoio ndo se deformavam.
Os célculos eram feitos com lajes sobre apoios indeslocéveis. Isso sempre acarretou o uso
de vigas de grande rigidez, geralmente vigas corr'i‘:vgrande altura. Devido as dificuldades de
analise, as verificagdes aos estados limites ultimos de utilizagdo, em especial ao estado
limite de deformagdes, nem sempre eram realizadas . V

Recentemente, os esfor¢os tém se concentrado no desenvolvimento de elementos
estruturais pré-moldados para pisos em edificagdes pré-fabricadas ou concretadas “in situ”
e em pisos com lajes cogumelos protendidas. Para pisos os elementos pré-fabricados
apresentam-se atualmente em grande variedade, desde lajes com se¢do em T, duplo T
(1ajes pi), alveolares, até lajes treligas, armadas em uma e duas diregdes.

O desenvolvimento da andlise estrutural, de um modo geral, teve inicio com a
pesquisa de problemas de Estatica. Os primeiros estudos de placas, no entanto, foram

feitos basicamente sobre o problema de vibragdes livres.
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Os primeiros- estudos matematicos foram feitos por Euler, em 1766, apresentando
solugdes para o problema de membranas elasticas usando uma analogia com dois sistemas
de molas perpendiculares entre si. J. Bernoulli, que era um discipulo de Euler, estendeu a
analogia para placas, introduzindo a Analogia de Grelha pela primeira vez. Como a
resisténcia devida aos momentos de tor¢gdo ndo foi incluida na andlise, os resultados
obtidos experimentalmente ndo estavam completamente de acordo com a teoria.

Lagrange, em 1813, corrigindo um trabalho apresentado pela matematica francesa
Sophie Germain na Academia Parisiense, foi o primeiro a usar a equagdo diferencial
correta para vibragdes livres de placas.

A solugdo correta das equagdes diferenciais de placas retangulares com resisténcia a
flexdo foi encontrada por NAVIER (1785-1836), considerado o fundador da moderna
Teoria da FElasticidade. Para a solugdo de certos problemas de valor de contorno, ele
introduziu um método para transformar as equagdes diferenciais em equagdes algébricas.
Para o problema de placas retangulares simplesmente apoiadas, ele usou solugdes por
séries dﬁplas trigonométricas, introduzidas como solugdo matematica por Fourier na
mesma época. Essa solugdo foi apresentada em um artigo para a Academia Francesa de
Ciéncias em 1820.

O fundador da teoria estendida das placas é KIRCHHOFF (1824-1887), que -
introduziu o método dos deslocamentos virtuais na solugdo dos problemas de placas.

Na virada do século, devido a construgdo de navios em estrutura de ago, em
substituicdo a madeira, aconteceram importantes contribui¢des no desenvolvimento de
teorias de placas, principalmente por cientistas russos, como KRYLOV (1863-1945) e
BOOBNOV (1902). Timoshenko foi o responsavel por chamar a atengdo do Ocidente para
as pesquisas desenvolvidas pelos russos, que foram muito prejudicadas pela barreira da
lingua.

Em 1907, Foppl apresentou solugdes para a teoria ndo-linear de placas. No entanto a
forma final das equagdes diferenciais de placas. sujeitas a grandes deformagdes s6 foi
desenvolvida por von Farman. NADAI (1968) foi um dos primeiros a publicar o primeiro

livro exclusivamente sobre a teoria de placas.
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Devido ao desenvolvimento da industria aerondutica, muito trabalho foi feito no
estudo de solugdes analiticas rigorosas de placas.

Uma nova abordagem da analise estdtica de placas foi introduzida por Johansen, em
1943. Conhecida como teoria das linhas de ruptura, é considerada o primeiro importante
desvio da teoria classica da elasticidade na solugdo do problema de placas.

Em 1941, Hrennikoff desenvolveu um sistema equivalente a Analogia de Grelha,
chamado de Framework Method (Lattice Analogy), para a andlise estdtica de problemas
comple;(os de placas. O seu trabalho fundamental de discretizagdo do meio continuo néo
pbde ser plenamente utilizado, devido a falta de recursos computacionais na época .

Em 1956, foi introduzido o método dos elementos finitos por Turner, Clough, Martin
e Topp, o qual tornou possivel a solugdo numérica de problemas complexos de placas e
cascas.

O método das diferengas finitas, também orientado para computadores, foi

desenvolvido por Stiissi e Collatz e bastante utilizado para a construgio de tabelas.

1-2 - MOTIVACAO

Como muitos programas de computadores utilizam a Analogia de Grelha para o
calculo de pavimentos em lajes de concreto armado, parece que o procedimento é
vantajoso. Algumas vantagens podem ser descritas a partir de uma avaliagdo superficial A
programagao ¢ simples utiliza rotinas de anélise matricial de grelhas planas. A geragdo dos
dados para o modelo pode ser feita a partir de entradas graficas e a geragdo automatica de
malhas ¢ simplificada. A Analogia de Grelha também facilita a programagdo dos
algoritmos de dimensionamento e detalnamento das armaduras, que seguem as mesﬁas
diregdes da malha da grelha.

Para a analise de lajes nervuradas e mistas em concreto armado, a Analogia de
Grelha apresenta resultados mais corretos do que a analise por Elementos Finitos com
elementos planos ou a simplificagdo da Normas Brasileira NBR-6118, que permite o
célculo como placa no regime elastico, desde que as dimensdes e espagamentos das

nervuras obedegam a certas limitagdes.
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Em alguns casos, como por exemplo na regido de apoios sobre pilares, os resultados
sdo melhores do que os da analise por elementos finitos ou difefencas finitas.

Por outro lado, muito pouco tem sido publicado sobre o assunto. Ndo existem
bibliografias especificas € possivel encontrar apenas segdes em alguns livros.

A motivagdo para a elaboragdo deste trabalho fundamenta-se na possibilidade de
contribuir para o inicio de pesquisas mais aprofundadas neste assunto e para determinar o

grau de validade, as limitagOes, as vantagens e as desvantagens da Analogia de Grelha.

1-3 - UTILIZACAO

A utilizagdo da Analogia de Grelha, a principio, estaria voltada para a elaboragdo de
programas para o projeto de pisos de edificios em lajes de concreto armado convencional.
Este estudo sera feito apenas com analises eldsticas lineares. Estudos mais avangados
poderdo tornar o processo viavel também para andlises ndo-lineares . '

Atualmente, existem diversas areas da engenharia de projetos estruturais que
apresentam uma demanda crescente, em taxas bem elevadas, e que necessitam de sistemas
de célculo mais acessiveis do que os disponiveis. Entre esses, destacam-se o projeto de
lajes cogumelo protendidas, as lajes pré-moldadas nervuradas com vigotas treligadas e os
pavimentos de edificios em estrutura metéalica mistas com lajes em concreto, especialmente
do tipo “steel-deck.”

A solugdo do problema de placas pelo caminho classico € limitada a um nimero
relativamente pequeno de geometria de placas, de carregamentos e condigdes de contorno.
Se estas condigdes forem mais complexas, a analise torna-se muito dificil ¢ em muitos
casos impraticavel.

Nas aplica¢Ges praticas em engenharia trabalha-se sempre com um certo grau de
imprecisdo nos dados. As cargas, as propriedades dos materiais, a geometria e as
condigdes de contorno sdo sempre aproximagdes da situagdo real. Portanto, uma solugdo
exata do problema também ¢é uma aproximagdo da solugdo real.

Portanto, ¢ aceitavel, para fins praticos, a utilizagdo de procedimentos numéricos e

analogias, quando as solugdes matematicamente rigorosas nao forem possiveis.
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A Analogia de Grelha ficaria entdo como uma alternativa de analise, dentro do seu

limite de validade, entre todas as disponiveis, para o calculo de lajes em concreto armado.
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2-TEORIA DAS PLACAS EM REGIME ELASTICO

2.1 - INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é apresentar os fundamentos da teoria eldstica das placas e
a solugdo classica de alguns casos de lajes, que serdo utilizados em estudos comparativos
com a Analogia de Grelha. Serfo apresentadas as dedugGes das equagdes diferenciais que
solucionam o problema das placas planas retangulares, simplesmente apoiadas, sujeitas a
pequenas deformagdes e com carregamento perpendicular a sua superficie média.

Como a equagdo que define o campo de deformagles da placa ¢ uma equagdo
diferencial de quarta ordem, a solugdo exata, analitica, s6 € possivel para poucos casos.
Neste capitulo, sera apresentada a solug@o exata fechada apenas para uma laje retangular
sujeita a um carregamento senoidal. Para outros casos de carregamento, serdo utilizadas

solugdes por séries trigonométricas, conhecida como solugdo de Navier.

2.2 - EQUACAO DIFERENCIAL DAS PLACAS EM COORDENADAS CARTESIANAS
RETANGULARES ‘

Placas sdo estruturas de superficie plana, sem curvatura, onde uma das dimensdes ¢
pequena comparada as outras.

Define-se como altura / da placa, a menor das trés dimensdes e a superficie média
como sendo aquela que passa pelos pontos médios do segmento que determina a altura em
cada ponto da placa, conforme a figura 2.1.

A teoria das placas, para ﬁequenas deformagdes, ¢ baseada nas seguintes hipdteses
basicas, conforme TIMOSHENKO, S;P. E WOINOWSKY-KRIEGER, S, (1959) e
RUDOLPH SZILARD (1974):
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Superficie
Meédia

Figura 2.1 - Elemento de placa

e O material da placa ¢ eldstico, homogéneo e isotropico.

e A placa indeformada ¢ plana.

e A espessura (h) da placa é pequena, em relagdo as outras dimensdes, da ordem de
1/10.

o Asdeformagdes angulares da superficie média sdo pequenas comparadas a unidade.

e Os deslocamentos dos pontos da superficie média sdo pequenos comparados com a
espessura da placa. (Inferiores a 1/10, para que se possa considerar pequenas
deformagdes).

e As cargas dindmicas ou estaticas sdo aplicadas perpendicularmente a superficie da
placa.

* A configuragdo deformada da placa € tal que, linhas retas inicialmente perpendiculares
a superficie média permanecem retas e perpendiculares.

e As deformagdes devidas ao cisalhamento sdo desprezadas.

e A deformagdo da placa é produzida por deslocamentos dos pontos da superficie média
perpendicular ao plano indeformado.

e As tensdes normais a superficie média sdo despreziveis em relagdo as tensdes no

mesmo plano.
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Sera utilizado, neste estudo, um sistema de coordenadas cartesiano retangular
destrogiro, com os eixos X,Y e Z orientados espacialmente conforme indicado na Figura
2.1.

As componentes do deslocamento linear u,v e w sdo orientadas segundo os eixos X,Y
e Z, respectivamente.

Como foi assumido que a placa é submetida a forgas estaticas perpendiculares a
superficie média, das seis equagdes fundamentais de equilibrio serdo necessarias apenas
trés.

Considerando-se um elemento de placa de dimensdes dx e dy, submetido a uma
carga distribuida ¢, o equilibrio ¢ obtido a partir dos seguintes esforgos internos atuantes:
momentos fletores Mx e My e os momentos de tor¢do Mxy e Myx e os esforgos cortantes
Ox e Qy, atuando nas faces do elemento.

Como os momentos fletores e as forgas cortantes dependem das coordenadas X e Y,
deve-se levar em consideragdo as pequenas mudangas em seus valores quando as
coordenadas variam com os pequenos valores dx e dy, como mostrado nas figuras 2.2 e

2.3.

Figura 2.2 - Forgas cortantes em um elemento de placa.
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Figura 2.3 - Momentos fletores e de tor¢do em um elemento de placa.

A carga distribuida, denominada ¢, atua em toda a superficie superior da placa.

Portanto a carga total atuando no elemento € :

0 =q.dxdy (2.1)

Fazendo o somatorio de momentos segundo Y, tem-se:

0 dx

aMyxdy—Myx+Mx+6ﬂdx—Mx—(Qx+Qc—dx)E—Qx—=0 (2.2)
Ox Ox ¥) 2

Myx +

Desprezando os diferenciais de ordem superior dx.dx, obtém-se:

Como Mx,Myx e Ox sao esforgos concentrados,

Myx = myx.dx (2.3)
Ox = gx.dy (2.4)
Mx = mx.dy (2.5)
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M e+ 2% dydx — gredy.dx =0 (2.6)
Ox oy ‘

Dividindo tudo por dxdy. Pelo mesmo procedimento obtém-se:

Oomy Omxy
S Al A 2.7
5 + o qy (2.7)

O somatdrio de forgas segundo o eixo z

2 2
2 m Omyx 0 my omxy _ » 2.8)
Ox Ox.0y Oy ox.0y

%% gy v+ 2 gy dy + g.dx.dy =0 (2.9)
Ox Oy
@dx + oy dy+q.dxdy=0 (2.10)
ox oy
—Qx+Qx+%dx—Qy+Qy+aa&dy+q.dx.dy:O (2.11)
X y

Substituindo as eqs. (2.7) e (2.10) em ( 2.11)

2 2
d nzx+ Omyx & nzyJr Omxy _— (2.12)
x®  oxdy oyt oxdy

Como- myx = mxy, obtém-se a equagdo 2.13, que € a equagdo de equilibrio da placas.

?
E muito importante notar que esta equagfio & independente do fato de a placa estar em
regime elastico ou plastico, ihdepende do coeficiente de Poisson e do fato de a placa ser

isotropica ou ortotropica.

2 2 2
an:x+2 6myx+6nzy:_ (2.13)
Ox Ox.0y oy
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Considerando um elemento de placa com espessura constante h, sujeito a um
momento fletor mx que provoca uma curvatura 1/rx.

Figura 2.4 — Curvatura de um elemento de placa
Pode-se escrever a curvatura como:

1 &=

. (2.14)
rx zZ

Onde &x ¢ a deformagdo especifica de uma fibra localizada a uma distincia z na
superficie média.

A curvatura também pode ser escrita como:

2
1. —% onde w ¢ o deslocamento da placa na diregdo z (2.15)
rXx

Combinando as equagdes (2.14 ) e (2.15), obtém-se
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d’w
ex=-z 2.16
o (2.16)
De modo andlogo, obtém-se:
d*w
=—z 2.17,
& 0 (2.17)

A lei de Hooke para material elastico linear, em duas dimensdes, ¢ dada por:

ox = 7 (ex+v.gy) (2.18)
T = E = (v +v.&x) (2.19)
» =20 10) EORTRTE G '
E \ i’
ox=—z—L_ o (2.20)
) l-v )
__, E 0w %Uazw
O T P P

Da figura ( 2.4 ), pode-se obter o momento mx por unidade de largura na diregdo x

como:

2 2
mx—j”2 z Ez(a?ﬂ)a? 4 (2.21)
~hi2 1-v kax - Oy

mx = /207x.z.dz (2.22)

Integrando e aplicando os limites de integragdo obtéem-se:
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3 2 2
my=——tt (00,00 (2.23)
12(-v ) ax? " oy
E, de modo analogo:
E 3 2 2
my =— h 5 60;)+06(;) (2.24)
R{-v* ) »*  ox
Fazendo:
ER’

D=~ 2.25
12‘1—02; (2.29)

o qual denomina-se rigidez a flexdo da placa.

2 2
me=— [g_‘;’w%y_g’) (2.26)
X
%w %0 |

O momento de tor¢do, produzido pelas tensdes de cisalhamento txy=tyx pode ser

calculado por:

K
T (2.28)
_E
"= 93010 (2.29)
2
mxy =—(1 —u)D[ sx;’y J (2.30)
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0w
=2 2.31
}/’W z ax ay ( )
) _
mey =" =222% Gadz : (2.32)
~h/2 ax ay :

Substituindo as equagdes ( 2.26) , (2.27), (2.32) na equagdo de equilibrio (2.13),
obtém-se a equagdo diferencial das placas ou equagdo de Lagrange, em coordenadas

cartesianas retangulares:

o*w A ‘o

q
+ + =4 2.33
6x4 ax28y2 ay4 D ( )
Ou, para'qua]quer sistema de coordenadas, usando o operador Laplaciano :
DV*V2p=g¢ : (2.34)

Esta equagdo € uma equagdo diferencial parcial de quarta ordem, ndo-homogénea, do
tipo eliptica, com coeficientes constantes e ¢ linear, ja que os coeficientes de ® ndo tém
expoentes maiores que um.

Resumo das equacdes diferenciais das placas:

2 2
mx =-—D 6_%)__“)8_(;)_ (2.35)
Ox Oy
4 4 4
00,, 00 00_4 (2.36)
ox ox“.0y° Oy D
R0
mxy = —myx = —(l - U)D —_— : (2.37)
{ Ox.0y
2 2
my = —D{a—‘;’wa—i’J (2.38)
Oy Ox
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6% &% |
:_D____ _ 239
may ﬁy(axz ayzj (2.39)

2.3 - SOLUCAO RIGOROSA DA EQUACAO DIFERENCIAL DAS PLACAS

A solugdo exata fechada de placas é restrita a poucos casos e, portanto, com pouca
finalidade pratica. H .
Outras solugdes matematicas exatas disponiveis para o problema de placas s3o :
e 1. A solugdo por séries duplas trigonométricas

e 2. Solugdo por séries simples.

A seguir, apresenta-se um exemplo com a solugdo matematica exata de um problema
de placa, encontrado em TIMOSHENKO, S.P. E WOINOWSKY-KRIEGER, S, (1959).
Trata-se de uma placa retangular com carregamento senoidal distribuido, escolhido

justamente para que se possa ter uma solugdo exata da equagdo de Lagrange.

le
- I

Figura 2.5 - Placa retangular simplesmente apoiada com carga senoidal

Uma placa retangular com as dimensdes e orientagdo dos eixos conforme mostradas
na Figura 2.5, estd sujeita a um carregamento distribuido sobre toda a superficie de acordo

com uma lei senoidal dada pela expressdo:

N
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qg=q, sen =~ sen % N (2.40)
a

onde go representa o valor maximo da carga no centro da placa.
Substituindo este carregamento na equagdo de Lagrange, obtém-se:
‘o o 0o g, nmx _my

+ + =2%sen —“sen —= 2.41
ot ox*oy' oyt D a b (2.41)

As condigdes de contomo para a placa simplesmente apoiada sdo:

Para x=0e x=a tem-se Mx=0 e w=0

Para y=0 e y=b tem-se My=0 e w=b

Usando as expressdes para o calculo dos momentos

2 2
mx:—D(Z—C;+UZy—(gJ (2.26)
X
o (0% &
8%w 8w
my=—D[—a—;}—§—+Uéx—2J (227)

E, como w = 0 nos bordos, tem-se

oo

72 =0 (2.45)
2

5_620 ~0 (2.46)

Ox ‘

Pode-se mostrar que, para os lados paralelos a x e y, as condigdes de contorno sdo:
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Para x=0 e x=a tem-se w=0 e

%0 _

7 =0 (2.47)

Para y=0 e y=b tem-se w=0 e

6%w B

- ~0 (2.48)

A solugdo para a equagdo de Lagrange que satisfaz todas as condigdes de contormno

apresentadas, pode ser dada por:
w= Csenn—'xsen%;—Ji (2.49)
a

onde C é uma constante que deve satisfazer a equagdo (2.40), a qual, substituida na

equacgdo (2.41), resulta em:

go _ a1 1Y

Obtém-se, entdo, um campo de deslocamentos para a placa dado por:

w= 9o - sen 2% sen 22X ' (2.51)
a1 1 a b
"D a_2+b—2

Com a expressdo que define o campo de deslocamento e utilizando as equagdes
(2.26), (2.27) e ( 2.30) que definem os momentos, obtém-se os campos de momentos

fletores e de torgdo para a placa:

mx = %(;—2 + [:—z)senﬂsennb;y (2.52)
2
()

a* b?
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q, v 1 T.X .y
my=———+— [sen—sen—— 2.53
¢ 2(1+1J2((12 bz) a b (259
n —_ —_—
a> b?
1- . .
mxy = — 9o v)2 cosT X cos X (2.54)
EZ(L+LJ ab ¢ b
a® b’

2.4 — SOLUCOES POR SERIES SIMPLES DE FOURIER

O Teorema de Fourier estabelece que qualquer fungdo arbitraria y = f(x) pode ser
escrita como uma série infinita, de termos em senos e cossenos.
Se f(x) é uma fungdo periddica, o Teorema de Fourier diz que a fungdo original pode

ser substituida pela soma de diversas fungdes de onda senos e cossenos :

4
f(x) =1A0 + 4 cosz—ﬂx+A2 cos—iDc—+...+Ancos@+...+Bl senz—ﬂx+Bz sen4—7DC+anenﬂ
2 T T T T T T

(2.55)

Ou, em uma forma mais compacta:

f(x)= %AO + Z An.cosn.m.x + Z Bn.senn.w.x ' (2.56)
1 1

Onde Ao, Ane Bn (n=1,2,3,....) sdo coeficientes da expansdo de Fourier e

=— 2.57
0= ) | (2.57)

Teo peﬁodo da fungdo f(x+T)=f(x)

2.4.1 - SERIES DUPLAS DE FOURIER

No problema estatico de analise de placas, uma dada fungdo f(x,y) pode ser

expandida em séries duplas de senos das duas varidveis X ¢ y, com a seguinte expressao :
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f(x,»)=Y.> F,,sen MY sen n.7;.y (2.58)
m=1 n=] - a
Para se obter o coeficiente Fmn, multiplica-se a eq.( 2.58) por sen( K'Z'y ] e
integra-se entre os limites de 0 a b.
I f(x,y) sen( ZZFM sen 17 jobsin Wg-y sin K'Z'y dy (2.59)
'm=1 n=1
Se nzK
b i Y K Ty
jo sin= , dy=0 (2.60)
Se n=K
jbsmn”ysznn ydy—é (2.61)
0 b b 2
De modo similar, para a variavel x
jj sin n.7br.x sin n.7l:.x dy = % (2.62)
Y i DY
F,, 5 5 —j j f(x, y)sm dedy (2.63)
de onde :
F,, = j J. f(x, y)sm %dxdy (2.64)
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2.4.2 - SOLUCAO DE NAVIER POR SERIES DUPLAS TRIGONOMETRICAS

Em 1820, Navier apresentou uma solugdo em séries duplas trigonométricas para lajes
retangulares simplesmente apoiadas.

A solugdo da equagdo diferencial das placas submetidas a cargas normats obtidas por
Navier é, em resumo, a seguinte:

1-) A solugdo ¢ escrita por uma série dupla de senos:

@(x,y)= ZZW sen 27X gen MY (2.65)

mn
m=1 n=1 b

satisfazendo as condigdes de contorno para placas simplesmente apoiadas,

(w)x=0,x=a = O (w)y=0,y=b = O (mx) x=0,x=a = O (my)y=0,y=b = O

2-) A carga normal pz & também expandida em uma série dupla de senos:

pz(x,y) = ZZPW sen M E sen MY com (mn=1,2,3,...) (2.66)

m=l n=1 b

3- Substituindo as equagdes (2.65) e (2.66) na equagdo diferencial de Lagrange
(2.33), uma equagio algébrica ¢ obtida para o calculo de Wmn.

4-) A solugdo é escrita por uma série dupla de senos :

W, = m 2 (2.67)
{2 (55}
a b

Somando os termos individuais, uma solugdo analitica para a deformagdo das placas

pode ser obtida.

w(x,y)= Dl - ZZ B sen 7 sen 17V (2.68)

e
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Substituindo w(x,y) nas expressdes dos momentos fletores internos € dos esforgos

cortantes nas equagdes (2.23) , (2.24 ) e (2.30), obtém-se :

© i 2 2 ]

mx(x,y)=n’DY. " m_2 +0 n_2 W sen X sen MY (2.69)
m=1 n=1 L a b 8 a b
© © i 2 2 Y]

my(x,y)=n*DY. > n_2 +v m_2 W, sen X gen 27-Y (2.70)
m=1 n=1|_ a b | a b

mxy(x,y) = - 2D(1 - U)sz—':Wmn sen %% sen n.7;.y (2.71)

a. a

' m=l n=1

Com a solugdo de Navier € possivel programar, até mesmo em planilhas eletrénicas
ou em programas matematicos, o calculo de diversos problemas de placas. Com este
procedimento serdo calculados, através de um programa matematico, diversos casos de
lajes retangulares, com diversos tipos de carregamento, cujos resultados serdo utilizados
para estudos comparativos com a Analogia de Grelha. Com o objetivo de apresentar a
maneira como este tipo de solugdo pode ser utilizada através de programas de computador,
sera apresentado no Anexo 1, um exemplo de laje retangular simplesmente apoiada, com

carga uniforme, com o procedimento programado no sistema Mathcad 8 ( Ref.17).
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2.6 - COMENTARIOS SOBRE TABELAS

Antes do uso efetivo de programas computacionais para o célculo de lajes em
projetos de edificios, a maioria dos casos eram solucionados através de tabelas, tanto para
as solugOes elastoplasticas como para as solugdes elasticas.

Diversos autores de concreto armado incluiram, em seus livros, tabelas para o
calculo de lajes isoladas com diversas condigdes de apoio e carregamento. Algumas
publicagdes sdo especializadas exclusivamente em tabelas de placa, dentre as quais pode-se
destacar as tabelas de BARES e RICHARD,(1970) para placas de estruturas em geral e as
de WIPPEL, H e STIGLAT, K (1966), muito usadas em projetos de lajes de pontes.

Esses livros contém, em sua maioria, uma colegdo de tabelas para o calculo dos
momentos fletores e flechas maximas. Algumas tabelas apresentam os momentos de
torgdo, esforgos cortantes, reéqées de apoio e forgas concentradas nos cantos.

Algumas tabelas apresentam apenas momentos fletores, sem indicar o coeficiente de
Poisson adotado e, em alguns casos, os momentos fletores referem-se ao centro da placa
sem a indicagdo de que pode existir um momento fletor maximo maior em outro ponto fora
do centro.

As tabelas mais completas encontram-se em BARES e RICHARD (1970), para
varios coeficientes de Poisson entre 0 ¢ 0,30, com tabelas para lajes retangulares que

apresentam além dos momentos fletores no centro da placa, os momentos Mymax para v=0

Para uma laje retangular com a relagdo entre o lado menor e o maior da ordem de
0,5, a diferenga entre 0 momento maximo Mymx € 0 momento My no centro da placa pode
chegar a 44%.

As tabelas 47 a 57 de POLILLO (1977) sdo baseadas na Teoria da Elasticidade e
ndo possuem nenhuma referéncia com respeito ao coeficiente de Poisson. No entanto,
preocupam-se em apresentar os valores de My maximo e no meio da placa, apresentahdo

ainda os momentos de torg¢do e as flechas maximas.
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As tabelas tém sido usadas, geralmente, para o cdlculo de lajes isoladas com
condigdes de apoio simples, engastados ou livres. Para o cdlculo de painéis continuos de
lajes apoiadas em vigas, o célculo através de tabelas restringe-se ao célculo de lajes
isoladas com a utilizagdo de critérios para corrigir os esforgos devido a continuidade. No
caso do apoio em vigas, a flexibilidade , geralmente, desprezada com o uso de tabelas, o
que em alguns casos, pode resultar em grandes diferengas nos valores dos esforgos e dos

deslocamentos verticais.

Apesar dos programas de computador tornarem possiveis as solugdes de painéis de
lajes de edificios de um modo bastante eficiente, as tabelas para o calculo de solugdes
elasticas de placas com carregamentos especiais, para o projeto de estruturas hidraulicas,
como tanques, reservatorios, estagdes de tratamento de dgua e efluentes, continuam ainda a

serem usadas com bastante frequéncia

A seguir apresenta-se uma lista das bibliografias mais conhecidas, que sdo

especializadas em tabelas de placas e outras que contém tabelas em seu contexto.

Livros especializados em tabelas :

o Bares, Richard — “Tablas para el calculo de placas y vigas pared “, Editorial Gustavo
Gili, S.ABarcelona, 1970.

o Bares, Richard — “Tables for the Analysis os Plates, Slabs and Diaphragms Based on
Elastic Theory”, Bauverlag, Gmbh, Wiesbaden, 1971 (German-English Edition)

. Wippel, H e Stiglat, K — “Platten”, Ed. Verlag von Wilhelm Ernst & Sohn
Berlin/Munchen,1966. '

o Hahn, J — “Vigas continuas, porticos, placas y vigas flotantes sobre lecho elastico”,

Editorial Gustavo Gili, S.A Barcelona, 1972

o  Livros com tabelas:
e  Timoshenko, S.P. e Woinowsky- Krieger, S — “Theory of Plates and Shells”,
McGraw-Hill Kogakusha,Ltda, 1959
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Montoya, Jimenez ; Meseguer, A.Garcia e Cabre,F.Moran — “Hormigon Armado”,
Editorial Gustavo Gili, S.A Barcelona, 1973

Rocha, Aderson Moreira — “Novo Curso Pratico de Concreto Armado Vol 1 “,

Editora Cientifica, Rio de Janeiro, 1981

Szilard, Rudolph — “Theory and Analysis of Plates”, Prentice-Hall, Inc, Englewood
Cliffs, New Jersey,1974

Polillo, Adolfo — “Dimensionamento de Concreto Armado Vol II”, Editora
Cientifica, Rio de Janeiro, 1977.
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3 - INTRODUCAO A ANALISE PELO METODO DA RIGIDEZ

3.1 - METODO DA RIGIDEZ

O método dos deslocamentos, também conhecido como método da rigidez, ¢ um
método de andlise de estruturas reticuladas que usa a rigidez dos elementos para formar um
sistema de equagdes, relacionando os deslocamentos com as cargas que atuam na
estrutura.

A equagdo bésica do método é:

{Fi=[kKs} 3.1)

Onde F é uma matriz coluna (um vetor) das cargas externas, K é a matriz de rigidez
da estrutura e & € a matriz coluna dos deslocamentos.

Para um dado conjunto de cargas externas, o sistema de equagdes € resolvido
calculando-se os deslocamentos. Os esforgos nas barras da estrutura sdo obtidos com base
nos deslocamentos e nas matrizes de rigidez de cada elemento isolado.

Para ahalisar uma estrutura de barras pelo método dos deslocamentos, é necessario
discretiza-la em um ntimero finito de barras conectadas por nods .

O método da rigidez é um método muito geral que pode ser aplicado a resolugdo de
qualquer tipo de estrutura reticulada.

O método da rigidez difere do método da flexibilidade nos conceitos fisicos que
estdo envolvidos, ainda que os métodos sejam idénticos na sua formulagdo matematica. Em
ambos os métodos , as equagles fundamentais sdo deduzidas utilizando o pricipio da
superposi¢do. No método da flexibilidade, as quantidades desconhecidas s3o agdes
redundantes, mas no método da rigidez as incognitas sdo os deslocamentos dos nos da
estrutura.

A anilise de uma estrutura pelo método da rigidez pode ser descrita pelas seguintes
etapas conforme GERE ¢ WEAVER (1980):

e Enunciado do problema. O problema a ser resolvido deve estar claramente definido

pela descrigdo da estrutura e das cargas, variagdes de temperatura, deformagdes inicias
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e deslocamentos de apoios a que estd submetida. A desqrigﬁo da estrutura inclui o tipo
de estrutura, a localizagdo dos nds, posigdes das barras, localizagdo e fipos de apoios,
propriedades fisicas e geométricas.etc.

e Especificagio dos tipos de deformagdo a serem consideradas na andlise, tais como
deformagdes por ﬂéxﬁo e deformagdes axiais. Dependendo dos tipos de deformagdes a
serem consideradas, devem ser dado as barras a rigidez apropriada.

e Determinagdo do nimero de deslcocamentos de nods desconhecidos ou graus de
liberdade na estrutura. Ha que se proporcionar vinculos artificiais de modo a produzir
uma estrutura restringida, nos quais todos os deslocamentos sdo nulos ou de valor
conhecido.

o Analise da estrutura restringida submetida as cargas. Todas as cargas, exceto aquelas
correspondentes a um deslocamento de nd desconhecido, sdo consideradas como
aplicadas 3 estrutura fixa, sendo avaliadas as véarias agdes na estrutura. As agdes mais
importantes a serem.determinadas sdo as agdes que correspondem aos deslocamentos
desconhecidos. Outras ag¢Qes de interesse sdo as agbes de extremidade para os membros
e as reagdes nos apoios.

e Anadlise da estrutura restringida para valores unitarios dos deslocamentos

o Determinagdo dos deslocamentos . A equagdo de equilibrio obtida por superposicdo de

agOes é:
{F}-{F}={K }5} (3.2)

Onde: {F} = esforgos nos nos

e

{Fo} = esforgos de imobilizagdo dos nos, devidos aos carregamentos
aplicados nas barras.

Nesta equagdo, o vetor {Fo} inclui os efeitos de cargas, variagdes de temperatura,
deformagdes iniciais e deslocamentos de apoio.

Quando se resolve a equagdo (3.2) em fungdo dos deslocamentos, o resultado €
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=1 (F}-{F))

o Determinagdo das ag¢les de extremidade e reagdes. Os vetores para as agdes de
extremidade de membro e reagdes, respectivamente, na estrutura real sdo obtidos das

seguintes equagdes de superposigdo:

S-fs)=lHay (3.5)

Onde: [r] =matriz de rigidez do elemento de barra
{d} = vetor de deslocamentos correspodente aos nds de extremidade da barra
{S} = esforgos nas extremidades da barra
{So} = esforgos de mobilizagdo dos nés na extremidade das barras

Quando os vetores ¢S}, {So} e {8 tiverem sido obtidos, a andlise pode ser

considerada completada.

3.2 — GRELHAS PLANAS

3.2.1 — INTRODUGAO

Uma estrutura de grelha assemelha-se, em varios aspectos, a um portico plano. Todas
as barras e nds existem no mesmo plano, supondo-se que as barras estdo rigidamente
ligadas nos nds (no caso de estrutura de nds rigidos).

Os efeitos de flexdo tendem a predominar na analise, sendo os efeitos de torgdo
secundarios na analise de grelhas, porém importantes. .

Para a andlise de estruturas de barras, é necessirio o uso de um sistema de eixos de
referéncia orientados para a estrutura como um todo. Tais eixos sdo conhecidos como
coordenadas globais da estrutura.

Na analise de uma estrutura de grelha, os eixos coordenados sdo tomados como
mostrado na figura 3.1. A estrutura existe no plano X-Y com todas as for¢as aplicadas

atuando no eixo Z.
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Figura 3.1 - Grelha Plana

Como cada elemento de uma grelha pode estar orientado em qualquer diregdo no
plano xy, é conveniente que cada barra também possua um sistema de eixos cartesianos
ortogonais conhecido como eixo de coordenadas locais. Para o sistema local, os eixos
denominados de xu,yuir e zyr estdo dispostos da seguinte maneira:

e a direg¢do do eixo xps coincide com o eixo da barra e com o sentido orientado do né
inicial j para o nd final k.

e 0 eixo z) é perpendicular ao plano da grelha , dirigido para cima.

e 0 ¢ixo yu ¢é orientado perpendicular ao plano formado pelos eixos xur e zu .

Os deslocamentos que podem ocorrer nos nds de uma estrutura sdo, basicamente, trés
translagdes e trés rotagdes. Estes deslocamentos possiveis sio chamados de graus de
liberdade, ou seja , cada deslocamento possivel de um no6 € um grau de liberdade.

Os deslocamentos possiveis nas extremidades de uma barra de grelha sdo mostrados
na figura 3.2 e consistem em quatro rotagdes nas diregdes x € y e duas translagdes na

diregdo z.
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Zym
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Figura 3.2 - Deslocamentos nodais nas extremidades de uma barra de

grelha

3.2.2 - MATRIZ DE RIGIDEZ DAS BARRAS DE GRELHA

Os deslocamentos unitarios nas extremidades da barra podem ser provocados um de
cada vez, com o objetivo de formar a matriz de rigidez da barra de grelha, relativa ao eixo
local da barra. A matriz [rs] € a matriz de rigidez da grelha. O significado fisico de [rg]
pode ser descrito como:

Cada coluna (j) da matriz [rg) é um vetor de cargas que deve ser aplicado ao grau
de liberdade de modo a manter o estado de deformagdo associado com um valor unitario
do grau de liberdade j enquanto todos os demais graus de liberdade sdo zero.

A seguir, serdo apresentadas as formulas para o cdlculo das a¢des nas extremidades
das barras de grelha para os diversos deslocamentos impostos.

Uma barra € testringida quando uma das suas extremidades ¢ impedida de se
deslocar, seja por translagio ou rotagdo. As agdes de extremidade para uma barra
restringida sdo ag¢des de reagdo, forgas ou momentos, que aparecem nas extremidades
quando a barra é submetida a esforgos, variagdo de temperatura, deslocamentos impostos

ou outros efeitos.
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Na figura 3.3, tem-se o caso de uma barra com as duas extremidades engastadas,
submetida a um deslocamento vertical A em uma das extremidades. Devido a este
deslocamento, a barra fica submetida a esforgos de reagdo nas extremidades. Se este
deslocamento for unitario, estes esforgos correspondem a rigidez da barra em relagio a este

grau de liberdade.

T

MAC§A __'_,__,’——-—?&}:D Ma
| L

J "

(3.9) e (3.10)

Figura 3.3 - Momentos fletores e reagdes na barra devidos a um deslocamento

vertical em uma das extremidades

Na figura 3.4, tem-se o caso de uma barra com as duas extremidades engastadas,
submetida a uma rotagdo @ ao redor do seu proprio eixo, em uma das extremidades.

Devido a esta rotagdo, surgem os momentos de tor¢gdo Mt nas duas extremidades.

M, = _G"z"ﬁ 3.11)

Figura 3.4 - Momentos de tor¢do na barra devidos a uma rotagdo em uma das
extremidades
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Na figura 3.5, tem-se o caso de uma barra com as duas extremidades engastadas,
submetida a uma rotagdo 6 em uma das extremidades. Devido a esta rotagdo, a barra reage

com os momentos fletores Ma e Mg nas duas extremidades e com as duas reagdes R.

A ° 3
MAC%:\\L?D Me
Rl D

M, =2E10 M, =30 (3.12) e (3.13)
L L
6EID
R==5 (3.14)

Figura 3.5 - Momentos fletores e reagdes na barra devidso a uma rotagdo em uma das

extremidades

Estas agOes de extremidade sdo suficientes para a construgdo da matriz de rigidez de
uma barra de grelha plana utilizada neste estudo. Qutras andlises mais sofisticadas
poderiam incluir outros termos na matriz de rigidez a partir de efeitos especificos.

A figura 3.6 mostra a matriz de rigidez de um elemento de grelha plana, a qual serd

usada no programa de grelha plana utilizado neste estudo.
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GJp 0 0
4Ely ~  6Ely
L L
6FEly 12Ely
0 T 3
[r.] = . L L
_YJp 0 0
L
2Ely 6Ely
0 T2
L L
6Ely 12ED
0 I? - JE

o |

6Ely

_12Ely

L2

JE
0
6Ely

L2
12Ely

_GJp 0
2Ely
L
0 3 6E21y
L
GJp 0
L
4Ely
L
0 6?3’

L3

Figura 3.6 - Matriz de Rigidez da barra de grelha em relagdo ao sistema de eixo local

Os termos com GJp sdo os termos que representam a rigidez a tor¢do das barras de

grelha. Os demais termos referem-se a rigidez a flexdo da barra.

3.2.3 - TRANSFORMACAO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS

A rotagdo de eixos em duas dimensdes para vetores no plano pode ser formulada em

uma base geométrica através de dois sistemas de eixos coincidentes na origem

rotacionados de um angulo 3 (Fig. 3.7).

¥y
Ym s

.....

Figura 3.7 - Rotagdo de eixos
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Com base na figura anterior pode-se deduzir que:

R, =cosB.R +senB.R (3.15)

R, =—senB.R +cosB.R (3.16)

Colocando na forma matricial:

Rym | cos B sen B || Ry
|:Rymi| B {— sen f3 cosﬁ}{RyS:t (3.17)

cos sen
R - { B senp } (3.18)
—senf83 cospf
R ¢ uma matriz de senos e cossenos que € denominada matriz de rotagdo.
Xp —X;
Cy =% 7J (3.19)
- L . v
Cy = g (3.20)

onde o comprimento da barra L pode ser calculada a partir das coordenadas dos nods

extremos:

L=\/(xk—xj\)+(yk—yj) (3.21)

A matriz de rigidez de barra de grelha, em relagdo aos eixos globais € mostrada na

figura 3.8.
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—G-J£sz + dEy (0% (—G—'—IE + dE }:‘ny 6E21y Cy - %sz + _2E1y o’ —(9}3 + 2kl xCy - 6E21y Cy
L L L L L L L L L L
—qll—) _AEy xCy —G—']E—Cyz + Ay - 6E21y Cx - Gl + 2Bl xCy - g‘—]—ECyz + 2B Cx’ 6E21y Cx
L L L L L L L L L L
6Ely 6Ely 12Ely 6Ely 6Ely 12Ely
. 7 Cy -—Cx I 7 Cy 7 Cx 7
%sz . 2Ely Jor _(g];_;_‘_ 2Ely Gy 6E!y Cy %CxQ N 4Ely o (% _AEly “Cy - 6E21y Cy
L L L L L L L L L L
(G + 2By )Cny - %Cyz + 2Ey Cx? - 6E21y Cx (% _AEly xCy —GiRCyz + AEly Cx 6E21y Cx
L L L L L L L L L
B 6E21y ¢y 6E21y Cx 3 12E31y o 6E21y o 6EZIy Ce 12E31y
L L L L L L L J

Figura 3.8 - Matriz de rigidez da grelha em relagdo ao sistema de eixos global

Apos gerada a matriz de rigidez [r] de cada barra na forma expandida, os elementos

desta matriz sdo transferidos para a matriz de rigidez [K] de toda a estrutura.

K;= DI (3.22)

barras

Este procedimento de somar diretamente as matrizes de rigidez dos elementos para
formar a matriz de rigidez da estrutura ¢ freqlientemente chamado de método direto da
rigidez (direct stiffness method) .

O fato de se usar a ferramenta matematica de matrizes € o que leva muitas vezes o

método de andlise ser designado de Analise Matricial.

3.2.4 - ESFORCOS NODAIS APLICADOS

Na fase seguinte da analise, formam-se os vetores associados as cargas que atuam
sobre a grelha. As agdes externas aplicadas nos nos constituem oyvetor {F}. Como cada
né possui 3 graus de liberdade, os esforgos em um no6 genérico k estdo representados na fig
3.9.
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Figura 3.9 - Cargas nodais para uma grelha plana

Com as agdes de mobilizagdo dos noés {Sp} nas extremidades de uma barra
restringida da grelha (devidas as cargas aplicadas nas barras) constrdi-se o vetor de

mobilizagdo dos nos de toda a estrutura {Fy}, mostrado na figura 3.10.

Zm

Figura 3.10 - Cargas nodais em uma barra de grelha.
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As cargas nodais reais, vetor {F}, podem se somar as cargas nodais equivalentes do

vetor -{Fy}, para produzir o vetor de cargas total {F}-{F}.

3.2.5 - CALCULO DOS DESLOCAMENTOS E ESFORCOS NAS BARRAS

O sistema de equagdes:
{Ko}=1{Fi-1{r}

Pode ser separado e isolada a parte livre da estrutura (indice L) da parte vinculada
(indice V). ‘

K 8.3+ (Ko Koy =R} {Fu ». (3.23)

(K Jo, 1+ (K Moy }={F - F ) (3.24)

A equagdo 3.23 ¢ usada para calcular {5} deslocamento dos nds livres e a equagdo

3.24 para calcular {Fy} que so as reagdes de apoio.

As agdes nas extremidades das barras {S}podem ser obtidas com a equagdo:

{S}:[FG]{d}-*_ {So} (3.25)

Os esforgos {S}, trasformados para o sistema local sdo mostrados na figura 3.11,
Onde Mt sdo momentos de torgdo, My momentos fletores no plano Ym,Zm e Q os esforgos
cortantes no plano Xm,Zm.

Zm

Ym

Figura 3.11 - Esforgos nodais nas extremidades de uma barra de grelha
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4- ANALISE E MODELAGEM DE LAJES DE CONCRETO
ARMADO

4.1.-INTRODUCAO

Existem diversos procedimentos para a analise ¢ dimensionamento de lajes com
comportamento linear ou ndo-linear. Entre os procedimentos disponiveis estdo as teorias
elasticas, a teoria da andlise limite e as modificagdes da teoria eiéstica e da teoria da
analise limite.

Esses métodos podem ser usados para analisar os deslocamentos, os esforgos
internos, os elementos de apoio e a capacidade de carga das lajes. Com a distribui¢do de
esforgos, tais como momentos fletores, momentos de torgdo e esforgos cortantes, € possivel
dimensionar as armaduras e fazer a verificagdo das tensdes nas lajes de concreto armado.

Os métodos mais tradicionais para a determinagdo da distribuigdo de momentos em
uma laje tém sido através de modelos elasticos.

' Lajes mais complexas somente puderam ser resolvidas usando procedimentos
numeéricos em computadores eletrénicos. O Método das Diferengas Finitas e o Método dos
Elementos Finitos sio solugdes numéricas.

O Meétodo das Diferengas Finitas substitui a equagdo de Lagrange por uma série de
equagdes algébricas lineares simultaneas para o calculo dos deslocamentos em um numero
finito de pontos da superficie elastica da laje. Apos a determinagdo dos deslocamentos, os
momentos fletores e esfor¢os cortantes sd3o obtidos usando relagdes apropriadas entre
deslocamentos de grupos de pontos.

O Método dos Elementos Finitos ¢ um outro procedimento numérico que pode
solucionar o problema de placas. Nesse método, a placa € dividida em um numero finito de
elementos. Cada elemento de placa possui propriedades de deformagdo a flexdo que sdo
conhecidas com boa aproximagdo. O método geral de analise concentra as cargas nos nds
dos elementos, e entdo restaura a continuidade das rotagdes e deslocamentos em cada
ponto nodal, e, em alguns casos, em pontos intermediarios, de modo a satisfazer as

equagdes de equilibrio e as condigbes de contorno requeridas.
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4.2 - METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O-método dos elementos finitos € um procedimento numérico para a andlise de meios
continuos. A analise de tensdes em estruturas, condugdo de calor, escoamento de fluidos,
- campos elétricos e magnéticos sdo exemplos de problemas que envolvem a andlise de
meios continuos.

No caso do problema de placas, o Método dos Elémentos Finitos € usado para
encontrar uma aproximagdo do campo de deslocamentos da placa. O campo de
deslocamentos continuo ¢é substituido por um campo discreto com pontos nos nés dos
elementos finitos. |

Neste trabalho, sera utilizado um programa de elementos finitos denominado SAP90,
que permite a andlise de diversos problemas através de elementos finitos. Este programa
sera utilizado para os estudos comparativos que serdo realizados para estudar a solugdo de
lajes através da Analogia de Grelhas.

A seguir, serdo descritos os passos utilizados na preparagao dos dados e obtengdo dos
resultados nesse programa.

Deve-se dividir a estrutura em um conjunto de elementos finitos adequados a solugao
do problema. No caso do SAP90, para a solugdo de placas, o programa dispde de
elementos denominados SHELL que sdo elementos adequados para solucionar problemas
de placas, cascas e membranas em duas e em trés dimensdes

Deve-se salientar que:.

o Os elementos SHELL, utilizados no programa, possuem elementos de 4 noés de
formulagdo isoparamétrica com comportamento de placa.

e O comportamento de placa inclui duas componentes de rigidez rotacional fora do plano
e uma componente de rigidez a translagdo na dire¢do normal ao plano do elemento, ndo
incluindo nenhum efeito de deformagéo por cisalhamento.

e Para definir a malha sdo informadas as coordenadas nodais dos nds dos elementos em
relagdo a um sistema global de coordenadas.

e Apos a geragdo da malha nodal, s3o informados o tipo de elemento a ser utilizado e os

pardmetros fisicos dos elementos, tais como mddulo de elasticidade, coeficiente de
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Poisson. Em seguida, a topologia ou incidéncia nodal de cada elemento para compor a
malha. Na gera¢do da malha informa-se também a espessura dos elementos da placa.

e Para definir as condig¢Ges de contorno, deve-se informar as restrigdes nodais, ou seja, os
graus de liberdade impedidos nos nés da estrutura que sdo considerados vinculos ou
apoios. A

. As cargas na placa sdo aplicadas através de um comando de carga de pressdo que
permite a entrada de cargas distribuidas em toda a placa ou em pontos selecionados.

. Apés a entrada de dados, o programa faz a montagem do modelo com os seus
pardmetros e inicia a solugdo montando a matriz de rigidez da estrutura. Em seguida,
resolve o sistema de equagdes lineares para a obtengdo dos deslocamentos nodais.

o No SAP90, os deslocamentos nodais sdo obtidos na listagem de um arquivo com a
extensdo .SOL. Esse arquivo apresenta as rotagdes e translagdes de todos os nos da
estrutura em relagdo ao sistema global. Neste trabalho, as flechas das lajes estudadas
serdo obtidas a partir desse arquivo de resultados.

e Para a saida de resultados dos esforgos, 0 SAP90 possui, além das saidas numéricas,
diversas saidas graficas que permitem a visualizagdo dos campos de esforgos dos
momentos fletores e de torgdo das placas. Para esta saida grafica, o programa utiliza
uma convengdo de sistema de coordenadas locais para cada elemento com eixos 1 e 2
segundo os lados dos elementos finitos quadrangulares, conforme mostrado na figura
4.1 eum sistema global X, Y e Z definido na entrada de dados dos nés do modelo.

¢ Os momentos fletores sdo M11 e M22, respectivamente, nas diregOes 1 e 2 do sistema

local ¢ 0o momento de tor¢ao é o valor M12.
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FILE : LAJEGGA
UNDEFORMED SHAPE

Figura 4.1 - Laje discretizada em elementos finitos

A figura 4.2 apresenta uma listagem tipica de entrada de dados deste programa de
elementos finitos utilizando um arquivo texto no formato ASCIL

A entrada de dados no arquivo texto compde-se de blocos de dados (data blocks)
separados por uma linha em branco. O nome de cada bloco de dados ¢ inserido na coluna,
obrigatoriamente. Em cada bloco sao informados os dados referentes a ele, conforme um
formato especifico descrito no manual do programa.

Para um arquivo tipico de analise de laje, tem-se os seguintes blocos:

e Restraints : A especificacdo da restricdo nodal dos nés de apoio da laje. Cada né da
laje possui seis graus de liberdade no sistema global, sendo trés translagdes nos eixos
X, Y e Z e trés rotagdes RX, RY e RZ. A especificagdo da restrigao nodal consiste em
um conjunto de seis digitos, correspondendo a cada grau de liberdade, sendo os trés
primeiros as translagdes e os trés ultimos as rotagdes. Se o grau de liberdade for
restringido o digito € 1 e se for livre, o digito € 0.

e Joints : Este bloco define os nds do modelo da laje através de suas coordenadas no
plano X,Y. Para facilitar a entrada de dados, existem comandos de geragao de nos para
malhas que formam um quadrilatero.

o Shell : Este bloco define os elementos finitos da discretizagdo do modelo. Para lajes de
concreto, nesse trabalho, foram usados comandos para elementos do tipo SHELL,

ETYPE=2. Estes elementos sdo de placa quadrangulares com 4 nds de formulagio
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isoparamétrica, com um comportamento que inclui rigidez a rotagdo nas duas diregoes
fora do plano da placa e uma rigidez a translagdo na diregdo normal ao plano da placa.
O elemento de placa ndo considera a contribuigdo das deformagdes por cisalhamento.
Os elementos permitem a aplicagdo de cargas de pressdo normais ao seu plano para
cargas distribuidas e a cargas de gravidade para simular o peso proprio. Existem
comandos especificos para gerar malhas quadrangulares.

Potential : Este bloco define o carregamento a ser aplicado nos elementos de placa. O
elemento de placa interpreta a pressdo aplicada nos nds do elemento como uma carga
de superficie aplicada na diregdo normal ao seu plano e gera um vetor de carga
correspondente. A diregdo positiva € a dire¢do do eixo 3 do sistema de coordenadas
locais do elemento.

A figura 4.2 apresenta uma entrada de dados tipica em um arquivo de texto padrdo
ASCIL Neste , a entrada de dados refere-se a uma laje retangular simplesmente apoiada

com 8 x 6 m de lado, com espessura de 5 cm submetida a uma carga distribuida de
10 kN/m”.
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PLATE -
SYSTEH
L=1

RESTRAINTS
1

2 11 1

12 100 11
22 110 11
111 121 1

JOINTS
C

C COORDENADAS NODAIS

1 X=0.00 Y¥=0.00 2Z=0.00

11 X=8.00 ¥=0.00

111 X=1.00 Y¥=6.00

121 X=7.00 Y=8.00 Q=1,11,111,121,1,11
SHELL

NH=1 Z=-1 P=1

1 E=2.1E9 U=0.2 W=0 : CARACTERISTICAS FISICAS
C

C PLACAS

1 Jo=1,2,12,13 G=10,10 HM=1 TH=.05,.050 ETYPE=2

POTENTIAL

C CARGA DISTRIBUIDA Q = 1000 kgf/m2
1 121 P=-1000,-1000

Figura 4.2 - Exemplo de entrada de dados.

A figura 4.3 apresenta uma saida grafica do campo de deslocamentos também

denominado deformada da placa. A deformagdo, geralmente, é ampliada para facilitar a

visualizagdo. O resultado portanto, é somente qualitativo, j& que os deslocamentos

geralmente sdo muito pequenos . Os resultados numericos de deformada sdo obtidos de um

arquivo texto denominado .SOL.
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Figura 4.3 - Placa deformada

Na figura 4.4, pode-se observar a saida grafica dos momentos fletores em uma
determinada diregdo dos elementos finitos, neste caso, a diregdo M11. A convengido
utilizada pelo programa estd mostrada na figura 4.5. Normalmente, a saida grafica é
apresentada com regides de mesmo valor para os esforgos, com uma tabela de convengdes

de valores e os valores maximos destacados para o n6 onde eles ocorrem.

FILE : LAJEGGA
+ SHELL M1
1

MIN IS -, 1@9E+@4 <JOINT 112 MAX IS .333E+04 <JOINT 111>

Figura 4.4 - Distribui¢do dos momentos fletores M11
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Figura 4.5 - Convengdo dos momentos fletores e de tor¢do no elemento finito de placa.

A figura 4.6 apresenta a saida grafica dos momentos fletores na outra diregdo, ou seja
M22.

Figura 4.6 - Distribui¢do dos momentos fletores M22

A figura 4.7 apresenta a saida grafica dos resultados dos momentos de tor¢do na
placa. E interessante observar a distribuigdo dos valores. Nas regides onde os momentos
fletores sdo méaximos, os de tor¢do possuem os valores mais baixos. Nos cantos, onde os

momentos fletores possuem os menores valores, os de tor¢ao sdo maximos.
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Figura 4.7 - Distribui¢do dos momentos de tor¢dao M12.

4.3 - METODOS APROXIMADOS

4.3.1- INTRODUCAO

Diversos métodos aproximados de andlise de lajes tém sido propostos, desenvolvidos
e usados ao longo dos anos. Muitos desses métodos foram desenvolvidos antes da era dos
computadores.

A substituigdo de uma laje por uma série ortogonal de vigas que se cruzam ¢,
provavelmente, uma das mais antigas propostas de solugdo. Este procedimento, na
verdade, pode ser entendido como uma solugdo pelo método do limite inferior (lower
bound limit design method). A distribuicdo de momentos, calculada desta maneira,
necessitarda de uma pequena redistribuigdo de momentos, devido ao comportamento
inelastico, para alcangar a carga tltima.

Um processo com distribuigdo de momentos para painéis de lajes apoiados em vigas

rigidas foi desenvolvido por SIESS ¢ NEWMARK, (1950). O processo pode ser
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comparado ao método de Cross para o célculo de vigas continuas. A rigidez a tor¢do das
vigas de apoio podia também ser considerada. O processo apresenta bons resultados, desde
que as vigas de apoio sejam suficientemente rigidas a flexdo. O problema é que, em
estruturas reais, principalmente as dos edificios modernos, as vigas apresentam menor
altura e sdo, portanto, mais flexiveis.

O método dos porticos equivalentes tem sido usado por muitos anos, principalmente
nos Estados Unidos onde o codigo do ACI Code permite o uso deste método para o calculo
de lajes planas, sem vigas. Este método considera uma faixa de laje, incluindo os pilares,
como sendo um portico plano. O pértico pode ser formado por um unico pavimento com
os pilares superiores e inferiores, ou por um portico em toda a altura do edificio tomado
entre os vdos dos pilares para cada lado. A norma brasileira NBR-6118/78 também permite
o célculo de lajes cogumelo por esse método, conforme apresentado no item 3.3.2.11:

“As lajes apoiadas diretamente sobre pilares serdo calculadas em regime eldstico ou
rigido-plastico de acordo com os itens 3.3.2.1 € 3.3.2.

Quando os pilares estiverem dispostos em filas ortogonais e a espessura da laje
respeitar 0 minimo do item 6.1.1.1, serd permitido calcular em regime eldstico o conjunto
laje-pilares como pdrticos multiplos, admitindo-se a laje dividida em duas séries ortogonais
de vigas e considerando-se, no calculo de cada série, o total das cargas. A distribuigdo dos
momentos, dividindo-se os painéis em lajes, com os cantos correspondentes aos pilares, em
quatro faixas iguais. Serd do seguinte modo:

e 45% dos momentos positivos para as duas faixas internas

e 27,5% dos momentos positivos para cada uma das faixas externas
® 25% dos momentos negativos para as duas faixas internas

e 37,5% dos momentos para cada uma das faixas externas

Deverdo ser estudadas cuidadosamente as ligagdes das lajes com os pilares, com
especial atengdo nos casos em que ndo haja simetria de forma ou de carregamento da laje

em relagdo ao apoio. A pungdo sera verificada de acordo com o item 4.1.5.”
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4.4 — ANALISES LIMITES

A andlise estrutural baseada em teorias eldsticas apresenta bons resultados para
deformagdes e tensdes para cargas de servigo. No entanto, ndo representam a capacidade
ultima das estruturas.

A analise pelo método da ruptura apresenta-se como uma alternativa para o calculo
de lajes, fornecendo resultados que as teorias eldsticas ndo sdo capazes de fornecer.

Em 1914, Kazinczy observou que a capacidade de carga de vigas de ago era
consideravelmente maior que a prevista pela teoria da elasticidade. Este aumento na
capacidade de carga ¢ devido a ductilidade de alguns materiais, inclusive o concreto
armado.

A teoria pléstica classica para placas ¢ fundamentada nos trabalhos de PRAGER e
HODGE, 1951.

A andlise limite, baseada nesta teoria, indica que a solucdo exata para placas nem
sempre € possivel. A carga ultima de colapso, encontra-se entre dois limites, o limite
superior e o inferior, dependendo da solugdo utilizada, conforme mostrado na figura 4.8.

Para uma solugdo de limite inferior (lower bound limit analysis), a distribuigdo de
momentos para toda a placa é encontrada de tal modo que:

e As condigdes de equilibrio sdo satisfeitas em todos os pontos da placa;

e O critério de plastificagdo que define a resisténcia do elemento de placa nao ¢ excedido
em nenhum lugar da placa;

e As condigdes de contorno sdo satisfeitas.

A carga ultima da placa € calculada a partir das equagdes de equilibrio e da
distribuigdo de momentos. A carga tultima assim encontrada é sempre menor ou igual a

carga correta.
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Figura 4.8 - Solugoes por limite inferior e limite superior.

O método da andlise limite inferior foi chamado de “teoria do equilibrio” por
HILLERBORG(1956), e é sugerido por ele como um método de projeto para lajes de
concreto armado.

O método de projeto pode ser resumido no seguinte, conforme Hillerborg:

“Se uma distribuigdo de momentos pode ser encontrada de tal modo que satisfaga as
equagdes de equilibrio e as condigdes de contorno da placa para uma determinada carga
externa, e se a placa € capaz de resistir a esses momentos em cada ponto, entdo a carga
externa adotada representa um limite inferior da capacidade de suporte da placa.”

O objetivo de Hillerborg era apresentar um método de projeto que fosse, ao mesmo
tempo, simples de ser aplicado e que apresentasse sempre resultados a favor da seguranga.

De certo modo, o seu objetivo foi alcangado. O método ¢ simples e resulta em
dimensionamentos sempre a favor da seguranga. Este método vem sendo usado por
engenheiros de projeto hd muitos anos e, em muitos casos até de forma intuitiva,

desconhecendo o fato de que estdo usando um método formulado em bases formais.
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Teoricamente, existe um numero infinito de solugdes pelo método do estado limite
inferior para uma determinada placa, cada uma baseada em uma distribui¢do de momentos
que satisfaga os critérios estabelecidos pelo método.

E importante notar que a distribuigio de momentos obtida pela teoria eldstica para
uma placa, é de fato, uma solugdo possivel de estado limite inferior, porque satisfaz as
condigdes de equilibrio, as condigdes de contorno e as se¢des da placa sdo dimensionadas
para resistir com seguranga aos momentos em cada ponto.

Os momentos obtidos pela teoria eldstica sdo proporcionais a curvatura das segdes da
laje e, portanto, somente uma distribuigdo de momentos eldsticos é possivel. Na teoria
plastica, no entanto, qualquer numero de distribui¢des ¢ possivel, porque no regime

plastico os momentos ndo dependem da curvatura.

Momento
m
Deformacao ultima do concreto

. |

Escoamento do aco tracionado

(LA

Prlmerra fissura do concreto

¢Y tﬁu

Curvatura Q()

Figura 4.9 - Relagdo momento-curvatura para uma se¢do de concreto.
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Na figura 4.9, é mostrado o diagrama da relagdo momento-curvatura para a segao
tipica de uma laje em concreto armado. A curva tem um aspecto aproximadamente trilinear
e divide-se em:

e Um trecho inicial linear até a formagdo da primeira fissura no concreto;

e Um trecho linear até o ponto de escoamento do ago da armadura;

e Terceiro trecho, onde o momento permanece praticamente constante até o ponto onde a
resisténcia ultima do concreto € atingida.

E possivel demonstrar que a maioria das lajes de concreto armado levemente
armadas sdo extremamente ducteis.

As andlise limites de lajes assumem que as segdes das lajes de concreto armado
possuem ductilidade suficiente, isto €, possuem um longo trecho horizontal no diagrama
trilinear, apds o escoamento do ago, para que a distribuigdo de momentos escolhida possa
ser atingida ap6s a redistribuigdo.

Para todas as solugdes possiveis de distribuigdo de momentos, antes da carga ultima
da placa ser atingida, é necessaria uma redistribuigdo de momentos, mesmo quando o
dimensionamento é feito pela teoria elastica. Isso deve-se ao fato de que a distribuigdo de
momentos depende de uma distribuigdo complexa na rigidez da placa depois da fissuragao
do concreto. Portanto, as andlises limites s6 podem ser aplicadas em lajes de concreto
armado que possuam segdes com grande ductilidade.

Como foi demonstrado no capitulo 2, a equagdo de equilibrio de um elemento de

placa ¢ dada por:

2 2
0 me ., 8myx+6 my __

ax? oy oyt *0

Esta equagdo pode ser aplicada tanto aos elementos de laje que estdo em regime
elastico, quanto aos que estdo em regime plastico, ja que ela ¢ deduzida apenas a partir de
consideragdes de equilibrio. Qualquer solugdo que satisfaga as condigdes de contorno e o
critério de plastificagdo ¢ uma solugao possivel para a configuragdo de momentos.

Portanto, existe um grande niimero de solugdes, entre as quais a teoria elastica é uma

das possiveis.
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Para obter-se as solugdes possiveis, a carga g deve ser equilibrada pela soma dos
termos do lado esquerdo da equagdo (4.1), onde o primeiro e o terceiro termo sdo os
momentos fletores nas diregdes X e Y e o segundo termo os momentos de tor¢do (ou
volventes).

O fato de a carga da laje poder ser equilibrada por qualquer combinagdo de
momentos fletores e de tor¢do nas duas dire¢des, da uma ideia clara do conceito fisico do

método das faixas.

4.4.1 — METODO DAS FAIXAS

Como ja foi comentado no item anterior, o método das faixas (strip method), também
conhecido como método de Hillerborg, foi apresentado em 1956 por Hillertborg como um
método de dimensionamento de lajes de concreto armado pelo teoria dos estados limites.

Hillerborg simplificou o método geral do limite inferior, eliminando a necessidade de
se considerar os momentos de tor¢do no calculo da distribui¢ao de momentos. Se nenhuma
parcela de carga é absorvida pelos momentos de torgdo, o dimensionamento pode ser feito
como se a laje fosse composta de faixas independentes, em geral nas duas dire¢des. Torna-
se necessario apenas calcular os momentos das faixas por critérios de estética, garantindo o
equilibrio. Esta simplificagdo resultou em um método extremamente atrativo para a area de
projeto. O método foi chamado de método simples das faixas. Posteriormente, foi
apresentado por Hillerborg o método avangado das faixas, para enquadrar casos especiais
de cargas concentradas.

De acordo com a teoria geral da analise limite inferior, qualquer combinagao de mx,
my e mxy que satisfaga a equagdo (4.1) em qualquer ponto da laje e que satisfaga as
condigdes de contorno, quando a carga tltima ¢ aplicada, ¢ uma solugdo vélida, desde que
sejam dimensionadas e dispostas as armaduras para absorver estes momentos.

Portanto, a carga g pode ser, a principio, arbitrariamente equilibrada pelos trés
termos do lado esquerdo da equagdo (4.1). Hillerborg escolheu a solugdo onde mxy = 0 e

equilibrou a carga totalmente com os dois termos de momentos fletores mx e my.
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A equagdo (4.1) pode ser separada em duas equagdes de equilibrio para cada faixa

nas diregdes X e y, com uma parcela Kx .q para a diregdo X e uma parcela Ky .q para a

direcao Y.
&% mx
=-Kx. 4.3
a2 q 4.3)
azmy 62my
—=—ky. ou =~(1- kx). 4.4
Py ky.q & (1-kx)q (4.4)
onde  kx+ky=1 (4.5)

Para ilustrar o uso do método, serdo calculados dois exemplos de uma laje quadrada,
simplesmente apoiada em todo o contorno, submetida a um carregamento uniformemente
distribuido.

e Exemplo 1 — Laje quadrada com 4 x 4 m, carga distribuida ¢ de 10 kN/m? com uma
distribuigdo de faixas conforme mostrado na figura 4.10. Pode-se encontrar uma
distribui¢do de momentos em equilibrio fazendo Kx = 0,5. Deste modo, metade da
carga sera distribuida uniformemente para as faixas em cada diregdo. O resultado dos
momentos obtidos para as faixas na diregdo x ¢ dada pelo célculo estatico de uma viga

biapoida com largura unitaria. O valor méximo dos momentos na diregdo x é:

mx =05q9.F/8 ouseja  mx=I10kN.m/m.

As reagdes nos apoios também podem ser obtidas por estatica :

Rx =05 .q.12 ou seja Rx = 10 kN/m
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Figura 4.10 - Sistema de faixas

e Exemplo 2 — Laje quadrada com 4 x 4 m, carga distribuida ¢ de 10 kN/m” com uma
distribuigdo de faixas conforme mostrado na figura 4.11 . Pode-se encontrar uma
distribuigdo de momentos em equilibrio adotando para Kx valores 0 ou 1 dependendo
da regido da laje em que se encontra a faixa. A carga ¢ dividida em regides triangulares
que transmitem a carga para o apoio mais proximo. Cada faixa carrega toda a carga
distribuida ¢ apenas nas extremidades de comprimento. O valor do momento maximo
das faixas na diregdo x ¢ uma fungdo de y, apresenta um valor maximo na faixa central
e valores decrescentes em diregdo ao apoio de maneira ndo-linear conforme mostrado
no grafico da figura 4.3.2.1.2. O valor maximo da faixa central ¢ igual a ql’/8 ou seja
20 kN.m/m.
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Figura 4.11 - Solug¢do do exemplo 2.

Para a mesma laje, o método de Hillerborg permite iniimeras outras solugdes, como,
por exemplo, o caso extremo, onde, com o valor Kx =/, toda a carga distribuida seria
absorvida apenas na diregdo Ix. A escolha entre todas as solugdes possiveis passa a ser um
problema de otimizagdo de detalhamento e custo das armaduras, que seriam dispostas de
acordo com os diagramas de momentos. Na prética, uma solugdo como a do exemplo 2
mostra-se impraticavel devido ao corte ou ao espagamento varidvel de todas as barras da
armadura .

Os exemplos demonstram a simplicidade e a facilidade com que os momentos de
uma laje podem ser encontrados com a simples aplicagdo da estdtica e a diversidade de
solugdes possiveis para uma mesma laje.

E interessante salientar que muitos projetistas tém utilizado o método das faixas para
calcular, de modo aproximado, lajes que apresentam formatos irregulares (ver figura
4.12.), aberturas, bordos livres e diversas outras situagdes ndo encontradas nas solugdes
classicas e nas tabelas. Isto, sem saberem que estdo utilizando um método com um suporte

formal no método do estado limite inferior.

Mestrando: Jano d’ Araujo Coelho
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Modelagem de Lajes de Concreto Armado por Analogia de Grelha 80

Figura 4.12 - Laje trapezoidal dimensionada pelo Método das Faixas com Kx =1 na

diregdo dos menores vaos.

4.5 — METODO DAS CHARNEIRAS PLASTICAS

O método das charneiras plasticas ou método das linhas de ruptura, para lajes de
concreto armado, inicialmente desenvolvido por INGERSLEV(1923), e com uma extensa
contribuigdo de outros autores como JOHANSEN(1943), LANGENDONCK(1970), ¢
também um método de andlise limite, mais precisamente um método de andlise limite
superior (upper bound limit method). A carga tultima da laje € obtida postulando-se um
mecanismo de colapso compativel com as condigdes de contorno. Os momentos nas linhas
de ruptura sdo os momentos ultimos plasticos, resistidos pela se¢do de concreto armado.
Com estas hipdteses bésicas, a carga ultima é determinada usando-se o principio dos
trabalhos virtuais ou as equagdes de equilibrio. A carga ultima assim determinada é uma
carga maior ou igual que a correta. Por isso, 0 método ¢ chamado de limite superior. Se o
mecanismo de colapso postulado ndo for o correto, o resultado sera uma carga de colapso
superior a correta € 0 método apresenta, portanto, um resultado contra a seguranga. No
caso de adotar-se um coeficiente de seguranga para a carga ultima, o resultado de um
mecanismo de colapso incorreto teria um coeficiente de seguranga menor que o coeficiente

de seguranga minimo adotado.
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Na teoria das charneiras plasticas, o mecanismo de colapso é composto de painéis ou
charneiras, separados pelas linhas de ruptura. As regides entre as linhas de ruptura ndo sdo
analisadas para verificar se 0 momento de plastificagdo ndo ¢ atingido em nenhum ponto.

No entanto, isso s6 pode acontecer se um mecanismo de colapso incorreto for adotado.

Figura 4.13 - Padrdo de linhas de ruptura de uma laje retangular simplesmente apoiada
submetida a uma carga uniformemente distribuida. (desenho baseado em foto de ensaio,
PARK&GAMBLE (1980))

O fato de ndo se ter nenhuma garantia de que o mecanismo de colapso adotado ¢é o
correto, torna necessaria a verificagdo de todos os mecanismos de colapso possiveis, para
garantir que a capacidade de suporte de carga da laje ndo foi superestimada.

A teoria das charneiras plasticas assume um mecanismo de colapso por flexdo, ou
seja, a laje possui suficiente resisténcia ao cisalhamento para que ndo ocorra ruptura por
cisalhamento.

A teoria das charneiras plasticas € aplicada a lajes que tenham armadura uniforme. A
area da armadura é considerada constante ao longo da laje, mas pode ser diferente para as
duas dire¢des ou para a armadura superior ou inferior. A andlise de lajes com armadura ndo
uniforme também ¢ possivel de ser analisada pela teoria, porém, devido as dificuldades que

aparecem, isto ndo foi suficientemente estudado até hoje.
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A configuragdo de momentos em um laje no estado limite ultimo depende da
resisténcia a flexdo das segdes, bem como do carregamento e das condi¢des de contorno.
Uma redistribuigdo significativa de momentos fletores é necessaria para desenvolver um
mecanismo de colapso. Isto implica que as segdes da laje devem ter ductilidade suficiente

para permitir rotagdes plasticas suficientes nas segdes criticas.

4.4.2.1 - DETERMINACAO DA CARGA ULTIMA

O primeiro passo em qualquer solugdo com charneiras plasticas € postular o padrao
de linhas de ruptura usando algumas regras:

e 1- Para atuar como roétulas plasticas de um mecanismo de colapso formado por
segmentos planos, as linhas de ruptura deverdo ser linhas retas, formando eixos de
rotagdo para o movimento destes segmentos, como se fossem charneiras plasticas
(charneira; do latin cardinaria, de cordo cardanis, eixo de uma maquina; dobradiga);

e 2-Os apoios da laje atuardo como eixos de rotagdo. Se um lado ¢ engastado, uma linha
de ruptura pode se formar neste apoio. Um eixo de rotag@o passara por uma coluna de
apoio;

e 3- Por compatibilidade de deformagdo, uma linha de ruptura deverd passar pela

intersecgdo do eixo de rotagdo de segmentos adjacentes da laje;

Figura 4.14 - Tragado de linhas de ruptura
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e 4- Os padrdes geralmente contém dimensdes desconhecidas, as quais localizam as
linhas de ruptura, e poderdo existir mais de uma familia de linhas de ruptura para uma
laje em particular;

e 5- O projetista deve assegurar-se de que todos os padrdes de linha de ruptura tenham
sido considerados, ja que o padrdo correto € aquele que resultard na menor carga
ultima. Se o padrdo critico ndo for considerado, a carga ultima estara contra a
seguranga;

e 6- A carga ultima podera ser obtida a partir de um padrao de linhas de ruptura usando

o principio dos trabalhos virtuais ou as equagdes de equilibrio.

4.4.2.2 -SOLUCAO PELA EQUACAO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Para analisar uma laje pelo método dos trabalhos virtuais, postula-se um padrdo de
linhas de ruptura para a laje no estado limite ultimo. Os segmentos ou painéis do padrdo
serdo considerados como corpos rigidos. Os painéis da laje estdo em equilibrio sob agdo
das cargas externas e sob a¢do dos momentos fletores, de torgdo e esforgos cortantes ao
longo das linhas de ruptura. O campo de deslocamentos, em todos os pontos da laje e a
rotagdo dos painéis ao redor das linhas de ruptura, poderdo ser obtidos em fungdo destes
deslocamentos e das dimensdes dos painéis. As cargas externas e os esforgos internos ao
longo das linhas de ruptura realizam trabalho devido ao deslocamento virtual.

O exemplo a seguir ird demonstrar a utilizagdo deste método para o calculo da carga
ultima de colapso de uma laje quadrada de concreto armado, submetida a uma carga
uniformemente distribuida (g).

A armadura da laje é isotropica, com os momentos de plastificagdo designados por
my, ao longo das linhas de ruptura.

Um padrio de linhas de ruptura é postulado para a laje, como mostrado na figura

4.15. Por simetria, as linhas de ruptura coincidem com a diagonal do quadrado. No centro

da laje supde-se um deslocamento d. Como o comprimento da diagonal é ix+/2 , a rotagio

ao longo das linhas de ruptura € igual a :
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o224 (4.6)

Ix

O trabalho total realizado pelos momentos internos, nas linhas de ruptura, vale:

> 0,20k = 2[m,, . 2‘?" .\/Elx)= 8.m,d 4.7)
X

O trabalho realizado pelos esforgos internos nas linhas de ruptura sera dado apenas
pelos momentos fletores, porque o trabalho dado pelos momentos de torgdo e forgas

cortantes ¢ zero, quando somado para toda a laje.

&
d
-
ly
1L ==
Ié
I Ix

Figura 4.15 - Laje quadrada com carga uniformemente distribuida

O trabalho externo ¢ dado por:

2
ZWMA=4[%.§J=%I)C2% (4.8

Isto equivale ao produto da carga distribuida ultima ¢, pelo volume do tetraedro

formado pelas charneiras deslocadas .

A equagdo dos trabalhos virtuais pode ser escrita como:
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q,x“—=8m,.d (4.9)

Os termos dos deslocamentos virtuais cancelam-se nos dois lados da equagdo e o
valor da carga ultima de colapso, para o padrdo de linhas de ruptura postulado ¢é

encontrado:

m

q, =24—~ (4.10)

12
Para o momento ultimo de dimensionamento da laje, o valor ¢é:

2

qudx
= du* 411
M =04, [dd}

Entretanto essa ndo é a configuragdo mais desfavoravel para o dimensionamento da
laje. Neste caso deveriam ser utilizadas configuragdes com bifurcagdes das charneiras
junto aos cantos, conforme LORIGGIO (1996).

4.3.3 — ANALOGIA DE GRELHA

A Analogia de Grelha pode ser considerada como um refinamento do método das
faixas de Hillerborg com a consideragdo da rigidez a torgdo das barras.

Conforme PARK&GAMBLE (1980): “A substituigdo de uma laje por uma série de
vigas ortogonais que se cruzam, ¢ provavelmente, o mais antigo dos procedimentos. Os
momentos fletores assim calculados podem diferir consideravelmente da distribuigao
verdadeira da teoria elastica, devido a omissdo dos momentos de torgdo atuantes em cada
elemento da laje, que é comparavel a omissdo do termo cruzado da equagéo diferencial de
equilibrio das lajes, eq.(2.13). Este procedimento é, de fato, um método de projeto de
limite inferior”.

Esse comentario é importante pelo fato de destacar que a Analogia de Grelha, para o
célculo de lajes, ¢ um método de analise limite e, como tal, possui fundamento formal nos
teoremas de equilibrio da teoria da plasticidade. No entanto, afirmar que a distribuigdo de

momentos difere da distribui¢do elédstica, deixa de ser um problema com a utilizagdo dos
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modernos computadores, pois é possivel considerar a rigidez a torgdo das faixas e obter
resultados que se aproximam muito da solugdo eldstica.

Como a solugdo de lajes por Analogia de Grelha é uma solugdo por andlise limite, os
resultados possiveis para uma laje sdo intimeros, em fungdo da variagdo dos parametros de
rigidez das barras da grelha. Por isso, os estudos comparativos com os resultados da teoria
elastica ndo sdo, necessariamente, as provas da validade do processo, mas servem para
demonstrar que, utilizando-se certos pardmetros para a rigidez a tor¢do, pode-se obter

resultados muito proximos aos da teoria eldstica.

Deslocamentos
(cm)
Min: -1.77
Max 0.00

<142
| B
oo
W 081
W os1
| 040
| Ei¥i]
M o000
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M o040
M o061
o os1
mio
W12
>1.42

Figura 4.16 - Exemplo de uma laje calculada por Analogia de Grelha, visualizagdo da

deformada.
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5- ANALOGIA DE GRELHA

5.1- INTRODUCAO

Para estes estudos comparativos, foi utilizado um programa de computador capaz de
fazer a analise de grelhas planas pelo Método dos Deslocamentos e com grande
versatilidade para variar a geometria, o carregamento, as condigdes de apoio e os diversos
pardmetros de rigidez das grelhas. O programa utilizado foi o AltoQiEberick, versdo
Master, adaptado para permitir a alteragdo dos parametros de rigidez G/Ec e Jp/lyy.

Para analisar uma laje por Analogia de Grelha, deve-se discretizd-la com uma série
de faixas com determinada largura. Considerando que as faixas possam ser substituidas por
elementos estruturais de barras exatamente nos seus eixos, obtém-se uma grelha plana.

As grelhas podem ser consideradas como um conjunto de vigas individuais,

interconectadas nos seus nds ou pontos nodais.

Figura 5.1 - Discretizagdo de uma laje em uma grelha plana.
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A figura 5.1 representa a discretizagdo de uma laje quadrada com 4 x 4m em uma
malha de faixas. Cada faixa, neste caso, mede 57,14 cm de largura. Foi escolhido um
nimero impar de faixas para que exista um ndé exatamente do meio da placa, no
cruzamento das faixas centrais. Isto é conveniente para a comparagao com resultados dos
valores maximos dos esforgos e deslocamentos calculados por teorias cldssicas e por
tabelas.

Ao longo do trabalho, as grelhas serdo discretizadas com este critério, sempre que for
possivel.

Como pode ser observado na figura 5.1, as barras ndo tém, necessariamente, o

mesmo tamanho, especialmente junto aos apoios.

5.2 - INFLUENCIA DA RIGIDEZ A TORCAO

A aplicagdo da Analogia de Grelha para o calculo de lajes, a principio parece tratar-
se da simples aplicagdio do programa de andlise de grelhas planas com o painel
discretizado. Os resultados dos esforgos e deslocamentos obtidos seriam entdo, usados para
o dimensionamento. No entanto, é necessario analisar a influéncia dos diversos pardmetros
nos resultados, tais como nimero de faixas, rigidez a flexdo e a torgdo, etc, para observar
como o modelo se comporta.

Como foi mostrado no capitulo 3, no modelo de grelhas planas os esforgos nas

extremidades das barras correspondentes aos graus de liberdade sdo os seguintes:

Grau de Liberdade Esforgo da Barra
Deslocamento Z Forga Cortante
Rotacdo em Y Momento Fletor
Rotagdo em X Momento de Torcéo

Estes esforgos sdo proporcionais as rigidezes correspondentes das barras, que, na
matriz das barras, correspondem aos pardmetros de rigidez a torgdo G.Jp e de rigidez a

flexdo Ely.

Mestrando: Jano d’ Araujo Coelho
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Modelagem de Lajes de Concreto Armado por Analogia de Grelha 89

O pardmetro de rigidez a tor¢do G.Jp ¢ composto pelo modulo de elasticidade
transversal (G) do material, que pode ser medido ou calculado em fungdo do médulo de
elasticidade transversal (Ec) ou mddulo de Young e pelo momento de inércia polar (Jp) da
se¢ao transversal da barra.

Para materiais isotropicos homogeéneos, a lei de Hooke generalizada possui apenas

trés constantes eldsticas E, ve G. A equagdo de conexdo é:

G= E
2(1+v)

(5.1)

Para aplicagdes em concreto armado, a NBR 6118, no item 8.2.6, fixa o valor do
coeficiente de Poisson em 0,2. Na implementagdo do programa utilizado neste trabalho, foi

adotada a seguinte relagdo aproximada:

G=04Ec (5.2)

O outro parametro ¢ o momento de inércia polar da sec¢do transversal da barra (Jp).

As barras da grelha possuem segdo retangular, com largura igual a largura das faixas
e altura igual a espessura da placa. O momento de inércia pode ser calculado conforme
GERE ¢ WEAVER (1980), pela formula :

Jp = Bhb’ (5.3)
onde

1 b b*

=——|021=|1- 5.4
=3 ( hI 12h4J G4

Nestas formulas, b é sempre a menor dimensdo. Portanto, quando as faixas
possuirem largura maior que a altura, o valor b € igual a espessura da faixa e 4 igual a
largura da faixa. Quando as faixas passam a ter uma largura menor que a espessura da
placa esta situagdo inverte-se.

Para estudar a influéncia da rigidez a torgdo, serdo feitas diversas andlises, iniciando-

se com uma laje quadrada com as seguintes caracteristicas:
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Dimensdes da Laje: Ix=4m e ly=4m

o Espessura h=10cm

Carga uniformemente distribuida q =10 kN/m?
*  Moddulo de Elasticidade longitudinal E =21000 MPa

A laje sera discretizada em 8 malhas desde 80x80cm até 5x5cm, conforme as figuras
5.2a5.6.

Figura 5.2 - Discretizagdo de uma laje em uma malha de 80 cm de largura.

N}

LT ¥

Figura 5.3 - Discretizagdo de uma laje em uma malha de 45 cm de largura.
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Figura 5.4 - Discretizagdo de uma laje em uma malha de 19 cm de largura.

Figura 5.5 - Discretizagdo de uma laje em uma malha de 10 cm de largura.
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Figura 5.6 - Discretizagdo de uma laje em uma malha de 5 cm de largura.

As primeiras analises foram feitas com uma relagdo G = 0,4.Ec e com os momentos
de inércia a flexdo e polar calculados com as equagdes (5.3) e (5.4).

O carregamento distribuido na laje ¢ transformado em uma carga linear
uniformemente distribuida em cada barra, de acordo com a contribuigdo da area de
influéncia conforme mostrado na figura 5.7 . Com esta carga distribuida nas barras, sdo

calculados os esforgos nodais para a construgao do vetor de cargas equivalentes.

Figura 5.7 -Transformagdo da carga unifomemente distribuida na placa para uma

carga distribuida linear na barra da grelha.
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5.3 — ANALISE NUMERICA

Uma grelha sera calculada para mostrar as formas caracteristicas dos diagramas dos
momentos fletores e de torgdo e o comportamento em fungdo da rigidez a torgdo das faixas.

A grelha analisada, mostrada na figura 5.8, possui dez vigas com segdo de 80x10 cm
simplesmente apoiadas nas extremidades. Este apoio esta livre para a rotagdo segundo o
eixo perpendicular a viga, porém com a rotagdo impedida segundo o eixo da viga.

As vigas possuem comprimento de 4 m e estdo espacadas de 80 cm entre si,
formando uma grelha em um quadrado com 4 m de lado.

O carregamento distribuido uniformemente nas barras ¢ de 4 kN/m. Para o mddulo
de elasticidade longitudinal adotou-se Ec=21000 MPa e 0,4.Ec para o mddulo de
elasticidade transversal. O momento de inércia polar das faixas foi calculado através das
equagdes 5.3 € 5.4.

Os parametros de célculo da primeira analise sdo:

e G=28400 MPa
o Jp=24567 cm4
o Iyy=6667 cm4

A relagdo Jp /lyy é de 3,6.

A andlise dessa grelha foi feita pelo programa AltoQiEberick Master, pelo método
da rigidez direta. Os resultados da analise foram, em primeiro lugar, os deslocamentos
nodais nos nds da grelha. Na figura 5.9, € apresentado um diagrama com a deformada ou a
linha elastica da viga central da grelha, a viga V3, na qual acontece o maior deslocamento
da grelha, no no central, 0,49 cm.

Nos diagramas dos momentos fletores, é importante observar duas caracteristicas
peculiares das grelhas: a descontinuidade no grafico, devido aos momentos de torgdo, € o
fato de o momento fletor maximo nem sempre se encontrar no meio da grelha. Na figura
5.10, ¢é apresentado o diagrama de momentos fletores na viga central V3. Os pontos de
descontinuidade correspondem aos noés da grelha e a diferenga entre os valores em cada

descontinuidade é exatamente igual ao momento de tor¢do concentrado aplicado como
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reagdo a deformagdo a torgdo da viga perpendicular neste ponto. O momento fletor
maximo nesta viga que corresponde ao momento fletor maximo da grelha, esta situado no
final da segunda barra.

No primeiro no, com descontinuidade da viga V3, a diferenca entre os valores dos
momentos fletores € de 4,53 kN.m, que corresponde ao momento de tor¢do no meio da
viga V1,(2,31+2,31). O valor maximo do momento de tor¢do desta grelha é encontrado na

extremidade da viga V1, com um valor 8,45 kN.m.
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Figura 5.8 - Grelha de vigas com malha de 80x80cm.
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DESLOCAMENTOS VIGA: /3

0.40 0.80 0.80 0.80 0.80 0.40

-0.49

Figura 5.9 -Deformada da V3 .

MOMENTOS FLETORES DE CALCULO (Mdx) VIGA: V3

0.40 0.80 0.80 0.80 0.80 040

6.52 b 6.52

Figura 5.10 - Momentos fletores na viga V3.
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MOMENTOS TORSORES DE CALCULO (Mtd) VIGA: V1
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Figura 5.11 - Momentos de tor¢do na viga V1
A mesma grelha também foi analisada com uma redugao de 95% nos pardmetros de

rigidez, que, em termos praticos, corresponde a uma grelha com as barras praticamente

sem rigidez a torgdo.

MOMENTOS FLETORES DE CALCULO (Mdx) VIGA: V3

0.40 0.80 0.80 0.80 0.80 0.40

12.53

Figura 5.12 - Momentos fletores da viga central , redugdo tor¢dao 95%

Mestrando: Jano d’ Araujo Coelho
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Modelagem de Lajes de Concreto Armado por Analogia de Grelha 97

Com esta redugdo na torgdo, observa-se um aumento significativo  nos
deslocamentos nodais € nos momentos fletores, com uma redugdo dos momentos de tor¢do
para praticamente zero. Com a redugdo dos momentos de torg¢do, as descontinuidades no
diagrama dos momentos fletores sdo bastante reduzidas, fazendo com que o valor méximo

da grelha, na viga V3, seja encontrado no né central.

MOMENTOS TORSORES DE CALCULO (Mtd) VIGA: V1
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Figura 5.13 - Momentos de tor¢do da viga V1 , redugdo torgdo 95%

DESLOCAMENTOS VIGA: V3
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-1.08

Figura 5.14 -Deformada na viga central , redugdo torgdo 95%
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5.3.1 - INFLUENCIA DA RIGIDEZ A TORCAO NO CALCULO DAS REACOES DE APOIO

A primeira verificagdo feita para apurar o desempenho do procedimento por
Analogia de Grelha, no célculo de uma laje, ¢ a determinagdo do valor das reagdes das
barras sobre os apoios. Para facilitar a verificagdo e a comparagdo com processos
simplificados de célculo de reagdes de apoio, como, por exemplo o proposto no item
3.3.2.9 da NBR-6118, a reagio obtida em cada apoio € calculada como a média das reagdes
concentradas, das barras da grelha, que chegam nesse apoio. Para o caso da laje
discretizada em malha de 5x5, cm o resultado é mostrado na fig.5.15. A carga total na laje
é 10x4x4 = 160 kN, equilibrada pelas reagdes médias de 10 kN/m em cada apoio, ou seja
4x(10x4) =160 kN.

<10 10 —

Figura 5.15 - Reagdes de apoio obtidas pelo item 3.3.2.9 da NBR-6118

Com o modelo de grelha, é possivel verificar que a reagdo de apoio ndo € uniforme,
mas varidvel e inclusive com trechos de valores negativos junto aos cantos € maximo no

meio do vdo do apoio. Para analisar estes resultados, os apoios foram separados em trechos
de 50 cm.
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-556 13 16 17 17 16 13 -5.56

<10 L1 10 _5

Figura 5.16 - Reagdes de apoio obtidas por Analogia de Grelha.

CARREGAMENTO VIGA: V1

158 17.2 17.2
128 128

0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 050 4 050

-58 -58

Figura 5.17 - Distribugdo da reagédes de apoio nas vigas por Analogia de Grelha.

TIMOSHENKO (1956) apresenta o resultado da distribuigdo dos esforgos cortantes

encontrados por Kromm em uma laje quadrada com a relagdo lado altura a/hA=20. O valor
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maximo desta distribuigdo é de 0,42.q.a = 0,42x10x4 = 16,8 kN/m, bem proximo do valor
encontrado em nosso exemplo, 17,18 kN/m, uma diferenga de apenas 2,2 %.

Esta distribuigdo é proporcional a varios fatores, principalmente a rigidez do apoio.
Nestas primeiras analises, a rigidez do apoio considerada foi muito grande, simulada no
modelo de grelha através de vigas de apoio de grande altura. No caso em estudo, as vigas
foram consideradas com segdo de 15x500 cm. A mesma consideracdo serd feita quando
analisarmos solugdes comparativas em elementos finitos.

A figura 5.17, mostra a distribuigdo das reagdes sobre o apoio com a viga
discretizada em trechos de 50 cm. A malha da laje, neste caso, foi discretizada a cada 10
cm.

Estes resultados ja demonstram que existe uma boa aproximagao nos resultados da
Analogia de Grelha com as teorias cldssicas eldsticas, com os parametros de rigidez

ajustados.

5.3.2 - INFLUENCIA DA RIGIDEZ A TORCAO DAS FAIXAS NO CALCULO DOS MOMENTOS
FLETORES , DE TORCAO E DESLOCAMENTOS.

Uma laje quadrada, simplesmente apoiada nos quatro lados, com um carregamento
distribuido, sera analisada com um modelo de Analogia de Grelha, com diversos
espagamentos de malha e com diversos valores para a rigidez a tor¢do das faixas. Nessas
primeiras analises os resultados ndo serdo comparados ainda com nenhum outro método de
calculo e sendo estudado apenas o comportamento dos resultados em fungdo da malha e da

rigidez a torgdo das faixas.

5.3.2.1- RESULTADOS EM FUNCAO DA MALHA.

Na tabela 5.1, estdo apresentados os resultados dos valores maximos dos momentos
fletores, de tor¢do e deslocamentos. Para esta tabela, utilizou-se uma rigidez a torgdo
calculada com as equagdes 5.3 e 5.4, e um moddulo de elasticidade transversal G = 0,4 Ec.
Os resultados dos momentos fletores e de tor¢do em uma grelha plana sdo valores

concentrados nos nos das barras. Para transforma-los em valores por unidade de largura, ou
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conforme as unidades utilizadas, estes valores concentrados sdo divididos pelas larguras

das faixas. O mesmo procedimento sera utilizado em todo o trabalho.

Tabela 5.1 - Resultados dos momentos fletores e de torg¢do e a flecha maxima para uma
laje quadrada de 4x4m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’

Relagdao G/Ec = 0,4

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 6,25 6,25 7,67 0,5
57x57 5,65 5,65 8,09 0,5
44x44 5,42 5,42 8,21 0,5
36x36 5,36 5,36 8,21 0,51
26x26 5,44 5,44 8,04 0,53
19x19 e W 5,75 7,61 0,57
10x10 7,137 7,13 5,90 0,71
5x5 9,54 9,54 3,11 0,94

Momentos (kN.m/m)

80x80 57x57 44x44 36x36 26x26 19x19 10x10 5x5
Malha (cm)

| —e— Momentos Fletores —&— Momentos de Torgcao

Figura 5.18 - Momentos fletores e de torgdo em fungdo da malha
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80x80 57x57 44x44 36x36 26x26 19x19 10x10 5x5
Malha (cm)

Figura 5.19 - Flechas maximas em fungdo da malha

A mesma andlise foi repetida para uma relagdo G = 0,2 Ec. Os resultados estdo na

tabela 5.6 e na figura 5.10 .

Tabela 5.2 - Resultados dos momentos fletores e de torgdo e a flecha maxima para uma
laje quadrada de 4x4m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m?
‘Relagdo G/Ec = 0,2

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 7,59 7,59 5,40 0,69
57x57 7,38 7,38 5,65 0,70
44x44 7,33 7,33 5,68 0,71
36x36 7,36 7,36 5,64 0,72
26x26 7,51 7,51 5,44 0,74
19x19 7,85 7,85 5,05 0,78
10x10 9,06 9,06 3,65 0,89
5x5 10,77 10,77 1,73 1,05
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Para uma melhor visualizagdo, os resultados foram tragados em graficos, figuras 5.20

e 5.21. Nesses graficos, ja é possivel observar uma significativa influéncia da malha.

Momentos (kN.m/m)

80x80 57x57 44x44 36x36 26x26 19x19 10x10 5x5
Malha (cm)

[—0— Momentos Fletores —#— Momentos de Torg¢ao |

Figura 5.20 - Momentos fletores e de torgdo em fungdo da malha

Flecha (cm)
o o © =
> o o = N

o
N}

o

80x80 57x57 44x44 36x36 26x26 19x19 10x10 5x5
Malha (cm)

Figura 5.21 - Flechas maximas em fungdo da malha
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Estas primeiras andlises demonstram que existe uma influéncia significativa da
malha. Porém, ndo € s isso que se observa. No caso dos deslocamentos os valores mais
altos sdo obtidos com as malhas menos espagadas. O mesmo comportamento € observado
para os momentos fletores e de torgao.

Com o objetivo de buscar a razdo para este comportamento, foram calculados, com
as equagdes 5.5, 5.6 e 5.7, os valores dos pardmetros de inércia a flexdo e da inércia a
torgdo para um grande nimero de largura de faixas e também para diversas espessuras de
placas.

A figura 5.22 representa os valores do somatdrio dos momentos de inércia a flexdo
das faixas em uma dire¢do da laje para varias espessuras, desde 5 cm até 25 cm. Os valores
sdo constantes para uma determinada espessura da laje.

Os valores plotados foram obtidos através da seguinte equagao:

3
bk 400
b=5
58‘105 5566066060606 6 0666060600
J7.812:10°, T
5 70107
K=
g I 5
E b5 6010
B 660
g XXy 10 50107
5 pEA
B
s %5 40100 AH+— -t —+ -+ttt
5 o
B3}
2 % 20 3e10°
< 4+
Q
g % 05 e10°
g —o 0 —6 90— 0—0—0 0—0—0—& — 6—0—9 O 6—0—0 4
Q
s 5
1°10
5 E-38-48-8-48-8-8-8-8- 8 8- -8 8888888t
1.625104 Of\l\f\f\éﬂf\f\t\_ﬁf\l\f\t\l'\!\f\f\f\l
0 25 50 75 100
S, b 100,

Largura das Faixas (cm)

Figura 5.22 - Variagdo do momento de inércia a flexdo em fungdo da largura das faixas
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O calculo do momento de inércia a tor¢do das faixas foi feito com as equagdes 5.3 e
5.4, conforme GERE e WEAVER (1980), onde b;; ¢ sempre a menor dimensdo da segao
transversal das faixas. Multiplicando o valor do momento de inércia a tor¢do de uma faixa
pela quantidade de faixas, (nesse caso o valor do lado da laje quadrada pela largura de uma

faixa), obtém-se o valor do somatério da inércia a torgdo total da laje em uma das diregdes.

400
Ipv.1 = Bo,nhb,n (bzb,h)3 e (5.6)

1 [0_21 bpn (bb,h)4

B, = 3 m —m (5.7)

Variando a espessura b das faixas e dividindo pelo valor da rigidez a flexdo para a
mesma largura de faixa, obtém-se o resultado mostrado na figura 5.23.

O gréifico 5.23 mostra que a rigidez total a tor¢do da placa ndo ¢ linear, diminui
significativamente para malhas pouco espagadas. Essa redugdo de rigidez em fungdo da
malha adotada é um dos fatores que vai influenciar os resultados dos momentos e
deslocamentos ao longo da laje. Isso acontece devido ao fato da rigidez a torgdo ser
proporcional ao cubo da dimensdo b das faixas. Como a tor¢do atua em relagdo ao eixo
da barra, o valor da dimensdo by € sempre o menor dos lados. Para valores da largura da
faixa menores que a espessura da placa, a menor dimensdo by, passa a ser a largura da
faixa. O momento de inércia polar total da placa em uma das dire¢des tende a zero quando
a espessura das faixas também tender a zero, diferentemente do somatério da rigidez a

flexdo, que permanece constante.
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Figura 5.23 - Somatdério da rigidez a torgdo em relagdo a espessura das faixas

Isso demonstra que ndo é possivel utilizar a rigidez a tor¢do calculada com o
momento de inércia polar Jp da equagdo 5.7, que é muito dependente da espessura das

faixas.

Uma das alternativas possiveis para contornar esse problema ¢ adotar um momento

de inércia polar diretamente proporcional ao momento de inércia a flexdo.

E importante salientar que essa sugestdo foi apresentada por MONTOYA (1973), o
qual sugeriu que: “Para modelar a placa como uma grelha pode-se substitui-la por uma
malha de vigas nas duas diregdes. A cada viga se atribui a inércia a flexdo da faixa

correspondente, e uma inércia a torgao equivalente ao dobro de sua inércia a flexdo.”
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5.3.2.2- RESULTADOS EM FUNCAO DA RELACAO G/EC PARA UM ESPACAMENTO DE MALHA

CONSTANTE.

Com uma malha fixa de espagamento 10x10cm, serdo calculados os esforgos e
deslocamentos para varios valores de rigidez G/Ec.
A relagdo entre os mddulo de elasticidade transversal G e o modulo de elasticidade

longitudinal Ec sera denominada de:

G/Ec Eq. (5.5)

Da matriz de rigidez da grelha, o valor da rigidez a tor¢do das barras é:

_GJp
L

Kt (5.6)

O valor da rigidez Kt pode ser controlado pela relagdo G/Ec. Para um valor de G/Ec
nulo, os momentos fletores e deslocamentos apresentam valores maximos e 0 momento de
tor¢do é nulo. Como as barras da grelha possuem rigidez a torgdo nula, toda a carga ¢
equilibrada pelos momentos fletores. Para valores crescentes de G/EC, os momentos de
tor¢do crescem com o aumento de rigidez a torgao das faixas e os momentos fletores e

deslocamentos diminuem.

Tabela 5.3 - Resultados dos momentos e flecha mdxima, para laje quadrada 4x4m, altura

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

G/Ec Mx My Mxy Flecha
kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
0 12,35 12,35 0 1,20
0,1 9,35 9,35 3,32 0,91
0,2 7,51 7,51 5,44 0,74
0,3 6,31 6,31 6,93 0,62
0,4 5,44 5,44 8,03 0,53
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Figura 5.23 -Momentos fletores e de tor¢do em fungdo de G/Ec.
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Figura 5.24 - Flechas mdximas em fungdo de G/Ec.

Os resultados apresentados no grafico 5.22 e 5.23 demonstram que, para um
espagamento fixo da malha, os resultados variam em relagdo a rigidez a tor¢do, porém,

segundo uma relagdo ndo linear com valores sempre ascendentes ou descendentes.
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5.3.2.3- ESTUDO DE UMA LAJE QUADRADA COM RIGIDEZ A TORCAO PROPORCIONAL A RIGIDEZ A
FLEXAO DAS FAIXAS.

A partir das conclusdes obtidas no item anterior, foram analisados diversos casos da
laje quadrada com momento de inércia a torgdo proporcional ao momento de inércia a
flexdo para as faixas. Para as mesmas malhas estudadas anteriormente, foram calculados os

deslocamentos maximos, os momentos fletores e de torg¢do, apresentados a seguir.

Tabela 5.4 - Resultados dos momentos e flecha mdxima para laje quadrada 4x4m, altura
h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m?
Relagdo G/Ec = 0,4 e Jp/lyy = 1

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 9,07 9,07 3,62 0,84
57x57 8,87 8,87 3,85 0,85
44x44 8,78 8,78 3,95 0,85
36x36 8,74 8,74 4,01 0,85
26x26 8,69 8,69 4,07 0,85
19x19 8,66 8,66 4,10 0,85
10x10 8,64 8,64 4,14 0,85
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Momentos (kN.m/m)
OCaANWHEONON®©OO

80x80 57x57 44x44 36x36 26x26 19x19  10x10
Malha (cm)

FO— Momentos Fletores —#— Momentos de Torgdo l

Figura 5.25 -Momentos fletores e de torgdo em fungdo da malha Jp/lyy=1 e G/Ec=0,4

A tabela 5.4 mostra que os resultados dos momentos e dos deslocamentos mantém-se
praticamente constantes para qualquer espagamento de malha, para um momento de inércia
polar em fungdo do momento de inércia a flexdo, para o valor adotado de Jp = lyy.

A seguir, serdo analisados os resultados para outros valores da relagdo Jp/lyy,

variando-se também a relagdo entre G e Ec.

Tabela 5.5 - Resultados dos momentos e flecha mdxima para laje quadrada 4x4m, altura

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’

Relagdo G/Ec = 0,2 e Jp/lyy = 1

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 10,46 10,46 2,10 0.74
57x57 10,33 10,33 2,23 0.74
44x44 10,27 10,27 2,29 0.74
36x36 10,24 10,24 2,32 0.74
26x26 10,21 10,21 2,35 0.74
19x19 10,19 10,19 2,38 0.74
10x10 10,17 10,17 2539 0.74
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Figura 5.26 - Momentos fletores e de torgdo em fungdo da malha Jp/lyy=1 e G/Ec=0,2

Tabela 5.5 - Resultados dos momentos e flecha mdxima para laje quadrada 4x4m, altura

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’

Relagdo G/Ec = 0,2 e Jp/lyy =2

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 9,07 9,07 3,62 0.84
57x57 8,87 8,87 3,85 0,85
44x44 8,78 8,78 3,95 0,85
36x36 8,73 8,73 4,01 0,85
26x26 8,69 8,69 4,07 0,85
19x19 8,66 8,66 4,11 0,85
10x10 8,64 8,64 4,13 0,85
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Momentos (kN.m/m)
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80x80 57x57 44x44 36x36 26x26 19x19 10x10
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Figura 5.27 - Momentos fletores e de tor¢do em fungdo da malha Jp/lyy=2 e G/Ec=0,2

Tabela 5.6 - Resultados dos momentos e flecha mdaxima para laje quadrada 4x4m, altura

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’.

Relagdo G/Ec = 0,4 e Jp/lyy = 3

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm)  kN.m/m kN.m/m  kN.m/m cm
80x80 6,65 6,65 6,99 0,55
57x57 6,07 6,07 7,48 0,54
44x44 5,79 5,79 FAD 0,54
36x36 5,64 5,64 7,84 0,54
26x26 5,49 5,49 7,96 0,54
19x19 5,41 5,41 8,05 0,54
10x10 5,34 5,34 8,11 0,54
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Momentos (kN.m/m)
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Figura 5.28 - Momentos fletores e de torgdo em fungdo da malha Jp/lyy=3 e G/Ec=0,4

Tabela 5.7 - Resultados dos momentos e flecha mdxima para laje quadrada 4x4m, altura

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Relagdo G/Ec = 0,2 e Jp/lyy =3

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 8,04 8,04 4,76 0,74
57x57 7,80 7,80 5,08 0,74
44x44 7,69 7,69 5,22 0,74
36x36 7,63 7,63 5,30 0,74
26x26 7,57 7,57 5,38 0,74
19x19 7,53 7,53 5,43 0,74
10x10 7,50 7,50 5,47 0,74

Mestrando: Jano d’Araujo Coelho
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Modelagem de Lajes de Concreto Armado por Analogia de Grelha 114

Momentos (kN.m/m)
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Figura 5.29 - Momentos fletores e de torgdo em fungdo da malha Jp/lyy=3 e G/Ec=0,2

Tabela 5.8 - Resultados dos momentos e flecha mdxima para laje quadrada 4x4m, altura

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’.

Relagdo G/Ec = 0,2 e Jp/lyy = 4

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 7,43 7,43 5,67 0,67
57x57 7,09 7,09 6,05 0,66
44x44 6,91 6,91 6,22 0,66
36x36 6,81 6,81 6,32 0,66
26x26 6,71 6,71 6,42 0,66
19x19 6,66 6,66 6,48 0,66
10x10 6,61 6,61 6,53 0,66
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Momentos (kN.m/m)
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Figura 5.30 - Momentos fletores e de tor¢do em fungdo da malha Jp/lyy=4 e G/Ec=0,2

Tabela 5.9 - Resultados dos momentos e flecha maxima para laje quadrada 4x4m, altura

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Relagdo G/Ec = 0,4 e Jp/lyy =4

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 6,10 <21 6,10 7,93 0,47 o,%
57x57 5,36 5,36 8,50 0,46
44x44 5,03 5,03 8,77 0,46
36x36 4,87 4,87 9,18 0,46
26x26 4,69 4,69 9,07 0,46
19x19 4,57 458 4,57 9,17 0,46 o4c
e 10x10 4,48 4 U} 448 9,26 0,46 , 4¢
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Momentos (kN.m/m)
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Figura 5.31 - Momentos fletores e de torgdo em fungdo da malha Jp/lyy=4 e G/Ec=0,4

E importante notar que, praticamente, ndo existe variagdo nos resultados dos esforgos
e deslocamentos para as discretizagdes em diversas malhas. Para um determinado valor de
Ip/ly e G/EC. Portanto, os resultados acabam ficando praticamente independentes da

malha. A tabela 5.10 e os graficos 5.32 e 5.33, mostrados a seguir, apresentam um resumo
destes resultados para uma malha deg36x36ic‘n?\

Tabela 5.10 - Resultados dos momentos e flecha mdxima em fungdo da rigidez a torgdo
Jp/lyy laje quadrada 4x4m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10
kN/m’

Relagdo G/Ec = 0,4

Ip/lyy Mx My Mxy Flecha
kN.m/m kKN.m/m  kN.m/m cm
1 9,07 9,07 3,62 0,85
2 7,43 7,43 5,67 0,66
3 5,64 5,64 7,84 0,54
4 4,87 4,87 9,18 0,46
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Momentos: Mx e Mxy (kN.m/m)
O =N WA OO N OO

Jp/lyy

\+ Momentos Fletores —&— Momentos de Torgdo \

Figura 5.32 - Momentos fletores e de torgao pela Analogia de Grelha em fungdo da rigidez

a torgado.
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Figura 5.33 - Flechas pela Analogia de Grelha em fungdo da rigidez a torgdo
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5.3.3 — ESTUDO COMPARATIVO ENTRE AS SOLUGCOES CLASSICAS E A ANALOGIA DE
GRELHA.

5.3.3.1- RESULTADOS DA SOLUCAO DE NAVIER

Conforme foi apresentado no capitulo 4, a solugdo de Navier pode ser usada para
calcular a distribuigdo de deslocamentos e esforgos em uma laje retangular simplesmente
apoiada.

Para realizar um estudo comparativo entre a solugdo cléssica e a Analogia de Grelha,
foram calculados, pela solugdo de Navier, os momentos fletores maximos nas diregdes X e
Y, os momentos de tor¢do e os deslocamentos méaximos para diversos valores do
coeficiente de Poisson (V).

A tabela 5.16 apresenta estes resultados. Para valores mais altos do coeficiente de
Poisson os valores dos momentos fletores sdo maiores. A diferenga chega a 30% entre os
valores de v = 0 e v = 0,3. Para os momentos de tor¢do ocorre o inverso, devido ao
equilibrio, conforme a equagdo 2.13, sendo que a diferenga ¢ de 42%. Para os
deslocamentos a diferenga ndo ¢ tdo significativa, ficando os valores entre 0,594 cm e
0,541 cm.

Estes resultados calculados pela Teoria Eldstica serdo usados para o estudo

comparativo com a Analogia de Grelha.

Tabela 5.11 - Resultados dos momentos e flecha maxima para laje quadrada 4x4 m pela

Solugdo de Navier, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m?.

Mx My Mxy Flecha
\Y kN.m/m kKN.m/m  kN.m/m cm
0 5,90 5,90 7,38 0,594
0,1 6,49 6,49 6,66 0,588
0,15 6,78 6,78 6,29 0,581
0,2 7,08 7,08 5,92 0,570
0,25 7,37 7,37 5:95 0,557
0,3 7,67 7,67 5,18 0,541

Mestrando: Jano d’ Araujo Coelho
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Modelagem de Lajes de Concreto Armado por Analogia de Grelha 119

5.3.3.2- RESULTADOS DA SOLUCAO POR ELEMENTOS FINITOS

Para fins de estudos comparativos, serdo calculados também os resultados dos
esforgos e deslocamentos pelo Método dos Elementos Finitos. Para isso, foi utilizado o
programa de computador SAP90, com um modelo de laje quadrada de 4 x 4 m com 10 cm
de espessura. Foi utilizada uma malha de 196 elementos quadrados do tipo shell (placa)
com aproximadamente 28.5 cm de lado. Esta malha foi considerada suficiente, pois foram
feitas diversas andlises com malhas mais refinadas, sem a obtengdo de resultados mais
precisos. Foram analisados 6 casos, variando os coeficientes de Poisson de 0 a 0.3

A figura 5.34 apresenta os resultados dessa andlise em uma saida grafica do
programa de computador, com as regides de mesmo valor de momento fletor, denominadas
isomomentos, na dire¢do M11. Este resultado corresponde a um coeficiente de Poisson 0,2
e 0 momento maximo no no central é de 7,10 kN.m/m.

Na figura 5.23 é apresentado o resultado dos momentos de tor¢gdo. Como pode ser

observado, os valores maximos acontecem nos cantos e correspondem a 5,77 kN.m/m.

M.
iiiiﬂﬂﬂ

4¢='=§§==!n.
L agSRRERIR

Figura 5.34 - Distribuig¢do dos momentos fletores calculados por elementos finitos.
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Figura 5.35 - Distribui¢do dos momentos de torgdo calculados por elementos finitos.

FILE : LAJE44
OUTPUT : SHELL M12
LoAD : 1

Os deslocamentos sdo obtidos a partir de uma listagem numérica O valor maximo
encontra-senono 113 eéde 0,57 cm.
Os demais resultados calculados para os outros valores de coeficiente de Poisson,

estdo apresentados na tabela 5.12.

Tabela 5.12 - Resultados dos momentos e flecha maxima para laje quadrada 4x4m pelo

Método dos Elementos Finitos altura h=10cm, carga uniformemente distribuida de 1000

kN/m’.
Mx My Mxy Flecha
v kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
0 5,91 5,91 7,21 0,594
0,1 6,50 6,50 6,49 0,588
0,15 6,80 6,80 6,13 0,581
0,2 7,10 7,10 5,77 0,570
0,25 7,39 7,39 5,41 0,557
0,3 7,69 7,69 5,05 0,541
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E importante salientar que os resultados obtidos sdo muito proximos aos de Navier
para os momentos e idénticos para os deslocamentos.
Isso ja era esperado, pois os dois procedimentos sdo solugdes numéricas da equagdo

de Lagrange. Os resultados das duas analises estdo tragados na figura 5.36.

Método dos Elementos Finitos e Solugéo de Navier

——Mx (M.E.F.)
—&—Mxy (M.E.F.)
—=—Mx (Navier)
—>—Mxy (Navier)

Momentos: Mx e Mxy (kN.m/m)
O =2 NWAMOOON®O©

Figura 5.36 - Momentos fletores e de torgdo pelo Método dos Elementos Finitos (M.E.F.) e

pela Solugdo de Navier.

5.3.3.2- COMPARAGAO DOS RESULTADOS

Analisando os resultados da Analogia de Grelha apresentados na tabela 5.10, ¢
possivel observar que os valores mais proximos da solugdo eldstica, para um coeficiente
de Poisson 0,2, para o caso do concreto armado, estdo entre os valores de rigidez Jp/Iyy= 2
e Jp/lyy = 3. Os valores dos momentos fletores e de tor¢ao da solugdo eldstica de Navier e
da Analogia de Grelha foram tragados no grafico da figura 5.37 e mostram que o valor
recomendado para a relagdo Jp/lyy, isto é, para a relagdo entre o momento de inércia polar
e o momento de inércia a flexdo, estd entre 2 e 3, aproximadamente 2,2. Isso ocorre para
uma andlise cujo objetivo é, obter os resultados para os momentos fletores e de torgdo da

laje, ja que, para os deslocamentos, especificamente para a flecha maxima, o valor de
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Jp/lyy, conforme pode ser observado no grafico da figura 5.38, encontra-se entre 2,5 e 3,
aproximadamente 2,7.
Pode-se notar que o valor sugerido por Montoya (1973), correspondente de 2 era

uma boa sugestao.

—— Mx

—— Mxy

—— Mx(Navier)
—%— Mxy(Navier)

Momentos (kN.m/m)
O =~ N WH oo N ®©® OO

Figura 5.37 - Momentos fletores e de tor¢do calculados pela Analogia de Grelha e Teoria
da Elasticidade
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Figura 5.38 - Flechas calculados pela Analogia de Grelha e Teoria da Elasticidade

5.3.4 — ESTUDO COMPARATIVO PARA LAJE RETANGULAR COM RELACAO ENTRE LADOS LX/LY =
1.5

Neste item, os estudos realizados para a laje quadrada serdo repetidos para uma laje
retangular simplesmente apoiada com relagdo entre lados de 1.5, para verificar se existe
alguma influéncia da relagdo entre os lados nos resultados obtidos para o estudo de malha.

Para uma relagdo entre lados de 1,5, foi adotada uma laje com as seguintes
dimensdes Lx =4 m e Ly = 6 m, espessura de 10 cm e um carregamento uniformemente

distribuido de 10 kN/m®.
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Figura 5.39 - Malha de uma laje retangular com relagdo entre lados Ly/Lx = 1,5

Os resultados da tabela 5.13 mostram que os resultados dos momentos e dos
deslocamentos mantém-se praticamente constantes, como para as lajes quadradas, para
qualquer espacamento de malha, para um momento de inércia polar em fungdo do
momento de inércia a flexdo.

Para garantir que este comportamento também se verifica para outros valores de
rigidez a torg¢do, foram analisados todos os casos, desde Jp/lyy = I até Jp/Iyy = 4, com a
relagdio G/Ec = 0.2 e G/Ec = 0,4. Porém, neste item serdo apresentados somente os

resultados para Jp/lyy = 2 para as relagdes de rigidez G/Ec = 0.2 e G/Ec = 0,4.

Tabela 5.13 - Resultados dos momentos e flecha maxima para laje retangular 4x6 m,
altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Relagdo G/Ec = 0,2 e Jp/lyy =2

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
70x75 16,41 7,03 3,81 -1,50
54x54 16,16 6,86 491 -1,51
36x36 15,99 6,64 5,06 -1,52
17x19 15,91 6,42 5,16 -1,52
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Figura 5.40 - Momentos fletores e de tor¢do em fungdo da malha

Tabela 5.14 - Resultados dos momentos e flecha mdxima para laje retangular 4x6m, altura
h=10 c¢m, carga uniformemente distribuida de 1000 kN/m’ .
Relagdo G/Ec = 0,4 e Jp/lyy = 2

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
70x75 13,49 6,35 7,81 -1,23
54x54 13,15 6,22 8,04 -1,23
36x36 12,94 5,74 8,31 -1,24
17x19 12,83 5,36 8,47 -1,24

Os resultados mostraram que o comportamento da laje com relagio 1,5 entre lados ¢
o mesmo da laje quadrada. Os resultados também praticamente independem da malha.

De modo semelhante a laje quadrada, sera feito um estudo comparativo com os
resultados da teoria eldstica.

Na tabela 5.15 estdo os resultados da analise eldstica obtidos através das tabelas de

Bares.
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Tabela 5.15 - Resultados dos momentos e flecha maxima para laje retangular 4x6m, altura

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m?, calculada pelas Tabelas de

Bares.
v Mx My Mxy Flecha
kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
0 11,68 4,61 9,81 1,13
0,15 12,35 6,22 - 1,10
0,25 12,74 7,38 - 1,06
0,3 12,99 7,99 - 1,03

Na tabela 5.16 estdo os resultados da analise elastica obtidos através da solugdo por
Elementos Finitos, somente para o coeficiente de Poisson 0,2. Na figura 5.41 e 5.42, a
saida grafica dos momentos fletores na menor dire¢do (M22) e na maior diregdo (M11)

respectivamente. Os momentos de torgdo estdo apresentados na figura 5.30.

Tabela 5.16 - Resultados dos momentos e flecha mdxima para laje retangular 4x6m, altura
h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m?,
calculada por elementos finitos.

Coeficiente de Poisson 0,2

v Mx My Mxy Flecha
kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
0,2 12,50 6,69 7,17 1,05
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MIN IS -.4@7E+@1 <JOINT 71> MAX I8 1256404 <JOINT 41>

Figura 5.41 - Momentos fletores na menor diregdo M22.

QUTPUT + SHELL M11
1

MIN IS -.473E+81 <JOINT 63 MAX IS .449E+B3 <JOINT 41> _

Figura 5.42 - Momentos fletores na maior dire¢do M11
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MIN IS -.717E+@83 <JOINT 72> MAX IS 717E+@3 <JOINT 64>

Figura 5.43 - Momentos de tor¢do por elementos finitos

As tabelas 5.17 e 5.18 apresentam um resumo dos resultados obtidos para diversos

valores do pardmetro de rigidez a tor¢do G/Ec, para uma malha de 36x 36 cm.

Tabela 5.17 - Valores de momentos e flechas em fungdo de Jp/lyy para laje quadrada
4x6m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m?.
Relagao G/Ec = 0,4 Malha 36x36

Ip/lyy Mx My Mxy Flecha
kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
1 15,99 6,63 5,06 1,52
2 12,94 5,74 8,31 1,24
3 10,85 5,15 10,58 1,04
4 9,34 4,75 12,26 0,90
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Tabela 5.18 - Valores de momentos e flechas em fungdo de Jp/lyy para laje quadrada

4x6m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Relagdo G/Ec = 0,2 Malha 36x36

Ip/lyy Mx My Mxy Flecha
kN.m/m kKNm/m  KN.m/m cm
1 18,12 7,30 2,85 1,72
2 15,99 6,64 5,06 1,52
3 14,31 6,14 6,84 1,36
4 12,94 5,74 8,31 1,24

—¢— Mx (Navier)
—&— My(Navier)
—o— Mxy(Navier)

Mx,My e Mxy (kN.m/m

Figura 5.44 - Momentos fletores e de torg¢do em fungdo de Jp/lyy
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Jp/lyy

Figura 5.45 - Flechas maximas em fungdo de Jp/lyy

Analisando os resultados obtidos através dos graficos das figuras 5.44 e 5.45, ¢é
possivel observar que os valores mais proximos da solugdo eldstica para um coeficiente de
Poisson 0,2, para o caso do concreto armado, estdo entre os valores de rigidez Jp/lyy =2 e
Jp/lyy = 3. Os valores dos momentos fletores e de tor¢ao da solugdo elastica de Navier e da
Analogia de Grelha foram tragados no grafico da figura 5.44 e mostram que o valor
recomendado para a relagdo Jp/Iyy, isto é para a relagdo entre o momento de inércia polar
e o momento de inércia axial, estd entre 2 e 3 , aproximadamente 2,6 . Para os
deslocamentos, especificamente para a flecha maxima, o valor de Jp/lyy, conforme pode
ser observado no grafico da figura 5.45, encontra-se entre 2,5 e 3, aproximadamente 2,6

também. Estes resultados estdo muito proximos dos obtidos para a laje quadrada.

5.3.4 — ESTUDO COMPARATIVO PARA LAJE RETANGULAR COM RELACAO ENTRE LADOS
LX/Ly=2

Neste item, os estudos realizados para a laje quadrada serdo repetidos para uma laje
retangular simplesmente apoiada, com altura de 10 cm, com carregamento uniformemente
distribuido de 10 kN/m” . Porém adota-se agora uma relagdo entre lados definindo-se as

seguintes dimensdes para a laje Lx =4 me Ly =8 m.
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Os resultados mostraram que os momentos e os deslocamentos sdo também
praticamente constantes, como para as lajes quadradas, para qualquer espagamento de
malha, para um momento de inércia polar em fun¢do do momento de inércia a flexdo e
para o valor adotado de Jp = Iyy.

Os resultados mostram que o comportamento da laje com relagdo 2 entre lados € o
mesmo da laje quadrada. Os resultados também independem da malha.

De modo semelhante a laje quadrada, sera feito um estudo comparativo com os
resultados da teoria elastica.

Na tabela 5.20 estdo os resultados da andlise elastica obtidos através da solugdo de

Navier, somente para o coeficiente de Poisson 0,2.

Tabela 5.19 - Resultados dos momentos e flecha maxima para laje retangular 4x8m, altura

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m?, calculada pelas Tabelas de

Bares.
Vv Mx My Mxy Flecha
kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
0 15,40 3,97 10,54 1,48
0,15 15,86 5,06 - 1,44
0,25 16,12 6,65 - 1,38
0,3 16,27 7,42 - 1,35

Tabela 5.20 - Resultados dos momentos e flecha mdxima para laje retangular 4x8m, altura
h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m?, calculada pela Teoria da
Elasticidade (Navier)

Coeficiente de Poisson 0,2

v Mx My Mxy Flecha
kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
0,2 15,99 5,89 8,37 1,42
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Tabela 5.21 - Valores de momentos e flechas em fungdo de Jp/lyy para laje quadrada

4x8m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Relagdao G/Ec = 0,4 Malha 36x36

Ip/lyy Mx My Mxy Flecha
kKNm/m  KN.m/m  kN.m/m cm
1 19,23 5,70 3,13 1,82
2 16,61 525 8,80 1,58
3 14,61 4,93 11,57 1,39
4 13,04 4,70 13,73 1,25

Tabela 5.22 - Valores de momentos e flechas em fungdo de Jp/Iyy para laje quadrada
4x8m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’ . Relagdo

G/Ec = 0,2, Malha 36x36 cm

Ip/lyy Mx My Mxy Flecha
kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
1 20,87 6,01 2,80 1,97
2 19,23 5,70 5,12 1,82
3 17,85 5,45 7,10 1,69
4 16,61 5,25 8,80 1,58
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Figura 5.47 - Flecha maxima em fungdo Jp/lyy
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5.4 — LAJES ENGASTADAS

A solugdo de painéis continuos de lajes pela Teoria da Elasticidade ¢ um problema
muito dificil e, nos casos praticos de projeto, frequentemente resolvidos através do calculo
de lajes isoladas consideradas engastadas nos lados onde existe a continuidade.

As lajes isoladas com lados engastados sdo resolvidas pela teoria da elasticidade
como lajes simplesmente apoiadas, as quais sdo superpostos os deslocamentos da mesma
laje submetida a momentos aplicados ao longo dos apoios, ajustados de tal maneira que a
condi¢do de rotagdo nula nesses apoios seja satisfeita. Com esse procedimento, sdo
construidas tabelas para o célculo de lajes retangulares com lados engastados.

Para fazer um estudo comparativo dos resultados da Analogia de Grelha com os
resultados obtidos por estas tabelas, serd analisada uma laje quadrada com 4x4m com os
mesmos pardmetros utilizados anteriormente no estudo de laje isolada.

Pelo fato de ndo estar disponivel no programa de computador utilizado para os
estudos de Analogia de Grelha a opgdo de engastamento dos vinculos de apoio da grelha,
utilizou-se um artificio. Calculou-se as lajes engastadas em um painel de lajes continuas
com simetria, produzindo o mesmo resultado com aproximagao suficiente para esse estudo.
Foram analisados os casos de um engaste e de dois lados adjacentes engastados, conforme

mostrado nas figuras 5.48 e 5.49.

5.4.1 — LAJES ENGASTADA EM DOIS LADOS ADJACENTES.

— Mxe

Figura 5.48 - Momentos fletores em painel continuo para analisar lajes engastas.
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As tabelas 5.23 3 5.24 apresentam os resultados da laje quadrada com dois lados
adjacentes engastados. Para esta andlise foi utilizado um painel com quatro lajes
quadradas, iguais. Como a rotagdo nos apoios entre lajes contiguas € nula, o resultado é o
mesmo para uma laje isolada com os lados engastados.

Foram calculados os esfor¢os e deslocamentos para diversas malhas com os

parametros de rigidez G/Ec = 0,4 e Jp/lyy =2 e Jp/lyy = 2.5.

Tabela 5.23 - Resultados dos momentos fletores e de tor¢do e a flecha mdxima para uma
laje quadrada de 4x4m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m?
Relagdo G/Ec = 0,4 Jp/Ixx=2

Malha Mx Mxe Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 5,72 -8,52 4,15 0,39
57x57 5,29 -8,90 4,49 0,38
44x44 5,01 -9,25 4,63 0,38
36x36 4,98 -9,59 4,69 0,38
26x26 4,85 -10,04 4,73 0,38
19x19 4,74 -10,32 4,75 0,37
10x10 4,61 -10,83 4,72 0,36
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Tabela 5.24 - Resultados dos momentos fletores e de tor¢do e a flecha mdxima para uma
laje quadrada de 4x4m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’

Relagdo G/Ec = 0,4 Jp/Ixx=2.5

Malha Mx Mxe Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 5,46 -8,17 4,76 0,36
57x57 4,96 -8,53 5,17 0,36
44x44 4,72 -8,85 5,33 0,35
36x36 4,64 -9,18 5,41 0,35
26x26 4,48 -9,62 5,46 0,35
19x19 4,37 -9,91 5,49 0,35
10x10 4,24 -10,41 5,47 0,34

5.4.2 — LAJE QUADRADA COM UM ENGASTE.

As tabelas 5.25 e 5.26 apresentam os resultados da laje quadrada com dois lados
adjacentes engastados. Para esta analise foi utilizado um painel com quatro lajes
quadradas, iguais. Como a rotagdo nos apoios entre lajes contiguas € nula, o resultado € o
mesmo para uma laje isolada com os lados engastados.

Foram calculados os esfor¢os e deslocamentos para diversas malhas com os

pardmetros de rigidez G/Ec = 0,4 e Jp/lyy =2 e Jp/lyy = 2.5.

¢ — Mxe

Figura 5.49 - Momentos fletores em painel continuo para analisar lajes engastadas.
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Tabela 5.25 - Resultados dos momentos fletores e de tor¢do e a flecha maxima para uma
laje quadrada de 4x4m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m?

Relagdo G/Ec = 0,4 Jp/Ixx=2

Malha Mx MY Mxe Mxy Flecha
(cm) kKN.m/m kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 7,13 5,69 -10,28 4,71 0,49
57x57 6,72 5,28 -10,78 5,07 0,49
44x44 6,47 5,05 -11,24 5,22 0,48
36x36 6,32 4,95 -11,59 5,29 0,48
26x26 6,24 4,81 -12,13 5,35 0,48
19x19 6,15 4,69 -12,52 5,38 0,48
10x10 6,07 4,54 -13,17 5,37 0,47

Tabela 5.26 - Resultados dos momentos fletores e de tor¢do e a flecha maxima para uma
laje quadrada de 4x4m, altura h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’

Relagdo G/Ec = 0,4 Jp/Ixx=2.5

Malha Mx MY Mxe Mxy Flecha
(cm) kKN.m/m kN.m/m kN.m/m KN.m/m cm
80x80 6,72 5,47 -9,76 5,38 0,45
57x57 6,21 4,97 -10,20 5,81 0,45
44x44 5,93 4,69 -10,64 5,98 0,44
36x36 5,81 4,61 -11,48 6,07 0,44
26x26 5,70 4,45 -11,49 6,13 0,44
19x19 5,60 4,31 -11,87 6,17 0,44
10x10 5,54 4,16 -12,51 6,18 0,43
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Figura 5.50 - Deformada de uma laje quadrada com um engaste.

As tabelas 5.27 e 5.28 apresentam os resultados da laje quadrada com dois lados
adjacentes engastados e um lado engastado, calculadas pela Teoria da Elasticidade, através

das tabelas de Bares, para os coeficientes de Poisson 0 e 0,15.

Tabela 5.27 -Resultado tabela de Bares . laje Quadrada 4x4 m, h=10 cm, carga
uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Coeficiente de Poisson = (

Mx My Mxe Mye Flecha
Engastes kN.m/m  kN.m/m  kN.m/m  kN.m/m cm
4 2,82 2,82 -8,24 -8,24 0,19
3 2,69 3,63 -8,74 -9,87 0,23
2 3,98 3,98 -11,18 -11,18 0,31
1 5,44 3,89 -13,44 0 0,41
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Tabela 5.28 -Resultado tabela de Bares . laje Quadrada 4x4 m, h=10 cm, carga

uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Coeficiente de Poisson = 0.15

Mx My Mxe Mye Flecha
Engastes kN.m/m  kN.m/m  KN.m/m  kN.m/m cm
4 3,23 3,23 -8,24 -8,24 0,18
3 3,23 4,03 -8,74 -9,87 0,22
2 4,30 4,30 -11,18 -11,18 0,30
1 5,66 4,65 -13,44 0 0,40

A tabela 5.32 apresenta os resultados da laje quadrada com dois lados adjacentes

engastados e um lado engastado, calculadas pelo Método dos Elementos Finitos.

o= D ——
%Eillllllﬂllﬂii!!!ﬂ!l||||||||l L. x
w  FEEEENEEEER,

1TIH
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Figura 5.51 - Momentos fletores em na laje quadrada com quatro lados engastados.
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MIN IS -, 15&

Figura 5.52 - Momentos de tor¢do na laje quadrada com quatro lados engastados.

Tabela 5.32 - Resultado da Andlise por Elementos Finitos. Laje Quadrada 4x4 m, h=10

cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’.

Coeficiente de Poisson = (.2

Mx My Mxe Mye Flecha
Engastes  kN.m/m kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
4+ 3,52 3,52 -8,14 -8,14 0,18
3 3,68 4,38 -8,71 -9,67 0,22
2 4,94 4,94 -10,90 -10,90 0,30
1 6,33 5,13 -13,33 0 0,40
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5.4 - INFLUENCIA DA ALTURA (H) DA LAJE

Este estudo sera feito para verificar se a espessura da laje tem alguma influéncia no
procedimento de calculo por Analogia de Grelha. Com todos os outros pardmetros fixos,
foram analisadas quatro lajes com alturas de 5, 10, 20 e 30 cm.

Foi utilizada a mesma laje de 4 x 4 m, com os mesmos dados de carregamento, para
comparagdo com os resultados ja obtidos pela teoria da elasticidade para as alturas de 5,
10,20 e 30 cm.

Tabela 5.33 - Resultados dos momentos e flecha mdxima para laje quadrada 4x4m, altura

h=5 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Relagdao G/Ec = 0,4 e Jp/lyy = 3

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 6,65 6,65 699 4,42
57x57 6,07 6,07 7,48 4,36
44x44 5,79 5,79 7,71 4,34
36x36 5,64 5,64 7,84 4,33
26x26 5,49 5,49 7,96 4,32
19x19 5,41 5,41 8,05 4,32
10x10 5,34 5,34 8,11 4,31
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Tabela 5.34 - Resultados dos momentos e flecha maxima para laje quadrada 4x4m, altura

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’

Relagdo G/Ec = 0,4 e Jp/lyy = 3

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 6,65 6,65 6,99 0,55
57x57 6,07 6,07 7,48 0,54
44x44 5,79 5,79 7,71 0,54
36x36 5,64 5,64 7,84 0,54
26x26 5,49 5,49 7,96 0,54
19x19 5,41 5,41 8,05 0,54
10x10 5,34 5,34 8,11 0,54

Tabela 5.35 - Resultados dos momentos e flecha mdaxima para laje quadrada 4x4m, altura

h=20 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Relagdo G/Ec = 0,4 e Jp/lyy =3

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 6,65 6,65 6,99 0,07
STxS7 6,07 6,07 7,48 0,07
44x44 5,79 5,79 7,71 0,07
36x36 5,64 5,64 7,84 0,07
26x26 5,49 5,49 7,96 0,07
19x19 5,41 5,41 8,05 0,07
10x10 5,34 5,34 8,11 0,07
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Tabela 5.36 - Resultados dos momentos e flecha maxima para laje quadrada 4x4m, altura

h=30 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Relagdo G/Ec = 0,4 e Jp/lyy = 3

Malha Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
80x80 6,65 6,65 6,99 4,42
57x57 6,07 6,07 7,48 4,36
44x44 5,79 5,79 7,71 4,34
36x36 5,64 5,64 7,84 4,33
26x26 5,49 5,49 7,96 4,32
19x19 5,41 5,41 8,05 4,32
10x10 5,34 5,34 8,11 4,31

Na tabela 5.37, sdo apresentados os resultados da teoria da elasticidade calculada
pela solugdo de Navier para a laje com coeficiente de Poisson v= 0. Pode-se observar
claramente que os esfor¢os independem da altura da laje, o que ja era esperado, pois as
equagdes das solugdes eldsticas para os esforgos sdo independentes do pardmetro de rigidez
D, que ¢ o unico termo que depende da altura. Os deslocamentos, no entanto, dependem da

altura.
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Tabela 5.37 - Resultados dos momentos e flecha mdaxima para laje quadrada 4x4 m, carga

uniformemente distribuida de 10 kN/m?

Solugdo Elastica de Navier

h Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
5 5,89 5,89 7,38 4,75
10 5,89 5,89 7,38 0,59
20 5,89 5,89 7,38 0,07
30 5,89 5,89 7,38 0,02

A tabela 5.38 apresenta um resumo dos resultados obtidos pela Analogia de Grelha

para as diversa alturas.

Tabela 5.38 - Resultados dos momentos e flecha maxima para laje quadrada 4x4m, carga

uniformemente distribuida de 10 kN/m’

Resultados da Analogia de Grelha para a malha de 36x36 cm

h Mx My Mxy Flecha
(cm) kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
5 5,64 5,64 7,84 4,30
10 5,64 5,64 7,84 0,54
20 5,64 5,64 7,84 0,07
30 5,66 5,66 7,80 0,02

Os resultados obtidos pela Analogia de Grelha também apresentam valores
praticamente idénticos para uma mesma malha e diversas alturas, mantendo-se os demais
parametros fixos.

Como pdde ser visto, os deslocamentos variam na mesma proporgdo da teoria da

elasticidade.
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5.5 — LAJE RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA EM VIGAS FLEXIVEIS.

Em pavimentos de edificios reais, as lajes estdo apoiadas sobre vigas que sdo
flexiveis. Esta condi¢gdo de apoio altera o campo de deformagdes da laje e, como
conseqiiéncia, os esforgos internos e as reagdes de apoio. Na solugdo por Analogia de
Grelha é possivel considerar as vigas de apoio em conjunto com o modelo de grelha das
lajes e analisar todo o conjunto como uma grelha plana. A laje e as vigas de apoio passam
a ser, portanto, uma unica estrutura.

Em painéis de lajes continuas, este modelo ¢ muito mais conveniente , obtendo-se
uma configuragdo de deformagdo e esforgos mais proxima da situagdo real em regime
elastico.

A solugdo do problema de lajes sobre apoios flexiveis é muito mais complexa na
teoria da elasticidade, sendo apresentada apenas para alguns casos particulares com lajes
isoladas. A solugdo para o caso de lajes com placas quadradas apoiadas em quatro vigas
flexiveis € apresentada por TIMOSHENKO, S.P. E WOINOWSKY-KRIEGER, S (1959).

y

Figura 5.53 - Laje retangular apoiada em vigas eldsticas

A figura 5.53 mostra, uma laje quadrada apoiada em todo o contorno em quatro vigas
iguais e flexiveis, que por sua vez, estdo apoiadas em suportes rigidos nos cantos da laje. A

relagdo entre a rigidez da viga e a placa € calculada pela expressao:
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y =2 (4.23)

onde E = mddulo de elasticidade longitudinal
I = momento de inércia a flexdo da viga
a=vio da viga
D =rigidez a flexdo da placa
Os deslocamentos e os momentos fletores no meio da placa (X =0e Y =0 ) sdo

calculados pelas expressoes:

qa

~ A 4.24
w=a<s (4.24)
Mx = My = Bl.qa* (4.25)

Os momentos fletores junto as vigas no ponto X=0 e Y = a/2, sdo obtidas pela

expressao:
Mx =My = B2.qa’ (4.26)

Tabela 5.39 - Coeficientes para flechas e momentos de laje quadrada com quatro lados
apoiados em vigas flexiveis, conforme TIMOSHENKO.
Coeficiente de Poisson = 0,25

Y o B1 B2
0 0,00406 0,046 0
100 0,00412 0,0462 0
50 0,00418 0,0463 1
25 0,00429 0,0467 0,0002
10 0,00464 0,0477 0,0024
0,00519 0,0494 0,0065
-+ 0,00546 0,0502 0,0085

0,00588 0,0515 0,0117
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2 0,00668 0,0539 0,0177
1 0,00873 0,0601 0,0332
0,5 0,01174 0,0691 0,0559
0 0,02570 0.1109 0,1527

Dimensdes usuais de vigas e lajes, podem resultar em valores do coeficiente y abaixo
de 1, como por exemplo, em vigas com se¢do retangular de 12 x 30 cm e laje com
espessura de 10 cm, onde o valor de y chega a 0,8. Para o caso de y =0, a laje estd apoiada

apenas nos quatro pontos dos cantos.

Pelos valores da tabela, entre os casos de apoio rigido e totalmente flexivel, os
deslocamentos podem ser seis vezes maiores que o deslocamento da laje sobre apoios
rigidos e os esforgos até 2,5. A laje quadrada de 4 x 4 m com espessura de 10 cm sera
novamente utilizada para este estudo. A rigidez da placa depende do coeficiente de
Poisson, que para este estudo serd tomado como 0,25.

Para obter os mesmos valores de y da tabela 5.39, serdo calculadas alturas de vigas

para uma largura fixa de 12 cm a partir da expressdo:

3
y ah
hy, =3 — 4.27
VIg 1 _ V 2 bVIg ( * )
A tabela 5.40 apresenta os resultados da flecha maxima e do momento fletor maximo
pela teoria da elasticidade conforme apresentado por TIMOSHENKO, S.P. E
WOINOWSKY-KRIEGER, S (1959).

Nesta tabela, Mx é o momento maximo no meio do vao da laje, Mxa ¢ o momento no

meio da viga de apoio e ¢ a flecha méxima.
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Tabela 5.40 - Momentos fletores e flechas calculados pela Teoria da Elasticidade.

Coeficiente de Poisson = 0,25

y h(viga) o f B1 Mx B2 Mxa
cm cm kNm/m kNm/m
0 500  0,00406 0,56 0,046 7,36 0 0
100 151  0,00412 0,57 0,0462 7,39 0 0
50 120  0,00418 0,57 0,0463 741 1 0
29 95  0,00429 0,59 0,0467 7,47 0,0002 0,32
10 70 000464 0,64 0,0477 7,63 00024 0,38
5 56  0,00519 0,71 0,0494 7,90  0,0065 0,90
4 52 0,00546 0,75 0,0502 8,03 0,0085 1,36
3 47  0,00588 0,81  0,0515 824 00117 1,87
2 41 0,00668 0,92 0,0539 862 0,0177 2,83
1 33 0,00873 1,20  0,0601 9,62 0,0332 5,31
0,5 26 001174 1,61  0,0691 11,06 0,0559 8,94
0 0 0,02570 3,52  0.1109 17,74 0,1527 24,43

Na tabela 5.41, estdo os resultados do mesmo problema analisado por Analogia de
Grelha.

Tabela 5.41 - Momentos fletores e flechas calculados por Analogia de Grelha.

G/Ec =0,4 Jp/by =28

Y h(viga) f Mx Mxa
cm cm  kNm/m kNm/m
0 500 0,56 5,70 0
100 151 0,57 5,73 0
50 120 0,57 5,76 0
25 95 0,59 5,83 0,89
10 70 0,64 6,01 1,35
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5 56 0,72 6,31 2,02
i 52 0,76 6,45 2,35
3 47 0,82 6,67 2,86
2 41 0,93 7,11 3,85
1 33 1,23 8,26 6,31
0,5 26 1,69 9,91 9,80
0 0 3,72 16,13 22,46

Tabela 5.42 - Momentos fletores e flechas calculados por Analogia de Grelha.

G/Ec =04 Jp/lyy =2

Y h(viga) f Mx Mx
cm cm kNm/m kNm/m
0 500 0,72 7,31 0
100 151 0,73 7,35 0
50 120 0,74 7,36 0
25 95 0,76 7,40 1,07
10 70 0,80 7,51 1,46

3 56 0,88 7,69 2,09
4 52 0,92 1,77 2,40
3 47 0,98 7,91 2,89
2 41 1,10 8,19 3,81
1 33 1,41 8,89 6,23
0,5 26 1,87 9,95 9,79
0 0 3,89 14,57 24,28

Os graficos das figuras 5.54 até 5.56 mostram como os resultados obtidos pela teoria
da elasticidade estdo proximos do modelo em Analogia de Grelha, com os parametros
escolhidos. A andlise por Analogia de Grelha foi feita para diversos valores de rigidez

Jp/lyy. Encontrou-se valores mais proximos da solugdo eldstica para Jp/lyy = 2,8.
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Figura 5.54 - Momentos Fletores Mdximos Mxa no meio da viga em fungdo da rigidez do

apoio por Analogia de Grelha e Teoria da elasticidade
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Figura 5.55 - Momentos Fletores Mdximos Mx no meio da laje em fungdo da rigidez do

apoio por Analogia de Grelha e Teoria da elasticidade
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Figura 5.56 - Flecha mdaxima em fungdo da rigidez do apoio por Analogia de Grelha e

Teoria da elasticidade

5-6 — LAJES RETANGULARES CONTINUAS

5.6.1- COM APOIOS INTERMEDIARIOS RIGIDOS

Ao longo dos anos, muitas solugdes diferentes foram adotadas para os pavimentos
dos edificios. Os primeiros pavimentos eram construidos inteiramente de madeira ou em
piso de madeira apoiado em vigas metdlicas. Os pavimentos em madeira eram, geralmente,
considerados como placas isoladas e simplesmente apoiadas em uma unica dire¢do nas
vigas de suporte, em um esquema estrutural semelhante as lajes pré-moldadas atuais. Com
o avango do concreto armado como técnica construtiva, os pavimentos de edificios
comegaram a ser construidos com placas de concreto. As lajes em concreto eram isoladas e
apoiadas em uma s6 diregdo, ndo sendo considerados os momentos fletores nos apoios,
paralelos as vigas. Conforme PARK e GAMBLE (1980), em muitas destas construgdes
executadas até 1930 podem ser observadas fissuras na parte superior das lajes junto aos

apoios.
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Os sistemas de lajes continuas, apoiadas e armadas em duas diregdes, s6 foram
usados depois que analises cuidadosas foram realizadas. Por simplificagdo, os apoios eram
considerados indeformaveis, e as vigas eram dimensionadas para as reagdes de lajes em
apoios rigidos.

A continuidade sobre os apoios resulta em um comportamento distinto das lajes
isoladas. Solugdes rigorosas pela teoria da elasticidade sdo muito complexas e ndo sdo
praticas para fins de projeto. Por isso, diversos processos simplificados foram apresentados
e vém sendo utilizados ao longo de anos na area de projetos para o calculo de painéis de
lajes continuas.

Como sera mostrado, a Analogia de Grelha também mostra-se como uma solugdo
possivel para o problema de lajes continuas. Pode-se construir um modelo do pavimento
com uma grelha que incorpora as paredes e as vigas de apoio e analisar tudo como um
conjunto. No entanto, algumas dificuldades surgem na aplicagdo imediata do modelo,
como por exemplo, a continuidade sobre os apoios. E dificil discretizar as lajes isoladas e
obter uma tinica malha com a continuidade perfeita entre as barras de lajes contiguas.

Isto pode ser visto na figura 5.57, mostrada a seguir, onde as barras de uma laje ndo

sdo perfeitamente continuas em relagao a laje contigua.

barras da malha ndo coincidem

\

AN

Figura 5.57 - Continuidade da malha da grelha sobre os apoios.
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Para solucionar este problema, sera utilizado um artificio, através do qual a
continuidade sera garantida pela rigidez a torgao das vigas de apoio. As barras da grelha de
cada laje isolada serdo engastadas na viga de apoio, a qual sera considerada como capaz de
resistir a tor¢do, simulando, a continuidade.

Para esta analise, foi escolhido um painel com duas lajes retangulares apoiadas e
vigas de grande rigidez, que simulam um apoio indeslocével.

As lajes sdo retangulares, com dimensdo de 4 x 6 m, espessura de 10 cm e carga
uniformemente distribuida de 10 kN/m?.

Serdo apresentados resultados de analise para diversos valores de rigidez da grelha e
diversos valores de espagamento de malha. Estes resultados serdo comparados com os

resultados obtidos por um modelo em elementos finitos e tabelas.

Figura 5.58 - Painel de lajes continuas.
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Neste exemplo, ndo serd estudado o problema que hd quando as barras da grelha de
lajes contiguas nos apoios ndo coincidem, mas serdo analisados os primeiros resultados da
utilizagdo da Analogia de Grelha em lajes continuas. Este modelo de duas lajes
retangulares é simétrico e, se for adotada a mesma carga uniforme nas duas lajes, a
continuidade no apoio central comporta-se como um engaste perfeito, ou seja, a rotagdo
das barras da grelha neste ponto ¢ nula. Isso permite a comparagao dos resultados também
com tabelas baseadas na teoria da elasticidade.

Para calcular o painel de lajes da figura 5.58 pela teoria da elasticidade, as lajes
foram calculadas como isoladas pela tabela 1.2, pagina 36 de BARES e RICHARD,
(1970). A laje possui 3 lados simplesmente apoiados e um lado engastado. Foram obtidos
da tabela os valores maximos para os momentos fletores, de tor¢do e a flecha maxima, com

coeficiente de Poisson v=0.

Mye

Figura 5.59 - Laje simplesmente apoiada em 3 lados e um lado engastado.

Mestrando: Jano d’ Araujo Coelho
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Modelagem de Lajes de Concreto Armado por Analogia de Grelha 155

Tabela 5.43 -Resultados pela Tabela de Bares. h=10 cm, carga uniformemente distribuida

de 10 kN/m’.
Mx My Myvs Mxy Flecha
v kN.m/m kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
0 2,88 8,06 17,70 7,01 0,62

5.6.2- LAJES CONTINUAS CALCULADAS POR ELEMENTOS FINITOS

O exemplo também foi analisado em elementos finitos, com o programa SAP90. O

painel continuo, conforme mostrado na figura 5.60, foi discretizado com elementos do tipo

“shell”.

Y

| e

I.txjec.%

UNDEFORMED SHAPE

FILE :

Figura 5.60 - Painel de lajes continuas, malha em elementos finitos.

Como primeiro resultado da analise, os deslocamentos sdo obtidos em cada n6 da

malha. O n6 89 apresenta a flecha maxima com 0,62 cm.

Na figura 5.61 estd ilustrada a deformada do painel de lajes continuo, onde se

destacam os trechos em curvatura positiva no meio do vdo e curvatura negativa sobre o

apoio.
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Figura 5.61 - Saida grdfica da deformada do painel continuo.

As figuras seguintes apresentam as saidas graficas dos momentos fletores e de torgdo
do painel continuo.

O valor méaximo positivo de 9,01 kN.m/m corresponde ao My da tabela de Bares e o
valor maximo negativo sobre o apoio de 17,60 kN.m/m corresponde ao Mye da tabela de

Bares.

.
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Figura 5.62 - Saida grdfica dos momentos fletores na diregdo X.
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Figura 5.63 - Saida grdfica dos momentos fletores na diregdo Y.

O valor maximo do momento M22 (2,90 kN.m/m), apresentado no grafico da

figura 5.63, corresponde ao momento Mx da tabela de Bares.
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Figura 5.64 - Saida grdfica dos momentos de torgdo Mxy.
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O valor méximo do momento M12, apresentado no grafico da figura 5.64 (6,51
kN.m/m), corresponde ao momento Mxy da tabela de Bares. As tabelas a seguir
apresentam um resumo dos resultados obtidos com a andlise em elementos finitos e com as

tabelas de Bares, para outros valores de coeficiente de Poisson.

Tabela 5.44 - Resultados da andlise por elementos finitos. h=10 cm, carga uniformemente

distribuida de 10 kN/m’ .

Mx My Mye Mxy Flecha
A% kN.m/m kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
0 2,90 9,01 17,60 6,51 0,62
0,1 3,51 9,23 17,60 5,86 0,61
0,15 3,84 9,34 17,60 5,54 0,60
0,2 4,18 9,45 17,60 5,22 0,59
0,25 4,55 9,56 17,60 4,89 0,58
0,3 4,95 9,67 17,60 4,57 0,56

Tabela 5.45 - Resultados da andlise pelas tabelas de Bares . h=10 cm, carga

uniformemente distribuida de 10 kN/m’ .

Mx My Myvs Mxy Flecha

A% kN.m/m kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm

0 2,88 8,06 17,74 7,01 0,62
0,1 * * * * *

0,15 3,38 8,38 17,74 * 0,61
0,2 3,78 8,49 8 » -

0,25 4,18 8,60 17,74 " 0,59

0,3 4,57 8,70 17,74 * 0,57

Obs: * Resultados ndo tabelados
Os resultados obtidos por elementos finitos e pelas tabelas de Bares apresentam

diferengas no entorno de 10%. As flechas maximas possuem valores crescentes com o
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aumento do coeficiente de Poisson de 0 a 0,3. Os momentos de tor¢do também diminuem,
enquanto os fletores no meio do vdo aumentam. E importante notar que o momento
negativo maximo sobre o apoio permanece constante para qualquer valor do coeficiente de
Poisson, tanto na anélise por elementos finitos quanto nas tabelas de Bares.

Isto ndo significa que a distribuigdo de momentos negativos sobre os apoios seja
idéntica, os resultados obtidos foram apenas para os valores maximos. No entanto, este
resultado é significativo para comparagdes com a Analogia de Grelha.

De modo semelhante ao modelo de elementos finitos, foram analisados os resultados
de um modelo de laje continua com as mesmas caracteristicas .

A figura 5.65 mostra a discretizagdo da malha das duas lajes, com espagamento de
26 cm.

Figura 5.65 - Painel continuo por Analogia de Grelha.

O painel é composto de duas lajes com 4x6 m, com 10 cm de espessura. O momento
de inércia polar das faixas segue o critério ja estabelecido de proporcionalidade com o

momento de inércia a flexdo e, nesta andlise, foi tomado como Jp = 2,5 lyy. A variagdo da
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rigidez a tor¢do das faixas foi feita com o coeficiente G/Ec sobre o valor do mddulo de
elasticidade transversal G.

Os resultados sdo apresentados a seguir, em saidas graficas que mostram a
distribui¢do dos deslocamentos e momentos, de acordo com um tabela de cores para
melhor visualizagdo dos campos. Comparando as saidas graficas da Analogia de Grelha
com as saidas graficas do Método dos Elementos Finitos, pode-se observar a semelhanga

dos resultados e de comportamento dos dois modelos.

Legenda | x]
Momentos Fletores
(kgf.m/m)

Min: -1585.49

Méx: 922.61

W <-79274
B 679.49
B 566.25
W -453.00
M 339.75
B 22650
M 11325
M 000
W 11325
W 22650
W 333.75
W 453.00
[ 566.25
I 67949
> 79274

Valores B

Barra 223
W 126383
B -1585.49

Figura 5.66 - Painel continuo, saida dos momentos fletores por Analogia de Grelha.
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Figura 5.67 - Painel continuo, deformada por Analogia de Grelha.

Tabela 5.46 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha . h=10 cm, carga

uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Jp =25 by
Mx My Mye Mxy Flecha

G/Ec kKN.m/m  kNm/m  kNm/m  kN.m/m cm
0 4,53 13,38 20,39 0 0,98
0,2 4,00 10,94 17,74 4,23 0,81
0,4 3,64 9,23 15,86 7,17 0,69
0,6 3,38 197 14,43 9,34 0,61
0,8 3,21 7,02 13,30 11,03 0,54
1 3,06 6,26 12,45 12,37 0,49

Diferentemente das teorias classicas, o valor do momento fletor no apoio ndo ¢

constante. Como mostrado na tabela 5.46, os valores de Mye diminuem com o aumento da
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rigidez a torgdo, tendo o seu valor maximo para G/Ec = 0. Os momentos fletores no vdo e a
flecha apresentam valores maximos enquanto o momento de torgdo € nulo.

O comportamento da laje continua por Analogia de Grelha mostra-se semelhante aos
resultados ja obtidos para lajes retangulares isoladas. Para este caso estudado os resultados
estdo muito proximos dos obtidos pelas teorias classicas.

Como neste exemplo as barras da malha coincidem exatamente sobre o apoio, o
proximo modelo serd usado para verificar a eficiéncia do artificio da continuidade através
da rigidez a tor¢do da viga de apoio. Duas lajes com malhas de espagamento diferentes

serdo usadas neste estudo. A laje L1 terd malhade36 x 36 cmea L2, 26x26 cm.

Figura 5.68 - Continuidade da malha através da rigidez a tor¢do da viga de apoio.
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Tabela 5.47 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha , h=10 cm, carga

uniformemente distribuida de 10 kN/m” .

Mx My Mye Mxy Flecha

G/Ec kKNm/m  kN.m/m  kN.m/m  kN.m/m cm
0 4,53 13,38 20,40 0 0,98
0,2 4,00 10,94 17,76 4,23 0,82
0,4 3,64 9,23 15,86 7,17 0,69
0,6 3,37 1,97 14,43 9.33 0,61
0,8 320 7,01 13,31 11,01 0,54
1 3,06 6,26 12,40 12,35 0,48

Comparando-se os dois exemplos, pode-se observar que as diferengas entre os
resultados sdo muito pequenas, mostrando que o artificio utilizado para garantir a
continuidade ¢é eficiente, pelo menos nos casos de apoios indeslocdveis. Esta andlise
também ficou restrita aos casos de lajes retangulares com malhas ortogonais aos lados.
Outras situagdes, onde o formato das lajes leva a discretizagdo com malhas ndo ortogonais

aos apoios, necessitam ser melhor analisadas.

5.6.2- INFLUENCIA DA FLEXIBILIDADE DO APOIO INTERMEDIARIO

Em um painel continuo de lajes em um edificio de concreto armado, as lajes sdo
apoiadas em paredes rigidas ou em vigas. Na maioria dos projetos estas vigas ndo sdo
totalmente rigidas. A flexibilidade destas vigas pode influenciar bastante o resultado dos

deslocamentos e dos esforgos.
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Conforme PARK, R. e GAMBLE, W.L. (1980), 'Usando as teorias eldsticas, ¢
possivel demonstrar que para painéis retangulares apoiados em vigas rigidas, a distribuigdo
das reagdes por areas tributarias, com triangulos e trapézios com angulos de base de 45°,¢
bastante precisa. Porém se a rigidez das vigas for pequena, esta hipétese de distribuigdo
pode levar a erros significativos™ .

A teoria das charneiras plasticas por outro lado ndo d4 nenhuma indicagdo da
distribuigdo das reagdes ao longo dos apoios.

Estes argumentos segundo PARK, R. e GAMBLE, W.L. (1980), sdo bastante fortes
para sempre considerar o sistema de lajes e vigas como um todo, ao invés de separar os
dois componentes e projetar as lajes e as vigas como elementos isolados, quando eles, de
fato, forem fortemente integrados.

Portanto, é recomendado utilizar em projetos os procedimentos que permitem a
andlise dos pavimentos como um sistema integrado de lajes e vigas. Entre esses
procedimentos encontram-se 0 Método dos Elementos Finitos, o0 Método das Diferengas
Finitas e a Analogia de Grelha.

Para analisar primeiro a influéncia da flexibilidade dos apoios em uma analise
eldstica, o painel continuo da figura 5.58 sera calculado por elementos finitos para vérias
alturas da viga intermediaria, a partir de 15x100 até 15x20 cm. Os demais apoios do painel
serdo considerados com vigas de grande altura, para simular o efeito de um apoio
indeformavel.

As saidas graficas das figuras 5.69 e 5.70 apresentam os resultados para uma viga
intermediaria com 100 cm de altura, que € suficientemente rigida para demonstrar que os
resultados ndo diferem de um painel calculado com duas lajes retangulares continuas sobre
apoios indeformaveis. Como o painel é simétrico, pode-se observar que os resultados
seriam os mesmos se as lajes fossem consideradas isoladas, com trés lados simplesmente

apoiados e um dos maiores lados engastados.
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Figura 5.69 - Laje continua (duas de 4x6m) com apoio intermedidrio rigido em viga de
15x100.

A figura 5.69 apresenta os momentos fletores na diregdo M11, ou seja, momentos
que atuam na menor diregdo de uma das lajes. A configuragdo de momentos de tor¢do
também é mostrada, para ser comparada, posteriormente, com a andlise do mesmo painel
por Analogia de Grelha. Como pode ser visto, a configuragio ¢ muito semelhante,
destacando mais uma vez, o fato de que a Analogia de Grelha com parametros ajustados

pode apresentar resultados muito préximos aos obtidos pela teoria eldstica.
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Figura5.70 - Momentos fletores Mx no vdo e Mye no apoio com viga de 15x100
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A analise feita a seguir, com uma viga flexivel no apoio intermediario, com segdo de
15x40 cm, mostra uma significativa influéncia da rigidez dos apoios em painéis de lajes
continuas. Examine-se, por exemplo, o momento fletor maximo negativo na regido de
apoio das lajes sobre a viga intermediaria. No caso de um apoio rigido, ou viga de grande
rigidez, o valor do momento fletor na diregdo M11 (Myvs) é de 15,60 kN.m/m. Com a
redugio da rigidez desse apoio intermedidrio, adotando-se uma viga de 15x40 cm, o valor
desse momento cai para 2,66 kN.m/m, conforme mostrado na figura 5.71. E, em um caso
extremo de uma viga bastante flexivel, com uma segdo de 15x20 cm, este momento passa a
ser positivo, apresentando um valor de 11,20 kN.m/m, conforme mostrado na figura 5.73.
A flexibilidade do apoio nesse caso, ¢ tdo alta, que o painel composto por duas lajes de
4x6m passa a se comportar quase como se fosse uma unica laje retangular de 6x8m,

simplesmente apoiada no contorno.
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Figura 5.71 - Momentos fletores Mx no vdo e Mye no apoio, viga de 15x40
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Figura 5.72 - Momentos fletores My no vdo e Mye no apoio, viga de 15x40.
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Figura 5.73 - Momentos fletores Mx no vdo e Myvs no apoio, viga 15x20.

A figura 5.74 apresenta a saida grafica dos momentos fletores na diregdo M22,
correspondente a diregdo dos momentos My nas tabelas de Bares, com a viga de apoio
intermedidria de 15x20 cm. Nota-se que 0 momento maximo nesta diregdo passa a ser no
centro dessa viga, com o painel transformando-se praticamente em uma unica laje de

4x8m.

Mestrando: Jano d’ Araujo Coelho
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Modelagem de Lajes de Concreto Armado por Analogia de Grelha 168

Lajecdb
: SHELL M2
!

ILE
uTPUT
LOAD

--_———ﬁ———-- o
MIN IS -.118£+83 JOINT 213 MAX IS .209E+@4 <JOINT 111> _

Figura 5.74 - Momentos fletores My no vdo e Mye no apoio, viga de 15x20

A tabela 5.48 apresenta um resumo dos resultados para a andlise do painel, com
diversas alturas para a viga de apoio intermedidrio. Nessa tabela, os deslocamentos
correspondentes a flecha 1 referem-se aos deslocamentos no meio de cada uma das lajes de
4x6 m e os deslocamentos da flecha 2 referem-se ao do apoio da viga intermedidria, que
varia desde zero, para o caso de um apoio rigido, até 4,29 cm para a viga de apoio com
15x20 cm.

E possivel observar também, uma variagdo nos momentos de torgdo. Nesse caso,
para comparagdo, foram tabelados os momentos nos cantos do painel, onde a variagdo € de
aproximadamente 2,5 vezes, entre os casos analisados com as vigas de apoio de 15X 26 cm

e asde 15 x 100 cm.

Tabela 5.48 - Resultados da andlise por Elementos Finitos. h=10 cm, carga

uniformemente distribuida de 10 kN/m’ .

Mx My Mye Mxy Flechal  Flecha 2
Viga kKNm/m kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm cm
15X100 9,35 4,07 -15,60 6,61 0,79 0,30
15X80 9,44 4,63 -14,00 1,21 0,94 0,67
15X60 9,66 6,24 -1040 8,60 1,31 1,10
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15X40 10,40 11,50 -2,66 11,90 2,05 2,38
15X20 12,30 20,90 11,20 16,80 3,22 4,29

Para obter os resultados para um estudo comparativo, o mesmo painel de lajes
continuas foi analisado por Analogia de Grelha. A figura 5.75 apresenta uma saida grafica
da deformada do painel com uma viga de apoio intermediario bastante rigida com se¢do de
15x100 cm.

Figura 5.75 - Painel continuo com viga intermediaria de 15x100

As figuras 5.57 e 5.58 apresentam as saidas graficas dos momentos fletores nas duas
diregdes Mx € My e os momentos de tor¢do. A comparagdo com as figuras 5.50 € 5.51 da
anélise por elementos finitos mostra que a distribuigdo dos momentos possui uma
configuragdo bastante semelhante nas duas analises.

As figuras 5.76, 5.77 e 5.78 apresentam os mesmos resultados, porém com vigas de
apoio intermedidrio flexiveis. Nas figuras 5.78 e 5.81, ¢ visivel a deformagdo da viga de
apoio intermedidrio € a sua influéncia no campo de deformagdes do painel de lajes

continuas.
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Figura 5.76 - Momentos fletores em painel continuo com viga intermedidria de 15x100
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Figura 5.77 - Momentos fletores em painel continuo com viga intermedidria de 15x100

Figura 5.78 - Painel continuo com viga intermedidria de 15x60
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Figura 5.79 - Momentos fletores de Painel continuo com viga intermedidria de 15x60

Figura 5.80 - Momentos de tor¢do de Painel continuo com viga intermedidria de 15x20
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Figura 5.81 - Painel continuo com viga intermedidaria de 15x20

A tabela 5.49 apresenta os resultados dos momentos fletores no meio do vdo Mx e
My, o momento sobre o apoio intermediario na diregdo X, denominado de Mxa, e os
momentos de tor¢do Mxy. A Flecha 1 indica o deslocamento no meio do vdo de uma das

lajes do painel e a Flecha 2 o deslocamento no meio da viga de apoio intermedidria.

Tabela 5.49 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha . h=10 cm, carga

uniformemente distribuida de 10 kN/m’ .

G/Ec =04 Jp/byy = 2,5

Mx My Mxa Mxy Flechal  Flecha2
Viga kKN.m/m kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm cm
15X100 9,31 4,03 -14,39 7,90 0,84 0,29
15X80 9,37 4,45 -13,12 8,53 0,98 0,52
15X60 9,54 5,71 -10,10 10,01 1,33 1,06
15X40 10,08 11,18 3,32 13,58 2,07 2,38
15X20 11,09 20,22 20,22 19,02 3,26 4,39
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Para analisar a influéncia da rigidez a tor¢do das faixas, foram analisadas as mesmas
situagdes da tabela 5.49, com uma relagdo de rigidez Jp/lyy = 1, cujos resultados estdo
mostrados na tabela 5.50. Observa-se um aumento dos momentos fletores e deslocamentos
e uma redugdo nos momentos de torgdo. Na tabela 5.51 ¢ apresentado um resumo dos

resultados por Analogia de Grelha e Elementos Finitos.

Tabela 5.50 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha . h=10 cm, carga
uniformemente distribuida de 10 kN/m’ .

G/Ec =0,4 Jp/lyy = 1,0

Mx My Mye Mxy Flecha 1  Flecha 2
Viga kKN.m/m kNm/m kN.m/m kN.m/m cm cm
15X100 11,43 4,51 -16,83 3,82 0,99 0,30
15X80 11,50 4,98 -15,61 4,10 1,12 0,55
15X60 11,71 6,39 -12,64 4,77 1,50 1,15
15X40 12,41 13,09 -4,76 6,58 2,48 2,717
15X20 14,23 27,23 - 10,01 4,33 5,83

Tabela 5.51 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha . h=10 cm, carga

uniformemente distribuida de 10 kN/m’ .

G/Ec =04 Jp/lyy = 2,5

AG FEM AG FEM AG FEM
Mx Mx Mxe Mxe Flechal  Flecha 1
Viga kKNm/m kN.m/m kN.m/m  kN.m/m cm cm
- 15X100 9,31 9,35 -14,39 -15,60 0,84 0,79
15X80 9,37 9,44 -13,12 -14,00 0,98 0,94
15X60 9,54 9,66 -10,10 -10,40 1,33 1,31
15X40 10,08 10,40 -3,32 -2,66 2,07 2,05
15X20 11,09 12,30 20,22 11,20 3,26 3,22
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5.7 — PAINEIS DE LAJES SEM VIGAS.

As lajes sem vigas sdo denominadas pelo termo genérico de lajes planas ( flat slabs
ou flat plates). A laje plana é uma das estruturas mais simples para a construgdo de pisos
de edificios, pois compde-se apenas de uma laje de espessura uniforme apoiada
diretamente nos pilares. Em muitos casos, a laje plana ¢ apoiada em vigas nos bordos
externos. O termo laje cogumelo também € usado freqiientemente para este tipo de laje.
Porém, o correto é designar de laje cogumelo os painéis de lajes sem vigas que possuem
um regido de maior espessura junto aos pilares. As lajes planas sdo uma conseqiiéncia do
desenvolvimento das lajes cogumelo apoiada em capitéis sobre os pilares. Estes capitéis
sdo regides de maior espessura na laje, ao redor do apoio nos pilares, para aumentar a
resisténcia a pungdo. As lajes planas podem ser totalmente macigas em concreto,
nervuradas ou mistas com regides macigas.

Através da Analogia de Grelha, ¢ possivel modelar e analisar lajes planas ou lajes
cogumelo. O painel de laje € discretizado em uma malha de grelha plana e os pilares sdo
colocados em nds com vinculos de apoio.

A figura 5.82 apresenta um exemplo de painel de laje plana que sera utilizado para
fazer um estudo comparativo entre a analise em elementos finitos e a Analogia de Grelha.
Um pavimento de 15 x 15 m é apoiado em todo o contorno em paredes ou vigas rigidas.
No interior do painel existem quatro pilares de sustentagdo espagados a cada Sm. Este
exemplo tem uma configuragdo simétrica e modulada, para permitir também a utilizagao
de tabelas para a obteng@o dos resultados pela teoria da elasticidade. Para esse calculo foi
utilizada a tabela 1.123 de Bares. Na figura, estdo indicados pontos caracteristicos
utilizados por esta tabela para o calculo dos momentos fletores. Estes pontos também serdo
utilizados para apresentar os resultados por elementos finitos e por Analogia de Grelha.

As figuras 5.84 e 5.86 apresentam as saidas dos momentos fletores M7 e de tor¢do
M2 calculados por elementos finitos.

E importante salientar que na analise por elementos finitos os momentos negativos
sobre os pilares (ponto 5) tendem a apresentar valores muito elevados em relagdo a solugdo

elastica calculada com as tabelas de Bares, conforme mostrado na tabela 5.53.
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Figura 5.82 - Laje cogumelo com quatro pilares, vdo de 5m, espessura de 10 cm e carga
de 10 kN/m’

A figura 5.83 mostra a deformada do painel de lajes sem vigas, uma configuragdo

tipica do campo de deslocamentos desse tipo de laje e de lajes cogumelo.

Figura 5.83 - Deformagdo da laje cogumelo por Analogia de Grelha
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Figura 5.84 - Momentos fletores da laje cogumelo por elementos finitos

Figura 5.85 - Momentos fletores da laje cogumelo por Analogia de Grelha
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Figura 5.86 - Momentos de torg¢do da laje cogumelo por elementos finitos

A saida grafica da figura 5.87 mostra a configuragdo de momentos de torgdo obtidos
na andlise do pavimento de laje plana com Analogia de Grelha. A distribuigdo dos
momentos, comparado com a analise por elementos finitos mostrada na fig.5.86, mostra

que a Analogia de Grelha leva a resultados muito parecidos com os da teoria eldstica.

Figura 5.87 - Deformagdo da laje cogumelo por Analogia de Grelha
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Tabela 5.52 - Resultados da Laje Cogumelo por Analogia de Grelha e Elementos Finitos .
G/Ec =04 Jp/lyy = 2.5

Analogia de Grelha Elementos Finitos

Mxy Mi12

Ponto kN.m/m kN.m/m
5 11,61 10,40
Cantos 16,62 12,90

Na tabela 5.53, estdo apresentados os resultados dos momentos fletores nos pontos
indicados na figura 5.82, das analises por elementos finitos, Analogia de Grelha e dos

célculos obtidos das tabelas de Bares (Teoria da Elasticidade).

Tabela 5.53 - Resultados da Laje Cogumelo por Analogia de Grelha e Elementos Finitos .
G/Ec = 0,4 Jp/lyy = 2.5

Teoria Elasticidade Analogia de Grelha

Mx My Mx My
Ponto kKNm/m kN.m/m kN.m/m kN.m/m
1 3,25 5,25 5,74 5,74
2 -10,00 9,50 -10,41 14,81
3 17,25 6,25 17,78 5,07
4 9,50 -10,00 14,81 -10,41
5 -35,00 -35,00 -51,90 -51,90
6 18,50 -0,10 19,49 -3,71
7 6,25 17,25 5,07 17,78
8 -0,10 18,50 -3,71 19,49
9 13,25 13,25 11,61 11,61
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5.8 - LAJES NERVURADAS

Conforme a NBR6118 (1978), “sdo consideradas lajes nervuradas aquelas cuja zona
de tragdo é constituida por nervuras entre as quais pode ser colocado material inerte, de
modo a tornar plana a superficie externa, poderdo ser calculadas de acordo com o item
3.3.2.1e3.3.2.3 a3.3.2.8, desde que se observem as prescrigdes do item 6.1.1.3”.

O mesmo item ainda diz: ““ As nervuras deverdo ser verificadas a cisalhamento, como
vigas se a distancia livre entre elas for superior a 50 cm e como laje em caso contrario”.

O item 3.3.2.1 diz que: “As lajes poderdo ser calculadas como placa no regime
elastico com os valores do mddulo de deformagdo e do coeficiente de Poisson prescritos
em 8.2.5 e 8.2.6, permitindo-se processos simplificados devidamente justificados.”

A NBR-6118 estabelece certas limitagdes para que a laje possa ser considerada como
laje nervurada dentre elas destacamos :

e A distancia livre entre nervuras ndo deve ultrapassar 100 cm;
e A espessura da nervuras ndo deve ser inferior a 4 cm e a mesa da laje ndo deve ser
menor que 4 cm nem a 1/15 da distancia livre entre as nervuras.

Estas limitagdes tém por objetivo eliminar os casos em que a laje nervurada teria que
ser calculada como grelha plana, necessariamente. Nos casos em que a laje obedece as
limitagdes impostas pela norma, a laje pode ser calculada como maciga por qualquer
procedimento classico ou simplificado, plenamente justificado.

POLILLO (1977), apresenta um exemplo de célculo de uma laje nervurada quadrada
com 8,5 m de lado, simplesmente apoiada, com um carregamento distribuido de 7,64
kN/m? e com as caracteristicas mostradas na figura 5.88. Os resultados para os momentos
fletores maximos por ele obtidos no centro da laje sdo:

Pelo Processo de Marcus:  Mx = My = 20,14 kN.m/m

Calculado como uma grelha: ~ Mx = My =34,50 kN.m/m
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Figura 5.88 - Laje nervurada quadrada com 8,5 x 8,5 m

A diferenga entre os momentos maximos calculados pelo processo de Marcus e a
teoria das grelhas é de 70% . Esta diferenga deve-se ao fato do processo de Marcus
considerar a laje nervurada como uma laje maciga. A maioria das tabelas de Marcus
apresentada nas bibliografias, sdo calculadas com uma redugdo dos momentos fletores
através de um coeficiente de corre¢do para que os valores se aproximem da teoria da
elasticidade. Uma laje nervurada possui uma rigidez a tor¢do menor do que uma laje
maciga com a mesma altura. Esta redugdo na rigidez faz com que os momentos de torgao
sejam menores do que os calculados para uma laje maciga pela teoria da elasticidade. Por
consequéncia, de acordo com a equagdo de equilibrio das placas, os momentos fletores € os

deslocamentos sofrerdo acréscimos significativos.
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A mesma laje do exemplo mostrado acima serd calculada por Analogia de Grelha
com diversos parimetros dos coeficientes de rigidez. No primeiro modelo, cujos resultados
estdo na tabela 5.54, a rigidez das faixas sera calculada com o momento de inércia polar
proporcional a0 momento de inércia a flexdo. No segundo modelo, cujos resultados estdo
na tabela 5.55, a rigidez das faixas serd calculada com o momento de inércia polar
calculado com a equagdo 5.6 e com as barras com as caracteristicas geométricas da se¢do T

entre cada nervura.

Tabela 5.54 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha de uma laje nervurada

G/Ec = 0,4
Ip/lyy Mx My Mxy Flecha
cm kN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
0 42,62 42,62 0 5,9
1 29,94 29,94 14,10 4,2
2 23,09 23,09 22,24 3.2
2,5 20,74 20,74 25,17 2,9
3 18,82 18,82 27,62 2,6

Tabela 5.55 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha de uma laje nervurada, Jp

das faixas calculado com a equagdo 5.6

G/Ec Mx My Mxy Flecha
cm kKN.m/m kN.m/m KN.m/m cm
0 42,62 42,62 0 3.9
0,2 41,49 41,49 0,12 5,7
0,4 40,41 40,41 2,40 5,6

Como pode ser observado, para uma rigidez a tor¢do nula, os dois modelos
apresentam os mesmos resultados. Porém, para os demais valores de rigidez, os resultados

com Jp calculado pela equagdo 5.6, apresentam-se mais elevados para os momentos e
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flechas. Isso é devido ao fato de a rigidez a torgdo das faixas, como segdo T, ser muito
mais baixa do que a obtida pela relagdo Jp/lyy .

A tabela 5.56 apresenta os resultados dos momentos e das flechas da laje nervurada
calculada pela Teoria da Elasticidade através das tabelas de Bares, com dois valores de
coeficiente de Poisson. Para o célculo da flecha maxima na laje, foi utilizada a altura total
da laje, ou seja 24 cm. Com a tabela de Bares o cdlculo da flecha maxima ¢ feito com o

coeficiente ws através da formula:

4

q.lx

max = ws
/ En’

Os resultados para as flechas utilizando a altura total da laje, sdo muito baixos,
comparados com os resultados obtidos pela Analogia de Grelha. Resultados melhores
podem ser obtidos adotando-se para a altura da laje, considerada como maciga, um valor
equivalente. Este valor de altura equivalente, pode ser calculado através da transformagao
da se¢do T de uma nervura em uma segdo retangular equivalente, com uma largura igual a
distancia entre eixos de cada nervura, com o mesmo momento de inércia.

O momento de inércia da se¢do T é igual a 13200 cm®, uma segdo retangular com
uma largura de 50 cm, possui 0 mesmo momento de inércia com uma altura equivalente
igual a 14,7 cm. Com esse valor as flechas calculadas, apresentam valores préximos da
Analogia de Grelha calculada pelo primeiro modelo, cujos resultados estdo apresentados na
tabela 5.57.

Tabela 5.56 - Resultados pela Teoria da Elasticidade uma laje nervurada,
Tabela de Bares
Altura total da laje h=24 cm

v Mx My Mxy Flecha
cm kKNm/m KN.m/m kN.m/m cm
0 20,31 20,31 25,56 0,67
0,15 23,34 23,34 - 0,65
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Tabela 5.57 - Resultados pela Teoria da Elasticidade uma laje nervurada,
Tabela de Bares

Altura equivalente heq =14,7 cm

v Mx My Mxy Flecha
cm kKN.m/m KN.m/m kN.m/m cm
0 20,31 20,31 25,56 2,92
0,15 23,34 23,34 - 2,86

Segundo HAHN, (1972), as normas alemds exigem que o célculo de Iajes
nervuradas, cujas armaduras estdo cruzadas, seja feito com o coeficiente de redugdo a
torgdo de Marcus igual a um. Isto significa que a rigidez a torgao da placa é desprezada.

A rigidez a tor¢do ndo se reduz por completo, mas como mostram os resultados da
tabela 5.55, sdo tdo pequenos que a sua influéncia pode ser desprezada no calculo.

Portanto, o calculo de lajes nervuradas ndo pode ser corretamente analisado pelas
teorias eldasticas, considerando a laje como maciga, mesmo que se utilize uma altura
equivalente reduzida para considerar o fato de as nervuras serem seg¢des T. Nesse caso, a
Analogia de Grelha, utilizando os parametros de rigidez da propria se¢do T, parece ser um
modelo mais conveniente, pois apresenta resultados a favor da seguranga.

O modelo de Analogia de Grelha no caso de lajes nervuradas, também introduz
algum erro, contra a economia, ao considerar as capa de concreto da laje como parte da
viga T, e portanto, desconectadas entre si, permitindo um deslocamento relativo que nio
corresponde bem a realidade, levando a resultados superiores aos da laje real, porém como

ja foi citado, a favor da seguranca.
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Figura 5.89 - Faixas da laje nervurada

Analises mais precisas, utilizando um modelo de elementos finitos para a capa de
concreto e de grelha para as vigas das nervuras, podem ser feitas para obter resultados mais
proximos do comportamento das lajes das estruturas reais. Esses resultados poderiam ser

comparados com resultados de testes de laboratério em lajes nervuradas.
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6- EXEMPLOS DE APLICACAO

Neste capitulo serdo apresentados diversos exemplos de aplicagdo de lajes em
projetos de edificios de concreto. Além de apresentarem os resultados da andlise por
Analogia de Grelha, alguns exemplos apresentam os resultados pela teoria eléstica, a partir
de tabelas ou calculados por elementos finitos.

Em todos os exemplos observa-se uma boa aproximagao dos resultados da Analogia

de Grelha com as solugdes elasticas, para os pardmetros de rigidez ajustados.

6.1 - EXEMPLO 1 - LAJE COM BORDO LIVRE

Lajes com bordos livres possuem solugdes pela teoria da elasticidade e encontram-se
tabeladas em diversas bibliografias. A solugdo por Analogia de Grelha também € possivel

neste tipo de laje como sera mostrado no exemplo a seguir.

BORDO LIVRE

400

Figura 6.1 - Laje com bordo livre

A figura 6.2 apresenta a saida grafica da deformada da laje com bordo livre e a figura 6.3 e

6.4 apresentam as saidas graficas dos momentos de tor¢ao e dos momentos fletores.
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Figura 6.3 - Laje com bordo livre, momentos de torg¢do
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Figura 6.4 - Laje com bordo livre, momentos fletores Mx

Os resultados mostrados nas figuras 6.5 e 6.6 sdo as saidas graficas dos momentos
fletores e de tor¢do da andlise por elementos finitos. Para comparagdo, os resultados

obtidos pelos dois procedimentos estdo mostrados nas tabelas 6.1 € 6.2.
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Figura 6.5 - Laje com bordo livre momentos M22
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Figura 6.6 - Laje com bordo livre, momentos de torgdo.

Tabela 6.1 - Resultados da andlise por Elementos Finitos de uma laje em L. h=10 cm,

carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’.

Malha Mx My Mxy Flecha
cm KN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
40x40 17,00 4,67 9,04 1,61

Tabela 6.2 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha de uma laje com bordo livre.

h=10 cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’.

G/Ec= 0,4 Jp/lyy = 2,5

Malha Mx My Mxy Flecha
cm kKN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
19x19 16,33 4,41 10,38 1,57

A solugdo deste tipo de laje é também encontrada em tabelas de diversas
bibliografias, ja que se trata de um caso possivel de ser solucionado pela solugdo de

Navier. Nas tabelas 6.3 e 6.4 sdo apresentados os resultados obtidos através das tabelas de
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Bares, para coeficientes de Poisson 0 e 0,15. A tabela de Bares ndo apresenta valores para

os momentos de torgdo.
Tabela 6.3 - Resultados da andlise pela tabela de Bares de uma laje com bordo livre. h=10

cm, carga uniformemente distribuida de 100 kN/m’ .

Momentos My no centro da laje

Coeficiente de Poisson = (0

Mx My Mxy Flecha
KN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
1633 3,45 - 1,57

Tabela 6.4 - Resultados da andlise pela tabela de Bares de uma laje com bordo livre. h=10
cm, carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’ . Momentos My no centro da laje

Coeficiente de Poisson = 0.15

Mx My Mxy Flecha
KN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
1772 4,88 - 1,66

6.2- EXEMPLO 2 - LAJES EM FORMATO DE L

Os métodos cldssicos, como a teoria da elasticidade, tém muita dificuldade de
resolver lajes com formatos especiais, como € o caso das lajes em formato de L. Esse tipo
de laje é usado com certa frequéncia em pavimentos de edificios e, antes do advento dos
computadores, era calculado apenas através de processos simplificados. Com o uso de
tabelas, o cdlculo era feito separando-se o painel da laje em L em duas lajes, uma
retangular com um bordo livre, com uma carga linear aplicada neste bordo, proveniente da
reagdo da outra laje também retangular, considerada como apoiada em todo o contorno.

HAHN (1972), apresenta a solugdo do um exemplo prético de uma laje com uma abertura
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para o vdo de uma escada, no qual a laje em L ¢ tratada como duas lajes em separado. Este
processo simplificado tem o inconveniente de desconsiderar a deformagdo desta parte da
laje que se considerava apoiada no bordo livre. O método das faixas também apresenta

uma solugdo para este tipo de laje usando faixas rigidas (ou strong bands).

+

/

Faixa rigida

_|,

Figura 6.7 - Laje em L pelo método das faixas de Hillerborg

O exemplo que sera apresentado a seguir, mostrou que € possivel solucionar este tipo
de laje através da Analogia de Grelha. Os resultados de deformagdes e esforgos sdo
apresentados em alguns pontos caracteristicos para comparagdo com o mesmo exemplo

analisado pelo método dos elementos finitos.

400

800
=
—r

400

800

Figura 6.8 - Laje em L
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A anélise foi feita com uma laje em L com as dimensdes mostradas na figura 6.8,
considerada simplesmente apoiada, em todo o contorno, em apoios rigidos. No modelo de
grelha este apoio foi simulado com uma viga de grande altura, praticamente indeformével,
apoiada em pilares. No modelo em elementos finitos, para obter a mesma condi¢do de
apoio, considera-se os nos do contorno como vinculos indeslocdveis, permitindo-se apenas
o giro.

A figura 6.9 apresenta a saida grafica com a laje em L deformada. Os valores foram
ampliados em 30 vezes para que se possa visualizar melhor o campo de deslocamentos. E
possivel observar, nesta figura, que o deslocamento maximo ocorre na diagonal entre o
canto esquerdo inferior e o canto de 270°. O valor deste deslocamento é de 1,64 cm. O
valor obtido pela andlise em elementos finitos ¢ de 1,47 cm, apresentando uma diferenca
de 11,5 %.

Esta laje foi analisada em Analogia de Grelha com Gc=0,4Ec e com uma relagdo da
inércia polar Jp = 2,5 Iy.

Como mostrado na tabela 6.1, os demais resultados também apresentaram uma boa

aproximagdo com os valores obtidos pela andlise em elementos finitos.

Figura 6.9 - Deformada da laje cogumelo por Analogia de Grelha
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Figura 6.10 - Momentos fletores da laje cogumelo por Analogia de Grelha

Nas saidas graficas das figuras 6.10, por Analogia de Grelha, e 6.11, por elementos
finitos, onde sdo mostradas as distribuigdes de momentos fletores, observa-se uma grande
semelhanga na distribuigdo dos esforgos. Os momentos fletores positivos comportam-se
como se a regido esquerda da laje em L, que forma um retdngulo de 8x 4 m, fosse uma laje
retangular simplesmente apoiada em todo o contorno e também no trecho da regido que
forma uma laje quadrada de 4x4 m com um dos bordos livres. Os momentos fletores de
uma laje retangular de 8 x 4 m calculada com os mesmos pardmetros apresentou
momentos Mx = 15,55 kN.m/m e My = 5,08 kN.m/m. O valor Mx ¢ praticamente o mesmo
obtido para a laje em L, ou seja, 15,34 kN.m/m. Isso mostra que o processo simplificado
descrito anteriormente, separando a laje em L em duas lajes, uma retangular simplesmente
apoiada e outra retangular com bordo livre, levava a resultados satisfatorios para fins
praticos.

Neste tipo de laje, observa-se, nos dois modelos, uma concentragdo de esforgos,
especificamente uma regido com momentos fletores negativos bastante altos, no canto de

270°. Nas lajes reais de concreto armado, esta forte concentragdo de esforgos resulta em
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uma redistribuigdo de momentos para toda a laje, se essas regides ndo tiverem armaduras
suficientes para absorvé-los. No entanto, ¢ necessdrio que todas as segOes tenham
ductilidade suficiente para que essa redistribuigao ocorra.

Para contornar esse problema da analise por Analogia de Grelha, pode-se dizer que ¢
possivel desenvolver procedimentos ndo lineares e elasto-plasticos em novos estudos

desenvolvidos sobre esse tema.
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Figura 6.11 - Momentos fletores da laje em L por Analogia de Grelha
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Figura 6.13 - Momentos de tor¢do da laje em L por elementos finitos.
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Para comparagdo de resultados, foram tomados alguns valores significativos dos

momentos fletores, de tor¢do e das flechas.
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As flechas apresentadas sio os valores maximos para a laje. O momento fletor
positivo Mx é o valor méaximo no véo da laje indicado pela regido azul escuro na Analogia
de Grelha e na regido cinza escuro em elementos finitos. Os momentos de tor¢do foram

tomados no canto esquerdo superior.

Tabela 6.5 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha de uma laje em L. h=10 cm,

carga uniformemente distribuida de 10 kN/m’.

G/Ec =04 Jp/lyy = 2,5

Malha Mx Mcanto Mxy Flecha
cm kKN.m/m kN.m/m kN.m/m cm

10x10 14,76 -123,62 9,74 1,56
20x20 15,34 -70,77 9,85 1,64
40x40 16,35 -38,85 9,84 1,76
60x60 17,39 -18,35 9,90 1,81

Os resultados da tabela 6.5 mostram que existe uma influéncia significativa da malha

no valor dos momentos no canto em 270°, no modelo calculado por Analogia de Grelha.

Tabela 6.6 - Resultados da andlise por Elementos Finitos de uma laje em L. h=10 cm,

carga uniformemente distribuida de 10 kN/m? .

Malha Mx Mcanto Mxy Flecha
cm kKN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
50x50 14,70 -62,80 9,78 1.47
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6.3 — EXEMPLO 3 - LAJE COM CARGA LINEAR

A carga linear ocorre, geralmente, quando as paredes apoiam-se diretamente sobre a
laje. Como exemplo, a laje quadrada mostrada na figura 6.14 serd analisada por Analogia
de Grelha ¢ pelo método dos elementos finitos, com uma carga linear de 22,5 kN/m,

aplicada no meio da laje.

Carga Linear 2250 kgf/m

400

Figura 6.14 - Laje quadrada 4x4 m com carga linear

Na Analogia de Grelha, podemos simular este carregamento através de cargas
concentradas nos nds da grelha mais proximos da carga linear. A carga concentrada ¢é
calculada a partir de um trecho de influéncia para cada nd, conforme mostrado na figura
6.15. O mesmo artificio é usado para aplicar as cargas lineares no modelo em elementos

finitos.
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Figura 6.15 - Cargas concentradas aplicadas nos nos da grelha.

Nas figura 6.16 e 6.17, sdo apresentadas as saidas graficas dos momentos fletores nas
diregdoes M11 e M22 da analise por elementos finitos. Observa-se a configuragao tipica da
distribuigdo de isomomentos, onde os momentos M22, que atuam na diregdo
perpendicular a carga linear, apresentam valores mais elevados, com um valor maximo de
10,90 kN.m/m. O valor maximo obtido pela Analogia de Grelha para os momentos fletores
nessa mesma direcdo ¢ de 9,89 kN.m/m. Pode-se observar que a configuragdo da
distribuigdo de momentos nessa dire¢do ¢ muito semelhante ao método dos elementos
finitos.

Na tabela 6.7, apresentam-se os resultados da andlise pelos dois procedimentos.
Pode-se notar que os valores dos momentos e do deslocamento maximo sdo muito

proximos.
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Figura 6.16 - Momentos fletores M11 laje com carga linear
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Figura 6.17 - Momentos fletores M11 laje com carga linear
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Figura 6.18 - Momentos fletores Mx laje com carga linear

Tabela 6.7 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha de uma laje com carga linear
de 22,50 kN/m .h=10 cm,
e = 0,4 Jp/lyy = 2,5

Malha Mx My Mxy Flecha
cm kKN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
19x19 5,42 9,89 5,32 0,56

Tabela 6.8 - Resultados da andlise por Elementos Finitos de uma laje com carga linear de

22,50 kN/m .h=10cm - Coeficiente de Poisson = ()

Malha Mx My Mxy Flecha
cm kKN.m/m kN.m/m kN.m/m cm
40x40 5,98 10,90 5,85 0,62

Mestrando: Jano d’Araujo Coelho
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Modelagem de Lajes de Concreto Armado por Analogia de Grelha 201

6.4 — EXEMPLO 4 — LAJE RETANGULAR COM FURO

Para mostrar a versatilidade do procedimento de analise de lajes por Analogia de
Grelha sera analisado o caso de laje com furo. Nesse exemplo, € nos outros que serdo
apresentados nesse item, ndo sera feita nenhuma comparag¢do com outros tipos de analise.
Esses proximos exemplos tém como objetivo mostrar diversos casos de projeto que podem

ser analisados por este procedimento.

200

400

200

| J.

Figura 6.19 - Laje retangular de 4x6m com furo de 2x2m
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Figura 6.20 - Deformada da laje com furo

Figura 6.21 - Momentos fletores da laje com furo
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Figura 6.23 - Esforgos cortantes na laje com furo

Na figura 6.23 é possivel notar a definigdo da area triangular e trapezoidal na
distribuigdo dos esforgos cortantes, semelhante ao critério de distribuigdo de cargas por

areas tributarias.
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Tabela 6.9 - Resultados da andlise por Analogia de Grelha de uma laje com furo com

carga distribuida de 10 kN/m* .h=10 cm,

G/Ec =04 Jp/lyy = 2,5

Malha Mx Mxmax My Mymax Mxy Flecha
cm kKN.m/m kN.m/m kN.m/m kN.m/m KN.m/m cm
19x19 12,46 18,71 3,64 9,25 10,53 -1,27

6.6 — EXEMPLO 5 - PAVIMENTO DE EDIFiCIO EM LAJE COGUMELO

Este exemplo apresenta as saidas graficas da estrutura deformada e das regides de
isomomentos fletores e momentos de tor¢do de um pavimento em laje cogumelo.

Trata-se de um edificio que realmente foi construido. Os pavimentos foram
projetados em laje cogumelo, com vigas apenas em duas laterais, conforme mostrado na
figura 6.24. A analise destes pavimentos foi feita por analogia de grelha e por elementos
finitos. Os resultados obtidos por estas duas andlises apresentaram valores de esforgos e
deslocamentos muito proximos.

A figura 6.24 apresenta apenas dois pavimentos desse edificio para maior clareza. O
edificio real possui mais pavimentos.

A figura 6.25 apresenta a estrutura do pavimento deformada. As regides em
vermelho sdo as que possuem os maiores deslocamentos.

A figura 6.26 mostra uma saida grafica do pavimento com as regides de mesmo

momento fletor e a 6.27 a saida grafica dos momentos de torgao.
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Figura 6.25 - Deformada do pavimento em laje cogumelo.
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Figura 6.27 - Momentos de torgdo da laje cogumelo
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7- CONCLUSOES

A Analogia de Grelha, como o préprio nome ja diz ¢ uma analogia. O dicionario
Universal define analogia como: Lat. analogia < Gr. analogia, proporgio,
correspondéncia, relagdo de semelhanga entre coisas diferentes. Neste caso a analogia ¢é
entre uma placa, ou mais especificamente uma laje de concreto armado e uma estrutura de
barras em grelha. Apesar de serem duas estruturas diferentes, apresentam, em diversos
aspectos comportamentos muito semelhantes. Nos diversos casos analisados nesse
trabalho, a Analogia de Grelha apresentou resultados muito proximos dos obtidos pelas
teorias classicas elasticas, com os parametros de rigidez a tor¢do da grelha e da malha
ajustados para tal.

No caso de lajes quadradas e retangulares simplesmente apoiadas, com cargas
uniformemente distribuidas ou cargas lineares, com a malha de grelha paralela aos lados,
os resultados obtidos com um moddulo de elasticidade transversal G = 0,4.Ec € um
momento de inércia polar de duas a duas vezes e meia o momento de inércia axial, a
Analogia de Grelha apresentou resultados para os esforgos e deslocamentos, que diferem
muito pouco da teoria da elasticidade. Além disso, para essas lajes, os resultados
praticamente independem da malha utilizada.

No caso de lajes quadradas e retangulares engastadas ou componentes de um painel
de lajes continuas, os momentos fletores no vao e os deslocamento também se mostraram
pouco dependentes da malha com o momento de inércia proporcional ao momento de
inércia axial. No entanto, os momentos nos engastes, no caso de lajes isoladas, e os
momentos nos apoios, no caso de lajes em painéis continuos, apresentaram uma variagao
com tendéncia aos valores da teoria da elasticidade para malhas mais finas.

Alterando-se a rigidez a tor¢do, obtém-se outros valores para os esforgos e
deslocamentos, que mesmo diferentes da teoria da elasticidade, sdo resultados véalidos sob
o ponto de vista da andlise estrutural pelo método da andlise limite, pelo fato de
obedecerem ao Teorema Estatico da Analise Limite.

Pode-se concluir, portanto, que qualquer placa isolada solucionada por Analogia de

Grelha é uma solugdo possivel e a favor da seguranga por apresentar resultados para os
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esforgos que equilibram o carregamento aplicado e portanto obedecem ao Teorema
Estético. No entanto para que a solugdo final da laje seja uma solugdo valida, € necessério
que as segdes de concreto tenham suficiente ductilidade e sejam dimensionadas com
armaduras para resistirem aos esforgos obtidos pela andlise.

Em certos casos, como por exemplo a laje em L estudada no exemplo de aplicagao
6.1, a andlise apresenta resultados de esfor¢os muito elevados em uma regido reduzida, o
que também ¢é obtido com a andlise eldstica pelo método dos elementos finitos. Nestes
casos, o dimensionamento correto da laje deveria ser feito pela teoria da plasticidade, com
consideragdo da plastificagdo das segdes de concreto nesta regido de esforgos elevados, e
uma redistribuigdo de esforgos teria que ser considerada para toda a laje. De outro modo a
laje teria que ser dimensionada com altura e armaduras adequadas para resistirem a estes
esforgos, que para valores muito elevados ¢ impraticavel.

Neste trabalho conclui-se que a Analogia de Grelha pode ser considerada como um
aprimoramento do método das faixas de Hillerborg, por considerar a resisténcia e a rigidez
a torgdo das faixas além ¢ claro da compatibilidade dos deslocamentos dos pontos onde as
faixas se cruzam, diferentemente do método de Hillerborg que considera as faixas
independentes. Como no método de Hillerborg a validade do procedimento esta assegurado
pelos teoremas da Anélise Limite.

Semelhante ao método de Hillerborg pode-se escolher a diregdo e a distribuigdo de
cargas para as faixas. No entanto, como ja foi dito, ¢ importante que no caso de projeto a
laje seja dimensionada e armada para resistir a distribuigdo de esforgos calculada e ainda
deve ser garantida a ductilidade em todas as segdes.

No caso das lajes nervuradas, esse estudo demonstra que a Analogia de Grelha ¢ um
dos procedimentos mais adequados para a analise e projeto desse tipo de laje. A aplicagdo
simples da teoria da elasticidade, calculando lajes nervuradas como lajes macigas, mesmo
usando o recurso de espessura equivalente, pode levar a erros considerdveis na avaliagdo
dos esforgos e deslocamentos. Portanto, a ndo ser que se utilize modelos mais sofisticados
em elementos finitos, combinados com elementos de barras, é mais recomendado utilizar-
se um modelo em Analogia de Grelha, com os parametros de rigidez calculados com as

se¢des em T das nervuras. Além disso, com o modelo de Analogia de Grelha o projetista
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tem a possibilidade de adotar valores mais baixos do médulo de elasticidade transversal
do que o recomendado pelas norma NBR-6118 (G =0,4.Ec) e através disso, reduzir os
momentos de tor¢do, dimensionando a laje com momentos fletores mais altos, obtendo
assim resultados mais conservadores e a favor da seguranga.

Atualmente, vem crescendo muito a utilizagdo de lajes pré-moldadas com vigotas
trelicadas, devido a grande versatilidade, pois essa solugdo permite a execucdo de lajes
com vidos maiores do que as lajes pré-moldadas convencionais. Essas lajes vem sendo
utilizadas também com nervuras perpendiculares as vigotas, formando assim lajes
nervuradas armadas em duas diregdes, o que melhora sensivelmente o desempenho dessas
lajes em relagdo a armadas em uma so diregdo.

O mesmo procedimento , de reduzir a rigidez a tor¢do para obter momentos de torgao
mais baixos, também pode ser utilizado para outros casos de lajes. No caso de lajes
macigas, esse recurso pode ser interessante para reduzir os momentos de torgdo e tirar

proveito da colaboragdo do concreto na resisténcia a tor¢do da laje.
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8- RECOMENDACOES

Com base nos resultados deste trabalho recomenda-se, por enquanto, a utilizagdo da
Analogia de Grelha em projeto de lajes de concreto armado, macigas ou nervuradas,
retangulares, isoladas ou continuas ou dentro dos casos estudados nesse trabalho e com
cargas estaticas. No caso de lajes planas ou lajes cogumelo ndo deve ser esquecida a
verificagdo e se necessario, o dimensionamento das armaduras de pungao. No caso de lajes
com bordos livres e com aberturas, deve-se dimensionar a armadura de refor¢o nos bordos.

Recomenda-se estudos adicionais para os casos de lajes com formatos diferentes dos
estudados neste trabalho, principalmente aqueles que resultem em uma malha de grelha
com barras inclinadas. Pois ndo foram feitos neste trabalho nenhum estudo com o caso de
lajes onde as barras sdo inclinadas em relagdo aos lados, como ¢ o caso de lajes
triangulares, trapezoidais e outros casos semelhantes.

Estudos posteriores com analises ndo lineares e analises elasto-plasticas poderdo ser
feitos para obter-se modelos mais avangados para o célculo de lajes com redistribuigdo dos

esforgos, com a consideragdo da ndo linearidade fisica e dos efeitos reoldgicos do concreto.
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ANEXO 1

O MathCad, Versdo 8, é um software capaz de programar procedimentos e formulas
matematicas em forma de texto. Através da programagdo de um caso genérico, é possivel
obter-se resultados de casos particulares, apenas através da entrada de dados especificos.
Para obter-se os resultados de diversos casos de lajes retangulares analisados nesse
trabalho, foi programado com o MathCad 8 a solugdo por séries trigonométricas, de uma
placa retangular, simplesmente apoiada em todo o contorno, com uma carga
uniformemente distribuida em uma érea retangular, de lados v e u, em uma posigdo
qualquer com as coordenadas 1 e & em relagdo ao centro do retingulo. Desse modo um
nimero bastante grande de casos de lajes retangulares, podem ser calculadas com diversos
casos de carregamento. Para obter-se os resultados de uma laje submetida a uma carga de
parede, ou seja uma carga linear, basta usar uma carga retangular com as dimensoes da
parede em planta. Para o caso de uma carga concentrada, pode-se utilizar um retangulo

com as dimensdes v e u bem pequenas em relagdo aos lados a e b da placa.
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LAJE RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA

.7 Dados da placa:
g »X Dimensdes a:i=4 m
E bi=4 m
Posigao £:=05a
b = da carga 1= 0.5b
= Dimensdo  u:=1-a
- = — da carga v:i=1Db
| a
L 4
Yy
Espessura da placa (m ) : h:=0.10 m
Carga distribuida na area u,v q:= 1000 kgf/n2
Carga P total na dreau,v : P:=quv P =16000 kgf
Parametros
Coeficiente de Poisson: v:i=0.2
Médulo de elasticidade longitudinal :  E := 2100000000 &0
cm2
Rigidez da placa: E-h’

D =

12(1-v%)
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Func¢io Pmn:

pO(m,n) = 16-P .sin m-n-g sin BN g (YY) G (RRV
2 9 b 2:a 2b

T 'mnuv

Carga distribuida:

nTermos | nTermos

— o [mrx| [y
p(x,y.nTemos) =| N’ N socmn) sm< : >sm< - >

m= n=1

Superficie elastica:

nTermos | nTermos

w(x,y,nTermos) := E E pO(m, n) 'sin<m'n‘x>-sin<n‘:y>
2 .2 a

2
m=1 n=1 ﬁ4.D.<_n_1_+f_>

a’ b
100-w(2.5,2.5,10) = 0.019

Momentos fletores:

nTermos nTermos
mx(x,y,nTermos) : : H<

0(m,n)
L

n=1 A2 0
> b

nTermos nTermos

0(m,n)
Lo T

n=1 4._+__
a® b

nTermos nTermos
mxy(x,y,nTermos) := E E p0(m, n) — (] —v)'..n_l_f-ﬂ- cos <m-n-x 'COS skl
2 a b a b

2
n=1 4._+___
a b

my(x,y,nTermos) :
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Grifico da carga:

nTermos := 20

x:=0.a y:i=0.b

carga = p(x,y,nTermos)

carga

Y B T SRS
B> = “""TEIQ i

carga
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Superficie eldstica:

nTermos := 10

%= 0. @ yi= 0. b Flecha maxima:

deformadax " = -w(x,y,nTermos )-100 deformada =-0.5705

N | ®
oo

deformada

deformada
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Momento Mxy:

nTermos = 10

X:=0.a y:=0.b

momentoT . = mxy(X,y,nTermos ) momentoT 0.0 = 91

s

momentoT

momentoT

Mestrando: Jano d’ Araujo Coelho
Orientador: Daniel Domingues Loriggio




Modelagem de Lajes de Concreto Armado por Analogia de Grelha 220

Momento Mx:

nTermos = 14

x:=0.a y:=0.b
707.688

momentoX . = mx(x,y,nTermos ) momentoX

[SY RS
[SE K3

momentoX

momentoX
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