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Resumo

Este trabalho concentra-se no estudo e na implementagio computacional do método
FIELDS (Raw (1985)), o qual foi criado para solugdo acoplada das equagdes de Navier-Stokes e
conservagio da massa. FIELDS é um método de control volume finite element que utiliza
elementos quadrangulares e que a fungéo de interpolagdo é baseada nas equagdes completas do
movimento. O acoplamento pressdo-velocidade ¢ fortalecido através da ndo simplificagdo do
divergente do campo de velocidades nas equagdes do movimento mesmo em escoamentos
incompressivelis.

Sdo analisados neste trabalho a influéncia da permanéncia do divergente do vetor de
velocidades nas equagdes do movimento, assim como o comportamento do método para
diferentes formas do termo convectivo da fungdo de interpolagdo. A metodologia ¢ também
aplicada para a solugdo de problemas em malhas ndo estruturadas, tirando vantagem da

montagem elemento por elemento das equagdes.



Abstract

This work is focused in the study and computational implementation of the FIELDS
methodology (Raw, (1985)), designed for the coupled solution of the Navier-Stokes and mass
conservation equations. FIELDS is a control volume based finite element procedure using
quadrilateral elements with the interpolation function based on the complete conservation
equation. The coupling is strengthen by keeping the divergence operator in the equations even
for incompressible flows.

The influence of keeping the divergence operator in the equation as well as analyzing
how the methodology behaves using different forms of implementing the interpolation function
are addressed in this work. The methodology is also applied for solving problems in

unstructured grids, taking advantage of the element-by-element assembly of the equations.
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1. INTRODUGAO

1.1. Introdugéao

A solugido de problemas reais de engenharia através de técnicas numéricas ¢ atualmente
uma realidade tanto em nivel académico quanto industrial. A evolug@o crescente € em uma
escala exponencial dos computadores modernos vem possibilitando que problemas cada vez
mais complexos possam ser resolvidos através de técnicas numeéricas. Outro fator que também
contribuiu para esta nova tendéncia esta relacionado com os custos de projetb. Os computadores
modernos além de cada vez mais poderosos estdo cada vez mais baratos. Hoje € possivel que
todo o desenvolvimento de um problema numérico seja criado em um microcomputador, cujo
custo ¢ muito baixo, deixando apenas as grandes simula¢des, com malhas refinadas, para os
supercomputadores ou as estagdes de trabalho. Alguns problemas mais simples podem até
mesmo serem resolvidos no proprio microcomputador em que o coédigo foi desenvolvido.

Ainda com relagdo a fatores econdmicos, outro fator importante é que atualmente ja é
possivel que horas de experimentagdo em laboratorios a custos altissimos sejam substituidas por
simulagdes em computadores, diminuindo enormemente os custos de projeto e deixando os
testes de laboratorios apenas para os refinamentos do projeto, ou a modelagem de problemas que
ainda n3o possuem uma formula¢do matematica satisfatoria.

A érea de interesse deste trabalho concentra-se na aplicagio de solugdes numéricas em
problemas de mecanica dos fluidos e transferéncia de calor. Esta area também tem
experimentado nas ultimas décadas um grande crescimento, incentivada tanto pela evolugdo dos
computadores quanto pelo desenvolvimento de técnicas numéricas cada vez mais poderosas e

capazes de resolver modelos matematicos mais proximos da realidade. -
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1.2. Motivagao

A modelagem numérica na area de mecanica dos fluidos teve em seus primordios uma
preferéncia pela utilizagdo do método de diferengas finitas. Como a modelagdo de escoamento
de fluidos possui como dificuldades basicas as ndo-linearidades dos termos convectivos das
equagdes de Navier-Stokes e o problema do acoplamento entre os campos de velocidade e
pressdo, é natural que no passado quase toda a comunidade cientifica envolvida com mecénica
dos fluidos tenha concentrado seus esforgos na procura de solugdes para estes problemas. Esta
concentragdo da pesquisa nestes dois temas trouxe ao passar do tempo varias solugdes
(propostas) para o tratamento destas dificuldades. Por outro lado, pouca importﬁncia foi dada a
discretiza¢do de geometrias complexas € o método de diferenga finitas foi durante muito tempo
praticamente utilizado somente para malhas estruturadas.

A busca de alternativas de solugdes para os dois problemas acima citados foi a
motivagdo para o desenvolvimento do método de volumes finitos, no qual as equagdes
aproximadas sdo obtidas através do balango das propriedades no volume de controle elementar.
Isto garante a conservagdo das propriedades em nivel de volume de controle € também da um
significado fisico a cada termo das equag¢des discretizadas, permitindo que cada termo possa
facilmente ser identificado e tratado separadamente em cada uma das equagdes. Estas
caracteristicas fizeram com que grande parte da comunidade cientifica envolvida com o método
de diferengas finitas (principalmente aqueles que trabalhavam com escoamentos
incompressiveis) passassem a utilizar o método de volumes finitos.

O método de volumes finitos deu, por assim dizer, um impulso ao tratamento numérico
dos problemas de mecanica dos fluidos e transferéncia de calor, o qual associado a uma
discretizagdo da geometria com malhas generalizadas coincidentes com a fronteira do dominio,
tornou-se a metodologia mais usada atualmente na 4rea de escoamento de fluidos
Incompressiveis.
| A necessidade de generalizar cada vez mais as aplicagdes dos métodos de volumes
finitos através de sua utilizagdo também para malhas ndo-estruturadas capazes de descrever com
maior precisdo geometrias complexas, ¢ pensando em uma programac¢do onde os codigos
computacionais possam ser reutilizaveis, fez com que algumas caracteristicas dos métodos de
elementos finitos fossem desejadas também nos métodos de volumes finitos.

Ao contrario dos métodos de volumes finitos, os métodos de elementos finitos sempre

foram preferidos pelos analistas da area de estruturas, onde as equagdes diferenciais
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normalmente sio lineares ¢ assemeltham-se em muito com as equagdes de difusdo pura. Ndo
havendo nem o problema das ndo-linearidades nem o problema do acoplamento entre as
variaveis, os esforgos da comunidade de elementos finitos concentrou-se mais na discretizagio
de geometrias arbitrarias e na utilizagdo de malhas ndo-estruturadas. Geradores de malha e
sdlugc”)es simultaneas sdo exemplos de topicos estudados ha bastante tempo. Uma caracteristica
importante destes métodos € a utilizagdo de um sistema de coordenadas local, o qual'é particular
para cada elemento, tornando cada elemento um ente independente que pode ser tratado
separadamente dos demais elementos do dominio de calculo.

Mesmo com muita de suas caracteristica desejadas pelos analistas da area térmica, o
método de elementos finitos ndo teve durante muito tempo uma forte penetragio na area de
fluidos, principalmente devido a sua dificuldade no tratamento das néo-linearidades dos termos
de convecgdo, os quais produzem instabilidade muitas vezes incontroldveis em problemas
convectivos dominantes.

A busca para unir as caracteristicas desejadas dos métodos de volumes finitos, ou seja, a
forma de discretizagdo das equagdes através de balangos nos volumes e conservagdo das
propriedades em nivel de volume elementar, com as carateristicas desejadas dos métodos de
elementos finitos, que sdo a utilizagdo de um sistema de coordenadas locais e independéncia
entre os elementos, deu origem a uma nova gama de métodos de elementos finitos baseados em
volumes de controle ¢ denominados na literatura de control volume finite element methods.
Independentemente do método em uso, o acoplamento entre as equagdes € ainda um tema dificil.

O problema do acoplamento P-V surge devido a forma segregada pela qual o sistema de
equagdes diferenciais é normalmente resolvido. Como os escoamentos sdo regidos por um
sistema de equagdes diferenciais composto pelas equagdes de Navier-Stokes e pela equagdo da
conservagdo da massa, € como estas equagdes precisam ser resolvidas todas juntas devido ao
acoplamento entre o campo de velocidades e o campo de pressdes, a forma segregada de solugéo
propde que cada equagdo diferencial, discretizada em um sistema de equagdes lineares, deve ser
resolvida separadamente. Em fungéo do forte acoplamento pressio-velocidade a solugdo segreda
introduz instabilidade na solugéo.

Apesar dos métodos de solugdo segregada estarem sendo utilizados exaustivamente
durante décadas, estes ndo sdo de forma alguma uma solugdo definitiva para o problema do
acoplamento P-V. Como os métodos de tratamento do acoplamento P-V sdo apenas um artificio
para criar uma equagdo para a pressdo, a solugdo dos problemas ¢ muitas vezes instavel e

dependente de uma série de fatores de relaxagdo que sdo estabelecidos simplesmente com base
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na experiéncia do programador. Uma alternativa para estes problemas, a qual esta se tornando
uma tendéncia, sdo os métodos acoplados. Estes resolvem todas as equagdes juntas e ndo se -
utilizam de equagdes de corregdo para as velocidades. Os métodos acoplados sdo muito mais
robustos (convergem mesmo para situagdes adversas) € estaveis, porém exigem capacidades de
processamento e armazenamento de memoria muito maiores, o que fez com que estes métodos
fossem até entdo, muito pouco utilizados.

A procura de uma metodologia que una da melhor forma possivel as caracteristicas
discutidas nos paragrafos anteriores foi a principal motivagdo para que este trabalho de
dissertagdo se destinasse ao estudo e implementacdo do método FIELDS, criado por Raw
(1985). O FIELDS (FInite ELement Differential Scheme) ¢ um método de elementos finitos
baseados em volumes de controle que também se utiliza da solugdo acoplada das equagdes.

Além das caracteristicas desejadas ja discutidas, o FIELDS também possui outras
caracteristicas particulares interessantes, como por exemplo a utilizagdo das proprias equacdes
do movimento discretizadas como fungdo de interpolagdo e o tratamento diferenciado do termo
difusivo no qual o divergente do campo de velocidades ndo ¢ simplificado. Estes e outros pontos
importantes serdo apresentados ao longo deste trabalho.

Outra caracteristica desejavel do FIELDS ¢é o fato deste ser altamente propicio para a
criagdo de cddigos computacionais orientados ao objeto, devido a sua forma modular e

independente do tratamento dos elementos e volumes de controle.

1.3. Contribuicoes

Este trabalho propde-se ao estudo e a implementagdo de uma metodologia de elementos
finitos baseada em volumes de controle (FIELDS) na tentativa de explorar suas potencialidades
e identificar possiveis dificuldades e ou limitagdes. Com este objetivo, algumas caracteristicas
particulares do método sdo estudadas em detalhes.

A primeira, e talvez a mais importante andlise feita, ¢ com relagdo a forma de
aproximagdo dos termos convectivos da funcdo de interpolacdo. As duas formas apresentadas
por Raw (1985) sdo descritas e analisadas, enquanto que uma terceira é proposta neste trabalho.
Este novo esquema proposto surgiu da tentativa de diminui¢do do tempo gasto com o calculo
dos coeficientes e na economia de memoria. Todos os trés esquemas de interpolagdo sdo, ao

final do trabalho, comparados com relagdo ao tempo de processamento e taxa de convergencia.
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‘ Outro ponto estudado ¢ a influéncia do divergente do campo de velocidades acrescentado
(ndo simplificado) ao termo difusivo das equagdes do movimento, mesmo para escoamentos
incompressiveis, o qual como sera mostrado posteriormente, ¢ decisivo na convergéncia do
método.

Uma ultima contfibuicéo com relagdo ao estudo da metodologia FIELDS, a qual nédo era
um objetivo inicial, mas que surgiu naturalmente durante o desenvolvimento do trabalho, foi a
aplicagdo da método também para malhas nado-estruturadas, expandindo assim sua aplicagdo a
geometrias complexas. Alguns problemas simples, mas que ilustram claramente  as

potencialidades do método neste sentido séo resolvidos e comentados no capitulo de resultados.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. Introdugao

Este capitulo sera dividido em duas partes. A primeira traz um histérico do método
FIELDS e algumas aplicagbes atuais, enquanto que a segunda procura fazer uma revisdo geral
dos métodos de solugdes (acoplados e segregados) dos problemas de mecéanica dos fluidos em
escoamentos compressiveis mais utilizados durante as ultimas décadas. Novamente deve ser

salientado que trabalhos da area aeroespacial ndo serdo aqui mencionados.

2.2. Breve historico do método FIELDS

O FIELDS (Finite Element Differential Scheme) criado por Raw (1985) trata-se de uma -
metodologia para a solu¢do de problemas de mecanica dos fluidos e transferéncia de calor onde
os principios dos métodos de volumes finitos sdo aplicados juntamente com um sistema de
coordenadas local, caracteristica dos métodos de elementos finitos. O produto desta unido
resultou em uma metodologia onde as vantagens dos métodos de volumes finitos (por exemplo, |
a conservagdo das propriedades), sdo somadas as vantagens do sistema de coordenada local que
possibilita o tratamento de cada elemento individualmente, além de permitir também a
discretizagdo de geometrias arbitrarias em malhas ndo-estruturadas.

A base fisica e numérica do método pode ser verificada em detalhes em Schneider ¢ Raw
(1987a) enquanto que a validagdo e as aplicagdes devem ser procuradas em Schneider e Raw
(1987D).

O método pode também ser encontrado em detalhes em Raw (1985), trabalho que deu

origem ao método, ou em uma publica¢éo posterior de Schneider (1988).
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O esquema numérico do método FIELDS a ser desenvolvido nesta dissertagdo a partir do
capitulo 4, baseia-se totalmente na bibliografia acima descrita, porém alguns outros trabalhos
relevantes qué utilizam esta metodologia foram também analisados e serdo brevemente
comentados a seguir.

' - Deng et ali. (1994) cria, baseado no trabalho de Raw, um método para solugdo acoplada
das equagdes de Navier-Stokes e conservagdo da massa. Segundo este trabalho, o método
FIELDS, apresenta trés inconvenientes:

1) para a avaliagdo das varidveis nos pontos de integragio € necessario a inversdo de uma

matriz 4x4 para cada elemento;

2) a extrapolagdo do método para o caso tridimensional, devido justamente ao problema

anterior, ¢ muito complexa e dispendiosa;

3) existe um problema de precisdo para os termos difusivos da fungdo de interpolagio,

pois com apenas 5 pontos ndo € possivel obter-se precisdo de primeira ordem.

Levando em consideragdo as afirmagfes acima, algumas modificagdes sdo propostas e
um novo método ¢ criado, denominado CPI (Consistent Physical Interpolation) que, segundo os
autores, assegura uma precisdo de segunda ordem para todos os termos das equagdes além de
ndo necessitar inverter uma matriz 4x4 para cada elemento. |

A extensdo do método FIELDS para problemas tridimensionais pode ser verificada na
tese de doutoramento de Michael J. Roth (1997).

A metodologia proposta pelo FIELDS, também ¢ utilizada pelo TASCflow (1995), um
software de volumes finitos comprovadamente eficiente no tratamento de problemas de

mecanica dos fluidos e transferéncia de calor.

2.3. Metodologias de solugao

Antes de mais nada ¢ necessario deixar bem vclaro dois conceitos basicos que serdo
utilizados até o final deste trabalho. Uma confusdo que pode ocorrer a respeito da forma como o
sistema de equagdes diferenciais sera resolvido € com respeito a solugdes acopladas e solugdes
simultaneas. Para evitar possiveis confusdes, neste trabalho serd definido que: solugdo acoplada
¢ toda e qualquer metodologia utilizada onde as varidveis do problema pertencem todas ao
mesmo passo temporal, ou. seja, exceto as matrizes de coeficientes que devido as nio
linearidades, precisdo ser avaliadas com valores ja conhecidos das velocidades, todos os demais

termos da equagdo discretizada envolvem apenas varidveis da mesma iteragdo. Solugdo
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simultianea por sua vez, diz respeito somente ao fato de as equagdes serem resolvidas todas em
uma unica matriz, ao invés de matrizes independentes para cada equagdo diferencial.

Quase tdo antigos quanto os métodos segregados sdo os método de solug@o acoplada das
equagdes da mecéanica dos fluidos, que permaneceram durante muito tempo sendo pouco
utilizados devido, principalmente, aos problemas com a necessidade de grandes volumes de
armazenamento de variaveis e também da solugdo de sistemas lineares com um nimero muito
grande de equagdes, o que fazia com que o custo computacional fosse demasiado alto (para os
padrdes da época) se comparados com outros métodos (segregados) j utilizados. Esta secgdo é
uma breve revisdo dos principais métodos (segregados e acoplados) que vém sendo utilizado
desde entdo, procurando seguir a ordem cronologica de criagdo dos mesmos.

E necessario, antes de prosseguir com esta revisio bibliografica, comentar sobre uma
técnica utilizada durante muito tempo para evitar o problema do acoplamento P-V. Esta técnica
baseava-se na solugdo das equagdes governantes em termos da fungdo de corrente ¢ da
vorticidade. Embora inicialmente atraente, pois um problema bidimensional, onde as incognitas
sdo u, v e p, torna-se um problema a duas equagdes e duas incognitas (fungdo de corrente e
vorticidade), atualmente esta técnica ¢ pouco utilizada, devido principalmente a dois fatores: a
necessidade de fornecer condigdes de contorno para a vorticidade e o fraco acoplamento
resultante. Outra desvantagem € o fato de que sua extrapolagdo para problemas tridimensionais
ndo € viavel. Neste trabalho, esta técnica ndo sera abordada.

Nos métodos de solugdo segregadas as equagdes diferenciais sdo resolvidas uma a uma de
forma que a cada nova iterago os valores das variaveis sdo corrigidos. E facil perceber que para
as velocidades (u, € v) isto é simples, pois as equagdes da quantidade de movimento servem
como equagdes evolutivas para as velocidades. Para pressdo a situagdo ndo € tdo simples, pois
ndo possuimos uma equagdo onde p € a variavel principal. Na realidade a unica equagdo que
resta para p é a equagdo da conservagdo da massa, onde p ndo aparece explicitamente.

Os métodos de solugdo segregada sdo baseados em dois métodos propostos por Chorin. O
primeiro, Chorin (1967), foi desenvolvido para problemas onde apenas a solugdo de regime
permanente era desejada, na qual foi utilizado o conceito de compressibilidade artificial. E uma
estratégia interessante que considera o escoamento como compressivel para evitar o problema do
acoplamento P-V. A compressibilidade é entdo eliminada quando a solugdo atinge regime

permanente.
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Para problemas onde era necessario também descrever o transiente, Chorin (1971) propds
que a cada iteragdo as velocidades fossem corrigidas de tal forma que a equagdo da massa fosse

satisfeita. Para tanto, as seguintes equagdes de corregdo foram criadas

oP

ou=pu —At—a-x— 2.1
. . 0oP
pv = pv —Atg - (2.2)

*® * . A ~ . ~ .
onde u e v foram determinados através da solugdo das equagdes do movimento sem o termo de
presséo.

Como a pressdo ndo era conhecida, a mesma deveria ser determinada de forma a também

satisfazer a conservagdo da massa. Isto ¢ conseguido através da expressdo
Pk+| - P/( _ AD (2'3)

onde A é um parametro de relaxagdo e D a aproximagdo numérica da equag@o da massa.

Patankar (1972) criou, baseado no proposto por Chorin, o SIMPLE (Semi Implicit
Linked Equations) o qual deu origem a varios outros métodos. De maneira semelhante ao feito
por Chorin, o método SIMPLE criou uma equagdo para pressdo baseado na melhor estimativa

desta na iteragdo anterior. A expressdo para corre¢do da pressdo ¢ dada por
P=pP _pP (2.4
* ~ . ~ . , ~
onde P ¢ o valor calculado da pressdo na iteragdo anterior € P’ € uma corregdo para P calculada
de maneira a também satisfazer a equagdo da massa. Para o SIMPLE, como também para todos
os métodos a que deu origem, a seqiiéncia de calculo, que ¢ semelhante ao realizado por Chorin,
possui dois passos distintos: corregdo das velocidades de forma a satisfazer a equag@o da massa

e avango da pressdo, através da Eq. (2.4), completando o ciclo iterativo. As equagdes de

corre¢do da velocidade do SIMPLE séo dadas por

r 4 A/w Ax )
. AV AP
v, =V, - ——— (2.6)
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Detalhes e comentarios a respeito do método podem ser verificados em Patankar (1980)
ou em Maliska (1995).

Paralelamente a Patankar, Caretto et ali. (1972) desenvolveu o SIVA (Simultaneous
Variable Adjustments) que foi o primeiro algoritmo que resolvia simultaneamente as variaveis ,
v e p. Neste método, porém, o acoplamento entre as variaveis dependentes € feito apenas em
pequenos subdominios. Com isto as matrizes resultantes eram simples de resolver, mas a
convergéncia era ruim devido ao fraco acoplamento entre os subdominios. Este método ¢ sempre
lembrado nos trabalhos como o primeiro método de solugdo simultdnea, mas na pratica ndo foi
encontrado pelo autor nenhum trabalho que se utiliza deste método para a solugdo de algum
problema proposto.

Patankar (1980), faz algumas altera¢des no método SIMPLE e criou o SIMPLER
(SIMPLE — revised). Como no método SIMPLE o procedimento do calculo da pressdo através
da Eq. (2.4) ndo ¢ um procedimento robusto, Patankar apresenta uma nova maneira de calcular
os campos de pressdes, procurando associar o calculo do campo de pressdes com as equagdes

que governam o fenomeno. No SIMPLER as equagGes de corregdo para as velocidades sdo

dadas por
L 24t B AV AP @.7)
’ A4, 4, Ax '
D 4. +B AV AP
v, = - — (2.8)

A A, Ay

I

e a equagdo para p é criada através da substituigio das Eqs. (2.7) e (2.8) reescritas para as faces
do volume, na equagéo da massa.

Neste método o avango para convergéncia € mais rapido € seguro, mas em contra partida,
a equagdo para p acaba sendo mais um sistema linear a ser resolvido a cada iteragdo, o que
aumenta significativamente o custo computacional.

Um ano mais tarde, surge o método PRIME (Pressure Implicit Momentum Explicit),
proposto por Maliska (1981) onde as Egs. (2.7) e (2.8), que sdo as proprias equagdes do
movimento, além de serem utilizadas para a criagdo da equagdo para p no método SIMPLER,
também sdo utilizadas para a corregdo das velocidades, efetuando assim, em um unico passo, o
calculo de p e a corre¢do das velocidades. Franga (1991) mostra que o PRIME apresenta, para

um arranjo desencontrado, 6timos resultados a respeito do acoplamento P-V. A unica dificuldade
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encontrada no método, esta no fato de que as velocidades sdo calculadas de maneira explicita,
diminuindo assim a taxa de convergéncia da solugéo.

O PRIME, devido ao fato de possuir um melhor acoplamento entre o campo de pressdes
e o campo de velocidades (isto devido principalmente ao fato de utilizar as equagdes do
movimento substituidas diretamente na equag@o da conservagdo da massa, para a criagdo da
equagdo para pressdo), ndo € fortemente dependente de fatores de relaxagdo, nem do intervalo de
tempo (Af), como mostrado por Franga (1991).

Watson (1981) cria um método chamado de DSVS (Direct Simultaneous Variable
Solution) onde %, v e p sio resolvidos no mesmo passo de iteragdo, ou seja, de forma totalmente
implicita (acoplada), proporcionando assim um maior acoplamento entre o campo de
velocidades e o campo de pressdes, além de n@o necessitar da criagdo de um equagdo
aproximada para a pressdo.

Escrevendo as equagdes discretizadas do movimento de forma conveniente

A”_”u+A”pp:F” (2.9)

A+ A" p=F" - (2.10)

é possivel isolar u e v nas Egs. (2.9) e (2.10) e substitui-las na equagéo da conservagio da massa

dada por

A"u+Av=0 (2.11)
obtendo-se uma equagdo para p que pode ser escrita, ja na sua forma final, como

A’PP=F" ' (2.12)

sendo este realmente o unico sistema linear a ser resolvido.

O método, em primeira analise, ¢ extremamente atrativo, pois como a equagdo de p €
criada de forma implicita a partir das equagdes do movimento, com suas variavels pertencentes
a0 mesmo passo iterativo, ndo € necessario criar equagdes de corregdo para u € v. Porém ¢
necessario lembrar que, na construgdo da equagdo de p as matrizes dos coeficientes foram
trabalhadas (duas inversdes e doze multiplicagdes) o que provoca um custo computacional
bastante alto. E preciso também lembrar que, no momento em que duas matrizes diagonais sdo
multiplicadas € criada uma matriz cheia onde agora, ao invés de armazenar-se apenas oOS
elementos ndo zeros, faz-se necessario guardar toda a matriz. Este é um inconveniente que

sempre procura-se evitar em simulagdes numéricas.

)
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Tomando como base o que foi proposto por Watson, Zedan (1983) em sua tese de
doutoramento continua este trabalho fazendo um estudo detalhado do método e avaliando seu
desempenho em fungdo de alguns parametros impostos as equagdes. Baseado no estudo das
matrizes de coeficientes, Zedan propde um novo método iterativo aproximado, o qual chamou
de AESVS (Approximate Effect Simultaneous Variable Solution) e consegue uma melhora
significativa nos custos de computagéo.

Paralelamente no mesmo trabalho, Zedan fez extensdo de alguns métodos de solugdo de
sistemas lineares de variavel simples, para a solugdo simultanea das equagdes. Com base no
método SIP (Strongly Implicit Procedure), o qual ¢ um método de decomposi¢dio LU
incompleta, foi criado o CSIP (Coupled SIP) onde as trés equagdes, (¥, v € uma equagdo para p
criada a partir das equagdes de # e v) montam um unico sistema linear com doze diagonais.
Outras duas “extrapola¢des” feitas foram as modificagdes do ADI (Alternating Direct Implicit
Procedure) para a criagio do CADI (Coupled ADI) e do SOR(Successive Over Relaxation
Procedure) dando origem ao CSOR (Coupled SOR) que resolve u, v € p simultaneamente ponto
a ponto.

Zedan conclui, ao final de seu trabalho, que dentre os trés métodos propostos, (CSIP,
CADI, CSOR), é o CSOR que apresenta menos tempo de computagdo, o que, baseado em sua
experiéncia anterior com sistemas simples de uma varidvel, contradiz as expectativas. Segundo
Zedan, isto é devido as ndo linearidades do problema que forgam iteragdes globais (imposto pela
necessidade de corre¢do das matrizes de coeficientes) onde nos métodos que utilizam
decomposi¢do LU (CADI e CSIP) acabam por consumir um tempo excessivo de processamento.

O método SIMPLEC proposto por Van Doormaal ¢ Raithby (1984) ¢ mais um dos
muitos métodos derivados do SIMPLE de Patankar (1972). Na realidade o SIMPLEC ¢ idéntico

ao SIMPLE, exceto nas equagdes de corregdo das velocidades as quais se diferenciam apenas

pelo fato que agora o termo de corregdo ¢ dividido por 4, QZA”,, ao inves de apenas 4, como

no SIMPLE. Segundo os autores, esta nova aproximagdo das equagdes de correcdo das
velocidades evita a sub-relaxagdo excessiva imposta pelo SIMPLE no célculo de P’°, fazendo
com que o método seja mais estavel € menos sujeito a fatores de relaxagdes, tornando a
convergéncia mais rapida e segura.

A alternativa de solugdo acoplada das equag¢des governantes sempre foi associada a altos
tempos de processamento ¢ a necessidade de altas capacidades de armazenamento de dados.

Autores tém procurado mostrar que isto pode ser mudado. Uma destas tentativas € o método
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CELS (Coupled Element Line Solver), criado por Galpin et ali (1985), que ¢ um método de
solu¢do acoplada das variaveis onde u, v € p, para uma determinada linha, sd3o resolvidos
simultaneamente no mesmo passo iterativo. O métbdo como mostrado por Franca (1991)
apresenta bons resultados para o problema do acoplamento P-V, mas se mostra inferior aos
métodos segregados para problemas onde as ndo linearidade também estdo presentes. Isto €
devido, como conclui Franga, ao fraco acoplamento entre as linhas da iteragdo atual e da iteragéo
anterior.

Todos os métodos importantes de solugdo segregada bem como os métodos SIVA, CELS
e DSVS que sdo métodos acoplados, mas que ndo resolvem as equagdes discretizadas em uma
unica matriz foram revisados. Os trabalhos comentados a partir deste momento, tratam somente
da solugdo acoplada em todo o dominio de calculo onde todas as equagdes diferenciais (para u,v
e p) sdo resolvidos em um unico sistema de equagdes lineares montado em uma unica matriz de
coeficientes (solu¢des simultaneas).

Em um trabalho de Macarthur e Patankar (1989) sdo comparados varios métodos para a
solugdo acoplada e simultidnea das equagdes de Navier-Stokes, conservagdo da massa € energia.
A metodologia utilizada como base para todos os métodos analisados ¢ o método de Newton.

Supondo que o sistema contendo todas as quatro equagdes possa ser escrito na forma
Ax=b _ (2.13)

onde A é a matriz geral dos coeficientes, b ¢ o vetor termo fonte € x um vetor de vetores dado

por
x=(u|...,vl...,pl...,T,...)T - (2.14)
segundo o método de Newton para solugdo de sistema de equéqées nio lineares, o residuo deve
Ser eXpresso por
R=b-A4x (2.15)
A solugdo do sistema pode entdo ser aproximada da seguinte forma
=%+ HOR | (2.16)

onde k indica a iteragdo € H é uma matriz.
Os varios métodos de solugdo utilizados no artigo podem ser agora construidos
simplesmente através da forma como a Matriz H ¢ criada. Por exemplo, no método de Newton-

Raphson original tem-se H=J ~, onde J ¢ a matriz Jacobiana.
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Segundo conclusdes dos autores, os métodos semi-diretos, como sdo chamados no artigo,
apresentam-se como uma boa alternativa, principalmente pelo fato de que estes ndo sofrem a
acdo de coeficientes de relaxagio, tdo importantes para os métodos segregados. Também neste
trabalho uma comparagdo direta entre os métodos semi-diretos e os métodos segregados
SIMPLE e SIMPLER, mostrou que os algoritmos segregados se comparam, € em alguns casos
sdo mais rapidos, mas somente apds terem sidos determinados os coeficientes Otimos de
relaxagio.

Uma utilizagdo de solugdes acopladas em coordenadas generalizadas pode ser verificado
em Karki e Mongia (1990) que compara a solugdo simultanea do sistema discretizado de
equagdes lineares através da decomposi¢do LU da matriz dos coeficientes com o algoritmo
segregado SIMPLER para dois problemas testes (Cavidade quadrada e duto plano curvo).
Segundo os autores a utilizagdo de coordenadas generalizadas combinado com a solugdo
simultanea das equagdes acrescenta uma série de dificuldades que devem ser estudadas em
detalhe. Estas dificuldades surgem por exemplo, da presenga de termos de difusdo envolvendo
derivadas cruzadas e ou termos adicionais de gradientes de pressdes. Como existem varias
op¢oes disponiveis com respeito a geometria das malhas e a dependéncia das variaveis (neste
trabalho as componentes covariantes sdo usadas como variaveis primitivas) a pérformance da
solugdo ira depender diretamente da formulagédo utilizada.

Um estudo interessante sobre a solu¢do simultanea utilizando o método de Newton pode
ser verificada em McHugh et alii (1994). Trés forma de solugdo, uma direta utilizando
eliminagdo de Gauss, e duas iterativas utilizando os algoritmos CGS (Conjugate Gradients
Squared algorithm) e TFQMR (Transpose-free quasi-minimal residual algorithm) na resolugio
dos sistemas lineares, foram testadas em um problema de convecgdo natural. Os resultados
obtidos por McHugh et ali. apresentam a solugdo direta como sendo competitiva a nivel de
eficiéncia em tempo de processamento, mas com indices de armazenamento de memoria, que
com o aumento do nimero de volumes, comegam a tornar inviavel a solugio através deste tipo
de abordagem. Os métodos iterativos, por outro lado, mesmo apresentando problemas de
convergéncia como o encontrado pelos autores com o CGC, ainda assim sdo a alternativa mais
atrativa a qual devera continuar sendo a mais utilizada.

Hanby et ali. (1996) propde a utilizagdo de solugdes acopladas para problemas de
escoamentos giratorios (por exemplo, discos rotatorios em turbinas de gas) onde os efeitos
rotacionais sdo predominantes e existe um grande acoplamento entre as equagdes do movimento

nas diregdes radial e tangencial. Hanby realiza uma comparagdo entre o método proposto
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(acoplado) e o largamente utilizado SIMPLE. Segundo Hanby os métodos segregados
apresentam dificuldades de convergéncia devido ao forte acoplamento entre as velocidades
radial e tangencial, mas conclui no final do trabalho que, para problemas “dificeis”, com forte
dependéncia entre as velocidades radial e tangencial, as solugdes segregadas ainda sdo preferidas
as acopladas em virtude de que para os problemas acoplados existe a necessidade de solvers
cada vez mais robustos e conseqiientemente mais lentos.

Também na literatura atual sdo encontrados trabalhos onde as equag¢des do movimento
sdo resolvidas simultaneamente enquanto que a pressdo ¢ resolvida separadamente de forma
segregada. Estes trabalhos fogem ao escopo deste estudo, onde o objetivo € a solugdo acoplada
de todas as equagdes, sendo aqui apenas citados. Ao leitor interessado recomenda-se consultar
diretamente a bibliografia. Exemplos destes sdo os trabalhos de Giannakoglou (1997) ¢ Min et
ali. (1998).

Conforme pode ser verificado nos paragrafos acima, a solugfio acoplada das variaveis u,
v e p (e também w, para o caso tridimensional), apresenta-se como uma opg¢ao promissora para
os problemas fluido dindmicos, principalmente com o avango na capacidade de processamento e
armazenamento de dados dos atuais computadores. Os métodos acoplados, mostram-se¢ muito
mais robustos que os métodos segregados, principalmente pelo fato de que o problema do
acoplamento P-V, tdo problematico em metodologias segregadas, onde a criagdo de uma

equagdo aproximada para P faz-se necessaria, simplesmente deixa de existir.



3. EQUAGCOES GOVERNANTES E DOMINIO DE CALCULO

3.1. Introducgao

Este é o primeiro capitulo que trata especificamente da metodologia FIELDS. Neste
serdo apresentadas as equagdes diferenciais a serem discretizadas no capitulo 4 e também os

aspectos geométricos quanto a criagio dos elementos e volumes de controle.

3.2. Equacoes governantes

Todos os processos de transferéncia de calor e mecéanica dos fluidos sdo regidos pelas
leis de conservagdo de massa, energia e quantidade de movimento. Desta forma, estas leis de
conservagdo podem ser escritas de uma forma geral, na qual todos os escoamentos para qualquer
fluido podem ser representados pelo mesmo conjunto de equagdes diferenciais.

Nesta dissertagdo, somente escoamentos bidimensionais incompressiveis com
propriedades constantes serdo tratados, para os quais as leis que os regem tem a forma:

Equacdo da conservagdo da massa

p;%(u)w%(vko G3.1)

Equagdo da conservagdo do movimento na diregéo x

p%(u)w

i(uu)+ —a——(vu)=—§£+2 62u+ 62u+62v
o TP o Mo e oxoy

(3.2)

Equagéo da conservagdo do movimento na diregéo y
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o o d 4 o v &
.pa(v)+p5x—(uv)+pé;(w)=—5p+2yay§+yaxf+axgy (3.3)
Equagéo para um escalar

O (5)e 02 (ad)s 02 (o)1 2 (28 )12 (28 |

PO ol p 2 o0)-r 2 (% r (2] 64

As Egs. (3.1), (3.2) e (3.3) sdo responsaveis pela mecanica dos escoamentos de fluidos. E
visivel a ligagdo existente entre estas equagdes onde u e v aparecem em todas equagdes € p
aparece nas duas equagdes do movimento, sugerindo que a unica forma de solugéo ¢ resolver
todas as trés equagdes juntas. O escoamento influi diretamente no transporte de outros escalares
(energia, por exemplo). Nestes casos € necessario a solugdo das equagdes de Navier-Stokes para
obtengdo do campo de velocidades, os quais serdo utilizados para a solugdo da equagdo do
escalar em questdo (Eq. (3.4)). Ha casos onde a temperatura aparece também nas equagdes do
movimento (problemas de convecgdo natural), criando assim um acoplamento entre as quatro
equagdes acima, fazendo com que todas estas equagdes tenham de ser resolvidas juntas, mas que
no momento, fogem do escopo deste trabalho.

Nas Egs. (3.2) e (3.3) deve ser observado que os termos difusivos sdo escritos de forma

diferente da usualmente utilizada para escoamentos incompressiveis. Na realidade existe um

divergente de 1% igual a zero (equagdo de conservagdo da massa) que poderia ser simplificado.
Isto ndo foi feito para que todas as variaveis (¥, v e p) aparecam em todas as equagdes, 0 que
normalmente ndo ocorre. Com a inclusdo deste termo (que em nada modifica a equagdo do
movimento) esta necessidade ¢é satisfeita. A importincia deste termo ficara mais clara no

proximo capitulo, quando os termos difusivos forem discretizados.

3.3. Discretizagao do dominio de calculo

Em um procedimento usual de discretizagdo, pontos sdo distribuidos dentro do dominio
de calculo e da unido de um determinado numero de pontos sdo criadas regides, que podem ser
chamadas de volumes de controle ou elementos finitos. -

Nos métodos de volumes finitos, a abordagem usual é que da unido de um determinado

nimero de pontos (normalmente quatro), sejam criados pequenos subdominios chamados de
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volume de controle, onde um unico sistema de coordenadas global é utilizada para todos os
volumes.

Nos chamados “Control Volume Finite Element (CVFE)” (métodos de volumes finitos
com caracteristicas de elementos finitos) a unido dos pontos da origem a elementos, chamados
elementos finitos, enquanto que os volumes de controle por sua vez sdo criados em torno destes
pontos com contribuigdes de diversos elementos. Nestes métodos um sistema de coordenadas
local ¢ utilizado o qual torna cada elemento, assim como cada volume, um ente independente
dos demais.

| Nesta sec¢do, serdo discutidos a discretizagdo do dominio, as transformagdes
geométricas necessarias ¢ a defini¢do do volume de controle, sobre o qual o principio da

conservagio das propriedades vai ser posteriormente aplicado.

3.3.1. Elemento finito

Muitas sdo as formas possiveis para os elementos, contudo neste trabalho apenas
quadrilateros serdo utilizados, o que, por razdes obvias, ¢ uma escolha muito conveniente. Os
nos estdo localizados nos vértices dos quadrilateros, onde todas as variaveis (4, v, p e @) serdo
armazenadas, constituindo assim, um arranjo co-localizado. Cada elemento deve ser tratado
isoladamente através da utiliza¢do de um sistema de coordenadas local. O dominio deste sistema
de coordenadas local (s,#) deve variar de —1 a +1 e os nos devem ser numerados de 1 a 4 (no

sentido anti-horario) conforme pode ser observado na Fig. 3.1

Fig. 3.1 — Elemento

Deve ser notado na Fig. 3.1 que o sistema de coordenadas local nfio ¢ ortogonal e que as

linhas que unem dois nds sdo sempre linhas de s ou # constantes o que garante, como foi
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mencionado anteriormente, que o dominio do sistema de coordenadas locais restrinja-se a—1 < '§
<+le—-1<t<+].
Se definirmos x; € y; como as coordenadas globais do né i, as coordenadas x ¢ y de um

ponto qualquer dentro do elemento podem ser determinadas por

4

Xy = 2 N,(s,0)x, (3.5)

Yoo = 2N, (s,1)y, (3.6)

onde os operadores N; sdo denominados de fungdes de forma e definidos por

N(5.0)=(1+5)(141) 3.7
Ny(sur) = 1-5)(1+1) (3.8)
N s) =5 1-5)(1-1) (3.9)
Nsr)=501+5)0-1) (3.10)

Para discretizagdo das equagdes (ver capitulo 4) serd necessario a representagdo das
variaveis (i, v, p e @) e suas derivadas em fungdo de x ou y. Para tanto, relembrando a Eq.(3.5),

podemos escrever
4

Oy =2 N, (5.1), (3.11)

i=1

Como as fungdes de forma sdo continuas dentro do elemento, estas podem ser

diferenciadas de tal maneira que

oD 4N,

— =21 @ (3.12)
ox (s0) =t OX (o) _
oD 4 6N’

— =>4 o ‘ (3.13)
a}} (”) i=1 a.)) (S.l)



CAPITULO 3 - Equagbes governantes e dominio de calculo 20

Porém, as derivadas das fun¢des de forma em fungéo de x e y ainda néo sido conhecidas.

Com o auxilio da regra da cadeira podemos determind-las, como

ON, _oN, ox N, &
Os Ox Os Oy Os

(3.14)

ON, _ON, ox ON, &
a oo oy o

(3.15)

As Egs. (3.14) e (3.15) formam um sistema de duas varidveis a duas incognitas onde
apenas as derivadas de N; em fungdo de x e y ndo sdo conhecidas. Desta forma, resolvendo o

sistema tem-se

ON, 1(6N, oy ON, dy

St [ e A e 1
ox J(@s ot ot Gs) ' (3.16)
ON, 1(8N,ox oN, ox

oy _JL ot ds s 6tj 3.17)

onde o jacobiano da transformagio ¢ dado por

Ox Ox :
_xy ooy (3.18)
Os Ot Ot Os
As derivadas de N, x e y em fung8o de s € f sdo facilmente obtidas, visto que as fungdes
de forma sdo continuas no dominio do elemento e de simples derivagdo em relagdo a s e ¢. Estas

expressoes podem ser obtidas em sua forma completa em Raw (1985) ou Schneider (1988).

3.3.2. Volume de controle

Como todas as variaveis estdo armazenadas nos nds, para que o problema possa ser
resolvido € necessario a criagdo de uma equagdo para cada nd, ou seja um volume de controle
para cada ponto. E coerente entio que o volume de controle seja criado em torno destes nos
(pontos). A Fig. 3.2 mostra este volume (hachurado) que ¢ formado com quatro quadrantes, cada
um pertencente a um dos quatro elementos aos quais este né ¢ comum. Por simplicidade, foram

escolhidas como faces do volume de controle as linhas de s=0et=0.
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volume de controle

Fig. 3.2 - Volume de controle

Cada elemento, como mostra a Fig. 3.3, estd dividido em quatro sub-volumes de controle
(SVC) definidos pelas linhas de s = 0 e £ = 0. Na Fig. 3.3 pode ser observado também os assim
denominados pontos de integra¢do (pi), os quais representam os pontos onde deverdo ser
avaliados os fluxos convectivos ¢ difusivos provenientes das aproximagdes da integragcdo das

equagdes de conservagéo nas faces do sub-volume.

Fig. 3.3 - Sub-volumes de controle

Observando-se agora o sub-volume 1 na Fig. 3.3, que ¢ separado internamente dos
demais sub-volumes por duas superficies, as quais fazem parte os pontos de integragdo pi; € pis,
que serdo denominadas de sub-superficies SS1 e SS4, respectivamente. A Fig. 3.4 ilustra estas

sub-superficies.
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Fig. 3.4 - Sub-superficies

Resta neste momento apenas definir a area do volume de controle. Esta € constituida pela
soma das quatro areas dos quatro sub-volumes que formam o volume de controle.
Pegando o SVC1, mostrado na Fig. 3.2, a determinacéo de sua area definida por 0 <s <1

¢ 0 <1 < 1 pode facilmente ser conseguida se for definido um vetor
F=xi+yf - (3.19)

que na forma diferencial pode ser escrito como

oF . OF
dF = —ds+—dt 3.20
T a (3:20)
ou
dri =ds +df | | (3.21)

A érea da regido definida por d5 e df é dada pelo médulo do produto vetorial entre os

dois vetores,

x_

dA=|d§xdf|=Z—; a: dsdt (3.22)

Substituindo a Eq. (3.19) na Eq. (3.22) obtemos

Ox 0y Oy ox

Os Ot Os Ot

dsdt = IJ |dsdt (3.23)

Conseqiientemente a area do SVCI ¢ dada por
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A= [ Widsdt = Ty - (3.24)

Finalmente, ¢ necessario definir um vetor normal a superficie de integragdo do volume de

controle, o qual posteriormente serd utilizado na integragdo das equagdes. Admitindo-se a

superficie definida pelo comprimento de reta ab, que ¢ orientado de acordo com o sentido anti-

horario, de tal modo que Ax e Ay sejam definidos de acordo com a Fig. 3.5 como

Ax=x, —x, | - (3.25)

Ay=y, =y, (3.26)
o vetor normal’ ¢ definido por

dn, = Ayi — Axj (3.27)

IAy/

dnj

Fig. 3.5 - Vetor de superficie

Com os conceitos matematico e geométricos acima descritos, € possivel neste momento
o estudo do método (FIELDS) propriamente dito. A partir do préximo capitulo o método

numeérico sera entdo desenvolvido detalhadamente.

! Este ¢ na realidade um diferencial de 4rea



4. DISCRETIZAGAO DAS EQUAGCOES

4.1. Introducao

O método FIELDS trata-se de uma metodologia de elementos finitos baseado em
volumes de controle, onde os volumes sdo criados a partir de contribui¢des de diferentes
elementos, cada um independente dos demais. A discretizagdo das equagdes diferenciais sobre
os volumes de controle pode ser obtida de duas formas. A primeira € a integragdo das equagdes
diferenciais na forma conservativa sobre o volume de controle. Esta serd a forma utilizada neste
trabalho. A segunda, aplica os balangos das propriedades diretamente sobre o volume de
controle, o que torna desnecessdrio, em primeira mao, o conhecimento da equacgio diferencial
que rege o fenébmeno. Ambas aproximagdes devem logicamente gerar exatamente 0S mesmos
resultados.

Antes da discretizagdo das equagdes alguns comentdrios a respeito da notagdo utilizada

devem ser feitos. Tomando a scguinte expressdo, como exemplo

4
nvd
Z Ai N V/'

J=l

cada termo (subscrito ou sobrescrito) possui o seguinte significado:

u = equagio para u

% = multiplica a variavel V

d = termo difusivo da equagido
i = sub-volume de controle

-Ja o subindice “j " dependendo de como o coeficiente A4 estd escrito, em maiuscula ou
mindscula, este indicara respectivamente o no6 ou o ponto de integragdo do elemento a que se

refere.
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O volume de controle ¢ formado pelo somatoério dos quatro sub-volumes, cada um
pertencente a um clemento difcrente, que sdo tratados de forma idéntica. A numeragdo dos nos
deve seguir sempre a orientagdo mostrada na Fig. 3.1. Nos itens seguintes, serdo mostradas as
equagdes discretizadas e scus respectivos coeficientes para o SVCI1. A obtengdo para os trés

outros sub-volumes de controle € idéntica e ndo serd aqui apresentada.

4.2. Equacao da conservacao da quantidade de movimento

A equagdo da conservagdo da quantidade de movimento em u (repetida aqui apenas por

conveniéncia) € dada por

o o dp ou  du o’
+— -——+2 + + 4.1
" —(puu) aV(pvu) ox TG TG H X0y (4.1

9 (pu)+

ol
a qual pode ser escrita na forma indicial como

8 B o o |(ou ou,

—(pu)+—\py u)=——+pyuy—>/ —+—|[+§

PG (ou )= =22+ 1 ax_/_ H =" H ,, (4.2)

Integrando esta equagido no volume de controle, obtém-se

’[ (pu) dV+j IpuudV_—japdpj Hi‘ %Hdmls,,dl/_ (4.3)

- Com o vetor normal a superficie de integragdo definido no capitulo anterior € o teorema
da divergéncia de Gauss, os termos convectivos e difusivos podem ser representados sob a
forma de integral de area ao invés da integral de volume, o que torna-se muito conveniente para

a discretizagdo. Desta forma a Eq. (4.3) pode ser reescrita na forma
j 0 —(pu) dV+j pu u)dn, —j P .._+§_ dn, +j pdy — j Sdv=0 (4.4)
ot Ox

onde:
dﬂ_,‘ = dn; = afv
dny = -dx
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Na Eq. (4.4), da esquerda para direita, temos 0s seguinte lermos: transiente, convectivo,
difusivo, termo de pressdo e termo fonte. Por motivos de simplicidade, cada termo sera

analisado separadamente.

4.2.1. Termo Transiente

O termo transiente' pode facilmente ser discretizado como

o U, -u;
kméﬂmdmvwﬂ{—zj*] . (4.5)

A interpolagdo linear utilizada na Eq. (4.5), ndo ¢ caracteristica do método, e ¢ usada
aqui apenas por simplicidade. Se o interesse maior for no calculo preciso do transiente, outra
fungio de interpolacdo mais precisa pode ser utilizada sem acarretar em nenhuma dificuldade ou
modificagdo ao método.

A Eq. (4.5) deve ser reescrita agora em uma forma genérica e compacta
4

a Hut ut |
[ a(pu)da = IZ AU, - B, (46)

onde os coeficientes, para o SVCI, sdo dados por

J
Aunl — ~]
X pAt
A= A = AL =0 (.7
._] U() .
Bul — ™~
| p—At

4.2.2. Termos Convectivos

Ja os termo convectivos devem ser avaliados nos pontos de integragdo pi; € pis. Desta

forma as integrais sobre as superficies SS1 e SS4, conforme Fig. 3.4, sdo dadas por

J;Sl (,ou_',.)z.l)dnj :,ou,0 u Ay, ~ pv,ou|Ax, | (4.8)

" A intcgral de volume para o caso bidimensional torna-sec uma intcgral de arca
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-[sxw (pu.?u)dn , =pusu,Av, — pvu,Ax, | 4.9)

Nas Eqs. (4.8) e (4.9) a convengdo de sinais para Ax e Ay deve ser tal que siga uma
orientagdo no sentido anti-horario com relagdo ao SVCI. Por exemplo na Eq. (4.8), de acordo
com a Fig. 3.3, temos para o ponto de.integrag¢do pi;, Ax positivo € Ay negativo.

E possivel também reescrever as Egs. (4.8) e (4.9) numa forma geral e compacta dada
por

4

.Lm /554 (pu (/)u) d".i :Z a,'f_;' r”_i | (4.10)

j=l
onde os coeficientes para o SVCI sdo dados por

Hnine

a/\" = puy Ay, — pv) Ax,

ay =ali =0 (4.11)

Huo

ayy = puyAy, - pvyAx,

Nos termos convectivos, ao contrario do que acontecia para os termos transientes, tanto
os coeficiente “a” como a variavel “u” sdo escritos em letras minusculas. Isto, como ja
comentado anteriormente, indica que o subindice refere-se aos pontos de integracdo e ndo aos
nos. A formulagdo final exige que todas equagdes sejam escritas em fungdo das variaveis nos
nds, 0 que torna necessario que a variavel u na Eq. (4.10) seja também escrita em fungdo das
variaveis nos nds. A fungdo de interpolacdo utilizada para a avaliagdo das propriedades nos

pontos de integragdo sera analisada e deduzida no proximo capitulo, concluindo assim a

discretizagdo das equagdes.

4.2.3. Temos difusivos

Exatamente como os termos convectivos, os termos difusivos serdo avaliados sobre as
sub-superficies SS1 ¢ S84. A parcela difusiva da Eq. (4.4) avaliada sobre a superficie SS1 pode

ser reescrita da seguinte forma

ou Ou, ou
= J M §+§ dn; ——2;15’

Ax, @)

Ph

oy Ox

Ay, +ﬂ[%+9‘i]

Piy
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Se as func¢des de forma forem utilizadas para a avaliagdo das derivadas, obtém-se para o

lado direito da Eq. (4.12)

J=t J=l

)

}Ax, (4.13)
S$1

4 ON,
—2“[2—@7’%]

4 (ON, ON,
Ay, +;{Z(E’~Uj + axj V,]

SS1

Procedendo de maneira idéntica para o ponto de integragdo 4 e agrupando os termos

convenientemente, obtém-se numa forma compacta

au au./ : wid d wvd
- L.SI 54 ﬂ[a—xl + “a—x—]d”_,- —; 45U+ ; A5V | (4.14)

onde os coeficientes que multiplicam U sdo dados por

o] N ‘
A = —Z,LIO—NI Ay, + ,u%—' Ax, - Zy% Ay, + /UQM Ax,
N g sl X issa 554
N, N. )
At = ~2,u& < Ay + ,ua 2 Ax - 2AI§& Ay, + /Ja—NA Ax,
X g av 1 - lusa $54
_ (4.15)
YA L N AL NP NS
OX | o 1 554 §54
Ay ‘= 2u oNs Ay, + ﬂ'aivi Axy—=2p N Ay, + ﬂ% Ax,
X o o1 OX g4 o 554
e os que multiplicam V'
, N
Alljl\ o — ,Ll.@_l A'xl +I[I§/'Y'I' A_x4
OX | OX g4
, N oN
A= /ua 2 Ax +pu—2  Ax,
OX g OX |4
(4.16)
. oN ON
A{S d — /J 3 Ax, + ,U 3 AX4
OX |y OX g4
. oN ‘ ON
AL = A A
0x g ox lss4q
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4.2.4. Termo de Pressédo

O termo de pressao pode ser facilmente discretizado da seguinte forma
4 .
J.ssu.s'.w pdy = pAy, + pAy, = Zlalf /Pj @417
j=

e os coeficientes dados por

Hpp

a’y" =Ay,

a, " =a{" =0 (4.18)

wpp __
a’, " =Ay,

4.2.5. Termo Fonte
De forma semelhante ao termo transiente, pode ser escrito para o termo fonte

- Su

S1rCl

da =- S,,)( Y %)J, =-B" (4.19)

4.2.6. Equacéao para o SVC1

Resta agora apenas somar as Egs. (4.6), (4.10), (4.14), (4.17) ¢ (4.19) em uma unica
expressdo, para obter a equagdo discretizada da quantidade de movimento na dire¢do u para o

SVCI.

4 4 4 4
S+ AU+ A 4 D D, = B+ B (4.20)
= je=1 i=l J=l

A Eq. (4.20) pode ser expandida para representar a equagao para o elemento, onde estdo
incluidas as contribuigdes dos quatro sub-volumes de controle. Esta equagdo possui a forma
idéntica a Eq. (4.20) diferindo apenas no primeiro subindice que passa a representar os quatro

sub-volumes de controle. Assim para / indicando cada um dos quatro sub-volumes

4

4 4 4
et wd uvd e nwpp _ put s
DAy e A YU DAY Dl D, = B+ B (421)
=1 =1 =1 . :

J=



CAPITULO 4 - Discretizagao das equagées 30

b

onde os “4,” € os “a,” sdo matrizes 4x4 em que as linhas representam os sub-volumes ¢ as
colunas as contribui¢des de cada no ou ponto de integragdo para o sub-volume da linha em
questdo. Da mesma forma U, e V sido vetores de dimensdo 4 que representam as respectivas
variaveis em cada um dos nos do elemento e u e p vetores de dimensdo 4 que representam as
variaveis nos pontos de integragdo.

Seguindo o procedimento descrito de forma idéntica para v, obtém-se uma equagio

semelhante dada por

i( gy, +ZA"”’U +Za'” v, Z a’’p,=B'+B" (4.22)

J=l j=|

4.3. Equacao da conservacao da massa

A equagdo da conservagdo da massa para o escoamento de um fluido incompressivel em

regime permanente ¢ dada por

0 0
Zip)s 2= (423)

Integrando a Eq. (4.23) no volume de controle ¢ aplicando-se o teorema da divergéncia

de Gauss (semelhante ao que foi feito para a equagdo da conservagdo do movimento), obtém-se

[ (pu,)dn, =0 (4.24)

que para o SVCI, a integral sobre a SS1 pode ser aproximada como
_Lm(pu_l.)dnj = pu,Ay, — pv,Ax, (4.25)
De forma idéntica para a SS4
_L;g,; (p“./)d”_i = pu,Ay, + pv,Ax, (4.26)

Somando-se as Egs. (4.25) ¢ (4.26), e as escrevendo em uma forma compacta

Lsum( )dn _zalwu +Zalnm Vi 4.27)

onde os coeficientes sdo dados por
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r s
pum _ pvm __
al\'"" = pAy, al["" = phx,
pum _ _pum _ pvm __ pvim _
al;" =ali" =0 al," =aj;" =0 (4.28)
pum — pvm —_
Lam = pAy, a4y = PAx,

De forma semelhante ao que foi feito para as equagdes do movimento, a equagdo da

massa também deve ser escrita para o elemento, obtendo-se uma equagéo do tipo

4

4 ’ :
a3 al"y, =0 (4.29)

J= J=1

No capitulo que segue, sera mostrado como ¢ feita a interpolagdo das varidveis nos
pontos de integragdo. Somente ao final deste capitulo ¢ que sera possivel a conclusdo da

discretizagdo das equagdes.



5. FUNCAO DE INTERPOLAGCAO

Inicialmente vamos relembrar alguns conceitos basicos a respeito das fungdes de
interpolagdo. E sabido que fungdes de interpolagio do tipo CDS (diferengas centrais) embora
possuam um erro de segunda ordem, podem apresentar oscilagdes numéricas para problemas
predominantemente convectivos. Uma solugdo muito utilizada para o problema acima
mencionado ¢ a utilizagdo de fungdes de interpolagdo do tipo UDS (upwind), onde as
propriedades sdo avaliadas em fun¢do da propriedade a montante. A difusdo numérica
introduzida é, entretanto, muitas vezes proibitiva.

A idéia basica do FIELDS ¢ propor equagdes para as variaveis armazenadas nos pontos
de integragdo que sejam as proprias equagdes do movimento, fazendo com que os efeitos da
fisica do escoamento sejam incorporados. Existem, segundo Raw (1985), pelo menos duas
razdes fortes para isto. Primeiro, se o efeito do gradiente de pressdes entre os nds for incluido, o
desacoplamento dos campos de pressdes ndo € possivel. Segundo, se todos os termos, incluindo
o termo fonte, tiver influéncia direta sobre a varidvel no ponto de integragdo, esta modelagem
sera mais precisa.

A idéia proposta pelo método FIELDS é a criagio de uma equagdo que seja
numericamente analoga a equagio diferencial da variavel, € que conseqiientemente ira incluir
toda a fisica e acoplamentos importantes entre as variaveis. Na realidade o que se procura € uma
fungdo de interpolagdo o mais proxima possivel da solugdo exata do problema, ou seja, a solugdo
analitica da equagdo diferencial parcial da variavel a ser interpolada. Isto obviamente ndo ¢
possivel, caso contrario ndo haveria necessidade de estarmos procurando solugdes numéricas
-para o problema. A fungdo de interpolagdo utilizada ¢ a propria equagdo diferencial discretizada
da variavel de interesse, a qual é introduzida na equagdo diferencial para a aproximagdo das
variaveis nos pontos de interpolagdo. Em outras palavras, a fungdo de interpolagdo, que ¢ a

propria equagdo diferencial da varidvel, estd sendo resolvida numericamente, junto com a
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equagdo diferencial principal. Uma discussdo mais detalha sobre fungdo de interpolagdo
completa e fungdo de interpolagdo exata pode ser encontrado em Maliska (1995). O uso das
proprias equagdes do movimento como fungdes de interpolagdo, denominada de fungdo de
interpolagdo completa, foi também considerado por Souza (1992).

A forma como o FIELDS obtém esta func¢do de interpolagdo completa sera apresentada a

seguir.

5.1. Exemplo unidimensional

Em virtude da complexidade de se trabalhar com a equagédo do movimento em sua forma
completa bidimensional, um exemplo unidimensional sera suficiente para deixar claro o
funcionamento do mecanismo de criagdo das equagdes para os pontos de integragao.

Supondo um escoamento unidimensional em regime permanente, cujo elemento de

malha pode ser representado conforme a Fig. 5.1

Ponto de
integracio
i . i+1
L Ax J

Fig. 5.1 - Ponto de integragdo em uma malha unidimensional

e a equagdo do movimento para u escrita como

2
du__dp,du (5.1)
dx dx dx
A discretizagdo desta equagio deve ser feita tal que, para os termos difusivos seja usada
uma fungio de interpolagdo do tipo CDS e para os termos convectivos, UDS, obtendo-se uma

equagdo discretizada na forma
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=) __(Bu-P), (U-2u+U,)

P A/ ST A M (‘%7 (5.2)

onde u é a variavel no ponto de integragdo e U nos nos.

Reorganizando esta equagdo de maneira conveniente, ¢ possivel isolar u, resultando em

Re+2 2 Ax Pi_Pi+l :
u=U,—— |+U,, +

Re+ 4 Re+4 ) 0[ 4 ) Ax (5.3)

pu|l+— ,
Re : ,
onde
pu’Ax

Re = 5.4

7]

Na Eq. (5.3) agora u é fungdo apenas de U, e U;;;. Analisando esta equagéo para os dois
casos extremos, conclui-se que
1) para escoamentos predominantemente difusivos onde Re — 0, sera obtido um perfil

CDS onde U, e U;.; possuem peso igual, obtendo-se,

2 —_—
u =—1—Ui +}-Ui+l +_A_x_._ P_’iﬂ ; ) - (55)
2 2 8ul Ax

2) em escoamentos predominantemente convectivos onde Re — oo, obtém-se

u=U,,+22’;0(R;”') | (5.6)

A Eq. (5.3) além de possuir a caracteristica de bem. representar a fisica do problema,
tornando-se CDS em problémas difusivos € UDS em problemas convectivos, ainda possui um
termo de pressdo que faz o acoplamento da pressdo com a velocidade, permitindo assim a
criagdo de metodologias de solugédo acopladas

E facil perceber a influéncia do gradiente de pressio na Eq. (5.3). Observando a Fig. 5.2
e imaginado o escoamento ocorrendo da esquerda para direita, sera verificado que o gradiente de
pressdo (P;+; — P;) € negativo.

Com isto, se o problema for convectivo dominante, a fungdo de interpolagdo dada pela
Eq. (5.3) se tornara upwind, mas o valor da variavel u no ponto de integragdo ndo sera o valor

armazenado no ponto “i” e sim este valor subtraido de uma parcela da velocidade dada por
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Axo PI _[)HI (5.7)
2 pu Ax

Deve ser notado que esta velocidade € fungdo direta da pressdo, o que prova que o
esquema proposto por FIELDS propicia que o gradiente de pressdes interfira diretamente sobre a
fungdo de interpolagdo. Segundo Raw (1985) € este acoplamento entre a pressdo e a velocidade
incorporada na fungédo de interpolagdo que permite que o FIELDS trabalhe cOm um arranjo co-
localizado sem experimentar as oscilaqéeé comuns a este tipo de arranjo com fungdes de

interpolagdo independentes da presséo.

Pontos de
“ integracéo

_Perfil upwind
— N\ pd

(0]

o
\ e

Numero do no

Fig. 5.2 - Perfil unidimensional

5.2. Operadores nos pontos de integragao

No item 5.1 foi apresentado o método de avaliagdo das propriedades nos pontos de
integragdio, bem como sua interpretagdo fisica e sua importancia no que diz respeito a eficiéncia
do método. Nesse item, a criagdo das equagdes para os pontos de integragdo, agora ja na sua
forma bidimensional final, sera apresentada em detalhes.

Supondo uma equagédo genérica para uma variavel ¢ qualquer do tipo

o o O 0 0p Op o9 0% ,
4 — 4 < 4 = — 4 — (=S .
Par TP T oy oOx Hl o o? g (5-8)

i

onde deve ser observado que quando esta representar as equagdes do movimento para u € v a
derivada de p serd em relagdo a x e y respectivamente, € que quando a Eq. (5.8) representar a
equagdo de conservagido de um escalar o termo de presséo ndo aparece. O superindice “0” indica

que estas variaveis sdo conhecidas da iteragdo anterior.
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Cada termo da Eq. (5.8) sera aproximado algebricamente em cada um dos quatro pontos
de integragdo mostrados na Fig. 5.3, onde cada aproximagdo deve envolver as varidveis dos
quatro nos do elemento em questdo, proporcionando assim um acoplamento entre os quatro
pontos de integragdo. Este vinculo, por outro lado, torna necessario a solu¢do de um sistema de

quatro equagdes a quatro incdgnitas para cada elemento.

ponto de

Fig. 5.3 —Pontos de integragdo e nds de um determinado elemento

A criagdo das equagdes para os pontos de integrag@o serd realizada de forma semelhante
ao que foi feito anteriormente para o sub-volume de controle 1 (SVCI1), onde apenas os

coeficientes para o ponto de integra¢do 1 (pi;), serdo mostrados.

5.2.1. Termo transiente

Semelhante ao que foi realizado no capitulo anterior para equagdo do movimento em %, o

termo transiente € facilmente obtido. Para o ponto de integragdo pij, a aproximagéo resultante é

é¢ ¢1 ¢lo & ¢pt 2 :
P St | P ¢ §=Il,cl. 1 ( . )

onde os coeficientes para o ponto de integragéo pi,, sdo dados por

et =£
At

el =l =i =0 ‘ | (5.10)
dl¢’ ___._p_¢£
At
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5.2.2. Termo Fonte

Este é o termo mais simples, basta avaliar o termo fonte diretamente sobre o ponto de

integragdo

S,| =df (5.11)

piy
desta forma para pi;, temos

di=s, - | (5.12)

5.2.3. Termo de Pressao

No caso das equagdes da conservagdo da quantidade de movimento, o termo de pressio
também precisa ser avaliado. As fungdes de forma sdo usadas diretamente para esta avaliagdo.

Para o gradiente de pressdes na diregdo de x, este pode ser aproximado como

?£
Ox

4 ON, 4 . _
=3 —LP=3C'"P (5.13)
i =l ox =1

com os coeficientes dados por

Cll re _ %

1,1 ax o
Cupp — aNz

1.2 ax "

(5.14)

Cn PP — aN}

13 ox N
crrr - N

1,4 ax .

5.2.4. Termo difusivo

O termo difusivo para todas as variaveis (y, v € T) pode ser representado pelo Laplaciano

de uma variavel genérica ¢, da seguinte forma
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o'¢ o
uve ,u[gf+5jif] (5.15)
a qual, deseja-se criar uma equagdo discretizada do tipo
>
N® -4
‘ 7 ! 4 4
a9 = p s St + T O, 519
L, J=l = '
onde os coeficientes sdo dados por
;
nu ’ N
G ‘= H “T'
Ld Pi
wud __ _i
| I )
L P Cl't;d = ']%
wnd Ld iy
jei3’ =0 J (5.17)
nu N
s’ =0 G’ =n
41 piy
=0 N
Cly = u
1 pi,

Y

Para determinagdo do comprimento de escala L,, considere a Fig. 5.4

1

pil

o3| —

7

—_

Ax

piz

pi3

pi4

30

%

Fig. 5.4 - Comprimento de escala para o Laplaciano

Tratando os termos da Eq. (5.15) separadamente, cada termo pode ser expandido em

série de Taylor, onde para o pi;, obtém-se
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0 1 (3 3 1 1

_axfz..._( 7 {Z©‘+Z¢2_2¢‘+Z®3+Z®“} (5.18)
€

0 1 8, 1 1

__f = o {@, +®@, —§¢, +§q>3+§q>4} (5.19)

Somando-se as Eq. (5.18) e (5.19), e rearranjando os termos convenientemente

{ch] +§<I)2 - +ch)3 +%<D4}

2 2
99,09) 18 8 8 (5.20)
o’ | (Ax) / L3(ay) /

Ph 2 8
Por outro lado, expandindo a Eq. (5.16), obtém-se

; 3.3 1 1
2N®, -4 30,420, 110,410, - ¢

=1 _8 8 8 8

i3 = 7 (5.21)

iy

L, pode ser determinado entdo por equivaléncia como sendo

p (A )% + 3(AJ’)% (5.22)

A Eq. (5.22) foi derivada para a Fig. 5.4, que representa um retdngulo alinhado com o
eixo xy. Para um quadrilitero qualquer esta aproximagdo ndo sera valida. Neste caso, na
Eq.(5.22), Ax ¢ Ay devem ser substituidos pelos comprimento perpendicular e tangencial,
respectivamente, a face em questdo. A distancia tangencial Ay, torna-se o comprimento da face
enquanto que Ax deve ser aproximado por

ae= Pl (5.23)
Ay )

onde J é o jacobiano da transformagéo.
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5.2.5. Termo' convectivo

O ultimo termo a ser criado, é o termo convectivo, que foi deixado para o final visto a
sua maior complexidade.
Dada uma diregdo s como mostrado na Fig. 5.5, o termo convectivo pode ser escrito na

dire¢do de s como

op, 0 _ 04

—/ 4+ A
pu o pv 2y P 5s (5.24)
onde
v =(u? +v?)" (5.25)
e cujo diferencial satisfaz a relagédo
u v
ds =—dx+—d . 5.26
r ey (5.26)
Fig. 5.5 - Operador Convectivo
O termo convectivo discretizado pode entdo ser escrito na forma
0 Y : ¢ 3 ¢ .
P ad IS N TP e Y (5.27)
05|, L 5= j=1

Na Eq. (5.27) o termo (¢ - ¢,) representa uma interpolagdo do tipo “upwind” onde o

valor de ¢, precisa ser determinado. Trés formas diferentes foram utilizadas para a obtengédo
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deste valor, as quais serdo tratadas em detalhes no proximo capitulo. Por enquanto a Eq. (5.27) ¢

suficiente para a conclusdo do equacionamento dos coeficientes.

5.3. Fechamento das Equagobes

A ultima etapa da discretizagdo é substituir nas equagdes finais obtidas no capitﬁlo 4 as
equagdes para os pontos de integragio obtidas nesse capitulo.

Na Eq. (4.21), agora escrita na forma matricial
(4 + 40y () (o Y+ ) ) = (B + B (5.28)

ficou faltando determinar o valor dos vetores # e p na Eq. (5.28), os quais representam as
variaveis nos pontos de integrago.

A equagdo da quantidade de movimento na diregdo de u, para os pontos de integracdo,
escrita em forma matricial onde cada elemento representa os qﬁatro pontos de integragdo, €

obtida a partir da unido das Egs. (5.9), (5.12), (5.13), (5.16) € (5.27) e dada por
(e +ce =)+ (e ) uy+(crrr )iy ={a" +a*} (5.29)
Isolando u, na equagdo anterior
fub=[er eve — et e - Y- (et )P+l +a) (530)

Se forem criadas constantes condensadas para as matrizes de coeficientes da Eq. (5.30),

esta pode ser reescrita em uma forma compacta, dada por
fuy=(cc )u}+(ccr)p}+{ ree} | (53D

O termo de pressdo na Eq. (5.28) deve ser avaliado no ponto de integragdo, da mesma
forma como foi feito para u. Isto é Conseguido com o auxilio das fungdes de forma. Assim a

expressdo para p € dada por

{p}=[ccrr]{p} (5.32)

onde

lce]- [N,\M_] | - (5.33)
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Finalmente ¢ possivel concluir o equacionamento substituindo as Eqgs. (5.31) e (5§.33) na

Eq. (5.28), obtendo-se a forma final da equag:ﬁo para u
)] o)

[aor)cern)-(aYeer) (= {8 + B }-(a){ RCC"

Também para Eq. (5.34) as matrizes de coeficientes podem se condensadas, criando uma

(5.34)

equacdo com uma forma mais amigavel dada por
(B )+ () )+ (2 )ip}={ ) | (535)

E importante mais uma vez ressaltar que a Eq. (5.35) trata-se de uma equagio para o
elemento e ndo a equagdo do volume. A Eq. (5.35) representa na realidade as quatro equagdes de
cada um dos sub-volumes do elemento. As matrizes dos coeficientes (E;) sdo também matrizes
4x4 onde cada linha representa a equagdo de um sub-volume de controle.

Ao contrario do usualmente utilizado, nesta formulagdo € forgado o aparecimento de
todas as variaveis (1, v e p) em todas as equagdes, o que cria um sistema de equagdes cuja matriz
dos coeficientes possui 27 diagonais (9 para cada variavel). .

Os coeficientes finais (4, 4., A, ...) para cada uma das trés varidveis em questdo sdo
obtidos da jungdo das contribui¢des de quatro sub-volumes, cada um pertencente a um elemento
diferente. Desta forma, apenas como exemplo, o coeficiente 4, que multiplica a variavel U na
equagdo do movimento em u serd formado por quatro parcelas, de quatro diferentes elementos, o

qual pode ser expresso por
A, = E' + E2}" + E3%, + E4Y, ‘ ' (5.36)

onde o primeiro subindice indica o sub-volume e o segundo o n6 do elemento (numerados de
acordo com a Fig. 3.1), ou se preferido, a linha e a coluna da matriz E.

Esta equagdo fica mais clara com o auxilio da Fig. 5.6 onde podem ser observados os
quatro sub-volumes (SVCI1, SVC2, SVC3 e SVC4) e também os quatro elementos (E1,E2,E3 ¢
E4) que contribuem para o volume de controle.

Ainda para o volume da Fig. 5.6, o coeficiente 4,, que multiplica a variavel U na equagédo

de u sera dado por
A, =EL; + B4}, ‘ | (5.37)

onde deve ser notado que apenas dois elementos contribuem para a formagéo deste coeficiente.
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Fig. 5.6 - Representagdo de um volume de controle

Desta forma, com o auxilio das matrizes E* sdo criados todos os coeficientes que
multiplicam U enquanto que com as matrizes E” e E” s3o criados os coeficientes que
multiplicam V' e P respectivamente, para a equagdo de u. O termo fonte € obtido de forma
semelhante através dos vetores “B”.

O procedimento aqui descrito pode ser facilmente realizado também para as equagdes da
quantidade de movimento em v € a equagdo da conservagio da massa (equagio de p), obtendo-se

equagdes semelhantes a Eq. (5.35). Assim temos para a quantidade de movimento em v
(B i+ )i+ (e )py={r} (5.38)
e para conservagio da massa

() + (7)) + (&0 ){p)= {7} | (539)



6. 0 TERMO CONVECTIVO DA FUNGAO DE INTERPOLAGAO

6.1. Introdugio

Grande parte desta dissertagdo concentrou-se no estudo e implementagdo das fungdes de
interpolagdo nos pontos de integragdo. Como ja foi exposto anteriormente, o FIELDS utiliza as
proprias equagdes do movimento como fung¢do de interpolagdo. A utilizagdo desta fungdo de
interpolagdo, mesmo com toda a complexidade inerente, apresenta bons resultados, diminuindo
o numero de iteragdes para convergéncia e também dando uma grande robustez ao método.

Neste momento, faz-se necessario esclarecer o conceito de robustez utilizado neste
trabalho. Quando a palavra “robustez” ¢ empregada em contexto com o método, deve ser
associada a capacidade deste de convergir mesmo em situagdes adversas como problemas de
dificil convergéncia ¢ também ao fato do método ndo estar sujeito a ajustes de parametros
(relaxagdes e intervalos de tempo).

Como esta fungdo de interpolagdo sai diretamente da discretizagdo das equagdes do
movimento, cada termo da equagdo: transiente, termo fonte, difusivo, convectivo e de pressdo
pode facilmente ser estudado. Um termo de grande influéncia na eficiéncia da fungdo de
interpolagdo, € o qual foi explorado com um certo interesse € detalhamento, ¢ o termo
convectivo. E comum em trabalhos de métodos de volume finitos aplicados a mecénica dos
fluidos o estudo e a analise detalhada da fisica do problema, e com base neste estudo a procura
de solugdes para os problemas de convergéncia encontrados. E sabido, ¢ ndio cabe aqui repetir,
as inumeras dificuldades encontradas na solugdo de problemas predominantemente convectivos,
porém cabe salientar a importancia da correta discretizagdo do termo convectivo das equagdes

de Navier-Stokes.
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A perfeita representagdo do problema fisico, com relagdo a problemas
predominantemente convectivos, esta diretamente influenciada pela correta interpretagdo e
discretizag¢do do termo de convecgdo. Nos método mais simples, fun¢des de interpolagédo do tipo
UDS e CDS sdo comumente utilizadas. As fungdes do tipo UDS embora apresentem uma
melhor captagfo da fisica do problema, em muitos casos apresentam problemas de difusdo
numérica. O que se tem procurado ¢ a formulagio de fungdes de interpolagdo do tipo UDS as
quais, independentemente do formato da malha e complexidade do escoamento, consigam
identificar e avaliar corretamente os escoamentos estudados, diminuindo assim a difusio
numérica. o

Com base nesta necessidade, surgiram os chamados “skew schemes”, que sdo formas de
discretizagdo, aplicadas aos termos convectivos, as quéis identificam e interpolam as
propriedades na direcdo do escoamento. A Fig. 6.1 tenta deixar clara esta idéia.

Neste trabalho, trés versdes deste tipo de interpolagdo foram experimentadas para os
problemas teste da cavidade quadrada e entrada e saida de massa. As duas primeiras sdo as
propostas por Raw (1983) enquanto que uma terceira, proposta neste trabalho, foi criada a partir
da simplificagdo de um dos esquemas utilizados anteriormente. Todas as trés formas serdo neste
capitulo apresentadas detalhadamente.

Antes do estudo minucioso de cada um dos trés métodos, uma pequena descrigdo de
como € o funcionameﬂto dos esquemas skew € cabivel de ser apresentada. Como ja foi dito,
estes tipos de esquemas de interpolagdo procuram identificar a direcdo do escoamento e aplicar a
fungdo de interpolacgéio alinhada com as linhas de corrente do mesmo. A Fig. 6.1 apresenta um
elemento onde a varidvel ¢ deve ser aproximada.

A linha de corrente “s”, mostra a diregdo preferencial do escoameﬁto, sugerindo que a
fungdo de interpolagdo deve ser aplicada sobre a mesma, ou seja, @, deve ser aproximado sobre
um ponto pertencente a esta linha. Este tipo de interpolagdo garante que, mesmo em
escoamentos com recirculagdes, a influencia deste sobre a varidvel a ser avaliada € obtida no

local correto.
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Fig. 6.1 - Operador convectivo

A seguir serdo mostradas as trés formas de aproximagio para o termo convectivo da
fungdo de interpolagdo. Para facilitar a comparagdo entre os trés esquemas de interpolagéo, sera

adotada a notagdo simplificada utilizada por Raithby (1975).

6.2. Skew upstream difference scheme (suds)

Este é 0 esquema utilizado por Raw (1985) no quél @, € avalizado sobre o ponto de
intersecgdo da linha de corrente “s” com uma das bordas do sub-volume de controle em questéo.
Neste ponto, ¢, deve ser aproximado em fungdo das variaveis conhecidas que encontram-se mais
proximas, sendo estas nos pontos de integragdo ou nos nos.

Por exemplo, para o escoamento da Fig. 6.1, ¢, deve ser aproximado linearmente em
fungdo da variavel no ponto de integragdo ¢, € das varidveis nos nés @, e @3, ou seja

a al ®,+0, | | ‘ :
?, =‘b‘¢z +(1“3J[—2—J | (6.1)

O mesmo deve ser feito para o caso da Fig. 6.2 onde ¢, agora sera interpolado em fungéo

somente dos pontos de integragdo 2 ¢ 4
a a
¢, = [1 _'EJ¢2 +3¢4 - (6.2)

Para escoamentos que estdo entrando no sub-volume 1, existem ainda mais duas

possibilidades. O primeiro caso ¢ quando a linha de corrente “s” intersectar um ponto da borda
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do sub-volume 2 entre os nds 2 e 3, sugerindo uma interpolagdo para ¢, em fungdo @, e @3,
enquanto que a segunda possibilidade ocorre quando a linha de corrente “s” intersecta a borda
do sub-volume 2 entre os nds 1 e 2, sugerindo uma interpolagdo para ¢, em fungdo @; e @,.
Existem ainda os casos em que o escoamento esta saindo do sub-volume 1. Neste caso, ¢, sera
avaliado de forma semelhante nos pontos onde a linha de corrente “s” intersecta as bordas o sub-

volume de controle 1.

Fig. 6.2 - Esquema suds

Este esquema embora muito poderoso apresenta uma complexidade inerente a sua
formulagdo e posterior implementagdo computacional. Como para avaliar ¢, tanto os 4 pontos de
integragdo como os quatro nds do elemento sdo necessarios, a expressdo para o termo
convectivo também vai possuir todos os 8 pontos citados, tomando a forma

0 0 |
pu—a—f+ pv% = +C 0, + ¢3¢, + .0, + C,O, + C, D, + C;0, +C,0, (6.3)

ou em uma forma mais compacta

o4, 98 < .
P“ax +pv6y ;(c./'q)j*'c./q),;) (6.4)

A Eq. (6.4) representa a contribuigdo de um unico ponto de integragdo. A equagio geral
para o elemento possui a forma

o¢ 0 b~ g ¢
P“a*‘ P"gy“= - Z](cf,/ 9. +C,f”j (Di».f) (6.5)
i=l j=
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4 ' ~ . ~ . . ’ . d
Para o célculo das fungdes de interpolagdo, a matriz ¢’¢ sera somada as matrizes c’¢ e

1. iJ

c,‘”; , ambas diagonais, criando uma matriz c; ; que tem a forma

e ’ | | (6.6)
Can Caz €43 Cug

onde as linhas sdo as equagdes para cada ponto de integrag@o € as colunas as contribuigdes que
cada ponto de integragdo exerce sobre esta equagéo.

Somente os termos da diagonal principal sdo modificados com a soma das matrizes
provenientes dos termos difusivos e transiente, por isto a matriz com os termos convectivos
possui um importancia maior na inversdo desta matriz. Ndo ¢ possivel a determinagdo de quais
termos da matriz cij , exceto aqueles na diagonal principal, sdo diferentes de zero, o que torna
necessario que um método geral de inversdo de matrizes seja utilizado, causando assim um

aumento no tempo de calculo dos coeficientes.

6.3. Skew upstream difference scheme-node (suds-no)

Este esquema é uma simplificagdo do caso anterior. Neste, as varidveis sdo interpoladas
em fungido apenas das variaveis nos nos, ao invés do caso anterior onde tanto os pontos de
integragdo quanto os nos eram utilizados para a aproximagdo das varidveis. O procedimento ¢é
idéntico ao anterior, sO que agora ¢, sera avaliado no ponto de intersec¢do da linha de corrente
“s” com a borda do elemento e ndo mais com a borda do sub-volume de controle.

A Fig. 6.3 ¢ semelhante a Fig. 6.1, porém nesta o ponto onde ¢, serda avaliado € a
interseccdo da linha de corrente “s” com a borda do elemento entre os pontos 2 € 3. Neste caso

¢, deve ser aproximado como

2o, + 1—% @, (6.7)

¢ll=b

Para escoamentos entrando no sub-volume de controle 1, existem ainda duas outras
possibilidades. A linha de corrente “s” pode intersectar tanto a borda superior do elemento, entre
os ndés 1 e 2, quanto a borda inferior do elemento, entre os nds 2 e 3. Para ambos os casos ¢,

devera ser interpolado em fungdo de @; e @, ou em fungdo de @D; e @, respectivamente.
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Formulagdes idénticas envolvendo @,;, @, e @, devem ser criadas para os casos em que m; esta

saindo do sub-volume de controle 1.

v

/
/
/
/

Fig. 6.3 - Esquema suds-no

A implementagdo computacional deste esquema ¢ muito simplificada devido ao fato de
que o numero de possibilidades para a aproximagdo de ¢, é bastante reduzido e também por que
apenas quatro variaveis (somente as localizadas nos quatro nés que formam o elemento) estio
envolvidas na fun¢do de interpolagdo para ¢,. Este procedimento tem por conseqiiéncia o fato de
que o comprimento L torna-se maior, ou seja, a informagio a .respeito do comportamento da
variavel é obtida em uma posi¢do mais afastada, acarretando assim uma influéncia direta na
convergéncia do método. Isto sera discutido em detalhes no capitulo de resultados.

O fato de que no esquema anterior € necessario a inversdo de uma matriz 4x4 com a
maior parte dos seus coeficientes zeros foi a motivagdo para a criagdo (simplificagdo por assim
dizer) de um método onde esta inversdo se tornasse desnecessaria. Com a ndo inclusdo das
variaveis nos pontos de integra¢do para a interpolagdo de ¢,, a matriz ¢;; torna-se uma matriz
diagonal cuja inversdo passa a ser apenas o calculo dos inversos dos termos da diagonal
principal da matriz, ou seja, quatro operagdes de divisdo.

Os testes realizados neste trabalho mostraram que para o0 caso em questdo
(bidimensional) a ndo inversdo de uma matriz 4x4 acarreta em pequenos ganhos no tempo
utilizado para o cilculo dos coeficientes, porém para uma formulagdo tridimensional, a matriz
¢;; torna-se uma matriz 12x12 na qual sua inversdo podera representar um acréscimo de tempo

significativo para o calculo dos coeficientes.
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Do ponto de vista de economia de memoria para o armazenamento de dados, o esquema
proposto pode ser bastante vantajoso. No caso bidimensional apenas os quatro termos da
diagonal principal necessitam ser armazenados, ao invés dos doze termos da matriz completa.
Como esta economia deve ser multiplicada pelo numero de elementos total no dominio de
calculo, em problemas reais onde normalmente se deseja discretizar o dominio de calculo com o
maior numero de volumes possivel, esta economia pode mostrar-se extremamente vantajosa. No
caso tridimensional, esta economia torna-se ainda mais evidente, pois apenas doze termos por

elemento deverdo ser guardados, ao invés dos 144 antes necessarios.

6.4. Skew upstream weighted difference scheme (suwds)

Esta é uma alternativa para os esquemas anteriores, que foi sugerida por Raw (1985) a
qual pode ser encontrada em detalhes em Schneider (1986). E um esquema que se utiliza da
razdo entre as massas avaliadas nos dois pontos de integracdo de cada sub-volume de controle,
ou seja, com relagio as massas que estio entrando e saindo do volume de controle. E uma
caracteristica também deste esquema de interpolagéo o fato de que apenas coeficientes positivos,
como o proprio nome sugere, sdo produzidos. As implicagdes desse fato estdo analisadas em
detalhes em Schneider (1986).

Para o sub-volume 1 com o fluxo de massa m; entrando, trés sdo as possibilidades de
relagdes entre os fluxo de massa m; e m;.

O primeiro caso (Fig. 6.4a), m; e m,, com relagdo ao sub-volume de controle 2, possuem

sinais diferentes, ou seja m,/m, <0. Se |m2| > |m‘| ¢ coerente dizer que o fluxo de massa m; que

passa por SS1, depende diretamente da massa m; que cruza SS2 induzindo a que seja feito ¢;
depender apenas de ¢.

Quando |m,| < |m| ndo é mais possivel atribuir toda a influencia sobre m; a my, e sim

dizer que parte do fluxo de massa que atravessa SS1 depende tanto de m; quando do fluxo
interno do volume de controle, o que implica em fazer ¢; depender tanto de ¢, quanto de @;.

A terceira e ultima possibilidade ¢ ilustrada na Fig. 6.4b. Nesta, ambos m; € m, deixam o
sub-volume de controle 2, o que significa dizer que possuem o mesmo sinal. Como m; deixa o
volume de controle ¢ facil de perceber que este ndo exerce influéncia nenhuma sobre m; e que
todo o fluxo de massa que atravessa SS1 depende somente do fluxo proveniente do interior do

volume de controle. Neste caso ¢ deve depender apenas de @..
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[98)

) - B (b)
Fig. 6.4 - Esquema suwds

A aparente complexidade do método descrito acima pode facilmente ser resumido da

seguinte forma

Se T >1 Entio ¢ =¢, (6.8)
’ I
| n |
Se - ; <0 Entdio ¢, =, (6.9)
1
. ,
Se 0<-"2<0 Entio @ =[—ﬁ]¢2 +[1+ﬁ)q>2 (6.10)
m, m, m,

E mais ainda, fazendo
§s= max[m'rn[— KZ—,IJO} (6.11)
m, .

¢, =s¢, +(1-5)D, - (6.12)

o termo convectivo para o ponto de integragdo 1 pode ser avaliado pela expressdo

% _ ¢1_[s¢2+(1+s)(bz]
pV@s _—pV L

Ph

(6.13)

O procedimento para os casos onde o fluxo de massa m; esta saindo do sub-volume 1 é

idéntico ao acima descrito, porém com my no lugar de m; ¢ ¢, ¢ @; nos lugares de ¢; ¢ @,
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respectivamente. Neste caso o termo convectivo para o ponto de integracdo 1 devera ser

avaliado como

y 09
Os

o ) +L(I+S)(D]]

p (6.14)

i

) m,
§= ma){mm(— —’;2]—,1 }0} (6.15)

e my, € m; calculados com relagdo o sub-volume de controle 1.

com



7. APLICACAO DAS CONDIGCOES DE CONTORNO

7.1. Introduc¢ao

Com o equacionamento do método concluido, resta neste momento a discuss@o de como
devem ser aplicadas as condigdes de contorno. Este capitulo apresenta as condi¢des de contorno -
segundo o que ¢ mostrado por Raw (1985), porém de uma forma mais simplificada e com um
enfoque diferente. No trabalho de Raw (1985) uma formulagdo bem genérica ¢ aplicada, aqui
esta formulagdo sera direcionada para os casos principais, os quais foram utilizados para os
problemas testes mostrados no capitulo 9.

Serdo discutidos neste capitulo a aplicagdo de condi¢des de contorno de variavel
prescrita, pressdo prescrita € condigdo parabdlica, procurando mostrar como estas foram
aplicadas. Se for feita uma comparagdo minuciosa entre o que sera apresentado aqui com o
proposto por Raw (1985), sera notado que existem algumas pequenas diferencas na forma de
aplicagdo das condi¢des de contorno, mas que em esséncia tem os mesmos fundamentos e
produzem o mesmo resultado.

Os volumes de fronteira necessitam de um tratamento diferenciado ao dos volumes
internos. Nestes, a influéncia do transporte das propriedades através da fronteira também deve
ser levado.em consideragdo, garantindo assim a conservagdo dos balangos também nas
fronteiras. Para tanto, dois novos pontos de integragdo, denominados de b,;; € b2, deverdo ser

criados no contorno do volume, conforme pode ser observado na Fig. 7.1.
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Fig. 7.1 - Volume de controle na fronteira

Nestes dois pontos, os fluxos da propriedade que atravessam a fronteira, devem ser
incluidos para completar o balango do volume de controle. Porém este fluxo pode ser dividido
em trés componentes: uma difusiva, uma convectiva e uma de pressdo. Estes fluxos

transportados através da fronteira para as equagdes de u e v sdo dados por

Qh =Q;,C+th+pr

, . vd ,
0 =0 +0+0)

(7.1)

onde Q deve ser definido como positivo quando entra no volume de controle.
As equagdes finais do movimento para o volume de controle na fronteira do dominio de

calculo tomam entdo a forma

Eq volumesinternosdeu+Q;“ + Q' +Qi" =0 (7.2)

Eq.volumesinternosdev+Q,“ + 0, +Q,” =0 (7.3)

Para os casos especificos de condigdes de contorno de velocidade prescrita e de pressdo
prescrita, o procedimento adotado ¢ modificado. Este sera detalhado nos itens 7.2 € 7.3.
A equagdo da massa para os volume de fronteira podé ser concluida de forma analoga ao

feito para as equagdes da quantidade de movimento. Desta forma

Eq. volumesinternos + m;, +m,;, =0 ' (7.4)
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onde m,, ¢ m,,,somados representam o fluxo de massa que entra (ou sai) do volume de

controle e podem ser aproximados por

My = —p(ubpilAyl - vhpnAxl) (7.5)

My = —p(uhpiZAyZ - prszxz) (7.6)
ou simplesmente

My, = —p U, AS, (1.7

My = =P U, AS, (7.8)

onde u, representa a velocidade normal saindo do volume de controle.
Quando as velocidades normais no contorno do volume de célculo sdo conhecidas, a

equacio da conservagio da massa nos volumes de fronteira esta concluida.

7.2. Condicao de contorno de velocidade prescrita

Este é o caso mais simples, por este motivo sera tratado primeiramente. Normalmente em
métodos de volumes finitos esta é uma das condigées de contorno mais trabathosas de serem
aplicadas devido ao fato de o local onde as velocidades sdo calculadas (no centro do volume de
controle) ndo coincidir com as fronteiras do dominio de calculo. Neste caso porém, como o
centro dos volumes ¢é juntamente os pontos formadores da malha (nds), quando as velocidades
sdo conhecidas, estas podem ser aplicadas diretamente sobre o né. Como € necessario também
conhecer as velocidades nos dois pontos de integracdo na fronteira, duas sdo as possibilidades:
especificar o valor nos nds e interpolar para os pontos de integragio, ou especificar o valor da
velocidade nos ponto de integragédo e entéo interpolar a varidvel nos nds. Apenas por motivos de
facilidade de implementagdo computacional a segunda alternativa foi a escolhida.

De acordo com a Fig. 7.1, se para o ponto de integra¢do b,;; forem conhecidos u=u; e
v = v; e para o ponto de integracdo b,;» forem conhecidos # = u; e v = v, onde u,, uz, v; € v, sdo
as velocidades especificadas na fronteira, o valor das velocidades nos nds devera ser obtido

através de uma média ponderada das velocidade nos pontos de integragao bp,; € bp;>. Assim
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(u,As, +u,As, ) '
U= 1 ! 2772 )
As, + A, | (7.9)
(vAs +v,As ) :
V = 1 | 2572
As, + As, (7.10)

As Egs. (7.9) e (7.10) sdo agora as equagdes para os volumes de fronteira, sendo estas as
equagdes que serdo agregadas ao sistema geral de equagdes no lugar das Eqs.(7.2) € (7.3).

Como as velocidades nos pontos de integragdo sdo conhecidas, a equagdo para p
(equagio da massa) esta concluida através da Eq. (7.4) com myp;; € my,;2 sendo calculados pelas

Egs. (7.5) e (7.6).

7.3. Condicao de contorno de pressao prescrita

Este segundo caso ¢ ligeiramente mais complexo do que o caso com velocidades
prescritas. A especificagdo da pressio em uma ou mais fronteira é conseguida de forma
semelhante ao caso de velocidade prescrita, s6 que a equagéo utilizada € a da massa e ndo as do
movimento. Entdo, como no caso anterior, se no ponto de integragio by, for conhecidop =p; e

no ponto de integragdo b, for conhecido p=p,, a equagéo para p, equagio da massa, ¢ dada por

(pIASI +P2As2)
P= : 7.11
As, +As, ( )

e esta sera entdo a equagio da massa utilizada para o volume de fronteira no lugar da Eq. (7.4).

A equagdo da massa desta forma fica completa, porém ficam faltando ainda duas
condigdes de contorno em u e duas condigdes em v nas equagdes de Navier-Stokes. Como a
pressdo foi especificada, as velocidades u e v deverfio ser determinadas na solugdo do sistema,
ndo podendo estas serem também prescritas, mas para tanto, alguma informagdo sobre o
escoamento deve ser transmitida as equagdes do movimento para que as condigdes de contorno
sejam devidamente satisfeitas. Esta informag@io restante ¢ obtida através da informagdo da
diregdo do escoamento.

A Fig. 7.2 mostra um escoamento plenamente desenvolvido onde se deseja especificar
apenas a sua dire¢do. Esta especificagdo pode ser feita com facilidade se dissermos que a
velocidade normal na fronteira é igual a velocidade normal do n6 imediatamente anterior, ou

seja, u, em P ¢& feito igual a u, em W.
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Fig. 7.2 - Pressdo prescrita

Como a velocidade normal pode ser relacionada com as velocidades primitivas u e v,

pela equagdo

u, =£u—i‘£v (7.12)
As  As

a repeticdo do perfil de velocidades pode ser conseguido fazendo-se simplesmente U, = Uy e

V, = Vu, onde U, e Vy, sdo conhecidos da iteragdo anterior.

7.4. Condigao de contorno parabdlica

Esta é sem duvida a condi¢do de contorno mais dificil de ser aplicada. Como no caso da
pressdo prescrita, o perfil de velocidades na fronteira deve ser idéntico ao perfil de velocidades
nos volumes imediatamente anteriores. O problema neste caso € que como a pressdo nio &
prescrita, a equagdo da massa fica incompleta. Fazer as velocidades na fronteira iguais as
velocidades nos volumes imediatamente anteriores obtidas dos valores conhecidos da iteragdo
passada ndo funciona, pois como o método ¢ acoplado, a pressdo néo € conhecida € como todas
as equagdes sdo resolvidas em um uUnico sistema, esta informacfio explicita ndo se propaga
corretamente dentro do sistema no qual todas as outras informagdes sdo implicitas. E necessario
fazer com que u, v e p estejam todos interligados € no mesmo passo temporal.

Numa fronteira de condigdo de contorno parabdlica sdo conhecidos as velocidades
tangenciais (¥, = 0) e as tensdes normais (o, = 0). Como %, é conhecido nos dois pontos de

integragédo e pode ser relacionado com as velocidades primitivas u € v pela equagio
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u, =£u+élv (7.13)
AS  AS

Para os pontos de integragdo de fronteira a Eq. (7.13) torna-se

(7.14)

Fazendo-se uma média ponderada das equagdes das velocidades tangenciais nos pontos

de integragdo 1 e 2 sera obtida a seguinte equagéo
U Ax, + 1, A%, +v,Ay, +v,Ay, =0 (7.15)

Como as velocidades na Eq. (7.15) ndo séo as velocidades nos nés, mas sim no pontos de
integragdo de fronteira, esta equagdo deve ser reescrita em fungdo das velocidades nos nos.
Segundo Raw, e também por experimento do autor, uma aproximagio simples e eficiente € fazer
a velocidade nos pontos de integragéo igual a velocidade do no mais proximo. Desta forma, e de

acordo com a Fig. 7.3 a equagdo (7.15) pode ser escrita como
UZ(Axl+Ax2)+V2(AyI+Ay2)=O (7.16)

Deve ser notado que esta equagdo inclui tanto a velocidade U quanto a velocidade V.

Uma ultima equagdo onde a condi¢do de contorno de tensdo normal nula deve ser
especificada precisa ser criada. Para tanto serd necessario determinar os fluxos convectivo,
difusivos € de pressdo na fronteira do dominio.
a) fluxo devido a pressio

Este ¢ o mais simples dos trés e pode ser introduzido diretamente. Relembrando as
contribuigdes dos termos de pressdo nas sub-superficies do volume de controle para os pontos

no contorno, as quais podem ser escritas por

W =—| pay
(1.17)

= [ ps

onde a aproximagdo para os pontos de integragdo tomam a forma
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y "= = Popt&V = Dipa> (7.18)

Q0 = Dipin A%, + Py AX, (7.19)
€ Prpil € Pipiz> de acordo com a Fig. 7.3, sdo escritos em fungio de Py, P; € P3 como

Pt = aF +bP, (7.20)

Pipiz =@, P, + b, P, | (7.21)

onde os valores das constates a e b podem ser determinados de varias maneiras. Uma forma
simples e eficiente é assumir uma interpolagéo linear entre os nds mais proximos. Neste caso,
nas equag:(”)»es acima, os valores das constantes assumiriam a; = b, =0.25 e a, = b; =0.75.

b) fluxo convectivo

Os termos de convecgdo sdo dados por

he =—[ pu?-ds
(7.22)

< =—J; pvV -dS

os quais, de forma idéntica ao realizado na discretizagdo das equagdes, sdo aproximados nos

pontos de integragdo como

He —_
b = My Uppiy + Moy nin (7.23)

ve __
Qh - mhp/’lvb/)il + mhpi2vbpi2 ‘ : . (724)

onde os m; representam o fluxo de massa através da fronteira nos respéctivos pontos de
integragdo avaliados com os valores de u ¢ v conhecidos da iteragdo anterior.

Para relacionar o valor das velocidades nos pontos de integragdo com os valores nos nos,
um procedimento semelhante ao feito anteriormente para as pressdes pode ser empregado. Os
valores de u € v dos pontos de integragdo escritos em fungdo de U e V (valores nos nods) sio
dados por

Uy, =aU, +bU,

(1.25)
Uy,n = a,U, +b,U,



CAPITULO 7 - Aplicagao das condigdes de contorno

60

Vi =@V +bV,

Vipia = a,V, +b,V,

(7.26)

onde as constantes a € b podem ser estimadas da mesma forma que para os termos de pressdo.

¢) fluxo difusivo

A tensdo oy avaliada na borda do elemento pode ser escrita como
o,=0,1+ O'y]'
ou como mostrado na Fig. 7.3, em fungdo de suas componentes normais e tangenciais
c,=0,dn+o,dl
onde os diferencias de area normal e tangencial sdo dados por

di=Ayi —Axj
df =Axi +Ayj

On2
o / Oni
2 /‘
bip2

(o]]]

Ayl Ay2

bipl

Ax2 Axl

Fig. 7.3 - TensOes na borda do volume de controle

assim
o, =0, (0y7 - Ax j)+o,(AxT + Ay J)

ou

o, =(0,&y +0,Ax)i +(-0,Ax+0,0y) ]

—_— - 2

compoﬁ’ente na compoﬁrente na
diregdode u diregdodev

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

Desta forma, o balango dos fluxos difusivos que atravessam a fronteira do volume

podem ser expressos por
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nd

L =0,y +0,,Ay, +0,Ax, +0,Ax,
(7.32)
vd _
, ¢ =~0,Ax, —0,,Ax, + 0,Ay, + 0,4y,
Como deseja-se uma condigdo de contorno parabolica, as tensdes normais G,j € Oy neste

caso sdo zero e a Eq. (7.32) reduz-se a

ud
=0,M +0,Ax
{ I:”l 3] 1 1?2 2 (733)
Q)" =0,49, +0,4,
e, assumindo
0)=0,=0, (7.34)
chega-se a
;:d = Gr(Axl + sz)
(7.35)

/:)d =O-I(Ayl +Ay2)

Finalmente, com todos os fluxos determinados ja ¢ possivel a construgdo da segunda
equagdo a qual ira completar o sistema global de equagdes.

As equagdes do movimento para os volumes de fronteira podem ser reescritas como

Eq. volumesinternos de u + Q' + Q!'” + &,(Ax, + Ax,)=0 (7.36)
Eq. volumesinternosde v+ Q. + Q)" + o,(Ay, + Ay, )=0 (7.37)
ou

1 .

——————|Eq. volumesinternosdeu+ Q,“ + 0, " J+ o, =0

™ +Ax2)( q v+ (7.38)
1 :

——\Eq. volumesinternosde v+ Q,“ + Q,” )+ o, =0

o + Ay2)( q 0 +Q" )+ o, (7.39)

Subtraindo a Eq (7.38) da Eq. (7.39) e arrumando os termos convenientemente

(Ay, + Ay, )(Eq volumesinternosdeu + 0, + 0, )—
(7.40)
(Ax, + Ax, )(Eq volumesinternosde v+ 0, + Q,” )= 0

concluindo assim, com a Eq. (7.40) o equacionamento para os volumes de fronteira.
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No equacionamento mostrado acima as Eqs. (7.16) e (7.40) sdo as equagdes para o
volume de fronteira com condi¢do de contorno parabdlica que serdo adicionadas ao sistema
global de equagdes.

A equagdo para p (equagdo da massa) é concluida através da Eq. (7.4). Como as
velocidades u e v nos pontos de integragdo podem ser calculadas pelas Egs. (7.16) e (7.17) os
fluxos de massa m,;; € mp,;; podem facilmente serem determinados pelas Eqgs. (7.5) e (7.6).

Este capitulo conclui toda a formulagdo numérica do método. Os capitulos qué seguem
tratam de questdes mais especificas quanto ao funcionamento e implementagdo computacional,
visando a exploragdo das potencialidades e dificuldades encontradas e também a apresentagdo

dos resultados.



8. IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL

8.1. Introducao

A motivagdo para a criagdo deste capitulo deve-se ao fato de que o FIELDS é um método
onde cada ente (volume ou elemento) é construido de tal forma a receber um tratamento
independente dos demais. Este fato propiciou a criagdo de um cddigo computacional orientado
ao objeto onde o volume de controle possui todas as informagdes a ele necessarias, ou seja o
volume de controle é de certa forma independente. Neste capitulo estas caracteristicas serdo
brevemente discutidas. »

O programa foi dividido em duas partes: uma parte geométrica que trata da criagdo e
manuseio de todos os entes relacionados com a geometria do programa, € uma parte “fisica”,
que trata do calculo de coeficientes e aplicagdo das condigdes de contorno. Estas duas partes sido
independentes, mas com uma iteragdo simples e rapida através de um cdédigo com uma
simbologia intuitiva e de facil compreensio.

O cddigo computacional criado ndo sera aqui discutido. Apenas os aspectos gerais serdo
tratados. Pretendem-se com este capitulo salientar as potencialidades do método com relagédo a‘

utilizagdo de uma filosofia de programagdo orientada ao objeto.

8.2. Entes geomeétricos

Normalmente o conceito mais basico quanto a geometria de um cddigo computacional
esta relacionado com a criagdo da malha. Nesta metodologia o ente elementar ndo ¢ a malha,
mas sim o ponto, que trata-se de um objeto simples, totalmente independente, que contém as

coordenadas x e y (para o caso bidimensional). Estabelecido o conceito de ponto, € necessario a
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leitura ou criagdo de todos os pontos do dominio. Neste caso um vetor € criado, onde cada
membro trata-se de um ponto independente, o qual ndo necessita ter nenhum tipo de ligagé@o ou
relagdo com os pontos anterior ou posterior, ou qualquer outro ponto pertencente ao dominio de
calculo. |

Posteriormente ao ponto, o segundo ente a ser criado na hierarquia estabelecida € o
elemento. Um elemento é um ente composto de quatro pontos € um indice. Novamente, como
ocorre para os pontos, cada elemento ¢ totalmente independente e ndo possui nenhuma ligagio
com nenhum outro elemento do dominio. Os elementos podem ser criados (lidos) juntamente
com a leitura dos pontos (este é o procedimento mais comum quando se trabalha com malhas
" ndo estruturadas onde as conectividades sdo informadas juntos com os pontos) ou, apds a leitura
dos pontos, os elemento podem ser criados através de uma rotina prdpria para cada tipo de
malha ou entrada de dados. Esta segunda alternativa € ideal quando se trabalha com malhas
estruturadas, pois os geradores de malha deste tipo normalmente informam somente o numero
de colunas € o numero de linhas, sem informar as conectividades dos pontos.

As informagdes geométricas (jacobiano, métricas, etc.), estio armazenadas em objetos
chamados de sub-elementos. Cada objeto elemento possui quatro objetos “irmdos” chamados de
sub-elementos, os quais sdo responsaveis por todos os calculos geométricos, cada um referente a
um sub-volume. Deve ser ressaltado a diferenga entre sub-volume e sub-elemento. Sub-elemento
¢ um ente que existe apenas no cddigo computacional € que foi criado para separar os calculos

geométricos (sub-elementos) dos calculos de coeficientes (sub-volumes).

8.3. Coeficientes

A segunda parte mencionada no inicio deste capitulo se refecere ao célculo dos
coeficientes e aplicagdo das condi¢des de contorno. Neste caso, o objeto elementar ¢ o volume
de controle. O volume de controle é um ente composto por quatro entes especificos chamados de
sub-volumes de controle, de um tipo e um indice.

Para a criagdo do volume de controle € preciso estabelecer claramente o que séo os sub-
volumes de controle. Como ja foi mostrado na discretizagdo do dominio de calculo, cada
elemento, assim como cada volume, é composto de quatro sub-volumes. Para a simplificagdo do
calculo dos coeficientes, foi adotado também no cdédigo computacional a criagdo de entes

independentes para o célculo dos coeficientes para cada sub-volume de controle. Em cada um
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deste sub-volumes (1,2,3 ou 4), assim como na discretizagdo das equagdes, todos os
coeficientes, ao mesmo referidos, sdo calculados.

Os sub-volumes sdo entes que tratam apenas do célculo dos coeficientes, ou seja, apenas
longas rotinas de célculo. O ente realmente importante ¢ o volume de controle. Um volume de
controle ¢ um ente independente, ele conhece quais sdo os sub-volumes de controle que o
formam e com base nesta informagdo ele se auto atribui um tipo. O volume de controle possui
também um indice que é incorporado em sua criagdo. Este indice é apenas uma referéncia rapida
ao volume de controle, nio existindo nenhuma relagdo entre os indices de volumes diferentes.
Na realidade este indice poderia ser distribuido aleatoriamente para cada volume. Também sdo
informagdes incorporadas ao ente volume de controle os pontos que o formam.

O indice é uma referéncia particular para cada volume de controle, ndo sendo possivel
que dois volumes de controle possuam o mesmo indice, enquanto que o tipo identifica um gfupo
de volumes de controle com as mesmas caracteristicas. Este tipo € atribuido em fungio de
quantos e quais sdo os sub-volumes que o volume de controle possui. Por Exemplo, a Fig. 8.1a
mostra um volume de controle interno que contém os quatro sub-volumes. Neste caso o tipo
atribuido (na realidade este tipo também ¢ um numero) é 1234. O método para titulagdo dos
volumes de controle ¢ simples. A cada sub-volume de controle um numero € atribuido da

seguinte forma
Sub-volume 1 1000

Sub-volume 2 200
Sub-volume 3 30
Sub-volume 4 | 4

O tipo de volume de controle € obtido através da soma dos valores de cada sub-volume,
assim um volume interno que possui os quatro sub-volumes ¢ do tipo 1234. Da mesma forma
um volume de fronteira norte que possui apenas os sub-volumes 1 e 2 ¢ do tipo 1200 (Fig. 8.1b),
e um volume de canto, por exemplo um canto inferior esquerdo, que possui somente o sub-
volume 4 (Fig. 8.1c) tem tipo 4.

Com esta titulagdo simples todos os volumes de controle possiveis sdo facilmente criados
e automaticamente se auto identificam. O fato do volume de controle ser um ente independente
que conhece a si mesmo, traz ao codigo computacional uma flexibilidade junto com um grande
numero de vantagens que aparentemente ndo sdo percebidas.

A primeira e talvez a maior de todas as vantagens, ¢ quando da aplicagio das condigdes

de contorno. Mesmo que a malha nfo seja estruturada a localizagdo do volume de fronteira, seja
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ele qual for, é extremamente simples através da identificagdo do tipo de volume. Como os
volumes sdo independentes, a implementagdo de duas ou mais condigdes de contorno em uma
mesma fronteira também ¢é de facil implementagdo. Existe uma outra variavel (chamada de
“caso”) do volume de controle que pode ser utilizada para diferenciar volumes do mesmo tipo.
Por exemplo, suponhamos que queiramos que a fronteira norte possua duas ‘condig:()es de
contorno diferentes. Uma aplicada do extremo esquerdo até o centro do contorno e uma segunda
do centro até o extremo direito. Uma rotina simples pode procurar rapidamente todos os
volumes da fronteira norte, identificar se este esta a direita ou a esquerda dQ centro da borda e
atribuir a variavel caso o valor 1 ou 2. Com este procedimento simples passaria a ter agora

volumes do tipo 1200 (fronteira norte) dos casos 1 e 2.

SVC4 SVC3 | , | svVC4

/
SVCl SVC2 SVCl1 SVC2 !

(a) (b) (c)
Fig 81 - Volumes de controle

A utilizagdo de malhas ndo estruturadas também € extremamente facilitada. Numa
formulagdo estruturada sempre se conhece, a respeito da malha, o nimero de linhas € o nimero
de colunas desta malha e normalmente uma matriz € utilizada para guardar o pontos e também
os coeficientes. No caso ndo estruturado, esta nogdo de numero de linhas e numero de colunas
ndo existe. A malha é formada por um campo de pontos os quais estdo distribuidos sobre o
dominio de célculo de forma totalmente aleatoria. Talvez a maior dificuldade no tratamento de
malhas ndo estruturadas esteja relacionado com a aplicagdo das condi¢des de contorno, como ja
foi discutido no paragrafo acima, porém outras dificuldades também existem. Um exemplo
tipico esta relacionado com o solver. Como a matriz dos coeficientes € esparsa € deseja-se
guardar apenas os termos ndo nulos; as rotinas de criagdo dos vetores para serem utilizadas no
solver exigem que para cada volume de controle sejam conhecidos o numero de coeficientes e a
posi¢do de cada um destes na matriz geral de coeficientes. Com a formulagdo apresentada acima

cada volume sabe exatamente quantos, quais e onde estdo localizados os seus coeficientes.
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Este capitulo concentrou-se em ressaltar algumas das facilidades que foram observadas
durante a implementa¢do computacional. Algumas inerentes do método FIELDS, como o
tratamento independente de cada ente (elemento, volume, etc.) e outras devidas ao codigo
computacional criado, como por exemplo a criagdo de volumes de controles “inteligentes” que
se conhecem a si mesmo e sdo criados automaticamente a partir dos elementos. O resultado
desta combinagio foi a criagdo de um cddigo computacional altamente maleavel onde todas as
informagdes, geométricas ou dos coeficientes em geral, possuem facil acesso e podem

facilmente serem utilizadas em rotinas especificas.



9. RESULTADOS

9.1. Introdugao

O estudo da metodologia FIELDS propiciou a criagdo de um codigo computacional cujos
resultados devem ser testados e estudados. Basicamente este capitulo dividi-se em duas partes. A
primeira parte dedica-se a validagdo do cddigo, onde dois problemas padrio e de solugdo
conhecida (cavidade quadrada com tampa movel e escoamento de entrada e saida de massa entre
duas placas planas) serdo resolvidos. Posteriormente, iniciam-se os estudos do comportamento
do método onde alguns pontos deverdo ser analisados. Quatro pontos serdo explorados: a
influéncia do passo temporal (intervalo de tempo Af) sobre a convergéncia do método, o
comportamento das trés formas de interpolagdo para os termos convectivos da fungdo de
interpolagdo, a influéncia do divergente do vetor velocidade que aparece na discretizagdo dos
termos difusivos e finalmente as potencialidades do método em aplicagdes em problemas com
geometrias arbitrarias, explorando a potencialidade do uso de malha nio-estruturada.

Todos os problemas neste capitulo foram resolvidos com a fungdo de interpolagéo para
os termos convectivos do tipo suds, (exceto no item 9.4), com o divergente de velocidade dos
termos difusivos (exceto item 9.5), com o campo inicial para todas as variaveis zerado € com um

solver iterativo Gauss-Seidel com sobre relaxagido sucessivas (S.O.R).

9.2. Validagao numérica

- O primeiro problema teste realizado € o da cavidade quadrada com tampa movel. Este €

um problema bastante importante para a validagido de codigos computacionais onde as principais
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dificuldades encontradas em solug¢des numéricas em mecanica dos fluidos se fazem presentes
junto com uma simplicidade geométrica que facilita sua implementagao.

Procura-se através do problema da cavidade quadrada validar a implementagdo do
método e testa-lo quanto ao seu comportamento com relagdo ao acoplamento P-V e as nédo
linearidades introduzidas ao problema pelos termos convectivos das equagdes de Navier-Stokes.
Como o FIELDS ¢é um método de solugio acoplada, como ja foi discutido anteriormente, é
esperado que ndo existam problemas de acoplamento entre a pressio ¢ a velocidade. O problema
da cavidade servira também para testar a fungdo de interpolagdo € o comportamento do método
em relagdo as iteragdes necessarias devido as no linearidades do escoamento.

A Fig. 9.1 mostra os perfis de velocidades para o problema da cavidade quadrada. Estes
sdo mostrados para as malhas 11x11 e 21x21 ambas para um Reynolds de 100. O benchmark
(Ghia (1982)) serve para validar os resultados. Para este caso simples, onde os termos
convectivos (ndo lineares) possuem pouca expressio, os resultados obtidos com a malha 21x21
ja sdo bastante bons (comparados ao benchmark), mostrando de antemfo a caracteristica do
método de que mesmo com malhas grosseiras a fisica do escoamento ¢ incorporada as equagdes
discretizadas com exatiddo. Deve ser salientado que os resultados obtidos por Ghia (1982) sdo

para uma malha igualmente espagada de 129x129 volumes.

Perfil de velocidade U Perfil de velocidade V
" 0.2
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0.8 - 0.1
0.7 1 0.05
o
] =% 0
_ 0.6 s .
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" T o) L
0.2 —3— malha 11x11 02
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0 . . -0.3 - T - . . .
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Fig. 9.1 - Perfis de velocidade para o problema da Cavidade Quadrada com Re = 100 |

Este problema com Re = 100 ¢ um 6timo teste preliminar para o método. Sua solugdo
ilustra o comportamento do método com relagdo ao acoplamento P-V. Neste, o campo de
velocidades ndo ¢ conhecido e estd intimamente ligado com a pressdo, enquanto que as
velocidades sdo baixas tornando as ndo linearidades pouco expressivas. Como nio existe

equacdo de corre¢do nem para as velocidades, nem para a pressdo, toda a solugdo encontra-se



CAPITULO 9 - Resultados 70

dentro de um unico looping temporal onde a cada iteragio sdo obtidas solugdes “aproximada”
para as velocidades ¢ também para a pressio o que torna a convergéncia tranqiila (poucas

oscilagdes) e rapida (poucas iteragdes), como mostra a Fig. 9.2.
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Fig. 9.2 - Residuos para o problema da cavidade quadrada com Re = 100

No grafico da Fig. 9.2, assim como nos demais graficos de residuos, o residuo por
iteragdo representa a diferenga entre a norma Euclidiana total (considerando todas as varidveis
como sendo um unico campo) da iteragdo atual € a norma Euclidiana total da iteragdo
imediatamente anterior, ambas divididas pela velocidade maxima no escoamento. O residuo de
massa por sua vez, representa o somatorio dos residuos dos balangos de massa entrando e saindo
em cada um dos volumes de controle.

A Fig. 9.3 mostra os perfis de velocidade para o mesmo problema da cavidade, porém
para um Reynolds de 1000. Neste, o escoamento torna-se mais “irregular” o que dificulta a
convergéncia e a obtengdo de bons resultados. O método, como esperado, convergiu mesmo para
uma malha 11x11 (que é extremamente grosseira para este caso), mas com resultados muito
longe da realidade e por este motivo ndo s&o aqui mostrados. J4 com as malhas 21x21 e 31x31
volumes, os perfis tomam a forma esperada, ndo sendo idénticos ao benchmark apenas nos

ponto extremos.
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Fig. 9.3 - Perfis de velocidade para o problema da cavidade quadrada com Re = 1000

Resultados excelentes sdo obtidos com a maltha 51x51 volumes, os quais coincidem com
0 benchmark mesmo nos pontos extremos.

Aqui, devido as altas velocidades desenvolvidas, € possivel entdo observar a natureza
viscosa do escoamento. De acordo com os resultados obtidos por Ghia (1982), para Reynolds
1000, devem aparecem nos cantos inferiores direito € esquerdo vdrtices mostrando as
recirculagdes que ocorrem nestes locais, enquanto que o campo de velocidades deve ser tal que
gire em torno de um ponto préximo ao centro geométrico do problema. Estas caracteristicas
podem ser observadas através da Fig. 9.4, que tras o campo de linhas de corrente para o mesmo
‘problema da Fig. 9.3, resolvido com uma malha de 51x51 volumes.

Com as curvas de perfis comparadas com o benchmark na Fig. 9.3 e as linhas de corrente
mostradas na Fig. 9.4, fica claro o 6timo desempenho do método, para uma grande variedade de
problemas convectivos/difusivos, onde o campo de velocidades esta acoplado ao campo de
pressdes e as ndo linearidades impostas pelo termos convectivos estdo presentes em grande

escala.
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Fig. 9.4 - Linhas de corrente para o problema da cavidade quadrada

Outro problema interessante a ser testado € o caso de escoamentos com entrada e saida
de massa. Para tanto, um duto com dimensdes 1 por 3, discretizado com uma malha cartesiana
foi utilizado. A Fig. 9.5 mostra os resultados obtidos para um Re = 20, onde o nimero de
Reynolds € baseado na altura do canal. As condi¢des de contorno s@o de velocidade prescrita na
entrada e parabolica na saida. Este problema ¢ interessante porque testa a aplicagdo da condigdo
de contorno parabodlica, a qual ndo pode ser observada no problema da cavidade. Importante
também ¢é o teste da conservagdo da massa, que para métodos de volumes finitos € essencial,
pois neste esta o ponto forte deste tipo de método, que é conservagdo das propriedades dentro
dos volumes de controle.

A Fig. 9.5 mostra a geometria do problema e o campo de velocidades calculado. Nesta
figura € possivel observar a regido de entrada do escoamento, onde os vetores de velocidades
estdo direcionados para o centro, mostrando a agdo das forgas viscosas no desenvolvimento da
camada limite, isto é, massa se deslocando das paredes para o centro do duto. Apds o
desenvolvimento da camada limite atinge-se o perfil plenamente desenvolvido onde a
velocidade no centro é 1.5 vezes a velocidade na entrada, conferindo com a solugdo analitica
deste problema.

O campo de pressdes, como esperado, apresenta perturba¢des na regido de entrada. O
perfil de velocidades torna-se plenamente desenvolvido este comeca a decrescer como uma
fungdo linear do comprimento na dire¢do do escoamento. Ao longo da secc¢do transversal o

campo de pressdes € constante conforme esperado.
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Fig. 9.5 - Problema de entrada e saida de massa

No problema mostrado na Fig. 9.5, onde existe fluido entrando e saindo do dominio de
calculo, a perfeita aplica¢do da condi¢do de contorno parabolica precisa ser testada. Este tipo de
condi¢do de contorno caracteriza-se por ndo fixar valores para as variaveis nos contornos,
tornando dificil ter-se certeza se esta condigdo esta sendo devidamente satisfeita. Uma forma
para se confirmar a sua correta aplicagdo € através da observacio de que toda a massa que entra
também sai, e de que o perfil na saida do duto seja parabodlico.

A Fig. 9.6 mostra o residuo de massa para o problema em questdo onde pode ser
observado que, a cada iteragdo, este residuo diminui gradativamente até a convergéncia do
problema. Nota-se também que a taxa de diminuig¢do do residuo de massa acompanha a taxa de

diminuigéo do residuo por iteragio.
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Fig. 9.6 —Residuos para o problema de entrada e saida de massa
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9.3. Comportamento com relagao ao passo temporal (Af)

Para os problemas testados neste trabalho (cavidade quadra € entrada € saida de massa)
foi observado que o método é pouco afetado pelo valor do intervalo de tempo (Af). Este
comportamento, se confirmado, pode ser considerado como mais uma vantagem do método,
devido ao fato de que o usuario ndo precisafia preocupar-se em procurar o melhor At para cada
tipo de problema. Realmente para a solugdo de regime permanente nos problemas testados, o
intervalo de tempo praticamente ndo afetou o comportamento do método. A Fig. 9.7 mostra
diversas solugdes do problema da cavidade quadrada para Re = 1000 e malha 31x31 volumes,
mostrando a pouca influéncia do intervalo de tempo utilizado, na convergéncia do método. Estes
dados nio devem ser interpretados quantitativamente e a ordem de grandezas para o At
mostradas na Fig. 9.7 ndo devem ser considerados como valores absolutos. A figura tenta

ilustrar a pouca dependéncia do método com relagdo as variagdes no intervalo de tempo (Ar)

utilizado.
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Fig. 9.7 - Influéncia do intervalo de tempo na convergéncia do método — 31x31 volumes

Este comportamento incomum talvez possa estar associado ao fato de que a fungdo de
interpolagdo possui um termo que leva em conta a parcela transiente do equacionamento.
Analisando fisicamente, um problema onde apenas o regime permanente € procurado, 0 passo
temporal utilizado para que este seja alcangado ndo deve ter influéncia sobre a solugdo do
problema. Por outro lado, ¢ necessario que seja percorrido o intervalo de tempo para que a

solugdo atinja o regime permanente. Com isto, se um Af muito pequeno for utilizado sera
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necessario um numero muito grande de iteragdes para que a solugdo atinja o regime permanente.
A Fig. 9.7 para um Ar = 0.001, mostra este comportamento, onde a baixa taxa de convergéncia
deve ser atribuida nido a dificuldades na solugdo, mas sim ao numero alto de iteragdes
necessarias para que a solugio atinja o regime permanente.

Da experiéncia com solugdes segregadas, espera-se que o intervalo de tempo (Af) esteja
intimamente ligado com o tamanho dos volumes (neste caso, dos elementos), ou seja, que este
dependa da malha. A Fig. 9.8 mostra que para o mesmo problema da Fig. 9.7 com uma malha de

21x21 volumes, o comportamento do método com relagdo ao Af € praticamente inalterado.
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Fig. 9.8 - Influéncia do intervalo de tempo na convergéncia do método - 21x21 volumes

O ultimo teste ¢ com relagido ao problema de entrada e saida de massa mostrado na Fig.
9.5. Neste caso, aparentemente o influéncia do Af na convergéncia parece afetar um pouco mais -
a solugio, mas ainda em escala muito pequena.

O fato de que o comportamento para At = 0.1 apresentar o melhor resultado, sugere que
exista um ponto otimo, de maximo desempenho. Mesmo assim a procura deste ponto 6timo
talvez ndo seja uma alternativa vantajosa, pois como mostra a Fig. 9.9 todas as curvas, exceto
aquela para At = 0.001, apresentam-se aproximadamente iguais, sugerindo que este ponto 6timo
ndo melhore em muito o desempenho do método, tornando os custo com a procura do ponto

otimo maiores do que os da solugdo com um valor para o At que ndo seja o melhor.
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Fig. 9.9 —Influéncia do intervalo de tempo no problema de entrada e saida de massa

9.4. Comportamento das fungdes de interpolagao

O capitulo 6 concentrou-se no estudos das fungdes de interpolagdes para o termo
convectivo. Deseja-se neste momento, comparar o desempenho de cada um dos trés esquemas.
Na Fig. 9.10 s@o mostradas as curvas de residuos por iteragdo e de massa para o problema da
cavidade quadrada com Reynolds 100 e malha 31x31 volumes. Este problema cuja solugéo € de
facil obtengdo, ja mostra as tendéncias de convergéncias de cada um dos esquemas. Como
esperado, o esquema suds mostra a melhor taxa de convergéncia, alcangando o residuo por
iteragdo desejado (1 x 10%) com o menor numero de iteragdes e menor custo computacional
(tempo de processamento). Este comportamento ¢ atribuido ao fato deste esquema conseguir
captar as variagdes no escoamento na escala do volume de controle, ou seja, mesmo aquelas
variagdes que ocorrem dentro do volume de controle podem ser captadas com eficiéncia em
. virtude da interpolagdo ser feita em fungdo dos pontos de integragdo. O método suds-no,
proposto neste trabalho, também se comporta de maneira excelente para este caso de Reynolds
baixo. Talvez pelo fato que neste problema ndo ocorram grandes recirculagdes que venham a ter
importancia na escala do volume de controle. Ja o esquemas suwds, embora mostre uma curva
de convergéncia bem estavel, se comparado com os outros dois esquemas, mostra-se bem menos

eficiente.
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Fig. 9.10 - Esquemas de interpolagdo — residuos para Re = 100

Os perfis de velocidade praticamente coincidem com o benchmark para todos os trés
esquemas € podem ser vistos na Fig. 9.11, ou seja, a malha 31x31 volumes ¢ adequada em

todos os casos.

Perfis de velocidade u Perfis de velocidade v
1- 0.25
0.9 - 0.2 | —s— suds
08 - 0.15 —— suds-no
0.7 A 0.1 —6— suwds
0.6 - —e— suds s 005
Q.
3 05 —¥— suds-no E 0
0.4 1 —A—suwds > -0.05 ¢
0.3 4 > o4
0.2 - 0.15
0.1 - -0.2
0 ! ! (.25 -
0.5 0 05 1 034
U/Utampa x/L

Fig. 9.11 - Esquemas de interpolagio — perfis de velocidade para Re = 100

O mesmo problema, porém para Re = 1000 € a seguir analisado. Neste caso j4 comegam
a aparecer pequenos vortices nos cantos inferiores que comegam a oferecer dificuldades para
serem captados. A convergéncia também torna-se mais dificil e as diferencas entre as trés
fungdes de interpolagdo analisadas mostram-se agora com clareza. O grafico da Fig. 9.12
confirma as expectativas de que o esquema suds ¢ mais robusto do que os demais. Seu grafico
de residuo, tanto de iteragdo quanto de massa, € bem mais ingreme ¢ estavel. O esquefna suwds

nem sequer converge para este caso.
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Fig. 9.12 - Esquemas de interpolagdo — residuos para Re = 1000

A diferenga nas taxas de convergéncia entre os dois métodos similares (suds e suds-no)
ocorre provavelmente devido a dois fatores: a proximidade a qual a informagéo do escoamento ¢
captada que ¢ diferente para cada método e a forte ligagdo entre as variaveis dos pontos de
integragdo imposta pelo esquema suds.

O primeiro fator diz respeito ao fato de que como a fungéo de interpolagéo utilizada pelo
método FIELDS é composta de todos os termos das equagdes de Naviers-Stokes, ¢ interessante
que na solugdo de problemas dominantemente convectivos, os termos de convecgdo, além de
serem corretamente aproximados tenham um peso o quanto maior possivel.

Relembrando a forma discretizada do termo convectivo

a¢ i—(bu
pVg=pV—L— 9.1)

(&

deve ser observado que a aproximagio upwind (g, —¢u) esta dividida por um comprimento de

escala denominado L., o qual € na realidade a distancia entre ¢ € ¢,. Como a diferenga entre ¢ e
¢, dentro do elemento, ndo varia muito para qualquer que seja a posi¢do onde ¢, € aproximado,
quanto menor for este comprimento, maior sera a influéncia deste termo sobre a equagdo
discretizada, tornando assim o termo convectivo dominante.

Com base nesta afirmagdo, observando a Fig. 9.13, nota-se que o esquema suds
normalmente utiliza um L. menor, assim neste esquema de interpolagdo o termo convectivo
acaba sendo sempre mais influente sobre a fungdo de interpolagdo geral do que quando da

discretizagdo com o esquema suds-no.
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o

Fig. 9.13 - Operadores convectivos suds € suds-no

O segundo fator importante associado a eficiéncia notadamente superior do esquema

suds, esta relacionada com a forte ligagdo entre as varidveis dos pontos de integragdo dentro do

Hille

elemento. A matriz dos coeficientes convectivos para os pontos de integragdo c;'/ (ver capitulo

6) ¢ na realidade um sistema de equagdes que relaciona os quatro pontos de integragdo de cada
elemento. Ao resolver-se este sistema, estd sendo encontrado na realidade, valores para as
varidveis nos pontos de integracdo que ao mesmo tempo satisfazem as necessidades do
escoamento em- quatro posigdes diferentes dentro do mesmo elemento. Como cada elemento
contribui para a formagdo dos coeficientes de quatro volumes diferentes, este esquema acaba por
também criar uma certa conectividade, em nivel de elemento, entre os quatro volumes de
controle adjacentes que recebem contribuigdes para os seus coeficientes do elemento em
questao.

Os graficos de convergéncia parecem indicar que as diferengas entre os esquemas suds €
suds-no ndo sio significativas nas primeiras iteragdes onde os erros ainda sdo muito grosseiros,
mas torna-se decisiva a partir de certo ponto onde a inclinagdo da curva de residuos muda
bruscamente.

Neste ponto € necessario relembrar que a motivagdo para a criagdo do esquema suds-no
ndo esta relacionada com a melhora da convergéncia do método, mas sim com a diminui¢do no
tempo de calculo dos coeficientes e economia de memoria, o que serd discutido mais adiante.

Embora a eficiéncia quanto ao numero de iteragdes seja visivelmente superior, o

resultado final é aparentemente idéntico. Os perfis de velocidade no centro da cavidade por
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exemplo sdo muito semelhantes, como mostra a Fig. 9.14. O esquema suwds porém, mesmo ndo
convergindo apresenta curvas de perfis relativamente proximas da solu¢do conseguida com os

outros dois esquemas.

Perfis de velocidade u Perfis de velocidade v
T s benchmark
0.9 —»— suds
0.8 - —A—suds-no
0.7 —e—suwds
0.6 4 e benchmark «©
= 05 ——suds g‘ . .
ERel 8
04 4 —A— suds-no > -01 { 0.2 0.4 08
03 —~O— suw ds > 024
02{ ¥ -03
0.1 ‘0.4 A
0 . -0.5 1 %
-0.5 0 0.5 1 0.6
U/Utam pa x/L

Fig. 9.14 - Esquemas de interpolacdo — perfis de velocidade para Re = 1000

E estranho o comportamento do esquema suwd, que ndo converge para Reynolds 1000.
Este esquema é proposto por Raw (1985) como sendo uma 6tima alternativa para o suds, porém
ndo é testado para problemas de convec¢do onde os campos de velocidades sdo incognitas. Sem
possibilidades de comparagdo com outros resultados anteriormente obtidos, resta especular a
respeito do comportamento desta fungdo de interpolagdo.

Este esquema funciona bem para problemas convectivos/difusivos onde ndo existe
acoplamento p-v e as velocidades u e v sdo conhecidas em todo dominio de calculo, como pode
ser verificado em Schneider (1986). Para o caso em questdo (problemas convectivos/difusivos
com campo de velocidades a determinar) nédo foi encontrado, pelo autor, nenhum trabalho que
pudesse ser comparado o qual utilizasse esta fungdo de interpolagdo. Aparentemente, a forma
“pobre” como este esquema calcula os termos convectivos, onde a variavel no ponto de
integragdo € aproximada em funcdo de no maximo dois pontos (um né e um ponto de
integragdo), ndo consegue captar corretamente as diregdes preferenciais do escoamento,
interferindo de tal forma a ndo permitir a convergéncia do problema.

Em virtude deste comportamento estranho, o esquema de interpolagio suwds, foi testado
também em um problema tipico de convecgdo/difusdo de um pulso. O problema em questio,
mostrado na Fig. 9.15, foi sugerido por Raithby (1975) e pode também ser encontrado em

Maliska (1995). Observe que 0 ¢ o angulo de inclinagdo do vetor velocidade e que nas fronteiras
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acima da linha que passa pelo centro do dominio formando um angulo 8 com a horizontal, ¢ = 1,

¢ abaixo ¢ = 0.

=

Fig 9.15 - Problema de convecgdo/difusdo de um pulso

Este problema também foi utilizado por Schneider (1986) para testar 0 comportamento
do esquema suwds. A Fig. 9.16 mostra os resultados obtidos neste trabalho comparados com os
resultados obtidos por Schneider (1986) e com a solugdo exata. Como pode ser observado, os
resultado sdo idénticos, o que confirma a expectativa de que realmente este esquema de
interpolagdo funciona bem para escoamentos do tipo convectivos/difusivos onde os campos de
velocidades sdo conhecidos, mas apresenta certas dificuldades quando os campos de velocidades
também sdo incognitas do problema.

As observagdes feitas a respeito do esquema suwds ndo sdo de forma alguma
conclusivas, mas aparentemente este ndo apresenta-se como uma boa alternativa para a solugéo
de problemas dominantemente convectivos onde o campo de velocidades precisa ser também
calculado. Embora os algoritmos utilizados para todos os trés esquemas de interpolagéo sejam
muito semelhantes e todos tenham sido criados a partir do algoritmo do esquema suds, existe a
possibilidade de um erro de implementagdo, o qual ndo foi identificado, estar causando este
comportamento inesperado. O problema do pulso foi uma tentativa de identificar este possivel
erro, mas acabou por reforgar as observagdes anteriores a respeito do comportamento do
esquema suwds. Talvez a duvida sobre este esquema de interpolagdo so podera ser eliminada
com a repeti¢do do trabalho de Schneirder (1986), confirmando sua correta implementacédo, e

entdo, através deste algoritmo devidamente testado, utiliza-lo para a solugdo dos problemas
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propostos neste trabalho. Este processo no entanto seria muito longo e dispendioso para este

trabalho sendo deixado aqui apenas como uma sugestdo para trabalhos futuros.

1
0.8
0.8
0.7
0.6
0.5

0.4 +

0.3
0.2
0.1

0.9
0.8

0.7 -

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

exata
® Este trabalho
X Schneider

0 0.2 0.4 0.6 08 1

Yc=08

exata
¢ este trabalho
X Schneider

14
0.9
0.8 4
0.7

0.5 4
0.4 -
0.3
0.2

01 -

Yec=0.3

exata

e esle trabalho
X Schneider

0.2

0.6

0.8

exata
e este trabalho
X Schneider

0.4

Fig 9. 16 - Resultados do problema de um pulso
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Uma das razdes apresentadas no capitulo 6 para a criagdo do esquema suds-no foi quanto

a redugdo no tempo de calculo dos coeficientes. Ambas as rotinas (suds e suds-no) foram

realizadas da mesma forma. Na realidade, como o esquema suds-no ¢ apenas uma simplificagéo

do esquema suds, sua rotina de calculo também ¢ uma simplificagdo da rotina suds, onde foram

apenas retiradas aquelas parcelas que ndo seriam necessarias para o calculo dos coeficientes.

Assim, é possivel comparar, com uma certa confianca, os tempos de processamento para o

calculo dos coeficientes em ambos os esquemas. A Fig. 9.17 mostra os tempos de

processamento para o calculo dos coeficientes € também na solugdo do sistema linear para o

mesmo problema da Fig. 9.15.

As curvas de tempo de processamento para o calculo dos coeficientes mostram

claramente que, neste parametro, o esquema suds-no € superior, porém esta superioridade ¢é
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pequeria se comparado ao numero excedente de iteragdes necessarias para se alcangar 0 mesmo
nivel de convergéncia, o que torna o tempo total de processamento maior. Como o témpo gasto
com o calculo dos coeficientes depende somente do esquema de interpolagdo € do numero de
elementos, os resultados observados na Fig. 9.17 servem como um pardmetro geral de
comparagdo entre os tempos de processamento entre os diferentes esquemas, pois ndo importa
qual o tipo de problema que esta sendo resolvido, o tempo gasto com o calculo dos coeficientes

dependera somente do numero de elementos,

Tempo de Coeficientes . Tempo total
250 600 -
—e—suds 500 —&— suds
2004 ——suds-no —>¢— suds-no
—A—suwds —A— suwds *

Tempo (s)
S &
o (=]
Tempo (s)
ow
(=)
(=)

w
(=]

’ * n&o convergiu
* ndo convergiu

T T T T 1

0 20 10 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Iteragdes iteracbes

Fig. 9.17 — Tempo de processamento para os esquemas suds, suwds e suds-no — Re = 100

Como o esquema de interpolagdo também afeta diretamente a matriz dos coeficientes, o
tempo de processamento utilizado pelo solver também ¢ afetado, como pode ser observado nos
graficos da Fig. 9.18. No entanto este pardmetro parece ser totalmente imprevisivel, pois para
Re = 100 (ndo mostrado na figura) e Re = 1000, o tempo gasto com a solugdo do sistema linear
para o esquema suds-no € menor do que o do suds, enquanto que para Re = 400 este
comportamento se inverte. Isto sugere que a influéncia dos termos convectivos na matriz dos
coeficientes ndo é o parimetro mais importante. Existem outras varidveis (como o termo de
divergente que serd tratado no proximo item) que também influem diretamente sobre a
estabilidade da solu¢io do sistema linear.

O esquema proposto neste trabalho (suds-no) necessita ainda de um estudo mais
detalhado. Talvez formas mais eficientes para as interpolagdes das variaveis nos pontos de
integragdo, mas que ainda envolvam somente as varidveis nos nos, sejam possiveis. Uma
possibilidade neste sentido, € que ndo foi testada neste trabalho por motivo de tempo, seria a
discretizagdo do termo convectivo de forma igual ao feito pelo esquema suds, porém ao invés da

utilizagdo das varidveis nos pontos de integragdo, estas fossem interpoladas em funcdo das
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variaveis nos nds através das fungdes de forma discutidas no capitulo 3, fazendo assim com que
a interpolagdo fosse feita somente com as variaveis nodais e também tornando desnecessaria a
criagio da matriz 4x4 dos coeficientes convectivos dos pontos de integragdo, ou seja,

preservando o fundamento basico do esquema suds-no.

Re = 400 Re = 1000

140 - 250 1
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-~o— suds
. 200 —*— suds-no
—A— suwds

120 4
—»—suds-no

100 + —A—suwds -

-
0
< .
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60 -

Tempo (s)
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Iteragdes Iteragdes

Fig. 9.18 — Tempos de processamento para solugédo do sistema linear

Por outro lado, os objetivos iniciais que levaram a motivago para a criagdo do esquema
suds-no foram alcangados. O ganho com a economia de memoria é obvio, e ndo necessita de
comentarios adicionais aos ja apresentados no capitulo 6. O segundo objetivo inicial era o de
diminuir o tempo de processamento para o calculo dos coeficientes. A Fig. 9.17 mostra que esta
meta também foi alcangada, embora que de forma talvez ndo tdo significativa quanto o esperado.
Talvez a possibilidade para aplicagdes tridimensionais, ou em problemas com um numero muito
grande de volumes sejam motivos suficientes para uma investigagdo mais detalhada do esquema

suds-no em trabalhos futuros.

9.5. Influéncia do divergente do vetor velocidade

E sabido que para escoamentos incompressiveis onde a massa especifica (p) nio varia,
alguns termos difusivos podem ser tratados algebricamente de tal forma que seja forgado o
aparecimento de um divergente do campo de velocidades o qual pode ser simplificado.
Relembrando a equagdo de Navier-Stokes para a velocidade u na sua forma mais geral, a parcela

com os termos viscosos € dada por
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0 ou 2 (ou ov 0 ou ov
—|2u——=p| —+— ||+ —| Y —+— 9.2)
Ox ox 3 (dx oy Oy dy Ox
considerando u como uma constante e rearranjando os termos, obtém-se
2
2 é_._._l__a_ au..,_@ +_a_ 7] @_*._a_v (93)
ox? 3ox| ox oy oy oy Ox
ou
o’u 62u azv 2 ofou ov
2 + ——U—|—+=— 4
”82 ”ay 8x6y 3”6x(8x ay] ©-4)
Trabalhando algebricamente a (9.4), esta pode ser escrita de duas formas
@4_ @4_ .2 %4._@‘)__ .._g __a_ @_4._6_‘)_ 9 5)
AP RPN P P WY I Yar ™ [P VP '
ou
'u 0w 1 Of(ou ov
—t Ut U —+— )
o THo2 3”ax[ax 6y) (©-6)

Normalmente, para escoamentos incompressiveis, o divergente de velocidade ¢
novamente feito igual a zero na Eq. (9.6), e esta toma a forma usualmente utilizada dada por
'u  d'u

Thenls ©.7)

Porém o método FIELDS simplifica simplesmente o ultimo termo da Eq. (9.5), deixando
que na equagdo discretizada para u apareca também a derivada cruzada de v. Na busca de
solugdes analiticas isto ndo € usualmente feito, pois sempre procura-se simplificar a0 maximo as
equagdes, facilitando assim a solugdo dos problemas. Ja em se tratando de solu¢gdes numéricas
isto pode ser um artificio valido. A inclusdo destes termos modifica a matriz dos coeficientes e
aparentemente proporciona um maior acoplamento entre as equagdes, melhorando assim

significativamente a estabilidade e taxa de convergéncia do método.

A Fig. 9.19 mostra claramente como a inclusdo do divergente de V' acrescentado aos
termo difusivos melhora a taxa de convergéncia do método. Novamente o problema resolvido

foi o da cavidade quadrada com malha cartesiana de 31x31 volumes.
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Fig. 9.19 - Influéncia do divergente de velocidade na convergéncia do método

Para Re = 100 ambas as curva sdo praticamente idénticas € a permanéncia do divergente
do campo de velocidade ndo altera em nada a convergéncia do método. Conforme vai sendo
aumentando o Reynolds, esta caracteristica porém ndo ¢ observada, chegando-se ao caso
extremo em que para um Re = 1000 ndo foi possivel a solugdo do problema. A melhor
performance do método com a inclusdo do divergente nos termos difusivos, talvez possa ser
explicada ndo por meios da analise fisica do problema, mas sim da analise numérica.

Como foi mencionado aéima, a inclusdo do divergente do campo de velocidades nos
termos difusivos modifica a matriz dos coeficientes, o que influi diretamente na performance do
solver. O solver utilizado foi um Gauss-Seidel modificado (S.0.R) com um coeficiente de
relaxamento de 0.4. O critério principal para interromper as iteragdes do solver é estabelecido
através de uma relagdo entre a norma Euclidiana da primeira iteragdo (NE;) € a da ultima

iteragdo (NE,,), ou seja, as iteragdes serdo interrompidas somente quando NE , <0.1xNE, . As

out
iteragdes no solver serdo também interrompidas caso o numero de iteragdes atinja 500 ou a
norma Euclidiana seja menor do 1 x 107,

Estabelecidos os critérios para a atuagdo do solver, € possivel através da Fig. 9.19 ¢ dé
Fig. 9.20, onde os tempos gastos com a solugdo do sistema linear sdo mostrados, fazer alguns

comentarios sobre esta influéncia.
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Fig. 9.20 - Influéncia do divergente sobre o tempo de processamento do solver

Com o aumento do Reynolds, o sistema toma-se mais instavel. Numericamente isto
influi diretamente sobre a matriz dos coeficientes que comega a tornar-se mais dificil de
convergir. Esta dificuldade afeta diretamente o solver iterativo descrito acima, pois para um
mesmo numero de iteragdes a solugdo € menos convergida. Mesmo que a solugéo, por iteragio
temporal seja obtida de forma exata, (resolvido com um solver direto, por exemplo) ainda assim
existem diferengas entre as curvas de residuos para os casos com ou sem o termo do divergente.
Para Reynolds altos, dado uma estimativa inicial para o campo de velocidades, os valores
obtidos da solugio do sistema, mesmo que bem convergido, ainda é um campo de velocidades
muito longe dos valores corretos € com variagdes muito grandes. A incluséo deste termo extra
nas equag¢des do movimento parece fazer com que exista um, por assim dizer, _acéplamento
temporario entre os campos de velocidades u e v, evitando que as solugdes obtidas por iteragéo

sejam demasiadamente ndo homogéneas e desta forma facilitando a convergéncia do problema.

9.6. Aplicagdes em geometrias complexas

Normalmente a extensdo de metodologias aplicadas a malhas estruturadas para malhas
ndo estruturadas é bastante trabalhosa. O FIELDS neste sentido possui uma formulagdo que
naturalmente pode abranger uma gama de problemas os quais ndo sdo possiveis para uma
formulagdo criada apenas para malhas estruturadas. O fator predominante neste sentido € o fato

de que, no método FIELDS, cada volume ¢é independente, e toda as informagdes necessarias para
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a construgdo dos balangos dentro do mesmo podem ser obtidas dos elementos que o rodeiam
sem que para tanto, nem os volumes nem os elementos necessitem estar dispostos segundo uma
ordem perfeitamente estabelecida. E claro que para este tipo de aplicagdes, alguns cuidados
precisam ser tomados durante a implementagdo computacional. Estes cuidados foram tratados no
capitulo 8.

Como o objetivo principal deste trabalho ¢ o estudo e implementagdo do método, e ndo
sua aplicagdo para malhas ndo estruturadas, o codigo existente possui a limitagdo de que apenas
elementos quadrilateros, cada um com quatro vizinhos diferentes, podem ser utilizados.

Mesmo com esta limitagéo, a versatilidade do método para a discretizagdo de geometrias
arbitrarias € Obvia e sera demonstrada a seguir através de problemas simples, mas que mostram
com clareza as possibilidades de aplicagdo do método.

O primeiro exemplo é a solugdo do problema da cavidade quadrada com tampa movel,
onde embora a geometria seja simples € a malha cartesiana, tanto os nds como os elementos
estdo distribuidos de forma totalmente arbitraria. A Fig. 9.21 mostra esta malha onde os nimeros

pequenos indicam a ordenagdo dos nos € os grandes dos elementos

16 15 14 13 12 1 10 9 8
21 122 |23 |24 | 25 | 26 | 6 27

17 18 4 59 58 57 56 7 55
20 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32 | 7 5

4 19 45 60 67 66 6 65 54
19 [ 3310 48 1 49 | 50 | 4 51

40 20 46 61 62 5 63 64 53
34 |18 | 47 |1 63 | 3 8 52

39 21 2 23 4 24 72 7 52
35 146 | 17 | 40 | 2 62 | 9 53

38 2 47 3 68 25 69 70 51
36 |16 |39 | 41 |61 |10 | 60 | 54

37 43 2 73 74 26 75 76 50
15 33 142 |43 |11 44 | 59 | 55

36 1 8 77 79 27 %0 78 49
37 114 13 12 | 45 | 58 | 57 | 56

0 32 3 30 29 |28 33 34 35

Fig. 9.21- Malha cartesiana nio estruturada
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Este problema aparentemente sem sentido, serve para confirmar a afirmagéo de que os
volumes, os elementos e os pontos, ndo necessitam possuir nenhuma ordenagio ou
conectividade que seja estabelecida por alguma lei de formagéo previamente definida. Isto torna-
se muito util principalmente na geracdo de malhas. Com esta versatilidade € possivel gerar a
malha através da adigdo de varias malhas menores bem como refinar determinadas regides de
interesse simplesmente pela adigdo de pontos nas posi¢des desejadas, sem que para tanto toda a
malha seja novamente gerada. Isto torna possivel também que a partir de um dominio discreto
onde se conhece apenas os pontos, sejam geradas as conectividades para a criagdo dos
elementos. Os volumes sdo criados automaticamente a partir destes elementos.

A Fig. 9.22 mostra a solugdo para o problema da cavidade quadrada para um Reynolds
igual a 100 para a malha da Fig. 9.21 e para um malha idéntica com os pontos, elementos e
volumes ordenados como de costume em uma malha cartesiana estruturada. Deve ser observado
que a solugdo ¢ idéntica em ambos os casos. O grafico com os perfis de velocidade U sdo
idénticos, assim como os para os perfis de velocidade V (que ndo sdo mostrados na figura),
enquanto que o grafico com o residuo das iteragdes se mostra levemente diferente, o que é

perfeitamente normal e ocorre em conseqiiéncia da matriz dos coeficientes ser esparsa no caso

da malha da Fig. 9.21.

Perfil de velocidade v Residuo por iteragdo

- 1.E+02 -
0.9 1.6401 4
0.8 | 1.E+00
0.7 4 i
3 1.E01
0.6 18 1,802 4
4
3 054 g 1.603 -
04 4 —¢— Nao estruturada = 1.504{ —¢—Nao Estruturada
zz ) o Estruturada 1.605 —e—Estruturada
.2 1.E08 -
0.1
0 1.E07 v T -
' ﬁ 0 5 10 15 20
-0.5 0 05 1
. Residuo
U/Utampa

Fig. 9.22 - Comparagio entre as malhas estruturada e nio estruturada

Outro problema interessante ¢ novamente o caso da cavidade quadrada com tampa
movel, porém com um furo no centro. Neste problema, novamente uma malha cartesiana ¢
aplicada a geometria em questdo. Este € um caso simples de um grupo de problemas conhecidos
por possuirem uma geometria multiplamente conexa. Este tipo de problema pode ser tratado

com uma discretizacdo através de malhas generalizadas, Maliska (1995), porém problemas serdo
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encontrados na geragdo da malha devidos a geometria do problema. Poderia também ser dado
um tratamento do tipo multibloco, onde o dominio de célculo ¢ subdividido em vérios outros
menores que interagem entre si, mas este tipo de tratamento também apresenta algumas

dificuldades no tratamento das interfaces entre os subdominios.

1000, tanto a geragdo da malha,

Il

Neste caso, como mostra a Fig. 9.23 para um Re

quanto a aplicagdo das condi¢des de contorno sdo muito simples. Esta figura mostra também os

vetores do campo de velocidades.

O ultimo problema a ser mostrado é o caso do escoamento dentro de um duto com
contrag¢do subita. Este problema ¢ semelhante ao anterior porém neste, além de o numero de
volumes na dire¢do x ndo ser constante ao longo do eixo y, o espacamento entre os volumes
também ¢é variavel. Na realidade esta malha foi gerada em partes que foram somadas para formar

a malha mostrada na Fig. 9.24.
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Fig. 9.23 - Cavidade quadrada com um furo interno

As condigdes de contorno deste problema sdo de velocidade prescrita na entrada com Re
= 30 e condigdo parabolica na dire¢do do eixo x na saida. O duto possui um altura igual a 0.5 na

entrada e igual a 1 na saida e um comprimento total igual a 6.
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Fig. 9.24 - Duto com contragdo subita —malha cartesiana

A Fig. 9.24 pode ser comparada com a Fig. 9.25 que ¢ 0 mesmo problema resolvido com
uma malha generalizada. Além da geragdo da malha generalizada ser mais complexa neste caso,
existe também o problema de que os volumes que se localizam no vértice da expansio sdo muito
distorcidos, o que afeta os balangos da propriedade | que atravessam estes volumes, e

conseqiientemente, afeta também a taxa de convergéncia do problema.
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Fig 9.25 - Duto com contragdo subita — malha generalizada

A Fig. 9.26 mostra os perfis de velocidade para o problema do duto com contragdo subita
para as malhas cartesiana e generalizada. Deve ser observado que os perfis sdo praticamente os
mesmos para os dois casos, porém a criagdo da malha generalizada mostrada na Fig. 9.25 requer
alguns cuidados especiais para com os elementos adjacentes ao vértice da contragdo. Nestes,
dependendo do gerador de malha, pode ocorrer que uma ou mais faces do elemento atravesse a
fronteira do dominio de célculo, criando assim uma érea (jacobiano) negativa, a qual dificulta (e
em alguns casos impede) a solugdo do problema. A discretizagdo como mostrada na Fig. 9.24
além de ndo apresentar este problema, permite também o refino indefinido na regido do vértice,

sem que isto afete o resto da discretizagdo.
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Fig. 9.26 — Perfis de velocidade para o problema do duto com contragéo subita
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A combinagdo de uma malha generalizada com a cartesiana também € uma alternativa

possivel. Isto pode ser usado na discretizagio de geometrias mais regulares onde a malha

generalizada se adapta melhor em certos trechos e a cartesiana, como na Fig. 9.24, em outros.



10. CONCLUSOES

Os objetivos estabelecidos para este trabalho podem ser considerados alcangados. O
estudo e entendimento do método foi efetnado com sucesso e a implementagdo computacional
gerou um codigo que embora ndo esteja pronto para ser usado como um programa, esta
totalmente operacional e apto a servir como uma ferramenta util para o estudo da performance
do método FIELDS.

Com respeito aos resultados obtidos com os testes efetuados, estes mostraram que o
método é extremamente poderoso, tanto com respeito a convergéncia quanto a robustez e
estabilidade, tratando o acoplamento P-V e as ndo linearidades de forma eficaz e com relativa
facilidade.

Os estudos mostraram também que o divergente do campo de velocidades incluido nos
termos difusivos das equagdes do movimento sdo, ao contrario do que 0 senso comum induz a
pensar, um fator importante no desempenho do método. Neste estudo foram comparadas
solugdes do problema da cavidade para diversos numeros de Reynolds, mostrando que a
influéncia deste divergente torna-se cada vez mais significativa a medida que o escoamento
torna-se mais convectivo.

Aparentemente, com as andlises feitas neste trabalho, ¢ plausivel dizer que a grande
performance do método FIELDS deve ser atribuida ao esquemé suds utilizado para a
interpolagdo dos termos convectivos da fungdo de interpolagdo. Os resultados apresentados no
capitulo 9, mostram claramente que a forma de interpolagdo destes termos ¢ decisiva para a
convergéncia do método. Este esquema foi comparado com outros dois esquemas; um (suwds)
sugerido, mas ndo utilizado, pelo préprio Raw (1985) o qual mostrou-se pouco eficiente nio
convergindo para Reynolds altos, e um segundo (suds-no) apresentado neste trabalho o qual

surgiu da tentativa de diminui¢do do tempo de processamento para o célculo dos coeficientes.
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Comparagdes entre os trés métodos foram feitas com respeito a taxa de convergéncia € os
tempos de processamento.

Como ultima contribuigdo, estio os testes realizados com malha ndo-estruturada, nos
quais problemas simples, mas com geometrias de dificil discretizagdo, sdo apresentados. Estes
testes mostram que o método FIELDS é naturalmente aplicavel para malhas ndo-estruturadas,

desde que uma programagio voltada neste sentido seja realizada.

10.1. Sugestdes para trabalhos futuros

Algumas sugestdes para trabalhos futuros foram feitas ao longo do téxto, porém ¢é
interessante que estas sejam neste momento reunidas e melhor apresentadas.

A primeira delas é com relagdo ao comportamento do esquema suwds observado neste
trabalho. Realmente ndo foi encontrado nenhum trabalho na literatura que utiliza este esquema
de interpolagio para problemas convectivos/difusivos com o campo de velocidades a determinar.
Em virtude disto, um estudo um pouco mais aprofundado a este respeito talvez venha a
esclarecer as duvidas levantadas no capitulo 9.

Por outro lado, o esquema suds-no apresentou resultados relativamente interessantes,
mas ainda necessita de mais estudo. Seu desempenho embora ndo muito eficiente, se comparado
ao do suds, talvez possa ser melhorado através de uma forma mais adequada de interpolagdo das
variaveis. Uma sugestdo neste sentido ja foi feita no capitulo 9.

A ultima sugestio esta relacionada com a expansio do meétodo para malhas ndo
estruturadas. As caracteristicas herdadas dos métodos de elementos finitos, ddo ao FIELDS uma
tendéncia natural para a sua utilizagdo também para malhas ndo estruturadas. Da experiéncia
obtida com esta dissertagiio, o ponto principal onde talvez exista alguma dificuldade para esta
expansdo esta na aplicagdo do esquema suds para malhas onde os elementos podem ser, numa

mesma discretizagdo, triangulos, quadrilateros, etc.
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