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Resumo

Na década de 1950 Debreu e Farrell definiram a medida da eficiéncia técnica de um
produtor como sendo a unidade menos a méxima redugéo radial do consumo tal que o produtor
possa continuar a fabricar os mesmos produtos. Em 1978 Charnes, Cooper e Rhodes-CCR
_desenvolveram uma medida radial da eficiéncia técnica e formularam a abordagem Data Enve-
lopment Analysis-DEA constituindo um passo fundamental em relacido a operacionalizagao do
célculo de indices da eficiéncia técnica através de programacao matemdtica. Outras medidas
da eficiéncia técnica derivadas da medida de CCR foram desenvolvidas, destacando-se a medida
radial de Banker, Charnes e Cooper [1984]; a medida radial Free Disposal Hull-FDH de Deprins,
Simar e Tulkens [1984], as medidas ndo radiais e as medidas de Girod [1996] aplicdveis quando
as quantidades consumidas e produzidas sao difusas.

Neste trabalho propdem-se duas medidas para analisar a eficiéncia técnica em ambiente
difuso, ou seja, quando as quantidades consumidas e produzidas sao difusas. A primeira medida,
denominada de CCRg, é uma generalizacdo da medida de CCR e serd aplicdvel quando as
quantidades .consumidas e produzidas ndo sdo conhecidas com precisao e podem ser expressas
através de nimeros difusos do tipo LR. Com esta medida analisa-se a eficiéncia técnica para
diferentes niveis cortes pu das quantidades difusas dos fatores de produgao, tais como 0; 0,1; ..;
0,9; 1. Se 1 = 1, entdo a medida sugerida coincide com a medida CCR.

A segunda medida sugerida, a medida FDHg, é uma generalizacdo da medida FDH.
Esta nova medida é aplicdvel nas situagdes em que os planos de produgao observados podém
ser contraidos e expandidos. As contragdes ocorrem na dire¢do da maijor taxa e as expansoes
ocorrem na direcéo da menor taxa do retorno de escala dos planos de produggo observados. Os
planos de producgéo observados podem entao ser vistos como sendo difusos se forem associados:
a) graus de realismo igual a zero aos planos de producéao construidos a partir das contragoes e
das expansdes limites; b) graus de realismo pertencentes ao intervalo (0,1) quando as contracdes
e as expansdes sdo menores que as contragdes/expansdes limites; ¢) graus de realismo igual a
1 se os planos construidos coincidirem com os observados (isto é, para contragies e expansoes
nulas). Neste cendrio pode-se analisar a eficiéncia técnica dos planos de produgao observados
considerando diferentes graus de realismo dos planos pertencentes a tecnologia de produgéo (tal
como {0; 0,1; ...; 0,9; 1}), sugerindo que quanto maior o realismo mais realista é o indice da
eficiéncia técnica calculado. Se o realismo minimo & igual a 1, entdo as medidas FDHg e FDH

coincidem.
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Abstract

In the 1950’s Debreu and Farrell defined the measure of the thecnical efficiency of a
producer as one minus the maximum radial reduction in inputs such that producer can continue
to product the same outputs. In 1978, Charnes, Cooper and Rhodes-CCR developed a radial
measure of the thecnical efficiency and the Data Envelopment Analysis-DEA approach, which
became a basic step for the calculus of the technical efficiency index through mathematical
programming. With the development of DEA other models were formulated, namely the Banker,
Charnes and Cooper [1984] radial measure, Deprins, Simar and Tulkens [1984] Free Disposal
Hull-FDH measure, the nonradj:ﬂ measures and measures of Girod [1996] applicable when inputs
and outputs are fuzzy (juantities. '

In this work we propose two measures to analyse the technical efficiency when inputs
and outputs are fuzzy quantities. The first measure (CCRg measure) is a genaralization of the
CCR measure and is applicable when the inputs and outputs quantities are not known precisely
and can be expressed through fuzzy numbers of the type LR. With this measures the efliciency
indexes are calculated for differents u-levels cuts of the production factors, such that 0; 0;1; ...;
1. If p =1, then the measures CCRg and CCR coincide.

The second suggested measure, the FDHg measures, is a generahzatlon of the FDH
measure. The new measure is applicable when the observed produtctions plans can be contracted
and expanded. The contractions ocurr towards the highest rate and the expansion towards the
lowest rate of the return to scale of the observed production plans. The observed productions
planes can be seen as being fuzzy if we associate: a) degreed of realism equal 0 (not feasible) to
the productions planes constructed from the threshold contractions and expansions; b) degrees of
realism belonging to (0, 1) when the contractions and expansions are lower; c) degrees of realism
equal 1 if the planes constructed match the observed ones (without contractions /expansions).
In this scenario, we can analyze the technical efficiency considering differents degrees of realism
(sﬁch as 0; 0,1; ...; 1), suggesting as much as greater the realistic of the planes constructed,
more realistic is the technical efficiency index calculed. When the realism is 1, then the FDHg

and FDH measures concide.
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Capitulo 1
Introducao

Nos dltimos anos, pafses e empresas tém adquirido cada vez mais a consciéncia de que
melhorias na produtividade! constituem-se em eficiente atalho para o pfogresso e o crescimento
econdmico. Para atingir maiores nfveis de produtividade, administradores langam mao de vérias
estratégias, dependendo principalmente da tecnologia disponivel, do meio em que a produgao
ocorre e da eficiéncia do processo produtivo [Lovell, 1993, p.3]. A tecnologia compreende a
maneira como a empresa converte os insumos em produtos. O meio em que a produgao ocorre
est4 relacionado com a localizacio geogréfica. A eficiéncia produtiva do processo produtivo
apresenta duas componentes: a eficiéncia técnica e a eficiéncia alocativa. A componente eficiéncia
alocativa refere-se 4 habilidade do gerenciador de combinar, & luz dos precos, os insumos e
os produtos numa proporcao 6tima. A componente eficiéncia técnica, objeto de estudo deste
trabalho, refere-se & habilidade de transformar insumos em produtos [Lovell, 1993, p.9-10].

A mensuracdo da eficiéncia técnica originou-se da definicdo de- eficiéncia técnica de
Koopmans e da medida desenvolvida por Debreu [Fare, Grosskopf, Lovell, 1994, p.7]. Segundo
Koopmans [apud Lovell, 1993, p.10] uma organizacio ¢ eficiente tecnicamente se e somente se: 1)
o aumento da producdo de qualquer produto implica na reducgéo do nivel de produgao de outro
produto ou o aumento do consumo de pelo menos um insumo; 2) e se a redugéo do consumo de
qualquer insumo implica no aumento do consumo de outro insumo ou a reducio da produgéo de
pelo menos um produto. Em 1951, Debreu [apud Russell, 1998, p.7 e 28] introduziu a primeira
medida radial da eficiéncia técnica em termos de um “coeficiente de utilizagdo dos recursos”,.
definindo-a como sendo a unidade menos a méxima reducéo proporcional? do consumo observado

tal que o produtor continue a fabricar a mesma quantidade dos produtos. Um indice igual a

1E a medida de produtos fisicos produzidos a partir do uso de um nivel fixo de insumos. Isto pode incluir
todos os insumos e todos os produtos ou um subconjunto de insumos e de produtos. Na presenca de miiltiplos
insumos e/ou produtos deve-se reduzi-los a escalares positivos.

2A redugio proporcional é a redugio em igual proporgao do consumo de todos os insumos.



unidade indica que o produtor é eficiente tecnicamente; um fndice menor que a unidade indica
a presenca de ineficiéncia técnica e o consumo dos recursos pode ser reduzido. Em 1957 Farrell
desenvolveu um método de programacio matemética ndo paramétrica e empregou a medida de -
Debreu para mensurar fndices de ineficiéncia.

A contribuigio de Debreu/ Farrell foi ignorada por mais de duas décadas e redescoberta
em 1978 por Charnes, Cooper € Rhodes-CCR. Estes trés pesquisadores estenderam a metodolo-
gia para miiltiplos insumos e multiplos produtos, desenvolvendo programas lineares para calcular
tndices radiais da eficiéncia técnica. CCR denominaram a metodologia de Data Envelopment
Analysis-DEA, porque no processo de célculo das eficiéncias é gerada uma ‘envoltéria’ formada
por facetas (definidas por hiperplanos) que sao constitufdas de planos de produgao eficientes
tecnicamente. Um plano de producio observado pertencente a envoltéria é eficiente tecnica-
mente e a ele é atribufdo grau de eficiéncia 1; um plano de producdo pertencente ao interior
da envoltéria (énvolvido pela envoltéria) é ineficiente e seu indice de eficiéncia, diferente de 1,
é obtido comparando-se o plano com sua projecio na envoltéria. Viérias medidas da eficiéncia
técnica foram construfdas apés o desenvolvimento de DEA, destacando-se a medida de Banker,
Charnes e Cooper [1984], a medida free disposal hull-FDH de Deprins, Simar e Tulkens [1984],
as medidas ndo radiais e as medidas difusas de Girod [1996] que avaliam a eficiéncia técnica

quando as quantidades consumidas e produzidas sao difusas.

1.1 Objetivos do Trabalho

Analisando a evolucdo da mensuracio da eficiéncia técnica verifica-se que, apés 1978,
ocorreu um grande progresso na criagio de novas metodologias e medidas da eficiéncia técnica
baseadas em programacio matematica. Atualmente os pesquisadores concentram seus esforgos
em desenvolver extensdes destas medidas 4s mais variadas situages da vida real.

' O objetivo deste trabalho & desenvolver as medidas CCRg (uma generalizagio da medi-
da de CCR) e FDHg (uma generalizagido da medida free disposal hull) aplicdveis na mensuragao
de indices da eficiéncia técnica em .ambiente difuso, ou seja, quando as quantidades consumidas

e produzidas sao difusas.

1.2 'Importéncia do Trabalho

Pelas publicacdes que tratam do planejamento da produgédo, observa-se que empresas
" e organizacbes de vérios pafses estdo empenhadas em melhorar seu processo produtivo e em
aumentar os nfveis de produtividade. Constantemente séo reportados resultados de anélise de

eficiéncia e de produtividade envolvendo as mais diversas 4reas, como a financeira, da saide,



da educacdo e a agricola. No Brasil, verifica-se que h4 uma crescente preocupacao com os
fndices de eficiéncia e de produtividade, tanto na 4rea piublica como na privada. Observa-se,
que principalmente o governo federal vem concentrando esfor¢cos com o intuito de aumentar a
produtividade e a eficiéncia dos servigos prestados.

Em vista dos empenhos mencionados, o conjunto das medidas da eficiéncia técnica
disponivel deve ser o mais amplo possivel. Deve-se ter medidas que possam ser aplicadas quando
os fatores de producédo sao quantidades deterministicas e outras medidas quando forem quanti-

. dades difusas.

1.3 Metodologia

A medida CCRg serd uma generalizagdo da medida radial da eficiéncia técnica de CCR
baseada na programagdo linear difusa de Campos e vVerdegay [1989]. O modelo de Campos
e Verdegay, por sua vez, é baseado nas relacdes de ordem entre nimeros difusos definidas por
Ramik e Rimének [1985]. O célculo dos fndices da eficiéncia consiste entédo em comparar as quan-
tidades difusas do consumo e da producio para diferentes conjuntos corte 4 destas quantidades,
tal como 0; 0,1; ...; 0,9; 1. |

No czﬂculo de indices da eficiéncia técnica via medida FDHg, o consumo e a produ(;éod
de cada plano de produgao observado poderd ser contraido e expandido por escalares positivos
a€(0,0],a<1lebel0,8), B < +oco respectivamente, onde (o % 100) % e (8 x 100) % séo as
variacoes méximas. Atribuindo diferentes graus de realismo aos planos construidos a partir das
contracoes e das expansées dos planos observados, estes tltimos podem ser vistos como sendo
difusos. Para calcular a eficiéncia pode-se entéo estipular graus minimos de realismo, tal como
0;0,1; ...; 0,9; 1, sugerindo que quanto maior o realismo mais préximo da realidade est4 o fndice

da eficiéncia técnica calculado.

1.4 Definicoes

Nesta secdo serdo estabelecidas as defini¢cGes de alguns termos especificos da 4rea de
producao e constantemente utilizados neste texto. A maioria das defini¢cées foram extraidas do

relatério de Steering Commitee for the Review of Commonwealth/State Service Provison [1997].

1. Benchmark: Benchmark é algo que pode ser usado como padrao e Que serve de referéncia

para outras coisas.

2. Conjunto difuso A: Se X é uma colecdo de objetos denotados genericamente por z, entao

o conjunto difuso A em X é um conjunto de pares ordenados A= {(a:, B (a:)) xeX }



pz(z) é chamado de funcéo de pertinéncia ou grau de pertinéncia (também denominada
de grau dé compatibilidade ou grau de certeza) de z em A que mapeia X no espago de
pertinéncia P. Geralmente P = [0, 1], porém se P = {0, 1}, entéo A néo ¢ difuso e p ()
é idéntica & funcdo caracterfstica de um conjunto ndo difuso [Zimmermann, 1991, p.12 e

13].

. Conjunto corte u de A: O conjunto dos elementos que pertencem ao conjunto difuso A
e que apresentam pelo menos o grau de petinéncia p é chamado de conjunto corte p de A
O conjunto corte p de A, A, ={u € R: pz(u) > p} é um subconjunto convexo de R tal
que existe m € R com p4(m) = 1. Quando m é tdnico, a quantidade difusa é denominada
de némero difuso, e se m nao é unico geralmente a quantidade difusa é denominada de

intervalo difuso [Zimmermann, 1991, p.14}.

. Conjunto eficiéncia: E um subconjunto da fronteira de produgao formado pelos planos
de producéo eficientes tecnicamente, segundo a definicdo de Koopmans. Para estes planos
de produgdo, um aumento em qualquer produto requer uma reducao em pelo menos um
outro produto ou um aumento em pelo menos um insumo, e uma redugdo em qualquer
insumo requer um aumento em pelo menos outro insumo ou a redugao em pelo menos um

produto.

. Data Envelopment Analysis-DEA: Uma técnica de programacao linear que identifica
as melhores préticas de uma amostra de produtores e mede a eficiéncia técnica baseado
na diferenca entre o nivel dos insumos (produtos) de um produtor observado e o nivel
dos insumos (produtos) daquele que apresenta a melhor pratica mantendo fixo o nivel dos

produtos (insumos).

. Decison Making Unit-DMU: As organizacGes ou unidades de producgdo ou produtores
a serem analisadas num estudo de an4lise de eficiéncia ou produtividade. As organizagoes

podem ser publicas ou privadas, com ou sem fins lucrativos.

. Eficiéncia alocativa: Indica se o produtor emprega os insumos a luz dos pregos (dos

insumos) numa propor¢ao étima que minimiza os custos da produgao.

. Eficiéncia técnica: Pode ser obtida pela compafag?no entre os niveis dos insumos e dos
produtos observados e os niveis 6timos. A comparacao pode ser através da razao entre a-
producido observada e o potencial méximo atingfvel para um dado consumo, ou a razao
entre a quantidade dos insumos observada e o potencial minimo exigido para produzir ﬁma

quantidade fixa dos produtos.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Fatores de producao: Sdo os insumos consumidos e os produtos gerados por um pro--

‘dutor. O conjunto dos fatores de produgao também é denominado de plano de produgao

ou vetor insumo-produto.

Folgas: Sdo as quantidades extras a serem reduzidas (aumentadas) nos insumos (produ-
tos) para que o produtor atinja o conjunto eficiéncia apés todos os insumos (produtos)
terem sido reduzidos (aumentados) para atingir a isoquanta. Apds as redugdes (aumen-
tos) adicionais, o plano de produgéo resultante pertence ao conjunto eficiéncia e portanto

é eficiente tecnicamente segundo a definicdo de Koopmans.

Fronteira de producao: E a curva que representa a quantidade minima de um insumo
(ou combinagao de insumos) requeridos para produzir uma dada quantidade de produtos
(ou combinagdo de produtos). Também pode ser a curva que representé a quantidade
méxima de produtos (ou combinagio de produtos) produzidos a partir de uma dado nivel

de insumos (ou combinagéo de insumos).

Isoquanta: E a curva que representa a quantidade de insumos necessérios para produzir
um nivel fixo de produtos. Diferentes produtores localizados na mesma isoquanta pro-

duzem o mesmo nivel dos produtos podendo empregar nfveis diferentes dos insumos.

Medida Free Disposal Hull-FDH: Medida de eficiéncia técnica derivada da medida
BCC cuja condi¢io de convexidade (exigida na medida BCC) néo necessita ser atendida.

Nesta medida os produtores benchmarks sao produtores observados na préitica.

Melhores praticas: E o conjunto de praticas de gerenciamento e de trabalho, de um
grupo de organizaces similares, que resultam no potencial de producao mais alto ou na
quantidade 6tima de combinaggo dos produtos para um dado nivel fixo de combinagao de

Insumos.

Numero difuso: Um nimero difuso M é um conjunto difusoe covexo normalizado contido
na reta dos niimeros reais R tal que: i) existe um tnico z, € R. com py(z,) =1 (z, é

chamado de valor médio de M); ii) a fungso u 57(%) é continua por partes. [Zimmermann,

1991, p.57)

Organizacoes: Sao empresas piblicas ou privadas com ou sem fins lucrativos. As empre-
sas podem ser bancos, hospitais, bibliotecas, fazendas agricolas, universidades, fundagoes

e lojas de comércio.

Plano de producgao: E o conjunto dos insumos utilizados e dos produtos gerados num

determinado periodo de tempo por uma organizacao.



18. Produtividade: E a medida de produtos fisicos produzidos a partir do uso de um nivel
fixo de insumos. Isto pode incluir todos os insumos e todos os produtos ou um subconjunto
de insumos e de produtos. Na presenca de multiplos insumos e/ou produtos deve-se reduzi-

los a escalares positivos.
19. Quantidade crisp: E um ntmero exato, sem imprecisdes e probabilidades associadas.
20. Quantidade difusa: E um conjunto difuso.

21. Retorno de escala: Relacdo entre produtos e insumos. Retornos podem ser constantes,
crescentes ou decrescentes, dependendo se a producgao cresce na mesma proporgao, numa

Propor¢ao maior ou numa propor¢ao menor que os insumos, respectivamente.

22. Tecnologia de produgao: Relacdo incorpdra,da no processo de produgido que determina

a maneira de como os insumos podem ser convertidos em produtos.

1.5 Estrutura do Trabalho

O trabalho encontra-se estruturado em cinco capitulos.

No priineirb capitulo é apresentada uma breve introdugao ao tema, sao estabelecidos
os problemas a serem abordados e uma breve nogdo de como serao resolvidos. Por 1ltimo
épresenta-se uma justificativa do trabalho e a definicdo de alguns termos especificos da 4rea da
pi*odugﬁo utilizados no texto

O capitulo II descreve tecnologias de produgdo e algumas medidas radiais, nao radiais
e difusas da eficiéncia técnica. -

No capitulo III serdo desenvolvidas as duas novas medidas propostas para andlise da
eficiéncia técnica. v

O capitulo IV consiste na explanagdo da aplicagao das medidas definidas em trés con-
juntos de planos de produgao.

No capitulo V apresentam-se as conclusdes conseqiientes do desenvolvimento do tra-

balho e as recomendages para futuras pesquisas.



Capitulo 2
‘Medidas da Eficiéncia Técnica

Quando se discute a desempenho de uma empresa, é comum descrevé-la como sendo
mais ou menos ‘eficiente’ ou mais ou menos ‘produtiva’ [Lovell, 1993, p.3]. A eficiéncia possui
duas componentes: a componente referente 4 habilidade do gerenciador em transformar insumos
em produtos denominada de eficiéncia técnica, e a componente referente & habilidade do geren-
ciador em definir propof§6es 6timas dos insumos e dos produtos & luz dos pregos praticados no
mercado, denominada de eficiéncia alocativa. A mensuragdo da eficiéncia técnica originou-se
da definicdo de eficiéncia técnica de Koopmans e da medida desenvolvida por Debreu [Fére,
Grosskopf, Lovell, 1994, p.7]. Segundo Koopmans [apud Lovell, 1993, p.10] uma organizagdo é
eficiente tecnicamente se e somente se um aumento em qualquer produto gerado pela organi-
7acao requer a fedugéo no nivel de outro produto ou um aumento em pelo menos um insumo
empregado; e se uma reducio em qualquer insumo empregado por ela implica num aumento
em pelo menos outro insumo ou a reducio em pelo menos um produto. Em 1951 Debreu [apud
Russell, 1998, p.7 e 28] introduziu a primeira medida radial da eficiéncia técnica em termos de
um “coeficiente de utilizacio dos recursos”, definindo-a como sendo a unidade menos a méxima
reducgao equiproporcional do consumo de todos os insumos observados tal que o prbdutor possa
continuar a fabricar os mesmos produtos. Um indice igual & unidade indica que o produtor é
eficiente tecnicamente; um fndice menor que a unidade indica ineficiéncia técnica e que o con-
sumo de todos os insumos pode ser reduzido na mesma proporgao. Em 1957 Farrell desenvolveu
um método de programacio matematica ndo paramétrica e empregou a medida de Debreu para
mensurar indices de ineficiéncia em fazendas agricolas dos Estados Unidos.

A definigao de Koopmaﬁs sugere a comparacio dos niveis dos insumos e dos produ-
tos praticados com os niveis 6timos [Lovell, 1993, p.4] de uma empresa. Por virios anos o
maior problema em se mensurar a eficiéncia técnica era a determinacdo dos niveis 6timos de

uma empresa até que em 1978 Charnes, Cooper e Rhodes-CCR formularam a abordagem Da-



ta Envelopment Analysis-DEA para mensurar radialmente fndices da eficiéncia técnica. Com
o auxilio de programacao matemética ndo paramétrica, DEA gera uma envoltéria dos planos
de producao observados. Todos os planos de produgdo pertencentes a esta envoltéria, que é
a fronteira de producdo, sio eficientes tecnicamente e seus niveis de consumo e de produgao
sdo 6timos'. Os fndices da eficiéncia técnica associados aos demais planos de producao sdo os
menores escalarbes positivos que contraem os consumos (ou os maiores escalares que expandem
as produgdes) projetando os planos sobre planos benchmarks.

Apés o desenvolvimento de DEA foram elaboradas outras medidas da eficiéncia téc-
nica, como a medida radial de Banker, Charnes e Cooper-BCC [1984] e a medida radial de
Deprins, Simar e Tulkens-DST [1984]. As medidas de CCR, BCC e DST deferenciam-se quanto
a obtengéo dos planos de produgéao benchmarks que constituem a envoltéria. Na medida de CCR
os benchmarks sdo gerados por combinacdes lineares positivas (e por isso é designada de free
disposal conical hull - Tulkens [1993, p.2]); na medida radial de BCC as combinagées lineares
que geram os benchmarks sio convexas (recebendo denominacéo de convez free disposal hull
- Tulkens [1993, p.2]); na medida de DST os benchmarks séo planos de produgio observados
na prética e portanto a fronteira de produgao é constituida unicamente por planos observados,
recebendo a denominacgao de free disposal hull.

Segundo Lovell {1993, p.13] as medidas radiais da eficiéncia técnica ndo sdo perfeitas
pois em vérias situagoes ndo coincidem com a definicdo de eficiéncia técnica de Koopmans.
Empregando a notagéo de Fire, Grosskopf e Lovell [1994, p.26 e 39], seja a tecnologia de pro-
dugéo representada pela correspondéncia consumo C(y°) = {z : (z,y°) é vidvel}, onde z € RN
é um vetor de quantidades de insumos e y° € RM é o vetor da quantidade fixa dos produtos
(qualquer par (z,y°), com z € C(y°), é um plano de produgédo vidvel). Sejam os subconjun-
tos Isogo) = {z € C(y) : Az ¢ C(y) se A < 1} que & o conjunto isoquanta de C(y°) e
Efcoyey = {z € C(¥°) : z <z =7 ¢ C(y°)} que é o subconjunto eficiéncia de C(y°). Tem-se
que Efcgyoy C Isogo(ye).- A defini¢do de Koopmans é rigorosa e requer que o produtor eficiente
tecnicamente pertenca simultaneamente aos subconjuntos F f cc(ye) € 180gc(ye), porém as medi-
das radiais identificam como eficientes os planos de produgio do conjunto Efcc(ye) € qualquer
outro plano locado no conjunto ‘I 50gc(yo) ‘fora’ do subconjunto eficiéncia. ‘

Para eliminar esta deficiéncia das medidas radiais, varias medidas alternativas (de-
nominadas de medidas nao radiais) da eficiéncia técnica foram apresentadas com o objetivo de
torné-las Koopmans [Lovell, 1993, p.14]. Lovell alerta que todas as medidas nao radiais sugeri-

das tem suas deficiéncias, porém verifica-se na literatura que a mais empregada é a de Charnes,

INeste trabalho os planos de produgao pertencentes a fronteira de producdo serao denominados de planos

benchmarks.



Cooper e Rhodes [1978]. A solugéo sugerida por eles consiste em contrair radialmente os insumos
ou expandir radialmente os produtos al;)cando' o plano de produgao no conjunto isoquanta e em
seguida realocé-lo tal que passe a pertencer ao conjunto eficiéncia. O segundo passo pdde ser
obtido através da incluso das varidveis de folga dos insumos e dos produtos na funcao objetivo
do programa linear que calcula o indice da eficiéncia técnica radial o que leva a uma redugao
adicional do consumo de alguns insumos e/ou aumento da produgao de alguns produtos.

Quanto as medidas da eficiéncia técnica comentadas anteriormente pressupoe-se a in-
existéncia de incerteza em relacao as quantidades consumidas e produzidas, ou seja, sdo consid-
eradas quantidades deterministicas. Entretanto, em vérias situacdes da vida real (p.ex. Campos
e Verdegay [1989], Luhandjula [1989], Girod [1996], Triantis e Eeckaut [1997], Cooper, Park e
Yu [1999)]) é muito dificil conhecer o valor exato dos mesmos e segundo Triantis e Beckaut [1997,
p.2], na maioria dos estudos relativos a produgéo, os dados referentes aos planos de produgao
nao podem ser coletados com exatidio e estas imprecisbes sdo devidas ao fato dos sistemas de
medicio nio serem originalmente projetados para o propésito de coletar dados e informagoes
lteis para estudos da producdo. Recentemente, a teoria dos conjuntos difusos tem sido propos-
ta como ferramenta capaz de captar imprecisdes associadas aos planos de produgéo [Triantis e
Girod, 1998, p.2], sugerindo a avaliacao da eficiéncia técnica em ambiente difliso, ou seja, quando
as quantidades consumidas e produzidas sao difusas.

Para a avaliacdo da eficiéncia técnica em ambiente difuso, estdo disponiveis alguns
modelos que restringem as andlises a poucas maneiras de expressar em termos de quantidades
difusas os niveis consumidos e produzidos. A primeira medida desenvolvida por Sengupta [1992],
nao emprega quantidades difusas mas sugere a existéncia de imprecisdes entre os planos de
producao, o que é especificado através de restri¢des difusas no programa linear que mede o fndice
da eficiéncia técnica. O segundo trabalho envolvendo planos de produgao difusos e a mensuracao
da eficiéncia técnica é o de Girod [1996]. Num trabalho mais completo que o de Sengupta, Girod
desenvolveu um conjunto de medidas difusas derivadas das medidas de CCR, BCC e da medida
FDH. Estas medidas sao tteis nas situacdes em que as quantidades consumidas e produzidas
530 expressas através de limites inferiores e limites superiores, indicando ou niveis impossiveis

de ocorrer na pratica ou niveis que facilmente podem ser implementados pelos produtores.

2.1 Eficiéncia Técnica

O conceito de eficiéncia na produgdo tem recebido um significado mais preciso na
economia depois que Koopmans e Debreu introduziram em 1951 a nogdo de conjunto produgao

[Tulkens e Eeckaut, 1995, p.474], geralmente denominado de tecnologia da produgao [Fare,
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Grosskopf e Lovell, 1994, p.25]. Segundo a terminologia de Koopmans-Debreu, a tecnoldgia, de
producéo é a colecao TP de pares (z,y) onde z € RY & um vetor de quantidades de insumos e

y € RM um vetor das quantidades de produtos que possuem a propriedade de serem vidveis?

TP = {(z,y) : z € RY, y € RM;(z,y) ¢ vidvel}

A utilidade da no¢ao de conjunto produgdo para o propésito deste trabalho é o fato de
que nos traz a nocao de fronteira e de interior do conjunto. Assim podem-se diétinguir plahos
de producio pertencentes ao interior da tecnologia de produgao, denominados de ineficientes,
e aglueles que pertencem & fronteira, denominados de eficientes. Portanto, a eficiéncia de um
plano de produgao pode ser calculada em termos da distincia entre este e a fronteira [Tulkens
e Eeckaut, 1995, p.475].

A eficiéncia técnica pode ser calculada segundo orientagdo consumo e orientagao pro-
ducdo. Na orientagdo consumo procura-se a maior contragao possivel do consumo (mantendo o
nivel de produgfib observado). Na orientagéo produgdo procura-se pela maior expansao poséfvel
do vetor producéo, sem alterar o nivel atual de consumo. Devido a estas duas orientagdes serd
itil a representacdo da tecnologia pelos conjunto consumo (C(y)), conjunto produgio (P(z)) e

o grafico da tecnologia de produgio (TP).

1. C: Rﬂ‘fl — C(y) € Rf = C(y) é o conjunto dos vetores consumo que produzem pelo menos

o vetor producao y;

2. P: RY — P(z) € RY = P(z) ¢ a colegdo dos vetores produgao pdssiveis de serem gerados

a partir do consumo de z;

3. TP = {(z,y) € Rﬁ_”M :y€P(z),z € R} ={(z,y) € Rﬁ_”M :z € Cly), y € R¥} =TP

¢ a colecao de todos os vetores consumo-produgao vidveis.

Na figura 2.1 encontram-se ilustrados os conjuntos P(z)-grafico (a) e C(y)-gréfico (b).
Na figura 2.2, o grifico de TP da tecnologia, que é a érea limitada pelo eixo dos z e a vsemi—
reta Oa, e os conjuntos P(z°) = [0,3°) e C(y°) = [#° +00) modelam a mesma tecnologia,
porém representam diferentes aspectos da mesma. O conjunto consumo modela subétituigéo de
insumos e o conjunto producao modela substituicdo de produtos. O gréfico modela ambas as
substituicoes e adicionalmente modela a transformacao insumo-produto. A caracteristica que
P(z), C(y) e TP tém em comum ¢ a possibilidade das representacdes de tecnologias em termos
de quantidades de insumos e de quantidades de produtos que nao envolvem o conhecimento de

precos.
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Figura 2.1: Os conjuntos produgao e consumo da tecnologia.
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Figuré, 2.2: A tecnologia de produgéo.

A superficie do gréfico de TP, além de modelar a transformagéo insumo-produto, mo-
dela também mudancas proporcionais que ocorrem na tecnologia caracterizando o que se chama
de retornos de escala. Os seguintes tipos de comportamento de escala exibidos por tecnologias,

ilustrados nos trés gréficos da figura 2.3, serao considerados neste trabalho.

1. Retornos Constantes de Escala (RCE): se TP = TP, 0 € R, 0 > 0;

2. Retornos Ndo Crescentes de Escala (RNCE) (também denominado de diseconomia de

escala): se TPO C TP, 0 < 0 £ 1, ou seja, se TP C TP, 6 2 1;

3. Retornos Ndo Decrescentes de Escala (RNDE) (também denominado de economia de

escala): se TPA C TP, 0 > 1, ousejase TP COTP, 0 <0 < 1.

‘Numa tecnologia que exibe retornos constantes de escala, duplicar o consumo acarreta
- na duplicacdo da prodiicdo. No caso de exibir retornos nao crescentes de escala a duplicacao
do nivel de consumo gealmente néo leva a duplicagido da produgao, mas sim a um valor abaixo
deste. Quando a tecnologia apresenta retornos nao decrescentes de escala, na duplicacido do

consumo geralmente ocorre mais que uma duplicacao da producao.

.20 par (z,y) também ¢ denominado de vetor insumo-produto, ou de fatores de producao, ou ainda de plano

de producao.
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Figura 2.3: Retornos de escala caracterizados pelo gréfico da tecnologia.

Para garantir a existéncia das medidas da eficiéncia técnica que serdo definidas nas
préximas sectes, os conjuntos C, P e TP devem satisfazer as seguintes propriedades [Grosskopf,

1986, p.502; Fare, Grosskopf, Lovell, 1993, p.45, 63, 97]:
T1. VTP(x,y) é fechado;
T2. 0 ¢ C(y);
T3. C(y) é fechado;
T4. u >z € Cly) = u € C(y) (propriedade do descarte forte dos insumos);
T5. P(x) é fechado e linﬂfado;
T6. w <y € P(z) = w € P(z), (propriedade do descarte forte dos produtos).

A primeira propriedade indica que para produzir y é necessério consumir uma quantidade posi-
tiva de pelo menos um insumo. T4 indica que o consumo pode ser aumentado sem restricoes e
T6 indica que se pode reduzir livremente a produgéo. ‘

O célculo da eficiéncia técnica requer ainda a defini¢do de dois subconjuntos de C(z)
“em relacao aos quais a eficiéncia técnica é mensurada. Por exemplo, pode-se observar que os
planos de produgédo vidveis de C(y) séo limitados superiormente, e dois subconjuntos contidos

nestes limites s&o?:

1. O conjunto isoquanta de C(y): Isogo(,) = {z € C(y) : Az ¢ C(y) se A < 1},

2. O conjunto eficiéncia de C(y): Efccyy={r€Cy) : "<z = 2'¢ C(y)}*.

3Se os insumos nao sastifazem a propriedade do descarte forte entao convém definir o conjunto de eficiéncia
fraca de C(y): Effcy) = {r € Cy) : 'S z = z’¢ C(y)}. No estudo desenvolvido neste trabalho o conjunto
C apresenta a propriedade do descarte forte e portanto Isogc(y) = Ef fe(y) [Fare, Grosskopf, Lovell, 1994, p.40,
41]. '

4Veja definicdo de € no apéndice B.



13

Se C(y) é fechado néo vazio entdo I 80qc(y) € Efce(y) também sao conjuntos nao vazios e Efcg(y)
C Isogc(y) [Fare, Grosskopf, Lovell, 1994, p.40]. Podem ser definidos subconjuntos semelhantes
em P(z) e TP. | '

Mensurar a eficiéncia técnica orienta(;ao consumo do plano (z° y°) consiste entdo, em
determinar quéo longe da fronteira de C(y°) est4 z° através de uma projecio de z° sobre E fcg(ye)
ou Isoqc(y0) € na orientacao produgéo através de uma projecao de y° sobre E fcp(goy ou Is0gp (zo).-
Dependendo do modelo de projecdo, da tecnologia de producio e da parte da fronteira sobre
a qual o plano serd projetado, podem-se obter diferentes medidas da eficiéncia técnica. Em
1978 Fire e Lovell, [1978, p.157], sugeriram trés condi¢des que uma medida da eficiéncia técnica
deve satisfazer®. Russell [1990, p.256] propés, numa quarta propriedade, que uma medida da
eficiéncia deve ser independente da unidade de medida: Assim, se EFC : C(z°) — R, for uma

medida de eficiéncia, entdao EFC(z?,y°), ° € C(y°), y° > 0, satisfaz as seguintes propriedades:
I EFC(z°,y°) = 1 & x € Efcoyey;
H Se 6z° € C(y°), entdo EFC(6z°,y°) = §1EFC(x°,y°), V6 > 0;
M Se z° < u, u € C(y°), entdo EFC(z°,y°) > EFC(u,y°);
Co EFC(z°y°) é independente da unidade de mensuragao.

A propriedade I indica que aos planos de produc@o pertencentes ao conjunto eficiéncia
de C(y°) é atribuida eficiéncia igual & unidade. H reflete a homogeneidade de EFC, e diz
que reescalonar radialmente o vetor insumo por é > 0 implica no reescalonamento da eficiéncia
técnica deste vetor na proporgao 6 ~1. A propriedade M est4 relacionada com a monotonicidade
de EFC e indica que se o consumo aumentar de z° para u, u € C(y°), entdo a eficiéncia técnica
de (u,y°) sers estritamente menor que a eficiéncia de (z°, ¥°). A quarta‘propriedade relacionada,
denominada por Russell de propriedade da comensurabilidade, sugere que trocar a medida das
quantidade dos insumos e dos produtos néo altera o fndice de eficiéncia atribuido aos produtores
por EFC.

Em -1986, Bol [apud Russell, 1998, p.34] enunciou, através de um teorema, que nao
existe nenhuma medida da eficiéncia técnica qﬁe satisfaz simultanemante as propriedades I,
H e M para todas as tecnologias de produgdo. Para superar este empecilho, Bol sugere dois
caminhos: (i) relaxar os axiomas de Farrell/Lovell; (ii) ou restringir a classe das tecnologias
nas quais o fndice de eficiéncia serd aplicado. Neste estudo serao relaxados os axiomas I e M.

Considerando z° € C(y?), com y° > 0, estas duas propriedades serao substituidas por:

5Fire e Lovell também sugerem uma quarta propriedade - que EFC(z°,y°) “compara x com u € Efccy”,
mas segundo Russell [1985, p.113] esta condigao nao é bem definida para medidas arbitrarias da eficiéncia, sendo
redundante quando for bem definida.
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WI Efc(z®,y°) = 14 2° € Isoggye);
WM Se z° < u, u € C(y°), entdo EFC(z°,y°) = EFC(u,y°).

Pela propriedade WI, se EFC for uma medida de eficiéncia, qualquer plano de pro-
ducao pertencente ao conjunto isoquanta é eficiente tecnicamente. WM & denominada de pro-
priedade de monotonicidade fraca pois exige que EFC atribua um fndice de eficiéncia técnica a
(u,y°) menor ou igual ao de (z,y°), ao invés de um fndice estritamente menor.

A seguir serao definidas as medidas radiais da eficiéncia técnica que mais comumente
ocorrem na literatura e que satisfazem as propriedades WI, H, WM e Co ( as medidas nao
radiais a serem sugeridas nio satisfazem a proriedade Co). Todas as medidas radiais orientagéo
consumo a serem definidas neste trabalho sdo baseadas na medida de Debreu/Farrell, ou seja, na
contracao radial do consumo alocando o consumo no conjunto isoquanta de C. As medidas radiais
orientacdo producdo, também baseadas no trabalho de Debreu/Farrell, consistem na expansao
da produgéo alocando o vetor producao no conjunto isoquanta de P. O célculo da eficiéncia via
medida nio radial consiste em inicialmente alocar radialmente o consumo no conjunto isoquanta
de C (ou a produgéao no conjunto isoquanta de P) e em seguida na sua realocagéo no coﬁjunto

eficiéncia.

2.2 Medida Radial da Eficiéncia Técnica

Nesta segao serao desenvolvidas medidas radiais das eficiéncias orientagdo consumo e
orientacso producéo. As medidas chamam-se de radiais pois na orienta¢do consumo (orientacéo
produgédo) contrai-se (expande-se) o vetor insumo (produto) através de um escalar positivo,
ou seja, todas as componentes do vetor sdo escalonadas na mesma propor¢ao. Para definir
estas medidas sejam J planos de produgdo observados, cada um transformando n insumos para
produzir m produtos. Seja M (j X m) a matriz das quantidades dos produtos observados e IV
(j X n) a matriz das quéntidades dos insumos observados. O escalar y;m € M é a quantidade
que o j-ésimo produtor gera do m-ésimo produto e z;, € N é a quantidade que o j-ésimo -

produtor consome do n~ésimo insumo.

2.2.1 = Orientagao Consumo

No célculo da eficiéncia técnica radial orientagdo consumo, a tecnologia serd modelada
pela correspondéncia consumo y — C(y). No cdlculo o nivel de produgéo y° observado serd

mantido inalterado e os recursos serao reduzidos até a isoquanta de C(y°). Se Cco(y°) = {=z :
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x2zN;zM 2 y° 2z € R_{} é o conjunto consumo que contém os vetores insumo que produzem

pelo menos y°, entdo uma indicagdo da proximidade de z° da Isogg(yo) € dada pela

Definicao 1 A fung&ov

EFCcrn(y°,2°) = Minimo \*°
s.a zM>=2y°
A¢z® > 2N
"z€R]
¢ chamada de medida radial da eficiéncia técnica orientaggo consumo supondo retornos con-
stantes de escala. '

A medida definida (geralmente denominada de medida radial de CCR orientagao con-
sumo) para uma tecnologia linear por partes mede a eficiéncia de z° na producio de y° assumindo
retornos constantes de escala e descarte forte dos insumos e dos produtos (figura 2.4). Seu valor
est4 em (0,1] (pois 0 ¢ Cc(y°)), e atinge seu limite superior se e somente se z° pertence a
isoquanta de Cg(y®)-conjunto consumo supondo retornos constantes (C) de escala. A medida

também & independente de unidades, por exemplo trocar trabalho/hora por trabalho/ano nao

afeta o valor do fndice de eficiéncia [Fire, Krosskopf e Lovell, 1994, p.64].

TPC Cc(yo) x°

APex?

0 Aexe  x° ' 0

(a) | (b)

Figura 2.4: Medida radial da eficiéncia técnica orientagao consumo supondo retornos
constantes de escala.

A medida radial da eficiéncia técnica orientacio consumo encontra-se ilustradana figura
2.4. No gréfico (a) tem-se n = m = 1 e no segundo n = 2. Em ambos os casos A*° & o valor
6timo do programa linear da defini¢ido 1 e A°“z” é eficiente tecnicamente em relacao a tecnologia
considerada. O novo nivel de consumo A\*“z” pertence a Isoqc(yo) (que é a envoltéria gerada),
e (x\oca:o,yb) é o plano de produgao benchmark de (z°y°).

Utilizando raciocinio andlogo que levou & definicdo 1, podem ser definidas medidas

radiais da eficiéncia técnica orientacio consumo considerando diferentes economias de escala.
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n
Definicao 2 EFCnin(y°,z°) = Min {)\ON cy° < zM, 2N < \°Vzo, Z:lzj <1, z€ R{_}
. 1=

Definicao 3 EFCyn(y°,z°) = Min {)\"V 1y < zM, 2N < A%V z°, f:lzj =1, z€ R_{_}
. S g=

As tecnologias consideradas nas defini¢des 2 e 3 (que séo geradas pelos Conjuntos de
restrigdes) satisfazem, respectivamente, retornos nao crescentes de escala-(N) e retornos variaveis
de escala-(V). A dultima medida foi desenvolvida por Banker, Charnes e Cooper em 1984 e
geralmente é denominada de medida radial orientagdo consumo de BCC. Ambos os indices
calculados nas definicdes 2 e 3 pertencem ao intervalo (0,1], ¢ EFCy,(y° z°) atinge 1 se e
somente se z° est4 na isoquanta de Cy(y°) e EFCyn(y°, «°) atinge 1 se e somente se z° est4

na isoquanta de Cy(y°).

y y ,
1 4 TTT T
TP, v s
TP, Y (*)°)
d (>x>y°)
TPy
ol poexo polxo x° > 0 AoNxo poVxe x° >

(a) | (b)

Figura 2.5: Comparagao das eficiéncias radiais orientagao consumo supondo retornos
constantes, varidveis e nao crescentes de escala. (Fonte: Fdre, Grosskopf e Lovell, 1994,
p.67,69) '

A comparacao das medidas com a hipétese de retornos constantes de escala e retornos
varigveis de escala, encontra-se no gréfico (a) da figura 2.5. A comparacgo entre as medidas
considerando retornos varidveis de escala e retornos nao crescentes de escala, estd representada

no gréfico (b).

2.2.2 Orientacao Produgao

Na secao anterior foram definidos indices da eficiéncia técnica relativos ao conjunto
consumo. Na obtencdo da eficiéncia da atividade de um produtor era dada a quantidade dos
produtos e procurava-se a maior reducao radial vidvel no consumo. Nesta secao a medida de

eficiéncia a ser desenvolvida é orientacio producio e seré relativa ao conjunto producéo P(z).
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Nos célculos serao dadas as quantidades consumidas dos insumos e obter-se-4 a eficiéncia a partir
da méxima expansao radial do vetor dos produtos.

Seja P c(z°) o conjunto produgdo supondo retornos constantes de escala e descarte
forte dos produtos. Deseja-se determinar a eficiéncia de y°, isto €, quéo préximo radialmente y°
est4 da fronteira superior de P¢ (z°), ou seja, quéo préximo y° estd da isoquanta de P¢ (z°). Se
Po(z?) ={y:z° 2 2N;zM > y; z € Ri} for o conjunto producao supondo retornos constantes
de escala e descarte forte dos produtos, entdo uma indicagdo da proximidade de y° da s0gp 4 (ge)

é dada pela seguinte medida.

Definicao 4 A funcao

EFCcout(y®,z°) = Maézimo 6°°
s.a M > 6°°y°
z° > 2N
z€R]
é chamada de medida Tadial da eficiéncia técnica orienta¢d@o produgdo supondo retornos con-

stantes de escala.

TP,

PC (Xo) eocyo

yO

(a) (b)

Figura 2.6: Medida radial da eficiéncia técnica orientagao producao supondo retornos
constantes de escala.

A medida EFCcout(z°, y°) para uma tecnologia linear por partes, também denominada
de medida de CCR orientacao producio, ilustrada na figura 2.6, mede a eficiéncia técnica radial
de 3° que é produzido a partir do consumo de z° quando a tecnologia satisfaz retornos constantes
de escala e descarte forte dos insumos e dos produtos. Seu valor est4 contido no intervalo [1, co)
e atinge a unidade se e somente se y° € Isogp ,(go)-

A medida da eficiéncia técnica orientacdo producdo encontra-se ilustrada na figura
2.6 para n = m = 1 (gréfico (a)) e n = 2 (gréfico (b)). Em ambos os casos 6°° é o valor

6timo do programa linear (da definicdo 4) e 6°°y® é um nivel de producao eficiente em relacao
p
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4 tecnologia considerada e portanto pertence a Isogp(ge). (O plano (z°,0°°y°) é o plano de
producao benchmark de (z°,y°)).

As medidas de eficiéncia definidas na seqiiéncia sdo menos restritivas que as da defini¢ao
4. Incluindo uma nova equacéo no conjunto de restrigdes que gera o conjunto produgao pode-se
mensurar a eficiéncia técnica considerando retornos niio crescentes de escala e retornos varigveis

de escala.

M-

Definicao 5 EFCnoui(y°,z°) = Maz {HON : 9°N 0 < zM, zN < z°, z; <1, z€ Ri}

1

J

g
Definigao 6 EFCyou(y°,z°) = Mazx {GOV :0°Vy° < zM, zN < z°, 2:1 zj=1, z ¢ Ri}
J:

y y
4 + TTT TT
goeye TP, "
ITPN /
eoN
Y v 4 (5°)
x"' | . - -
y° (x>)°) TP,

(2) (b)

Figura 2.7: Comparagao entre as eficiéncias radiais orientagao produgao supondo
retornos constantes, varidveis e nao crescentes de escala. (Fonte: Fdre, Grosskopf e
Lovell, 1994, p.102,104) .

A comparagéo das medidas considerando retornos constantes de escala e retornos va-
ridveis de escala orientacio producdo encontra-se ilustrada no painel (a) da figura 2.7. A com-
paracao entre as medidas supondo retornos varidveis de escala e retonos nao crescentes de escala

est4 representada no painel (b).

2.3 Medida Nao Radial da Eficiéncia Técnica

Na definicdo de Debreu/Farrell um produtor é tecnicamente eficiente se pertencer a
isoquanta enquanto que a definicdo de Koopmans é mais restritiva e classifica como eficiente
tecnicamente somente o produtor pertencente ao subconjunto de eficiéncia (que por sua vez

estd contido na isoquanta). Como as medidas definidas na secdo anterior geralmente nao sao



19

Koopmans, surgiram algumas modjﬁéagées (Fare e Lovell, [1978], Zieschang [1984], Charnes,
Cooper, Golany, Seiford and Stuts, [1985]) na tentativa de torné-las Koopmans. Todas as
variacdes sugeridas apresentam vantagens e desvantagens [Lovell, 1993, p.13-14]; entretanto a
modificacio mais empregada na literatura é a inser¢do, na funcao objetivo e nas restri¢cdes do
programa linear que mede radialmente a eficiéncia técnica, das varidveis de folga fazendo com
que o programa linear tenha somente restri¢cées de igualdade [Charnes, Cooper, Rhodes, 1978,
' p-437]. A modificagio é idéntica em todos os modelos de medidas radiais, e portanto o estudo
ser4 restrito & medida EFCicg.

A medida EFCqy, (da definicdo 1) pode ser escrita no seguinte programa linear (PL)
EFCon(y°,2°) = Minimo X

J
s.a Ezjykj—s,lc=y,’§, k=1,...m
= | (1)

J
2 S
Ay — 3 zimig—s;=0,i=1,..,n
2
1 2
Zjy Sy 85 20

onde s! e s2

sdo respectivamente as folgas dos produtos e dos insumos. A medida nao radial da
eficiéncia técnica supondo retornos constantes de escala (denominada de medida néo radial de

CCR borientagéo consumo) é dada por:

Definicao 7 A medida EFCcine é a medida ndo radial da eficiéncia técnica orientagdo con-

sumo com retornos constantes de escala, onde
. m n
EFCcrna(y°,2°) = Minimize \—¢ (Z si+ Y sf)
k=1 i=1
J v
s.a N ziyri —si=y2, k=1,..,m
j=1 (2)
J
Azl — Y zimii—s2=0,i=1,..,n
i=1
z;, s,lc, s% >0
e € > 0 é uma quantidade infinitesimal positiva.
No modelo radial um produtor é considerado eficiente tecnicamente quando A =1 e
na medida ndo radial o produtor é eficiente quando A = 1 e s = s! = 0. Deve-se ressaltar que
o fndice de eficiéncia atribuido em (1) é igual ao atribuido em (2) entretanto o nivel étimo do

consumo, que é comparado com o observado, pode ser diferente, ou seja, o plano de produgao

benchmark (z*,y°) de (z°,3°) pode ser diferente na medida ndo radial.

No exemplo representado na figura 2.8 pode-se identificar a diferenca entre a definicao

dos fndices radial e nao radial da eficiéncia técnica do produtor Pg. Para o produtor Pg existem
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Ce (D)

oPi(23)

P,(2,2)
P,(4,1) P(5.1)

0

Figura 2.8: Eficiéncia técnica nao radial orientégéo consumo considerando retornos
constantes de escala. (Fonte: Charnes, Cooper ¢ Rhodes, 1978, p.436)

duas possibilidades de minimo: (i) A = 1 e todas as folgas nulas e (ii) A = 1 com a folga do
primeiro insumo igual 4 unidade. E obvio que Pg ¢ ineficiente tecnicamente pois emprega uma
unidade de insumo a mais que P3 e produz a mesma quantidade que P3. A solugao 6tima do PL
(1), como=6,& A =1, zg = 1, s7 = s = s] =0, ou seja Pg ¢ eficiente. O modelo (2) resulta
emA=1,23=138=1,s2= s} = 0, ou seja, Pg ¢ ineficiente tecnicamente. O parametro
A = 1 expressa a impossibilidade de ‘qualquer contracao radial do consumo dos dois insumos,
porém o consumo de x5 pode ser reduzido em uma unidade (fazendo com que Fs = F3).
Dependendo do valor atribuido a &, o programa linear (2) serd resolvido em duas
etapas. Seja entfo, \*, s* e s2* a solugio 6tima do programa linear (2). Na primeira etapa
da sua resolucdo é determinada a maior contracdo radial do consumo, alocando o plano de
produgéo observado num plano intermedidrio pertencente a Isogg(ye). Numa segunda etapa sao
determinadas as folgas méximas, realocando este plano intermedisrio até a fronteira de eficiéncia
[Ali, Seiford, 1993, p.138]. Para que o programa linear (2) seja resolvido seguindo corretamente
as duas etapas de cdlculo mencionadas, ndo se pode atribuir qualquer valor a ¢ pois dependendo
dos niveis dos insumos, a solucio do programa nao é a correta. Em 1993 Ali e Seiford [1993,

p.292] apresentaram um teorema onde relacionam e com os valores dos insumos. Segundo eles,
a solugao do programa (2) ¢ ilimitada sempre que € > (Ma,scjzl’__,,_] {Ei:l,...,n xij}) _1, ou seja,
sempre que € < (M aTj=1,..J {Zi:l,...,n scij}>_1 o programa linear- (2) terd solugéo.

Como a maioria dos modelos de anélise de eficiéncia é baseada em programagao linear,
Ali e Seiford ainda chamam atencdo ao seguinte detalhe. Ao determinar se uma varidvel nao
bésica & ou nao é candidata a entrar na base, o preco reduzido desta deveria ser comparado com

o valor nulo. Entretanto, a maioria dos soffwares nao faz a comparacdo com o valor nulo mas
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sim com um preco tolerancia, tal como 107 ou 10713, Dependendo do valor de & usado e do
valor dos insumos e dos produtos, o prego reduzido (reduced cost) da varidvel ndo bésica pode
tornar-se muito préximo a este prego tolerdncia; se for menor que o prego tolerancia a varidvel
sers descartada e nao ser4 candidata a entrar na base quando na verdade deveria ser candidata.
Assim, a verdadeira otimalidade ndo serd alcancada. Portanto, ao utilizar-se um software de
programacao linear para implementar (2) deve-se descobrir, antes, qual o valor desta tolerancia
e nao atribuir a € qualquer quantidade que satisfaga a condigao do teorema de Seiford e Ali.
Para evitar o uso de € no cdlculo do indice ndo radial da eficiéncia técnica orientacao
consumo considerando retornos constantes de escala, alguns pesquisadores sugerem que a re-

solucéio do programa (2) seja substituida pela resolugdo dos programas (1) e (2a)

m n
. 1 2
Mazimo kz lsk + E lsi
ey 1=

J '
1__,0 —
s.a Ziyk; — Sy =Y k=1,..,m

i=1 o (22)

d 2
* A,

Nl — > zjwyy—s;=0,i=1,..,n

Jj=1 '

1 42
2j, Sy, 85 20

Do programa (1) obtém-se o indice radial da eficiéncia técnica EFCorn(y®,z°) = A%, que é a
maior contragao radial vidvel do consumo, alocando o plano (z°,y°) sobre I 50qc(ye)- O programa
linear (2a), onde A* é constante, tem a finalidade de maximizar as folgas dos insumos e dos

produtos para realocar o plano intermedidrio (A\*z°,y°) sobre E f Ce(ye)r-

2.4 A Medida Free Disposal Hull-FDH

Em geral as fronteiras de producdo geradas pelas medidas radiais e ndo radiais da
eficiéncia técnica sao definidas por combinagdes lineares entre planos de producao observados
eficientes tecnicamente. Portanto, a fronteira de produgéo pode ser formada por planos de pro-
dugdo observados e planos de produgéo hipotéticos. Esta caracterfstica, de planos de produgao
que ndo ocorreram ha pratica pertencerem a fronteira de producio, é considerada indesejével por
alguns pesquisadores. Para suprir esta lacuna, em 1984 Deprins, Simar e Tulkens introduziram
uma medida radial denominada por eles de Free Disposal Hull-FDH que gera uma fronteira de
producao constitufda apenas por planos de produgéo observados.

Na medida radial desenvolvida, Deprins, Simar e Tulkens mantém o descarte forte
dos insumos e dos produtos bem como a propriedade de retornos varidveis de escala. Para
obter a medida FDH orientacio consumo basta adicionar em EFCy, a restricdo z; € {0,1},

j=1,...,J que tem o objetivo de ‘enfraquecer’ a necessidade de convexidade da tecnologia de
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produgéo. Embora a adigao desta restri¢do transforme o cilculo num problema de programagao
~com varidveis discretas, existem algoritmos baseados no conceito de dominéncia® que simplificam
a solugao.

Na figura 2.9 encontram-se ﬂustrados o conjunto C¢(1) e a fronteira gerada pela medida
radial de CCR, e o conjunto Crpg(1) e a fronteira gerada pela medida FDH. Pode-se observar
que a fronteira gerada pela medida FDH, ¢ a isoquanta de Crp m (1) e que coincide com o conjunto
de eficiéncia fraca. Portanto, a medida FDH classifica os planos de produgao pertencentes a
isoquanta como eficientes tecnicamente e projeta os planos pertencentes ao interior de Crppp (1)
sobre esta. Por exemplo, o plano de producéao Py € ineficiente tecnicamente pois é dominado pelos
planos de produgao observados Pi, P, Ps, Pg, P1o € P1;. Graficamente o escore da eficiéncia
de P7 orientacéo consumo é EFCrpgm(z’, y7) = Z e seu plano de produgéo benchmark é Py.”

A medida Free Disposal Hull orientagao consumo do o-ésimo produtor tem a seguinte
definicao:

Definigao 8 A fun¢io EFCrprm(y°,z°) = Min{)\’° : y° < zM, zN < \°z°, i zj =1, 2 €
{0,1}} ¢ a medida FDH da eficiéncia técnica orientagdo consumo do o-ésimo pj%:iutor.

Tulkens [1993] demonstrou que é possivel calcular a eficiéncia técnica via FDH sem
resolver qualquer problema de programacao matemética, e sugere o uso de um algoritmo consti-
tufdo de dois passos que é baseado no conceito de dominéncia orientagdo consumo. Se o decisor
pretende calcular o fndice da eficiéncia técnica orientacdo consumo do o-ésimo produtor, basta
exe_cutar'o seguinte algoritmo, que mede EFC FDHIn através de comparagoes entre as unidades

de produgéo observadas:

Passo 1: Associar ao o-ésimo produtor o conjunto D, contendo os indices de todos
os vetores (g, yx) satisfazendo z;, > 4, ¢ = 1,..., N, com desigualdade
estrita para pelo menos um elemento, € Y;x = ¥Yjo, J = 1, ..., M.

Passo 2: Calcular o indice de eficiéncia técnica FDH usando
EFCrpam(®,y°) = Mingep, {M‘m’i:l,...N (M) }

Tio
Seja o =m e 2z = 1 para algum k € {1,..., J}. Entdo o k-ésimo produtor (que é bench-

mark do m-ésimo produtor) produz pelo menos o que o m~ésimo produz, porém consumindo

6Sejam os planos de produgio p° = (z°,3°) e p* = (:cd,yd). p? domina p° se 2% < 2° e y? > ¢°, ou se z¢ < z°
e y% > y° [Tulkens, 1993, p.4].

7 7.7 . o7 To7 T17 2
EFCrpum(z’,y") :mm{—z = } =—==1
12 T22 12
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Figura 2.9: As fronteiras de produgao CCR e FDH.

menos. Esta medida é muito restritiva pelo fato de um produtor ser benchmark apenas quando:
(i) o nivel de todos os produtos é major ou igual aos do produtor em anélise; e (ii) o nivel de
todos os insumos empregados for menor ou igual aos do produtor em anélise e com desigual-
dade estrita para pelo menos um deles. Se nehuma destas duas condigGes for verificada (quando
D, = ¢) entdo o produtor analisado é eficiente tecnicamente.

A implementacdo computacional desta medida entao, consiste em implementar com-
paracdes do vetor insumo/produto de cada produtor com todos os demais vetores verificando a
existéncia de ineficiéncia no sentido direto da definicao de Koopmans: um produtor. é ineficiente
se existir outro que emprega quantidades de recursos menores ou iguais (valendo pelo menos uma
desigualdade estrita), e seja capaz de produzir as quantidades de prbdutos iguais' ou maijores.
Assim um produtor ¢é ineficiente se for possivel encontrar outro que o domine no sentido recém
exposto; o dominante (ou referéncia) se constitui um benchmark para a dominada.

Muitas vezes a abordagem FDH é considerada o melhor cenério para calcular a eficién-
cia pois sua fronteira de producao é envolvida pelas fronteiras definidas na se¢ao 2.2.1, resultando
em escores de eficiéncia maiores que EFCeory, EFCynin e EF CV . FDH apresenta duas van-
tagens em relacio a outras medidas: (a) seus escores transmitem maior credibilidade pois sua
fronteira de producao possui ajusté maior aos dados; (b) compara cada unidade de produgéo
com outra unidade de producio observada e ndo com cendrios hipotéticos (que sdo planos de

producdo que nunca ocorreram na pratica [Girod, 1996, p.53].



24

2.5 Medidas da Eficiéncia Técnica Quando as Quantidades Con-

sumidas e Produzidas sao Imprecisas

Na literatura encontram-se trés alternativas para lidar com a eficiéncia técnica ao ocor-
rer impreciséo na mensuracao de quantidades dos insumos e dos produtos [Girod, 1996, p.56]. A
primeira alternativa assume que existe um processo estocastico que gera os niveis dos insumos
e os produtos. A dificuldade associada a esse enfoque é a determinagéo das distribuicdes das
probabilidades das varidveis envolvidas nos célculos, pois a escolha de tais distribuigdes se faz
muitas vezes mais em funcio do instrumental matemadtico/estatistico disponivel do que de ev-
idéncias empiricas. A segunda alternativa envolve o uso de técnicas de pés-otimizagao tal como
andlise de sensibilidade, precos sombra e programacéo paramétrica. Mas como enfatizado por -
Carlsson e Korhonen [1986, p.17|, estas técnicas sdo inapropriadas em anélises quando hé4 in-
certeza associada & medida dos insumos e dos produtos. Por exemplo, a anélise de sensibilidade
é usada para gerar solucdes alternativas situadas na vizinhanca de um 6timo; pregos sombra
indicam o quanto a solugao 6tima melhorard em fungdo do vetor restricao; e com a programacao
parameétrica é vidvel analisar mudangas em uma varigvel no conjunto de restricoes e na funcao
objetivo. Portanto, nenhuma destas técnicas orienta o decisor no sentido de seguir uma politica
melhor dado o grande niimero de cendrios de producao implementéveis e plausfveis associados
aos insumos e aos produtos [Triantis e Girod, 1998, p.2|.

A terceira alternativa, baseada na teoria dos conjuntos difusos, foi inicialmente intro-
duzida por Sengupta [1992]. Ele propds que as restrigdes e a funcéo objetivo (dos programas
lineares empregados no célculo da eficiéncia técnica) sejam difusas e que sejam essencialmente
satisfeitas ou essencialmente nio satisfeitas. Em sua abordagem as relagbes entre insumos e pro-
dutos sao difusas e os insumos e os produtos sao tratados como determinfsticos. Em 1996 Girod
desenvolveu uma metodologia de an4lise da eficiéncia técnica empregando quantidades difusas
nos célculos; em sua abordagem o decisor é capaz de definir um “nivel fora de risco” e um “nivel
impossivel” de ocorrer para cada insumo e cada produto (ﬁgura 2.10, p4g.26). Niveis consum-
idos e produzidos fora de risco sdo conservadores e podem ser realmente obtidos na produgéao, .
enquanto que nfveis impossiveis estdo associados aqueles valores que representam cendrios de
producdo menos realfsticos (tal como grande quantidade de produtos sem defeitos).

Em 1998 Ueda e Kamimura propoem uma medida aplicsvel nas situacbes em que as
quantidades consurnidas e produzidas séo nimeros difusos do tipo LR (figura 2.11, p4g.29). Os
pesquisadores sugerem uma agregacao das quantidades difusas transformando-as em quantidades

deterministicas.
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Nesta secdo serdo abordadas as medidas difusas da eficiéncia técnica comentadas®.
Para o desenvolvimento destas medidas, suponhamos que tenham sido ohbservadas as atividades
de J produtores, cada um transformando n insumos em m produtos. Seja M (4 X m) a matriz
contendo as quantidades difusas dos produtos observados e N (j X n) a matriz das quantidades
difusas dos insumos. Entao, ’S‘C{ji. € N ¢ a quantidade difusa consumida do i-ésimo insumo pelo

j-ésimo produtor e Y € Méa quantidade difusa do k-ésimo produto do j-ésimo produtor.

2.5.1 Medida de Sengupta

Sengupta [1992] desenvolveu uma medida da eficiéncia técnica para avaliar planos de
producdo envolvendo muiltiplos insumos e um tnico produto. O abordagem de Sengupta é
baseada no programa linear dual da medida radial de CCR e na programagéo linear difusa
simétrica de Zimmermann e sugere a existéncia de imprecisbes entre os planos de produgao

observados. O modelo pode ser escrito no programa linear difuso

Maximize w

s.a wdo + XoB < go + dy
wdjédj+XJT,8——Yj,‘j=1,2,...,J (3)
0wkl
g=0

onde g, representa o “nfvel de aspiracdo” da fungao objetivo e d; é a violacao permitida da

j-ésima restricdo. A eficiéncia técnica do o-ésimo produtor é XO 5 [Girod, 1996, p.88].
[}
Sengupta nao propde nenhum procedimento para a especificacao e g, e d;. A dificul-
dade de fixar os nfveis de tolerdncia e a limitacdo de trabalhar com apenas um produto séo

impedimentos para a aplicagao prética do modelo de Sengupta.

2.5.2 Medidas de Girod

Na medida desenvolvida por Sengupta ndo podem ser inseridas as quantidades difusas
dos fatores de produgdo. Girod foi mais além e desenvolveu um conjunto de medidas cujos
programas lineares empregam quantidades difusas semelhantes &s representadas na figura 2.10.
A questdo central da abordagem envolve a especificaggo dos limites inferior e superior para cada
insumo e para cada produto. Tais limites sdo considerados valores “livres de risco” - (valores
conservadores, certamente alcangdveis com os procedimentos tecnolégicos djsponfvéis para cada
produtor) aos quais se associa um grau de possibilidade de ocorrer na pratica igual a 1, e

valores “impossiveis” (limites além dos quais os planos de produgao seriam certamente irrealistas)

8No Apéndice A deste trabalho encontram-se nocoes bédsicas sobre conjuntos difusos e programagao linear

difusa.
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associados a um grau de possibilidade zero de ocorrer. A quantidade de cada fator de producédo
caracteriza-se assim, como um conjunto difuso cuja fungéo de pertinéncia (ou distribuigéo de
possibilidade) alcanga grau 1 no limite “livre de risco” e grau zero no limite “impossfvel”,
decrescendo monotonicamente de um até zero nesse intervalo.

Sejam z;, 0 limite inferior e Z;, o limite superior do ¢-ésimo insumo do o-ésimo produtor.
A funcio de pertinéncia associada ao insumo z;, é
Lo — Tio

Tio ;=1 .. N, o=1,2,..,J,
Zio — T4o

Mg (xio) =

~ Sejam .0 limite inferior e ¥, o limite superior do k-ésimo produto do o-ésimo produtor. A
funcdo de pertinéncia associada ao produto yg, é

Uko k=1, M,0=1,2,..,J.
Yko — Yko -

:u‘y(yko) =

As duas fungbes de pertinéncia encontram-se ilustradas nos paihéis (a) e (b) da figura 2.10.

He A : : Hy A
1 1
—> X ' >
0 x X 0 Y Y Y

(a) | (b)

-Figura 2.10: Funcao de pertinéncia dos insumos e dos produtos. (Fonte: Girod, 1996,
p.91) '

- Das funcdes de pertinéncia pode-se expressar ambos, Z;, € Yxo, como combinacgéo linear
dos seus respectivos limites.
Tio =Tg0 — (%o - fiio) X ,u;,;(xio) _ (4)
Yko = (_?Jko = Tko) X by (ko) + Tro
Substituindo estas quantidades na definigdo 1 (secao 2.2) tem-se a medida da eficiéncia
técnica considerando retornos constantes de escala e descarte forte dos insumos e dos produtos. O
indice da eficiéncia técnica EFCcarn(y°, 2°) entéo é obtido com o auxilio do seguinte programa

linear difuso paramétrico (os pardmetros sdo p (%) e i, (y°))
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Minzmize X
J

. s.a 1y (1°) % (Yro = Tko) + Tro < 21 [,u'y(ykj) (Yks — Trj) + Usn)
- (5)
ézg [ — (@5 — Ty5) X #m(“’”) <A (Zio — (Zio = Zio) X pig(2°))
% >0

Para Carlsson e Korhonen (1986, p.25]' 0 melhor valor da fungo objetivo, a um nivel fixo
de precisao u, sempre ocorrerd quando todas as fungbes de pertinéncia forem iguais, ou seja,
tie(in) = py(Ykn) = p. Rescrevendo (5) tem-se
Minimize A
s.a X (Yo — Tro) + Tko < X 25 [ X (Uks — Tkj) + Fjn) :
=1
s 7 | (6)
> 2 (@5 — (21 — %) X pl <A (o — (@0 — Tio) X 1)
j=1
Z§ Z 0
A medida da eficiéncia orientacdo consumo supondo retornos varidveis de escala e
descarte forte dos insumos e dos produtos EFC’VGIn(scO,yO) serd calculada com auxilio do
seguinte programa linear difuso
Minimize X
: J

s 1 X (Yo — Tro) + Tro < S [ % (yrs = Trs) + Fsn)
i=

J . . (7)
2 % [ — (25 = i) X 1] <A (a0 = (810 = Fio) X 1)

Ezj=1, ZjZO

Mantendo a suposi¢ao de funcdes de pertinéncia lineares € monotdnicas crescentes para
os insumos e fung¢des lineares monotonicamente decrescentes para os produtos, o decisor, para
uma dada funcdo de pertinéncia i, pode transformar a medida FDH numa medida correspon-
dente. Incluindo a restrigdo z; € {0,1} em (7) obtém-se entdo o programa linear difuso para

calcular o indice da eficiéncia técnica orientacio consumo EFCrprcin(y®, z°).

Minimize X

J
s.a 1 X (Yro — Tro) + Fko < lej [ (k5 — Trg) + Gin)
J:
J
> 25 @ — (5 — Zig) X 1] < A (@io — (Zio — Tio) X ) - (8)
3=1
n

EZJ'=1, szO
=1

zj € {07 1}
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OBS.:A medida EFCrpacin(y°®, z°) também pode ser calculada através de um algoritmo seme-
lhante ao processo descrito na secao 2.4.

Para resolver (6)-(8) o decisor deve experimentar diferentes valores para a fungéo per-
ti_néncia‘ i, por exemplo 0,1;0,2;...;0,9;1 e resolver o programa linear difuso correspondente
[Girod, 1996, p.99]. O conjunto de solugdes resultante desta série de programaé lineares pode
ser representado graficamente em termos do conjunto de valores de . Do gréfico, o decisor ters
uma visdo do comportamento da funcdo objetivo segundo a variacao de u, e permite extrair
conclusdes apropriadas.

A determinacgao dos limites “livres de risco” e “impossivel” é essencial nesse proced-
imento pois a eles serao associados graus de possibilidades de implementacao dos planos de
producio. Por exemplo; segundo os termos de Girod [1996, p.99], os indices de eficiéncia técnica
associados a u = 0,6 serao interpretados como tendo 60% de possibilidade de serem realistas,

uma vez que sdo construfdos a partir de planos de produgéo que tém, eles mesmos, 60% de

possibilidades de serem realistas.

2.5.3 Medida de Ueda e Kamimura

Ueda e Kamimura [1989] desenvolveram uma metodologia para mensurar a eficiéncia
técnica quando as quantidades consumidas e produzidas sdo nimeros difusos do tipo LR. Os
pesquisadores sugeriram uma agregacao das quantidades imprecisas transformando-as em quan-
tidades determinfsticas (crisp). Seja A = (g,a,a) (ilustrado na figura 2.11) a quantidade difusa
de um fator de producao, onde g ¢ o limite inferior, @ é o limite superior e a é a quantidade média,
entdo segundo a metodologia de Ueda e Kamimura a quantidade deterministica que corresponde
aAeé

(a+2a +;‘z)

4=t o

Como as quantidades dos fatores de produgio sdo expressas através de intervalos continuos, a
agregacao resulta em quantidades pertencentes aos intervalos (A € [g,d]) e geralmente tem-se
A+#a. |

Apés transformados todos os insumos e produtos em Quantidades deterministicas, basta
substituf-las na medida radial de CCR. Neste caso o programa linear resultante é independente
de pardmetros e os resultados obtidos nao indicam ao decisbr o comportamento da eficiéncia

técnica em fung.éo de diferentes conjuntos corte p dos fatores de produgao.
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Ha

Figura 2.11: Fatores de produgao expressos através de mimeros difusos do tipo LR.

2.6 Consideragoes Finais

Em 1951 Debreu e em 1957 Farrell definiram uma medida radial da eficiéncia técnica
como sendo a unidade menos a mdxima reducgio proporcional dos insumos tal que o produtor
possa continuar a fabricar os mesmos produtos. Em 1978 Charnes, Cooper e Rhodes desen-
volveram a abordagem DEA e o primeiro programa linear para calcular o indice definido por
Debreu/Farrell. Vérias medidas da eficiéncia técnica foram construidas apés o desenvolvimento
de DEA, destacando-se a medida de Banker, Charnes e Cooper [1984], a medida free disposal
hull-FDH de Deprins, Simar e Tulkens [1984], as medidas ndo radiais e as medidas aplicéveis

nas situacoes em que as quantidades consumidas e produzidas sdo difusas.



Capitulo 3

Desenvolvimento de Medidas para
Anadlise da Eficiéncia Técnica em

Ambiente Difuso»

No capftulo anterior foram apresentadas e discutidas algumas medidas da eficiéncia
técnica baseadas em programacao matemdtica. Dessa exposi¢do pode-se concluir que apés 1978
vérias medidas foram desenvolvidas, dentre as quais destacam-se as medidas de CCR [Charnes,
Cooper, Rhodes, 1978], a medida de BCC [Banker, Charnes, Cooper, 1984|, a medida Free
Disposal Hull-FDH [Deprins, Simar, Tulkens, .1984], as medidas néo radiais e algumas medidas
aplicdveis nas situacdes-em que as quantidades consumidas e produzidas sdo difusas.

Neste capitulo serdo desenvolvidas duas novas medidas para avaliar a eficiéncia técnica
em ambiente difuso, ou seja, quando as quantidades consumidas e produzidas sdo difusas. A
primeira se¢do descreve a medida CCRg que é uma g’eﬁeralizégéo da medida de CCR. Tal
medida serd aplicdvel na mensuragéo da eficiéncia técnica nas situagoes em que as quantidades
consumidas e produzidas nio sdo conhecidas com exatiddo e podem ser expressas através de
numeros difusos do tipo LR. A medida serd baseada na medida radial de CCR, na relacao de
ordem entre mimeros difusos desenvolvida por Ramik e Rimének [1985] e na programacao linear
difusa de Campos e Verdegay [1989]. A mensuracdo da eficiéncia consiste em avaliar a eficiéncia
técnica para diferentes conjuntos corte x dos insumos e dos produtos, como por exemplo u € {0;
0,1; ..; 0,95 1}. Se p = 0, entdo nos célculos da eficiéncia consideram-se niveis de consumo
e de producdo que apresentam possibilidade maior que 0 de terem ocorrido na prética e em
conseqiiéncia os fndices da eficiéncia técnica calculados apresentam possibilidade maior ou igual
a 0 de terem ocorrido na prética; quanto maior o nivel de ¢ (1 — 1), mais os conjuntos corte

restringem as possiveis quantidades consumidas e produzidas e, portanto, maior é a certeza em
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relacdo aos indices da eficiéncia calculados; se ;4 = 1, entao os niveis consumidos e produzidos
utilizados nos célculos apresentam a possibilidade igual a 1 de terem ocorrido, e aos fndices da
eficiéncia calculados é associada igual grau de possibilidade de ocorréncia na prética.

A segunda sec@o descreve a medida FDHg que é uma generalizagao da medida Flree
Disposal Hull. A medida FDHg ser4 aplicdvel nas situacdes em que sdo conhecidos os niveis
atuais do consumo X? e da producéo Y?, e a reducdo o, e a expansao 3, do consumo tal que
consumindo X,; = (1 — a,)X° (e, < 1) e X5 = (1 + 3,)X° o produtor ainda gera quantidades
plausfveis Yo; e Y5 da producso!. Para proceder a anélise da eficiéncia o decisor devers estimar
os niveis da produgio se o consumo for X = (1 —¢)X° e X°¢ = (14 ¢€)X? Ve € [0,a,] e Ve €
[0, B,], e portanto a tecnologia de produgao serd constitnida por planos de produgéao resultantes
de contracbes e expansoes dos planos de produgdo observados e pelos planos dominados pelos
primeiros. A mensuragdo da eficiéncia técnica orientagdo consumo consiste em determinar a
maior contracao radial vidvel do consumo alocando o plano na isoquanta do conjunto consumo

da tecnologia de produgao.

3.1 Desenvolvimento da Medida CCRg

Em algumas situactes as quantidades consumidas e produzidas podem nao ser men-
suradas exatamente. Sempre que as quantidades consumidas e produzidas nao sao conhecidas
com exatidao, o decisor podera ser capaz de especificar seus limites inferiores e superiores. Além
destes limites, suponhamos que o decisor seja capaz de especificar as quantidades médias que
ocorreram com maijor possibilidade, caracterizando mimeros difusos do tipo LR (figura 2.11).
Nesta secao ser4 desenvolvida uma generalizacgdo da medida de CCR, denominada de medida
CCRg, que ser4 aplicdvel na mensuracdo da eficiéncia técnica quando as quantidades consum-
idas e produzidas sao nimeros difusos do tipo LR. O programa linear que definird a medida
CCRg ser4 baseado em relagdes de ordem entre mimeros difusos e na programacao linear difusa
de Campos e Verdegay [1989).

Inicialmente sera definida a relacdo de ordem entre mimeros difusos desenvolvida por
Ramik e Rfmének [1985]. A seguir serd descrito o modelo de programacéo linear difusa de
Campos e Verdegay [1989] cujasv restricGes sdo relagbes de ordem. Por tltimo serd sugérida a

generalizacdo da medida radial de CCR

la, e 8 , S3o respectivamente os limites méximos da contragdo e da expansao do plano de produgao (X°,Y°).
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3.1.1 Relagao de Ordem entre Niimeros Difusos

O conceito de relacdo de desigualdade entre dois mimeros difusos d e bé baseado nas

seguintes definicdes [Ramtk e Rimének, 1985].
Definicao 9 @ <r b se sup ay < supf)y,‘V'y € [0,1].

Sedeb éxpressam quantidades nao bem conhecidas representadas por mimeros ou
intervalos difusos, entao a relagdo @ Jg b tem a seguinte ihterpretagéo: se u é o valor atual da
quantidade @ entdo a possibilidade do atual valor v de b nao ser menor que u é pelo menos tao
grande quanto a possibilidade da ocorréncia de u. Em outras palavras, para qualqﬁer valor u de
& existe um valor v de b néo menor que u com pelo menos a mesma possibilidade de ocorréncia do

valor u tem na distribuicao possibilidade de @, ou seja: Yu € R Jv € R, [u S v A pg(u) < ,ug(v)].
Definicao 10 @ = b se inf &, < inf by, Vv € [0, 1].

Sea 3L b entao sempre que o atual valor v de b ocorrer, a possibilidade do atual valor
u de & ndo ser major que v € pelo menos tdo grande quanto a possibilidade da ocorréncia de v
na djstribuic;éo de possibilidade de b. A condicio na definicdo é equivalente a: Vu € R Jv € R,
[u < v A pa(u) > pp(v)]. |

Baseados nas definicdes 9 e 10, Ramik e Rimének [1985, p.126] constréem a relagao

usada para comparar nimeros difusos.
Definicao 11 @ 3bseda Spbed 3. b.

Pode-se interpretar estas trés definicdes da seguinte maneira: enquanto que @ Xg b
indica que @ nao pode ser maior que l~), arelacdo @ 3 b indica que b néo pode ser menor que a,
e a relagdo & 3 b significa que, simultaneamente, @ ndo pode ser maior que bebndo pode ser
menor que a. ’ '
| Campos e Verdegay [1989, p.5] entdo, a partir da defini¢go 11, expressaram @ 3 b em

termos de cortes p de @ e b.

Conclusdo 12 Sejam &,b € R nimeros difusos do tipo LR, tais que & = (a,a,a) e b= (b,b,b),
com subcomjuntos corte i [a,,8,] e [by, by respectivamente, onde p € (0,1]. Entdo, & Jr b se

au < by, Vue (0,1, e&jL‘Esegu < b#,‘v’uE(O,l],e&jgse&M <b, ea,< by

Quando for conhecido a priori um valor de u € (0, 1], corfespondendo ao grau de otimismo do

~ decisor em relagao a aceitagdo de & 3 b pode-se considerar a seguinte versao da conclusao 12

[Tanaka, Ichihachi e Asai, 1984 apud Campos, Verdegay, 1989, p.5]:
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by e ay < by, VR € [, 1].

N

&j"’l;igh

Como os mimeros difusos séo do.tipo LR, entao a desigualdade a = b pode ser substituida pelas

equacgoes
ay, < bp, € ay < B;u (1)

onde g, = pa+(1—p)a, by = pb+ (1 -p)b, @ =pa+(1-p)aeby, =pb+(1-p)bep€[0,1].

. Portanto, @ 3 b vale somente se as duas desigualdades expressas em (1) valerem para
qualquer conjunto corte p de a e b. Ou seja, quando o limite inferior (g,) do conjunto corte
de @ for menor que o limite inferior (4,) do conjunto corte p de be quando o limite superior do

conjunto corte u de a for menor que o limite superior do conjunto corte p de b.

3.1.2 A Programagao Linear Difusa de Campos e Verdegay

Seja o programa linear difuso

Mazimize Iz
s.aa @z 3Ib,i=1,2,..,r (2)
z>=0

onde @; = (@1, @i2, -, Gss), ¢ = 1,2,...,7 € um vetor de nimeros difusos, b; é outro mimero difuso,

T s50 deterministicos (ou seja, as suas componentes nao sao difusas). Sejam @j;

e os vetores r e ¢
e b; mimeros difusos do tipo LR expressos por @j; = (&, aj, Gji) € by = (b5, b5,b:), 1 = 1,2,...,8

ei=1,2,...,r cujas distribuicdes de possibilidade (ou funcdes de pertinéncia) sao do tipo?

sepSuUxp
—P =
u

iy () = e p<uU<H - (3)

0 se u ¢ [p, Pl

A solugéo de problemas de programagcao linear difusa com estrutura semelhante ao de
(2) e distribuigdes de possibilidade representadas em (3) sdo amplamente estudadas, como por
exemplo em Campos e Verdegay [1989], Delgado, Verdegay e Vila [1989], Ramik e Rfmének
[1985], Hu e Hung [1996], Davis [1995] e Fullér e Zimmermann {1992]. Neste trabalho o desen-
volvido ser4 restrito ao modelo de Campos e Verdegay [1989)].

Campos e Verdegay [1989, p.7] utilizaram as equagGes expressas em (1) e rescreveram

o programa linear difuso (2) no seguinte programa linear paramétrico

*Se p = (p,p, D).
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Mazimize Tz

s.a _ [(1 - ,U«)di -I-uai] T < (1 - /.L)I;i + ub; (4)
(1 —wa +pa]z<(1—p)b+ub °
z>20,i=1,..,7; pel0,1]

Para fins computacionais ¢+ pode assumir os valores 0; 0,1; 0,2; ...; 1.

3.1.3 A Medida CCRg

Seja a medida radial de CCR

EFCics(X°,Y?) = Minimize 6 ‘
' sa zM2Y°. S (5)
0X°>=z2N
2; 20, 5=1,...,J
Analisando este programa linear verifica-se que a funcgéio objetivo é formada apenas por § (sem
presenca de insumos e de produtos) e que as restri¢des sdo relagGes de desigualdade entre quan-
tidades deterministicas. |
Suponhamos que os insumos e os produtos sejam quantidades difusas do tipo LR
associados a distribuicdes de possibilidade semelhantes & especificada em (3). Seja M a matriz
dos produtos € N amatriz dos insumos. Substituindo em (5), M e N por MeN respectivamente,
e Y” por Y°e X° por X° tem-se:
Minimize 0
s.a zM>2Y°
AX° > 2zN
2; 20, j=1,..,J

ON

No programa linear difuso-pld (6) a funcdo objetivo é formada apenas por quantidades
deterministicas, e as restri¢des sdo relagbes de desigualdade entre nimeros difusos. Devido a
estas caracteristicas, a solucdo 6tima do pld (6) pode ser obtida a partir da programacao linear
difusa de Campos e Verdegay [1989]. Entédo, o pld para calcular a eficiéncia técnica orientagao

consumo supondo retornos constantes de escala-EFC, z°,y°) do o-ésimo produtor, serd
CCRgIn Y )
Minimize 64

J o
5.a (1 = W)Tro + Byro < Y 2 [(1 — W) Tks + prsl, k=1,...,m
1

2 [(1= )y + pyrs), k=1, ..,m
- )

J
(1 = 1) Yro + HYko <

J

s |
2i [(1 = W)Zsj + pzig] < 5 [(1 ~ p)Zio + pTi0), i = 1,..,m
=1 |
- |
> 2 [(1 = wms + poy] <05 [(1 = W) Zio + pzio), i =1,...,n
Jj=1

2 20,j=1,.,J, pel0,1]
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No célculo da eficiéncia técnica, considerando J produtores, cada um consumindo n
insumos para produzir m produtos, e considerando k conjuntos corte p, devem ser resolvidos
(J x K) programas lineares formados por 2 X (n + m) restrigdes e (J + 1) vargveis cada.

A mensuracio da eficiéncia via medida (7) consiste entéo, em avaliar a eﬁciéncia téchica
para diferentes conjuntos corte u das quantidades consumidas e produzidas, tal como 0; 0,1; ...;
0,9; 1. Por exemplo, para p = 0 avalia-se a eficiéncia considerando nos cdlculos as quantidades
dos fatores de producgdo que apresentam grau de pertinéncié maior que 0, e em conseqiiéncia
6*=% apresenta possibilidade maior ou igual a 0 de ser o verdadeiro fndice da eficiéncia do o-
ésimo produtor.. Quanto maior o nivel de p mais restrita é a possivel variacao das quantidade
consumidas e produzidas, e conseqiientemente maior o realismo em relacio ao indice da eficiéncia
técnica calculado. Por exemplo, se i = 0,4, entao nos célculos utiliza-se quantidades de consumo
e de producao que apresentam grau de pertinéncia maior que 0,4, e conseqiientemente os indices
da eficiéncia técnica calculados apresentam no minimo a mesma possibilidade de terem ocorrido.
Variando-se entdo p em [0, 1], com a medida CCRg avalia-se a eficiéncia técnica de um plano de
producao para diferentes graus de otimismo em relagao a ocorréncia na prética das quantidades
dos fatores de produgdo. Anéslogo a metodologia de Girod [1996], o decisor terd em méaos um
conjunto de solugdes resultante desta série de programas lineares, sendo possivel analisé-las
graficamente em termos dos niveis u.

Se u = 1, entao verifica-se que os conjuntos corte 1 dos fatores de produgao reduzem-se
a quantidades crisp que sdo iguais as quantidades dos fatores de produgao que ocorreram com
maior possibilidade, e portanto, os dois primeiros conjuntos de restri¢des do programa linear (7)
sao iguais. Igual fato verifica-se com as restrigées do terceiro e quarto conjuntos. Portanto, se

p =1 entdo o modelo (7) é totalmente crisp, ou seja, a medida CCRg ¢ igual a medida CCR.

"Proposicao 18 Seja o conjunto corte p dos fatores de produgdo de todos os produtores. Se

u=1, entdo a medida CCRg é igual a medida radial de CCR.

Demonstracdo: Se p = 1, entdo o programa linear (7) pode ser escrito como

Minimize @4=1

M~

8. - Ygo S Ziykjy k=1,..,m

)
I
i

M~

Yo < 2iykj, k=1,...,m

J

Il
—

J
:1 : —_
Mozjmyy KOz, i=1,..,n
i=1

J

. -1 .
3 zjzi; SOz, i =1,
i=1

2;20,5=1,..,J
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Os dois primeiros conjuntos de restricoes sao iguais, e os terceiro e quarto conjuntos também

sdo iguais. Portanto, o programa linear (7) reduz-se a
Minimize 6=}
J
.8 Ypo K Y ZiYrj, k=1,...,m
p=|

J

3 2w < 04, i =1, .,n
£

2 20,j=1,..,J

que ¢ a medida radial de CCR considerando que os planos de producao sdo formados pelas

quantidades consumidas e produzidas que apresentam a possibilidade méxima de terem ocorrido.

3.2 Desenvolvimento da Medida FDHg

A principal caracterfstica que diferencia a medida free disposal hull-FDH da medida
radial de BCC é que, na primeira, a fronteira de producdo é formada unicamente por planos
de producgdo observados. Esta caracteristica estd ilustrada na figura 3.1 onde estdo plotados
5 planos de producdo observados (Tabela B.3, Apéndice B) e duas fronteiras de produgéo: no
gréfico (a) a fronteira de produgdo da tecnologia, sob hipétese de retornos varidveis de escala,
¢ formada pelos segmentos P1P4 e P4Ps; no grafico (b) a fronteira de producio gerada pela

medida FDH é formada pelos planos de producao observados P1, Pa, P3, P4 e Ps.

Produto ¥ Produto ¥
A A

SN

. > Insumo X

@ )

Figura 3.1: As tecnologias TPgcc € TPrpu € os planos de producao observados.

Suponhamos que () a tecnologia de produgéo seja formada pelos planos de produgio

observados, (72) pelos planos resultantes de contragdes e de expansdes destes (sem combinacoes
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lineares) e (i47) pelos planos dominados por estes. O modelo de programacao matemética para
calcular a eficiéncia neste cendrio pode ser obtido através da introducao de pequenas alteragoes na
medida FDH permitindo contrag6es e expansoes controladas dos planos de produgao observados.
Um modelo assim construido retém a caracteristica desejavel do benchmark ser construido sobre
um tnico produtor mas flexibiliza o modelo FDH.

Nesta secao serd desenvolvida uma generalizacado da medida Free Disposal Hull-FDH,
denominada de FDHg, para calcular a eficiéncia considerando que os planos de produgao podem
ser contrafdos e expandidos. Inicialmente serd definido o que é retorno de escala e seré exposto o
método de Banker e Thrall [1992] para calculd-lo. Em seguida serd apresentada uma metodologia
para contrair e expandir os planos de producgao observados de modo que a contragdo ocorra na
direcdo da maior taxa do retorno de escala e a expansdo ocorra na diregao da menor taxa do
retorno de escala. Por ultimo serd definido o problema de programacao através do qual serd

calculado o ndice da eficiéncia FDHg.

3.2.1 Retornos de Escala

Retorno de escala, ou economia de escala, é uma relagao entre insumos e produtos
[Steering Commitee, 1997]. Os retornos podem ser constantes, crescentes ou decrescentes, de-
pendendo do nivel da .produgéo crescer na mesma propor¢ao, numa propor¢ao maior ou numa
proporgao menor que o consumo, respectivamente. Portanto, conhecendo-se o retorno de es-
cala pode-se conhecer a variagao da producao quando ocorrer uma reducao ou um aumento do
consumo.

O emprego de DEA na determinacéo do retorno de escala originou-se do trabalho de
Banker [1984] quahdo introduziu a nogéo de most productive scale size-mpss®, e mostrou como
a medida CCR poderia ser empregada para obter uma estimativa do retorno de escala. O
trabalho de Banker ¢ limitado & consideracio de uma tnica solugao 6tima para o prograina
linear da medida CCR. o que corresponde 4 ocoréncia de um unico hiperplano suporte para a
tecnologia de produgio, restringindo bastante suas aplicacoes empiricas ([Banker e Thrall, 1992,
p.74-75]. Banker e Thrall [1992] foram mais além, e modelaram uma metodologia para mensurar
retornos de escala de planos de producao pertencentes ao conjunto eficiéncia aplicével tanto nas
situacoes em que a solugdo 6tima é Unica quanto naquelas em que tal solugao néo é tinica. Para

descrever a metodologia é necessdrio definir os conjuntos

1. TPBCC = {(X,Y) X}
J

J J J '
2 X5, Y < Y zY;, Y oz=1, ZER:II—}’ .
=1 j=1 =1

3Um plano de produgao (Xm,Ym) € T € um mpss se e somente se para todo (zXm,y¥Ym) €T tem-se >
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2. TI(X°,Y°) = {(X,Y): X =zX°Y =yY°, z,y € Ry, z# 0},

3. I'(X°, Yo = {(m,y) 1xX° > zjjlszj, yY° < iljlzj}’}, i:lzj =1, z€ Ri},
3= j= J=

onde X é a matriz dos insumos, Y é a matriz dos produtos e J é o mimero de produtores.
O conjunto TPggc ¢é formado por todos os planos de produgdo vidveis considerando retornos
varigveis de escala e descarte forte dos insumos e dos produtos; o conjunto II é formado por
planos de producdo do tipo (zX°,yY?), z,y 2 0, x # 0; o terceiro conjunto diferencia-se dos
anteriores quanto as quantidades pertencentes a ele. Enquanto que TPpcc e II sao formados
por planos de producdo, I' é constituido por todos os pares de mimeros reais positivos (z,y)
utilizados na contracdo e na expansao de X° e de Y° tal que (zX°,yY ?) pertenca a TPpcc. Os
conjuntos TPgcc e I' encontram-se exemplificados respectivamente no gréfico (a) da figura 3.1 e
na figura 3.2. (Nas situagdes de um tnico insumo e de um tnico produto o conjunto II coincide
com o primeiro quadrante do plano XY).

Na figura 3.2 estéo ilustrados os pares (z,y) que contraem e expandem o consumo e a
producéo de P4 e geram planos de produgao pertencentes a TPpcc. Com os pares de mimeros
locados no interior de I' sdo gerados planos de produgao pertencentes ao interior de TPgcc, e
com os pares locados na borda de I" (P4) séo gerados planos de producéo pertencentes a fronteira

de producéo de TPpcc. Sejam entao os segmentos

y
A

8/7

2117

0 1/3 1 5/3 >

Figura 3.2: Imagem de II(3,7)N TPgcc.

z=1-t 0<t<}
PPy

=1+t 0<t<?2

e PrPs
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que definem a borda superior de I' (P4). Qualquer par de escalares (z,y) = (1 —¢,1 — %t), 0<
t< %, pertencente ao primeiro segmento contrai (3,7) e o plano (3m', 7y) pertence ao segmento
PPy C TPgcc. Pares (z,y) = (1+1¢,1+ 13—4t) pertencentes a Pr-ps» expandem (3,7) e geram
planos de produgio do tipo (3z,7y) pertencentes ao segmento P4Ps C TPpcc. Analisando a
inclinacdo das retas p17ps’ e P57 pode-se concluir que?:

1. se o consumo de X° = 3 for contrafdo para X = 3(1 — t), ou seja, X° serd decrescido em
t x 100 porcento, entdo o novo nivel da producio serd no méximo ¥ = 7(1 — i—it), com

0<t<2

2. se X° =3 for acrescido em (¢t x 100) %, entdo o novo nivel da prbdugéo serd acrescido em

(&t x 100) %, com 0 < ¢ < 2.

O retorno de escala numa vizinhancga® préxima ao plano de produgéo (3, 7), denominado
neste trabalho por REsc(3 7y, é dado pela inclinagdo das retas que passam por (1,1) e que
definem a borda de I' (P4) [Banker e Thrall, 1992, p.78]. No exemplo acima as retas Pi7pss e
b2 Ps passam por (1,1), e observam-se portanto dois valores para o retorno de escala em (3, 7),
ou seja REscz7) = % e REscizr) = 13—4. Banker e Thrall [1992, p.79] denominam o intervalo
definido por estes dois valores de “elasticidade do retorno de escala” numa vizinhanca de (3, 7).

Para estender a nocdo de retornos de escala & situagdo em que ocorrem multiplos
insumos e produtos, Banker e Thrall [1992, p.79] consideram aumentos proporcionais nos in-
sumos e nos produtos, mantendo fixo o mix insumo-produto igual ao de (X°,Y?). Os dois
pesquisadores desenvolveram a metodologia de célculo atendo-se & intersecdo dos conjuntos

TPgcc e II(X 0; Y°), e a solugéo do programa linear
EFCrvo(X°,Y%) = Maz {(WY°+u°) : WM -VN4+uw <OGVX° =L W,V >¢}

onde £ é uma quantidade infinitesimal positiva. Este programa linear é o dual do prografna
linear utilizado para mensurar o indice ndo radial da eficiéncia técnica de BCC.

Seja W*, V* e u°* a solucdo 6tima de EFCjy, para o plano de produgao (X°,Y?)
pertencente 3 fronteira de produgdo. Logo W*Y? +u®* =1 e V*X? = 1. Esta solucgao identifica
um hiperplano suporte no ponto (X° Y?°), e a imagem em I' de sua intersecdo com o plano

II(X°,Y") ser4 da forma (W*Y®°)y = (V*X°)x — u®* [Banker e Thrall, 1992, p.79]%. Se esta

‘Banker e Thrall, [1992, p.78-79].

5Chama-se vizinhanga de raio r de um ponto a € RY ao conjunto dos pontos z tais que |[z— a|| < 7, onde ||z
¢ uma norma Euclideana. )

SPois se (X,Y) € P entdo X =2X° e Y = 9Y°, e qualquer ponto (X,Y) no hiperplano satisfaz a condigdo de
W*Y +u>* =V*X. )
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for a tnica reta que passa por (1,1) € I'(X?,Y?°) entdo pode-se calcular o retorno de escala em
*Xe 1

WrYye  Wrye 1-—u* o
Para determinar a elasticidade do retorno de escala nas situacoes em que a reta passante

(X°,Y?), ou seja, REsc(xoyo) =

por (1,1) € " nao é tnica, Banker e Thrall [1992, p.81] sugerem o célculo dos limites inferior e

superior de REsc a partir das relagoes

1 1

_ . + _
REsc(Xo’Yo) =1 < REsc(xo,y0) < REsc(X,,’Y,,) =1 oot (a)

onde

wr=Min{u WY +u =W M-V N+u” <OV X =LW", V" > e} (b)
e

ut* = Maz {u°t : WtY?° +u°+ =L WM —VIN 4wt <O VIXe =1, WH VT > e} (o)

No programé linear (b), ¢ minimizada a constante utilizada no célculo do limite inferior do
retorno de escala, e no programa (c) maximiza-se a constante, determinando o limite superior
do retorno de escala. Portanto, para calcular os limites méximo e mfnimo do retorno de escala
de um plano de produgio basta determinar a solugdo 6tima dos programas lineares (b) e (c) e
substituir a solucio étima das fungdes objetivo nas relagdes de desigualdade expressas em (a).
A metodologia sugerida por Banker e Thrall {1992] também pode ser utilizada quando
(X°,Y°) nio pertence ao conjunto eficiéncia, empregando as seguintes projegdes de (X°,Y*°) no

conjunto eficiéncia:

onde 0*,132‘ e s, constituem a solugéo étima do programa linear que calcula o indice nao radial
da eficiéncia técnica considerando retornos varigveis de escala (medida BCC néo radial). Ap6s
executar estas alteragoOes, (X 2, f"’) pertence a fronteira de produgao recaindo-se na andlise do

retorno de escala detalhado nesta secdo [Banker, Bardhan e Cooper, 1996, p.584].

3.2.2 Estimando a Producao

No exemplo ilustrado na figura 3.1, 36, painel (b), séo detectadas duas deficiéncias
da medida FDH. A primeira deficiéncia pode ser observada nos indices de eficiéncia atribuidos
aos planos de produgio P3 = (3,4) e Py = (3,7). Apesar de ambos serem considerados FDH-

eficientes’ verifica-se claramente que o processo produtivo de P4 é melhor que o de P3. A segunda

7Apesar de P3 ser classificado como ineficiente tecnicamente pela medida FDH orientagio produgao, serd

classificado como eficiente pela medida orientacao consumo.
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deficiéncia pode ser obs_ervada nos fndices de eficiéncia técnica atribuidos aos planos P4 = (3,7)
e Py = (2,9;3); apesar de Py consumir 96,6% do nivel dos insumos de P4 e produzir apenas
42, 8% do nivel produzido por P4, o {ndice de eficiéncia técnica atribuido a ambos & 0 mesmo.
Seja o plano de produgio Py = (X',;, ﬁ), com X4 =3x(1—-0,04)e0< ¥, <Yy (Pyg¢
resultante da contracao do consumo de P4 em 4%). Dependendo do nivel da produgéo f/f;, o pro-
dutor hipotético Py passa a dominar o produtor observado P». Entéb, se o produtor P4 reduziu
o consumo em 4%, qual serd o novo nivel da producao (supondo retornos varidveis de escala e
descarte forte dos insumos e dos produtos)? A solucdo desta questéo foi sugerida anteriormente e
baseia-se no estudo do retorno de escala numa vizinhanga de Py. Suponhémos que a elasticidade
do retorno de escala numa vizinhanca do o-ésimo produtor seja [REsc(—XO,YO), RESC?-XO;YO)], e
que (a x 100) % seja a redugio proporcional no consumo e (b X 100) % o aumento proporcional

no consumo. Logo:

1. se a quantidade consumida decrescer proporcionalmente e passar de X° para X° x (1 —a),

entdo a producdo decrescerd de Y para Y X (1 —a X RESC?.XO’YO)>;

2. se a quantidade consumida aumentar proporcionalmente de X° para X° X (1 + b), entéo

a producao crescerd de Y para Y X (1 + b X REsc(—X,,’Y,,)).

v3.2.3 Limites das Contragoes e das Expansoes

A elasticidade numa vizinhanga do plano de produgao P4 do exemplo acima é [13—4, ﬁ]
Considerando-se portanto, uma redugéao no consumo em 4%, passando das atuais 3 unidades
para 3 X (1 —0,04) = 2,88 unidades, entédo segundo a metodologia descrita na segao acima, a
producio de P4 passar4 de 7 unidades observadas para 7 x (1 — 0,04 x %) = 6,7 unidades. Este
novo plano (P,) domina Ps e P3 sendo entéo classificados como ineficientes tecnicamente (Py &
o plano de producio benchmark de Py e Pj3).

Novamente surge uma questdo: quais sdo os limites da contragdo e da expansao do
consumo de um produtor? Esta questdo depende do decisor, porém sugere-se uma das duas

alternativas:

1. o decisor fixa os limites das contracdes e das expansoes;

2. os limites sao calculados pelo decisor de modo que os planos de producao resultantes da

contragdo e da expansao ainda pertencam a TPgcc.

Independente da alternativa empregada, pode-se afirmar que o consumo de cada produtor poders

ser reduzido no méximo em (a X 100) %, 0 < a < 1 e expandido em (8 x 100) %, 8 > 0.
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3.2.4 Planos de Produgao Difusos

Suponhamos que o plano de produgao observado do o-ésimo produtor é (X°,Y?) =
(Zoly s Tony Yol -+, Yom)s QUE RE.sc(—Xo’Yo) =1,e REsc?'Xo,Yo) =5, e que os escalares pos.itivos
a serem utilizados para contrair e expandir (X?, Y?) pertencem a [0, ), a < 1 € [0, 8, ) respecti-
vamente. O intervalo que contem as possiveis quantidades a serem consumidas do ¢-ésimo insumo
& (Zos, Toi) = (Toi (1 — 5), Zoi(1 +B,)) C R e o intervalo que contém as possiveis quantidades
produzidas do k-ésimo produto é (yok,ljok) = (Yo (1 — o X Ss), Yo X (1 =0, x1,)) C R .

Se for associado ao consumo do i-ésimo insumo a distribui¢ao de possibilidade (ou funcdo de

pertinéncia)
Upi — I,
8€ Toi < Upi & Lo
Toi — Zoi
. _ Toi — Uoi —
Mo (W) = ¢ ZET 20 go o gy < Boi (M
Toi — ot
0 8€ Ugs & (Lo, Toi)

entdo o consumo realizado pode ser visto como uma quantidade difusa. A quantidade difusa Z,;
¢ um nuimero difuso do tipo LR que pode ser representada pelo terno (Z,i, Zoi, Zoi), onde z,; €
Z,; sao os limites inferior e superior e z,; é o nivel que apresenta a maior possibilidade de ter
ocorrido.®

Associando também & produgao do k-ésimo produto a distribuicao de possibilidade

Vok — Yok »
—————  8€ Yok < Vok X Yok
Yok — Yok
_ -
Fyor ('l)) - ’y_'u 8¢ Yok K Vok < Yok * (H)
Yok — Yok
0 se Uok ¢ Yok, Yok)

_a quantidade produzida deste produto é um ndmero difuso do tipo LR representado pelo terno
Yok = (yok, Yok s ﬂok), onde Y,k € Jor 530 0s limites minimo e méximo de produgéo e y,; € o nivel
de pfodugéo que apresenta a maior possibilidade de ter ocorrido na prética. Portanto, se as
quantidades consumidas e produzidas sdo associadas as distribui¢des de possibilidade (I) e (II)
respectivamente, entdo o plano de producio observado (X,,Y,) pode ser visto como sendo um
plano de producao difuso, ou seja (X'O, f/o) = (Zo1, -y Zons Yol s --+s Jom,)-

Os paré,metfos py € i, nas equacbes (I) e (II), sdo os niveis de realismo desejado

-aos fatores de produgao e estao no intervalo [0,1]. Fixando o mesmo grau de realismo p as
quantidades consumidas e produzidas, ou seja, u = i, = p1,, 0s planos de produgao construidos
a partir do plano de producao observado (X°,Y?°) e que apresentam o grau de realismo igual a

I, 880

8.: € o nivel de consumo observado pelo decisor.
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Xol=X(1 -, x(1—p)
YL =Y°(1 - a, x REsct x (1 —pu))

e (I11)

XU = X° (148, x (1— )
YU =Y°(1+ 8, X REsc™ x (1 —p))
Dado portanto o grau de realismo p € [0, 1], os escalares c e e que contraem e expandem

o vetor consumo do plano (X?,Y?) sio respectivamente

c=ao(l-—p) e e=p(1-p) (Iv)

Os dois planos de produgao cujo grau de realismo € igual a p sao

X =X"(1-c)
Y =Y°(1 —c x REsct)

X¢=X°(1+e€)
Y =Y°(1+ex REsc)

Sejam ¢ € [0,,) e e € [0,3,) respectivamente os escalares empregados para contrair
e expandir o consumo do plano de produgéo do o-ésimo produtor. Se ¢ = ¢ = 0 entdo as
quantidades consumidas e produzidas atribuidos para Z,; € para §,; respectivamente coincidem
com as observadas. Neste caso tem-se = p, (u) = Hoy, (v) = 1 o que indica que os nfveis de
consumo e de producdo atribuidos as quantidades difusas apresentam possibilidade méxima de
ocorrerem na pratica e de serem implementadas (ou ainda, de serem realistas).

Se c— a, ou e — f,, entédo p, (u) — 0 e p, (v) — 0, sugerindo que quanto maior a
expansao ou a contragdo, menor a possibilidade associada & acorréncia na prética do consumo e
da producao atribuidos ao i~ésimo insumo e ao k-ésimo produto respectivamente (ou seja, menos
realista é o plano de producao gerado através da contracio ou da expanséo do plano observado).
Se ¢ = a, ou e = f,, entdo p, (u) = p,  (v) = 0, indicando que o plano gerado apresenta

possibilidade nula de ocorrer na prética (ou seja, ¢ um plano de produgdo nao realizével).

3.2.5 A Medida FDHg

Suponhamos que o decisor observou J planos de produgéo,’consiétindo cada um de

n insumos e de m produtos’

. Seja PLA = {1,...,J} o conjunto dos indices dos produtores,
INS = {1,...,n} o conjunto dos indices dos insumos e PRO = {1, ...,m} o conjunto dos indices

dos produtos. Suponhamos tenham sido calculados a elasticidade dos retornos de escala e que

%0 plano de produgio do o-ésimo produtor & (X°,Y°) = (Zo1, -, Tons Yol s -y Yom )-
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tenham sido fixados os limites méximos e minimos das contragoes e das expansoes dos J planos

de producio.'®

3.25.1 A Techologia de Produgao TPrpug

As _mensuragﬁes dos indices da eficiéncia técnica definidos no capitulo 2 sio feitos a
partir de construgdes de representages da tecnologia de produgéo (que séo as restrigbes dos
programas lineares utilizados para calcular os tndices). Utilizando a fronteira desta tecnologia
empfirica sdo mensurados os fndices da eficiéncia técnica dos planos de producéo observados. A
tecnologia construida, além dos _plands de produgéo observados, também é formada por planos
de produgio nao observados que sdo (necessariamente) resultantes de postulados relacionados
com a economia de escala e com relagdes de dominéncia. A seguir ser@o relacionados os trés
postulados que geram a tecnologia de produgio FDHg (TPppy,) néo convexa (como em Tulkens
e Beckaut [1995, p.475]).

° Postul_ado (i): Cada plano de produgdo observado pertence a tecnologia de produgao.

e Postulado (ii): Os planos de produgdo nao observados.dominados11 pelos planos obser-

vados também pertencem & tecnologia de producao.

Estes dois postulados definem a tecnologia de producao free disposal hull - TPrpy -
que pode ser escrita como segue:

J .
TPppy = {(X, Y) : E 2iTj; S Ti, 1 € INS;
: Jj=1

J
yr < ) 2Yjk, k € PRO;
j=1

J
Conforme a secao anterior, a cada plano de producao gerado pela contragao e pela

J
zj=1; z; € {0,1}, j € PLA}.
=1

expansdo de um plano de produgdo observado é associado um grau de realismo. Dependendo
entao do grau de realismb desejado, a tecnologia de produgdo serd constituida por diferentes
conjuntos de planos de producéo vidveis. Por exemplo, se desejamos que os planos pertencentes
3 tecnologia tenham um grau de realismo maior ou igual a 0,4 entéo a tecnologia de producao
seré constitufda por planos cujos niveis de consumo e de produgso tem grau de pertinéncia maior

ou igual a 0,4. O terceiro postulado a ser enunciado envolve os planos de produgao gerados a

104 elasticidade do o-ésimo produtor é [REsc(_ X6, yo) REscE"XO’YD)] = [I°,5°] e os limites da contracao e da
expansao respectivamente sao a, € 3. '

"Sendo p° = (2°,9°) e p* = (z%,4*) os planos de produgéo, p? domina p° se z¢ < 2° e y? 2 ¢°, ou se z¢ < z°
e y® > y° [Tulkens, 1993, p.4] (também veja o apéndice C).
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partir das contracdes e das expansées dos planos de produgao observados e o grau mfnimo de

realismo 1 desejado.

o Postulado (iii): Os planos de produgdo ndo observados que apresentam realismo mi-
nimo igual a p que s@o resultantes de contrages e de expansées dos planos de produgdo

observados, e também os dominados por aqueles, pertencem a tecnologia de producgao.

A tecnologia TP?DHg sugerida pelos postulados (i)-(iii) poder4 ser escrita como uniéo

das tecnologias

TPhppg = {(X,Y) =é zji (75 — &) < ?vi, i € INS,
ye < 3 ik (v; — ¢; X 87) , k € PRO;
E’r,—lO <aj(l—p)vs7; €{0,1}, 7 € PLA}, e
TPhppe = {(X,Y) Zrzﬂ (6 +€j) <zt € INS,
< Zlyjk (65 +¢; x I) , k € PRO;
=

i(%:l; 0<e; <B;(1—p)b;; 6;€{0,1},5 € PLA}.

O primeiro conj::mto gera os planos de producdo que apresentam realismo maior ou
igual a pu e que sdo resultantes de contrages dos planos de produgéao observados e os dominados
pelos primeiros. O segundo conjunto consiste nos planos de produgéo que também apresentam
realismo maior ou igual a p e sdo resultantes das expansoes dos planos observados e pelos planos
dominados. Fazendo TP’F‘.‘DH . =TP‘F‘.DHg1UTP‘FfDH 21 8 tecnologia TP"F“DHg que é constituida por
planos que apresentam realismo maior ou igual a p, poderd ser escrita em termos do conjunto
de equagoes

TPEpy = {(X,Y): é i ((v; — i) + (6 +e;)) <z, i€ INS,
i K ((vj— ¢ x 87) + (8;+e; x I)), k € PRO;

Zj)(%% ) =10<¢; <oy (1—p) 75 0< 65 < B (1—p)6;

J%,(S, €{0,1}, j € PLA}.
As varidveis v; e §; tem as seguintes propriedades: se v, = 1l entdo §; =0Vj € PLA, e os planos
gerados sdo dominados por um plano vigvel resultante de uma contragao de (X°,Y?); se §, =1
entdo v; = 0, Vj € PLA, e os planos gerados sdo dominados por um plano vidvel resultante
da expansio de (X°,Y?). Um exemplo de tecnologia TP’F‘DHg (0 < u < 1) gerada a partir de 5

planos de producao observados encontra-se ilustrada na figura 3.3, cuja fronteira de producao é

constituida por planos de producéo observados e pelas contracdes e expansdes destes.
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Para a tecnologia de produgao TP';DHg podem ser definidos também os conjuntos
consumo e producdo. Dado o vetor producio Y° = (yo1, ..., Yom) € 0 grau de realismo p, entio
o conjunto consumo C’F‘DHg (Y?°), que é constituido pelos vetores consumo X = (z1, ..., Z,) que

produzem pelo menos o vetor produgao Y°, é

Figura 3.3: A tecnologia de produgdo TPgpy , 0 < p < 1.

J
Chpae (Y°) ={X : Ela:, ((v; = ¢;) + (65 + ;) <z, 4 € INS,
J:
J . .
Yok S Z:lyjk ((’Yj —Cj X SJ) + ((5]' +e5 X ]J)) , k € PRO;
J:

J
Zl(’vj+5j) =1,0<¢ <oy (1—p)v; 0< e < B (1 —p) b5
J= .

v,,6; €{0,1}, 5 € PLA}.
Seja o consumo X° = (z1,...,Ton), €ntdo o conjunto producéo Prpug (X°), que é formado
pelos vetores Y = (y1, ..., Ym) possiveis de serem produzidos a partir do consumo de X° e que

apresentam grau de realismo minimo igual a y é

J
Phpre (X°) = {V: 2 @i ((v; — ¢;) + (6 + €;)) <Twi, i € INS,
=1 | |
e < 2 ik ((v; —¢j x S9) + (65 + ¢5 x I)) , k € PRO;
j=1

J
_21(73'+5j) =1L0<g <o (1—p)y; 0<e <B; (1 —p) by
J__‘
/7_7"6]' € {Oal}’ JE PLA}
Para que possa ser definida uma medida da eficiéncia técnica em relagdo a tecnologia
de produgdo proposta, os conjuntos TP‘EDHg, C?‘DHg e P?DHg devem satisfazer as seguintes

propriedades [Fare, Grosskopf, Lovell, 1993, p.45, 63, 97)].

Proposicao 14 TF ¢ fechado. (Propriedade T1, se¢do 2.1
FDHg
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Demonstragdo: Suponhamos que v, = 1,.com s € PLA, e mostremos inicialmente que
TPIFL‘DH gl (P?), que é a tecnologia de produgdo gerada a partir das contracdes do plano de pro-
ducdo P* = (X*,Y?®) é fechada. Seja (XL,YL.) uma seqiiéncia tal que (X%, Y1) — (X°,Y°),
e (XL, YL) € TPhpyy, (P°), Vi. Logo existe uma seqiiéncia ¢l tal que X*(1—cl) <XT
eY?® (1 - cLSS) >YL V;. Como XY e Y séo convergentes, entdo sio limitadas, logo ex-
iste (X,Y) tal que X>XYeY <YL, Vi. Seja o conjunto {c € [0,as] : X*(1 —c) < X,
Ys (1 —clS®) > Y} Este conjunto é compacto (pois é fechado e limitado)!? o que im-
plica na existéncia de uma subseqiiéncia CLK C & tal que IK — ¢?, X® (1 — K ) <X
e V(1 —ctKS®) > Y, Vix. Como X*(1—c) e Y*(1—cFS®) sto fungdes continuas, en-
tio X°(1—¢°) <X° Y*(1—¢°5°) 2Y°, ou seja, (X°Y°) € TPhpy,, (P?), e portanto
TPippg; (P?) éfechado. Para concluir, tem-se que TPgpugr = TPEpag (P1)U--U TPFDHgl Prm),
e como a uniao finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado entao TPFDH 1 € um conjun-
to fechado. De modo andlogo pode-se mostrar que TP‘F“DH g2 € um conjunto fechado e portanto

TP;DHg = TP;DHglu TP’F‘\DHg2 também é um conjunto fechado. I»
Proposicao 15 0 ¢ Oy (Y2) (Y2 >0) e Oty (0) = RY. (Propriedade T2, segio 2.1)

Segundo esta proposi¢do, consumir a quantidade nula de cada insumo nao produz
quantldade positiva dos produtos. A segunda condicao da pr oposu;ao impoe que pode-se produzir

a quantidade nula consumindo qualquer quantidade dos insumos.
Proposicao 16 C‘;DHg (Y?°) é fechado. (Propriedade T3, se¢io 2.1)
Demonstragdo: Semelhante a demonstracdo da Proposigdo 14. W

Proposigao 17 Se X' > X° € G4,y (Y?) entio X' € Cipy, (Y?). (Propriedade do descarte

dos insumos)

Demonstragio: Seja X° € Chpy, (Y?), logo X7 (1 —¢;) < X° ou X7 (14¢;) < X°
para algum j € PLA. Se X' > X° entdo X7 (1 —¢;) < X°< X' ou X7(1 +eJ) <X°<X'e
portanto X' € Cipy, (V7). B

Proposicao 18 Se u® < u!, entdo O%)Hg (Y°) C C';IDHg (Y°).

Demonstragdo: Como as restrigoes 0 < c; < o (1 - ,Lbl) 755 0< e < B; (1 - ul) 6;,J €
PLA, sao mais restritivas que as restrigdes 0 < ¢; < o (1 — %) 7;; 0<e; < B; (1 —p°)éj, j €
PLA, pois (1 —p') < (1 — p°), entdo C’g‘;Hg (Y°) C

para PlEL‘DHg (X°))

C;‘DHg (Y°). (Propriedade semelhante vale

12Porque as restrigoes que definem o conjunto sio do tipo < e > e0< ¢ < ao.
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Proposicao 19 P;DHg (X°) ¢ fechado e limitado. (Propriedade T5, se¢io 2.1)

Demonstracdo: A demonstracio de que o conjunto P’F‘.DH e (X°) & fechado é semelhante
a demonstracao da Proposigao 14. A propriedade de ser limitado é caracterizada pelo segundo

conjunto de desigualdades que deﬁnemvP’;‘DH “ (X°) que sdo do tipo <. W

Proposicao 20 Se Y' <Y° € Py, (X°) entdo Y € Prpy (X°). (Propriedade do descarte
dos produtos)

Demonstragdo: Seja Y € Prpy, (X°), logo Y° (1 — 8% 2Y?ouY?(1+el°%) 2Y°
para algum s € PLA. Se Y1 < Y° entdo entdo Y*(1 —¢;5°) 2 Y1 >Y° ou Y* (1 +€,5°) >
Y! >Y° e portanto Y € Phpy (X°). W

Das Proposi¢des 17 e 20 os insumos e os produtos satisfazem a propriedade do descarte
forte, ou seja, qualquer incremento no consumo (mesmo que nio proporcional) é vidvel e qualquer

redugio nos niveis da produgao é vidvel.

3.2.5.2 Definicao da Medida FDHg

Na se¢ado anterior foi construfida a tecnologia de produgao e foram demonstradas as
propriedades pertinentes aos conjuntos TP’;DH o C‘E‘\DH g€ P‘E“DH . A eficiéncia técnica orientagdo
consumo do plano de produgéo (X°,Y?°) em relagéo a esta tecnologia considerando, um grau de

realismo mfnimo igual a y, é
EFCI’ﬁDHgIn(XO, Y?) = Min 6%

J
sa Yz ((v;—c) + (85 +¢5)) <Oy, i€INS
j=1
J . .
Z Yik ((’yj —¢j X SJ) + (5j +€j X'IJ)) P> Yok k€ PRO
i=1 :

J
> (v +85) =1

j=1
0< e <o (l—p)v;, j€PLA V)
0<e;<B;(1—p)dj 5 € PLA '

. 7j,6j €{0,1}, 7€ PLA

onde:

6% — aloca X° no conjunto isoquanta de C‘EL‘DH . (Y°);

e — Ogpuglé especificado a priori pelo decisor e indica o grau mifnimo de realismo

dos plano de produgio pertencentes & tecnologia de producao;

e o;j — éolimiteda contracdo do vetor consumo do j-ésimo plano de produgéo;
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e 3; — ¢éo limite da expansdo do vetor consumo do j-ésimo plano de produgao;
e I — & o limite inferior do retorno de escala do j-ésimo plano de produgao;
e 57 — & o limite superior do retorno de escala do j-ésimo plano de producao;

e ¢; — Se~, =1 para algum s € PLA, entdo O0<ecs<as(l—p),c; =0V) #s, e
ej = 0 Vj € PLA. Neste caso ¢, contrai (X°,Y®) e o grau de otimismo em relagéo

a implementabilidade do plano benchmark gerado e em relacao ao indice da eficiéncia é

c*
g
Cg

oe; — Seé = 1paraalgumt € PLA, entdo 0<e; < B (1—p), e =0V) # t, e
¢; = 0Vj € PLA. Neste caso e; expande (Xt, Yt) e o grau de otimismo em relacéo a

implementabilidade do plano benchmark gerado e ao indice da eficiéncia é ( - ;—t) ;
. ¢

e v; — Se v, =1 para algum s € PLA, entdo (X*,Y?®) seré contrafdo;
e §; — Sed;=1 para algum ¢t € PLA, entdo (X?, Yt‘) serd expandido.

No célculo da eficiéncia o decisor pode optar por varios niveis de otimismo, ou seja virios
conjuntos corte u, por exemplo 0,1;0,2;...;0,9; 1. Sugerindo que quanto maior a quantidade p,
mais realistas sdo os planos de produgao pertencenteé a tecnologia de produgao e os indices da
eficiéncia técnica calculados.

Suponhamos que no célculo da eficiéncia técnica de (X?,Y?), considerando um grau
de realismo 0 < 4 < 1, tem-se y; = 1 para algum [ € PLA (entdo v; = 0, Vj #1ed; =0
V4 € PLA). O programa (V) poder4 ser simplificado em

EFCLpyam(X%Y?) = Minimize 64
s.a zi (1 — ) <zoiby, i € INS

Yik (1—61 X Sl) = Yok, k € PRO
0<ag<aoy(l—p)

(VI)

Seja 05" e ¢ a solugdo 6tima de (V). Entéo o plano de produgéo benchmark do o-ésimo produtor
e (X' x(1—¢), Yx(1-¢ x 54)). Das equages em (IV) tem-se que o grau de realismo da
*

eficiéncia calculada e do plano de producdo benchmark é (1 - c—l> Suponhamos que ! = o,

ou seja, o o-ésimo produtor é benchmark dele mesmo. Neste casg La dnica solugdo 6tima vidvel
de (VI) é ¢t = 0 e 6%* = 1 pois se c; # 0 entdo yi (1 — c; X S') & estritamente menor que y,x,
Yk € PRO, violando o segundo conjunto de restrigoes. '

A funcio definida no programa (V) mede a eficiéncia de X° na producéo de Y° quando
a tecnologia de producao é TP’E“DHg. Isto é feito a partir do cdlculo da medida da maior contragao

vidvel de X em Chpy, (Y?). A medida EFCEpy, 1, (X°,Y?) & homogenea de grau 1 e seu valor
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é limitado por zero e pela unidade, atingindo seu limite superior se e somente se X° pertence
ao conjunto isoquanta de CﬁDHg (Y°). A medida é independente de unidade, isto é, mudar o
insumo ‘trabalho/horas’ por ‘trabalho/ano’ por exemplo, nao afeta a medida da eficiéncia. Estas
propriedades sao provadas nas proposigoes 21 a 26.

Sejam X° € C‘F‘\DHg(Y"), com Y° > 0, e 0< <1 o grau de realismo minimo dos

‘planos de produgao pertencentes 3 tecnologia de producao TPrpy,:
Proposicao 21 0 < EFC}‘,DHQM(XO,Y") <1

Demonstragio: EFChpy, (X% Y?) > 0, pois 0 ¢ Chpy, (Y?); EFChp g (X% Y?)

< 1 pois X° € Cl;‘DHg(YO) pois a medida é um problema de minimizagao. l
Proposigao 22 EFCL,y.1,(X°Y%) =1 X° € IsoqC;;DHg(ya). (Propriedade WI, se¢io 2.1)

Demonstragdo.: (=) Seja EFCI’fﬂDHgIn(XO, Y°)=1,logo (1 x X°) € IsoquDHg(Yo), e
portanto Xo € ISOqC’EDHg(Y°)' Se X° ¢ Isoqc:;DHg(Yo) entao EFC’;DHQM(XO, Y°) < 1,0 queé
uma contradicao. '

(<) Suponhamos que X° € Isogop . (vo) © EFChppam(X°Y°) = 6 <
1. Como EF C’; DHglIn (X°,Y°) é uma medida radial e os insumos satisfazem a propriedade
do descarte forte, entdo 04 X° € I S0qot L, (¥o) © portanto X° ¢ I $0gcs . (vo) © que é uma

contradicao. W

Proposigao 23 ¢X° € Chpy (V) = EFChpy.(9X°,Y?) = ¢ 'EFCY, L 1 (X°,Y°),
Vo > 0. (Propriedade H, segao 2.1)

Demonstragdo: Seja (X°,Y°) € Chpy (Y?), EFCH o 1n(X°,Y) = Min{6% : 64X° ¢

Cepue(Y?)} = 05" e pX° € Chprg(Y?). Do programa (V) tem-se que 31 € PLA, tal que
: . o»

o (1—¢) < (pzoi) 04! ou zy; (14+¢) < (prs) 041, i € INS; fazendo 04! = —2 pode-se

_ . e
rescrever a fungdo objetivo e o segundo conjunto de restricoes: Min <7;’> ez (1 —¢) < znibh,

i € INS, ou seja, o célculo da eficiéncia consiste em determinar EFC’;‘?DHgIn(goX °Y°) =

1
1 Min{6% : 65 X° € Cipy,(Y?°)}, cuja solugéo & <—S;) 64", Portanto EFCLpy .1, (#X?,Y?)
¥ .

Proposicao 24 X°< X! = EFC}L.DHgm(X",YO) > EFC}‘.DHQM(XI,YO). (Propriedade WM, .
secao 2.1)
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Demonstragio: Seja EFClhpy 1 (X°,Y?) = 64, X° < X' e EFCh ., (X1, Y)
= 6. Como EFCI‘;DHgIn é uma medida radial, entdo 65*X° € Isoqc'pfnng(y") e 9’1“X1 c

IsoqC;FLDHg(Yo). Se 64* < G4, entdo 9¥*X° < OY*X', e como O*X° € Chpi, (Y°) entéo

o X1 ¢ IsoqC;DHg(yo), o que é uma contradicio. Portanto, se X° < X! entdo 0** > 6/*, ou

‘seja BFChpy (X%, Y%) 2 EFChpy,(X',Y°). R

Proposigao 25 EFCY, ¢ independente de unidade. (Propriedade U, se¢do 2.1
FDHglIn ;

J ' .
Demonstragio: Seja Y jq[(v; — ¢;) + (85 + €;)] < 6¥z,q, para algum g € INS. Se a
Jj=1 )
unidade de medida for trocada, entdo £;4 = vxjq, 7 = 1,...,J, v > 0; portanto a restricao envol-

J
vendo o g-ésimo insumo poder4 ser rescrita em fungio da constante v, ou seja Y var:jq[(fyj — Cj)
j=1
+ (8; + €j)] < OHvz,,, para algum g € INS. Simplificando v em ambos os lados da desigual-
dade, a solu§éo 6tima da varidvel 64 ndo sers alterada. A demonstragao de que a troca da

unidade de medida de algum produto nao altera o indice da eficiéncia é semelhante. l
Proposicao 26 p° < ul = EFC’}’,foDHgIn(XO, Y°) < EFC’;IDHgIn(X", Y?).

Demonstragdo: C’F‘\;Hg (X°) c C’;;)Hg (X°) (da Proposicao 18), logo EFC%)HgIn(XO, Y?)
< EFCI‘;IDHgIn(X", Y*°) sempre que p° < pl. W

A dltima proposic¢éo sugere que quanto maior o grau de realismo minimo desejado dos
planos de produgéo pertencentes a tecnologia de producio, maiores siao os fndices da eficiéncia
técnica dos planos de producgio observados. A seguinte proposicdo mostra que se o grau de
realismo dos planos que consitutuem a tenologia de produgao FDHg é igual a 1, entao os {ndices

da eficiéncia calculados pela medida FDHg coincidem com os fndices obtidos pela medida FDH.
Proposicao 27 Se p =1, entio EFChpy 1 (X, Y°) = EFCrpaim(X°,Y°).

Demohstmg&o: Se o decisor optou por um realismo igual a 1, ou seja © = 1, entdo
nao permite-se a contracdo e a expansao de qualquer plano de produgéo observado, ou seja
c;j =e; =0Vj € PLA. Neste caso o programa linear (V) reduz-se a

EFChpg,m(X°,Y?) = Minimize 04~

J
sa 2 (v +65)T5 <wuby~, i€ INS

j=1
J

> (v; + 85)yek > Yok, k € PRO
=1
77

(v;+6;)=1
j=1
. 7,65 € {0,1},5 € PLA
Fazendo (v; 4+ 8;) = );, pois somente uma das duas varidveis podera ser ndo nula, entdo a

medida FDHg orientacdo consumo coincide com a medida FDH orientagao consumo. Ml
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3.2.5.3 Complexidade de Célculos

A mensuracio da eficiéncia via medida FDHg consiste na seguinte seqiiéncia:
1. Calcular a elasticidade do retorno de escala dos produtores.

2. Informar ou calcular os limites das contragoes e das expansoes do consumo dos

produtores.

3. Calcular a eficiéncia técnica orientagao consumo dos planos de producao ob-

servados utilizando o programa misto (V).

Sejam J produtores, dos quais 0 < C' < J sdao BCC-ineficientes, e K conjuntos corte p das
quantidades difusas dos insumos e dos produtos. Esta seqtiéncia de célculos envolve a seguinte

'complexidade de célculos:

e Resolucao de C programas lineares para projetar os C produtores BCC-ineficientes sobre

a fronteira da tecnologia de producgdo TPgcc através da medida nao radial de BCC;

e Resolucao de (2 x J) programas lineares para calcular a elasticidade do retorno de escala

dos J produtores;

e Calcular os limites inferior e superior dos conjuntos corte y dos J produtores através das

equacoes (IIT), resultando em J x (K X (n +m)) procedimentos de célculos;
.o Resolucao de (K X J) problemas de programagéo mista.

Portanto, no total serao resolvidos C + (2 x J) 4+ (K x J) problemas de programacao.

3.3 Consideragoes Finais

Neste capftulo foram desenvolvidas duas medidas para avaliar a eficiéncia técnica em
ambiente difuso: a medida CCRg e a medida FDHg. A medida CCRg, considerada uma gen-
eralizacao da medida de CCR, é aplicdvel nas situagoes em que as quantidades consumidas e
produzidas nio sao conhecidas com preciséo e podem ser expressas por nimeros difusos do tipo
LR. A medida é baseada na programacao linear difusa de Campos e Verdegay [1989] que por
sua vez ¢ fundamentada no conceito da relacdo de ordem entre nimeros difusos desenvolvido
por Ramfk e Rfmének [1985]. A mensuragao da eficiéncia consiste em avaliar a eficiéncia técnica
para diferentes conjuntos corte u das quantidades consumidas e produzidas, como por exemplo
p € {0;0,1; ...; 0,9; 1}. Se p = p,, entdo nos célculos da eficiéncia considera-se niveis de con--

sumo e de producio que apresentam graus de pertinéncia maiores que p, € consequentemente os
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indices da eficiéncia técnica calculados apresentam possibilidade maior que p, de terem ocorrido -
na pratica. Se u = 1 os fatores de produgdo utilizados nos célculos séo crisp (ndo difusos pdis
apresentam possibilidade de ocorréncia igual a 1) e a medida CCRg é igual a medida radial de
CCR.

A segunda medida sugerida é a medida FDHg, considerada uma generalizacdo da me-
dida free disposal hull. A medida FDHg é aplicdvel nas situagGes em que sdo conhecidos (2)
os niveis atuais do consumo (X°) e da produgéo (Y°), (i) e da redugéo (a,) e da expansdo
(8,) do consumo tal que consumindo X; = (1 — a,)X° e X; = (1 + 5,)X° o produtor ainda
gera quantidades plausiveis da produgao. Para proceder a anilise da eficiéncia o decisor deverd
estimar os niveis da producéo Vc € [0, ] e Ve € [0,8,], ou seja: quando o nfvel do consumo

for X°¢ = (1 —c)X° e X°® = (1 + €)X° os nfveis da produgdo sdo respectivamente Y =

1—cX REsct,, ,.\)Y?e Y% = (1+ex RESC, o vo)Y? onde REsc/,, ., éamenor taxa e
(X°,Y°) (X°,Y?) (X°,Y°)
REsc?'Xo o é a maior taxa do retorno de escala numa vizinhanga préxima de (X°,Y?°). Depen-

dendo dos limites de contracio e de expansao estipulados pelo decisor, cada plano de produgao

observado pode ser contraido e expandido de forma continua sobre a superficie ou no interior

da TPgeco C RTJ”’. Associando graus de realismo nulos aos planos resultantes das contragoes

e das expansdes méximas dos planos observados, graus de realismo crescentes para menores

contracdes e expansoes e grau de realismo méximo (igual a 1) se os planos gerados coincidem .
com 08 observados, entdo os planos observados podem ser vistos como sendo difusos.

A mensuracao da eficiéncia via medida FDHg consiste entdo em avaliar a eficiéncia
técnica para diferentes graus de pertiéncia (u) dos planos pertencentes & tecnologia de produgéo,
tal como p € {0;0,1;...; 0,9; 1}. Se pu = 0, entéo os planos de produgdo petencem & tecnologia de
producao com um grau maior ou igual a 0 e o indice da eficiéncia técnica calculado apresenta grau
de realismo maior ou igual a 0; quanto maior o valor de p (¢ — 1) maior é o grau de pertinéncia
dos planos de producédo utilizados nos célculos e conseqiientemente mais realista é o indice da
eficiéncia calculado. Se u = 1, entdo o grau de pertinéncia dos planos de produgao utilizados
nos célculos ¢ méximo e a medida FDHg coincide com a medida FDH. Assim, do mesmo modo
como nas medidas de Girod [1996], tanto na medida CCRg como na medida FDHg, o decisor
tem em méaos um conjunto de solucbes resultante de uma série de programas lineares, sendo

possivel representé-las graficamente em termos dos niveis dos conjunto corte p especificados.



Capitulo 4
Aplicacio das Medidas Propostas

Neste capftulo serdo descritas aplicagdes das medidas CCRg e FDHg. O conjunto de
planos de produgdo a serem avaliados pela primeira medida foi extraido do trabalho de Ueda,
Kamimura [1998, p.2,3]. A medida FDHg serd aplicada na anélise da eficiéncia técnica de dois
conjuntos de planos de produgdo: no primeiro conjunto os planos séo formados por 1 insumo e

1 produto; e no segundo conjunto sio formados por 2 insumos e 1 produto.

4.1 Aplicagao da Medida CCRg

Nesta secao serd descrita a aplicacdo da medida CCRg ao conjunto de planos de pro-
ducdo das tabelas B.1 e B.2 do Apéndice B. Nenhum dos 11 produtores avaliados conhece
precisamente as quantidades consumidas e produzidas, porém todos conhecem os intervalos que
contém as possiveis quantidades e as quantidades que ocorreram com a maior possibilidade. Por
exemplo, a quantidade que o segundo produtor consumiu do insumo X; nao é conhecida com
exatiddo porém sabe-se.que. pertence ao intervalo [27093, 37253] e a quantidade que apresenta a
maior possibilidade de ter sido consumida é 33867.

O programa linear utilizado para calcular a eficiéncia técnica dos 11 planos de producao

Minimize 64

11
s.a (1= m)Tko+ Mk < 3 2 (1 — p)iks + pyrsl, k=1,...,2

=1
1 :

(1 = 1) Yro + 1Yo < 21 7 [(1 = w)yks + purs], k=1,...,2
J:

11

> 2 [(1 = )Ty + pag] <051 — p)Zio + pzio], i =1,...,2

j=1

11 '

:l zj [(1 - /J/)i_lL,,J + ,u'xzj] < 9;‘,‘ [(1 - ,u):_’:io + ,LL(Z',,L’O], 1= 17 e 2

J:

zj 20
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para u € {0; 0,2; 0,5; 0,8; 1}.

Variando pu gera-se diferentes conjuntos corte p das quantidades difusas dos insumos
e dos produtos resultando em indices da eficiéncia que apresentam diferentes possibilidades de
ocorréncia na pratica. Procedendo assim, para cada p tem-se um programa linear, gerando 5
indices da eficiéncia para cada produtor.

Por exemplo, se u = 0 entdo utiliza-se nos célculos da eficiéncia técnica quantidades
consumidas e produzidas que apresentam graus de pertinéncia maiores ou iguais a 0 e os fndice
da eficiéncia apresentam possibilidade maior ou igual a 0 de terem ocorrido na prética; se

p = 0,5, entdo o idice da eficiéncia §4=%°

apresenta a possibilidade maior ou igual a 0,5 de
ser o verdadeiro indice da eficiéncia técnica do o0-ésimo produtor; se ;1 = 1 entao o otimismo em
relacdo as quantidades consumidas e produzidas é méxima (neste caso os conjuntos corte 1 séo
iguais as quahtidades consumidas e produzidas com maior possibilidade) e"o fndice da eficiéncia
0g=1 apresenta a possibilidade igual a 1 de ter ocorrido na prética.

Na tabela 4.1, encontram-se discriminados os indices da eficiéncia considerando os 5
conjuntos corte p das quantidades difusas dos fatores de producao. As duas tltimas colunas

contém, respectivamente, as eficiéncias calculadas pelas medidas CCR e de Ueda e Kamimura

[1998].

p=0|p=02|p=05{pu=08} pu= CCR | Ueda
Produtor 1 | 0,2305 | 0,2296 | 0,2283 | 0,2270 | 0,2260 | 0,2260 | 0,2150
Produtor 2 | 0,6367 | 0,6368 | 0,6371 | 0,6375 | 0,6377 | 0,6377 | 0,5983
Produtor 3 | 0,5567 | 0,5505 | 0,5459 | 0,5406 | 0,5401 | 0,5401 | 0,5400
Produtor 4 | 0,6056 | 0,5999 | 0,5959 | 0,5930 | 0,5930 | 0,5930 | 0,5914
Produtor 5 | 0,9290 | 0,9233 | 0,9187 | 0,9127 | 0,9113 | 0,9113 | 0,9011
Produtor 6 | 0,6786 | 0,6786 | 0,6786 | 0,6787 | 0,6787 | 0,6787 | 0,6392
Produtor 7 | 1,0000 { 1,0000 | 1,0000 { 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
Produtor 8 | 0,7859 | 0,7861 | 0,7864 | 0,7869 | 0,7872 | 0,7872 | 0,7385
Produtor 9 | 0,7450 | 0,7450 | 0,7450 | 0,7450 | 0,7450 | 0,7450 | 0,7450
Produtor 10 | 0,6806 | 0,6806 | 0,6806 | 0,6806 | 0,6806 | 0,6806 | 0,6806
Produtor 11 | 1,0000 | 1,0000 { 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

Tabela 4.1: Indices de eficiéncia (Aplicagao da medida CCRg).

Analisando os resultados obtidos, verifica-se que a medida de Ueda e Kamimura sugere
uma reducao do consumo maior ou igual aos da medida CCRg, independente do corte p. Verifica-
'se também que alguns produtores .(p.ex. P4) sdo menos eficientes quando o x é maior; para outros
produtores ocorre o inverso (p.ex. Pg), ou seja, quanto maior é 4 maior é a eficiéncia; e para
outro conjunto de produtores (p.ex. Pyg) a eficiéncia independe da magnitude de . Observa-se

também que para pu = 1 os indices coincidem com os obtidos pela medida CCR.
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4.2 Ap.licagéo da Medida FDHg

Outro modelo sugerido para mensurar a eficiéncia técnica em ambiente difuso foi a
medida FDHg que é aplicdvel nas situacoes em que sao conhecidas as quantidades consumidas
(X°) e produzidas (Y°). Também devem ser conhecidas a contragdo limite o, e a expansdo limite
B, do consumo tal que consumindo as quantidades X? = (1—a,)X° e X2 = (14-53,) X ° o produtor
ainda gera quantidades plausiveis dos produtos. Os produtores nao conhecem as quantidades
produzidas se o consumo pertencer aos intervalos (X° (1 —a,),X°) e (X°, X°(1+8,)) mas
pode-se estimar tais quantidades.

O processo de estimar o nivel da producao, dada uma alteracdo proporcional no con-
sumo de um plano de produgao observado, envolve o célculo do limite inferior e superior do
retorno de escala préximo ao plano de producio. Banker e Thrall [1992] denominaram estes
limites de “elasticidade do retorno de escala” e para determiné-la basta resolver os programas
lineares

u’T* = Min{u".‘ :PTY°+u” =1, P M-I N+u~ <0, I X°=1,P,I” >¢},
ut* = Mazx {u°t : PYY° +u’t = 1; PYM — It N +u°t < 0; ITX° = 1; P, It > €}, (1)
onde M é a matriz das quantidades produzidas pelos produtores observados e N a matriz das

quantidades consumidas. A elasticidade é dada pelas equagdes

_ 1

RESC(XO,YO) - 1— }LO"* (2)
+ _

REsc(Xo,Yo) = uot

onde u°~* e u®*t* sdo as solugoes Stimas dos dois programas lineares.

A constante REsc(_XO’Y,,) é o limite inferior do retorno de escala préximo ao plano de
producao (X°,Y?) e RESC?_XO,YO) ¢ o limite superior. Segundo a metodologia desenvolvida na
secao 3.2.2, se o consumo for X°¢ = (1 — ¢)X?°, com ¢ € [0,,|, entédo a produgéo estimada é
Y= (l—cx REscELX,,’Y,,))Y”; e se o consumo for X°¢ = (1 + €)X?, com e € [0, B,), entdo a
produgao estimada é Y°¢ = (1 +e X REsc(_X,,’Y,,))YO.

Outra questao que envolve o cdlculo da eficiéncia técnica, além de estimar novos nfveis
de producao, é o graﬁ de realismo da solugao e dos planos de producgiao pertencentes & tecnologia
de produgéo. Se forem associados diferentes graus de realismo aos planos de produgdo gerados
a partir das contractes e das expansGes dos planos observados, entao os planos de produgao
observados podem ser vistos como sendo difusos. Para avaliar a eficiéncia técnica pode-se entéo
estipular diferentes graus de realismo dos planos que geram a tecnologia de produgdo TPrpg,
tais como 0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,7; 0,8; 1 e associar aos {ndices da eficiéncia o mesmo grau de

realismo usado para o célculo desses indices.
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Para aplicar a medida FDHg o decisor deverd: (i) calcular as elasticidades do retorno
de escala; (ii) estipular ou calcular os limites da contragdo e da expansdo do consumo; (iii)
calcular a eficiéncia técnica orientacao consumo para diferentes graus de realismo.

O objetivo nesta secdo é descrever duas aplicagoes da medida FDHg. A primeira
aplicacdo consiste em analisar a eﬁciéncia técnica de 5 planos de produgao formados por 1 insumo
e 1 produto. Na segunda aplicacao serao 8 os produtores analisados considerando 2 insumos
e 1 produto. Para ambas as aplicagdes os limites das contractes e das expansdes obedecem os

critérios seguintes:

1. O plano de produgdo que apresenta a menor produ¢ao nao serd contraido pois nenhum

plano de producéo resultante da contragao deste serd benchmark de outro plano observado;

2. O plano de produgéo que apresenta a maior produgao nao serd expandido pois nenhum

plano de produgao resultante da expansao deste serd benchmark de outro plano observado;
3. Se (X°,Y°) ¢ Isogrpypy entdo (X°,Y*°) néo serd contraido e nem expandido;

4. Os planos resultantes das contragoes e das expansoes de planos observados também per-

tencem a TPgcc;

5. Se (X°,Y?°) € Isogrpy,; entdo os planos de produciio ((1 — a,)X?, (1 — a,REsct)Y") e

(X°,Y?) pertencem a mesma faceta de TPpcc;

6. Se (X°,Y°) € Isogrpyec, entdo os planos de produgdo ((1+ 3,)X° (1+ B,REsc™)Y?) e

(X°,Y?) pertencem a mesma faceta de TPpcc;

7. Se (X°,Y°) ¢ Isogrpy.c mas (X° Y°) € Isogrpspy entdo (X° Y°) serd contraido e

expandido até ser dominado por outro plano de producao observado.

4.2.1 Aplicagao I

Sejam os 5 produtores (Tabela B.3 do Apéndice B), ilustrados na figura 4.1, pég 60,
cada um transformando 1 insumo em 1 produto. As tecnologias de produgdao TPgcc € TP‘F‘;?{g
estdo ilustradas na figura 4.2, psg. 60. A elasticidade do retorno de escala de cada plano de
produgéo (considerando ¢ = 0,00067114 nos probgramas lineares da expressdo (1)) e os limites
das contragGes e expansoes méximas estao discriminados na tabela 4.2.

A tabela 4.3 contém os resultados da anslise da eficiéncia considerando um realismo

minimo igual a 0,7. Por exemplo, da solucao étima

05="" = 10,4828 e =0,4
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verifica-se que o plano de producdo benchmark de Py foi construido a partir da expansio do
consumo de P; na proporgéo de 40% e da producdo em (4 x 1,25 x 100) % = 50%. O realis-
mo associado a implementabilidade do plano benchmark e ao indice da eficiéncia calculado é

<1 + %fl_) = (1 + %5) =0, 8. A solugdo 6tima
9;}%‘” =0,8000 ¢ =0,2

sugere a construcao do plano benchmark de P3 a partir da contragao do plano de producao Py,
e o realismo da solugép é (1 - %) = (1 - 0,2’6267> =0,7.

No célculo da eficiéncia técnica dos 5 produtores considerou-se os graus de realismo

0;0,2; 0,4; 0,6; 0,7, 0,8; 1, obtendio-se.7 indices da eficiéncia técnica para cada produtor. Os
indices da eficiéncia, mensurados pelas medidas BCC, FDHg e FDH estéo discriminados na

tabela 4.4 e a andlise dos resultados leva as seguintes conclusoes:

1. Se o realismo minimo é nulo, entao as medidas BCC e FDHg sao iguais. Para que tal fato
sempre ocorra, os planos de produgao devem ser constitufdos por 1 insumo e 1 produto, e
os limites das as contracoes e das expanstes devem atender as condigbes 1 a 7 sugeridas

no infcio da segao;

2. Quanto maior o grau de realismo, mais altos sao os indices da eficiéncia. Isto ocorre
porque as contragOes e as expansdes dos planos de produgao observados sao cada vez

menores gerando consequentemente tecnologias de producao cada vez mais restritas;

3. Se o realismo desejado é igual a 1 entdo os fndices da eficiéncia atribuidos pela medida

FDHg séo iguais aos atribuidos pela medida FDH;

4. Os indices da eficiéncia atribuidos a um plano de producéo observado pela medida FDHg
crescem monotonicamente: o menor indice atribuido é igual ao fndice da eficiéncia atribui-
do pela medida BCC; e o maior fndice atribufdo é igual ao indice da eficiéncia atribufdo

pela medida FDH.



Elasticidade | Limites da Contracgdo | Limites da Expansao
Produtor 1 | [1,250;745,0 - , 2
Produtor 2 | {1,167;1, 167 0, 2857 0, 0345
Produtor 3 | [1,125;1,125 0,4444 —
Produtor 4 | [0,214;1,071 0,6667 0, 6667
Produtor 5 | [0,000;0,312 0, 4000 —
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Tabela 4.2: As elasticidades do retorno de escala e os limites das contragoes e expan-

soes (Aplicacao I da medida FDHg).

Eficiéncia | Contracéo/Expanséo
Produtor 1 | 1,0000 =00
Produtor 2 | 0, 4828 et =0,4
Produtor 3 | 0,8000 c;=0,2
Produtor 4 | 1,0000 e;=0,0
Produtor 5 1,0000 cz=0,0

Tabela 4.3: Resultados considerando um grau de realismo igual a 0,7 (Aplicacao I da

medida FDHg).

BCC|pu=0pu=02,p=04p=06|p=0,8|pu=1|FDH

Produtor 1 | 1,00 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 | 1,00

Produtor 2 | 0,48 | 0,48 | 0,48 0,48 0,48 0,89 | 1,00 | 1,00

Produtor 3 | 0,60 | 0,60 | 0,60 0, 60 0,73 0,86 | 1,00 | 1,00

Produtor 4 | 1,00 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 | 1,00

Produtor 5 | 1,00 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 | 1,00

Tabela 4.4: Eficiéncias considerando diferentes graus de realismo (Aplicagao
medida FDHg).

I da
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Figura 4.1: A tecnologia de producao TPrpy (Aplicagao I da medida FDHg).

Y
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Figura 4.2: As tecnologias de producao TPgpcc e TP%;OHg (Aplicagao I da medida
FDHg). - '

4.2.2 Aplicagao I1

Nesta secao serdo avaliados 8 planos de producdo (Tabela B.4, Apéndice B), formados
por 2 insumos e 1 produto. Os 8 planos e a tecnologia de producdo TPppy encontram-se
ilustrados na gura 4.3, padg. 62. Na gura 4.4 estdo representados a tecnologia de producao
TPgcc € o plano II(Py).

Dada uma contracao do vetor consumo de P4, um dos objetivos, é determinar o escalar
que ird contrair o vetor producdao de P4 tal que o plano de producao resultante pertenca a
intersegdo de II(P,) e a fronteira de TPpcc. Uma indicacdo de qual escalar é este pode ser
encontrada no conjunto I"' (P4) ( gura 4.5,pdg. 64) que é a imagem da intersecao de TPpcc com
I1(Py).

Segundo Banker e Thrall, [1992] qualquer par de escalares positivos (z,y) pertencentes
a I'(P4) contrai e expande P4 e o plano resultante pertence a tecnologia de producao TPgcc.

Pares pertencente ao segmento de reta p2-ps» contraem P4 e o plano resultante pertence ao
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segmento de reta & esquerda de P4. Pares pertencentes a pgps» expandem P4 e geram planos

de produgéo contidos no segmento de reta & direita de P4 (figura 4.4). Tomando as equagdes

paramétricas de Pypa” € P Ps, € dada uma contracio do consumo na proporgéo = (1-2¢),
0 < ¢ < 0,5, o escalar que ird contrair a produgéo serd y = (1 — 1,17 X ¢); se ocorrer uma
expansio do consumo na propor¢io z = (1 +¢), 0 < e < 2, entdo a produgdo serd expandida
pelo escalar y = (1 + 0,03 x e).1 As constantes 1,17 e 0,03, que sao os coeficientes de inclinagao
das retas Porpsr e D4 Ds?, sao respectivamente a maior e a menor taxa do retorno de escala numa
vizinhanga de P4 que definem a elasticidade do retorno de escala préximo a Pjy.

A elasticidade do retorno de escala também pode ser calculada através dos programas
lineares definidos em (1) e das equagdes em (2), e portanto a elasticidade é [3%1, %] Com auxilio

destes limites, podem entdo ser estimados os niveis da producao de Py = (X4,Y4) quando

ocorrer uma alteragao proporcional no consumo.

1. Se o consumo for contraido de X* = (4,4;2) para (1 —a) (4,4;2), ou seja, o consumo
serd reduzido em (o x 100) %, entdo a produgdo também decrescerd e serd no maximo

Y =71-28a).

2. Se o consumo de X* for acrescido em (3 x 100) %, entdo o nivel da producdo de Y* ser

acrescido no méximo em (343 x 100) %.

As elasticidades do retorno de escala e os limites das contragoes e das expansoes dos 8
produtores encontram-se discriminados na tabela 4.5, p4g. 63 (considerando & = 0, 0009009 nos
programa lineares em (1)). A tecnologia de produgéo TPLyy o considerando o grau minimo de
realismo igual a 0, encontra-se ilustrada na figura 4.6, pig. 65.

A tabela 4.6 contém na coluna 2 6s indices da eficiéncia técnica, e na coluna 3 as con-
tracoes e as expansoes necessérias para gerar os planos de produgao benchmarks. Por exemplo,

a solugdo 6tima para o sétimo produtor é
0307 —=0,852 ¢ =0,15.

Desta solugao constata-se a construcao do benchmark de Py da contragao de P3. Neste caso o
consumo foi reduzido em (0, 15 x 100) %, e o realismo do plano benchmark e o indice da eficiéncia

é (1 — %) = <1 — %%) = O, 7. J4 a solucao 6tima

03+=%" = 0,483 et =0,14

1Para P%, o limite méximo da contragio? ¢ 0,5 e da expansio é 2,0. Com quaisquer nfveis de ¢ e e, menores

que estes limites, gera-se planos de produgao pertencentes a TPpcc.
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sugere a construcéo do plano de produgéo benchmark de Pg a partir da expanséao do consumo
de Py em 14% e da producéo em (0,14 x 1,047 x 100) %, e o realismo associado a solugao €
(1—[—‘;%) - (1-%’1%%2) —0,9.

Os ndices da eficiéncia mensurados pelas medidas BCC, FDHg e FDH estao discrimi-
nados na tabela 4.7. Analisando os resultados verifica-se que para p = 0 as eficiéncias atribuidas
pela medida FDHg ndo sdo iguais as da medida BCC porém séo fortemente correlacionadas
(r? = 0,97). Alguns fndices da eficiéncia nao séo iguais porque na medida BCC sao permiti-
das combinacdes lineares entre planos de produgéo, e na medida FDHg somente sao permitidas

contragoes e expansoes.

4

4, 2

Se, 2 1
"0 0 0 Tnsu™®

Figura 4.3: Representacao gréfica de TPrpu (Aplicagao II da medida FDHg).
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Elasticidade | Limites da Contragdo | Limites da Expansao
Produtor 1 | [7,100;1110] 0,0000 1,0000
Produtor 2 | [1,048;317,1 0,0000 1,1344
Produtor 3 | [0,072;1, 753 0, 5000 0, 5000
Produtor 4 | [0,029;1,175 0, 5000 0,1591
Produtor 5 | [0,000;0, 189 0,4471 0, 0000
Produtor 6 | [2,016;2,016 - —
Produtor 7 | {2,016;2,016 0,4132 -
Produtor 8 — — —

Tabela 4.5: As elasticidades do retorno de escala e os limites das contragoes e expan-
soes (Aplicacao II da medida FDHg).

Eficiéncia | Contragido/Expanséao
Produtor 1 | 67 = 1,000 c; = 0,00
Produtor 2 | 65 = 1,000 c5 = 0,00
Produtor 3 | 65 = 1,000 c3 = 0,00
Produtor 4 | 63 = 1,000 c; = 0,00
Produtor 5 | 65 = 1,000 e; = 0,00
Produtor 6 | 65 = 1,000 cg = 0,00
Produtor 7 | 67 = 0,852 c3=0,15
Produtor 8 | 6z = 0,483 e =0,14

Tabela 4.6: Resultados considerando um grau de realismo igual a 0,7 (Aplicagao II
da medida FDHg).

BCC|u=0|pu=02(p=04|p=06|p=08|p=1|FDH
Produtor 1 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 2 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 3 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 4 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 5 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 6 | 0,91 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 7 | 0,85 | 0,85 0,85 0,85 0,85 0,90 1,00 | 1,00
Produtor 8 | 0,41 | 0,48 0,48 0,48 0,48 0,48 0,75 | 0,75

Tabela 4.7: Eficiéncias considerando diferentes graus de realismo (Aplicagao II da
medida FDHg).
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2

Figura 4.4: Representagao grafica de TPgcc e de II(Py) (Aplicacao II da medida
FDHg).
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Figura 4.5: Imagem de TPgpcc N ['(P4) (Aplicagao II da medida FDHg).
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Figura 4.6: Tecnologia de producao TP’;.”_]‘)(;“ (Aplicacao I1 da medida FDHg).



Capitulo 5
Conclusoes e Recomendacoes

O objetivo deste trabalho foi o de propor duas medidas com a finalidade de mensurar
indices da eficiéncia técnica em ambiente difuso: as medidas CCRg e FDHg. A medida CCRg,
que é uma generalizacdo da medida de CCR, ¢é aplicédvel quando as quantidades consumidas e
produzidas ndo sao conhecidas com precisao e podem ser expressas através de nimeros difusos
do tipo LR. O modelo de programacao linear difusa que calcula os indices da eficiéncia técnica
neste cendrio incorpora o conceito de relagdes de ordem entre quantidades difusas desenvolvido
por Ramik e Rfmének [1985]. O célculo dos indices da eficiéncia consiste entdo em comparar as
quantidades difusas do consumo e da produgao para diferentes conjuntos corte p, tal como 0;
0,1;..;0,9; 1.

A segunda medida proposta é uma generalizacao da medida Free Disposal Hull. E pres-
suposto, para a aplicacao da medida FDHg, que além das quantidades consumidas e produzidas,
sao conhecidos os consumos limites (inferior e superior resultantes da contracdo e da expansao
do vetor consumo observado) de cada produtor, com os quais ainda produzem quantidades
plausfveis da produgdo. A producdo estimada, para qualquer nivel de consumo compreendido
entre os niveis observados e os limites, é resultante da contragao ou da expansao do vetor pro-
ducio observado, de modo que a contragéd do plano observado ocorra na diregéo' da maior taxa
do retorno de escala e a expansao ocorra na direcdo da menor taxa do retorno de escala.

Na medida FDHg os planos de producéo observados podem ser vistos como sendo
difusos se forem associados: a) graus de realismo igual a zero aos planos de produgéo construidos
a partir das contracoes e das expansoes limités; b) graus de realismo pertencentes a (0, 1) quando
as contracbes e as expansbes sio menores que as contragSes/expansdes limites; ¢) graus de
realismo igual a 1 se os planos constrnidos coincidirem com os observados (isto é, para contragoes
e expansoes nulas). Para calcular a eficiéncia técnica dos planos observados, pode-se entao

estipular graus minimos de realismo do conjunto dos planos e produgédo que constitui a tecnologia
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de producéo a partir de conjuntos corte u! das quantidades difusas dos planos de produgao,
sugerindo que quanto maior o realismo, mais préximo da realidade estd4 o indice da eficiéncia-
técnica calculado.

A seguir serdo delineadas algumas conclusGes observadas da aplicagao das duas medidas

e também serdo sugeridas algumas recomendacdes pertinentes ao trabalho.

‘5.1 Conclusoes

Do desenvolvimento das medidas no capitulo 3 e da anélise dos resultados apresentados

no capitulo 4 seguem as seguintes conclusoes.

5.1.1 Conclusoes da Aplicagao da Medida CCRg

e No célculo da eficiéncia técnica, considerando J produtores, cada um consumindo n in-
sumos para produzir m produtos, e considerando k conjuntos corte p, devem ser resolvidos

(J x K) programas lineares formados por 2 X (n + m) restrigdes e (J + 1) varéveis cada.

o Considerando s conjuntos corte y das quantidades difusas dos fatores de producdo, a
aplicagdo da medida CCRg resulta em s indices da eficiéncia técnica para cada produtor
que apresentam diferentes possibilidades de terem ocorrido na préatica. Por exemplo, se y =

0,4, entao as quantidades de consumo e de produgao utilizadas nos célculos apresentam
grau de pertinéncia maior ou igual a 0,.4, e consequentemente os fndices da eficiéncia

técnica calculados apresentam grau maior ou igual a 0,4 de terem ocorrido na prética

Seja pu € [0,1] o nivel dos conjuntos corte p dos fatores de producdo. Se p = 1, entao os

graus de eficiéncia calculados pela medida CCRg sao iguais aos calculados pela medida
CCR.

O decisor pode analisar e plotar os indices da eficiéncia técnica versus os diferentes cortes

nivel u.

A medida sugerida atende as propriedades WI, H, WM e U (definidas na secao 2.1).

A tecnologia de producgio gerada satisfaz as propriedades T1-T6 (definidas na segéo 2.1).

5.1.2 Conclusoes da Aplicagao da Medida FDHg

e Sejam J produtores, dos quais 0 < C' < J sdo BCC-ineficientes, e K conjuntos corte u das

quantidades difusas dos insumos e dos produtos serdo resolvidos C + (2 x J) + (K x J)

1Tais como 0; 0,1;0,2;...,0,9; 1.
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problemas de programagao.

e Considerando s diferentes graus de pertinéncia dos planos de produgédo que constituem a
tecnologia de produgdo, a aplicagdo da medida FDHg resulta em s fndices de eficiéncia
para cada produtor. Aos fndices da eficiéncia calculados com um determinado grau de
pertinéncia pertencente a [0, 1] é associado igual grau de realismo. Por exemplo, se o grau
de pertinéncia é maior ou igual a 0,6 entao a tecnologia de produgao é constituida por
planos que tém um grau 0,6 de serem implementados na prética e consequentemente os

indices da eficiéncia sdo 0, 6 realistas.

e Quanto maior o grau de realismo desejado, maiores séo os fndices da eficiéncia técnica
atribuidos pela medida FDHg aos produtores. Isto ocorre porque a tecnologia de produgao

é mais restrita com o aumento do realismo.

Se o grau de realismo for igual a 1, entdo os graus de eficiéncia calculados pela medida

FDHg sao iguais aos calculados pela medida FDH.

e O decisor pode analisar e plotar os indices da eficiéncia técnica versus os graus de realismo

especificados;

A medida sugerida atende as propriedades WI, H, WM e U (definidas na segéo 2.1).

A tecnologia de producéo gerada satisfaz as propriedades T1-T6 (definidas na secdo 2.1).

5.2 Recomendacgoes

Alguns passos podem ser dados no sentido de aprimorar e ampliar o leque de aplicacao

das duas medidas propostas. Algumas sugestGes neste sentido sdo enumeradas a seguir.

1. Desenvolver medidas aplicdveis as situagbes em que as quantidades consumidas e pro-
duzidas sao nimeros difusos do tipo LR considerando diferentes economias de escala e
diferentes descartes dos insumos e dos produtos. (A medida CCRg é aplicdvel se e so-
mente se a tecnologia de produgao satisfaz retornos constantes de escala e descarte forte

dos insumos e dos produtos.)

2. Utilizar distribuigdes de possibilidade néo lineares na definicdo das quantidades dos fatores
de producao difusos e outros operadores de agregagéo (interse¢do) para construgdo de
medidas semelhantes a medida CCRg (veja Zimmermann, {1991, p.40]). (Na definicdo do
programa linear que mede o fndice da eficiéncia CCRg foi empregado o “operador min”

definido na Segdo A.1.2 do Apéndice A.)
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. Modelar medidas semelhantes a FDHg para analisar a eficiéncia técnica quando os fatores

de produgédo sdo quantidades categéricas e/ou inteiras.

. Incluir na medida FDHg a possibilidade de ocorreram alteracées “nao proporcionais” nas
quantidades consumidas e produzidas. (A medida FDHg é aplic4vel se e somente se ocor-

rem variagdes “proporcionais” nas quantidades consumidas e produzidas.)

. Adaptar a medida FDHg para a situagao em que a tecnologia de producao satisfaz dife-
rentes economias de escala e diferentes descartes dos insumos e dos produtos. (A medida
FDHg ¢ aplicdvel quando a tecnologia de produgdo satisfaz retornos varidveis de escala e

descarte forte dos insumos e dos produtos.)

. Desenvolver uma métodologia consistente para calcular limites apropriados as contracoes e
as expansées dos planos de producao observados de modo que os planos de produgéo resul-
tantes das contracoes e das expansoes dos planos observados ainda pertencam & tecnologia

de produgao BCC.
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Apéndice A
Programacao Linear Difusa

As medidas difusas da eficiéncia técnica definidas no capitulo 2, bem como as propostas
no capitulo 3, envolvem conceitos de conjuntos difusos. Neste apéndice, inicialmente sers dada
uma breve nogao sobre conjuntos difusos e sobre os mimeros difusos do tipo L, R e LR. Girod
[1996] emprega quantidades difusas do tipo L e R (figuras A.1 e A.2). A situacfio em que os
insumos e os produtos forem expressados por nimeros difusos do tipo LR (figura A.3) pode-se
empregar 2 medida CCRd e a medida de Ueda e Kamimura [1998].

Neste apéndice serdo abordados tépicos envolvendo programacao linear difusa. O
primeiro tépico esté relacionado com a tomada de decisdo em ambiente difuso, pois determinar
a solucdo de um programa linear difuso é tbmar uma decisdo em ambiente difuso. Serdo apre-
sentados os modelos de programacio linear difusa de Zimmermann [1991, p.250] e de Carlsson e
Korhonen [1986]. O primeiro modelo foi emprégado por Sengupta [1992] e o modelo de Carlsson
e Korhonen foi utilizado por Girod [1996].

A.1 Conjuntos Difusos

No cotidiano as quantidades geralmente ndo sido exatas, ou seja, em vérias situacGes
lidamos com quantidades aproximadas. Por ‘exemplo, ao se comprar alimentos embalados, o peso
que consta nas embalagens geralmente nao é o peso real, porque existe uma pequena variagao
devido a vérios fatores. O peso especificado na embalagem é na verdade o peso médio, podendo
ocorrer oscilagdes tanto para mais quanto para menos. Outro exemplo é o caso de uma nectarina
que é resultado do cruzamento genético do péssego e da ameixa. Pode-se dizer que uma nectarina
¢ uma ameixa e um péssego mas nao podemos classificd-la como sendo apenas ameixa ou apenas
péssego. ’ |

Em 1965 Zadeh preocupado com as situagoes em que a légica tradicional da dicotomia
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(do ser ou nao ser) ndo podia ser aplicada, desenvolveu um novo modelo de légiéa denominada
de légica difusa. Utilizando esta 16gica pode-se lidar matematicamente com situagoes como as
descritas nos exemplos do pardgrafo anterior. O ponto central da légica difusa é que um deter-
minado objeto pode pertencer simultaneamente a mais de um conjunto. A esta propriedade de
pertencer a mais de um conjunto € associado um grau de pertinéncia através de uma distribuicao
de possibilidade (que é a funcio de pertinéncia).

Usando a légica tfadicional, do estar ou nao estar, a pertinéncia de £ num conjunto

cldssico A pode ser expressa pela fungéo caracteristica p alz) = {0,1}, z € A, isto &,

1 sexcA

ka(e) = 0 sex¢ A

Empregando a légica tradicional, pode-se decidir apenas se x é um elemento de A ou ndo. A
l6gica difusa admite um grau de pertinéncia (entre zero e um) de x pertencer a A. Se py €
a funcio de z no intervalo [0, 1], entdo p4(z) — [0,1] é chamada de fungio de pertinéncia no
conjunto difuso A. Mais detalhes em Zimmermann [1991].

Um conjunto difuso pode assumir intdmeras formas. Neste capitulo serao definidos
os conjuntos que expressam nimeros difusos. Tais quantidades sdo utilizadas para expressar
quantidades difusas do tipo “nimeros reais préximos de 10”, “ndmeros reais consideravelmente

maiores que 10”7, etc

A.1.1 Nimeros Difusos

Nas seguintes defini¢Ges, serdo definidos os mimeros difusos do tipo L, R e LR.

Definigao 28 Seja L : [0,+00) — [0,1], L(0) = 1, uma fungdo ndo crescente e nao constante
em [0,400). Seja Fi o conjunto de todos os nimeros difusos @ cuja fungdo de pertmencza

apresenta a seguinte propriedade: Ezxistem nidmeros reais a e & > 0 tal que

L(a_t> set<a
pa(t) = a

o(t) set>a

onde ¢ : (a,+00) — [0, 1] € qualquer fungdo. Um nidmero @ € Fy, é chamado de nimero difuso
do tipo L.

A figura A.1 ilustra o mimero difuso @ = (i3 (t) , @, @) que é do tipo L, onde p; (t) & a
funcio de pertinéncia, a é o valor mfnimo de t para o qual p; (t) = 1 e (a — ) é o menor valor

possivel para a.
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HAY=1

Haft)

0 (a-a) t a >1

Figura A.1: Nimero difuso do tipo L.

A distribui¢do de possibilidade associada ao nimero difuso @ da figura A.1 é

0 set< (a—a)
t—(a—

pa(t) = % se (a—a)<t<a -
1 set>a

Esta funcéo indica que a possibilidade da atual quantidade de ¢ assumir a verdadeira quantidade
de @ cresce a partir de t = (a — @) pois p; (t) é estritamente crescente no intervalo [a — «, a.
Verifica-se também que é impossivel a atribuicdo de quantidades menores que (a — a) para @
pois para t < (a — ) tem-se p; (t) = 0, enquanto que a possibilidade de assumir valores maiores

ou iguais a a é méxima..

Definicao 29 Seja R : [0, +00) — [0,1], R(0) = 1, wma fung¢do ndo crescente e ndo constante
em [0,+00). Seja Fr o conjunto de todos os nimeros difusos b cuja funcao de pertinéncia
apresenta a seguinte propriedade: Fxistem ndmeros reais b e 8 > 0 tal que

t—b

Y(t) set <b
onde 3 : (—o0,b) — [0, 1] ¢ qualquer fung¢do. Um nimero b € Fg é chamado de nimero difuso
do tipo R.

Na figura A.2 tem-se a representacio do exemplo de nimero difuso b = (15 (2), B, b)

que é do tipo R. A distribui¢cao de possibilidade associada a este mimero &

1 se0<t<)

%_—t seb<t<(b+0)

0 set<0et>(b+p)

pi(t) =
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=1

)

[

0 bt (b+P)

Figura A.2: Niimero difuso do tipo R.

Definigao 30 Seja L,R : [0,4+00) — [0,1], L(0) = R(0) = 1, funcdes ndo crescentes e nio
constantes em (0, +00). Seja FLr o conjunto

Frr=F N Fg

Um nidmero ¢ € Frgr é€ chamado de nimero difuso do tipo LR. Neste caso a funcdo per-
tinéncia serd dada por
c—t

o
t—c

g

A figura A.3 ilustra o nimero difuso é = (u; (t) ,a,¢,B) que é do tipo LR, onde a e 3

L

set<ec
p5(t) =

set >c

indicam o quanto ¢ pode se afastar & esquerda e 4 direita respectivamente de c¢. A amplitude

(que é a extensao) do mimero difuso ¢ é definida por o e 8.

1 (=1

K (1)

T o ¢ 1 @b !

Figura A.3: Nimero difuso do tipo LR.
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O ndmero difuso ¢ geralmente é denotado por &= (¢, ¢,¢), onde c=c—aec=c+ 3,

e a distribuigao de possibilidade associado a ele é

—t—(z—a) se (c—a)<t<c
pe(t) = (6—4_% sec<t<(c+p)
0 sevt<(c—-a)et>(c+,3)

Nas préximas segOes serao definidos conceitos relacionados a tomada de decisdo em

ambiente difuso e em relagao a programagcao linear difusa.

A.1.2 Tomada de Decisao em Ambiente Difuso

Na teoria da decisao cldssica os problemas inerentes & tomada de decisao apresentam
trés componentes: alternativas, restricbes e objetivos. As alternativas definem o espaco de
decisdo (espago alternativo) onde o decisor escolhe uma solugédo para o problema; as restrigdes,
como o nome sugere, limitam as escolhas entre as alternativas; objetivos ou metas representam
valores ou utilidades das alternativas existentes. Uma deciséo, sob condicdes de certeza, é
feita quando o resultado para cada agao pode ser determinado e ordenado precisamente. Uma
alternativa escolhida deve levar & maior utilidade, isto é, o problema de tomada de decisdo
torna-se um problema de otimizacéo. v

Muitas das tomadas de decisdo do mundo real envolvem ambiente em que os objetivos,
as restrigoes e as possiveis acOes nao sao conhecidas precisamente. Fm 1970 Bellman e Zadeh
sugeriram um modelo para tomada de decisdo num ambiente difuso no qual assumiram que
0s objetivos e as restricdes podem ser modelados como conjuntos difusos no espago de decisdo
e a decisdo difusa correspondente é a intersecdo desses conjuntos. De uma maneira simples e
sucinta definiram decisao difusa como a confluéncia de objetivos e restri¢cdes [Bellman, Zadeh,

1970, p.B-149]. Essa idéia é formalizada com a seguinte definic3o.

Definicao 31 Seja um objetivo difusot G e uma restrigdo difusa C num espago de alternativas
X. Entéo G e C combinadas formam uma decisdo 5, que é um conjunto difuso resultante da
interseccao de Ge 5’, ou seja, D=GnC e correspondentemente p g = min {#éaﬂé} [Bellman,

Zadeh, 1970, p.B-148].

—

Com n objetivos G1, Gy, ..., Gn e m restrigdes C1,Cy, ..., Cp, a decisdo resultante é a

interseccao dos objetivos e das restricdes [Bellman, Zadeh, 1970, p.B-149], ou seja,

1Um objetivo difuso G pode ser uma fungio do tipo G = f(Xl,Xg,‘.., Xn) cuja funcgido de pertinéncia é

e = max, [min (12, (z1), po(2), ..., 1, ()], onde p,; € a fungao de pertinéncia de X;.
y=f(z
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D=GiNnGyn..NG,NC1NCoN...0NCr,
e portanto,

By = min {/1’5;)/-1’6;77/'1‘&,/1'6;)/""527’/-1’6;}

A.2 Programacio Linear Difusa

A programacao linear, concebida por Dantzig na década de 40, consiste na maximizacao
ou na minimizacio de uma funcio objetivo linear restrita a um conjunto de equacdes e inequacoes
lineares. Assume-se que a linearidade diz respeito 4s varidveis e aos pardmetros e que esses sdo

totalmente conhecidos. Seja o problema de programacao linear (ppl)

Maximize 2= Jz
s.a : Az <b (1)
=0

onde z = ¢ z define a funcéo objetivo, Az < b so as restricdes, > 0 é o espaco de alternativas,
A é uma matriz de m linhas e n colunas, ¢ € x sdo vetores n-dimensionais e b é um vetor m-
dimensional. O procedimento mais utilizado para a resolugdo de um problema de programacao
linear ¢ o método simplex, desenvolvido por George Dantzig em 1947.

Sob hipéteses de imprecisao pode-se admitir que alguns ou todos os pardmetros do
ppl sejam difusos e essa caracteristica pode ser expressa de vérias formas. Os elementos de A,
b, e ¢ podem ser nimeros difusos; as restrigdes podem ser consideradas conjuntos/ difusos; e

" a funcio objetivo pode ser representada por um conjunto difuso ou uma funcio difusa. Além
disso a solugéo do problema (decisdo) pode ser modelada como um conjunto difuso (uma solucéo
“suficientemente boa”) ou um nimero cléssico (solugio Stima).

Zimmermann [1991, p.249], classificou os problemas de programagédo linear que apre-
sentam pardmetros imprecisos em programa lineares difusos simétricos e nao simétricos. Nos
modelos simétricos a funcio objetivo é substituida por uma restrigio difusa transformando a
otimizacao estrita da formulacao deterministica em um alcance gradual de um nivel de aspiracao.
Os modelos sao ditos simétricos porque a fungéo objetivo, transformada em restricdo difusa, é
incorporada ao conjunto de restriges funcionais (também difusas). A solucdo do problema é
portanto, um conjunto difuso. Nos modelos néao simétricos (também denominados de possibilfs-
ticos), a imprecisdo se verifica em alguns ou todos os elementos de A, b e ¢, e a decisdo pode ser
difusa ou cléssica. ’ »

Os modelos simétricos baseiam-se diretamente na interpretacdo de decisao difusa de

Bellman e Zadeh [1970], isto é, se forem dados uma meta difusa G e um conjunto difuso de
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restrigcoes C , entdo uma decisao difusa D resultaré da conexao entre G e C (é NnC por exemplo)
e da correspondente funcao de pertinéncia da decisdo py = min {,ué, ,ua,}. Os modelos nio
simétricos envolvem um conjUnto heterogéneo'd.e problemas que impossibilita uma formulacéo
genérica.

A seguir, serdo descritos o modelo simétrico de Zimmermann [1991] e o modelo néo

simétrico de Carlsson e Korhonen [1986].

A.2.1 O Modelo Simétrico de Zimmermann

Segundo Zimmermann o programa linear (1) tem a seguinte formulacdo [Zimmermann,

1991, p.250):

Determinar =z
s.a Tz Z 20 : @)
Az S bo
z=20
ondé: < denota a versdo fuzificada de < e possui a interpretacio de “essencialmente menor
ou igual”; 2 denota a verséo fuzificada de > e tem a interpretacdo de “essencialmente maijor
ou igual” [Zimmermann, 1991, p.250]; zo e bg sao definidos a priori pelo usuério e representam
respectivamente niveis de aspiracéo de satisfacio da funcio objetivo e das restricdes; z, ¢’, A,
29, bg sdo quantidades deterministicas (nao difusas).

Ao substituir a otimizagfo cléssica e as restriges por niveis de aspira¢do, constituin-
do um unico conjunto de restri¢des (difusas), a fungdo objetivo passa a ter papel idéntico as
restrigdes, caracterizando a simetria do modelo. N&o se obtém, entdo uma “solugao étima que |
satisfaz a um conjunto de restricbes” mas sim “solugbes de compromisso” em termos de niveis
de aspiragoes do objetivo e das restrigoes.

Para caracterizar totalmente a simetria do modelo pode-se utilizar a notagao B =
(—c, A)T e d = (—2,b0)T e reescrever o programa linear acima em:

Determinar «
s.a Bz Sd (3)
z>0

Cada uma das (m + 1) linhas deste programa linear define um conjunto difuso, cuja.
fungéo de pertinéncia p; (z) pode ser interpretada como o grau com que z satisfaz a desigualdade
difusa B;z < d;, (onde B; € a i-ésima linha de B). O conjunto difuso ”decisdo do modelo” fica

caracterizado pela seguinte funcdo de pertinéncia:

() = min {4; (@) W
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Supondo que o decisor esteja interessado ndo num conjunto difuso como solugio mas sim numa
solugao 6tima deterministica, deve-se determinar a “solucdo maximizante”, através da solugao
do seguinte problema (possivelmente néo linear):

g {mings o)} = s (@)} @)

20

A funcéo de pertinéncia p;(z) deve assumir valor zero quando a i-ésima restricao (in-
clusive a funcéo objetivo) for fortemente violada (ou seja, quando a i-ésima restricao for violada
além de um limite de violagao definido a priori pelo decisor) ; valor 1 se estiver completamente
satisfeita (no sentido determinfstico); e crescer monotonicamente de 0 a 1 dentro de um inter-
valo “aceitdvel” de violacdo da restricio. Admite-se, entdo, que o decisor seja capaz de definir
um intervalo [di, di + pi] de violagio, admissivel para cada restricdo (inclusive fungéo objetivo).

Zimmermann [1991, p.251] sugere a seguinfe funcdo de pertinéncia linear por partes

0 se Bix > d; +p;
Bix — d.
pi(z) = l—zacp—dz sed; <Bix<d;+p; 1=1,2,...m+1. (6)
i
1 se Bix < d;

A solugio do programa linear difuso (3) entao pode ser obtida através de um problema

de programagcéo linear cléssica. Introduzindo uma varigvel que corresponde 4 equagio (4) tem-se

Mazximize z= A
s.a i +Bix <di+pi,i=1,2,...,m+1 A7)
=0 .

Se (A\*,z*) € a solugdo 6tima, entdo =* é a solugdo maximizante de (5) do modelo linear difuso
(2) assumindo as fungdes de pertinéncia definidas em (6).

2

Este enfoque é computacionalmente muito simples uma vez que a solucdo é obtida
resolvendo um problema linear cldssico com uma varidvel a mais que o problema determinfstico
€Xpresso em (1) O modelo linear difuso resultante nao emprega quantidades difusas e nao
oferece muito mais informacdo que uma anélise de sensibilidade sobre o vetor do lado direito
de (1) do modelo linear deterministico e sua maior vantagem sobre este é o fato do decisor ndo
ser forcado a formular precisamente o seu vetor de restricoes, mas somente defini-lo em termos

difusos através da fixacao dos niveis de violacao das restri¢des e da funcao objetivo.

A.2.2 O Modelo Nao Simétrico de Carlsson e Korhonen

Seja o problema determinfstico de programagcao linear formulado em (1) supondo que
existe incerteza em relacdo as quantidades dos pardmetros A, b e ¢. Suponhamos que o de-

cisor seja capaz de especificar limites inferior (4, b, c) e superior (A, b,) para cada parametro.
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Carlsson e Korhonen (1986, p.24] sugerem que os limites inferiores representem valores “livres
de risco” no sentido de poderem ser implementados com certeza. Os limites superiores sao
valores-fronteira além dos quais nio hd possibilidade de implementacao (“valdres impossiveis”,
nos termos de Carlsson e Korhonen [1986, p.24]). Esse enfoque baseia-se na hipétese de que
quando A, b e ¢ movem-se do limite “livre de risco” para o “impossivel”, a solu¢do move-se de
uma situagio com alto grau de implementabilidade (segura) para uma solugéo com baixo grau
de implementabilidade (solugéo otimista).

Com essa caracterizacdo, A, b e ¢ sdo conjuntos difusos e suas distribui¢oes de possi-
bilidade devem assumir valor 1 nos limites inferiores (livres de risco) e 0 nos limites superiores
(impossiveis), decrescendo monotonicamente de 1 a 0 quando A, b e ¢ movem-se do limite “livre
de risco” para o “impossivel. Sejam Paijr Mo; € Hejs 1=12,...mej=1,2,..,n as fungdes
de pertinéncia associadas aos elementos de A, b e c. Aplicando resultados da 4lgebra difusa
(equacdo (4)) pode-se avaliar a precisdo da solugdo 6tima. A funcdo de pertinéncia que reflete

a precisdo da solugdo 6tima é

By = miin {,u%,,ubi,ucj}. 1=1,2.,...,m,7=1,2,..,n (8)

Esse é o modelo de decisao de Bellman e Zadeh e sua interpretacao é que a precisao da
solucao 6tima é igual a precisdo do pardmetro de maior “risco”. Segundo Carlsson e Korhonen
[1986, p.25] o melhor valor para a funcéo objetivo (do ppl (1)), para um valor fixo de uz, é

alcancado quando

BE = Hay; = oy = Hejn 0=1,2,,..,m, j=1,2,..,n (9)

pois o modelo tende a utilizar os valores de maior risco dos pardmetros. Segundo os pesquisadores,
pode-se entdo afirmar que ‘o melhor valor da fungao objetivo, a um nivel fixo de precisdo, pode
ser obtido usando-se todos os pardmetros a um mesmo nivel de precisao’. Devido & existéncia
das folgas nas restricdes ndo ativas na solucéo 6tima, um nivel menor de precisdo poderéd ser
utilizado em alguns componentes do vetor de restrigoes (o vetor b). Esta alteragio, segundo
Carlsson e Korhonen [1986, p.25] nio afetam a solugéo 6tima da fungéo objetivo.

Dado o pardmetro p, seja a distribuicdo de possibﬂidade

0 sep>p
p—p _

sz pTﬁ se p<P<XP (10)
1 sep<p

entao

p=u,(p—p) +5 (11)
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Se aos pardmetros A, b e ¢ sao associadas distribuicées de possibilidade semelhantes &

expressa em (10), entdo o programa linear (1) poderd ser rescrito como:

Mazimize z= [c+ p(c— 6)]Txv B B
s.a @+ p(a—a)z < b+ pu(b-d) . (12)
z=0

A solugao 6tima do problema de programacao nao linear (12) é alcangada quando p = 0. Essa
solugao estd associada & situagdo “impossivel” e, isoladamente, nao apresenta interesse. Esse
ponto merece uma observagao relativa & forma das fungdes de pertinéncia. Se todas as fungdes
de pertinéncia utilizadas tém a mesma forma (rhesmo que ndo sejam lineares), a programacao
linear paramétrica pode ser utilizada. Caso as func¢bes de pertinéncia dos diversos pardmetros
tenham formas distintas Carlsson e Korhonen [1986, p.26] sugerem a fixacao de diferentes valores
para i (1 =0,0.1,0.2, ..., 1.0, por exemplo), e deve-se resolver uma série de problemas lineares
associados a estes valores. O conjunto de solucdes étimas associado a essa série de problemas
poder4d ser representado em funcao dos graus de pertinéncia utilizados, permitindo inclusive uma,

anslise gréfica da evolugao do valor étimo.



Apéndice B

Tabelas de Dados

Insumo X3

. Insumo X
Produtor 1 | (13081, 16352;17987) | (20;26; 28)
Produtor 2 (27093; 33867; 37253) (24; 30, 33)
Produtor 3 (22532; 28165; 30981) (40; 51; 56)
Produtor 4 | (32079; 40009; 44108) | (62;78; 85)
Produtor 5 (29048; 36311; 39942) (55;69; 75)
Produtor 6 (40651; 50814; 55895) (48;61;67)
Produtor 7 (51003; 56670; 68004) (106;118;141)
Produtor 8 | (76044; 84494; 101392) | (108; 120; 144)
Produtor 9 (48748; 54165; 64998) (102;114; 136)
Produtor 10 | (113308; 125898;151077) | (217;242;290)
Produtor 11 (131;202; 242)

Tabela B.1: Insumos difusos. (Fonte: Ueda, Kamimura, [1996, p.2])

(103397; 114886; 137863)

Produto Y;

Produto Y,

Produtor 1

(8425;10532; 11585)

(4448; 5561;6117)

Produtor 2

(25174; 31468; 34614

(14484, 18106; 19916

Produtor 3

(43387; 54234; 59637

(13198; 16498; 18147

Produtor 4

(67829; 84787; 92365

(24648; 30810; 33891

Produtor 5

R4 NP (N4 (N

(60696; 75870; 83457

Produtor 6

(67167; 83959; 92354)

(28236; 35295; 38824

Produtor 7

(153687;170764; 204916

)
)
)
(45823; 57279; 63006)
)
0

(92670; 102967; 123560)

Produtor 8

(171872; 190969; 220162

(80460; 89401; 107281)

Produtor 9

(59523; 66137; 79364)

Produtor 10

(274967; 305519; 366622

(88146;97941; 117529)

Produtor 11

)
)
(129486, 143874; 172648)
)
)

(368667;409630; 491556

(172049; 191166; 229399)

Tabela B.2: Produtos difusos. (Fonte: Ueda, Kamimura, [1996, p.3])




.| Insumo X | Produto Y
Produtor 1 1 2
Produtor 2 2,9 3
Produtor 3 3 4
Produtor 4 3 7
Produtor 5 5 8

Tabela B.3: Insumos e produtos (Aplicagao I da medida FDHg).

Insumo X7 | Insumo X5 | Produto Y
Produtor 1 1 2 v 1
Produtor 2 1,7 1 3,5
Produtor 3 2 4 8,1
Produtor 4 4,4 2 8,5
Produtor 5 5,1 6 9
Produtor 6 2 3 6
Produtor 7 | = 2 4 6
Produtor 8 4 4 4

Tabela B.4: Insumos e produtos (Aplicagao II da medida FDHg).



Apéndice C

Lista de Simbolos Mais Usados

Cly)
Ce(y)
Cn(y)
Cv(y)
Cvr(y)
P(z)
Po(z)
Pn(z)
Pv(z)
GR
GRc

GRy
GRv
TPgcc

TPrpu

TPhpad

conjunto dos vetores consumo que produzem pelo menos o vetor producao y
conjunto consumo supondo retornos constantes de escala -
conjunto consumo supondo retornos ndo crescentes de escala
conjunto consumo supondo retornos varidveis de escala
conjunto consumo supondo retornos varidveis de escala
conjunto dos vetores producgéo possiveis de serem gerados a partir do consumo de =
conjunto produgao supondo retornos constantes de escala
conjunto produgdo supondo retornos nao crescentes de escala
conjunto produgao supondo retornos varidveis de escala
colegao de todos os vetores consumo-produgao vidveis
colecao dos planos de producao vidveis supondo retornos
constantes de escala
colecao dos planos de producao vidveis supondo retornos nao
crescentes de escala
colecao dos planos de produgéao vidveis supondo retornos
varidveis de escala
colecao dos planos de producao vidveis gerados pela medida radial
da eficiéncia técnica supondo retornos varidveis de escala (medida radial de BCC)
colecao dos planos de producgao vidveis gerada pela medida
free disposal hull-FDH
colecao dos planos de produgio vidveis gerada pela medida

free disposal hull difusa-FDHd com grau de realismo igual a p



EFCcry -
EFCnin
EFCyn
EFCcout
EFCNout
EFCyvout
EFCeoina

CIPL‘DHd (y)

P ;DHd(x)

v 1N

VARV

o)

e ®
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eficiéncia técnica radial orientagao consumo supondo retornos constantes de escala
efic. técnica radial orientagao consumo supoﬁdo retornos nao crescentes de escala
eficiéncia técnica radial orientagdo consumo supondo retornos varidveis de escala
eficiéncia técnica radial orientagao producao supondo retornos constantes de escala, -
efic. técnica radial orientacdo consumo supondo retornos nao crescentes de escala
eficiéncia técnica radial orientagdo consumo supondo retornos varidveis de escala
efic. técnica néo radial orientacao consumo supondo retornos constantes de escala
a conjunto consumo gerado pela medida FDHd com grau de realismo igual a u
a conjunto producdo gerado pela medida FDHd com grau de realismo igual a ,u
A= B significa que A coincide com B
A C B significa que A é um subconjunto de B

Seja X = (z1,..vZn) € Y = (y1,..,yn). X 2 Y se e somente se T, > yn

ou ZTp, =yYp,Vn € {1,2,..,n}
X>Y seesomentese X 2Y e X #AY
X >Y se e somente se zp, > yn,Vn €{1,2,..,n}
versao fuzificada de < e possui a interpretagao de “essencialmente menor ou igual”
versao fuzificada de > e tem ainterpretacio de “essencialmente maior ou igual”
sujeito a

quantidade difusa
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