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Resumo

Neste trabalho demonstramos a convergéncia do método QR no caso
de matrizes de Jacobi via fluxo de Toda generalizado, baseado em [4], [14] e [3]. Os

fluxos de Toda generalizados sdo caracterizados pela equacdo diferencial:

S L() = BGLWNLE ~ LOBGEE),  L0)= Lo,
em que L(t) é uma matriz real, tridiagonal e simétrica, G(A) é uma funcgao real,
analitica e injetiva num dominio que contém o espectro de Lg; e B(G(L(t))) =
[G(L(t))+] — [G(L(t))-] é uma matriz anti-simétrica, sendo G(L(t))+ e G(L(t))- as
partes estritamente superior e inferior, respectivamente, de G(L(t)).

Inicialmente, estudamos o caso G(\) = A, o qual caracteriza o fluxo
de Toda. Mostramos que este fluxo é isospectral e converge, quando t — oo, a uma
matriz diagonal. Esses resultados sio generalizados e, entdo, demonstramos que o
método QR é uma avaliagdo, em tempos inteiros, do fluxo de Toda generalizado
caracterizado por G (A) = In(}). Para finalizar, demonstramos um teorema sobre a
velocidade de convergéncia do fluxo de Toda e apresentamos algumas comparagoes

‘entre resultados obtidos pelo método QR e por uma resolucdo numeérica da equacio
de Toda. ’
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Abstract

In this workwe prove the convergence of the QR method for Jacobi
matrices by using a generalized Toda flow, based on [4], [14] e [3]. Generalized Toda
flows are described by the differential equation:

9 1() = BOLENLE) -~ LOBELW),  L0) = Ly,
where L(t) is a symmetric tridiagonal real matrix, G()) is a analytic real function,
which is one to one in an open domain which includes the spectrum of Lj; and
B(G(L(t))) = [G(L(t))+] — [G(L(t))-] is a skew symmetric matrix, where G(L(t))..
and G(L(t))- denote the strictly upper and lower triangular parts, respectively, of
G(L(t)). o ' |

First, we study the case G(A) = A, which describes the Toda flow. We
prove that this flow is isospectral and converges, as t — oo, to a diagonal matrix.
After, these results are generalized and we prove that the QR method is an evaluation
for integer times of the generalized Toda flow described by G(A) = In(A). Finally,
we prove a theorem about the convergence rate of the Toda flow and present a
comparison between results obtained by the QR method and the ones obtained by a
numerical resolution of the Toda flow. '
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Introducao

Em 1961, Francis desenvolveu o método QR [9] para calcular autova-
lores de uma dada matriz. Esse método depende, essencialmente, da fatoracdo QR
(Q ortogonal e R triangular superior) da matriz. Se Ag = A, A€ C™", e QxRx é a
fatoracdo QR de Ay, entdo Ag.; é definido por: f

Ak+1 - Rka = QZAkav (k - Oa 1a 2a )

Em geral, a sequéncia { Ay} converge para a forma triangular superior de A, ou seja,

Aok e %
0 )\2 *
limAk=T= . . y
k—o0 : : t.
0 0 - An

em que A = QT Q¥ é uma decomposi¢cdo de Schur de A. Note que Ay, ..., A\, consti-
tuem o espectro de A. A demonstracao desse fato pode ser encontrada, por exemplo,
em [9], (cap. 5). Evidentemente, se A é simétrica entdo a matriz limite da sequéncia
{Ax} é diagonal.

Atualmente, o método QR é considerado o mais efetivo entre os méto-
dos conhecidos para a solugdo do problema de autovalores. ,

No inicio da década de 80, alguns pesquisadores ([4], [14] e [3]) per-

ceberam uma conexdo entre as iteragoes do método QR e a avaliagdo, em tempos

inteiros, de um fluxo de Toda generalizado. Os fluxos de Toda generalizados sao _

caracterizados pela equagao diferencial:

%L(t) = B(G(L()L(t) — L()B(G(L(1))),  L(0) = Lo, (1)



em que

ap—1 (t) bn—l (t)
bn_1(t) an(t)

é uma matriz real, tridiagonal e simétrica, G(X) é uma funcio real, analitica e injeti-
va em um dominio aberto que contém o espectro de Ly. B(G(L(t))) = [G(L(t))] —
[G(L(t))-] é uma matriz anti-simétrica, sendo G(L(t))+ e G(L(t))_ as partes estri-
tamente superior e inferior, respectivamente, de G(L(t)). A escolha da fungao G(\)
caracteriza a dinamica do fluxo L(%). ,

Estes fluxos possuem propriedades muito importantes como, por exem-
plo: os autovalores do fluxo L(t) independem de ¢, ou seja, o fluxo é isospectral; o
fluxo L(t) converge para uma matriz diagonal quando ¢ tende ao infinito. Se em (1)
fizermos G(A) = A, obtemos a equagdo de Toda. Esta equagdo foi introduzida por
Flaschka [8] no estudo de mecénica estatistica do Toda Lattice.

Neste trabalho demonstramos a convergéncia do método QR para o
problema de autovalores de uma matriz de Jacobi, baseado em [4], [14], [3]. Para
isso, utilizamos o fluxo de Toda generalizado, obtido fazendo-se G(\) = In(A) em
(1).

No capitulo 1 apresentamos alguns conceitos e resultados fundamentais
para o trabalho. O §1 do capitulo 2 é voltado para o estudo do fluxo de Toda. Os
resultados obtidos para este fluxo sdo estendidos para o fluxo de Toda generalizado
na se¢ao subsequente. Em resumo, mostramos que a soluc¢do, L(t), do sistema (1)
é isospectral, ou seja, o espectro de L(t) é preservado para qualquer t. Ademais,
L(t) é definido em toda a reta real e converge a uma matriz diagonal, consistindo
de autovalores de Ly, quando t — +o0o. No capitulo 3 introduzimos o método QR,
suas propriedades para o caso em que Lg é uma matriz de Jacobi com superdiagonal
positiva e, evidentemente, sua relagdo com o fluxo G(A) = In(A). Enfim, mostramos
que o método QR é uma avaliacdo, em tempos inteiros, do fluxo anteriormente
referido. Para finalizar, no capitulo 4, analisamos a velocidade de convergéncia do
fluxo de Toda e apresentamos resultados numéricos para comparar o método QR
com a resolucdo numérica da equagdo de Toda.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Algumas Decomposi¢oes Importantes

Nesta secao apresentamos alguns resultados da teoria de matrizes que
serdo fundamentais nos capitulos seguintes.

Teorema 1.1 (Triangularizagao Unitdria de Schur). Seja A € C**™ com au-

tovalores Ay, ..., A\, em alguma ordem prescrita. Entdo existe uma matriz unitdria
U e C*™™ tal que '

U AU =T = [t;),

em que T é triangular superior, com entradas diagonais ty; = A; (Vi =1:n).
Isto €, toda matriz quadrada A € unitariamente equivalente a uma matriz triangular

cujas entradas diagonais sdo os autovalores de A em alguma ordem prescrita.

Demonstracao:

A prova do teorema é algoritmica.

Seja (1) € C* um autovetor normalizado de A associado ao autovalor A;.

Seja {z(M,y@ .. y™} uma base de C".

Aplicamos o procedimento de ortonormaliza¢ido de Gram-Schmidt a esta base e pro-
duzimos uma base ortonormal {z(1), 2, ... 2(™}de C*.

Fagamos:

U= | 20 2@ ... ®



Obviamente U, é unitdria e AU e; = A\z(1).
Portanto, UX AU e; = M\ U 2D = Ajey.

Assim,
H )\1 *
0 A
em que A; € Clr~Dx(r-1)

Evidentemente A(A4;) = {A2, A3, ..., An}-

Agora, seja 2(2) € C*~! um autovetor normalizado de A, correspondente ao autovalor
Ag.

Seja {z®, w®, ..., w™} uma base de C*~!. Novamente aplicamos Gram-Schmidt e
produzimos U, € C»~U*("=1) ynitaria tal que:

A
AU, = 2 T ),
0 A,

v, = 10'
0 U,

As matrizes V; e U1V, s@o unitdrias. Além disso,

em que A, € Cn=2x(n=2)
Considere

0 A

(1 0 A x 1 0\
~\ o0 UX 0 A 0 U )
. /\1 * 1 0 _ )\1 * i 0 /\2 *
0 UFA, 0 U, )] \ 0 UFAU, )

Continuando esta redu¢do produzimos matrizes unitarias U; € C(r—i+1)e(n—i+1)

A

(i = 1:n— 1) e matrizes unitdrias V; € C*** (¢ = 2 : n — 1). Ademais, a matriz

U =UV2...V,_; é unitaria e UHAU produz a forma desejada.

O



Observagao 1.2. Se A € R™™™ e todos os autovalores de A sdo reais, entdo os
autovetores podem ser escolhidos reais (se o autovetor for complezo, escolhemos a
parte real ou imagindria do mesmo, que também € autovetor) de tal modo que U seja

real e ortogonal.

Corolario 1.3 (Decomposi¢do Espectral). Se A € R"™" ¢ simétrica, entdo e-
ziste Q ortogonal tal que QTAQ = A = diag()y, ..., \n) € diagonal.

Demonstragao:

Pelo teorema da triangularizagdo de Schur e pela observacdo 1.2 , existe Q € R**"
ortogonal tal que QT AQ = T é triangular superior.

Mas, TT = (QTAQ)T = QTATQ = QTAQ =T.

Portanto, T é diagonal.

O

Teorema 1.4 (Fatoracdo QR). Seja A € R™" inversivel. Entdo ezistem unicas
matrizes Q@ € R**™ ortogonal, e R € R**™, triangular superior com entradas diago-

nais positivas, tal que A = QR.

- Demonstracao:

Escrevemos A = @R, ou seja,

Tin Tiz o Tin
Tog -+ Ton

ar az - an | =| @1 @ - gn : o, ()
Tnn

em que os elementos de @ e de R sdo as varidveis desconhecidas.

Da primeira coluna da identidade (1.1), obtemos:

ay = Trud-

Como, por hipétese, A é ndo singular, temos que a; # 0 (i = 1: n).
Usando o fato que ||g1|]z = 1, temos que |r11| = |ja1]]2-

Assim,
a1

m==xlallz e = llarllz



Da segunda coluna da identidade (1.1), vemos que: -

G2 = T12q1 + T2243.

Da ortogonalidade de @) seque que r1o =< as,q; > e, portanto,
T92g2 = a2 — (¢¥as)q1 # 0 (pois A é ndo singular).
Como ||g2||2 = 1, temos que |roe| = ||az — (¥ az)q1 ]2
e | (g1 a2)qn
T Gz — \4;
roo = Ellaz — (qraz)qlls e ge== 22— ()il
Da k-ésima coluna da identidade (1.1), obtemos:

Qk = T1kq1 + T2kq2 + ... + TkrQk-

Pela ortogonalidade de @, segue que 7y =< ag,¢ > (i =1:k—1).

k-1
Desta maneira, reeqe = ax — Z(qiTak)qi # 0, pois A é nao singular.
i=1
Logo,
k—1
- ok — Y (¢ ak)g:
ree = Ellag — > (Farall: e g ==% =

’ lag = (@ an)ailz

=1

Para obter unicidade de @ e de R basta escolher r;; positivo.

a

Observagao 1.5. A matriz Q, da fatoragdo QR de uma matriz dada A € R**", ¢
obtida pela aplicagdo do processo de ortonormalizagio de Gram-Schmidt as colunas
da matriz A. Em particular, a k-ésima coluna de Q) é uma combinagao linear das k

primetras colunas de A.

Definigdo 1.6. Uma matriz A = [a;;] € C**" ¢ dita Hessemberg superior se |

aij = 0 sempre que i > j + 1. Caso AT seja Hessemberg superior, dizemos que A é
Hessemberg inferior.

Definicao 1.7. Uma matriz T = [t;;] € C**" € dita tridiagonal se t;; = 0 sempre

que |t — j| > 1, ou seja, se T é Hessemberg inferior e superior.



Teorema 1.8 (Forma Hessemberg de uma Matriz). Tode matriz A € R**"

pode ser decomposta em A = QHQT, em que Q € R™™ ¢ ortogonal e H € R™™ ¢
Hessemberg superior.

Demonstragao:
Ver [7], pp. 344 — 345.

O

Corolério 1.9 (Forma Tridiagonal de uma matriz simétrica). Toda matriz
A € R gimétrica € tridiagonalizdavel, ou seja, existem Q € R™™ ortogonal e
T € R**" tridiagonal tal que QTAQ =T.

Demonstragao:
Como, por hipétese, a matriz A é simétrica, segue do teorema (1.8) que H é Hes-

semberg superior e inferior e, portanto, tridiagonal.

g

1.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias

A seguir citamos alguns resultados relevantes da teoria das equagoes
diferenciais ordindrias que serdo tuteis nos capitulos posteriores. As demonstracoes
sdo omitidas, porém podem ser encontradas em [10] ou [5].

Considere o problema de valor inicial de Cauchy,

Za(t) = f(t,2(1), 2(t) = 7, (1.2)

em que f : Q — R® é uma funcdo definida no aberto  C R x R™.

Uma, solugao do problema (1.2) é uma funcdo ¢ : I C R — R, dife- -

renciével no aberto I, tal que
il to) e (el
[i] £(6(1) = f(t,8(2)) (vtel);
[iii] ¢(to) = .



Teorema 1.10 (Teorema de Picard). Seja f : @ — R* uma funcdo continua
definida no aberto Q C R x R*. Suponhamos que a derivada parcial com relagdo
a segunda varidvel, f, : Q — R", seja continua também. Entdo, para (t5, o) = Q,
ezistem um intervalo I contendo to' e uma tnica fungao ¢ : I — R™ com (¢, ¢(t)) €
Q (Vtel), que € solugao do problema de valor inicial

Zo(t) = f(20), alte) =20

Defini¢do 1.11. Considere o PVI (1.2). I = (w_,wy) € dito um intervalo mazi-
mal se ndo eziste um intervalo contendo propriamente I em que o PVI (1.2) tenha

solugdo.

Teorema 1.12. Seja f: Q — R* uma fung¢do continua definida no aberto
Q C R x R*. Suponhamos que a derivada parcial com relagdo a sequnda varidvel,

fz 1 = R™, seja continua também. Entdo, sdo vdlidas:
[i] Toda solug¢do do PVI (1.2) pode ser estendida a um intervalo mazimal.

[it] Se ¢(t) € a solugdo do PVI (1.2) com intervalo mazimal I = (w_,w,), entdo
(t,d(t)) = 0Q quando t — wy, isto €, dado k C §2 compacto, eziste T < w,. tal
que (t,d(t)) ¢ k parat € (T,wy).

[ii] Se ¢(t) € a solugio do PVI (1.2) com intervalo mazimal I = (w_,w,) e se ¢
fica limitada em I, entdo ¢ € globalmente definida.

1.3 Funcoes de Matrizes Simétricas

Definicao 1.13. Sejam A € Rﬁx’? simétrica e A = QAQT uma decomposicdo es-
pectral de A, A = diag(\y, ..., \n), conforme coroldrio 1.8. Seja f uma func¢do real,

analitica e definida no espectro de A. Definimos f(A) como sendo a sequinte matriz:

F(A) = Qdiag(f (A1), -, F(Aa)) QT

Teorema 1.14. Seja A € R™*" simétrica. Seja f uma fungdo analitica e definida

no espectro de A. Sao vdlidas as afirmagdes sequintes:
[i] A comuta com f(A), ou seja, Af(A) = f(A)A;

[ii] f(A) é simétrica.



Demonstracao:

K FA)A = Qdiag(f( M), -, F(A))QT Qdiag(My, ..., 1) QT =
= Qdiag(f( M), ..., f(An))diag(1, ..., \)QF =
= Qdiag(X1, ..., \)QT Qdiag(f (M), .., F(AR))QT = Af(A).
Portanto, A comuta com f(A).
[ii]
[f(A]F = [Qdiag(f (M), ., f (M) QT]T =
= Q[diag(f (M), -, FO)]TQT = f(A).

Portanto, f(A) € simétrica.

a

Teorema 1.15. Seja A € R*™" simétrica. Seja f uma fungdo analitica cuja repre-
(o9}

sentacdo em série de poténcias é f(t) = Z cxt®, em um aberto contendo o espectro

k=0
de A, \(A). Entao
FlA) =D cr A",
k=0

Demonstracao:

F(A4) = Qdiag(f(A\y), ..., FO))QT =

= Qdiag (Z Ak, ...,ch,\ﬁ> QT =
. \k=0 k=0

:Q( CkAk> QT:ZCkQAkQT:
k=0

e 0]
k=0
o0
k=0

e (QAQT) = cp Ak,
k=0



Exemplo 1.16. Seja A € R™™ simétrica. Entdo:

*° k

[ij exp(A)=>_ %;

k=0

[ii]  Se A € definida positiva (autovalores positivos) entdo In(A) é definida. Neste
caso,
In(exp(A4)) = exp(ln(4)) = A.

Teorema 1.17. Toda fung¢do analitica de uma matriz simétrica € um polinémio des-
ta matriz, ou seja, se A € R*™™ ¢ simétrica e f € uma fungdo analitica e definida
no espectro de A, entdo existe um polinémio p()\), de grau menor ou igual a (n — 1),
tal que f(A) = p(A). | :

Demonstracao:

De acordo com a definicdo 1.13,
F(A) = Qdiag(f (M), -, f(Mn)) QT
Considere o conjunto dos pontos do R2,

{()‘11 f(/\l))’ ey (/\na f()‘n))}

Existe um polindmio, p(A), de grau menor ou igual a (n — 1), interpolador destes n
pontos, ou seja, existe p(A) tal que

Portanto,

F(A) = Qdiag(f (A1), -+ fF(AR))QT =

= Qdiag(p(M1), ..., P(An))QT = p(4).

10



Capitﬁlo 2
Fluxo de Matrizes

Neste capitulo apresentamos o fluxo de Toda, caracterizado pela equa-

¢ao diferencial (equagdo de Toda)

%L(t) = B(t)L(t) - L(t)B(t),  L(0) = Ly,

em que

L(t) = | ,
an_l(t) bn_l(t)
bn_l(t) an(t)
0 bi()
—b1(t) 0 ba(t)
B(t) = —bo(t) 0 b3 (2)
0 baa(t)
—bn_l(t) 0 B

e Lo ¢é tridiagonal e simétrica; e uma generalizacdo natural deste fluxo, o fluxo de

Toda generalizado, caracterizado pela equacgdo (equagdo de Toda generalizada)

2 L) = BOLO)LE - LOBGLW),  LO) = Lo,

em que L(t) é uma matriz real, tridiagonal e simétrica (como acima) , G(A) é uma

11



funcao real, analitica e injetiva em um dominio aberto que contém o espectro de L.
B(G(L(t))) = [G(L(t))+] — [G(L(2))-] é uma matriz anti-simétrica, sendo G(L(t))+
e G(L(t))- as partes estritamente superior e inferior, respectivamente, de G(L(t)).
Observe que a equacao de Toda é obtida fazendo-se G(A) = )\ na equacio de Toda
generalizada.

Na secdo 2.1 apresentamos a origem da equacao de Toda e algumas
propriedades do fluxo de Toda, baseados em [3]. Em seguida, analisamos este fluxo
para o caso em que Lo é uma matriz de Jacobi. Na se¢do 2.2 expomos o fluxo de
Toda generalizado e estendemos os resultados sobre o fluxo de Toda para este fluxo,
baseados nos artigos [4] e [14]. Este capitulo, juntamente com o capitulo seguinte,
fornece uma demonstragdo da convergéncia do método QR (método para calcular
autovalores de uma matriz dada) no caso de matrizes de Jacobi.

2.1 Fluxo de Toda

Iniciamos esta secao apresentando um modelo fisico do qual se origina
o sistema que nos interessa para o restante do trabalho. Esse modelo, de propagagao
de ondas em um cristal, é dito Toda Lattice [11]. Ele é dado pelo sistema:

i‘k(t) = yk(t) (k} =1: n)
1(t) = —exp(z1(t) — 22(2)) (2.1)
) — z(t)) — exp(ze(t) — zx1(t)) (k=2:n—1)

Este sistema descreve o movimento de n particulas dispostas no eixo
real, em que zx(t) e yx(t) sdo a posigdo e velocidade, respectivamente, da k-ésima
particula no instante de tempo t.

Facamos a seguinte troca de “ varidveis ”:
ar(t) = —@ (k=1:n) e ‘ (2.2)
be(t) = %exp Ze(t) “2“”°+1(t) (k=1:n—1). 23)
Assim,
(1) = ~391(t) = 5 exp (22(8) = 22(0) =



1

ak(t) = —§?)k(t) = *% lexp (zk-1(t) — k() — exp (zx(t) — 241 (2))] =

_ 9 [_12_ exp <$k—1(t)2* xlc(t))r 49 B exp (Ik(t) —ka+1(t)>] a

=202(t) —202_,(t) (k=2:n-1),

belt) = _;_exp (xk(t) —22?k+1(t)> (ik(t) = i‘k+1(t)> _

= () (y"f) - ?”“*5“”) = b(B)(an(®) () (=1:n-1)

Nas novas varidveis o sistema (2.1) pode ser descrito da seguinte ma-
neira:

em que bo(t) =0 e bu(t) =0 (Vi)
A razao para a troca de varidveis pode ser vista na proposicao que
segue:

Proposicao 2.1. Considere o PVI constituido pelo sistema (2.4) com condigées ini-
ciais ax(0) (k=1:n) eb(0) (k=1:n—1). Este sistema ¢ equivalente 4

equacao:

L) = BOL®) - LB,  L(0) = Lo, (2:5)
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em que,

al(t bl(t)
bl(t) a2(t) bg(t)
L(t) = ba(t) as(t) bs(t) ) (2.6)
an_l(t) bn_l(t)
bn-1(t)  an(t)
e
0 b1 ()
—0i(t) 0 bo(t)
B bl 0 bl o)
0 bar(t)
—boi(t) 0

Demonstracao:

E necessario verificar que a matriz B(t)L(t) — L(t)B(t) é simétrica, tridiagonal,
(BE)L(t) = LOB(®)we = ax(t) (k= 1:n) e (BE)L(t) ~ L(t)B(t))k+1 = bi(t)
(k=1:n-1) ‘ o

Vejamos:

(B(t)L(t) — L()B()T = LT () B (t) - BT (t)L7(t) = B(t)L(t) - L()B(¥),
pois L(t) é simétrica e B(t) é anti-simétrica. Logo, B(t)L(t) — L(t)B(t) é simétrica.

(B(t)L(t) — L(t) B(t))rk = e B(t)L(t)ex — ek L(t) B(t)ex =

(0,50, =bk-1(2), 0 _, bk (%), 0, -, 0) - (O, ,O,bk_l(t).wbk(t) 0,..,0)T—
—(0, 4,0, b1 (2), 0 (2), b (£), 0, -+, 0) - (0, 0, b (8), 0, =i (1), 0, .., 0)T =



(BOO)L(E) — L) B®))ewss = eFBE)L(E)exss — €T L) B(t)exsy =

(0, ceny 0, —bk_l(t), 2 ,bk(t), 0, ey O) . (0, , O, bklft), Cl,k_H(t), blc+1(t),0, O)T“

_(Oa ---aoa bk—l(t)7ak(t)a bk(t)a O, sy 0) ' (0’ "'a07bk(t)70a _bk+1(t)’07 tey O)T =
k k )

= b(8) a1 (2) = br(t)an(t) = bi(t) (arsr(t) — ax(t)) = b(t) (k=1:n—1).

Sejam ¢,j € N tal que 1 — 7 > 1.

(07 707 —bz—i(t)a\ (3 p) bl(t)707 ,0) (Oa aOabJ—l(t)7aJ(t))bJ(t)7Oa 70)T_

. N~
i J j+1

(0, veny O, bi_l(t), ai(t), bz(t), 0, . 0) . (0, cey 0, bj_l(t), 0 y —bj(t), 0, ceey O)T
1
Como ¢ — j > 1, segue que ¢ > j + 2. Assim, se 1 > j + 2, fica claro, nos calculos
acima, que (B(t)L(t) — L(t)B(t));; = 0. Porém, se i = j + 2, temos

(B)L(®) ~ Lt)B(0) 425 =

= (0,...,0, =bj41(t), 0 , bj+a(t),0,..,0) - (0, ..., 0,b;_1(¥), a;(t), 8;(1),0, ..., )T —
—_— N N
41 T2 i g+
—(0, ..., 0,b41(t), aj+2(t), bj+2(t), 0, ...,0) - (0,...,0,b;_1(t), 0 _, —b;(¢),0,...,0)T =
g+1 Jj+2 © j+1

= (—b;+1()b;(t)) — (=b;()bj11(¢)) = 0.
Portanto, B(t)L(t) — L(t)B(t) é tridiagonal.
O

Honestamente, o que fizemos ndo foi uma troca de varidveis (isto é,
um difeomorfismo ou, pelo menos, uma bije¢do) pois comegamos com 2n varidveis e
sobraram (2n—1) varidveis. E evidente que se solucionarmos o sistema (2.1) obtemos

a solugéo do sistema (2.4). A seguir verificamos que a reciproca da proposigao acima
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também ¢é verdadeira, ou seja, uma vez solucionado o sistema (2.4), podemos obter
a solugéo do sistema (2.1). ‘
Suponhamos, entdo, que o sistema (2.4) estd solucionado, ou seja, co-
—‘%@ (k = 1 : n). Portanto yx(t) = —2ax(t) (k = 1:n). O préximo passo
é determinar zx(t) (kK = 1 : n). Para tanto, sabemos da lei de conservacio de
momento que o centro de massa do sistema,
z1(t) + z2(2) + ... + 2 (2)

Cm(t) = n )

- n
move-se com velocidade constante. Pois Z £ (t) = 0, de acordo com o sistema (2.1)

k=1
(uma simples conta).

Com base no que expomos acima , temos que

d
= (em®) =, (238)

em que ¢ € uma constante.

Sabemos, por (2.3), que bg(t) =  exp M (k=1:n-1), ou
seja, 2bx(t) = exp I’“(t)—_;k“ﬂ (k=1:n-1).

Portanto,
k(1) — Tr41(t) = 21n(26x(¢)) (k=1:n-1). (2.9)

Por (2.8) temos que

Assim,
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n
Como %Z z(0) = cq, segue que
k=1

- z(t) = ct + %Z zx(0). (2.10)

De (2.9) e (2.10) obtemos o sistema:

: " 2.11
ﬁ Tn-1(t) — Za(t) = 21n(2b,-1(t)) ( )

T1(t) + 22(t) + ... + 2o (t) = nct + ixk(O)

\

Este sistema é equivalente ao sistema matricial:

21n(2b;(t))

1 -1 0 0...0 0Y\ [ =@
01 -10...0 0 5 (%) 21’1(2”2(?))
o o0 ... 0 ... 1 -1 xn—-l(t) 21n(v2b;z—l(t)).
A11 .11 1) K n(t) - nct+ Y zx(0)
A k=1 ‘

Usando a propriedade de multilinearidade da funcdo determinante, é
ficil verificar que det(A) = n (ordem da matriz A), ou seja, A é nao singular,
justificando a obtengdo das varidveis zx(t) (k=1:n).

A seguir investigamos a existéncia e unicidade de solugdes locais (glo-

bais) para o sistema (2.4) com condigdes iniciais ax(0) (k=1:7n)ebe(0) (k=1: .-

n — 1), ou seja, para o sistema (2.5) em que L é tridiagonal e simétrica.
Pelos teoremas 1.10 e 1.12, a solugao do PVI (2.5) existe e é Gnica numa

vizinhanga (—¢, €), intervalo maximal, da origem. Assim, L(t) e, consequentemente,

B(t) estdo bem definidas nessa vizinhanga.
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Lema 2.2. Considere o PVI

20 =-QwBW, QO =1, (212)

em que B(t), dada em (2.7), estd definida em (—¢,€). Entdo Q(t), solugdo do sistema

acima, € ortogonal em (—e¢,¢€).

Demonstragao:
Os teoremas 1.10 e 1.12 garantem a existéncia e unicidade de Q(t) numa vizinhanca
(—7,7), maximal, da origem.

Sobre este intervalo,
—(QMQMWT) = QMM + QMQW)” =

= -QM)BBQMT - QBHTQ®)T =0,

pois B(t) é anti-simétrica.
Logo, Q(¢)Q(¢)T é constante em (—7,7). Como Q(0)Q(0)T = I, segue que Q(t) é
ortogonal e, portanto, limitada (||Q(t)||2 = 1) neste intervalo. Pelo teorema 1.12,

Q(t) é definida e ortogonal em (—¢,¢€).

Lema 2.3. Seja L(t) a solugdo do PVI
S L) = BOL® - LOBW, L) = L,

em que L(0) simétrica e tridiagonal.
Entdo, (Vt € (—¢,¢)) L(t) = Q)T LoQ(t), em que Q(t) € uma matriz ortogonal dada
pelo lema 2.2.

Demonstracao:

Seja (—e, €) intervalo de definicdo de L(t) e Q(t).

J& vimos anteriormente que B(t)L(t) — L(t)B(t) é tridiagonal. Portanto, a solugdo
do PVI em questdo ndo pode abandonar o espago vetorial das matrizes tridiagonais.

Evidentemente, L(t) é simétrica.
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Agora,

+QOBHLHQMT - QULEBOQMT +QWLEBHQT = 0.

Assim, Q) L()Q(t)T = cte = Q(0)LoQ(0)T = Ly, Vt € (—¢e€).
Portanto L(t) = Q(t)TLeQ(t) Vit € (—¢,¢).

a

Coroldrio 2.4. O sistema (2.5) tem solugdo global para qualquer condigcdo inicial

Ly, simétrica e tridiagonal.

Demonstracao:
Pelo coroldrio 1.12 é suficiente verificar que existe uma limitacdo para L(t) em (—e¢, €).

Mas, como ||.||; é invariante por transformagbes lineares ortogonais, temos que

IL@ll2 = 1Q#) T LoeQ(®)ll2 = | Zolla.

O

Assim, acabamos de concluir que as solugdes do sistema (2.5) sdo de-
finidas para todo t.

Corolario 2.5. Os autovalores de L(t) nao dependem de t, isto €, o fluzo € isospec-

tral.

Demonstracao: )
Pelo lema 2.3, L(¢) é conjugada a Lq. Portanto, (Vt) A(L(t)) = A(Ly).

a

Agora, vamos analisar o comportamento assintético das solucdes do
sistema (2.5). Inicialmente faremos uma anélise qualitativa do problema.

Da equacao diferencial para a;(¢) (a coordenada L;; em (2.6)),
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a1 (t) = 2by ()%

vemos que a1 (t) aumenta com o tempo, pois a taxa de variagdo é ndo negativa. Como
L(t) é conjugada a Ly, a;(t) deve permanecer limitada. Isso diz que a velocidade de
crescimento de a;(t), dada por 2b;(t)?, deve tender a zero. Um argumento anslogo
nos faria concluir que b,(t) vai a zero, e assim sucessivamente, até obtermos que,
quando t — 00, L(t) converge a uma matriz diagonal.

Os resultados seguintes tornam essas idéias mais precisas.

Lema 2.6. O sinal de bi(t) é constante. Em particular, se by(0) = 0 entdo bi(t) =0

(V).

Demonstracao:

bi(t) satisfaz a equacdo diferencial by(t) = bg(t)(ars1(t) — ar(t)) que, obviamente,
admite a solu¢do constante zero. Portanto, se b;(0) = 0 entdo b(t) = 0 (V).
Agora, se bg(tp) > 0 para algum ¢, entdo b (t) > 0 (Vt), pois duas solugdes quaisquer
do problema de valor inicial ndo se interceptam.

g

Observacgao 2.7. FEste lema afirma que se algum bi(t) € zero inicialmente entdo
o sistema (2.4) se parte em dois sistemas completamente independentes. Portanto,

sem perda de generalidade, basta estudar evolugdes cujos by (t) iniciais s@o néo nulos.

Definigao 2.8. Uma matriz L € R™", simétrica, tridiagonal, com L;; # 0,

li — 7| =1, € dita uma matriz de Jacobi.

Lema 2.9. Todos o0s autovalores de uma matriz de Jacobt sao distintos, ou seja,

uma matriz de Jacobi tem espectro stmples.

Demonstracao:

- Sejam L uma matriz de Jacobi e A € R qualquer, com

G,I—A b1
b1 az—/\ b2
(L—=XI)= by

\ b @)
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Como b; # 0 (Vi = 1:n — 1), é ficil ver que as (n — 1) primeiras colunas de L sio
linearmente independentes, ou seja, posto(L — AI) > n — 1.

Portanto, se A é um autovalor de L entdo dim(Im(L—AI)) = posto(L—AI) = n~1, ou
seja, dim(Nucleo(L — AI)) = 1. Como L é diagonalizavel segue que todo autovalor
de L tem multiplicidade algébrica 1 (pois, multiplicidade algébrica de X é igual &

multiplicidade geométrica de ) ). Consequentemente o espectro de L é simples.
-
O seguinte teorema retrata o comportamento assintético da solugédo do

sistema, (2.5), L(t) '

Teorema 2.10 (Teorema do comportamento assintético). Seja L(t) a solugdo

de (2.5). Entdo tliin L(t) = L(+o0) é uma matriz diagonal. Ademais, se L(0) é
— 00

uma matriz de Jacobi entdo, as entradas de L(co) (L(—o0)) aparecem em ordem

decrescente (crescente), e sdo exatamente os autovalores de L(0).

Demonstracao:

Vamos demonstrar o caso t — co. O caso t — —oo é andlogo.
J4 vimos que ||L(t)||2 = ||Lol|2-

~ Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos:

1Li;(8)] = | < L(t)ej, e > | < [|L{)l2 Mleallz [leslla = [l Loll2,

ou seja, |Lii(t)] < ||Lollo=C (V4,5 =1:n).
Agora, vamos mostrar que b, () tende a zero quando t — +oo .
Da equagio para a evolucdo de by (t), by(t) = by(t)(az(t) — a1(t)), obtemos:

162(8)] = 11 ()11(2(2) — ar ()] < loa (D (laa(t)] + lar ()]) =

= |b(t)] < 2€? = D.

Vamos supor, por absurdo, que. b;(t) nio tende a zero. Entdo, existe ¢ > 0 e uma
sequéncia {tx}, tp — oo, tal que |b (k)] > e.

Podemos supor que ¢, é escolhido de tal forma que os intervalos

sao disjuntos.
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Seja s € 1. Pelo teorema do valor médio,

[b1(te) = ba(s)] = 1ba (€)1t — s,

em que § € (tg,s) (ou & € (s,tk)).
Consequentemente, [b;(tx) — b1(s)| < 5.
Portanto,

[b1()] 2 [b2(te)] + 1b1(s) — bu(te)] =

| ™M

Assim, Vs € I} tem-se que [by(s)| > 5.
Agora, como a;(t) = 2b,(t)?, segue que:

a1 (t) = a1 (0) +2/0 b1 (s)2ds.
Logo, -
lim ay(£) = a1(0) + 2 / bi(s)2ds > a1(0) + 2 / bi(s)2ds >

t—00 o I

2 3
> a1(0)+22/1 a—ds:al(())-l-Z;—D = 00.
PRREL k

Esta desigualdade contradiz o fato que (V¢) |a1(t)| < C.
Portanto, b;(t) — 0 quando ¢ — oo.

Agora vamos ver que by(t) — 0 quando ¢ — oo.

Para tanto, consideremos a evolugdo para (ai(t) + ax(t)), ou seja,

%(al -+ ag)(t) = 2b2(t)2

(a1 + az)(t) ¢ limitada, pois |a; () + a2(t)]| < 2C.
by(t) ¢é limitada, pois |by(t)] = |b2(t)(az(t) — ay(t)| < 202 = D.

Novamente, por absurdo, supomos que b2(t) nao tende a zero. Um argumento analogo -

ao anterior implicaria uma contradigao.

De maneira ansloga, obtemos que todos os bi(t) tendem a zero quando ¢ — oo.
Devemos agora garantir que ax(t) converge quando ¢ — oo.

- Como a;(t) = 2b,(t)?, tem-se que a,(t) é crescente. Este fato e o fato que Ly; = a,(t)
é limitada implica na convergéncia de a;(t), quando t — oo. ‘

Agora, £(a;+as)(t) = 2by(t)? implica que (a1 +a2)(t) é crescente. Como (a; + az)(t)
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é limitada, segue que (a; + az)(t) e, consequentemente, as(t) sdo convergentes.
Analogamente, (Vk) ax(t) converge quando ¢ — oo .

Portanto, a matriz tliglo L(t) existe e é, obviamente, uma matriz diagonal.

O coroldrio 2.5 assegura que os autovalores de L(t) ndo dependem de ¢, e sdo os
mesmos de L(0). Como os autovalores de uma matriz dependem continuamente das

entradas da matriz, segue que as entradas da diagonal de L(o0) sdao os autovalores
de L(0).

A seguir verificaremos que, no caso de L(0) ser de Jacobi, as entradas na diagonal
de L(oco) aparecem em ordem decrescente. Pelo lema 2.9, como L(0) ¢ uma matriz
de Jacobi, todas as entradas de L(co) sdo distintas.
Supomos que existe k tal que ax4+1(00) > ax(00).
Sabemos que: '

bi(t) = be(t) (aks1(t) — ar(t)).

Logo bi(t)bk(t) = be(t)?(ars1(t) — ak(t)) e, assim,

d

S50 = 2 (02(ax(6) - ax(0)

| Ja que agy1(00) > ax(oo), (3T) (Ve > T),
Qkt1 (t) > Qg (t)

Assim, (Vt > T) $b,(t)? = 2b¢(t)*(ar+1(t) — ax(t)) > 0, ou seja, (V¢ > T) by(t)? é
crescente. Isso contraria o fato que bx(t) — 0 quando t — co. Portanto, ak+1(00) <
ap(0) (k=1:n-1).

a

A seguir apresentamos alguns conceitos e resultados importantes das
matrizes de Jacobi.

Lema 2.11. Sejam L uma matriz de Jacobi e L = QAQT uma decomposigdo espec- ~

tral de L. Entio eFQTe; #0 (Vi =1:n), ou seja, a primeira linha da matriz Q) é

constituida de elementos ndo nulos.

Demonstracao:

Supomos e QTe; = 0 para algum . Seja v = (0,v2,...,v,)T #0 0 autovetor de L,
p i p g
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cuja primeira coordenada ¢ el QTe; é nulo. Seja A o autovalor correspondente.

Portanto,
a; b 0 0
by ay b U Vo
Lv = = A
bn—l
bn-1  Gn Un Un

Da primeira linha da identidade acima; segue que byv, = 0. Logo, vy = 0, pois, por
hipétese, b; # 0 (L é de Jacobi).

Analogamente, segue que vs = ... = v, = 0, ou seja, v = 0. (Contradigao!)
a

Observagao 2.12. Se L é uma matriz de Jacobi, podemos tomar os autovetores
de L de tal modo que efQTe; > 0 (Vi = 1 :n). Além disso, podemos arranjar
os autovalores em ordem decrescente, pois, conforme o lema 2.9, L tem espectro

simples. Se assim for feito, a decomposi¢ao espectral de L serd unica.

Definicao 2.13. Sejam L uma matriz de Jacobi e L = QAQT a decomposicdo
espectral de L em que efQTe; > 0 (Vi =1:n) e A é a matriz de autovalores

dispostos em ordem decrescente. Definimos ui(L) = QTe; .

Definicao 2.14. Seja L uma matriz de Jacobi tal que Li;y1 = b, >0 (Vi=1:
n —1). Matrizes assim sdo chamadas matrizes de Jacobi com superdiagonal

positiva.

Defini¢do 2.15. Seja L uma matriz de Jacobi. Definimos o(L) = (A1, ..., Ap) € R*,

em que Ay > Ay > ... > A, sdo 0s autovalores de L.
Notagoes:
[i] T é o conjunto das matrizes de Jacobi com superdiagonal positiva.

[ii] T, é o conjunto das matrizes de T com espectro, o = (Aq, ..., An)
AL> A > > )‘n, fixo.
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[ St = {veRY|vl]l=1; v >0 (Vi=1:n)}

Lema 2.16. Sejam v = (v1,v2,...,U0s) ER*, v, >0 (i=1:n)e
A= diag()\l,/\2, ...,)\n), /\1 > Ag > ..> Mg

Entdo a matriz A = (v, Av,A%v,..., A" 1) € ndo singular.

Demonstracao:
U1 )\1’111 /\%’Ul v Xf"lvl
Vo2 /\2’02 /\%'Z)Q T )\g“lw
A= =
Vn AnUn Ay, -0 ATy,
(5] 1 /\1 A% s )\711.—1
Ve 1 Ay A2 .. A7
= . . . . ’
’Un 1 An Az,' R )\2—1
A1 A2 ”

em que A, é de Vandermonde.
Assim, por hipdtese,

det(A4) = <Hv> : II i-x)|#o

Portanto, A é nao singular.

Teorema 2.17. Seja o = (A\1,..,A\) ER®, A1 > A > ... > A A fungdo
¥:T, —» ST

L (L)

¢ inversivel.
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Demonstracao:

E evidente que ¥ estd bem definida (conforme definicdo 2.13 )-
Inicialmente mostramos que ¥ é uma aplicacao injetiva.

Sejam L; e Ly em T, tais que U(L;) = ¥(L,).

Portanto, p1(L1) = pi(Le) = pa.

Fagamos A = diag(o). ‘

Pelo teorema espectral, L; = Q;AQT e Ly = Q,AQ7, ou seja,

LiQi=@iA e LyQy =(Q2A (2.13)
Facamos,

/'[‘1 PR ... /4[11

N R N LT

Ql = . ) Q? = . y

( ai b] . ( &1 51

by ay by by Gy by

L1 = e L2 =
bn—l 5n—l
bn—l Qn / 511—1 C~1"n /

Da primeira linha da identidade (2.13), segue que
oy +b1ge = mA e Gy +bide = mA.

Assim,
(a1 ~ @1)p1 + b1ge — bi1ge = 0.

Fazendo o produto interno com pu,; e pelo fato de @; e ()2 serem ortogonais, tem-se
que a; = ai.

Deste rhodo, bigs = b1do.

Logo, [|b1gzll2 = [[b1dzll2, ou seja, [by] = [b1].

Como L, e L, pertencem a T, temos que b; e b, sdo positivos. Assim, by = by.

Consequentemente, g = @a.
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Da segunda linha da identidade (2.13), segue que

bipn + Gogs + bags = oA e biuy + Gado + bads = oA
Logo,

bipy + asga + bags = @A € byuy + Gaqy + bods = @A

Assim,

(az — a2)qa + bags — 62(13 = (.

Como antes, segue que ag = dog, by = by € q3 = 3.
Analogamente, obtemos a; = a; (i=1:n) e b, = b; (i=1:n-1).

Logo L, = L, e, portanto, ¥ € injetiva.

Agora, vamos verificar a sobrejetividade de W.

Seja v € ST Devemos mostrar que existe L em T, tal que ¥(L) = p1(L) = v.
Para, tanto, condidere A = diag(c) e A = (v, Av, A%y, ..., A" 1v).

Pelo lema 2.16 A é ndo singular. '

Seja A = QR fatoragdo QR de A (dnica) conforme teorema 1.4.

Definimos L = QTAQ e afirmamos que py(L) = v. _

Evidentemente, L é simétrica e o espectro de L é dado pelas componentes de o .
Considere a decomposicdo espectral de L, L = UAUT, em que a primeira linha de
U é positiva. J4 observamos que tal decomposicdo é tinica. Como QTe; = v, segue
que Ue; = v e, consequentemente, (L) = v.

Agora, resta mostrar que L é tridiagonal e L;;11 >0 (1=1:n-1).

Sejam 4,7 € N tais que 7 — 7 > 1. Mostraremos que L;; = 0.

Pela observagdo 1.5 sabemos que a matriz Q é obtida por aplicar o processo de
ortonormalizacdo de Gram-Schmidt as colunas de A. ‘

Logo, Qe; € span{v, Av, A%v,.., A7 v} (Qe; é combinagdo linear das j primeiras
colunas de A).

Assim, AQe; € span{v, Av, A%v, ..., A7v}.

Como ¢ — j > 1 segue que i — 2 > j.

Portanto, AQe; € span{v, Av, A%v, ..., A" v}

Por Gram-Schmidt,

‘Qe; L span{Qey, Qey, ..., Qe;_1 } = span{v, Av, A%v, ..., A" v}
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Deste modo, (Qe;)T (AQe;) = 0, ou seja, L;; = 0.
Assim, L é tridiagonal.
Finalmente, mostraremos que L; ;11 >0 ((=1:n—1).
Vejamos:
Liji= egir-leTAQei = (Q€i+1)TAQ€i-

1—1
Novamente, por Gram-Schmidt, Qe; = Z ceNfv i =1.
k=0

Além disso, Qe;41 é ortogonal a span{v, Av, A%v, ..., A} = span{Qe;, Qe, ..., Qe;}.
Portanto,

i-1
(Qeir1)TAQe; = (Qeip)” (Z CkAk+1U> = (Qeis) ciciAv = (Qeisr)TA.
k=0 p

Como A = QR, segue que QTA = R.
Além disso,
Aiv = Aei+1 = (Qei+1)TAiU = (Q6i+1)TAei+1 =

T (AT T
=€;,1(Q A)eiys = e Reiyy = Rip1401 > 0.

Logo, Liz41 >0 (i=1:n-1).
Portanto, ¥ é sobrejetora.

a

Observacgao 2.18. Este teorema serd importante no capitulo 8 para verificar a co-
nexao entre fluzos em T e o método QR. Um fato importante é que ¥ é um difeo-

morfismo. A demonstracdo pode ser encontrada em [3].

Os resultados seguintes apresentam uma maneira de resolver explici-
tamente o sistema (2.5), ou seja, a equacdo de Toda.
Sabemos, do lema 2.6, que se Ly é de Jacobi entdo (Vt)L(t) é de Jacobi.

De posse desse resultado podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 2.19. Sejam L(t) solugdo do sistema (2.5) com Lg de Jacobi e u(t) = pq(L(t))
(conforme definicdo 2.18). Entéo:

(t) = Ap(t)— < Au(t), u(t) > pu(t)
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Demonstracio: _
Seja L(t) = U(t)AU(t)T a decomposicdo espectral de L(t) ( de tal forma que A pos-
sui entradas em ordem decrescente e o sinal das componentes de u(t) = p;(L(t)) =
U(t)Te; sdo positivos).

Pelo lema 2.3 , L(t) = Q(t)TLoQ(t), em que Q(t) = —Q(t)B(t), Q(0) = I . Clara-
mente, L(0) = U(0)AU(0)7. ,

Assim, L(t) = Q)T LoQ(t) = Q)TU(Q)AU(0)7Q(?).

Tendo em vista que as entradas da diagonal de A estao dispostos em ordem decres-
cente, segue que U(t)Isz = Q(t)TU(0), em que:

+1
sy =
+1

Como (V) L(t) é de Jacobi, o lema (2.11) garante que eI U(t)e; #0 (i =1:n) (Vt).
Esse fato e o teorema do valor intermediario garantem que Is;) € constante, ou seja,
(Vt) Ig(t) = Js.

Assim, U(t)I; = Q(t)TU(0), ou equivalentemente, U(t)T = L;U(0)TQ(t).

Derivando em relacao a varidvel ¢, obtemos:

U@ = LU0)TQ(t) = —LU(0)TQ(t)B(t) = Ut)TB(t)T.
Agora, B(t) = L(t) — R(t), em que:

() O
2b1(t) O,Q(t) 0

. .
\ %Wn_1(t) an(t)

Assim,

U™ =U®)TB®)T = U®)T(L(t) — Rit)T =
= UWTLE) — UR)TRWT = AU®)T - U@)TR(E)T.
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Deste modo,
Ut)Ter = AUt e; —U®)TR(t) ey = AU(t) ey — U(t) ay(t)e,.
Agora,
a1(t) = el L(t)e, = eFU AU (1) er =< AU() e, U(t)Ter >=< Ault), u(t) > .

Portanto,
a(t) = Ap(t)— < Ap(t), u(t) > p(2).

1

-0
Lema 2.20. Seja A € R uma matriz constante qualquer. Seja u(t) solugdo do PVI

p(t) = Ap(t)— < Ap(t), u(t) > p(t), p®)ll=1;
#(0) = po,  |lu(0)]l2 =1.

Entao,

p(t)

_ _exp (A)u(0)
I exp (At)u(0)]l2”

Em outras palavras, a solugcdo p(t) do PVI nao linear acima é obtido normalizando
a soluc@o do PV'I linear:

p(t) = Au(t),  1(0) = po-

Demonstragao:
Seja u(t) = exp (At)u(0) tal que

Entao,

d p(t) B £ONu®llz — 1) 4 [(/F(t),u(t))%]
(W - lu()13
Agora,

2 [oronw) = 2020,
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Assim,

ou seja,

af _ww) ], w0, sl w0 a)
dt [wt)u(t»%] Ml TR Teok ~ Tl

verificando, assim, o resultado.

a
Corolario 2.21. A solugdo da equacdo diferencial do lema 2.19 € dada por:
0 = o e Lo
Demonstragao:
Basta fazer A = A no lema 2.20.
a

Observagio 2.22. Para resolver a equagio de Toda (sistema (2.5)) com condicdo
inicial Ly (a pridri, matriz de Jacobi com superdiagonal positiva), basta obter as
varidvets espectrais correspondentes a Lo (0(Lg), p1(Lo)), calcular sua evolugdo e
recuperar L(t) a partir das novas varidveis inversas, ou seja, uma vez obtidos os

autovalores e autovetores de Ly, resolvemos explicitamente a equacdo de Toda.

2.2 Generalizacao do Fluxo de Toda

Nesta secao apresentamos uma generalizagdo natural do fluxo de Toda.
Consideramos fluxos no espago vetorial das matrizes tridiagonais mais gerais. Os
resultados obtidos para o fluxo de Toda sdo estendidos para estes fluxos.

Lema 2.23. Sejam L € R"™™ simétrica e tridiagonal, G € RY™ simétrica que
comuta com L e B =(Gy) — (G_-), em que (G+) e (G-) sdo as partes estritamente

superior e inferior, respectivamente, de G. Entdo, BL — LB ¢ tridiagonal.

Demonstracao:

Sejam G = (gij))
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a; b gu

by ax b : 2912 92
I = 1 e R=1| 2913 2go3 ¢33
b1 R ;
by Gn 2091n 2920 203 " Gnn

E fcil ver que

Portanto,
BL-LB=(G-R)L-L(G—-R)=GL-RL-LG+LR=LR-RL,

pois L e G comutam.

Agora, para (i,7 = 1:n) temos:

(LR— RL);; = eI LRe; — eI RLe; =

= (0,...,0,b;_1, a; ,b;,0,...,0)-(0,...,0, gj; ,2G;i41,...;20in) T —
( _ 1, a. ) ( g].J 9j.5+1 in)

t J J+1
—(2 i )"'a2 1,i—1y  Yii ;01"'70 ) 0)""0ab'— y Gy 7b'a07"'70 T')
(2941 9ii—1 9. )+ ( i=1y &5 »9j )
t J

em que as entradas by e b, sdo desconsideradas.

Precisamos verificar que el (LR — RL)e; = 0, sempre que |i — j| > 1.
Facamos j =i+ k (t=1:n, 2<k<n-1i). Entao:

el (LR — RL)e; k=

. T
(Oa B 02 bi—-l, a; , bl aOa EREX) 0) ' (Oa ERE) \. 0 2 itk itk 2g'i+k:,i+k+17 ERE) 29i+k,n) -
i i+1 i+k-1 itk

"‘(291'1, sevy 291',1‘~1, gii ’0’ ceey 0) ' (07 veey Oyb'i+k:—l’ i1k s bi+k) 07 ceey O)T = 0.
1 i+k—1 i+k

Por outro lado, para (i =1:n) e (2 < k < n—1), temos:

eT (LR — RL)e; =
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Biblioteca Universitaria|
UFSCO 3,

(0,,..,0,bi+k_1,ai+k,@,0,...,0) (0,40, i ,2i41, - 20in) T —
i+k-1 itk itk+l i i+1

—(2Gitk 1y s 2Gitkith—1, Gitkiths 0y 0) - (0.0, b1, @i 0,0, ..., 07 =
— —~~~

i+k i—1 1
= 2biy k—1Giitk—1 T 2054k Giivk T 2bi 1k Giinkt1—
~2Gitki-10i-1 — 20itk i@ ~ 2Givk,i+10i-

Por hipétese, LG = GL.
Assim, €l LGe; = €], ,GLe;  (i=1:n, 2<k<n—i).
Agora, '

e?—%—kLGei = (03 crey Oa b’i+k—~l; Aitk, bi-(-k 3 03 ey O) : (gl'i.a ey Gids it 145 s gni)T -

i+k—1 i+k i+k+1

= bipk—1Gitk—1i + QitkGitki T ixkGivk+1,:

T
ei-)-k;GLei = (9i+k,1, veoy Qi kjitks -0 gi+k,n) ) (07 ey 0) bi—-17 a; 7bi7 0) vety O) -
i+k i—1 i

= bi_1Gi+k,i-1 + Gifitk, + biGirk,i+1-

Assim, como G é simétrica,
bitk—19ii+k—1 + QirkGiitk + OivkGiitk+1—

—gi+k,i—1bi~1 = Gitk 0 — gi+k,i+1bi = 0.

Logo, ef,,(LR— RL)e;=0  (i=1:n, 2<k<n-—1).
‘Portanto (LR — RL) e, consequentemente, (BL — LB) é tridiagonal.

O

Definicao 2.24. Seja L € R™*™ tridiagonal e simétrica. Seja G()) uma fung¢d@o real,
analitica e injetiva num dominio aberto que contém o espectro espectro de L. Defini-
mos B = (G(L)4) — (G(L)_), em que (G(L)+) e (G(L)-) sdo as partes estritamente

superior e inferior, respectivamente, de G(L).

E evidente que B é anti-simétrica, pois
BT = [(G(L)4) — (G(L))]" = (G(L)-) - (G(L)+) = =B
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Como L ¢ simétrica, segue pelo teorema 1.14 que G(L) é simétrica e comuta com L.
Portanto, pelo lema 2.23 segue que BL — LB é tridiagonal, em que B = (G(L),) —
(G(L)-).

Agora, considere o sistema:

d

L) = B(G(L()))L(t) - LA B(G(L(Y))), L(0) = Lo. - (2.14)

Pelo teorema 1.10, a solugdo do PVI (2.14) existe e é unica numa vizi-
nhanga (—¢, €) da origem. Consequentemente, como G()) estd definida no espectro
de L(t), segue que B(G(L(t))) estd bem definida nessa vizinhanca.

Lema 2.25. Considere o PVI

; :

50 = -QW)B(GL®)),  QO) =1, (2.15)
B(t) como na defini¢gdo 2.24. Entdo eziste um intervalo (—6,6), de definicdo de
Q(t), no qual Q(t) € unitdria.

Demonstracao:

Anéloga & demonstragdo do lema 2.2, observando que B(G(L(t))) é anti-simétrica.

|

Lema 2.26. Seja L(t) a solugdo do PVI

9 L(t) = BOEO)LE) - LHBGE®), L) = Lo,
em que L(0) simétrica e tridiagonal.

Entdo, L(t) = Q(t)TLoQ(t), em que Q(t) é uma matriz ortogonal dada pelo lema
2.25, anterior.

Demonstracio:
Andloga & demonstragdo do lema 2.3, observando que
B(G(L(t)))L(t) — L(t)B(G(L(t))) é tridiagonal (conforme lema 2.23)

g

Coroldrio 2.27. O sistema (2.14) tem solu¢do global para qualquer condigdo inicial
Lo, simétrica e tridiagonal Além disso, os autovalores de L(t) ndo dependem de t,
isto €, o fluzo definido pelo sistema (2.14) € isospectral.
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Demonstracao:

Anidloga a demonstragao dos lemas 2.4-2.5.

O

A seguir apresentamos alguns resultados que serdo importantes para
verificar como a solugao do sistema (2.14) se comporta assintoticamente. Considere
o sistema:

SL() = BOLE) - LOB®),  LO) =Ly, (216)

obtido por fazer G()\) = A no sistema (2.14) e L(t) é simétrica genérica. Neste caso
B(t) = (L(t)+) — (L(?)-)- -,

Os lemas 2.25-2.26 e o coroldrio 2.27 acima também sdo validos para
o sistema (2.16). As demonstragées sao idénticas. |

Os préximos dois resultados mostram que as solugdes do sistema (2.16)

convergem, quando ¢t — 0o, para matrizes diagonais.

Lema 2.28. Seja f uma fungdo de Lipschitz e de quadrado integrdvel em R. Entdo
Jim [ f($)} =0
Demonstragao:
Supomos que tl)ixinoo |f(#)| > 0. Entdo existe € > 0 e uma sequéncia {tt}, tx — 00,
tal que

| If(te)] >e  (VE21).

Podemos supor que t; é escolhido de maneira que os intervalos

sao disjuntos. M ¢é a constante de Lipschitz para f.
Agora, Vt € I, tem-se

|f(t) ff(tk)l < Mt —ti| < Mﬁ — _62_

e, portanto,

IF@1 = £ ()] — 17 (@) - f(te)] 2

DN e

Logo,

/oo |f(t)[Pdt > Z/I |F(t)[2dt >
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2

> [ Ca=3
- - 1k4 - 4M ’

o que contradiz a hipdtese de f ser quadrado integrével.
to, li = 0.
Portanto, lim_ 1f(&) =0

O

Teorema 2.29. Seja L(t) a solugdo de (2.16), com B(t) = (L(t)4+)—(L(t)-). Entdo

tlim L(t) = L(o0) eziste. Além disso, L(co) € diagonal consistindo de autovalores de
oo

L.

Demonstragao:
Sejam
Lll(t) ng(t) Lln(t)
L) = Loy (2) L22:(t) Lan(t)
Lai(t) Laa(t) L (t)
0 L12(t) Lln(t)
B(t) _ —L21 (t) 0 L2n (t)
—Lni(t) —Ln2(t) -+ 0
Temos que .
d

Eka( ) = e B(t)L(t)ex — ex L(t)B(t)ex =

= (=Li1, - =Lk k-1,0, Li gy, -5 Lien) - (D1 -oos L1 Lk L s ooy L) T =
—(Lklw"')Lk,k—17ka)Lk,k+17 Lkn) (le, Lk; ]_k,O Lk+1 ky ey _Lnk)T =

=2 (L jsa () + o+ LE(8) = 2 (L (8) + o + L4y (8)) =

k-1

=2Y  Li(t)-2> L (k=1:n),

j=k+1 J=1

36



ou seja,
k-1
—ka =2 Z Li,(t)—2> Li(t)  (k=1:n). (2.17)
' J=k+1 j=1

Logo, para 1 < m < n, temos

Agora,

Assim,

Portanto,

dtZL“” :22 Z L) >2 ) L) (1<m<n). (2.18)

k=1 j=m+1 j=m-+1

Ja vimos que (V¥) ||L(¢)]l2 = ]|L0H2.
Além disso,

1S L)l = IBOLE) - LOBE < 2Ll

Assim, L(t) e %L(t) sdo limitadas. Em particular, L;(t) é Lipschitz, pois £L,,;(t) -
é limitada. '
Utilizando (2.18), para (1 <m <n)e (m +1 < j < n), obtemos:

oo o 4 m
2
/_OOL t)dt </_ E L2 (t)dt < /_oo —dtk§:1 Ly (t)dt =

j=m+1
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b —00 fo] b——00 p—1

= lim / ELutyir = lim 3 (Lus(a) ~ Lix(b) < 32 Lolls < co.
k=1

Portanto, para (1 <m < n) e (m+1< 7 <n), Ly;(t) é quadrado integravel.
Pelo lema 2.28, para (1 <m <n)e (m+1<j <n),

[Lmj(t)] = 0, quando ¢ — oo.

Assim, L;; =+ 0 (2 # j), quando t — o0..

Agora verificaremos que (Vk =1 : n) tlim Ly (t) existe.
—00

L11(t) é crescente, pois, por (2.18),

—L11 ) > 22 Ly;(2) (Vt).

Como Ly (t) é limitada, segue que tlirn Ly (t) < oo.
— 0
L11(t) + Loo(t) € crescente, pois, por (2.18),

d
—(Lu(t) + La(t) >2ZL2J >0 (Ve).

Como Lq; (t) + Loo(t) é limitada, segue que t1_1>r<1>10 (L11(t) + Lao(t)) < 0o. Consequente-
mente, tliglo Lao(t) < o0.

Seguindo este raciocinio, observamos que tl—l—)rgo Lik(t) = L(oco) é diagonal.

Agora, como L(t) é isospectral e os autovalores de uma matriz dependem continua-
mente das entradas da matriz, segue que A(L(00)) = A(Lp)

g

De posse desse resultado, podemos analisar o comportamento assintd-
tico das solugdes do sistema (2.14). Vejamos:

Teorema 2.30. Seja L(t) soluggo do sistema (2.14). Seja F uma fungdo real,
analitica e definida no espectro de Ly. Entdo F(L(t)) é solugio de:

X () = B(G(L(1)) X (t) - X()B(G(L(?))), X(0) = F(Lo). (2.19)

Demonstragao:

Jé sabemos que (Vt) L(t) é simétrica e isospectral. Pelo teorema 1,17, F(L(¢)) é um
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polindémio que depende do espectro de L(t). Como o espectro de L(t) é preservado,
tal polinémio é constante em ¢.
Por linearidade, basta verificar o resultado para p(\) = A™.
Usaremos indugao sobre n.
Por hipétese, p(L(t)) = L(t) resolve
d

7 X =BGXM)X(E) - X(HBGX®),  X(0) = Lo.

Assim, o resultado se verifica para n = 1.

Supomos, por hipétese de indugdo, que p(L(t)) = L"(¢) resolve (2.19).

Logo, ‘

C%L"J”l(t‘) = (%L”(t)) L(t) + L™(t) (Edt-L(t)) =

= [(B(G(L(1)))L™(t) — L™(t) B(G(L(£))]L(t)+
+LMO[B(G(L())L() ~ L) BGL()] =

= B(G(L(t)))L"*(t) — L*(t) B(G(L(t))) L(t)+

(1))

FLM(8)B(G(L()L(t) — L™ () B(G(L(¢

~—

= B(G(L(t)))L"*"'(t) = L™ (t) B(G(L(2)))-
Portanto, p(L(t)) = L™*1(t) resolve (2.19).

g

Coroldrio 2.31. Seja L(t) solucdo do sistema (2.14). Se F = G, no teorema acima,
entdo G(L(t)) resolve o sistema: ‘

%nazmxwmm—owmmx.mm=am»

Demonstracao:

Aplicacgao direta do teorema acima.
a
Corolario 2.32. Se G ¢ injetiva num dominio aberto que contém o espectro de

Ly, entdo a solugdo do sistema (2.14) converge para uma matriz diagonal quando

t — to0.
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Demonstracao:
Pelo corolario anterior, G(L(t)) resolve o sistema
d

X () = B(X(t)X(t) - X®)B(X(1), X(0)=G(Ly),

em que G(L(t)) é simétrica (banda) e B(X(¢)) = (X(¢))+ — (X(2))-.

Pelo teorema 2.29, a solugdo G(L(t)) converge para uma matriz diagonal quando
t — +oo ,

Como G é injetiva em um dominio aberto que contém o espectro de Ly, segue, pelo
teorema da fungdo inversa, que G existe e é analitica em um dominio aberto que
contém o espectro de G(Lo) . Portanto, G™'(G(L(t))) estd definida e é igual a L(t).
Como G~! é, em particular, continua, temos que L(t) converge para uma matriz
diagonal, quando t — £oo.

O

O resultado seguinte descreve o comportamento dos sinais dos elemen- .

tos das superdiagonais da solu¢do do PVI (2.14).

Lema 2.33. Seja L(t) solugdo do PVI (2.14). Entdo o sinal de L;;,1(t) = b;(t) €
constante. Em particular, se b;(0) = 0 entdo b;(t) =0 (V).

Demonstracao:
Na demonstracdo do lema 2.23 observamos que B(t)L(t) — L(¢t)B(t) = L(t)R(t) —
R(t)L(t), em que B(t) = (G(L(¢))+) — (G(L(t))-) = G(L(t)) — R(2),

gu(t) . w
2g12(t)  g22(?)
R(t) = | 2013(t) 2923(t) g3s(¢)

'2gln(t) 292n(t) 2g3n(t) gnn(t)

Assim,
bi(t) = Liss1(t) = €] (L(t)R(2) = R(E)L(t))eirr =

= (0, v, 0, B5-1(t), @s(2), b5(2), 0, ..., 0) - (0, ..., 0, Givr,ig1 (), 2Gi241(E), ) 2041 (8)) T —
1 i+
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—(29:1(8), ., 2g13-1(1), gas(t), 0, ...,0) - (0, ..., 0, b;(8), @41 (2), bit1(2),0, ..., 0)T =
N ~

= bi(t) girr,i41(t) — bi(1)9:,5(t) = bi(t)(Gi1,41(t) — g1,:(2)).

Evidentemente, b;(t) = 0 é solucdo de

bi(t) = bi(t) (girrima (t) — gii(2)).

Logo, se b;(0) = 0 segue, pelo teorema de Picard, que b;(t) = 0. Por outro lado, se
by(to) > 0 para algum ¢y, entdo (Vt) bi(t) > 0, pois duas solugdes do PVI (2.14)
nio se interceptam.

O

Observacgao 2.34. Se Ly ¢ de Jacobi com superdiagonal positiva entdo (Vt) L(t)

¢ também de Jacobi com superdiagonal positiva.

Lema 2.35. Sejam L(t) solu¢do do PVI (2.23), com Ly de Jacobi, e u(t) = py(L(t))
(conforme defini¢do 2.18). Entdo:

Demonstracao:

Seja L(t) = U(t)AU(¢)T a decomposicdo espectral de L(t) ( de tal forma que A possui
entradas em ordem decrescente e o sinal das componentes de u(t) = p(L(t)) =
U(t)Te, sdo positivas).

Pelo lema 2.26, L(t) = Q&7 LyQ(#), em que O() = —Q()B(G(L(1))), Q(0) = I .
Evidentemente, L(0) = U(0)AU(0)7.

Logo, L(t) = Q(t) LeQ(t) = Q1)U (0)AU(0)7Q(®). |
Como na demonstracio do lema 2.19 , segue que U(t) = Q(¢)TU(0)I5, em que:

+1
I =
+1

Derivando em relagdo a varidvel ¢, obtemos:

U(t) = Q)TU(0)I; = —B(G(L()TQ®)TU(0)Is = B(G(L(t)))"U(t),
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ou seja,

Ut) = BG(LE)TU®).
Agora, B(G(L(t))) = G(L(t)) — R(t), em que G(L) = [g;] e

q11(t)
2912(t)  g22(¢)
R(t) = 2913(t) 2923(t)  g33(?)
\ 201n(8) 202n() 205n(t) -+ gan(?)
Assim, U(t) = (G(L(t)) — R())U(t) = G(L(t))U(t) — Rt)U(2). |
Como L(t) = U(t)AU () segue, da definigdo 1.13, que G(L(t)) = U(t)G(A)U(¢).
Logo, U(t) = U(t)G( ) — R(OU(2).

Deste modo,
Ut)Te; = GAU®) e, —URTR(t) e, =

= G(A)ut) — UM Tgu(t)er = G(A)u(t) — u(t)gu(t).
Agora, .
g1 (t) = eTG(L(t))er = FU )G (AU (t)Te; =

= p(®)TG(A)u(t) =< G(A)u(t), u(t) > -
Portanto,

(t) = GA)u(t)— < G(A)u(t), u(t) > u(?).

Coroléario 2.36. A solucdo da equagdo diferencial do lema 2.35 é dada por:

exp (tG(A))pi (L(0))
|| exp (tG(A)) 1 (L(0))]2

M1 (L(t)) =

Demonstragao:
Basta fazer A = G(A) no lema 2.20.
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Observagao 2.37. Para resolver o sistema (2.14) com condi¢do inicial Lo (a pridri,
matriz de Jacobi com superdiagonal positiva), basta obter as varidveis espectrais cor-
respondentes a Ly (0(Lo), t1(Le)), calcular sua evolugdo e recuperar L(t) apartir das
novas varidveis inversas, ou seja, uma vez obtidos os autovalores e autovetores de
Ly, resolvemos ea:pliéz’tamente 0 sistema (2.14).
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Capitulo 3

Método QR versus Fluxos

Isospectrais

Iniciamos este capitulo (se¢do 3.1) apresentando o método QR para
calcular os autovalores de uma matriz L dada. Em seguida, expomos algumas pro-
priedades para o caso em que L é uma matriz de Jacobi definida positiva e, entao,
na se¢ao 3.2, juntamente com os resultados do capitulo 2, concluimos que o método
QR é uma avaliagdo, em tempos inteiros, do fluxo de Toda generalizado obtido por
fazer G(A\) = In(\) no sistema (2.14). '

3.1 Meétodo QR

Em 1961, Francis desenvolveu o método QR [9] para calcular autova-
lores de uma dada matriz. Esse método depende, essencialmente, da fatoracao QR
da matriz. O método QR é o seguinte:

Fatorize L = Ly = @QyRy conforme o teorema 1.4. Em seguida, faca
L, = RoQq. Logo L, = Q¥ L¢Qo. Evidentemente, Ly e L; sdo conjugadas e, conse-
quentemente, possuem os mesmos autovalores.

Da mesma maneira, faca L; = (1R, e defina L, = R Q);. Assim,

Ly =QTL1Q, = QTQTLoQoQ1 = (QoQ1)T Lo(Qo®1). Logo Ly e Lg sdo conjugadas .

e, consequentemente, possuem os mesmos autovalores.

Definimos, entdo, indutivamente, a sequéncia de matrizes { L} por:

Lk = Rk—le-l,

em que Ly = Qr_1Rx_;.
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Como Ly = QF | Ly_1Qx-1, segue que o algoritmo é isospectral.

Daqui para frente vamos analisar o0 método QQR para uma matriz
L € R**" de Jacobi. Vamos supor, também, que L é definida positiva, pois, caso
contrario, transladamos L de tal modo que se torne definida positiva. Essa translagio
pode ser feita com base no apéndice 1.

Veremos que o método QR para o caso de matrizes de Jacobi definida
positiva é uma avaliagdo, em tempos inteiros, de um fluxo no espaco das matrizes
tridiagonais com espectro fixo. Antes, apresentamos alguns resultados importantes
sobre o método QR.

Lema 3.1. Sejam L € R™*™ tridiagonal e ndo singular e L = QR a fatoracio QR
de L, conforme teorema 1.4. Entdo () é Hessemberg superior.

Demonstracao:

Seja L = QR a fatoracao QR de L {conforme teorema 1.4).

J4 vimos que a matriz @) é obtida ao se aplicar o processo de ortonormalizagdo de
Gram-Schmidt as colunas de L, ou seja, se L = (I1,l2,...,0n) e @ = (¢1,92, -, qn)
entdo (Vj =1:n)

4= I — Z’_;lll <lpai>a
Nl — 20100 < by > aille
Como L é tridiagonal, temos que
l; € span{ei,ex};
l; € span{ej_1,ej,ej41} (1 =2:n—1);

l, € span{e,_1,en}.
Assim,

la— <lyyqy > q1

= € spaniey, eq, e3}.
lo— < lo,q1 > qu| ten,e: o}

!
¢ = —— € span{er, e} e g
111 ]]

Seguindo este raciocinio, obtemos:

g; € span{er, ez, ...,e541} (Vi=1l:n-1) e
qn € span{ey,eq,...,en}.

Portanto, () é Hessemberg superior.
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Lema 3.2. Seja L = Lo simétrica, tridiagonal e ndo singular. Entdo, as iteragoes

do método QR para Ly sdo stmétricas e tridiagonazs.

Demonstracao:

Seja Ly a iteracao do método Q)R para Lo no passo k. E suficiente demonstrar que
se Ly é simétrica e tridiagonal entdo Liy; é simétrica e tridiagonal.

Pelo método QR, Ly, = QT LyQk. Sabendo-se que Ly é simétrica, segue que Ly,
também é simétrica.

Pelo lema 3.1, Ly = QR implica que Qx Hessemberg superior.

Pelo algoritmo QR, Liy1 = RiQx e, portanto, Ly, é Hessemberg superior.

Como Lyi1 = LY., tem-se que Li4; ¢ tridiagonal.

O

Lema 3.3. Seja Lo simétrica, ndo singular, tridiagonal e (Lg)j +1 > 0
(Vj=1:n-1). Entdo (Lg)jj+1 >0 (Vj=1:n—1), em que Ly sdo as iteracies
do método QR para Ly (ou seja, se Ly € T e € néo singular entdo L, € T (Vk)).

Demonstracao:

E suficiente demonstrar que se (Lg);;+1 >0 (Vj=1:n— 1) entdo

(Le1)jj+1 >0 (Vj=1:n-1). :

Seja Ly = QiRy, fatoragdo QR de Ly com (Rk); >0 (Vi =1:n). Tal fatoraé'alo é
tnica (conforme o teorema 1.4). J4 vimos no lema 3.1 que Q)4 ¢ Hessemberg superior.
Como (Lg)jj+1 >0 (Vji=1:n-1), temos que

T _ T Y L=

= (0: sy 0> (Qk)j+1,j’ (Qk)j+1,j+l’ ceey (Qk)j+1,n) : ((Rk)l,j’ AL (Rk)j,j’\ 0 )y 0))T =
— +1
J+1 - J

= (Qk)j+1,5(Re)j; > 0.

Como (Rg);; > 0, segue que (Qx)j+1,; > 0.
Pelo algoritmo QR, Lis+1 = RyQx = QT RT, pois Ly é simétrica.
Assim,
egr+1Llc+lej = eJTQERfeHl =
= ((@)1s - (k)7 (@i) 415505, 0) - (0,11, 0, (Ri) a1 g1, -oos (Bi)jrrn)) T =
j+1 J+1

= (Ri)j+1,+1(Qk)j41,5 > 0,
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pois (Rk)j+1,j+1 > 0.

a

Lema 3.4. Seja {Ly} a sequéncia das iteragdes dada pelo algoritmo QR para uma
matriz de Jacobi definida positiva Lg. Seja Ly = UyAUF a decomposi¢do espectral
de Li, em que ux = Ule; possui entradas positivas, e A € a matriz dos autovalores

em ordem decrescente.

Entao,
Ao
S . N k>1). 3.1
“ Tl P2 Y (@1)
Demonstracao:
(Indugdo sobre k)
Inicialmente vamos mostrar que p; = W/(\u“_:llz

Sabemos, pelo método QR e pelo teorema espectral, que:
Lo = QoRy = UgAUT e Ly = RoQo = U1AUY.

Como Lg e L; sdo matrizes de Jacobi definida positiva (conforme lema 3.3), podemos
considerar Ry com entradas diagonais positivas (conforme teorema 1.4), Uy e U; com
a primeira linha positiva e A com entradas diagonais em ordem decrescente (conforme
lema 2.11).

Podemos escrever

s

UAUT = Ly = QT LoQo = QFUAUT Qo = (QFUo)MQETo)T.

Assim, »
Ul = QEUOIJ())
em que
+1
I;, =
+1
Deste modo,

p = ULey = Is,Uf Qoer-
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Agora, usando o fato que (Ro)11 > 0 (Lo é ndo singular), segue que

Loer = QoRoer = Qo(Ro)r1€1,

ou seja,

L061
e = )
Qoer Ron
Da fatoragdo QR, ||Loeills = (Ro)11-
_ _Loey
Portanto, Qge; = Tl
Dessa forma,
. : I(s UTL061 IJ UTL061 Lj AUT61 A/.Lo
=7 UT e = 0~0 — 0~ 0 — 0 0 =7 )
i =Tl Qo = 2 7 e~ 0T Lol TAUZedls " TAwolls

A 0 g * — A 0
Como os vetores u; e —i—” o]y POSSUEm entradas positivas e pu; = Iy, ———”—“ Kolz? SEBUE que
Is, = 1.

— _Auo
Portanto, y; = Thpolls k
Agora, supomos por hipétese de indugdo que u; = ”%f—o‘h;

Novamente, pelo método QR e pelo teorema espectral, temos que:
Li = QiRy = UAUY e Liy1 = RiQp = U AUL ;.

Como Lj e Li4; sdo matrizes de Jacobi definidas positiva (conforme lema 3.3 ),
podemos considerar Ry com entradas diagonais positivas (conforme teorema 1.4),
Uy e Uxyr com a primeira linha positiva e A com entradas diagonais em ordem
decrescente (conforme lema 2.11).

Podemos escrever,

U1 AUL = Lyt = QF LiQr = QL URAUL Qi = (QF U AQL Uk)™.

Assim,
T
Uky1 = QKUKLSM
em que

+1

+1
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Deste modo,

T T
b1 = Ug 61 = Iy, Ui Qrer.

Agora, usando o fato que (Rx);; > 0 (L é ndo singular), segue que

Lie; = QrRrer = Qx(Ri)1ien,

ou seja, L
k€1

(Ri)u

Qre1 =

Da fatoracdo QR, |[Lxeille = (Rk)u1
Portanto, Qre; =
Dessa forma,

Lkel
ILgeill2

IJkUELkel . I5kUELk€1 . L;kAU,?el

pis1 = 15, UL Qrer =

- Como os vetores g1 € nTA;%ﬁE possuem entradas positivas e pyy1 =
que I, = I.
Logo, por hipétese de indugao,

s = Apy _ Npg
T Akl T [[A®oll2

3.2 Método QR e o Fluxo G(A) =In(})

ILkedlls — NUFLkerllz  |AUTerlla

Apg

%Al

_Apg
I, MAskllz?

segue

A seguir veremos uma conexao entre o fluxo determinado por G(\) =

In()\) e o método QR. Esta conexdo nds fornece uma prova da convergéncia do

método QR para matrizes de Jacobi definida positiva.

Seja Ly € T definida positiva. Seja {L;} a sequéncia das 1tera§oes do

método QR para Ly. Oslemas 3.2 e 3.3 afirmam que Ly € T (¥,
¢ isospectral, (Vk) Ly ¢ definida positiva.

Pelo lema 3.4, temos que:

AFp1(Lo)

pa (L) = m
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Observe que (Vk) ||p1(Lk)|l2 = 1.

Agora consideremos o sistema,

d

(L) = BOL() - LB, L(0) = Lo,

em que B(t) = [In(L(t))]+ — [In(L(t))]-. E evidente que In(L(t)) esté bem definida,
pois Lg é positiva definida e o fluxo L(t) é isospectral.

Pelo lema 2.35, u(t) = pi1(L(t)) satisfaz

(t) = [In(A)]p(t)— < (In(A)]u), u(t) > u@), w0) = p(L(0)).
Logo, pelo corolario 2.36,

 lexp(n(A)fm(Le)  At(Lo)
(L) = e A Lo~ 1A Lol (3:3)

Deste modo, avaliando L(¢) em ¢ € N, comparando as identidades
(3.2)—(3.3) e usando o teorema 2.17, demonstramos o importante resultado:

Teorema 3.5. Seja Ly € T definida positiva. Entdo L, = L(n), em que L, € a
enésima itera¢do do método QR para Ly e L(n) € a avaliagio emt =n (n € N) do
fluzo determinado pelo sistema (2.14) com G(A) = 1n(A\) e L(0) = Ly.

Acabamos de demonstrar que o método QR, no caso de matrizes defini-
da positiva em T, converge para matrizes diagonais consistindo de autovalores da ma-
triz dada. A proposigdo seguinte generaliza este resultado para matrizes de Jacobi

definida positiva quaisquer, ndo necessariamente com superdiagonal positiva.
Proposigao 3.6. Sejam T uma matriz de Jacobi e Ty a matriz obtida por substituir
Tiiv1 por |Ti 1| (Vi=1:n—1). Entdo

T, = ATA,

em que A = diag(dq, ...,0n), & = £l

Demonstragao:

Designamos:
Tiiv1=b (G=1:n-1) e
Ti=a; (1=1:n).
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Entao,
|b;] = €L\ Tye; = el | AT Ae; =
= (0’ T 0’ 5i+1 ’ 0’ tety O) ’ (O) teey O’ 5ibi—1) 5iai) 5ibi ,0; ey O)T =
~—~— N
i+1 it+1

== 6i+15ibi (2 =1l:n-— ].)

Assim,
|bll = 0201b1;
|b2| = 0302b9;
1| = 6ndn1bn1.
Agora, fixamos um sinal para ¢, e calibramos os demais sinais (Js, ..., d,) em fungéo

dos sinais dos b,s (k=2:n—1).
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Capitulo 4

Comnsideracoes Numéricas sobre o
Fluxo de Toda

Neste capitulo apresentamos um resultado sobre a velocidade de con-
vergéncia do fluxo de Toda. Através dele, vemos que a velocidade de convergéncia
do fluxo de Toda é exponencial e depende da menor diferenca entre os autovalores
da condi¢ao inicial L(0). Este resultado é abordado em [3], porém a demonstracio
é superficial. Em seguida, calculamos numericamente os autovalores de uma dada

matriz via resolucdo numeérica da equagao de Toda.

Proposigao 4.1. Considere a equacgdo de Toda

n

{ ag(t) = sz(t) - 2bi—1(t) (l; :(llg : (4.1)

.
bi(t) = b (t) (ars1(t) — ax(?) l:in—1),

em que bo(t) = b,(t) =0 (Vt) ebe(0) >0 (k=1:n—1) (ou, equivalentemente,
Ly € de Jacobi no sistema (2.5) ). Entdo, eziste uma constante C (que depende de
Ly) e um tempo T tal que, set > T,

lag(t) — ak(o0)] < Cexp(2tm) (k=1:n) e
1be(t)] < Cexp(tm) (k=1:n-1),

=~ min (M — = Akl — Ak)-
o que = = i e Ae) = 100, (i = A
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Demonstracao:

J& sabemos, pelo teorema do comportamento assintético (teorema 2.10), que

be(t) -0 quando t— oo (k=1:n-1) e
ap(t) = A\ quando t— o0 (k=1:n).

Em (4.1), fagamos ¢, (t) = 2b2(t) (k=1:n-1).

Assim,
C(t) = 4bk()be (t) = 407 (8){ars1(t) — ax(t)] =
= 2¢c,(t)]ak+1(t) —ax(t)] (k=1:n-1) e

u(t) = [ex(t) = cuma (9] (k=1:m),
em que ¢o(t) =c,(t) =0 (Vi).
Evidentemente, ¢x(t) = 0 quandot o0 (k=1:n-1).
Além disso, (Vt) c¢x(t) #0 (k=1:n—1) (ver lema 2.6).

Como Z[In(c(t))] = z:g;, temos:

dlae(t)] = [er(t) — cer(t)] (k=1:n) e

2lIn(ce(t))] = 2[ap1(t) —ax(®)] (k=1:n-1).

Integrando as identidades acima, obtemos:

I Lak(s))ds = ["[ce(s) — ck-1(s)lds (k=1 n) =
= tl_i}rglo[ak(t)] = ax(t) + /too[ck(s) —ck-1(s)]ds (k=1:n)=

= M = ap(t) + [e(s) — ce-1(s)lds  (k=1:n),

ou seja,

)\k = ak(t) + /too[ck(s) - ck_'l(s)]ds (k =1: TL)
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folt %[ln(ck(s))]ds =2 fot[akﬂ(s) —ag(s)]lds (k=1:n-1) '=>
= In(ck(t)) — In(ck(0)) = 2f0t[ak+1(s) —ag(s))ds (k=1:n-1)=

= ck(t) = cx(0) exp [fot 2ak+1(s) — ak(s)]ds} (k=1:n- 1),_»

ou seja,
ca(t) = c(0) exp [ /O e (s) - ak(s)]ds] k=1:n-1).  (43)

Seja 0 < e < % [ min (Ax — /\k+1)], fixo. Observe que k_ngl.in 1(/\,c — Ag41) > 0, pois,

k=1lmn-—1

pelo lema (2.9), A\; > A2 > ... > A,

Pelo teorema do comportamento assintético, existe 7' > 0 tal que, se t > T,

lak(t) — M| < € (k=1:n) (4.4)

O<cl(t)<e (k=1:n-1). | (4.5)
Portanto, se t > T', temos:

0 < cu(t) = cx(0) exp [ 2lowsr(s) — ax(s)lds] =

= ¢x(0) exp [fOT 2[ak+1(8) — ax(s)]ds + f,_ﬁ 2{ak+1(s) — ak(s)]ds] =

= ¢ (0) [exp /0 " Sl (5) - ak(s)]ds] exp [} 2acs1 () — au(s)lds.

v

WV
cte positiva
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Agora,
exp f;, 2[ar1(8) — ax(s)lds =

= exp f;?[akﬂ(s) - ’\kﬂ+/\k+1 — X+ A —ak(s)]ds <

o

<e <€

< exp th 2(Mky1 — Mk +2€)ds = exp2(t — T)(Aps1 — Ak + 26) =

= exp(—2T)(Ag+1 — Ak + ZEzexp 2t(Ap+1 — Ak + 2¢).

cte positiva

Logo (Vt > T),
ce(t) < A,(Cl) exp 2t(Ags1 — A + 2¢€) <

< ( maxlAfcl)> exp 2t(Ak+1 — Ak + 2¢).

k=1n—
A >0
Assim (Vt > T),

0 < cr(t) < AV exp2t(Mpy1 — M +2¢)  (k=1:n-1).
Além disso, de (4.2), temos (V¢ >T) (k=1:n),
Mk = ax(t)] = | [7ler(s) — cea()]ds] < [ ler(s) + cea(s)]ds <

< ftoo A exp 25( Mgy — A + 2€)ds + ftoo AWM exp 2s(A\g — Mgy + 2€)ds

em que Ag = Apy1 = 0.

Agora,

— mi — A = Akyl — Ag) =m =
(in (M = Apyr) = max Ay — M) =m

= M1 — M +2e<m+2 (k=1:n-1).

Ademais, pela escolha de €, temos

2 ' — A = - Ak+1 = Ag) = —m,
€< In O = Aen) = = s, Qe = )
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ou seja,

m + 2e < 0.

Portanto (Vt >T) (k=1:n),

A — ae(t)] < [° 2AW exp 2s(m + 2€)ds =

AW
= —ﬁ% exp 2s(m + 2¢) | = j(?n—}——Qe) exp 2t(m + 2¢),
e ——
A >0
ouseja, (Vt >T) (k=1:n)
| Ao — ak(t)] < AP exp 2t(m + 2¢). (4.7)

Assim, de (4.6)-(4.7), temos (V¢ > T)

cr(t) < A®exp2t(m+2) (k=1:n-1) e
|Ae — ax(t)] < A® exp2t(m +2¢) (k=1:n),

em que A® = max{4AM) 4@} > 0.
Agora, reestimando ¢,(t) (k=1:n— 1), obtemos (V¢ > T

cx(t) = cx(0) exp ( fy 2ansa(s) — ax(s)lds) =

—c(0)esp ( [ " dfoaa(s) - au(s)}ds ) exp (f£2awrs(s) = au(9)ds)

- o~
-~

cte positiva
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Mas,

exp (5. 2lai(s) - au(s)lds) =

= exp (f; 2[A k41 — /\k]ds) exp (th 2ak+1(8) — Akg1 + Ak — ak(s)]ds> <

< exp[2(t — T)m] exp (f; 4A®) exp 2s(m + Qe)ds) <
< exp(—2Tm) exp 2tm ([;° 4A® exp 2s(m + 2¢)ds) =
h-\,-'-._/
cte posqu,

2A3)
m-+2e

= exp(—2T'm) exp(2tm) exp ( exp 2s(m + 26)) | =

2A40) ‘
= exp(—2Tm) exp (W) exp(2tm).

cte positiva

Portanto,
cx(t) < AWexp(2tm) (k=1:n-1)=

= b(t) < (%4”) i exp(tm) (k=1:n-1).

Finalmente (V¢ > T),

Ao — ax(t)] < [77 ler(s) — cra(s)lds <

< [7lee(s) + ck-1(s)lds < [7724W exp(2sm)ds =

A® - A
= £—(exp 2sm) |°= — exp(2tm) =
~—~—
cte positiva
AM)

= | — ax(t)] < j;—zexp(th) (k=1:n).
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De (4.9)-(4.10), segue que (V¢ > T,

lak(t) — el < Cexp(2tm) (k=1:n) e

|b(t)] < Cexp(tm) (k=1:n-1).

1
0 = max{ (49)F (49)) 5 0em = min (v~ heer).
em que ma*c{ 5 N em kirll:xnn_l( k= Aks1)

d

Observagao 4.2. Considere o fluro determinado pelo sistema (2.14) com G(X) in-

jetiva em um dominio aberto que contém o espectro de Ly. Em [3], afirma-se que a

velocidade de convergéncia deste fluzo é exponencial e depende da menor diferenca

entre 0s G(\r). Assim, no caso do método QR (onde G(A) = In(A)), segue que:
min [G()\k) — G()\k:+1)] = min l[ln(/\k) — ln(/\k_H)] =

k=1n—-1 k=1ln—

= in In Ae =In min Ak
_kzl'lil:}';zrl—l /\k+1 o k=1n—-1 )‘k—H ’

ou seja, a velocidade de convergéncia do método QR depende do menor quociente
2 (k=1:n-1)

Akl

A seguir apresentamos um exemplo cujo interesse é apenas comprovar
os resultados obtidos nos capitulos anteriores. Para tanto, resolvemos numericamente
a equagao de Toda considerando Ly = L, uma matriz de ordem n, tridiagonal e
simétrica, dada por:

Lix=2 (k=1:n-1);
Lnn =1,
Ligri=1 (k=1:n-1).

Sabemos, a pridri, que os autovalores de L sao dados por:

km
2n+1

/\k=4cos2< ) (k=1:n).

Observe que, a medida que n cresce, os autovalores tornam-se cada vez

mais préximos. Este fato deve beneficiar a convergéncia do método @R, conforme
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observagdo 4.2, e tornar a velocidade de convergéncia da resolu¢cdo numérica da
equacao de Toda lenta, conforme teorema 4.1. E o que vemos a seguir.

Em vez de resolver numericamente a equagio de Toda (sistema (2.4)),
resolvemos a equagdo equivalente:

{ ak(t) = ce(t) — ci_1(t) (E=1:n),
ee(t) = 2¢,(t)(aks1(t) —ar(t)) (k=1:n-1),

em que cg(t) = 2b3(t) (k=1:n—1)e (Vt) co(t) = ca(t) = 0.

As tabelas (4.1)-(4.2) apresentam os resultados obtidos via método
QR e via resolucdo numérica da equagdo de Toda (ver anexos) para o cédlculo dos
autovalores de L. |

Tabela 4.1: Método QR

Ordem da matriz tempo (segundos) erro absoluto flops
3 0.11 1071¢ 126
10 0.11 10718 1.655

50 0.16 1071 70.687

100 0.33 1071 444.144

300 1.07 10714 9.950.168

Tabela 4.2: Resolu¢do numérica da equagao de Toda

Ordem da matriz tempo (segundos) erro absoluto flops
3 : 0.22 107 23.208
10 0.38 10~4 123.276
50 1.98 1074 1.070.156
100 7.03 1073 3.465.486
300 79.97 1073 27.481.385

Os resultados acima mostram que, para este exemplo, o método QR
se mostra mais eficiente que resolu¢do numérica da equacgdo de Toda.

Todos os cilculos foram feitos em um Pentium II (333MHz) usando o
sistema interativo MATLAB. No cédlculo dos autovalores, via método QR, utilizamos
a fungdo QR do MATLAB (a qual usa a rotina RATQR do pacote EISPACK). Para
resolver a equacgao de Toda, utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem
do MATLAB (ODE45) com critério de parada k:rrﬁ}i1(Lk’k+l(t)) <1075,
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Os gréficos seguintes ilustram como o méximo dos b, (t) se comportam
durante a evolugao. '

osh \ 1

1. A :
4] 5 10 15 20 25 30

Figura 4.1: Caso n=10

oSt

. " L L s " t
400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Figura 4.2: Caso n=300

Como vimos anteriormente, a resolugdo numérica da equacgao de To-
da mostrou-se ineficiente quando comparada com o método QR. Evidentemente,
poderiamos ter implementado outros métodos a partir de diferentes escolhas de
fungbes G()). Porém, os resultados que obteriamos seriam ainda piores (conforme
[4]). Recentemente, A. Iserles, A. Zanna e M. Calvo publicaram um artigo ,[1],
sobre solucdes numéricas de fluxos isospectrais. Neste artigo eles afirmam que os
métodos de Runge-Kutta cléssicos ndo sdo adequados para estes fluxos e introduzem

um método alternativo para resolver os fluxos.
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Conclusoes

O resultado mais significativo deste trabalho é que os valores L, obtidos
pelo método QR, para uma matriz de Jacobi definida positiva, sao interpolados por
um fluxo de Toda generalizado. Outra maneira de pensar é que o método QR resolve,
em tempos inteiros, uma equacgao diferencial nao linear muito complicada.

Os resultados obtidos na §2 do capittilo 2, para o fluxo de Toda gene-
ralizado, ainda podem ser estendidos para sistemas mais gerais. Se considerarmos o
sistema (2.14) com L(t) qualquer e Ly diagonalizdvel, Nanda [14] demonstrou que
a solucao do sistema converge para uma matriz triangular superior, cujos elementos
- da diagonal principal sdo exatamente os autovalores de L.

Vale salientar que os resultados apresentados neste trabalho encontram-
se nos artigos [4], [14], [3].
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Anexos
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Rotina novotodal.m

%h% Implementagdo do Fluxo de Toda %%%%

flops(0)
clear

global n

n = input(’ordem da matriz: ’);

tl = input(’tempo final: ’);

%%% Matriz teste L(0) %%%

%hkh Novas condigdes iniciais %%%

for k = 1:n-1
diag(k) = 2;
ddiag(k) = 2;

end

diag(n)= 1;

tic Z(inicia a cronometragem para a execucao do programa)

%%%h Resolugdo da Equagio de Toda com condigio inicial L(O) %%%
to = 0;

tf t1;
yo

[diag ddiag];
while abs(max(yo(n+1:2*n-1))) > (1.0e-005)/2

options = odeset(’RelTol’,1e-3,’AbsTol’,1e-6);
[T,Y]=ode45(’fluxonovol’, [to tf],yo,options);

yo = [Y(size(Y,1),1:n) Y(size(Y,1),n+1:2*xn-1)];
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to = to + ti;

tf = tf + t1;

end

diag_a = Y(size(Y,1),1:n);
diag_s = sort(diag_a);

hddiag_c = Y(size(Y,1),n+1:2%n-1);
%%% Autovalores exatos de L(0) %%
for k = 1:n
spec(k) = 4x(cos((k*pi)/(2%n+1)))"2;
end
spec = sort(spec); % ordenagdo do vetor spec (decrescente)
%%%h Calculo aproximado do erro %h%
for k=1:n
erro(k) = abs(diag_s(k)-spec(k));
end
erro_max = max(erro);
f=flops;
%% Comportamento dos c(k)’s %%%
for k¥ = 1:s5ize(T,1)
maxi(k) = max(Y(k,n+1:2%n-1));
end

plot(T,maxi)

%%%h Outputs %%h
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disp(’Espectro da matriz inicial via ODE45:°);
disp(diag_a)

disp(’Erro mdximo:’);

disp(erro_max)

tempo = toc; %(finaliza a cronometragem para a execugdo do programa)
disp(’Tempo para execugdo do programa:’);

disp(tempo)

disp(’Flops number:’);

disp(f)
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Rotina fluxonovol.m

W%% Arquivo .m para rotina novotodal.m %%%
Wik a(l) = y(1), ..., a(n) = y@ %Wk
Wt c(1) = c(y+1), ..., c(n-1) = y(2n-1) %%%

function [fluxo] = fluxonovol(x,y);
global n
fluxo(1,1) = y(n+1);
for k=2:n-1
fluxo(k,1) = y(n+k) - y(n+k-1);
end
fluxo(n,1) = -y(2#n-1);
for k=1:n-1

fluxo(n+k,1) = 2*y(n+k)*(y(k+1) - y(k));
end
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Apéndice 1

Teorema do Circulo de Gerschgorin

 Seja A = (a;;) uma matriz n X n, real ou compleza, e seja

n

Ti:ZIaijI, (t=1:n).

j=1
i
(Isto €, i € a soma dos elementos fora da diagonal da i-ésima coluna de A.) Sejam,
também,

Ai={z2€C; |z —ay| <r}, (1=1:n),

discos no plano complezo centrados em a;; e com raio r;. Entdo, todos os autovalores
de A pertencem a unido dos discos A,y Ay

Demonstragao:

Seja A um autovalor de A e v = {v1, ..., un} um autovetor correspondente. Por
definicdo, Av = Av.
Entao,

()\ - aii)vi = E ai;Vy, (2 =1: 'I’L)
j=t
J#i

Seja vy = max |v;|. Entdo,
1=1ln

n n
U.
M-l <3 |akj\:—vjc—'| <3l
= =

Desta maneira, A estd no disco centrado em aiy €, portanto, na uniao de todos os

discos.

a
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