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- Resumo

'RESUMO

Este trabalho visa o estudo do comportamento de poérticos planos além da
fase elastica (estado limite ultimo). Com algumas modificagdes na modelagem,
simplificacdes no diagrama momento fletor-curvatura e um processo iterativo,
consegue-se obter a carga de colapso de um pértico, sem a necessidade do
conhecimento prévio da configuracdo de colapso.

O método ¢é baseado no Teorema do Limite Inferior, ou Teorema Estatico,
da Teoria das Rotulas Plésticas, fornecendo resultados a favor da seguranga.

O comportamento ndo-linear do material é incorporado através da mudanga
do moédulo de elasticidade de pequenas barras. Estas barras, com médulo de elasticidade
alterado, tém a funcfo de simular as rétulas plasticas. Além disso, o método permite
considerar os efeitos do esforco normal no valor do momento de plastificagio. das
secoes. _

Em suma, a Analise Limite por esse método torna-se mais pratica e

econémica, apresentando uma ferramenta adicional aos projetistas.

Palavras-Chave: andlise elastoplastica de pérticos, andlise limite, rétulas plasticas. -

Aluno: Paulo Roberto Senem Xiv
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Abstract

ABSTRACT

This main subject of this research is the stﬁdy of behavior of plane frames
when the elastic regime is exceeded (ultimate stress limit).

_ The method is based on the Lower Bound Theorem or Static- Theorem of the
Plastic Hinge Theory. Through some structural modeling changes, bending moment-
curve diagram simplification and an iterative process it is found the collapse mode.

The material non-linear behavior is modeled changing the elastic modulus
of little bars, which simulate the plastic hinges. The method also takes into account
norfnal stress effects on the section’s plastification moment.

The Ultimate Analysis with this method is practical and economical.

Keywords: plane frames elastoplastic analysis, limit analysis, plastic hinges.
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Introducio 1

1. INTRODUCAO

Conforme LORIGGIO (1995), a maioria das Normas Internacionais utiliza
o Estado Limite Ultimo para projetar suas estruturas. E muito importante, portanto,
conhecer o comportamento das estruturas além da fase eldstica e encontrar o

carregamento de colapso. Geralmente isto ¢ chamado de Andlise Limite de Estruturas.

A Anidlise Limite € baseada, normalmente, ho Teorema do Limite Superior
da Teoria da Plasticidade, e consiste em encontrar 0 mecanismo de colapso, entre todos
os mecanismos possiveis, verificando as condi¢des de equilibrio € escoamento em todos
os pontos. Existe, neste método, um percurso trabalhoso até obter os resultados

desejados, conforme serd apresentado no capitulo 3.

Outros métodos alternativos podem ser utilizados para a Analise Limite.
Entre eles, uma formulag@o pelo Método dos Elementos Finitos, utilizando equagdes
constitutivas complexas, mas que também consome muito tempo de andlise, além do

grau de dificuldade imposto ao projetista no equacionamento do problema.

Outra forma, mais simplificada, mas que também despende muito tempo na
analise pelas opera¢des manuais que exige, € utilizar programas de andlise elastica e,
através do monitoramento dos resultados fornecidos, criar rétulas plasticas ficticias nos
pontos da estrutura que entrarem na fase de plastificagdo. Isto torna o processo muito
cansativo, pelo constante acompanhamento e interrup¢do da andlise, com freqiientes

alteragdes nos dados de entrada.

Um método numérico para realizar a Andlise Limite de porticos planos sera
apresentado, com a mesma confiabilidade do classico, permitindo obter os resultados de
uma forma mais pratica e econdmica. O método é baseado na Analise Matricial de
Estruturas, e o comportamento plastico do material ¢ incorporado pela mudanga dos
modulos de elasticidade de pequenos elementos de barra, localizados nas posi¢bes de
formagdo de possiveis rétulas plasticas. Assim, ¢ um método iterativo, no qual cada

iteracdo realiza uma Analise Elastica Linear.

Aluno: Paulo Roberto Senem _
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Introdugdo 2

Além da fécil formulagdo desta técnica numérica, o método é baseado no
Teorema do Limite Inferior da Teoria de Plasticidade, fornecendo resultados que estdo a
favor da seguranga. Diversos exemplos serfio apresentados, mostrando as diversas

formas de modelagem, com boa preciséo dos resultados.

Apesar deste trabalho estar direcionado a andlise de estruturas metalicas, o
método também permite, com algumas altera¢Ses na relagdo momento fletor-curvatura,

a extensio a estruturas de concreto armado.

Além disso, uma grande vantagem do método apresentado € permitir a
inclusdo de efeitos que geralmente sdo desprezados nos métodos classicos, mas que, em
muitos casos de projeto, alteram significativamente os resultados (por exemplo, o efeito

do esfor¢o normal no momento de plastificag@o de pilares).

E importante salientar que o método considera apenas a ndo-linearidade
material da estrutura. Assim, € aplicével a porticos rigidos com pequenos deslocamentos

horizontais. A ndo-linearidade geométrica ndo € considerada no estudo apresentado.

Em suma, os objetivos especificos deste método so:

- simplificar os célculos, minimizando o tempo utilizado na analise;

- apresentar um método alternativo para os projetistas;

- eliminar o processo de corﬁbinaq:ﬁo de mecanismos, verificagdo do equilibrio e
condigdes de escoamento (processo baseado no Teorema do Limite Superior);

- realizar uma analise elastopléstica, acompanhando a redistribui¢do de momentos, e
encontrar o carregamerito critico e 0 mecanismo de colapso baseado no Teorema do
Limite Inferior;

- incluir o efeito do esforgo normal no momento de plastificago de pilares.

Portanto, a anélise limite por este método tem a finalidade de determinar o
carregamento critico de uma estrutura para um determinado momento de plastificagio,

determinando, simultaneamente, 0 seu mecanismo de colapso.

Aluno: Paulo Roberto Senem
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Introdugéo 3

1.1. Alternativas de analise

Conforme citado anteriormente, existem outros métodos que podem ser

utilizados para a realizagdo da Anélise Limite de porticos planos.

Programas comerciais que fazem Andlise Estrutural Elastica, como o
Sistema Mix, por exemplo, podem ser utilizados para a Analise Limite, através da
incorporacdo de rétulas nos pontos onde o momento ultrapassa o limite elastico, € a

aplicagdo de um momento externo igual ao momento de plastificagao.

Para cada nivel de carregamento, uma andlise eldstica é processada e sdo
verificados os pontos que ultrapassam o momento de plastificagdo. Nestes porntos, os

dados de entrada do problema s#o alterados para a simulagéo de rétulas plasticas.

Entfo, com um carregamento maior, a analise é processada novamente, €
novas verificagdes sdo realizadas, alterando, mais uma vez, os dados de entrada. Este
processo continua até que se atinja o carregamento critico, além do qual ndo se

consegue mais uma convergéncia, com o programa apresentando erro na analise.

O processo citado anteriormente, se realizado manualmente, é muito
exaustivo pela constante interrupgdo da andlise, e alteracdo dos dados do problema para
a criagdo externa das rotulas, exigindo um tempo muito grande de analise. O mesmo
tipo de procedimento pode ser programado, mas necessita de uma analise incremental,

mesmo para carregamentos abaixo do valor critico.

Outra maneira de simular rétulas plasticas € através da utilizagdo de molas.
- Programas comerciais, como o Eberick, utilizam esse procedimento para conseguir
redistribui¢@o de esforgos. Definindo-se, adequadamente, a constante da mola, pode-se
simular uma rétula pléastica. A maior dificuldade ¢ calibrar a constante da mola para

conseguir redistribui¢des de esforgos dentro de limites permitidos em concreto armado.

Formulag6es ndo-lineares de molas [PAMPLONA (2000)], podem auxiliar

para a melhor representagdo das rétulas plasticas.

Existem programas, como o MSC/Nastran, que possuem recursos de analise

ndo-linear para materiais elastopldsticos, com a utilizagdo de relagdes tensdo-

Aluno: Paulo Roberto Senem
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Introducdo 4

deformacdo definidas pelo usudrio, mas sem possuir a capacidade de redistribui¢do de

momentos fletores ao longo da estrutura, o que impossibilita o conhecimento da

configuraggo de colapso.

Formulagdes através do Método dos Elementos Finitos também podem ser
utilizadas, através de equacdes constitutivas complexas. Alguns destes métodos sdo
apresentados por CHEN (1994), e outros. Estes processos, entretanto, geralmente

apresentam um elevado grau de complexidade, tornando-os pouco utilizados pelos

projetistas.

A Teoria das Rétulas Plasticas, apresentada por BAKER (1969), HORNE
(1979), MASSONNET (1965), LORIGGIO (1998), entre outros, apresenta uma
formulagdo cldssica para a Andlise Limite. Baseada no Teorema do Limite Superior,
que ndo estd a favor da seguranga, e através de um processo de combinagdo de
mecanismos, utilizando-se a equagdo dos trabalhos virtuais, obtém-se o mecanismo de

colapso da estrutura.

A maior dificuldade aparece quando se analisam estruturas de grande porte,
onde o nimero de mecanismos € muito grande, dificultando o processo de combinagéo e

aumentando consideravelmente o tempo de andlise.

MARTORANO (1986), em sua dissertagdo sobre Analise Limite de
Sistemas Estrnturais Reticulares, apresenta uma formulac;ﬁb em termos de programagdo
matematica para estruturas rigido-plésticés. E baseada na aplicaciio dos principios da
maxima poténcia das forgas externas para um vetor tensdo generalizada no colapso
plastico, e do principio da minima dissipagdo de energia para um vetor taxa de
deslocamento no colapso. Esta formulagdo é puramente matematica e apresenta um alto

grau de diﬁéuldade para a aplicagdo pelos projetistas.

Pesquisas recentes também t€m sido apresentadas sobre o assunto. MELLO
(1989) mostra um trabalho sobre a avaliagdo da capacidade resistente de porticos planos
de concreto armado. O método utiliza-se de uma técnica incremental que conduz a uma

analise ndo-linear.

Através de uma relagdo momento fletor-curvatura do tipo elastico ndo-
linear-plastico perfeito, as verificacdes sdo feitas a cada incremento e incluem a

verificagdo de esforgos através das curvas de interagdo momento fletor-esfor¢o normal e

Aluno: Paulo Roberto Senem
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da capacidade de rotagfo pléstica pelo critério da Pré-Norma Européia 1991.

A cada incremento de carga as inércias a flexdo das se¢des € uma nova
matriz de rigidez global s@o determinadas. A inércia é uma fungdo nfo-linear do
momento fletor aplicado, e considera-se que o menor momento de plastificagdo de uma
se¢do de concreto armado € o momento de fissuragdo, ou seja, 0 momento maximo que

uma barra resiste sem fissurar.

MORAES (1993), em sua dissertagdo sobre analise elastoplastica de
estruturas reticulares, apresenta uma formulagdo do tipo incremental-iterativa para
analise geométrica e material de estruturas reticulares espaciais, baseada no principio da
energia complementar, supondo-se que o material empregado seja homogéneo e
elastoplastico-perfeito, que as segdes transversais das vigas-colunas sejam duplamente
simétricas e constantes ao longo do comprimento, que as rota¢des relativas sejam

pequenas e que os carregamentos sejam aplicados nos nos.

A matriz de rigidez tangente ¢ deduzida explicitamente a partir de um
principio variacional misto-hibrido, sem empregar integracdo numérica ou fungdes de

interpolagdo de deslocamentos.

A simulagdo do comportamento elastoplastico é efetuada através de
modifica¢des introduzidas na matriz de rigidez tangente pelo método dos nés plasticos,
no qual a plastificacfo € localizada nos ndés dos elementos, obedecendo a critérios de

plastificacdo generalizados.

Finalizando, o assunto que serd abordado neste trabalho é de grande
interesse para a area de Estruturas, constituindo uma pesquisa em desenvolvimento na
atualidade, onde os métodos classicos podem ser reavaliados sob um novo enfoque,

diante dos novos recursos computacionais.
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2. ANALISE MATRICIAL

A Analise Matricial de Estruturas € utilizada para a resolugéo de estruturas
reticulares com comportamento linear, baseada em métodos matriciais para a obtengdo

de esforgos e deslocamentos em uma estrutura.

Os métodos tradicionais mais utilizados na anélise estrutural sdo: Método da
Rigidez (ou método dos deslocamentos) e Método da Flexibilidade (ou método das
forgas).

No primeiro, trabalha-se com deslocamentos unitarios e os esforqoé que os
produzem, os quais definem os coeficientes de rigidez (esforgos por unidade de
deslocamento). No segundo, trabalha-se com esfor¢cos unitirios € os deslocamentos
produzidos, os quais definem os coeficientes de flexibilidade (deslocamentos por

unidade de forga).

Neste trabalho sera utilizado o método dos deslocamentos, com formulagédo
matricial, para a resolugdo de estruturas com ndo-linearidade material. Utilizando
simplificagdes no diagrama momento fletor-curvatura, modificagdes na modelagem da
estrutura € um processo de iteragdes, consegue-se obter um método de resolugdo para

problemas ndo-lineares de facil aplicagdo pratica e acessivel aos projetistas.

Com este método pode-se chegar até a andlise da carga de colapso da
estrutura, sendo uma op¢ao para substituir a Teoria das Roétulas Plasticas, pois se obtém
a solugdo apés um determinado numero de iteragdes, ndo necessitando do conhecimento

prévio da configuragdo de colapso da estrutura:

' Na Teoria das Rétulas Plasticas é necessério testar todas as configuragdes e
verificar qual delas satisfazem certas condi¢gdes (mecanismo de colapso, equilibrio e
escoamento). Através do presente método, ndo € necessério testar tais configuragdes,
pois a configuragdo real de colapso surgird em conseqiiéncia das iteragdes introduzidas

no processo.
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2.1. Processo linear

Um dos métodos de analise mais utilizados na resolugdo de estruturas com
comportamento linear € o método dos deslocamentos. Tal método sera descrito a seguir,

baseado em WEAVER (1998), e servird como base para a extensdo ao comportamento

nio linear.

Uma extensdo deste método (o Método dos Elementos Finitos) ¢ aplicavel a
todos os tipos de estruturas, incluindo aquelas constituidas de vigas, pilares, placas,
cascas, ¢ outros elementos estruturais. Entretanto, as estruturas que serdo analisadas
neste trabalho serdo estruturas reticulares. Este tipo de estrutura €, provavelmente, a
estrutura mais comumente encontrada na engenharia civil, e pode ser estudada por uma

formulagdo mais simples que a do M.E.F.

A formulagdo do método ¢ feita por meio da algebra matricial, pois isto
permite uma imediata generalizagdo a estruturas mais complexas, ¢ esta é uma das
principais vantagens da notag8o matricial. O uso de matrizes também € apropriado para

a resolugdo de problemas usando programag¢éo em computadores.

O método dos deslocamentos pode ser organizado em um procedimento
altamente sistematico para a andlise de uma estrutura. Uma vez entendidos os conceitos
bésicos incorporados no procedimento, o método pode ser aplicado a estruturas com

qualquer grau de complexidade.

" As equagbes fundamentais deste método sdo deduzidas pelo uso do
principio da superposi¢do. As incdgnitas sdo os deslocamentos nodais na estrutura.
Desta forma, o nimero de incognitas a serem calculadas é o mesmo que o grau de
indetermindncia cinematica (nimero de graus de liberdade). O método envolve uso
extensivo de agdes em membros tendo extremidades fixas, utilizando com fregiiéncia
valores tabelados (reagdes, momentos de engastamento perfeito e coeficientes de
rigidez). |

Para ilustrar os conceitos do método dos deslocamentos, € apresentada a fig.
2.1, que representa uma viga com um engaste e dois époios, sujeita as cargas

concentradas P, e P, e ao momento fletor aplicado M.
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FIGURA 2.1 - Aplicagdo do método dos deslocamentos.

Desprezando os esforgos horizontais, que s@o nulos, a estrutura acima €
cinematicamente indeterminada em 2° grau. Determinando, pelo método dos
deslocamentos, duas quantidades incdgnitas (as rotagées em B e C), todas as demais

quantidades poderéo ser calculadas.

Entdio, inicialmente, sdo aplicadas restrigdes aos deslocamentos incognitos,
criando engastes nos apoios B e C. Com isto, as rotagdes nesses pontos se anulam, e
todos os apoios transformam-se em engastes (fig. 2.2), onde os momentos de
engastamento perfeito (Mp € Mc), para a estrutura, séo encontrados por meio de valores

ja calculados e tabelados para diversas situagdes de carregamento.

P2

iB CE'>

FIGURA 2.2 - Estrutura cinematicamente determinada.

Para compensar a eliminaco dessas duas rotagdes, outras duas vigas devem
ser superpostas a viga da fig. 2.2, cada uma contendo um deslocamento unitério e os
esforgos que o produzem, conforme figuras 2.3 e 2.4. Estes esforgos séo os coeficientes
de rigidez (K1, Ki;, K21 € K»), que podem ser calculados a partir da rigidez de cada

barra componente da estrutura.
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FIGURA 2.3 - Rotagdo unitaria em B.
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FIGURA 2.4 - Rotagdo unitiria em C.

[

Portanto, a viga apresentada na fig. 2.1 pode ser analisada pela superposicéo
das vigas das figuras 2.2, 2.3 e 2.4, ou seja, as a¢Ges na viga original foram divididas em
agdes correspondentes, na viga restrita, proprias do carregamento e a<;6es

correspondentes, na viga restrita, proprias das rotagdes.

Duas equagdes de superposigdo, representando os momentos atuando nos

apoios B e C, podem ser escritas:
F,=Fo, +K, D, +K,,D,, | 2.1
F, = Fo2 +K, D, +K,,D,. (2.2)
Expressando as equagdes (2.1) e '(2.2) em forma matricial:
{7} = {Fo} +[K|{D}, (2.3)
onde:

{F} = vetor contendo os momentos aplicados nos apoios B e C da fig. 2.1;

{Fo} = vetor contendo os momentos de engastamento perfeito nos apoios B e C da fig.
2.2;

[K] = matriz contendo os coeficientes de rigidez das figuras 2.3 € 2.4;
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{D} = vetor contendo os deslocamentos incognitos (rotagées em B e C)

Em geral, o nimero de linhas nestas matrizes € igual ao nimero de
deslocamentos incégnitos. Entdo, se » for o numero de deslocamentos incognitos, a

ordem da matriz [K] sera n X n, enquanto os vetores {F}, {Fo} e {D} terdo ordem n x 1.

Subtraindo {Fo} de ambos os lados da eq. (2.3), e pré-multiplicando por

[K]', obtém-se a equagdo para os deslocamentos incognitos:
{D}=[K]"'({F} - {Fo}}. | (2.4)
Com os deslocamentos calculados, o préximo passo € determinar os
esforgos nos extremos das barras e as reagdes de apoio da estrutura.
Similarmente:

{8} ={So} +[k; 1{D;}, (2.5)
onde:
{S} = vetor contendo os esforgos nas extremidades de cada barra;
{So} = vetor contendo os esfor¢os de engastamento perfeito de cada barra;
[k:] = matriz contendo os coeficientes de rigidez de cada barra;

{D;} = vetor contendo os deslocamentos nodais calculados anteriormente, para cada
barra.

Analogamente, uma equagio para o calculo das reagdes seria:
{R} ={Ro} + [k 1{Dy} . (2.6)

As equagdes (2.3), (2.5) e (2.6) constituem as trés equagdes de superposi¢do
do método dos deslocamentos. A solugdo completa da estrutura consiste na resolugdo do
vetor de deslocamentos {D} da eq. (2.3), ou eq. (2.4), e posterior substituicio nas

equagdes (2.5) e (2.6) para determinar {S} e {R}.

E importante salientar que a matriz [k;] contém os coeficientes de rigidez de
cada barra isoladamente, os quais, com uma combina¢do adequada, formardo a matriz

[K] dos coeficientes de rigidez da estrutura global.

Assim, por exemplo, o coeficiente K, da matriz [K], correspondente ao
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apoio B, ¢ igual a soma do coeficiente de rigidez definido pela barra do vdo esquerdo da

viga com o coeficiente de rigidez definido pela barra do véo direito da viga.

Os mesmos comentarios sdo validos para os valores dos esforgos de

engastamento perfeito {Fo} e {So}.
2.2. Comportamento ndo-linear do material

Os materiais que compdem as estruturas, geralmente, apresentam
comportamento ndo-linear, que pode ser observado através da relagdo momento fletor-
curvatura, indicada no grafico da fig. 2.5, que representa um material com um patamar

de escoamento mais ou menos definido (ago, por exemplo).

MA

»
»

0 - K

FIGURA 2.5 - Momento fletor x curvatura em estruturas nfo-lineares.

Quando se trabalha com estruturas com este comportamento, adota-se, em
geral, uma simplificacdo na relagdo momento fletor-curvatura obtendo-se, assim,. o

seguinte diagrama simplificado da fig. 2.6.
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0 , X

FIGURA 2.6 - Grafico simplificado de momento fletor x curvatura.

No grafico anterior, My € 0 momento de plastificagdo total da se¢do, ou seja,
quando o momento fletor, em alguma se¢do da estrutura, atingir um valor igual a M,
esta secdo entrarda em regime de escoamento. Isto significa que, mesmo com um
aumento de carregamento, 0 momento nesta secdo ndo ultrapassard o momento de

plastificaggo, ou seja, ocorrera rotagéo plastica da se¢do sem acréscimo de momento.

Neste caso, tem-se a formagfo de uma rotula plastica. Um aumento de
carregamento implica em uma redistribui¢io de momentos ao longo da estrutura, pois a

se¢do com a rétula plastica ndo suporta mais nenhum acréscimo de momento.

Aumentando, ainda mais, a carga da estrutura, outros pontos atingirdo, um a
um, o momento de plastificac@o, surgindo novas rétulas plsticas até um niimero limite,

quando a estrutura entrara em colapso.

Nesta situagdo de colapso, a estrutura ja se encontra com o carregamento
critico. Este niimero limite de rétulas, que ndo ultrapassa o mimero ‘de graus de
liberdade acrescido de um, define a configuragiio de colapso da estrutura, a qual é

chamada de Mecanismo de Colapso.

Uma estrutura tem vdrios mecanismos possiveis de colapso, mas apenas um
satisfaz as condi¢gbes de equilibrio para um dado carregamento e as condi¢des de
escoamento (M < Mp) em todos os pontos. O problema da Teoria das Rétulas Plasticas

¢ determinar qual mecanismo, dentre varios, satisfaz estas condigdes.

Sera apresentado, neste trabalho, um método para resolver este tipo de

problema, com base no processo linear apresentado anteriormente.
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3. ANALISE LIMITE DE PORTICOS PLANOS

3.1. Introdugdo

Uma estrutura de engenharia deve satisfazer muitas exigéncias funcionais,

onde as mais importantes sdo:
(a) resisténcia suficiente para suportar o carregamento;

(b) rigidez suficiente para ndo defletir excessivamente sob o carregamento.

Na pratica convencional para constru¢io de pdrticos metalicos, tem sido
comum projetar tal estrutura dentro de seu comportamento elastico, isto é, garantindo
que nenhuma deformacgio permanente ocorra sob as condi¢des de carregamento mais
desfavoraveis. Neste sentido, a resisténcia da estrutura é avaliada pela observag:ﬁo de

que nenhum ponto atinja o escoamento.

Tal avaliagdo de resisténcia é, muitas vezes, arbitraria, e pode ser examinada
a luz do comportamento real da estrutura quando o carregamento € lentamente

aumentado.

Uma idéia geral da Teoria das Roétulas Plasticas € apresentada a seguir,

baseada em BAKER e HEYMAN (1969).
3.2. Curva carga-deflexdo

Seja uma viga simplesmente apoiada, sujeita a uma carga distribuida ¢,

conforme fig. 3.1.
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FIGURA 3.1 - Viga simplesmente apoiada, com carga distribuida.

Se o valor da carga g € plotado em fun¢do da deflexdo central &, a curva
carga-deflexdo teria a forma geral da fig. 3.2, para um material ductil com um patamar

de escoamento.

DEFORMACAO
PERMANENTE

O_Zl' 87

FIGURA 3.2 - Curva carga-deflex3o no centro da viga.

De O a A o comportamento ¢ eldstico, onde as deformagdes da viga sdo
completamente recuperdveis sob a retirada da carga, e nenhuma deformagio permanente

ocorre.

Quando a carga € aumentada, entretanto, existe alguma deformagio
permanente na viga, e as deflexes aumentam muito mais rapidamente, ao longo da
curva AB, quando comparadas com o0 aumento da carga. Se a carga € reduzida nesta
regido, o descarregamento da viga ocorrera elasticamente; se a carga é removida
completamente, a ‘viga ficaré com uma forma deformada, com uma inflexdo mais ou

menos definida na secdo transversal central.
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Um aumento de carga g ao longo da por¢do BC da curva, conduz a um
rapido aumento de deflexdo. Em muitos casos, as deflexdes sdo tdo grandes nesta regido
que a viga, provavelmente, atingiria um limite de deformagGes inaceitivel, e €
perfeitamente justificavel considerar o colapso da viga quando a carga alcanga o valor

correspondente a B, na fig. 3.2.

A forma caracteristica da curva carga-deflexdo é prépria das propriedades
do material. Porém, também depende das condi¢Ges de carregamento. Uma curva

diferente poderia ser tragada caso a carga fosse concentrada.

Com uma aproximagdo, entretanto, a curva anterior pode ser substituida pela
curva idealizada da fig. 3.3, na qual as deflexdes crescem indefinidamente sob uma

carga constante g, ao longo da por¢do BC da curva.

A

q

0 5

FIGURA 3.3 - Curva idealizada carga-deflexfo no centro da viga.

A carga q. é chamada carga de colapso da viga. Como a carga de colapso é
constante na fig. 3.3, entdo os momentos de flexdo na viga em colapso sdo também

constantes (no minimo para uma 12 aproximagio).

As deflexdes imrestritas no colapso s3o produzidas por deformagio
extremamente localizada na inflexdio central da viga. Esta se¢dio transversal central
comporta-se como uma rotula conectando as duas metades da viga, as quais, por
comparagﬁb, sdo completamente rigidas. Mesmo que as deflexdes tém se tornado muito
grandes, qualquer pequena redugdo dg no valor da carga tornara a viga, novaménte, uma
estrutura capaz de suportar indefinidamente, sem aumento de deflexdo, a carga

reduzida.
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Em seu estado de colapso, a viga tem a forma tragada na fig. 3.4(a), e quase
todas as grandes deflexdes de colapso da curva idealizada g x & podeim ser consideradas

como proprias da rotagéo da rétula central, representada na fig. 3.4(b).

W

@

Mp

ATTT——— &

(®)

FIGURA 3.4 — Rotagfo da rétula central.

A rétula é conhecida como uma rétula pldstica; como ela ocorre na sec¢do de
maior momento fletor na viga, sua formagdo corresponde a algum limite mdximo do

momento fletor que pode ser imposto na viga.

Para este modelo simples, a resisténcia da estrutura é dada pela sua carga de
colapso ¢., ¢ ndo estd imediatamente relacionada ao comportamento elastico, como é

convencionalmente assumido.

O inicio do escoamento, ponto A da curva idealizada, ocorre com uma carga
inferior a carga de colapso, cuja razdo varia de acordo com o tipo de estrutura
considerada, ou seja, a relag@o entre o limite elastico (inicio do escoamento) € o limite

plastico (carga de colapso) € varidvel.

Entretanto, a segunda exigéncia estrutural, a rigidez, deve ser considerada.
Existe uma grande classe de estruturas, das quais o pdrtico de miltiplos andares é um
exemplo, para a qual o projetista estd muito preocupado com as deflexdes. Se os
membros sdo definidos com base em suas resisténcias e os célculos sdo feitos para
deflexdes estimadas, estes célculos sio raramente criticos. E para esta classe de

estrutura que a teoria plastica tem sido desenvolvida.

A teoria plastica simples, em comum com a teoria eldstica e o método
convencional de "tensdo de servigo" de projeto estrutural, assume, inicialmente, que.
deflexdes de uma estrutura ndo definem critério de projeto; entdo, a estrutura como um

todo, € suas componentes, podem ser dimensionadas com base na carga de colapso.

Naturalmente, alguma margem de seguranga € incorporada no projeto. A
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estrutura ndo ¢ dimensionada no colapso sob os valores de servigo das cargas. O
projetista ndo pode, € claro, ser liberado da responsabilidade de verificar as deflexdes;
se estas podem ser grandes o suficiente para causar inconveniéncia, entdo devem ser

verificadas da maneira usual.

Grandes deflexdes causardo inconveniéncia ao usudrio, mas existe um outro
sentido técnico no qual o efeito das deflexdes deve ser tomado como secundario. Os
métodos elastico e plastico assumem que deflexGes sdo, em qualquer caso, pequenas
quando comparadas com as dimensdes totais de um pértico; isto é, a geometria da
estrutura nfo € sensivelmente alterada pela aplicagdo das cargas. Entdo, a deﬂexéo do
ponto A ou B, na fig. 3.3, é considerada, na realidade, muito pequena comparada com o

vio L da viga, e a forma distorcida da fig. 3.4 tem sido exagerada para ilustrar o efeito

da rotula plastica.
3.3. Relagdo momento fletor-curvatura

A curva da fig. 3.2 (ou a curva idealizada da fig. 3.3) resulta de uma certa
relagio momento-curvatura para a se¢o transversal da viga simplesmente apoiada. Para
este exemplo, a relagdo momento fletor-curvatura, fig. 3.5, € similar & curva carga-

deflexdo da fig. 3.2.

Mp fmmmmeeeee

0 KV

FIGURA 3.5 - Curva momento fletor-curvatura.

Como antes, uma forma ideal, fig. 3.6, pode. ser desenhada da fig. 3.5, na

qual a curvatura aumenta indefinidamente em um valor constante do momento fletor
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Mp. Evidentemente, o valor de M, corresponde ao momento atuando na rétula plastica;

este momento é conhecido como momento de plastificagdo total.

M A

Mp

0 Ld
K

FIGURA 3.6 - Curva idealizada momento fletor-curvatura.

A razo para o adjetivo "total" serd dada abaixo, mas devera ser observado

que a por¢do AB da curva da fig. 3.6 representa um estado de plasticidade parcial.

De O a A o comportamento é elastico e reversivel; um pequeno aumento no
momento fletor aplicado produz uma pequena mudanga proporcional na curvatura. Se o
momento fletor ¢ aumentado acima do valor correspondente no ponto A, entdo se
iniciard o escoamento, com um correspondente aumento maior na curvatura. Em B a
rétula plastica é completamente desenvolvida, € um aumento ilimitado na curvatura, ou

uma rotagdo, pode ocorrer sob um momento fletor constante Mp.

Um conhecimento do valor do momento de plastificagio total é tudo o que é
exigido na teoria plastica. Como sera visto, se os momentos de plastificagio total dos
varios membros de uma estrutura sdo conhecidos, entdo a carga de colapso pode ser

determinada, mesmo se a estrutura € complexa.

Similarmente, o projeto de um pdrtico que suporta cargas dadas consiste na

avaliagdo de certos valores minimos de momento de plastificagdo para os membros.

Um teste de flexdo simples produzindo uma curva carga-deflexio, tal como
a fig. 3.2, dard uma estimativa do momento de plastifica¢io total, ¢ entdo fornece ao

projetista a informagdo necessaria.

Entretanto, a resisténcia do material é especificada em termos de uma tensdo

de escoamento, ao invés de em termos de um teste de flexdo sobre um elemento
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estrutural, e é natural tentar relacionar o comportamento totalmente plastico na flexfo a
relagio tensdo-deformagdo em tragdio simples. O projetista poderia, entfo, calcular
conjuntos de mddulos pldsticos os quais, quando multiplicados pela tensio de

escoamento do material, dariam os valores requisitados dos momentos de plastificacdo

total.
3.4. Curva tensio-deformagdo

Para um ago estrutural, a curva tensdo-deformagéo tem a aparéncia geral da
curva tracada na fig. 3.7. Deformag3o elastica ocorre até que a tensdo de escoamento o,

seja alcangcada. ApoOs, a tensdo permanece sensivelmente constante até grandes
deformag6es (fase plastica), onde ocorre, entdo, uma deformagdo final acompanhada

por um pequeno aumento de tensdo, até a ruptura.

A fase plastica € suficientemente longa para ser considerada sem limite e

ignorar a deformagéo final, ficando a favor da seguranga.

O-A

W
. Go

FASE PLASTICA DEFORMACAO
FINAL
FASE
ELASTICA
0 gr

FIGURA 3.7 - Curva tens@o-deformagéo do aco.

Entdo, na curva tensdo-deformacdo ideal da fig. 3.8, as deformagbes sdo

consideradas ilimitadas na tensdo de escoamento o,
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FIGURA 3.8 - Curva idealizada tensdo-deformagdo do ago.

Na anélise plastica, diversas hipoteses feitas na teoria elastica sobre flexdo -
de vigas continuam validas. As deformag¢des variam linearmente através da segdo
transversal (se¢des planas permanecem planas) no regime elastoplastico, as fibras

adjacentes nfo afetam umas as outras, e o efeito da tensdo cisalhante na flexdo pode ser

ignorado.

3.5. Plastificag¢do de uma segéo transversal

Na flexd@o pura de vigas de secdo transversal retangular, conforme BAKER
(1969), um aumento gradativo no momento fletor ocasiona uma distribui¢do de tensdes,

ao longo da segdo transversal, conforme fig. 3.9.

b . Op Oy (o))
(I-a)bhcy2
—t+—» bho,2
h bho,/4 abho,/4
A
Ay
ELASTICO 12LIMITE PARC. PLAST. COMPLET. PLASTICO
22 LIMITE

FIGURA 3.9 — Tensdes de flexdo em uma viga de se¢do retangular.
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No [°® limite, a segdo transversal ainda se comporta elasticamente, € o

momento fletor M,, atuante na se¢do, pode ser calculado como o produto entre a forca

resultante bho,/4 e o brago de alavanca 24/3, resultando:

_bh’o,

M, p

3.1)

Definindo o mddulo eldstico através das formulas tradicionais da

Resisténcia dos Materiais (o= M/ Zr), tem-se, para a se¢do considerada:

2
Z, =%—; (3.2)

Um pequeno aumento do momento fletor, além da fase elastica, submete a

se¢do a um estado parcialmente pldstico, onde o momento também pode ser calculado,

em termos de um coeficiente «:

_(-a)bho, (1+a)h+abh0',, 2ah
2 2 4 3

b2, 2
M, = ——&{1 —9‘—). (3.3)

M,

2

4 3

Na expresséo acima, o € o comprimento relativo do trecho elastico.

O coeficiente o indica o nivel de plastificagdo a que a segfo transversal estd
submetida. Para @ = 1, a segdo estd totalmente elastica, enquanto que para @ = 0, a
secdo estd totalmente plastificada. Valores intermedidrios de @ indicam plastificagéo
parcial.

Assim, um aumento ainda maior, nol momento fletor, submete a segédo
transversal a um estado completamente pldstico. Neste 2° limite, o momento fletor é
calculado como o produto da for¢a resultante bho/2 e o brago de alavanca A/2,
resultando: '

N bh’o,
Y

M, (3.4)

O médulo pldstico de uma se¢do pode ser definido por analogia com o

médulo elastico. Ele € a quantidade que, quando multiplicada pela tenséo de

Aluno: Paulo Roberto Senem
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Analise Limite de Pérticos Planos 22

escoamento do material, fornece o valor do momento de plastificagdo Mp.

2

Da eq. (3.4), observa-se que Z, = %— .

O modulo plastico é definido, entdo, como:
Z, = o | (3.5)

As equagdes (3.1) e (3.4) podem ser determinadas através da eq. (3.3),
através dos valores de a. Para @ = 1 (1° limite), a eq. (3.3) transforma-se na eq. (3.1),

enquanto que para @ = 0 (2° limite), a eq. (3.3) transforma-se na eq. (3.4).

A razdo entre os modulos plastico € elastico define o fator de forma da
secdo transversal, o qual depende apenas da geometria da se¢@o, e tem valor igual a 1,5

para uma segdo retangular:

;—’E’ =15. (3.6)
O estado de plasticidade total, & = 0 na eq. (3.3), implica em deformacgdes
infinitas na se¢do transversal; no caso parcialmente plastico, a deformagio das fibras
externas da secfo transversal € 1/a vezes a deformagfo no limite elastico.
Para um aco tendo uma fase plastica da ordem de 10:1, na qual a
deformacgdo nas fibras externas alcanca dez vezes a deformacdo no limite elastico, o

valor do momento resistente pode quase atingir o valor do momento de plastificagdo

total, antes mesmo de atingir a deformagio final.

Estabelecendo a = 0,1, na eq. (3.3), o fator entre paréntesis difere da
unidade por somente 3% (0,0033333). Entdo, embora a teoria exija a condigdo
impossivel de que deformagdes infinitas possam ocorrer, ¢ suficientemente preciso
assumir que uma rotula plastica pode se formar, e pode sofrer rota¢do indefinida sob um

valor constante de momento resistente Mp.

As equagdes (3.3) e (3.4) podem ser combinadas para fornecer a expressio
geral para o momento resistente de uma secio retangular (fator de forma igual 1,5) no

estado parcialmente plastico:
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2

M, =MP(1—%]. | 3.7)

Em correspondéncia a expressdo geral acima, a curvatura da se¢do
transversal também pode ser calculada em termos do pardmetro « (fig. 3.9). A fé6rmula
elastica usual deve se conservar para a faixa central eldstica de comprimento a4, tal que
a curvatura x pode ser escrita:

o= 20, (3.8)
akEh’ ' '

onde E = médulo de elasticidade do material.

As equagdes (3.7) € (3.8), juntas, sdo expressdes paramétricas para a relagio

momento fletor-curvatura na fase elastoplastica, com o tendo valor entre 1 € 0.
A eq. (3.8) pode ser reescrita da seguinte forma:

20

o

a= }
xKEh

Substituindo a expressdo anterior na eq. (3.3), simplificando e derivando em

relagdo a x:

M, = bh’c, [l 4o} J,

4 | 3iE?
th 3
M, = o, bo, ,
4 3x’E?
dM, 2bo,
dx  3KPE?

Substituindo a eq. (3.8) na expressdo anterior:

M, bh’Ed’
dx 12

Considerando que I = bh/12, a inclinagio da curva momento fletor-
curvatura € dada por:

M,

—L=Ela’, (3.9)
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tal que, para @ = 1, a porgdo elastoplastica da curva une-se com a linha eléstica.

As equagdes (3.7) e (3.8) sdo plotadas na fig. 3.10.

M A
M
! a=0,1
M3 =1
0 26/Eh | .
K

FIGURA 3.10 - Curva momento fletor-curvatura de uma se¢#o retangular.

Ainda, para ¢ =1 (limite elastico):

My _pr
dx
M, =Elx. | (3.10)

A partir do que foi exposto até o momento, o método pléstico seré aplicado
a andlise de uma estrutura redundante, baseado em uma formulagdo apresentada por
BAKER (1969). Para isto, ¢ conveniente fazer uma outra idealizac;ﬁo. na relagéo
momento fletor-curvatura para a flexdo de uma viga. Na fig. 3.11 esta relagdo tem sido
simplificada para admitir somente estados eléstico ou perfeitamente plastico. A fig. 3.11

¢ idéntica a fig. 2.6 utilizada no capitulo anterior.

MA

Mp

K
FIGURA 3.11 - Curva momento fletor-curvatura.

0
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Considerar a curva idealizada da fig. 3.11 é o mesmo que admitir um fator
de forma igual a unidade para a se¢fio transversal. Dessa forma, o momento fletor
produzira curvaturas inteiramente elésticas se seu valor numérico for menor que Mjp; por
outro lado, se M = M, (em valor absoluto), uma rétula plastica é formada a qual pode

sofrer rotagdo indefinida..

Essa idealizagdo, além de simplificar o trabalho numérico, ndo modifica a
validade dos argumentos, pois a carga final de colapso de um pértico depende somente

do valor de M,, e ndo da relagdo momento-curvatura completa.

3.6. Mecanismo de colapso

Seja, agora, a viga bi-engastada da fig. 3.12, que tem uma se¢fo transversal

uniforme e estd sujeita a uma carga concentrada P que cresce gradativamente até o

colapso.

>

w

O
/77777

EAAARSNRRRNNY
/7777

2L L

FIGURA 3.12 - Viga bi-engastada com carga concentrada.

Se P for pequeno, os momentos fletores na viga serdo elasticos, e a

distribuicdo serd como mostrada na fig. 3.13.

4PL/9
6PL/9

FIGURA 3.13 - Diagrama de momento fletor.
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E importante salientar que a viga acima tem duas redundéncias (eliminados
os esfor¢os horizontais, que s3o nulos). O uso das equacdes de equilibrio apenas
determinara os momentos fletores em termos de duas quantidades incégnitas e, por isto,
o problema ¢ estaticamente indeterminado. Entdo, para se obter a solug3o, a deformacio
da viga deve ser considerada, levando em conta o fato de que as extremidades n3o

podem sofrer rotagdo nem deflexdo.

Essa deformagdo € governada pela relagio momento-curvatura que, para o

caso elastico, se expressa por:

M _1_dy
EI r dx’
2 |
M=E1K=E1‘;xzy- (3.11)

Integrando a expressdo acima, com o momento em fungio de duas
incégnitas, obtém-se uma expressdo para dy/dx (inclinagdo da linha elastica). Com nova

integracdo, obtém-se uma expressdo para a deflexio y.

Assim, as expressdes para dy/dx e y possuem quatro incdgnitas: as duas
incognitas iniciais (das condigdes de equilibrio) e duas constantes de integragfo. Estas
quatro incdégnitas podem ser encontradas das quatro condi¢Ses de contorno: rotagio e

deflex3o nulas nas extremidades.

A solugio eldstica exige, portanto, além das condi¢des de EQUILIBRIO,
um conhecimento das propriedades materiais (RELACAO MOMENTO-
CURVATURA) e alguns requisitos d¢ COMPATIBILIDADE (condi¢des de contorno

dos deslocamentos).

O diagrama de momento fletor elastico da fig. 3.13 sera valido enquanto o
maior momento fletor (M, = 4PL/9) for menor que M,. Quando a carga ¢ aumentada,
entretanto, a primeira rotula plastica se formara na extremidade C, sob uma carga P =
9M,/4L. Um novo aumento de P causara rotagio da rétula sem aumento do momento

~emC, conforme fig. 3.11. Este momento deve permanecer igual a M,.

Para calcular a nova distribui¢do de momentos fletores, uma nova analise
deve ser feita, mas serd muito mais facil que para o problema inicial. O valor do

momento fletor, agora, € conhecido na extremidade C e igual a M,, tal que somente uma
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redundancia permanece.

Utilizando as mesmas expressdes anteriores, com M, = M, serdo
encontradas trés incognitas: uma redundéncia e duas constantes de integragio. Estas trés
incdgnitas sdo encontradas das condigdes de contorno: deflexdes nulas nas extremidades
A e C, e rotagdo nula na extremidade A. A quarta condig@o original, rotagdo zero em C,
ndo mais se conserva, pois a esta ocorrendo rotag:ﬁd na rotula plastica. Estas sdo as

condi¢Bes necessérias para completar a solugéo tragada na fig. 3.14.

12PL/27 — Mp/2
l MP
6PL/9

FIGURA 3.14 - Diagrama de momento fletor apés a primeira rétula.

A reducdo do grau de redundéncia para um € balanceada pela perda de uma

condi¢do de contorno.

Quando o valor de P ¢ aumentado para 81M/28L, uma segunda rétula
plastica forma-se em B, e outro aumento de P sera acompanhado pelas rotagdes em B e
C. Entio, ocorre outra redugdo no grau de redundéncia, de um para zero, e a estrutura
torna-se estaticamente determinada (isostdtica). O valor de M, pode ser encontrado
imediatamente, € diagrama de momento fletor, fig. 3.15, pode ser desenhado sem a

necessidade do uso das equagdes diferenciais.

6PL/9

Uy s

FIGURA 3.15 - Diagrama de momento fletor com duas rétulas.
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Quando o valor de P é aumentado para 3M/L, uma rétula final é formada
em A (fig. 3.16). As duas rétulas prévias ja haviam transformado a Aviga originalmente
redundante em uma estrutura estaticamente determinada (isostatica). A formacdo da
terceira rotula transforma a viga em um mecanismo. Em geral, cada rétula que se forma

reduz o grau de redundancia; a rotula final transforma a viga em um mecanismo de

colapso.

A | e

“ I

FIGURA 3.16 - Diagrama de momento fletor ap6s a terceira rétula.

7

Para cada um dos diagramas acima, ¢ relativamente simples calcular as
deflexdes da equacdo diferencial de flexdo. Plotando os valores de P em fungéo das

deflexdes no ponto B, a curva da fig. 3.17 é obtida.

PL/M, A
3 : :
81/28 | ROTULA 2 ROTULAS * | 3 ROTULAS
9/4
ELASTICO
0 43 16/7 4 S/(Mp.L%/6EI)

FIGURA 3.17 - Curva carga-deflexdo.

A segmentacdo da curva em vdarias retas resulta da relagdo momento-
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curvatura idealizada da fig. 3.11. Se a relagdo mais realistica da fig. 3.6 tivesse sido
utilizada, a curva carga-deflexdo poderia ter cantos arredondados, ao invés da mudanga

abrupta da inclinagdo. Mesmo assim, os mesmos aspectos essenciais da curva teriam

sido reproduzidos.

Em particular, a carga final de colapso depende apenas do valor de M,.
Embora a forma precisa da curva carga-deflexdo € afetada pela relagdio momento-

curvatura, é¢ somente o valor do momento de plastificagdo que € utilizado na equagio de

colapso.

O valor final da carga de colapso nio depende da formagio gradativa das
rétulas. Dessa forma, a analise de todo o processo de carregamento da viga nio é
exigida para o propdsito de uma andlise pléstica simples. Para o problema elementar
discutido anteriormente, o estado limite da figura 3.16 poderia ser determinado por
inspegdo, a partir da analise do diagrama de momento fletor (andlise grafica), a qual

pode ser estendida para inumeros modelos de vigas, onde o numero de possiveis

mecanismos de colapso € pequeno.

Porém, quando uma estrutura em andlise torna-se mais complexa, as
dificuldades crescem rapidamente. A analise do diagrama de momento fletor ndo é mais
tdo simples como no caso da viga. A escolha de quais se¢des irdo atingir o momento de
plastificagdo, isto €, onde vao se formar as rétulas plasticas, € de dificil dedugdo. Tomna-
se quase impossivel descobrir imediatamente qual o mecanismo de colapsd da estrutura,

devendo ser feitas varias andlises com cada mecanismo possivel até se chegar ao
mecanismo de colapso.

A analise plastica seria muito mais simples do que a andlise elastica se os
aspectos apresentados para o exemplo da viga pudessem ser estendidos para estruturas
mais complexas.

Por inspegdo da fig. 3.16, verifica-se que nenhum momento fletor excede o
valor de M,, mas isto nio serd 6bvio em exemplos mais complexos. A condi¢do de
escoamento, como € chamada, deve ser satisfeita, isto é, os momentos fletores em
qualquer se¢io de uma estrutura em colapso nio devem exceder o valor do momento de

plastificagdo.

Dessa forma, as trés condi¢des fundamentais da analise pléstica sdo:
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e MECANISMO
e EQUILIBRIO
e ESCOAMENTO (M < Mp)

3.7. Equagdo do trabalho virtual

De acordo com BAKER (1969), a teoria das rétulas plasticas apresenta um
método a partir da equagdo do trabalho virtual e utilizando combina¢io de mecanismos

elementares, para a analise de estruturas complexas, como porticos de varios andares.

O principio dos trabalhos virtuais estabelece que, se sobre um corpo em
equilibrio s3o impostos pequenos deslocamentos, entdo o trabalho realizado pelas
cargas externas ao longo dos deslocamentos externos € igual ao trabalho realizado pelas

forgas internas ao longo dos deslocamentos internos.

Alguns pontos devem ser realgados na aplicagio do principio dos trabalhos
virtuais:
e o sistema de deslocamentos deve ser compativel, onde as deformagbes internas
devem corresponder aos deslocamentos externos;

e as forgas internas devem estar em equilibrio com as cargas externas.

Com relagdo as condigbes citadas, ¢ importante salientar que os
deslocamentos ndo necessitam ser reais. O corpo pode ser arbitrariamente distorcido
sem referéncia a qualquer sistema de carregamento, dai o uso da palavra “virtual”.
Também, as forgas internas nfo necessitam ser forgas reais proprias as cargas externas;

qualquer equilibrio de forcas pode ser usado na equagZo do trabalho virtual.

Uma aplicagdio da equagdo do trabalho virtual serd apresentada para o
pértico da fig. 3.18, com vio £ e altura 4, o qual é carregado por uma carga vertical ¥ no

meio do vdo e uma carga horizontal A no canto superior direito.
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FIGURA 3.18 — Pértico com cargas concentradas.

O portico acima possui trés mecanismos distintos de colapso, dependendo
dos valores para as cargas V e H, conforme sera apresentado no capitulo referente aos
exemplos de aplicagdo, mas somente um mecanismo serd apresentado aqui para a

aplicacdo da equagdo do trabalho virtual, o qual € tragado na fig. 3.19.

Na convengdo adotada para o sinal das rotagdes, compressdo nas faces
internas do pértico implica em rotagdio positiva, e faces internas tracionadas, rotagio
negativa.

ho
|

20

- ¢

FIGURA 3.19 — Aplicagdo da equacdo do trabalho virtual.
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Como todas as deformagdes internas do poértico estardo concentradas nas
rétulas, as quais sio conectadas pelas barras que permanecem retas, as rotagdes das

rétulas conduzirdo a certos deslocamentos dos nds e pontos de carregamento.

Suponha que certos momentos fletores M; (My, Mp, Mc, Mp € My para o
pértico da fig. 3.18) estdo em equilibrio com certas cargas externas W; (¥ e H). Os cinco
momentos fletores M, a My satisfazem o equilibrio estatico, mas ndo sdo
necessariamente os momentos fletores reais do portico. Como o pdrtico tem trés

redundancias, os cinco momentos fletores podem ser escritos em fungdo de trés

quantidades incognitas.

Independentemente do equilibrio estatico, suponha que certas rotagdes ¢, (6,
0, -26, 26, -6), nas rétulas conduzam a deslocamentos nodais correspondentes ¢, (£6/2,
h6). Entio, deslocamentos & s3o compativeis com rotagdes ¢

A equagio do trabalho virtual combina as condi¢des de equilibrio e

compatibilidade citadas anteriormente:
ZW§ = I M. (3.12)
Substituindo os valores para o portico em analise na eq. (3.12):

V§9+Hh0;MA9+MC(—29)+M029+ME(-9),

—;-V£+Hh=MA—2MC+2MD—ME. (3.13)

Como o mecanismo virtual da fig. 3.19, o qual forneceu a eq. (3.13), é
também uma representacdo do mecanismo de colapso, entdo os valores dos momentos
fletores nas se¢des A, C, D ¢ E sdo conhecidos e tém o valor igual a M,. Como os sinais

dos momentos fletores devem concordar com os sinais das rotagdes das rétulas para um

mecanismo real, tem-se:
MA=MD=MP, MC=MD=-MP. (314)
Substituindo a eq. (3.14) na eq. (3.13), resulta a equagio de colapso para o

mecanismo considerado:

—;—V€+H.h=6M,,. (3',15)
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Como visto, os sinais negativos utilizados para as rota¢des das rotulas foram
anulados pelos sinais negativos dos momentos. Assim, ndo hé necessidade de considerar

0S sinais.

A eq. (3.12) também pode ser escrita de forma simplificada:
T W&=SM;6. . (3.16)

Na eq. (3.16), M, ocorre em cada rétula e, entdo, = Mpf= M, 26, e no
exemplo anterior 8= 0+ 26+ 260+ 6=66. Como J sempre serd em fungdo de 6, este

sempre serd cancelado. Assim, a equag3o de colapso resulta:
-, ‘
V(EH) + H(h0)=M ,(606),

%V£+H.h=6MP. - (3.15)

A equagdo do trabalho virtual é muito valiosa na anélise plastica quando se

conhece o mecanismo de colapso da estrutura. Porém, encontrar o mecanismo de
colapso por tentativa néo ¢ uma tarefa muito fcil, sendo necessario utilizar um artificio
chamado “combinagdo de mecanismos”. Antes, porém, serdo apresentados os teoremas

fundamentais da teoria plastica.
3.8. Teoremas fundamentais da teoria plastica

As cargas em uma estrutura serdo consideradas proporbionais, isto €, n3o
variardo independentemente, mas estarfo sujeitas a um fator de carga A que atuara em
todas as cargas. Os valores das cargas de servigo serdo multiplicados por este fator de
carga. Os teoremas fundamentais referem-se ao valor do fator de carga de colapso A, da

- estrutura.

O primeiro teorema afirma que A, tem um valor definido. Quando as cargas
de uma estrutura s3o aumentadas lentamente, isto &, quando o valor de A é aumentado,

ocorrera o colapso para um unico valor de A.. Este é o “Teorema da Unicidade”.

O segundo teorema refere-se ao valor de Aresultante da anilise de um

suposto mecanismo de colapso. Se a suposicdo estiver correta, entio 1= A.. Por outro
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lado, o teorema afirma que o valor de A sera sempre maior ou, no minimo, igual ao
valor real de A.. Entdo, imaginando todas as cargas sendo aumentadas lentamente na
proporgdo de seus valores de servigo, o colapso ocorrerd pelo suposto mecanismo, a
menos que ja tenha ocor;ido pelo mecanismo correto. Este € o “Teorema do Limite
Superior” ou “Teorema Cinemdtico”, também chamado de teorema inseguro, por nio

estar a favor da seguranga.

*O terceiro teorema refere-se ao estado de equilibrio da estrutura. Suponha
que ¢ possivel encontrar, em um certo fator de carga A, uma distribuicio de momento
fletor para a estrutura, tal que o momento de plastificagdo no seja ultrapassado em
qualquer se¢o. A distribui¢do de momentos n3o necessita ser uma distribui¢do real sob
o valor do fator de carga. Tal distribuicio, em geral, nio corresponderd a um
mecanismo, tal que o colapso ndo ocorrerd. Por outro lado, se a distribuicio de
momentos € a de colapso, entdo ocorrerd o mecanismo de colapso. O teorema afirma,
entdo, que o valor de A sempre sera menor ou, no maximo, igual ao valor de A.. Este é o
“Teorema do Limite Inferior” ou “Teorema Estdtico”, também chamado de teorema

seguro, por estar a favor da seguranca.

Os dois teoremas (estatico e cinematico) sdo definidos em termos do fator
de carga, o que corresponde a um problema de andlise de estruturas. Isto pode ser
invertido para ser aplicado a um problema de projeto de estrutura. As equagdes bésicas
de colapso relacionam as cargas aos momentos de plastificagdo total. O objetivo de uma.
anélise é encontrar, para uma dada estrutura com os valores de M, conhecidos, o valor
do fator de carga de colapso. O objetivo de um projeto é dimensionar as segdes das
varias barras da estrutura tal que as cargas de servigo possam ser suportadas,

seguramente, por um fator de carga especifico.

Entdo, interpretando os teoremas no sentido de projeto, o Teorema do
Limite  Superior define que o valor de M,, resultante da analise de um mecanismo
arbitrariamente assumido, sera menor do que o realmente exigido. Similarmente, 0 uso

do Teorema do Limite Inferior conduzira a um valor de M, maior do que o realmente
exigido.
Conforme citado, uma estrutura em colapso deve satisfazer trés condi¢des

_fundamentais.

Primeiro, deve ser formado um nimero suficiente de rétulas plasticas para

Aluno: Paulo Roberto Senem
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Analise Limite de Pérticos Planos 35

transformar a estrutura em um MECANISMO. Segundo, a distribuigdo de momentos
fletores deve estar em EQUILIBRIO com as cargas externas. Finalmente, a distribuigéo
de momentos fletores deve ser tal que nenhuma se¢do da estrutura possua momento

superior ao de plastificagdo. Esta € a condigdo de ESCOAMENTO.

Se essas trés condi¢des forem satisfeitas simultaneamente, entio o valor

correspondente do fator de carga € tinico (Teorema da Unicidade).

A demonstragdo detalhada dos teoremas citados pode ser encontrada em
BAKER (1969), pois foge ao escopo deste trabalho. Os trés teoremas podem ser

resumidos como segue:

MECANISMO A2 4.
A= 1. < EQUILIBRIO

ESCOAMENTO | # = %

O Teorema do Limite Superior garante a primeira condi¢do (mecanismo),
enquanto o Teorema do Limite Inferior satisfaz a segunda e terceira condig¢des
(equilibrio e escoamento). O Teorema da Unicidade satisfaz as trés condigoes

simultaneamente, o que garante a configuracdo real de colapso.

Nota-se que o equilibrio ndo €, necessariamente, satisfeito pelo Teorema do
Limite Superior de um mecanismo assumido. O mecanismo poderia ter rétulas extras
para as quais nenhuma distribui¢do de equilibrio para os momentos fletores poderia ser
construida.

Uma observagéo importante do Teorema do Limite Superior ¢ que o fator de
carga verdadeiro no colapso € o menor fator possivel que pode ser encontrado de uma

consideracdo de todos os mecanismos possiveis. Esta ¢ uma importante considera¢io no

método de combinagdo de mecanismos que serd apresentado a seguir.

3.9. Combinacio de mecanismos

Como foi visto, a equagdo do trabalho virtual pode ser usada para deduzir

uma equacdo de equilibrio para uma estrutura, a partir de um mecanismo escolhido.
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Para estruturas complexas, como porticos de varios andares, o processo de combinagéo
de mecanismos divide a estrutura em varios mecanismos independentes e define a
equagdo de colapso para cada mecanismo, a partir do principio dos trabalhos virtuais.

Todos os outros mecanismos possiveis sio combinagdes destes mecanismos

independentes. -

Uma estrutura possui varias seg¢des que sdo possiveis localizagdes de
rétulas. Estas se¢des sdo chamadas de segdes criticas. Se uma estrutura possui N se¢des
criticas e R redundancias, entdo existirdo (N — R) mecanismos independentes. Todos os

outros mecanismos serdo deduzidos destes (N — R) mecanismos independentes.

Esse numero de mecanismos independentes ainda podera ser alterado
através de rotagoes de juntas. Por exemplo, no pértico apresentado anteriormente (fig.
3.18), a secdo D foi considerada uma segdo critica. Nesta se¢do ocorreu uma rétula
plastica que, na realidade, deve se formar no membro mais fraco (na viga ou no pilar).
Assim, é comum considerar duas seges criticas na junta de ligagdo entre vigas e pilares
de porticos. Isto daréd origem a rotagSes de juntas. Se J é o mimero de rotagSes de juntas,
entfio existirdo (N — R — J) mecanismos a serem considerados como independentes. E

claro que, com a inclusdo das rotagSes de juntas, o miimero de segdes criticas também
aumenta.
O processo de combinagio de mecanismos para encontrar o carregamento

de colapso, ou o fator de carga A, ficara mais claro no exemplo que segue.

Baseado em um exemplo extraido de BAKER (1969), um pdrtico de dois

andares tem se¢do uniforme e suporta as cargas mostradas na fig. 3.20.
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FIGURA 3.20 — Pértico de dois andares.

Somente uma secdo critica ¢ marcada em cada extremidade da viga superior,
pois a segdo € uniforme. Entretanto, trés se¢des sdo marcadas em cada extremidade da
viga inferior, pois uma rétula plastica podera se formar na prépria viga, ou nos pilares
inferior ou superior. O somatéﬁo dos momentos fletores em cada conjunto de trés

secdes criticas deve ser igual a zero.

As rotagdes de juntas sdo mostradas na fig. 3.21, e a convengdo de sinais

adotada ndo € importante, como sera visto no desenvolvimento do problema.

FIGURA 3.21 — Rotagdes de juntas.
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O pdrtico da fig. 3.20 tem 6 redundéncias e foram marcadas 12 segles

criticas, tal que o numero de mecanismos independentes € calculado a seguir.

e 12 segdes criticas (fig. 3.20) (N)

e 6 redundéncias (R)

e 6 mecanismos independentes (N - R)

e 2 rotagdes de juntas (fig. 3.21) (J)

e 4 mecanismos “verdadeiros” (N—-R-J)

Os 4 mecanismos, a partir dos quais pode-se construir todos 0s outros

mecanismos possiveis, sdo tragados na fig. 3.22.

+6 l +0
-26
+0 l +6
-26
"""" @) ®)
=—‘e +e »
+0 1 -0 -
iy b +0
[T Vcuzaad +6 -0
(© Gy

FIGURA 3.22 — Mecanismos “verdadeiros”.

Os 4 mecanismos acima representam o colapso das vigas e o colapso dos
andares. Sdo muito utilizados estes tipos de mecanismos em poérticos de multiplos
andares. Considerando » o numero de andares e m o numero de vios entre os pilares

extremos, para um poOrtico retangular, existirio » mecanismos de andar e mn
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mecanismos de viga, resultando em n (m + 1) mecanismos “verdadeiros”. Para este

exemplo, 7 =2 e m = 1, 0 que resulta em 2 mecanismos de andar e 2 mecanismos de
viga, somando 4 mecanismos “verdadeiros”.

Utilizando a equago do trabalho virtual (X Wo= X M;6) e as cargas da fig.
3.20, a equagdes de colapso podem ser escritas para os quatro mecanismos

independentes da fig. 3.22.

o (a) (3001) (36) =540 (0 + 26 + 0)
9001 =2160 —> A =2,4 (fig. 3.22a)
(b) 900X = 2160 —> A =2,4 (fig. 3.22b)
(c) 3001 =2160 —> A =72 (fig. 3.22¢)
(d) 9001 =2160 —>A =24 (fig. 3.22d)

Estas quatro equagdes de colapso, juntamente com as rota¢es das juntas,
fornecerdo a solugdo final correta. A ordem de combina¢do dos mecanismos ¢ arbitraria,
mas geralmente inicia-se com 0s mecanismos que possuem os menores valores de A.
Neste exemplo particular, a combinagio iniciara pelos mecanismos (c) e (d), para que as

rotagdes das juntas sejam aplicadas uma tinica vez, diminuindo o trabalho na analise.

Combinando os mecanismos (c) e (d), e aplicando a rotagdo das juntas,

obtém-se a figura 3.23.

wn
E-N
=
A
+
D
+ 1 I
D D
\ S
194
o
S
|
[«>]

+0
+0 -0 +0 - -6
FIGURA 3.23 — e = (c) + ().

A rotaggo na junta do lado esquerdo da viga inferior elimina as duas rétulas
no pilar, tal que 2(M;6) deve ser subtraido do lado direito das equagdes de colapso.

Entretanto, uma rétula aparece na extremidade da viga, tal que (My6) deve ser
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adicionado no lado direito das equagdes. Como resultado disto, apenas (M x 6) deve ser
subtraido, o que resulta no valor de 540, ji cancelando & conforme as equag¢les. A

mesma consideragdo vale para a junta o lado direito.

Combinando as equagdes:

(¢) 3001=2160-—>A4A=72
(d) 9001=2160—>A=24
12004 = 4320
1080 (rotagdo de juntas)
(e) 12004 =3240 —> A1=2,7

Combinando, agora, o mecanismo (e), fig. 3.23, com o mecanismo (b), fig.
3.22b, obtém-se o mecanismo (f) da fig. 3.24. Nesta combinagio, as rotulas na
extremidade esquerda da viga inferior, dos mecanismos (b) e (e), se anulam, e o valor de

2(M»8) deve ser subtraido do lado direito da equagdo de colapso.

+0

FIGURA 3.24 — (f) = (¢) + (b).

Combinando as equagdes de colapso:

(€) 12001 = 3240 —> A=2,7
~ (b) 900A=2160—>A=24
21004 = 5400
1080  (rétulas canceladas)

(f) 21004 =4320 —> 1=2,06
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Finalmente, da combinag@o do mecanismo (f), fig. 3.24, com o mecanismo
(a), fig. 3.22a, obtém-se o mecanismo (g) da fig. 3.25. Nesta combinag:ﬁo, também
ocorre o cancelamento de duas rétulas, na extremidade esquerda da viga superior, dos

mecanismos (f) e (a), € o valor de 2 (M;6) deve ser subtraido do lado direito da equagdo

de colapso

+20

FIGURA 3.25 - (g) = (f) + (a).

Combinando as equagdes de colapso:

(f) 21004 =4320 —> 1=2,06
(a) 9004=2160—> A=24

30004 = 6480
1080 (rétulas canceladas)
(g) 30004 =5400—>A1=1,8 3.17)

Como pode ser observado, o mecanismo (g) € a configuragio correta de
colapso, pois ele fornece o menor valor para o fator de carga (1= 1,8). O estado do
portico para A= 1,8 é mostrado na figura 3.26, onde os momentos de plastificagdo sdo

mostrados atuando nas posi¢Oes das rétulas.
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FIGURA 3.26 — Estado final do pértico.

Este portico atingiu o colapso com a formagdo de seis rétulas. O numero
maximo possivel de rétulas, para uma estrutura com N redundéncias, é (N#—l) rétulas.
Quando isto ocorre, a estrutura transforma-se em isostdtica com a forma¢do de N
rétulas. Cada rétula que se forma reduz uma vez o grau de redundéncia. No exemplo
apresentado, com seis redundancias, apenas seis rétulas se formaram até ao mecanismo

de colapso. Com isto, na configuracdo final, ainda restou uma redundéncia.

Para uma demonstragfo de que a solugdo encontrada é correta, os momentos
devem ser determinados em cada se¢do critica, € o equilibrio e a condi¢do de

escoamento (M < Mp) devem ser verificados.

A analise estatica pode ser feita utilizando-se a equagdo do trabalho virtual,
ou, para este caso, verificando o equilibrio diretamente pelo exame das barras

individuais do portico.

Na fig. 3.27, os momentos de plastificagcdo sdo colocados nas rétulas € os
momentos fletores podem ser calculados imediatamente para as duas vigas. Para a
analise completa dos pilares, entretantb, um momento fletor incdgnito M dever ser
.introduzido, devido & redundéncia restante. Um balango de forgas através da estrutura
permite determinar os momentos nos pilares em fungio de M. A andlise estatica ndo

encontra o valor de M, pois a estrutura continua com uma redundancia.
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FIGURA 3.27 - Equilibrio de forgas e momentos.

O mecanismo de colapso sera confirmado como correto, portanto, se algum
valor de M puder ser encontrado tal que a condi¢fo de escoamento seja satisfeita, pois
isto satisfara a trés condig¢es do Teorema da Unicidade. Primeiro, a distribuicdo de
momentos fletores da fig. 3.27 satisfaz as condigdes de EQUILIBRIO. Segundo, ela
corresponde a um MECANISMO. Finalmente, se M for fixado com qualquer valor entre
0 ¢ 540, a condigdo de ESCOAMENTO sera satisfeita, tal que o fator de carga 1= 1,8

fornecido pelo mecanismo (g), fig. 3.25 e eq. (3.17), fica confirmado.

O exemplo apresentado estd incluido nos exemplos analisados pelo método

proposto, no capitulo 6.
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4. EFEITOS DO ESFORCO NORMAL

No capitulo 3 foi apresentada a plastificagdo de uma segéo retahgular sem a

consideragdo do esfor¢o normal. -

Entretanto, se somente uma carga axial é aplicada a se¢do transversal de um
pilar, a carga dara origem a uma tensdo de compressdo sobre toda a se¢do. Adicionando,
entdo, um pequeno momento fletor, produzir-se-a uma variagio linear de tensdo através
da seg@o.

Um aumento do momento fletor até um certo valor, com a carga axial
permanecendo constante, provocard escoamento em uma das faces da se¢do, seguido de
escoamento na outra face e, posteriormente, plastificacdo em toda a se¢do, conforme

esquematizado na fig. 4.2.

G, G,
S/MOMENTO ~ PEQ. MOM.  12LIMITE ESCOAM.EM - Go G,
(COMPRESSAQ) _ COMPRESSAO ESCOAM. EM 29 LIMITE
: TRACAO
LINHA
NEUTRA

FIGURA 4.1 - Tensdes devidas ao esfor¢o normal e aumento gradativo do momento
fletor.

Durante este processo, a linha neutra, a qual se situa fora da se¢@o para
valores de momento fletor muito pequenos, desloca-se gradativamente em direcdo a

posig¢do final no estado totalmente plastificado.

E este estado de plastificagdo total que interessa, e para ilustrar o efeito da
carga axial sobre o valor do momento de plastificagdo total, uma se¢do transversal

retangular serd examinada, conforme fig. 4.3.
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b Co o
20,
h
Bh/2 = o+ —* Bbho,
GO GO
MOMENTO C/ = MOMENTO + ESFORCO NORMAL
ESFORCO NORMAL COMPRESSIVO

FIGURA 4.2 - Tensdes devidas ao esforgo normal e momento de plastificagio em
segdo retangular.

Uma carga axial P ¢ suposta atuar no centro de gravidade da secdo
transversal, em adi¢do a um momento fletor M, suficiente para causar plastificagdo total

na segdo transversal.

Como existe uma for¢a resultante P através da secdo, a linha neutra deve
deslocar-se da linha central, para uma distncia fh/2. Sera visto que a distribui¢do de
tensdo totalmente plastica pode ser considerada como sendo composta de duas partes,
isto €, sobre é distribuicdo original totalmente plastica na auséncia de carga axial pode
ser superposta uma distribui¢do ficticia envolvendo tensdes de magnitude 20,. Esta
segunda distribuicdo deve ser equivalente a uma forga total P, e reduzira o valor do

momento de plastificagéo total por uma quantidade P(fh/4).
Entdo, da fig. 4.2, resulta:
P = pbho, =GP, 4.1)
M,=M, - P(é}i) . 4.2)
Substituindo a eq. (4.1) na eq. (4.2):
MI’ = MI’() - (ﬂbho-u )[%) )

Bibhic,

y (4.3)

M, =M,

Aluno: Paulo Roberto Senem
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Efeitos do Esforco Normal

46

Observando a eq. (3.4), e considerando M, = Mp, naquela equagio, a eq.

(4.1) pode ser escrita da seguinte forma:
MP = MPo - ﬂzMPo,
Mp = (I - ﬂZ)MPo-

Nas equagdes (4.1) e (4.4), definem-se:

(44)

e P, = esforgo normal de plastificagdo da secdo transversal, na auséncia de momento

fletor.

e My, = momento de plastificagdo total da segdo transversal, na auséncia de carga

axial.
Daeq. (4.1):
P
ﬂ_ Po b
P 2
2 _ —_—

ﬂ (Pa] .
Daeq. (4.4):

ﬂZ =1_ MP .

MPo

Combinando as equagdes (4.6) e (4.7):

' 2
M
F o+ Ed =1.
MPo Po

A eq. (4.8) fornece a curva da fig. 4.3.

(4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)
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MP/ MPo
A

1
< > P/Po

FIGURA 4.3 - Superficie de escoamento para se¢éo transversal retangular.

Esta curva é duplamente simétrica. A carga P foi considerada de

compressdo, mas a mesma analise se conserva para tragdo € momento inverso.

Para pequenos valores de carga axial, existe muito pouca redugéo no valor
de M, P

A figura 4.3 é um exemplo de um importante conceito na teoria plastica. Ela
representa uma superficie de escoamento.

Um ponto no plano da figura representa, para uma dada segfo transversal,

de M;, e P, conhecidos, uma certa combina¢ido de momento fletor e carga axial.

Se o ponto se situa dentro do contorno, entdo a combinagio de esforgos
pode ser suportada pela se¢do. Um ponto sobre o contorno representa uma segdo

totalmente plastificada. Um ponto fora do contorno representa um estado impossivel.

Para a implementag¢fo, no programa de analise limite, do efeito do esforco
normal no momento de plastificagfo, e uma extensdo a uma segfo transversal [, a eq.

(4.8) sera apresentada de maneira diferente.

Substituindo a eq. (4.5) na eq. (4.2), resulta:

MP:MI'U_PEI,L >
- 45,
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P’h
M,=M,, TR , (4.9)

0

A andlise anterior, para uma se¢do transversal retangular, pode ser aplicada,
com poucas alteragdes, para determinar o efeito do esforgo axial sobre uma se¢do I,
conforme fig. 4.4, considerando a linha neutra sobre a alma.

Oo Co

20,

Bh/2 = +

Bbho,

I GCo : Go

FIGURA 4.4 - Tensdes devidas ao esforgo normal e momento de plastificagdo em
sec¢do I. Linha neutra sobre a alma.

Da fig. 4.4, resulta:
P = fpbho,,

P=pP (4.10)

0°
onde P,, neste caso, € a parcela do esfor¢o normal de plastificacdo da se¢do transversal,

na auséncia de momento fletor, referente a alma da segdo I.

Ainda da fig. 4.4:

M,=M,, - P(%@J. (4.11)

Substituindo £ da eq. (4.10):

P’h
MP =M]’n__4};—' (412)

0

A eq. (4.12) é valida para 0 < P < P, (linha neutra sobre a alma), e € -
idéntica a eq. (4.9) para se¢do retangular. Portanto, uma segdo retangular pode ser

considerada uma seg¢do I com altura das mesas igual a zero.

Quando o esfor¢o normal ultrapassar o valor de P,, a linha neutra se
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deslocara para a mesa da se¢fo, conforme fig. 4.5.

G, G,
| l 4 H
: b
: = _ + "bho,|= P,
. -
‘ oH |
Y
HA - .
Y I I l . 20BHG, = P,

i ’ ' GCo : Go
-
R B

FIGURA 4.5 - Tensdes devidas ao esfor¢co normal € momento de plastificacdo em
se¢do I. Linha neutra sobre a mesa.

De acordo com a figura 4.5, P, é a parcela do esforco normal de

plastificagdo da secdo transversal, na auséncia de momento fletor, referente as mesas da
secdo I:

P, =2BHo,.

O esfor¢o normal resultante é, entdo:

P=P, +aP. (4.13)
Ainda, da fig. 4.5:
Ph h aH
M,=M, -=2_ap2+ELy,
P Po 4 1(2 2 )
M,=M, - P;h —a—f’-(h+a.H). (4.14)

- O coeficiente a pode ser obtido da eq. (4.13):

a=L=t : (4.15)

P

As equagdes (4.14) e (4.15) sdo validas para P, < P < P,+ P, (linha neutra
sobre uma das mesas).

E importante observar que as equagdes deduzidas sdo validas tanto para

esforgos normais de compressdo como de tragdo, em fungfo da simetria das se¢Ges.

Para um caso mais geral, com a se¢do transversal tendo no minimo um
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eixo de simetria, pode ser suposto que a carga P, atuando na linha neutra original, mova
esta linha tal que uma 4rea g é transferida de tragdo para compressdo, ou vice-versa,

conforme esquematizado na fig. 4.6.

EIXO
ORIGINAL

\ y ' 20,

oGS : R

AREA GCo GCo
TRANSFERIDA a

FIGURA 4.6 - Tensdes devidas ao esforco normal e momento de plastificagdo em
se¢do qualquer.

Similarmente as dedugdes anteriores, as equagdes para P, Mp € Zp podem ser

escritas:
P=20,a, (4.16)
M, = My, - P5, (4.17)
Z,=Zp,—2ay. (4.18)

A eq. (4.18) € uma expressdo geral para calcular a redugdo no modulo

plastico devido a carga axial.

Finalizando, para o caso de uma se¢do transversal T, com uma carga axial
atuando em conjunto com um momento fletor, € possivel considerar dois casos: esforgo

normal de compressdo, fig. 4.7(a), e esfor¢o normal de tragdo, fig. 4.7(b).

T
<> Go Go

X

|

DI

K "

r _i A
S - v _1%xBD
Tyl =

N*—D——“"—H " Go Go

(@) (®

FIGURA 4.7 - Tensdes devidas ao esforgo normal e momento de plastificagdo em
secdo T.
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Para carga axial de compressdo, conforme fig. 4.7(a), tem-se a seguinte

expressdo para P:
P=-2aTDo,=-aP, (4.19)

No caso de carga axial de tragdo, de acordo com a fig. 4.7(b):

P=2pDTo,= [P, (4.20)

Para uma relagdo 7/D muito pequena, e P atuando na linha neutra original
(O):
M

ﬁsO, L=1, (4.21)

Pa MPo

P M PY

—20, E+2l —| =1. - (4.22)

Pa . Ml’o Po

As equagses (4.21) e (4.22) fornecem a superficie de escoamento da fig. 4.8.

MP/MPO
A
1

] » PP,

FIGURA 4.8 - Superficie de escoamento para se¢do T (£ atuando em O).

Se P atua no centro de gravidade da secdo (G):

< <0, — =1, (4.23)
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M .
Lo, M PP 4] o (4.24)
P M, P

4] a ]

Plotando as equagdes (4.23) e (4.24), resulta a superficie de escoamento da

fig. 4.9.

M/MPO

#

|

» P/P,

FIGURA 4.9 - Superficie de escoamento para se¢do T (P atuando em G).
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5. METODO PROPOSTO
5.1. Procedimento nio-linear

Sera proposto um procedimento ndo-linear para a resolugéo dos problemas
citados, baseado no processo linear com algumas modificagdes, € a introdugdo de um
processo iterativo para se alcangar o momento de plastificagdo. Também ¢ baseado no

diagrama momento fletor-curvatura simplificado, apresentado anteriormente.

O problema consiste em determinar o carregamento critico de uma estrutura
para a qual ¢ definido o valor do momento de plastificagio das se¢des, bem como
determinar qual a configurag@o real de colapso (mecanismo).

Pelo processo linear, para valores de carregamento préximos ao critico (e
abaixo), os diagramas de momento fletor obtidos apresentardo pontos com valores

superiores ao momento de plastifica¢fio predefinido.

Esses valores podem ser reduzidos ao momento de plastificagédo através de

alteragdes nos modulos de elasticidade das barras, seguindo um critério apropriado.

A Resisténcia dos Materiais fornece a relagdo linear M = Elx[eq. (3.10)],
mostrando que o momento fletor é diretamente proporcional ao médulo de elasticidade

do material (no trecho elastico), para uma determinada curvatura e considerando o

momento de inércia constante.

Dessa forma, diminuindo o médulo de elasticidade das barras adjacentes ao

ponto considerado, diminuir-se-4 o valor do momento fletor, se for mantida a mesma

curvatura.

Sejam as seguintes expressdes, onde E,;, ¢ o médulo de elasticidade alterado:

M = Elx, (5.1)
M, =EIx. | (5.2)

Dividindo as expressdes (5.1) € (5.2), obtem-se:
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M, E,
M E’

EM
E, = M”. (5.3)

As relages anteriores podem ser ilustradas pela fig. 5.1: -

Ma
M
Mp
tga=FEl
tg b= EAI
b
a
< \ | >
0

K

FIGURA 5.1 - Alteragdo do modulo de elasticidade.

Recalculando o momento, pelo processo linear, resulta:
M 4= E AI K=M, P.

Como visto, o novo valor do momento seria igual ao momento de
plastificacdo e, fazendo isto para todos os pontos com momentos superiores ao
momento de plastificacdo, resultaria em -momentos maximos iguais a Mp. Desta forma,
através do processo linear, conseguiria-se limitar os valores dos momentos a0 momento

de plastificagdo.

Entretanto, toda esta demonstrag@o est4 baseada no fato de que a curvatura
permanece constante, apds a alteragdo do médulo de elasticidade, o que nio é verdade.
Na realidade, diminuindo o valor do médulo de elasticidade de uma barra, a tendéncia

da curvatura € aumentar e influenciar a distribuigdo de momentos ao longo da estrutura.
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Observando que, para uma determinada barra, desprezando a influéncia da
variagdo da curvatura em outros pontos, o aumento Ada curvatura € 'proporcionalmente
menor que a diminuigdo no modulo de elasticidade, seu momento fletor ainda assim
diminuird e, dessa forma, depois de varias alteragdes consecutivas no moddulo de

elasticidade, pode-se reduzir, de fato, o momento fletor ao momento de plastificagio.

Este processo pode ser ilustrado pelo grafico da fig. 5.2, onde M, M, e M;

sdo valores de momento fletor da barra para cada alteragdo do mddulo de elasticidade.

M4

M,

M,
M;

o/

tga=El
tgb=E,

»
»

K

FIGURA 5.2 — Alteragdes consecutivas do médulo de elasticidade.

Estendendo este processo para toda a estrutura, também se consegue
resolver o problema da influéncia da variagdo da curvatura nos outros pontos e, assim,
ap6s um determinado numero de iteragdes, todos os pontos ficardo com momentos
inferiores, ou no maximo iguais, ao momento de plastificagdo, desde que a carga

utilizada esteja abaixo da carga que leva a estrutura ao colapso.

E importante comentar que, em fun¢do da redistribui¢do de momentos ao
longo da estrutura durante as iteragdes, pode-se ter pontos que, ao diminuir o médulo de
elasticidade, terdo seus momentos fletores aumentados. Porém, apds novas iteragdes e

redistribui¢des de momentos, 0 momento fletor voltara a diminuir.

Em outros casos, apés uma alteragdo no moédulo de elasticidade de uma
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barra, o momento fletor podera ficar abaixo do momento de plastificagdo, o que exige
uma nova alteracio no médulo de elasticidade, utilizando um procedimento similar para
o calculo do novo moédulo. Uma barra so podera ter momentos fletores menores que o

de plastificagdo, se o seu modulo de elasticidade for igual ao valor original.

Caso o modulo ja tenha sido alterado, 0 momento deve ser conduzido a se
igualar ao de plastificagdo, a ndo ser que, com as sucessivas alteracdes do médulo de
elasticidade, este retorne ao valor original, caso em que o momento pode ficar abaixo do
de plastificagdo. Obviamente, no calculo do médulo de elasticidade alterado, este ndo

pode resultar em valor maior que o original, devendo ser substituido por este ultimo.

A eq. (5.3) mostra que, para momentos fletores maiores que o momento de
plastificagdo, o médulo de elasticidade diminuir4, e para momentos menores que o de

plastifica¢do, o médulo de elasticidade aumentara.

Os pontos que resultarem com momentos iguais ao de plastificagio
representardo, através de uma modelagem adequada, os locais onde ocorrerdo as rétulas
plasticas e, conseqiientemente, definirdio a configuragdo de colapso da estrutura

(mecanismo) quando se trabalhar com o carregamento critico.

5.2. Modelagem

Para simular uma rétula plastica neste processo, € necessirio fazer uma
modelagem adequada da estrutura. Os pontos com momentos iguais ao de plastifica¢do
ocorrer3o, na realidade, tanto mais préximos da posig:;?lo real da rétula plastica quanto
melhor for a modelagem. As rétulas plasticas, entdo, podem ser simuladas por pequenais

barras situadas nas posi¢des dessas rotulas.

Dessa forma, para estruturas cuja configuragio de colapso é conhecida,
devem ser definidos nés nas posi¢es das rétulas plasticas e, conseqiientemente, os
pontos de momentos iguais ao de plastificagio ocorrerfio nestes nos, definindo a posigéo
das rotulas.

Porém, para estruturas com configuragio de colapso desconhecida, ¢

necessario fazer uma modelagem de tal forma que os nds se situem proximos as

posi¢des provaveis de rotulas. Estas posi¢cdes provaveis sdo, em geral, em engastes, nas
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ligagdes de barras horizontais com verticais, no centro dos vdos de barras horizontais,

nos pontos de aplica¢do de cargas concentradas, etc.

Depois de se adquirir uma determinada experiéncia em comportamento de

porticos planos, torna-se mais facil definir estes provaveis pontos de plastificacéo.

Outro aspecto” a ser considerado, € que influenciard no desempenho do
processo, reduzindo o numero de iteragdes e, conseqiientemente, o tempo de

processamento, ¢ a defini¢do do tamanho das barras.

Depois de definidos os nds nas provaveis posi¢Ses de rdtulas, deve-se
dividir as barras da estrutura de tal forma que os nos citados anteriormente tenham suas
barras adjacentes com pequeno comprimento, pois estas serfio as barras cujos médulos

de elasticidade serdo alterados durante o processo iterativo.

Se uma barra com comprimento muito grande tiver seu moédulo de
elasticidade alterado, toda a estrutura sofrerd consideraveis alteragdes em sua
estabilidade e, conseqiientemente, o processo tera graves problemas numéricos antes da

convergéncia, podendo impedir que a mesma ocorra.

Para o caso de varias barras adjacentes muito pequenas, onde a variagiio de
momento fletor também € pequena, poderdo existir algumas barras cujos médulos de
elasticidade serdo temporariamente alterados. Porém, ap6s o término das iteragdes, estas

barras terdo o seu moédulo de elasticidade retornado ao valor original.

Assim, definidos os nos e a divisdo das barras, basta definir o tamanho
destas barras de pequeno comprimento. Nos exemplos que serdo apresentados, sera

estudado o tamanho das barras que melhor se adaptam para os modelos.

Experiéncias realizadas em diversos modelos mostram que barras de
comprimento muito pequeno, adjacentes a barras de grandes comprimentos, podem
afetar o processo numeérico, chegando até ao incondicionamento da matriz de rigidez ou

provocando graves erros numéricos na resolugio do sistema.

Para estruturas onde a configuragdo de colapso é totalmente desconhecida,
pode-se dividir toda a estrutura em pequenas barras, pois, desta forma, as rétulas
surgirdo em posi¢des muito préximas da posigdo real.

E importante acrescentar que, como se trata de um processo numérico, os

momentos nunca se igualardo exatamente ao momento de plastificagio, por problemas
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de precisdo numérica. Para resolver este problema, define-se um intervalo de tolerancia

que definira o término das iteragdes.

Por exemplo, se 0 momento de plastificagio predefinido for igual a 100
kN.m e o percentual de tolerdncia for igual a 1%, entdo o intervalo de tolerancia sera
definido como sendo de 99 a 100 kN.m. Isto significa que, durante as iteragdes, se os
momentos fletores superiores ao de plastificagdo entrarem neste intervalo de tolerancia,
as iteragdes terminardo. Dessa forma, no final do processo, os momentos maximos ndo
serdo, necessariamente, iguais a 100 kN.m, mas- sim, estario compreendidos no
intervalo de 99 a 100 kN.m. O valor deste percentual de tolerancia serd estudado nos

exemplos que serdo apresentados.

Com relagdo ao carregamento, 0s modelos serdo apresentados com suas
cargas submetidas a um fator de carga A, cujo valor maximo dependera do exemplo em
analise.

Quando o carregamento critico tedrico for conhecido, o carregamento
considerado no modelo sera igual ao critico e estara submetido a um fator de carga que
atingira um valor maximo igual a unidade. Por outro lado, quando o carregamento
critico tedrico for desconhecido, a estrutura estara sujeita a um carregamento qualquer,
cuyjo fator de carga atingird valores maximos acima ou abaixo da unidade, para

carregamento menor ou maior que o critico, respectivamente.

O fator de carga podera, ainda, ser alterado por algum coeficiente de
seguranga, conforme critérios de projeto adotados. Nos exemplos que serdo
apresentados, ndo foi considerado nenhum coeficiente de seguranga na analise, pois o

objetivo principal € o estudo do estado limite ultimo dos poérticos.

5.3. Implementagio Computacional

A implementagio computacional do método exposto anteriormente é muito
simples. Utilizando um progi‘ama de analise elastica e com algumas sub-rotinas

adicionais, obtém-se um programa para analise limite de porticos planos.

Basicamente, o programa inicia com a leitura de dados, onde obtém todas as

informagdes sobre nds, barras, restrigdes nodais e carregamentos.
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Com relagdo as propriedades das barras, o valor do momento de
plastificagdo total das se¢des deveréd ser fornecido. Também deverdo ser fornecidos o
fator de carga e o percentual de precisdo desejado. Estes sdo os dados adicionais que

diferem do programa original de analise eléstica.

Em seguida, o programa calcula a matriz de rigidez de cada barra, no
" sistema local, e transforma para o sistema global. Os termos independentes também sio

calculados.

A montagem da matriz de rigidez, entdo, € processada, seguida da aplicacio

das condig¢Ses de contorno.

O sistema de equagdes lineares, proveniente do método dos deslocamentos,

é resolvido e as a¢Oes nas extremidades das barras s@o calculadas.

Neste momento, é realizada uma verificagio do momento méximo- de cada
barra. Se o momento for maior que o de plastificagdo, o médulo de elasticidade sera
alterado. Da mesma forma, se o momento for menor que o de plastificagio e o médulo
de elasticidade for diferente do valor original, significa que esta barra ja foi alterada na

iteracdo anterior. Portanto, o médulo devers ser alterado novamente.

Essa verificagio de momentos serd realizada para todas as barras e,
utilizando um controlador do mimero de barras alteradas, a matriz de rigidez da

estrutura é recalculada.

Este processo iterativo continua enquanto as condi¢Ses = citadas

anteriormente sejam satisfeitas.

E importante esclarecer que, no calculo da matriz de rigidez de cada barra, o
valor do médulo de elasticidade nZo foi incorporado. Como esse moédulo é comum a
todos os termos da matriz, ele foi retirado e colocado em evidéncia, para posterior

incorporago na matriz de rigidez da estrutura.

Assim, a matriz de rigidez de cada barra ¢, na verdade uma matriz de rigidez
dividida pelo médulo de elasticidade. Conseqiientemente, ap6s a alteragdo dos moédulos
de elasticidade das barras, o programa ndo necessita retornar ao calculo da matriz de
rigidez de cada barra. Ele retorna, apenas, até o calculo da matriz de rigidez da

estrutura, economizando tempo no processamento da analise.
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Quando o controlador do nimero de barras alteradas estiver nulo apds as
verificagdes dos momentos maximos, o processo iterativo termina, o que indica que ndo
h4 mais nenhuma barra com momentos superiores ao de plastificagdo, ou com

momentos inferiores € mdodulos de elasticidade alterados.

Finalizando, o programa imprime os resultados em um arquivo. A
configuragdo de colapso (posi¢do das rétulas) podera ser observada neste arquivo de

resultados, além dos esforcos em todas as barras.

Um fluxograma do programa ¢ apresentado na fig. 5.3.

LEITURA DE DADOS

v

] CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DE CADA BARRA ]

I CALCULO DOS TERMOS INDEPENDENTES I

‘ CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA }:

:

CONDICOES DE CONTORNOJ

!

| RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUAGOES LINEARES |

] CALCULO DAS ACOES NOS MEMBROS ]

!

VERIFICACAO DO MOMENTO MAXIMO DE CADA BARRA

Se M>Mp ou MUDANCA DO
MODULO DE
M <Mp e E # Einitial - ELASTICIDADE
IMPRESSAQ DOS RESULTADOS

FIGURA 5.3 — Fluxograma do programa de analise limite.

5.4. Implementacdo da influéncia do esforgo normal

As equagbes (4.12), (4.14) e (4.15) sdo facilmente incorporadas no
programa de andlise limite para considerar o efeito do esforgo normal no valor do

momento de plastifica¢do, tanto em se¢des I como retangulares, e sdo rescritas a seguir:
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P’h
MP=MP,,———4PO, (4.12)
Ph oP
M,=M, —=2 ——Zi(h+aH), (4.14)
a="5 4.15

A eq. (4.12) € vélida para seg¢des retangulares, ou se¢des I com P < P, (linha
neutra sobre a alma), enquanto as equagdes (4.14) e (4.15) sdo validas para se¢des I com

P,<P < P,+ P, (linha neutra sobre a mesa).

De acordo com as equagdes acima, para uma se¢do retangular, além do
valor do momento de plastificagdo total Mp, (na auséncia de esfor¢co normal), deverdo
ser fornecidos, na entrada de dados do programa, o valor do esforco normal de

plastiﬁcagzﬁo P, (na auséncia de momento fletor) e a altura 4, da se¢o transversal.

Para o caso de se¢do I, além de P, e 4, deverdo ser fornecidos, também, os
valores de P, e H da secdo transversal, onde, conforme definido no capitulo 4, P, é a
parcela do esfor¢o normal de plastificagdo, na auséncia de momento fletor, referente a
alma da secdo, P, € a parcela do esforco normal de plastificagdo, referente as mesas da

secdo, & € a altura da alma e H € a altura da mesa.

E importante notar que, para se¢io retangular, / é a altura total, e para sego
I, 4 é a altura da alma. Da mesma forma, P, € o esforco normal de plastificagdo da secdo

retangular, ou a parcela referente a alma da secéo 1.

Antes das verificagdes dos valores dos momentos de cada barra, o programa
calculara o novo valor do momento de plastificagdo, alterado pela influéncia do esforgo
normal. Em cada iteragfo, este valor é recalculado em fungfio da redistribuic3o,

também, dos esfor¢os normais.

~ Portanto, o novo valor do momento de plastificagdo total M, da segdo serd

variavel, de acordo com o nivel de carregamento, € dependera do valor do esforgo
normal P na se¢io considerada.
No caso de segdo transversal com esforco axial nulo, o momento de

plastificagdo total M, da segfo terd o mesmo valor que Mp,, conforme eq. (4.12), o que

concorda com a defini¢do de Mp,. Se P = P,, para uma se¢do transversal retangular, esta
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estara submetida a plastificagdo total sob o esfor¢co normal, e nenhum momento fletor
podera ser resistido pela se¢do.

Para outras formas geométricas de segles transversais, as mesmas
considerac@es sdo validas e as formulas podem ser expressas em termos de momentos e

esforcos normais.
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6. EXEMPLOS E COMPARACOES

Neste capitulo, a Analise Limite serd aplicada a varios modelos estruturais.

Os exemplos que serdo apresentados, em sua maioria, foram baseados em BAKER
(1969).

O programa utilizado para o processamento da analise foi desenvolvido em
QuickBasic. Como o tamanho da matriz de rigidez, por exemplo, estd diretamente
relacionada ao numero de graus de liberdade da estrutura, e este é o nimero de nds
multiplicado pelo nimero de graus de liberdade de cada né (igual a 3 para porticos
planos), o programa foi convertido para o Visual Basic, com a finalidade de resolver as
estruturas de maior porte, pois o QuickBasic tem problemas de limitacio de meméria

(utiliza apenas a memoria convencional do computador, que é de 640 Kb).

O computador utilizado foi um Pentium 133 MHz, com 32 Mb de RAM.
Para os exemplos que exigiram mator tempo de processamento, a analise foi feita em
um Pentium III 450 MHz. Considerando que a velocidade deste, para o programa
utilizado, ¢ de aproximadamente 5 vezes a velocidade do Pentium 133, o tempo foi
- convertido para que a apresentagdo dos resultados de todos os exemplos fosse

referenciada a um unico equipamento.

Inicialmente, serd apresentado um exemplo simples de uma viga com carga
distribuida, cuja posicdo da rétula ao longo do vdo dependera do tamanho das barras
utilizadas na discretizagdo.

Em seguida, varios modelos de pdrticos com diversos carregamentos serdo
analisados, e a influéncia do esforo normal no momento de plastificagdo sera
considerada em alguns casos.

Finalmente, pdrticos de maior porte serdo analisados, utilizando o programa

em Visual Basic.
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6.1. Exemplo 1

Uma viga metalica com vdo de 4 m, representada na fig. 6.1, possui como
carregamento critico tedérico uma carga distribuida ¢, para uma se¢do transversal com

Mp =200 kN.m.

4m

FIGURA 6.1 - Viga com carga distribuida.

As propriedades da se¢do transversal da viga sdo:

- E=210.000.000 kN/m’
- 4=0,03m’
- I=0,0001 m*
O valor tedrico da carga ¢ e a posi¢édo da rétula podem ser calculados com o
auxilio da equagfio do trabalho virtual, a partir da fig. 6.2, que apresenfa 0 mecanismo

de colapso para esta estrutura simples.

¢} <0 x6/(L-x)_1
' LO/(L-x)

FIGURA 6.2 - Mecanismo de colapso tedrico.

Considerando que a carga distribuida move-se ao longo de uma distincia

média igual a x8/2, e o momento fletor nas rotulas € igual a Mp, tem-se:

qLﬁ=M,,( Lo +6),
2 L—-x
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ﬁsz,,zL_x,
2 L—x

gL x(L —x)

=——", 6.1
P2 2L—x ©.1)

Na eq. (6.1), o valor correto de x é aquele que fornece o maior valor de Mp.

Assim, derivando a equag@o em relacdo a x e igualando a zero:
x=L(2-+2). 6.2)

Substituindo o valor de L na eq. (6.2), encontra-se x = 2,34 m para a posi¢do
da rétula no vdo da viga. Com este valor, e os valores de M; e L, a eq. (6.1) fornece a

carga critica tedrica para o exemplo considerado: g = 145,7 kN/m.

A viga sera estudada com a aplicagdo de um carregamento Agq, onde o fator

de carga A tem valor igual a unidade para o carregamento critico teorico.

Como a distribuicdo de momentos ndo € simétrica, e desconsiderando o
conhecimento da posi¢éo da rotula ao longo do véo, o modelo foi dividido em pequenas

barras de 20 cm, conforme fig. 6.3.

rd

AN 2 34

- LI B S S BN B EE N
L JAN
- 20 20

FIGURA 6.3 - Discretizagdo do modelo: barras com 20 cm.

4+ wn

6 7 8 91011121314151617 18192021

Em fun¢fo de uma precisfo razoavel para o problema, e considerando a
simplicidade do mecanismo de colapso da estrutura em estudo, o percentual de precisio

utilizado foi de 0,1% (M = 199,8 a 200 kN.m).

A tabela 6.1 apresenta o nimero de iterages € o tempo de processamento
do programa, de acordo com o fator de carga, bem como o nimero dos nos onde as
rétulas plasticas ocorreram. Os nimeros em negrito indicam o instante em que tal rotula

ocorreu.
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TABELA 6.1 — Resultados do processamento para o modelo da fig. 6.3.

Fator de Nimero de Tempo de Posicao das
carga iteracdes processamento réotulas
0,68 - 0 1" -
. 0,69 40 9" 1
0,99 20 5" 1
1,00 24 6" 1-13
1,01 Néo convergiu - -

Conforme tabela acima, observa-se que com 69% do carregamento critico
ocorreu a primeira rétula, o que significa que neste percentual a viga ultrapassou o
regime elastico, entrando no regime plastico. Esta configuragdo, com apenas uma rétula,

manteve-se até o percentual de 99%.

A segunda e ultima rétula, e, conseqiientemente, o mecanismo de colapso,

foi formada com 100% do carregamento critico, igualando-se ao valor tedrico.

Para um fator de carga de 1,01, o processo ndo convergiu. Através de ﬁm
acompanhamento dos valores dos momentos durante as iteragdes, observou-se que, para
esse fator de carga, os valores dos momentos sofriam grandes variagdes em cada
iteracdo, de forma aleatdria, ndo correspondendo a uma redistribuicio real de
momentos. Outro aspecto observado para esse fator de carga foi o grande valor dos

deslocamentos dos nés, incompativeis com a estrutura.

Verifica-se, pela tabela 6.1, a grande reserva de resisténcia além do regime

elastico.

O resultado tedrico, pela Teoria das Rétulas Plasticas, apresenta a 22 rétula a
2,34 m do engaste, enquanto que o método apresentou a 2,40 m, conforme figuras 6.4
6.5. Esta diferenca ocorreu em fungdo da discretizagdo do modelo, pois ndo foi criado
nenhum no na posi¢io de 2,34 m. Porém, o né mais proximo era 2,40 m, onde ocorreu a

rétula.

2,34m

FIGURA 6.4 - Resultado tedrico.
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24m

FIGURA 6.5 - Resultado do modelo com barras de 20 cm.

E importante observar que a plastificagdo ocorreu na barra adjacente ao no
1, e nas barras adjacentes ao nd 13, o que confirma a formacgdo das rotulas nestes nos.

As barras plastificadas tiveram seus médulos de elasticidade sensivelmente alterados,

conforme tabela 6.2.

TABELA 6.2 — Barras com modulo de elasticidade alterado.

Barra Moddulo de elasticidade Moédulo de elasticidade

inicial (kN/m?) final (kN/m?)
12 210.000.000 - 44.234.920
13 210.000.000 182.453.826

Este mesmo exemplo, utilizando um modelo dividido em barras de 10- cm,

conforme fig. 6.6, apresenta os resultados de acordo com a tabela 6.3.

FIGURA 6.6 - Discretizagio do modelo com barras de 10 cm.

TABELA 6.3 — Resultados do processamento para o modelo da fig. 6.6.

Fator de Numero de Tempo de Posicdo das
carga iteracées processamento rotulas
0,68 0 1" -
0,69 56 ’ 13" 1
0,99 32 s 1
1,00 44 11" 1-24
1,01 - N&o convergiu - -
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Neste caso, as rotulas se formaram nos nés 1 e 24, sendo este ultimo a 2,30

m do engaste, se aproximando da posi¢do teodrica, conforme fig. 6.7.

2,3m

FIGURA 6.7 - Resultado do modelo com barras de 10 cm..

Diminuindo, ainda, o tamanho das barras para 5 cm, a rétula do vdo ocorrera
a 2,35 m do engaste. Sera visto, nos préximos exemplos, que esta diferencga de posi¢do
da rétula vai ocorrer somente para o caso de cargas distribuidas, e dependerd do

tamanho das barras definidas no modelo.

Para o caso de cargas concentradas, com modelagem apropriada, as rétulas

surgirdo nas verdadeiras posigdes.

6.2. Exemplo 2

Um pértico, com 6 m de vdo e 4 m de altura, é carregado com uma carga
horizontal H e uma carga vertical V, conforme fig. 6.8, onde serfo apresentados os
resultados das combina¢Ges destas cargas, que resultario em diferentes mecanismos de

colapso. Este ¢ um modelo cléssico no estudo das rétulas plésticas.

As propriedades da se¢fo transversal do pértico so:

- Mp=100kN.m
* E=210.000.000 kN/m?
T 4=0,03m’

© I=0,0001 m*
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FIGURA 6.8 - Pértico com carregamento He V.

Os resultados tedricos para este exemplo sdo apresentados através de um

grafico, fig. 6.9, que relaciona as cargas horizontal e vertical, conforme tabela 6.4.

TABELA 6.4 — Relag@o entre as cargas para o poértico da fig. 6.8.

H (kN) V (kN) V(N) H (kN)
0 133,33 0 100
50 133,33 66,67 100
100 66,67 13333 50
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66,67 Q

(a)

0 - 50 100 [

FIGURA 6.9 - Grifico tedrico (valores em kN).

Pelo grafico acima, observa-se que existem trés mecanismos de colapso para

esse portico, dependendo do valor das cargas.

Pontos no interior do grafico indicam que o pértico encontra-se em regime
elastico ou parcialmente plastico. Pontos sobre o grafico indicam configuragdo de
colapso. Pontos externos ao grafico indicam uma situagfo impossivel de ocorrer (além

da ruptura).

E importante comentar que existem cinco possiveis posi¢des de rotula, onde

o valor do momento entre elas ndo pode exceder o momento de plastifica¢do.

No ponto Q, as configuragdes (a) € (b) ocorrem simultaneamente. Se o
diagrama de momento fletor for tragado para as duas configurages, sera visto que a
metade direita da barra horizontal esta sujeita a0 momento de plastificagdo. Para o ponto
P, com auxilio do diagrama de momento fletor, observa-se que a barra vertical direita
esta inteiramente sujeita a0 momento de plastificagdo. Estes dois pontos de transi¢do

também foram detectados e confirmados nos modelos utilizados.

Varios modelos foram utilizados para a andlise deste poértico e sdo

apresentados a seguir.
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a) Modelo 1

Este modelo foi discretizado com pequenas barras de 5 cm proximas aos
engastes, nas mudangas de direcdo das barras e nas posigdes das cargas concentradas,

conforme fig. 6.10.

4> 678 % 10
3. | S S p

55 11

12

1T75 13

TTTT777777 [TTTTI 77777

FIGURA 6.10 - Discretizagdo do modelo 1.

A tabela 6.5 apresenta os resultados deste modelo, considerando um

percentual de precisdo igual a 0,1% (M= 99,9 a 100 kN.m).

TABELA 6.5 ~ Resultados do processamento para o modelo 1.

H  Vmax. Nuamero de V . Hmax. Nuamero de
(kN) (kN) iteracoes (kN) (kN) iteracoes
0 133,7 336 0 101,2 402
25 133,6 504 33,3 101,1 305
50 131,9 347 66,7 95,6 187
75 98,9 250 100 74,1 310
100 53,7 257 133,3 46,7 366

Pela tabela acima, verifica-se uma pequena distor¢do no ponto Q (fig. 6.9)
quando os valores sdo comparados aos tedricos. Nos demais pontos, o resultado ¢
apresentado com uma boa precisfo. Essa distor¢do ocorrida no ponto de transi¢do tem
sua origem no tamanho adotado para as pequenas barras (5 cm), o qual é muito pequeno

e acarreta os erros comentados no capitulo anterior.
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A seguir, é apresentado um grafico comparativo destes valores com os
tedricos, fig. 6.11, onde a linha tracejada representa o0s valores do modelo e a linha

continua os valores tedricos do gréafico anterior.

\Y% ‘T
133,3
106,0
REGIAO
SEM 1
ROTULA ;
0 : g2 100 M

FIGURA 6.11 - Grafico comparativo do modelo 1.

O grafico da fig. 6.11 apresenta, também, a regido onde nfo existe nenhuma
rétula. De acordo com os exemplos anteriores, este método permite acompanhar a

formacdo das rétulas, uma por uma, até a configuragéo de colapso.

E importante ressaltar que, na realidade, "regifio sem rétulas" ndo implica
em estrutura totalmente no regime eléstico. Antes da formagdo da rétula a segdo entra
em um regime de plastificagdo parcial e, desta forma, nessa regido existem alguns
pontos com se¢des que ja ultrapassaram a fase eldstica. Entretanto, considerando as
simplificagdes adotadas na relagdo momento-curvatura, pode-se dizer que na regido sem

rotulas todas as seg¢Ges estdo no regime eldstico.

b) Modelo 2

Este modelo foi discretizado com pequenas barras de 10 cm préximas aos

engastes, nas mudangas de dire¢do das barras e nas posi¢bes das cargas concentradas,

conforme fig. 6.12.
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FIGURA 6.12 - Discretizagdo do modelo 2.

A tabela 6.6 apresenta os resultados deste modelo, considerando um

percentual de precisdo igual a 0,1% (Mp = 99,9 a 100 kN.m).

TABELA 6.6 — Resultados do processamento para o modelo 2.

H (kN)  Vmax. Numero de
, (kN) iteracdes
0 1334 46
25 133,4 237
50 133,3 165
75 103,1 - 269
100 67,5 214

V(kN) Hmax. Numero de
(kN) iteragoes
0 100,8 127
33,3 101,0 276
66,7 100,7 1074
100 77,5 255
133,3° 50,9 273

Com o aumento das pequenas barras para 10 cm, este modelo ji ndo

apresenta mais a distor¢io proxima ao ponto de transi¢do apresentada no modelo

anterior, quando o comprimento das pequenas barras era menor. O resultado é

apresentado com uma 6tima precisgo.

A figura 6.13 apresenta o grafico comparativo destes valores com os

tedricos.
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133,33

0 ' 100 H

FIGURA 6.13 - Gréfico comparativo do modelo 2.

A regido sem rétulas é a mesma para todos os modelos, pois antes da

formagdo da primeira rétula todos se comportam de maneira idéntica.

c) Modelo 3

Este modelo foi discretizado com pequenas barras de 20 cm proéximas aos

engastes, nas mudangas de dire¢éio das barras e nas posi¢des das cargas concentradas,

conforme fig. 6.14.

4.3 078 2 10
3T 20 20 IRE
12"120 : ‘ *}%

FIGURA 6.14 - Discretiza¢do do modelo 3.
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A ‘tabela 6.7 'apresenta os resultados deste modelo, também com Otima
precisdo, e o grafico comparativo ¢ mostrado na fig. 6.15. O percentual de precisio

adotado foi de 0,1% (M, = 99,9 a 100 kN.m).

TABELA 6.7 — Resultados do processamento para o modelo 3.

H VYmax. Nimero de Vv Hmax. Numero de

(kN) (kN) iteracoes (kN)  (kN) iteracoes
0 133,3 42 0 101,5 284
25 133,3 165 33,3 101,5 - 250
50 133,3 68 66,7 100,8 223
75 104,2 266 100 78,0 264

100 70,0 819 133,3 52,0 415

Va
133,33

-—---_-l'

0 : " 100 H

FIGURA 6.15 - Grafico comparativo do modelo 3.

d) Modelo 4

Este modelo foi discretizado com pequenas barras de 50 cm préximas aos
engastes, nas mudangas de diregdo das barras e nas posigdes das cargas concentradas,

conforme fig. 6.16.
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FIGURA 6.16 - Discretizagdo do modelo 4.

A tabela 6.8 apresenta os resultados deste modelo, também com 6Gtima
precisdo, e o grafico comparativo ¢ mostrado na fig. 6.17. O percentual de precisdo -

adotado foi de 0,1% (M, = 99,9 a 100 kN.m).

TABELA 6.8 — Resultados do processamento para o modelo 4.

H Vmax. Niamero de A\ Hmax. Numero de
(kN)  (kN) iteracoes (kN) (kN) iteracdes

0 133,3 35 0 100,5 651

25 133,3 105 33,3 100,5 570

50 133,3 65 . 66,7 100,3 394

75 100,0 145 100 75,0 145
100 66,8 38 133,3 50,1 252
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133,33

>
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FIGURA 6.17 - Grafico comparativo do modelo 4.

e) Modelo 5

Este modelo foi discretizado com barras de 1 m préximas aos engastes, nas

mudangas de dire¢do das barras e nas posigdes das cargas concentradas, conforme fig.

6.18.
4 3 6 7 8 9 10
| 5 4
100 100
31 - | T
2—1 F 12
; 100
1] | 13
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FIGURA 6.18 - Discretizagio do modelo 5.
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A tabela 6.9 apresenta os resultados deste modelo, também com oOtima
precisdo, e o grafico comparativo € mostrado na fig. 6.19, com percentual de precisdo de

0,1% (M, = 99,9 a 100 kN.m).

TABELA 6.9 — Resultados do processamento para o modelo 5.

H _ Vmax. Numerode TV Hmax., Numero de
(kN) (kN) iteracoes (kN) (kN) iteracoes

0 133,3 35 0 100,5 597

25 133,3 95 333 100,5 . 540

50 133,3 55 66,7 100,3 631

75 100,0 115 100 75,0 115
100 66,7 35 133,3 50,1 699

V A
133,33
0 100 H

FIGURA 6.19 - Grafico comparativo do modelo 5.

Comparando os modelos estudados anteriormente, observa-se que, para este
caso particular, o tamanho das barras utilizadas na discretizagdo ndo influenciou os
resultados. Apenas no primeiro modelo, com barras de 5 cm, os resultados foram

distorcidos em uma pequena regido do grafico.

Estes modelos também foram analisados com um percentual de precisdo de

1%, apresentando praticamente os mesmos resultados.
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6.3. Exemplo 3

Neste exemplo, um pdrtico bi-engastado € solicitado por uma carga vertical
distribuida de 50 kN/m e uma carga horizontal concentrada de 75 kN, conforme fig.

6.20. Este € um carregamento teoérico critico para o pértico em questio...

50 kN/m

75 kN

6m

FIGURA 6.20 - Pértico com carga distribuida. -

As propriedades da segdo transversal do portico sio:

- M;=100kN.m
- E=210.000.000 kN/m’
- A4=0,03m’

- 1=0,0001 m*

O modelo criado para representar o poértico foi discretizado em barras de
37,5 cm ao longo de todo o trecho horizontal, além de barras de 25 cm proximas aos

engastes e nas mudangas de dire¢fo das barras, conforme fig. 6.21.
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FIGURA 6.21 - Discretiza¢do do modelo.

A tabela 6.10 apresenta os resultados deste modelo, com um percentual de

precisdo de 1% (Mp =99 a 100 kN.m).

TABELA 6.10 — Resultados do processamento para o modelo da fig. 6.21.

Fator de Nimero de Tempo de Posi¢ao das
carga iteragoes processamento rétulas

0,71 0 1" -
0,72 12 3" 20
0,81 36 7" 20
0,82 33 7" 20 - 23
0,90 40 8" 2023
0,91 85 16" 20-23-12
0,99 137 25" 20-23-12
1,00 77 14" 20-23-1-12
1,01 Nio convergiu - -

C
De acordo com a tabela acima, a primeira rétula formou-se com 72% do

carregamento critico, a segunda com 82%, a terceira com 91% e o mecanismo, como

era de se esperar, com 100% do carregamento.

Um acompanhamento, durante as iteragdes, permitiu observar que, para
alguns fatores de carga, a rotula do né 12 apareceu temporariamente no n6 11, em
fun¢do da discretiza¢do e pequena variagdo de momento fletor nas respectivas barras:.

Na verdade, a posigéo real da rétula € entre estes nos (ver comentarios do exemplo 6.1).
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A fig. 6.22 apresenta o portico com sua configuragio de colapso:

20

FIGURA 6.22 - Mecanismo de colapso.

6.4. Exemplo 4

Neste exemplo, um poértico € carregado por vérias cargas concentradas,
conforme fig. 6.23. As cargas estdo em kN. O modelo sera analisado considerando dois
casos. No primeiro caso, nfo sera considerada a influéncia do esfor¢o normal no

momento de plastificacdo. No segundo caso, esta influéncia sera considerada.

wy Lo L Y
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FIGURA 6.23 - Pértico com varias cargas concentradas.
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A seclo transversal € apresentada na fig. 6.24, com as seguintes

iedades:
propriedades ,

- Mp,=323kN.m
- E=210.000.000 kN/m? 4l 9,4
- 4=0,0085 m>
- 1=0,000238 m* 380
- P,=900kN
- P,=1225kN
- h=038m

. H=0,016m

FIGURA 6.24 — Secdo transversal do pértico da fig. 6.23.

O modelo foi discretizado com pequenas barras de 50 cm préximas aos
engastés, nas mudangas de dire¢do das barras e, neste caso em particular, proximas a
posi¢do da rétula do trecho superior (ja conhecida), conforme fig. 6.25. Neste exemplo,
foi adotada uma discretizagdo com duas barras pequenas, em cada lado das sec¢des

criticas, com o simples objetivo de estudar a influéncia destas barras adicionais nos

resultados.
289 10 11 121416 17 18 19 20 21 23
6 4 24
5 ‘ 25
- ' 400
300 300 300 50
4 26 —
400
3 27
1 5°t 29

FIGURA 6.25 - Pértico com vérias cargas concentradas.

Neste exemplo, o modelo, sem a influéncia do esfor¢o normal, foi analisado
com vdrios percentuais de precisdo, e os resultados sdo apresentados nas tabelas 6.11,
6.12 e 6.13. A influéncia do esfor¢o normal no momento de plastificagdo € apresentada

na tabela 6.14, somente para o percentual de precisdo de 1%.
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TABELA 6.11 —- Resultados para um percentual de precisdo de 1% (Mp = 319,77 a 323 kN.m).

Fator de = Numero de Tempo de Posicdo das

carga iteracoes processamento rotulas
0,65 0 1 -
0,66 86 21" 29
0,80 42 10" 29
0,81 19 5" 29-23
0,90 35 9" . 29-23
0,91 61 15" 29-23-1
1,00 37 9" 29-23-1
1,01 146 34" 29-23-1-14

TABELA 6.12 — Resultados para um percentual de precisdo de 0,5% (Mp = 321,385 a 323 kN.m).

Fator de  Numero de Tempo de Posi¢ao das
carga iteracoes processamento réotulas
0,65 0 1" -
0,66 86 : 21" 29
0,80 42 10" 29
0,81 19 5" 29-23
0,90 35 9 29-23
0,91 61 15" 29-23-1
1,00 39 10" 29-23-1
1,007 37 9" 29-23-1
1,008 42 10" 29-23-1-14

TABELA 6.13 —- Resultados para um percentual de precisdo de 0,1% (Mp = 322,677 a 323 kN.m).

Fator de  Numero de Tempo de Posicdo das
carga iteracoes processamento rotulas
0,65 0 " -
0,66 86 21" 29
0,80 42 10" 29
0,81 25 6" 29-23
0,90 36 9" 29-23
0,91 77 19" 29-23-1
1,00 57 14" 29-23-1
1,009 491 1’ 53” 29-23-1-14
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TABELA 6.14 — Resultados com a influéncia do esfor¢o normal (Mp, =323 kN.m).

Fator de  Numero de Tempo de Posicio das
carga iteracoes processamento rétulas
0,65 0 1" -
0,66 76 20" ' 29
0,80 48 13" 29
0,81 85 22" v 29 - 23
0,90 57 15" 29-23-1
1,00 59 - 15" 29-23-1-14

Pelas tabelas acima, verifica-se que, praticamente, nfio existem diferencas
nos resultados obtidos para os diversos percentuais de precisdo. O aumento na precisdo
numeérica, para o fator de carga das tabelas 6.12 e 6.13, foi adotado para permitir a

formag&o da ultima rétula.

A 12 rétula ocorreu com 66% do carregamento critico, 0 que mostra a

grande reserva de resisténcia além da fase eléstica.
As 2% e 3% rétulas ocorreram com 81% e 91%, respectivamente.

O mecanismo de colapso, neste exemplo, foi obtido com um fator de carga
um pouco acima da unidade (101% aproximadamente), o que pode ser considerada uma

Otima precisdo, pelo fato de ser um método numérico.

Na comparagdo dos resultados da tabela 6.11 com os resultados da tabela
6.14, observa-se que a influéncia do esfor¢o normal, para este exemplo, é muito
pequena. Mesmo assim, verifica-se que a 3% e 4® rétulas formaram-se com fatores de

carga um pouco abaixo (diferenga na ordem de 1%).

A fig. 6.26 apresenta o pdrtico com sua configuragdo de colapso.

FIGURA 6.26 - Mecanismo de colapso.
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6.5. Exemplo 5

Um portico de telhado € carregado com vérias cargas concentradas verticais
e horizontais, as quais estdo expressas em kN, conforme fig. 6.27. O efeito do esforgo

normal no momento de plastificagdo também sera considerado em uma segunda analise.

20
—
4m
| L 5 | 5 o . 4
3m 3m 3m 3m 3m 3m 3m  3m m
60 60
_-_’ ——> —_—
4m
T rrrTTTTY —
| N
24m

FIGURA 6.27 - Pértico de telhado.

A secdo transversal é apresentada na fig. 6.28, com as seguintes

propriedades:
 IR—

- My, =307,5kN.m
- E=210.000.000 kN/m’ 07
- 4=0,0085 m’

_ 4
- I=0,000213m* 156.4
- P,=875kN | |
- P,=250kN
- h=03564m
- H=00163m 163

154

FIGURA 6.28 — Segdo transversal do pdrtico da fig. 6.27.

O modelo foi discretizado com pequenas barras de 50 cm proximas aos
engastes, nas mudangas de direcdo das barras e nas posi¢des das cargas concentradas

adjacentes a carga vertical central, conforme fig. 6.29.
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FIGURA 6.29 - Discretizagéo do mod¢lo.

Os resultados, sem a considera¢do do esforgo normal, sdo apresentados na

tabela 6.15, com um percentual de precisdo de 1% (M, = 304,425 a 307,5 kN.m).

A influéncia do esforgo normal € apresentada na tabela 6.16.

TABELA 6.15 — Resultados sem a influéncia do esforgo normal.

Fator de  Nimero de Tempo de Posi¢io das
carga iteracoes processamento rotulas

0,61 0 1" -
0,62 77 17" 25
0,76 53 12" 25
0,77 48 11" - 25-21
0,85 41 10" 25 =21
0,86 55 12" 25-21-1
0,97 35 : 35" 25-21-1"
0,98 34 34" o 25-21-1-10

TABELA 6.16 — Resultados com a influéncia do esfor¢o normal.

Fator de Numero de Tempo de Posi¢ao das

carga iteracoes processamento rotulas
0,61 0 1" -

0,62 78 18" 25

0,76 47 10" 25

0,77 93 20" 25-21

0,85 - 76 18" 25-21
0,86 124 27" 25-21-1
0,97 221 45" 25-21-1-10
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A 1? rétula ocorreu com 62% do carregamento critico. As 2% e 3? rétulas

ocorreram com 77% e 86%, respectivamente.

O mecanismo de colapso, neste exemplo, foi obtido com um fator de carga
um pouco abaixo da unidade (98% aproximadamente), o que também pode ser
considerada uma 6tima preciséo, como no exemplo anterior, pelo fato de ser um método
numeérico. No caso da influéncia do esfor¢o normal, a formag&o da ultima rétula ocorreu

com um fator de carga ligeiramente inferior, ou seja, com 97% do carregamento.

A fig. 6.30 apresenta o pdrtico com sua configuragdo de colapso.

FIGURA 6.30 - Mecanismo de colapso.

6.6. Exemplo 6

Um pértico de dois andares € carregado com cargas concentradas verticais e

horizontais, as quais estdo expressas em kN, conforme fig. 6.31.

Neste exemplo, também sera considerado o efeito do esfor¢o normal no

valor do momento de plastificacéo.

A secdo transversal € apresentada na fig. 6.32, cujas propriedades

encontram-se ao lado da mesma.
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540 ‘
180 1
540 3m
360 l
3m
T T —
‘ — .
FIGURA 6.31 - Portico de dois andares.
- My, =540kN.m ' ]
- E=210.000.000 kN/m*
- A=0,0125m? | {14
- 1=0,000457 m*
- P,=1225kN 427,8
- P,=1900 kN '
- h=04278m
- H=0,019m
—119,6
193

FIGURA 6.32 — Segdo transversal do pértico da fig. 6.31.

O modelo foi discretizado com pequenas barras de 20 cm préximas aos
engastes, nas mudangas de direcdo das barras e nas posi¢des das cargas concentradas. A

- numeragdo dos nds é apresentada na fig. 6.33, e a numeragéo das barras na fig. 6.34.
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7 8 91011 12 13
671 —bedede 14

20 20
20 b 3116 171819 201 13
4 21
3 22
2 23

FIGURA 6.33 - Discretizagdo do modelo:-numeragdo dos nds.

7 8 910 11 12

6 [ 13
5 14
4116 17 1819 20 21445
3 : 22
2 23
1 24
[T777777777 [T777777777

FIGURA 6.34 - Discretizagdo do modelo: numeragio das barras.

A tabela 6.17 apresenta os resultados deste exemplo, sem a considerac¢do do
esforgo normal, onde o nimero entre paréntesis, na coluna "Posic;ﬁo' das rotulas",
referente ao fator de carga 0,73, indica a barra cujo médulo de elasticidade foi alterado,
ou seja, a rétula se situa no n6 21 da barra 21. O percentual de precisdo adotado foi de
1% (Mp = 534,6 a 540 kN.m). A influéncia do esforgo normal ¢ apresentada na tabela
5.18.

Aluno: Paulo Roberto Senem
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Exemplos e Comparagdes 90

TABELA 6.17 — Resultados sem a influéncia do esforgo normal.

Fator de  Nimero de Tempo de Posic¢do das rotulas
carga iteracoes processamento
0,72 0 2" -
0,73 0 2" 21 (21)
0,80 58 1'24" 21
0,90 84 2'03" : 21-24 -
0,99 231 5'33" 21-24-1-13-18
1,00 203 4'54" 21-24-1-13-18-10

TABELA 6.18 — Resultados com a influéncia do esfor¢o normal.

Fator de  Nuamero de Tempo de Posicio das rotulas
carga iteracoes processamento

0,72 0 2" -

0,73 0 2" 21 (21)

0,80 59 127" 21

0,90 38 2'03" 21-24

0,98 507 13'20" 21-24-1-13-18
0,99 534 12'48" 21-24-1-13-18-10

A 12 rétula ocorreu com 73% do carregamento critico, em fungio do
momento maximo na barra horizontal inferior. Com 90% do carregdmento, ocorreu a 22
rétula. A estrutura tornou-se isostitica com a formagio da 5% rétula, com 99% do
carregamento critico, sem considerar o efeito do esfor¢o normal; considerando este, a
isostaticidade ocorreu com 98% do carregamento. A formagdo das rotulas

intermediarias foi omitida para simplificar a apresentacéo.

O mecanismo de colapso foi obtido com um fator de carga de 100%, no
caso da auséncia do esforco normal, igualando-se aos resultados tedricos, para este

exemplo. Isto demonstra, mais uma vez, a precisdo do método.

A influéncia do esfor¢co normal reduziu o fator de carga de colapso para

99%, o qué pouco altera o resultado da analise.

A fig. 6.35 apresenta o pértico com a sua configuracio de colapso.
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FIGURA 6.35 - Mecanismo de colapso.

6.7. Exemplo 7

Um pértico € carregado com duas cargas verticais e uma horizontal, as quais
estdo expressas em kN, conforme fig. 6.36. Os niimeros proximos as barras indicam o

momento de plastificagédo da se¢do de cada uma delas, expressos em kN.m.
As propriedades da sec¢do transversal do portico sdo:

- E=210.000.000 kN/m?

- A4=0,03m>
- 1=0,0001 m* 348
203
246
100 50
150 |
Im — |
| 100 100 L
ST — — 2m
STIT7777777 STT777777777 —
' |
2m 2m

FIGURA 6.36 - Poitico com diferentes momentos de plastificagdo.
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O modelo foi discretizado com pequenas barras de 20 cm préximas aos
engastes, nas mudancas de direcdo das barras e nas posig¢Ses das cargas concentradas. A

numeragio dos nés € apresentada na fig. 6.37, bem como a numerag8o das barras na fig.

6.38.

15 16 17

18

5 678 owu 8
34 111 420
20
2]
1
STT77777777
12| 121
13 207 |22
STT77777777 7771777777

FIGURA 6.37 - Discretizagio do modelo: numeragio dos nos.

4 5 6.7 8 913 14 1516 17 18
31 104 19
2
71_"77777 1 20
127 T21
JTTTTITT777 JTTTT777777

FIGURA 6.38 - Discretizagdo do modelo: numeragio das barras.

A tabela 6.19 apresenta os resultados deste exemplo, onde o niimero entre
paréntesis, na coluna "Posi¢do das rétulas”, referente ao fator de carga 0,80, indica a
barra cujo médulo de elasticidade foi alterado, ou seja, a rétula se situa no né 10-da

barra 9. O percentual de precisio utilizado foi de 1%.
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TABELA 6.19 — Resultados do modelo da fig. 6.36.

Fator de Nuamero de Tempo de Posi¢ao das rotulas
carga iteracoes processamento
0.79 0 1" -
0,80 38 20" 10 (9)
0.85 125 1'05" 10
0.86 124 1'05" 10-19
0.89 96 58" 10-19
0.90 87 47" 10-19-7
0.91 92 48" 10-19-7
0.92 188 1'37" ' 10-19-7-16
0.96 131 1'08" 10-19-7-16
0.97 178 1'32" 10-19-7-16-1
0.99 1229 10'26" 10-19-7-16-1-22
1.00 1523 12'56" 10-19-7-16—-1-22-13

Até 79% do carregamento critico, a estrutura continua no regime elastico.
As rétulas comegam a surgir a partir de 80% do carregamento e a estrutura torna-se-
isostatica com 99% do carregamento. O mecanismo de colapso foi obtido com um fator

de carga de 100%, igualando-se aos resultados teéricos. Acima deste percentual, o

método ndo convergiu.

Apesar da segdo transversal da barra 13 ter um momento de plastificagdo
menor que o da se¢fo da barra 9, € esta que governou o surgimento da rétula no né 10.
Isto acontece devido a um carregamento maior no véo direito do portico, além deste ser

assimétrico. A fig. 5.39 apresenta o pértico com sua configuragio de colapso

10
7 16 19

13 22

FIGURA 6.39 - Mecanismo de colapso.
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6.8. Exemplo 8

Um pértico é carregado com duas cargas verticais e duas horizontais, as
quais estdo expressas em kN, conforme fig. 6.40. Os nimeros préximos as barras

indicam o momento de plastificagdo da segéio de cada uma delas, expressos em kN.m.

: 50,6
76 l
g 135
135 | - 135 45m
76
50,6 l
g 135
165 ' 165 45m
ITITTIIIIT LTI —
12m

FIGURA 6.40 - Pértico de dois andares com diferentes momentos de plastificaggo.

As propriedades da secgdo transversal do portico séo:

- E=210.000.000 kN/m?
- A4=0,03m?
- 1=0,0001 m*

O modelo foi discretizado com pequenas barras de 20 cm proximas aos
engastes, nas mudangas de diregéo das barras e nas posi¢Ges das cargas concentradas. A

numeracdo dos nds ¢ apresentada na fig. 6.41, e a numeragdo das barras na fig. 6.42.
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7 8 910.11 {2 13

6 14

L 316 171819 204 15
207 4 s ~ 21
3 o 22
142 23194
Vel Verrrecreiad

FIGURA 6.41 - Discretizagio do modelo: numeragio dos nds.

7 8 910 11 12
6 13
5 14
4116 17 1819 20 21415
3 22
2 23
1 | 2
Vecraereeaed mrrnrr

FIGURA 6.42 - Discretizagdo do modelo: numeragéo das barras.

A tabela 6.20 apresenta os resultados deste exemplo, onde o niimero entre
paréntesis, na coluna "Posi¢do das rétulas", referente ao fator de carga 0,63, indica a
barra cujo médulo de elasticidade foi alterado, ou seja, a rétula se situa no né 21 da

barra 21. O percentual de precisdo utilizado foi de 1%. -
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TABELA 6.20 — Resultados do modelo da fig. 6.40.

Fator de Numero de Tempo de Posicio das rétulas

carga iteracbes  processamento

0,62 0 3" -

0,63 0 3" 21 (21)

0,83 51 1'34" 21

0,88 50 1'34" : 21 -13-24

0,92 145 427" 21 -13-24-1-18
0,96 109 321" 21 -13-24-1-18
1,00 194 - 5'56" 21-13-24-1-18-10

Até 62% do carregamento critico, a estrutura continua no regime elastico.
As rétulas comegam a surgir a partir de 63% do carregamento, indicando a grande
reserva de resisténcia desta estrutura. A seqiiéncia completa de surgimento das roétulas

foi omitida para simplificar a apresentagdo.

O mecanismo de colapso foi obtido com um fator de carga de 100%,

igualando-se aos resultados tedricos. Acima deste percentual, o método néio convergiu.

E importante acrescentar que na analise dos resultados, através do arquivo
de saida do programa, foi constatado que a rétula do né 10 (que se situa nas barras 9 e
10) provocou uma pequena mudanga no mddulo de elasticidade da barra 8, levando o
momento do né final desta barra para dentro do intervalo de plastificagdo. Porém, a
rétula ficou bem caracterizada no né 10, que é um ponto de aplicagio de carga, onde os

moédulos de elasticidade das barras 9 e 10 sofreram altera¢gdes muito maiores.

Isto ocorreu devido a escolha do tamanho das pequenas barras (20 cm), que
¢ muito pequeno para um vao de 12 m. Mesmo assim, os resultados apresentados sdo
excelentes.

A fig. 6.43 apresenta o portico com sua configuragio de colapso.
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13

1 24

FIGURA 6.43 - Mecanismo de colapso.

6.9. Exemplo 9

Um pértico de quatro andares € carregado com vdrias cargas concentradas
verticais e horizontais, as quais estdo expressas em kN, multiplicadas por um fator de
carga A, conforme fig. 6.44. O valor de A para o carregamento critico tedrico, calculado

pela Teoria das Rétulas Plasticas, € igual a 2,23.

O valor dos momentos de plastificacdo das se¢Oes estd indicado pelo

numero proximo as barras

As propriedades da se¢do transversal do pértico sdo:
. E=210.000.000 KN/m> |
- A4=0,03m>
- 1=0,0001 m*

O modelo foi discretizado com pequenas barras de 20 cm préximas aos

engastes, nas mudangas de diregdo das barras e nas posi¢bes das cargas concentradas.

A numerag@o dos nds e a numeragdo das barras estfio representadas na fig.

6.45, (a) e‘(b) respectivamente.
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FIGURA 6.45 — Discretizagfo. (a) Numeragao dos nés. (b) Numeragzo das barras.
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FIGURA 6.44 — Pértico de quatro andares com vdrias cargas concentradas..
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A tabela 6.21 apresenta os resultados deste exemplo. O peréentuél de

precisdo adotado foi de 1%.

TABELA 6.21 — Resultados do modelo da fig. 6.44.

Fator de Numerode Tempo de Posicdo das rétulas
carga iteracdes  processam.
1,50 0 4" - -
1,60 107 4'09" - 13
1,70 85 321" . 13
1,80 - 69 2'41" 13-10-22
1,90 383 14'51" 13-10-22-1-44
2,00 325 12'36" 13-10-22-1-44-33
2,10 174 6'45" 13-10-22-1-44-33
2,20 873 33'55" - 13-10-22-1-44-33-7-41
2,23 451 17'45" 13-10-22-1-44-33-7-41-19- 30

Pela tabela acima, observa-se que o mecanismo de colapso foﬁnou—_se com o
mesmo fator de carga calculado pela Teoria das Rétulas Plasticas (4 = 2,23),
demonstrando a grande precisio do método. Observa-se, também, que a primeira rétula
(inicio do regime plastico) formou-se com um fator de carga de 1,6, o que representa
aproximadamente 72% do carregamento critico, indicando, também, uma expressiva

reserva de resisténcia além da fase elastica.

O mecanismo de colapso do pértico é apresentado na figura 6.46. E
importante observar que a posi¢do de algumas rétulas foi desenhada com um pequeno
afastamento da posi¢do real do no, o que também pode ser observado em alguns

exemplos anteriores. Isto serve para indicar qual € a barra responsavel pela plastificagio

do né.
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41 44

1 ' 13

FIGURA 6.46 — Mecanismo de colapso.

6.10. Exemplo 10

3

Um pértico de trés andares e dois vdos € carregado com vdrias cargas
concentradas verticais e horizontais, as quais estio expressas em kN, conforme fig.
6.47. As cargas também estdo multiplicadas por um fator de carga A, cujo valor critico

~ tedrico ¢ igual a 1,976.

O valor dos momentos de plastificagdo .das se¢des esta indicado pelo

numero préximo as barras.
As propriedades da sec@o transversal do pértico sdo:

- E=210.000.000 kN/m?
- A=0,03m?
- 1=0,0001 m*
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FIGURA 6.47 — Pértico de trés andares e dois vios.

O modelo foi discretizado com pequenas barras de 20 cm préximas aos

engastes, nas mudangas de diregdo das barras e nas posi¢des das cargas concentradas.

A numeragdo dos nods estd representada na fig. 6.48, e a numeragio das

barras na fig. 6.49.
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FIGURA 6.48 — Discretizagdo do modelo: numeragio dos nos.
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FIGURA 6.49 — Discretizagdo do modelo: numeraggo das barras.

A tabela 6.22 apresenta os resultados deste exemplo. O percentual de

precisdo adotado foi de 1%.

TABELA 6.22 — Resultados do modelo da fig. 6.47.

Fator de Numerode Tempo de Posicio das rétulas

carga iteracoes  processam.

1,30 0 8" -

1,40 146 12'37" 24-32-49-57

1,50 96 820" 24 -32-49-57

1,60 76 6'38" 24-32-49-57

1,70 205 17'40" 24 -32-49-57-16—-54

1,80 288 24'45" 24 -32-49—-57-16—54—-41-46

1,90 269 23'53" 24 -32-49-57-16-54-41-46-21
29

1,95 1109 1h35'18" 24-32-49-57-16-54-41-46-21

29—-10-60
1,97 1501 2h08'45" 24 -32-49-57-16-54-41-46-21

29-10-60—-1-35

O mecanismo de colapso formou-se com o fator de carga de 1,97,

equivalente a 99,7% do valor tedrico (A = 1,976), o que comprova, mais uma vez, a boa

precisdo do método. As primeiras rotulas formaram-se com um fator de carga de 1,4, o

que corresponde aproximadamente a 71% do carregamento critico, assemelhando-se,

muito, com o exemplo anterior (exemplo 9).
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A figura 6.50 apresenta o mecanismo de colapso para o poértico.

10 16

4]

1 35

FIGURA 6.50 — Mécanismo de colapso.
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7. CONCLUSAO

Como exposto anteriormente, um processo iterativo transformard a
distribui¢do de momentos fletores de forma qﬁe ndo haja momentos superiores ao de
plastificagio, para carregamento inferior ao carregamento critico. Quanto mais préximo
do carregamento critico, maior serd o nimero de iteragSes para se obter momentos
inferiores ao de plastificagdo. Para carregamento acima do critico, o processo ndo mais

convergira, pois ndo existird nenhuma configuragdo de equilibrio em tal situagio.

Pode-se observar, também, que a medida que se aplica este processo
iterativo para se ajustar os momentos, algumas barras terdo seus mddulos de
elasticidade alterados temporariamenté, durante as redistribuicdes de momentos que
ocorrerdo durante cada iteracdo, mas 4 medida que se aproxima a configuragcio de
equilibrio, seus modulos irdo retornando ao valor original. Isto se deve ao fato de,
muitas vezes, a varia¢do de momento fletor ao longo de duas barras consecutivas ser
muito pequena, de tal forma que as duas barras sofrem, inicialmente, alteragdes em seus

modulos. No final das iteragdes, apenas as barras que simulam as rétulas plésticas terdo

seus modulos alterados.

Com base nos exerhplos analisados, alguns critérios devem ser levados em
considera¢do na formulagio dos problemas. Assim, uma boa escolha para a
determina¢do do tamanho das barras pequenas é dimensiona-las conforme o
comprimento do vdo. Uma boa relagéo entre o comprimento da barra € o comprimento
do v@o é o intervalo de 1/40 a 1/10. Assim, em um v@o com comprimento de 4 m, as

barras pequenas devem ter um comprimento variando de 10 cm a 40 cm.

Para valores fora desse intervalo, poderdo surgir determinados problemas
numéricos, antes da convergéncia, como incondicionamento da matriz de rigidez, ou
grandes erros numéricos na resolugio do sistema linear de equagdes, além de
consideraveis alteragdes no niimero de iteragdes e no tempo de processamento. Varios

exemplos foram testados com comprimentos de barra fora do intervalo recomendado,
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surgindo, algumas vezes, os problemas citados anteriormente €, por esta razéo, em sua

maioria, nio foram apresentados neste trabalho.

E importante destacar, no entanto, a necessidade da existéncia de barras
pequenas préximas a posigio de formagdo de rétulas. Isto € de suma importéncia para a

aplicag@o do método.

Também, quanto menor o percentual de tolerancia, maior serd, geralmente,
o nimero de iteragbes até convergir. Porém, para percentuais inferiores a 1%, os
resultados obtidos ndo apresentam diferenga consideravel e, desta forma, ndo ¢

necessario diminuir este percentual, evitando-se, assim, o acréscimo no tempo de

processamento.

Com relagdo ao critério de convergéncia, pode-se introduzir uma verificagéo
de deslocamentos durante a analise, limitando os seus valores. Quando a estrutura esta
submetida a um carregamento acima do critico, os deslocamentos, durante as iteragdes,

tornam-se muito grandes, indicando que nédo havera convergéncia.

Um acompanhamento, durante as iteragles, das variagdes dos momentos
fletores, mostra que, para carregamentos abaixo e proximos ao critico, existe uma
tendéncia de convergéncia. Para carregamentos acima do critico, os momentos variam
de forma aleatdria, atingindo, em determinadas itera¢des, valores com grande
magnitude. Estas mudangas bruscas nos momentos fletores, entre duas iteragdes
consecutivas, indicam que nio havera convergéncia. Pode-se, também, calcular essas

varia¢des e impor limitagdes, como critério de convergéncia.

Com a consideragdo de todas as observagdes acima, o método apresentado
oferece inumeras vantagens, principalmente quando aplicado a estmturas mais

complexas, com resultados muito proximos das teorias classicas.

Eﬁtretanto, para o célculo dos deslocamentos, o método nio traz bons
resultados. Isto acontece pelo fato de que as rétulas plasticas sio simuladas por
pequenas barras. Quanto menor for o comprimento destas barras, mais préximo do valor
real serdo os deslocamentos da estrutura. Como as barras ndo sdo modeladas com
comprimentos t3o pequenos, o calculo dos deslocamentos também ndo fornece bons
resultados. Porém, pode-se calcular os valores reais dos deslocamentos realizando uma

nova analise elastica onde as rétulas s3o criadas externamente nos pontos definidos por
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este método. De qualquer forma, o objetivo do método é a Andlise Limite, sem a

preocupagdo com a exatiddo dos valores dos deslocamentos.

Com a analise dos diversos exemplos, € sua comparagdo com os resultados
tedricos da Teoria das Rétulas Plasticas, pode-se concluir que o método proposto neste
trabalho sempre podera ser aplicado a qualquer tipo de estrutura reticular, e os objetivos

especificos citados no inicio do trabalho foram alcangados.

Além disso, conforme citado no capitulo introdutdrio, este método também
permite, com algumas alteragdes na relagdo momento fletor-curvatura, a extensdo a
estruturas de concreto armado. Para isto, deve-se definir-diagramas de momento fletor-
curvatura levando em consideracio, também, o estado de fissuragdo das se¢des. A
aplicagdo deste método em estruturas de concreto armado pode servir de proposta para

futuros trabalhos envolvendo a nio-linearidade material.

Na parte computacional, pode-se também, em pesquisas futuras, automatizar
o programa de forma que a variagdo do fator de carga seja realizada pelo préprio
programa, fornecendo a configuragdo final de colapso, sem a preocupagdo com os

valores intermediarios.

A incorporagdo da nio-linearidade geométrica também pode ser estudada,

futuramente, tornando mais completa a analise das estruturas.

Finalmente, uma extensdo deste trabalho a pdrticos espaciais aumentara a

area de abrangéncia deste método.
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9. ANEXOS

O método utilizado para a analise ndo linear de pdrticos planos foi
desenvolvido a partir de um programa de andlise matricial escrito na linguagem
QuickBasic, no qual foram incorporadas algumas sub-rotinas para levar em
consideragdo as alteragdes no modulo de elasticidade das barras e a influéncia do

esforgo normal no momento de plastificagdo.

Para a anélise de alguns modelos de porticos, foi criada uma sub-rotina para a
visualizagdo do diagrama de momento fletor da estrutura, permitindo o
acompanhamento grafico da plastificagiio das barras. Esta sub-rotina ndo estd incluida
na apresentagdo da listagem do programa pelo fato de exigir uma alteragdo no modo
grafico da tela do computador, além de aumentar o tempo de processamento na andlise.

A mesma foi utilizada apenas da fase de experimentacio.

Para os pérticos maiores, o programa foi convertido para linguagem Visual
Basic, com a finalidade de resolver os problemas de limitagdo de memoria, passando a
utilizar, desta forma, a memoéria RAM do computador, e nio somente a memoria

convencional de 640 Kb, como no caso do QuickBasic.

A ‘listagem que serd apresentada refere-se ao programa escrito em
QuickBasic, pois a versdo em Visual Basic é basicamente a mesma, com pequenas
mudancas em algumas fungdes, além da tela inicial montada em um formuléario sem

elaboragido de algoritmo.
9.1. Desenvolvimento de Programa

Antes de ser apresentada a explicagio detalhada das sub-rotinas do
programa, é necessario definir os dados de entrada que deverdo ser incluidos em um

arquivo no formato de texto, para leitura pelo programa.
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A seqiiéncia dos dados de entrada e a definigdo das variaveis, bem como os

cédigos de restrigoes, sdo apresentados a segnir.

Entrada de dados

- Numero de nés = NNos
- Coordenadas dosnés = x,y
X1, Y1

xn 9 yn (n = NNOS)

NBarras

- Numero de barras
- Propriedades das barras = E, I, A, Mp,, P,, P;,h, H

ElsIl7A13MP017P013P113h]7H1

Ell b In 2 Aﬂ’ MPOI], Pon’ le hﬂ’ Hn (n = NBarras)

- Incidéncia das barras =k,j
k1 ] jl

k.,j. (n=NBarras)

- Carregamento nas barras = q,p

ql,pl

Qn s Pn (n = NBarras)

- Numero de nés com esforco = nf

I

nof, Fx , Fy , Mi
nof; , Fx;, Fy, , Mj,

- N6 e esforgo nodal
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nof; , Fx, , Fy,, Mi, (n=nf)
- Numero de ndés com restri¢do = nr

- NG, codigo e restricio = nores, codx , cody, codz, valx , valy, valz

nores, , codx, , cody,, codz, , valx,, valy,, valz,

nores, , codx, , cody,, codz,, valx,,valy,, valz, (n = nr)

Defini¢do das Variaveis

NNos = numero de nos
ex; = abcissa do i-ésimo nd

ey, = ordenada do i-ésimo né

NBarras = numero de barras

¢ E, = médulo de elasticidade da i-ésima barra

e, = momento de inércia da i-ésima barra

e A; = drea da segdo transversal da i-ésima barra

* M;,; = momento de plastificagdo da se¢do transversal da i-ésima barra

¢ P = esfor¢o normal de plastifica¢do, na auséncia de momento fletor, da se¢io
transversal retangular, ou a parcela do esfor¢co normal, referente a alma da secdo
transversal I, da i-ésima barra ‘

¢ P; = parcela do esforco normal de plastificag@o referente as mesas da se¢do transversal
I, da i-ésima barra

e h; = altura da seg#o transversal retangular, ou da alma da se¢3o I, da i-ésima barra

e H; = altura da mesa da secdo I, da i-ésima barra

q; = carga distribuida na i-ésima barra (positiva para baixo)

p; = carga concentrada central na i-ésima barra (positiva para baixo)

k; = né inicial da i-ésima barra

ji =no final da i-ésima barra

nf = nimero de nés com esforco (aplicado)
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e nof; = nimero do i-ésimo né com esforgo
o Fx; = esfor¢o horizontal no i-ésimo né com esfor¢o (positivo para a direita) -
o Fy; = esforgo vertical no i-ésimo n6 com esfor¢o (positivo para cima)

e Mi; = momento aplicado no i-ésimo né com esforco (positivo no sentido anti-horario)

nr = numero de nds com restrigdo

. nores; = numero do i-ésimo na restrito

e codx; = cdd. de restr. em x (deslocam.) do i-ésimo no restrito
e cody; = cod. de restr. em y (deslocam.) do i-ésimo no restrito
e codz; = cdd. de restr. em z (rotagio) do i-ésimo no restrito

e valx; = valor do deslocamento x do i-ésimo né restrito

e valy; = valor do deslocamento y do i-ésimo né restrito

e valz; = valor da rota¢io do i-ésimo no restrito
Cédigos de restrigoes

1 =restrito

0 =livre -

~ Com a entrada de dados definida, as sub-rotinas e suas fung¢des sdo descritas

a seguir.

SUB LeNos

L& o nimero de nos e as coordenadas x e y de cada nd, armazenando na

matriz “Nos”.

SUB LePropr

L& o numero de barras e as propriedades E, I, A, Mp,, P,, P,, h ¢ H de cada
barra, armazenando na matriz “Propr”, sendo que o modulo de elasticidade de cada

barra também € armazenado na matriz “Eo”, para posterior utilizagio na parte ndo-
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linear.

SUB Lelncidencia

L& os nos inicial e final de cada barra, armazenando na matriz “Incid”.

SUB LeCargas

Lé as cargas que atuam em cada barra, multiplicando-as pelo fator de carga

Fc e armazenando na matriz “Carreg”.

SUB LeEsforNo

Lé o nmimero de nés onde atuam esfor¢os e o nimero dos nds com seus

respectivos esforgos, armazenando na matriz “F”.

SUB Comprimento

Em fungio das coordenadas iniciais e finais de cada barra, calcula, pelo
Teorema de Pitdgoras, o comprimento de cada barra e, por trigonometria, o dngulo de

cada barra, armazenando, respectivamente, nas matrizes “L” e “Ang”.

SUB MatrizLocal

Através dos valores d¢ E, I, A e L, calcula os coeficientes de rigidez de cada

barra, armazenando-os na matriz de rigidez local “MatLoc”.

SUB MatrizGlobal

Através dos angulos das barras, calcula a matriz de transformagdo do
sistema local para o sistema global de cada barra, “MatTransf’. Em seguida, calcula a
matriz transposta da matriz de transformacdo, ‘“MatTransp”. Finalmente, calcula a

matriz de rigidez global de cada barra:
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MatGlob = MatTransp x MatLoc x MatTransf.

SUB MatrizEstrut

Através das matrizes de rigidez de cada barra no sistema global ea repetigdo

dos graus de liberdade, monta a matriz de rigidez global da estrutura, “MatEstr”.

SUB Termolndep

Em fungdo do carregamento fornecido, calcula os momentos de
engastamento perfeito e reagdes de apoio, no sistema local, para cada barra,
armazenando no vetor “FoLoc”. Em seguida, transforma para o sistema global,

armazenando no vetor “FoGlob™:
FoGlob = MatTransp x Fol.oc.

Verificando a repeticio dos graus de liberdade, monta o vetor “Fo”

(momentos de engastamento perfeito e reagdes para a estrutura).

Finalmente, calcula o vetor dos termos independentes: Indep = F - Fo.

SUB LeRestr

Lé& o nimero de nds com restri¢do e o numero dos nds com seus respectivos

codigos de restrigdo € o valores destas restri¢des, armazenando na matriz “Restr”.

SUB TestaGlr

Testa o cddigo de restrigdo: se for igual a 1, chama a SUB RestrGl.

SUB RestrGl

Impde as condi¢des de contorno, alterando o vetor Indep e a matriz

MatrEstr.
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SUB ResolSist
Resolve o sistema de equagdes lineares:
Indep = MatrEstr x D (F=Fo+KD => b=K.D),

onde D é o vetor dos deslocamentos da estrutura. Os deslocamentos D, da

estrutura, sdo armazenados no vetor Indep.

SUB CalEsforcos
Calcula os esforgos de cada barra no sistema global, transformando, em
seguida, para o sistema local.

Aux = FoGlob + MatGlob x Desloc (S =So +k.d),

onde Desloc é um subvetor do vetor Indep. Desloc contém os

deslocamentos da barra e Indep contém os deslocamentos da estrutura.

Esforco = MatTransf x Aux.

SUB Mpl

Para cada barra, verifica qual o maior momento e chama a SUB AlterElast.

Se houve alguma barra cujo médulo de elasticidade foi alterado, chama as
sub-rotinas SUB MatrizEstrut, SUB Termolndep, SUB TestaGlr, SUB ResolSist e SUB
CalEsforcos. Em seguida, repete este procedimento até que nfio haja mais barras

alteradas.

SUB AlterElast

Compara o maior momento de cada barra com o momento de plastificag3o.
Se for maior, diminui o moédulo de elasticidade. Se for menor € o mddulo de

elasticidade menor que o modulo inicial, aumenta o médulo de elasticidade, limitando o

modulo inicial como valor maximo.
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SUB Impressao

Imprime os resultados em um arquivo no formato de texto.

9.2. Listagens

9.2.1. Programa

DECLARE SUB AlterElast (Propr!(), Eo!(), Mpl(), Mom!, P!, BarrAlter!,
bar!, Perc!, AS)

DECLARE SUB ResolSist (ngl!, NBarras!, Incid! (), MatEstr! (), Indep!())
DECLARE SUB LeEsforNo (F!(), ngl!, Fc!)

DECLARE SUB MatrizGlobai (NBarras!, Ang! (), MatTransf! (),
MatTransp! (), MatLoc! (), MatGlob!())

DECLARE SUB LePropr (NBarras!, Propr! (), Eo!())

DECLARE SUB Mpl (nr!, ngl!, Mpl(), NBarras!, Esforco! (), Prop:!(),
Eo! (), Incid!'{(), MatGlob!(), MatEstr!(), Carreg!(), L!'(), Ang!(j,
MatTransf! (), MatTransp! (), FoGlob! (}, F!'{), Indep! (), Restr! (),
NumIter!, Perc!, AS)

DECLARE SUB CalEsforcos (NBarras!, Prop ()}, Mpl (), Resul! (),
MatGlob! (), Incid! (), Indep! (), MatTran! (), Esfor! (), NumlIter)

DECLARE SUB Lelncidencia (NBarras!, Incid! (})

DECLARE SUB TermoIndep (NBarras!, ngl!, Carreg! (), L!'(), Incid!(),
Ang! (), MatTransp! (), FoGlob! (), F! ()}, Indep!())

DECLARE SUB TestaGlr (NNos!, ngl!, Restr! (), MatEst! (), b!())

DECLARE SUB RestrGl (gl!, wvalor!, ngl!, b!(); MatEst! ())

DECLARE SUB LeRestr (nr!, Restr!())

DECLARE SUB MatrizEstrut (NBarras!, ngl!, Propr! (), Incid! (),
MatGlob! (), MatEstr!())

DECLARE SUB Impressao (NNos'!, ngl!, Nos! (), NBarras!, Prop! (),
Carreg! (), Incid! (), L!{), Ang!{(), MatLoc! (), =x!(), Eéfor!(), pp, Fc,
arg$, exe$, AS)

DECLARE SUB LeCargas (NBarras!, Carreg! (), Fc)

DECLARE SUB COMPRIMENTO (NBarras!, Incid! (), Nos!{(), L@y, Ang! ())
DECLARE SUB LeNos (NNos!, ngl, Nos!())

DECLARE SUB MatrizLocal (NBarras!, Prép!(), L!(), MatLoc! ())

CLS
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' PROGRAMA PRINCIPAL

'DEFINICAO DE VARIAVEIS

'SDYNAMIC

DIM Nos(l, 2), Incid(l, 2), L(l), Ang(l), MatGlob(l, 6, 6), MatEstr(1l,
1), MatTransp{l, 6, 6)

DIM Carreg(l, 2), Propr(l, 5), Matloc(l, 6, 6), MatTransf(l, 6, 6),
Restr(1l, 7), Esforco(l, 6) ’
DIM Indep(l), FoGlob(l, 6), F(l), Eo(l), Mpl(l)

'INICIO DO PROGRAMA

Inicio:

INPUT "Nome do arquivo: ", arg$

ON ERROR GOTO ErroLeit

OPEN "i", #1, arg$ + ".dad"

ON ERROR GOTO 0

OPEN "o", #2, arg$ + ".sad"

INPUT "Considerar o efeito dé esforco normal (S/N) "; AS
INPUT "Percentual de tolerancia (%): ", pp

INPUT "Fator de carga:", Fc

PRINT "Processando..."

CronoExtI = TIMER

Perc = 1 - pp / 100

CALL LeNos (NNos, ngl, Nos{())

CALL LePropr (NBarras, Propr(), Eo())

CALL LeIncidencia(NBarras, Incid())

CALL LeCargas(NBarras, Carreg(), Fc)

CALL LeEsforNo(F({(), ngl, Fc)

CALL COMPRIMENTO(NBarras; Incid(), Nos(}), L(), Ang())

CALL MatrizLocal(NBarras, Propr(), L(), MatLoc())

CALL MatrizGlobal (NBarras, Ang(), MatTransfk), MatTransp (), MatLoc(),
MatGlob())

CALL MatrizEstrut (NBarras, ngl, Propr (), Incid{(), MatGlob (),
MatEstr())

CALL TermoIndep (NBarras, ngl, Carreg(), L(), Incid{(), Ang (),
MatTransp(), FoGlob ()}, F(), Indep())

CALL LeRestr (nr, Restr())

CALL TestaGlr(nr, ngl, Restr(), MatEstr(), Indep{())

CALL ResolSist(ngl, NBarras; Incid{(), MatEstr(); Indep())

CALL CalEsforcos(NBarras, Propr (), Mpl (), FoGlob (), MatGlob (),
Incid(), Indep(), MatTransf()} Esforco(), NumIter)

CronoIntI = TIMER
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CALL Mpl(nr, ngl, Mpl(), NBarras, Esforco(), Propr(), Eo(), Incid(),
MatGlob (), MatEstr(), Carreg(), L(), Ang{(), MatTransf(), MatTransp(),
FoGlob (), F(), Indep(), Restr(), NumlIter, Perc, AS)

CronoIntf = TIMER
CLS

PRINT "Valores finais dos momentos:"

PRINT "
FOR bar = 1 TO NBarfas
PRINT Esforco(bar, 3); Esforco(bar, 6); "("; Mpl(bar)
NEXT bar ) ,
CALL Impressao(NNos, ngl, Nos(), NBarras, Propr(), Carreg(), Incid(),
L(), Ang(), MatLoc(), Indep(), Esforco(), pp, Fc, arqg$, exe$, AS)

CronoExtF = TIMER

CLOSE #1

tl = CronoExtF - CronoExtI
£2 = CronoIntf - CronolIntI
ml = t1 \ &0

m2 = t2 \ 60

tl = t1 - 60 * ml

t2 = t2 - 60 * m2

PRINT ""

PRINT "Numero de iteracoes:"; Numlter

PRINT ""

PRINT "Tempo para verificacao/alteracao dos momentos:"; m2; ™min"; t2;
"Seg" ‘

PRINT "Tempo total de processamento:"; ml; "min"; tl; "seg"
CLOSE #2 |
END
ErroLeit:
PRINT "Arquivo nao encontrado"

RESUME Inicio

REM S$STATIC

SUB AlterElast (Propr(), Eo(), Mpl{(), Mom, P, BarrAlter, bar, Perc,
A$)
IF A$S = "s" OR A$ = "S" THEN
IF ABS(P) <= Propr(bar, 5) THEN v
Mp = Propr(bar, 4) - P ~ 2 * Propr(bar, 7) / 4 / Propr(bar, 5)
ELSE

Soma = Propr(bar, 5) + Propr{bar, 6)
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IF ABS(P) < Soma ' THEN
Alfa = (P - Propr(bar, 5)) / Propr(bar, 6)
Mp = Propr(bar, 4) - Propr(bar, 5) * Propr(bar, 7) / 4 - Alfa *
Propr (bar, 6) * (Propr(bar, 7) + Alfa * Propr(bar, 8)) / 2
ELSE
PRINT "COLAPSO DEVIDO AO ESFORCO NORMAL"
END
END IF
END IF
ELSE
Mp = Propr(bar, 4)

END IF
IF ABS(Mom / Mp) > 1 THEN
Propr(bar, 1) = Propr(bar, 1) * Mp / ABS(Mom)

BarrAlter = BarrAlter + 1
END IF
IF ABS (Mom / Mp) < Perc THEN
IF Propr(bar, 1) < Eo(bar) THEN

Propr (bar, 1) = Propr(bar, 1) * Mp / ABS(Mom)
IF Propr(bar, 1) >= Eo(bar) THEN

Propr (bar, 1) = Eo(bar)
END IF

BarrAlter = BarrAlter + 1
END IF
END IF
Mpl (bar) = Mp

END SUB
SUB CalEsforcos (NBarras, Propr (), Mpl (), FoGlob (), MatGlob (),
Incid(), Indep(), MatTransf(), Esforco(), NumIter)

DIM Aux(6), ind(6)
ERASE Esforco
REDIM Esforco(NBarras, 6)
IF NumIter = 0 THEN
CLS
PRINT "Valores iniciais dos momentos:"
PRINT "" '
ELSE
IF NumIter / 10 - NumIter \ 10 = Q0 THEN
CLS -
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PRINT "Valores dos momentos depois de"; NumIter;-"iteracoes:"
PRINT ""
END IF
END IF
FOR bar = 1 TO NBarras
j = Incid(bar, 1)
k = Incid(bar, 2)

ind(1) =3 * § - 2
ind(2) =3 * 3§ - 1
ind(3) = 3 * j
ind(4) = 3 * k - 2
ind(5) = 3 * k - 1
ind(6) = 3 * k

FOR lin = 1 TO 6
Aux (lin) = FoGlob(bar, lin)
FOR col = 1 TO 6
Aux(lin) = Aux(lin) + Propr(bar, 1) * MatGlob(bar, lin,‘cél) *
" Indep(ind(col))
NEXT col
NEXT 1lin
FOR gl = 1 TO 6
FOR col = 1 TO 6
Esforco(bar, gl) = Esforco(bar, gl) + MatTransf(bar, gl, col)
* Aux{col)
NEXT col
NEXT gl
IF NumIter / 10 - NumIter \ 10 = O THEN
IF NumIter = 0 THEN
PRINT Esforco(bar, 3); Esforco(bar, 6)} "("; Propr(bar, 4); ")";
Esforco(bar, 1)
ELSE
PRINT Esforco(bar, 3); Esforco(bar, 6); "("; Mpl(bar); ")";
Esforco (bar, 1)
END IF
END IF
NEXT bar
END SUB

SUB COMPRIMENTO (NBarras, Incid{(), Nos{(), L{(), Ang())
ERASE L, Ang
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REDIM L{NBarras), Ang(NBarras)

FOR b = 1 TO NBarras
xi = Nos(Incid(b, 1), 1)
yi = Nos(Incid(b, 1), 2)
xf = Nos(Incid{(b, 2), 1)
yf = Nos(Incid(b, 2), 2)
'CALCULO DO COMPRIMENTO DAS BARRAS
L(b) = SQR((xf - xi) ~ 2 + (yf - yi)
'CALCULO DO ANGULO DA BARRA
IF xf > xi AND yf = yi THEN Ang(b) =
IF xf < xi AND yf = yi THEN Ang(b) =
, IF xf = xi AND yf > yi THEN Ang(b) =
IF xf = xi AND yf < yi THEN Ang(b} =
IF xf > xi AND yf > yi THEN Ang(b)
Q
IF xf < xi AND yf > yi THEN Ang(b)
/ (xf - x1))'2 Q
IF xf < xi BAND yf < yi THEN Ang(b)
/ (xf - x1))'3 Q
IF xf > xi AND yf < yi THEN Ang(b)
/ (xf - xi))'4 Q
NEXT b
END SUB

.141592654+#
.570796327#
.71238898#
ATN((yf - yi)

Lo N VN @]

/

(xf - x1))'1

3.141592654#%

- ATN((yf - yi)

3.1415926544 + ATN((yf - yi)

6.283185307# - ATN((yf - yi)

SUB Impressao (NNos, ngl, Nos(), NBarras, Propr(), Carreg(), Incid(),
L(), Ang{), MatLoc(), Indep(), Esforco(), pp, Fc, arg$, exe$, AS)
PRINT #2, "Modelo:"; arg$ + ".sad™
PRINT #2, '
IF AS = "s" OR AS = "S" THEN
PRINT #2, "Efeito do esforco normal: SIM"
ELSE
PRINT #2, "Efeito do esforco normal: NAO"
END IF
PRINT #2, "Percentual de precisao "; pp; "&"
PRINT #2, "Fator de carga ", Fc
PRINT #2,
PRINT #2, "Numero de nos :"; NNos
PRINT #2, "Numero de barras :"; NBarras
FOR b = 1 TO NNos
PRINT #2,
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PRINT #2, "COORDENADAS DO NO"; b
PRINT #2, "Coordenada x :"; Nos(b, 1)
PRINT #2, "Coordenada y :"; Nos(b, 2)
NEXT b
PRINT #2,
FOR b = 1 TO NBarras
PRINT #2,
PRINT #2, "PROPRIEDADES DA BARRA"; b
PRINT #2, "Modulo de elasticidade :"; Propr (b,
PRINT #2, "Momento de inercia 2" Pfopr(b,
PRINT #2, "Area da seccao transversal :"; Propr(b,
PRINT #2, "Momento de plastificacao :"; Propr (b,
PRINT #2, "Esforco normal de plastificacao:"; Propr (b,
PRINT #2, " "
PRINT #2, "INCIDENCIAS DA BARRA"; b
PRINT #2, "No inicial:"; Incid(b, 1)
PRINT #2, "No final :"; Incid(b, 2)
PRINT #2, " "
PRINT #2, "COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA"; b
PRINT #2, "Comprimento:"; L(b)
PRINT #2, "Angulo :"} Ang(b) * 57.29577951#%
PRINT #2, " "
NEXT b
PRINT #2,
PRINT #2, "DESLOCAMENTOS"
PRINT #2,
FOR i = 1 TO NNos
b=1*3 -2
c=1i*3-1
A=1*3
PRINT #2, "NO"; i
PRINT #2, "Deslocamento horizontal = "; Indep(b)
PRINT #2, "Deslocamento vertical.. = "; Indep(c)
PRINT #2, "Rotacao..........ouveu.. = ", Indep(A)
PRINT #2,
NEXT i
PRINT #2,
PRINT #2,
PRINT #2, "ESFORCOS NAS BARRAS"
PRINT #2,
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FOR i = 1 TO NBarras
PRINT #2, "BARRA"; i
PRINT #2,
PRINT #2, "ESFORCO NO NO"; Incid(i, 1)
PRINT #2, "Esforco em x :"; Esforco(i, 1)
PRINT #2, "Esforco em y :"; Esforco(i, 2)
- PRINT #2, "Momento :"; Esforco(i, 3)
PRINT #2, "ESFORCO NO NO"; Incid{(i, 2)
PRINT #2, "Esforco em x :"; Esforco(i, 4)
PRINT #2, "Esforco em y :"; Esforco(i, 5)
PRiNT #2, "Momento :"; Esforco(i, 6)
PRINT #2,
NEXT i
END SUB
SUB LeCargas (NBarras, Carreg(), Fc)
ERASE Carreg
REDIM Carreg(NBarras, 2)
FOR b = 1 TO NBarras
INPUT #1, gq 'Carga distribuida na barra
INPUT #1, P 'Carga concentrada no meio da barra
Carreg(b, 1) = g * Fc
Carreg(b, 2) = P * Fc
NEXT b
END SUB
SUB LeEsforNo (F(), ngl, Fc)
INPUT #1, nf 'Numero de nos com esforco
ERASE F '
REDIM F(ngl)
FOR b = 1 TO nf
INPUT #1, nof 'Numero do no com esforco
INPUT #1, Fx 'Esforco horizontal aplicado
INPUT #1, Fy 'Esforco vertical aplicado
INPUT #1, Mi 'Momento aplicado
c =3 * nof - 2

d =3 * nof -1

t = 3 * nof

F(c)
F(d)

= Fx * Fc

= Fy * Fc
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F(t) = Mi * Fc
NEXT b
END SUB

SUB LeIncidendia (NBarras, Incid{())
ERASE Incid
REDIM Incid(NBarras, 2)
FOR b = 1 TO NBarras

INPUT #1, Incid(b, 1) 'No inicial
INPUT #1, Incid(b, 2) 'No final
NEXT b
END SUB

SUB LeNos (NNos, ngl, Nos())

INPUT #1, NNos 'Numero de nos

ngl = 3 * NNos
ERASE Nos
REDIM Nos (NNos, 2)

FOR d = 1 TO NNos
INPUT #1, Nos(d, 1) 'Abcissa x
INPUT #1, Nos({d, 2) " 'Ordenada y
NEXT d
END SUB
SUB LePropr (NBarras, Propr(), Eo())
INPUT #1, NBarras 'Numero de barras

ERASE Propr, Eo
REDIM Propr(NBarras, 8), Eo(NBarras)

FOR b = 1 TO NBarras

INPUT #l, Propr (b, 1) 'E (modulo de elasticidade)

INPUT #1, Propr(b, 2) 'T (momento de inercia)
INPUT #1, Propr(b, 3) 'A (area da seccao transversal)

INPUT #1, Propr(b, 4) 'Mpo (momento de plastificacao)

INPUT #1, Propr(b, 5) 'Po (esforco normal de plastificacao da
alma)

INPUT #1, Propr(b, 6) 'Pl (esforco normal de plastificacao
dos flanges)

INPUT #1, Propr(b, 7) 'h (altura da alma)

INPUT #1, Propr(b, 8) 'H (altura do flange)

Eo(b) = Propr(b, 1)
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NEXT b
END SUB

SUB LeRestr (nr, Restr())
INPUT #1, nr 'Numero de nos com restricao
ERASE Restr
REDIM Restr(nr, 7)
FOR d = 1 TO nr

INPUT #1, Restr(d, 1) 'Numero do no com restricao
INPUT #1, Restr(d, 2) 'Codigo de restricao em x
INPUT #1, Restr(d, 3) 'Codigo de restricao em y
INPUT #1, Restr(d, 4) . '"Codigo de restricao em z
INPUT #1, Restr(d, 5) 'Valor de restricao em x
INPUT #1, Restr(d, 6) 'Valor de restricao em x
INPUT #1, Restr(d, 7) 'Valor de restricao em x
NEXT d

END SUB

SUB MatrizEstrut (NBarras, ngl, Propr{(), Incid(), MatGlob (),

MatEstr())

ERASE MatEstr
REDIM MatEstr(ngl + 20, ngl + 40)
FOR b = 1 TO NBarras

k = Incid(b, 1)
j = Incid(b, 2)
A=3*k-2
c=3*%k-1
d=13*k

e =3%* 3 -2
F=3>*3-1

g=3*73]

MatEstr (A, A) = Propr(b, 1) * MatGlob({(b, 1, 1) + MatEstr (A, A)
MatEstr (A, c¢) = Propr(b, 1) * MatGlob(b, 1, 2) + MatEstr(a, c)
MatEstr (A, d) = Propr(b, 1) * MatGlob(b, 1, 3) + MatEstr (A, d)
MatEstr (A, e) = Propr(b, 1) * MatGlob(b, 1, 4) + MatEstr (A, e)
MatEstr (A, F) = Propr(b, 1) * MatGlob(b, 1, 5) + MatEstr (A, F)
MatEstr (A, g) = Propr(b, 1) * MatGlob(b, 1, 6) + MatEstr (A, g)
MatEstr(c, A) = Propr(b, 1) * MatGlob(b, 2, 1) + MatEstr(c, A)
MatEstr(c, c) = Propr(b, 1) * MatGlob(b, 2, 2) + MatEstr(c, c)
MatEstr{c, d) = Propr (b, 1) * MatGlob(b, 2, 3) + MatEstr(c, d)
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MatEstr(c,

MatEstr(c, e) Propr (b, 1) MatGlob (b, 2, 4) + e)
MatEstr(c, F) Propr (b, 1) MatGlob(b, 2, 5) + MatEstr(c, F)
MatEstr(c, g) Propr (b, 1) MatGlob (b, 2, 6) + MatEstr(c, g)
MatEstr(d, A) Propr(b, 1) MatGlob(b, 3, 1) + MatEstr(d, A)
MatEstr(d, c) Propr (b, 1) MatGlob{b, 3, 2) + MatEstr{(d, c)
MatEstr(d, d) Propr (b, 1) MatGlob (b, 3, 3) + MatEstr(d, d)
MatEstr(d, e) Propr (b, 1) MatGlob (b, 3, 4) + MatEstr(d, e)
MatEstr(d, F) Propr (b, 1) MatGlob (b, 3, 5) + MatEstr(d, F)
MatEstr(d, g) Propr (b, 1) MatGlob(b, 3, 6) + MatEstr(d, g)
MatEstr (e, A) Propr (b, 1) MatGlob(b, 4, 1) + MatEstr{(e, A)
MatEstr (e, c) Propr (b, 1) MatGlob (b, 4, 2) + MatEstr(e, c)
MatEstr (e, d) Propr (b, 1) MatGlob(b, 4, 3) + MatEstr(e, d)
MatEstr (e, e) Propr (b, 1) MatGlob (b, 4, 4) + MatEstr(e, e)
MatEstr (e, F) Propr(b, 1) MatGlob(b, 4, 5) + MatEstr{e, F)
MatEstr (e, g) Propr (b, 1) MatGlob (b, 4, 6) + MatEstr(e, qg)
MatEstr (F, A) Propr (b, 1) MatGlob (b, 5, 1) + MatEstr(F, A)
MatEstr(F, c) Propr(b, 1) MatGlob (b, 5, 2) + MatEstr(F, c)
MatEstr(F, d) Propr (b, 1) MatGlob(b, 5, 3) + MatEstr(F, d)
MatEstr (F, e) Propr(b, 1) * MatGlob(b, 5, 4) + MatEstr(F, e)
MatEstr(F, F) Propr (b, 1) MatGlob(b, 5, 5) + MatEstr(F, F)
MatEstr (F, qg) Propr (b, 1) MatGlob(b, 5, 6) + MatEstr(F, g)
MatEstr (g, A) Propr (b, 1) MatGlob (b, 6, 1) + MatEstr(F, A)
MatEstr (g, c¢) Propr (b, 1) MatGlob(b, 6, 2) + MatEstr(g, c)
MatEstr (g, d) Propr (b, 1) MatGlob (b, 6, 3) + MatEstr{(g, d)
MatEstr(g, e) Propr (b, 1) MatGlob (b, 6, 4) + MatEstr(g, e)
MatEstr (g, F) Propr (b, 1) MatGlob (b, 6, 5) + MatEstr(g, F)
MatEstr(g, g) = Propr(b, 1) MatGlob(b, 6, 6) + MatEstr(g, g)
NEXT b
END SUB
SUB MatrizGlobal (NBarras, Ang(), MatTransf(), MatTransp(), MatLoc(),
MatGlob())
DIM MatAux (NBarras, 6, 6)
ERASE MatTransf, MatTransp, MatGlob
REDIM MatTransf (NBarras, 6, 6), MatTransp (NBarras, 6, 6),

MatGlob (NBarras, 6, 6)
FOR bar = 1 TO NBarras

'CALCULO DA MATRIZ DE TRANSFORMACAO

MatTransf (bar, 1, 1) = COS(Ang(bar))

MatTrahsf(bar, 1, 2) = SIN(Ang(bar))

Aluno: Paulo Roberto Senem
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Anexos 127

MatTransf (bar, 2, 1) = -MatTransf (bar, 1, 2)
MatTransf (bar, 2, 2) = MatTransf{bar, 1, 1)
MatTransf (bar, 3, 3) =1

MatTransf (bar, 4, 4) = MatTransf(bar, 1, 1)
MatTransf (bar, 4, 5) = MatTransf (bar, 1, 2)
MatTransf (bar, 5, 4) = -MatTransf(bar, 1, 2)
MatTransf(bar, 5, 5) = MatTransf(bar, 1, 1)

MatTransf (bar, 6, 6) 1
'CALCULO DA TRANSPOSTA DA MATRIZ DE TRANSFORMACAO
FOR b =1 TO 6
FOR ¢ = 1 TO 6
MatTransp(bar, b, c) = MatTransf(bar, ¢, b)
NEXT c¢
NEXT b

NEXT bar
'CALCULO DA TRANSFORMACAO DO SISTEMA LOCAL PARA O GLOBAL

I
[

FOR bar TO NBarras
FOR c TO 6
FOR d 1 TO 6
FOR F =1 TO 6

MatAux(bar, ¢, d) = MatAux(bar, c, d) + MatTransp(bar, ¢, F)

I
’_l

* Matde(bar, F, d)
NEXT F
NEXT d
NEXT c
NEXT bar
FOR bar = 1 TO NBarras
FOR ¢ = TO 6
FOR d 1 TO 6
FOR F =1 TO 6
MatGlob (bar, ¢, d) = MatGlob(bar, c¢, d) + MatAux(bar, c, F)

oy

[l

* MatTransf (bar, F, d)
NEXT F
NEXT d
NEXT c
NEXT bar
END SUB

SUB MatrizLocal (NBarras, Prop(), L(), MatLoc())
'~ ERASE MatLoc
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REDIM MatLoc(NBarras, 6, 6)
FOR bar = 1 TO NBarras

i = Prop(bar, 2)

A = Prop(bar, 3)

MatLoc (bar, 1) = A / L(bar)

1,
MatLoc(bar, 1, 4) = -Matloc(bar, 1, 1)
MatLoc(bar, 2, 2) = 12 * i / L(bar) ~ 3
MatLoc(bar, 2, 3) =6 * 1 / L{(bar) ~ 2
MatLoc(bar, 2, 5) = -MatLoc(bar, 2, 2)
MatLoc (bar, 2, 6) = MatLoc (bar, 2, 3)
MatLoc(bar, 3, 3) = 4 * i / L(bar)
MatLoc(bar, 3, 5) = -MatLoc(bar, 2, 3)
MatLoc(bar, 3, 6) = 2 * i / L(bar)
MatLoc (bar, 4, 4) = MatLoc(bar, 1, 1)
MatLoc (bar, 5, 5) = MatLoc (bar, 2, 2)
MatLoc (bar, 5, 6) = -MatLoc(bar, 2, 3)
MatLoc (bar, 6, 6) = MatLoc(bar, 3, 3)

FOR ¢ = 2 TO 6
FORd =1 TO 6
IF ¢ > d THEN v
MatLoc(bar, ¢, d) = MatLoc(bar, d, c)
END IF
NEXT d
NEXT c
NEXT bar
END SUB

SUB Mpl (nr, ngl, Mpl(), NBarras, Esforco(), Propr(), Eo(), Incid(),
MatGlob (), MatEstr(), Carreg(), L{(), Ang()/ MatTransf (), MatTransp(),
FoGlob(), F(), Indep(), Restr(), NumIter, Perc, A$)
ERASE Mpl
REDIM Mpl (NBarras)
NumIter = 0
BarrAlter = 1
WHILE BarrAlter > 0
IF NumIter < 5000 THEN
BarrAlter = 0
FOR bar = 1 TO NBarras
IF ABS(Esforco(bar, 3)) >= ABS(Esforco(bar, 6)) THEN

Mom = Esforco(bar, 3)
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P = Esforco(bar, 1)
CALL AlterElast (Propr(), Eo(), Mpl(), Mom, P, BarrAlter, bar,
Perc, AS)
ELSE
Mom = Esforco(bar, 6)
P = Esforco(bar, 4)
CALL AlterElast (Propr(), Eo(), Mpl(), Mom, P, BarrAlter, bar,
Perc, AS)
END IF
NEXT bar
IF BarrAlter > 0 THEN

NumIter = NumIter + 1

CALL MatrizEstrut (NBarras, ngl, Propr(), Incid{(), MatGlob(),
MatEstr())

CALL TermoIndep(NBarras, ngl, Carreg(), L{(), Incid(), Ang{),
MatTransp(), FoGlob (), F(), Indep()})

CALL TestaGlr(nr, ngl, Restr(), MatEstr (), Indep())

CALL ResolSist(ngl, NBarras, Incid(), MatEstr (), Indep())

CALL CalEsforcos(NBarras, Propr(), Mpl(), FoGlob(), MatGlob{(),
Incid(), Indep(), MatTransf(), Esforco(), NumIter)

END IF
ELSE

PRINT "Nao convergiu”
INPUT "", AS
BarrAlter = 0
END IF
WEND
END SUB

SUB ResolSist (ngl, NBarras, Incid(), MatEstr (), Indep())
DIM Aux(ngl, ngl), d{(ngl) ‘
'EQUACOES LINEARES
'CALCULO DA LARGURA DE BANDA
n = ngl
FOR m = 1 TO NBarras
dif = ABS{(Incid(m, 1) -~ Incid{(m, 2)) * 3 + 3
IF ms < dif THEN ms = dif
NEXT m
'ARMAZENA MATRIZ DE BANDA SIMETRICA SUPERIOR
e =0
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FOR m =1 TO n
FOR h = 1 TO ms
Aux (m, h) = MatEstr(m, h + e)

NEXT h
e =¢e + 1

NEXT m

'RESOLUCAO DE SISTEMA DA MATRIZ DE BANDA SIMETRICA

nl =n-1
FOR k = 1 TO nl
c = Aux(k, 1)
ki =k + 1
IF (ABS(c) - .000001) <= 0O THEN

PRINT #2, "singularidade na linha",

END
END IF

'DIVIDE A LINHA POR COEFICIENTE DA DIAGONAL

ni = (kl + ms) - 2
IF ni <= n THEN

L = ni

L=n
END IF
FOR j = 2 TO ms

d(j) = RAux(k, Jj)
NEXT 7
FOR j = k1 TO L

k2 = (3 - k) + 1

Aux (k, k2) = Bux(k, k2) / c
NEXT 3
Indep (k). = Indep(k) / c
FOR i = k1 TO L

k2 = (i - k1) + 2
c = d(k2)
FOR j = i TO L
k2 = (3 - i) + 1
k3 = (J - k) + 1
Aux (i, k2) = Aux(i, k2) - ¢ * Aux(k, k3)
NEXT
Indep(i) = Indep(i) - c * Indep/(k)
NEXT i -
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NEXT k

IF (ABS(Aux(n, 1)) - .000001) >= 0 THEN
Indep(n) = Indep(n) / Aux(n, 1)

END IF

FOR 1 = 1 TO nl
k=n-1
kl = k + 1
ni = (kl + ms) - 2

'IF ni <= n THEN

L = ni
ELSE

L =n
END IF

FOR j = k1 TO L
k2 = (3 - k) +1
- Indep(k) = Indep{(k) - Aux(k, k2) * Indep(]j)
NEXT 3
NEXT i
'ms = metade da largura de banda + diagonal principal

'n = numero de elementos da coluna da matriz a

'Indep = matriz dos termos independentes; vai conter os valores das

! incognitas procuradas pela resolucao

'Aux = matriz que contem os coeficientes de rigidez

END SUB

SUB RestrGl (gl, valor, ngl, Indep{(), MatEstr{())
FOR linha = 1 TO ngl

Indep(linha) = Indep(linha) - MatEstr(linha, gl) * valor
MatEstr(linha, gl) = 0
NEXT linha

FOR col = 1 TO ngl

MatEstr(gl, col) = 0
NEXT col
MatEstr(gl, gl) =1
Indep(gl) = valor
END SUB

SUB TermoIndep (NBarras, ngl, Carreg(), L),
MatTransp(), FoGlob(), F{(), Indep())
DIM FoLoc(6), FO(ngl)

Ang ().,
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ERASE FoGlob,

Indep

REDIM FoGlob (NBarras, 6), Indep(ngl)

FOR bar = 1 TO NBarras
j = Incid(bar, 1)
k = Incid(bar, 2)
c=3*3 -2
d=3*3 -1
t=3*3
g=3*%k -2
h=3*k%k-1
m=3*k
g = Carreg(bar, 1)
P = Carreg(bar, 2)
p2 = g * L(bar)
pt = P + p2
FoLoc(1l) = 0
FoLoc(2) = pt / 2
FolLoc(3) = P * L(bar) / 8 + g * L(bar)
FoLoc(4) = 0
FoLoc(5) = pt / 2
FoLoc(6) = -FoLoc(3)
IF Ang(bar) <> 0 THEN
FOR 1lin =1 TO 6
FOR col = 1 TO 6
FoGlob (bar, 1in) = FoGlob (bar,
col) * FoLoc({col)
NEXT col
NEXT 1lin
END IF
IF Ang(bar) = 0 THEN
FOR b = 1 TO 6
FoGlob (bar, b) = FoLoc(b)
NEXT b
END IF
FO(c) = FO(c) FoGlob (bar, 1)
FO(d) = FO(d) FoGlob (bar, 2)
FO(t) = FO(t) FoGlob (bar, 3)
FO(g) = FO(g) FoGlob (bar, 4)
FO(h) = FO(h) FoGlob (bar, 5)
FO(m) = FO(m) + FoGlob(bar, 6)

~2 /12

lin)

+ MatTransp(bar,

lin,
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NEXT bar -
FOR 1 = 1 TO ngl
Indep(i) = F(i) - FO(i)
NEXT i
END SUB
SUB TestaGlr (nr, ngl, Restr(), MatEstr(), Indep{())

FOR cr = 1 TO nr
IF Restr(cr, 2) = 1 THEN
gl = 3 * Restr(cr, 1) - 2
valor = Restr(cr, 5)
CALL RestrGl(gl, valor, ngl, Indep{(), MatEstr())
END IF
IF Restr(cr, 3) = 1 THEN
gl = 3 * Restr(cr, 1) - 1
valor = Restr{cr, 6)
CALL RestrGl(gl, wvalor, ngl, Indep(), MatEstr())
END IF
IF Restr(cr, 4) = 1 THEN
gl = 3 * Restr(cr, 1)
valor = Restr(cr, 7)
FCALL RestrGl(gl, valor, ngl, Indep(), MatEstr())
END IF
NEXT cr
END SUB

9.2.2. Exemplo !

A seguir, sdo apresentados os arquivos de entrada de dados e saida de
resultados, referente ao exerriplo analisado no item 6.1, com barras de 20 cm. Os

resultados apresentados referem-se, apenas, ao fator de carga unitario (configuracdo de

colapso).
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Arquivo de Dados

21

0,0

.2,0

.4,0

.6,0

.8,0

1,0

1.2,0

1.4,0

1.6,0

1.8,0

2,0

2.2,0

2.4,0

2.6,0

2.8,0

3,0

3.2,0

3.4,0

3.6,0

3.8,0

4,0

20
210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0,210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0
210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0,210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0
210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0,210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0
210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0,210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0
210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0,210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0
210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0,210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0
210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0,210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0
210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0,210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0
210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0,210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0
210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0,210000000,0.0001,0.03,200,0,0,0,0

1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,9,9,10,10,11,11,12,12,13,13,14,14,15,15,
16

16,17,17,18,18,19,19,20,20,21
145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0
145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0
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145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0,145.7,0

0

2
,1,1,1,0,0,0
21,1,1,0,0,0,0.

Arquivo de Resultados

Arquivo: Exl.sad

Efeito do esforco normal: NAO

Percentual de precisaoc : 0,1 %
Fator de carga 1
Numero de nos : 21

Numero de barras : 20

PROPRIEDADES DA BARRA 1

Modulo de elasticidade : 44234920
Momento de inercia : .0001
Area da seccao transversal : .03
Momento de plastificacao : 200

Esforco normal de plastificacao: 0

INCIDENCIAS DA BARRA 1
No inicial: 1

No final : 2
COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 1
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 2

Modulc de elasticidade : 2.1E+08
Momento de inercia“ : .0001
Area da seccao transversal : .03
Momento de plastificacao‘ : 200

Esforco normal de plastificacao: 0

Aluno: Paulo Roberto Senem
Orientador: Daniel Domingues Loriggio



Anexos

136

INCIDENCIAS DA BARRA 2
No inicial: 2

No final : 3

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 2
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 3
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 3
No inicial: 3

No final : 4

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 3
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 4
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 4
No inicial: 4

No final : 5

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 4

Comprimento: .2

2.1E+08
.0001
.03

200

0

2.1E+08
.0001
.03

200

0

Aluno: Paulo Roberto Senem
Orientador: Daniel Domingues Loriggio
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Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 5
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 5
No inicial: 5

No final : 6

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 5
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 6
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 6
No inicial: 6

No final : 7

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 6
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 7
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

2.1E+08
.0001
.03

200

0

: 2.1E+08
.0001
.03
200

2.1E+08
.0001
.03

Aluno: Paulo Roberto Senem
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Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 7
No inicial: 7

No final : 8

COMPRIMENTO/ANGULO DA  BARRA 7
Comprimento: .1999999
Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 8
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 8
No inicial: 8

No final : 9

COMPRIMENTCO/ANGULO DA BARRA 8
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 9
Modulo de elasticidade
Momento de inercia »
Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 9
No inicial: 9

No final : 10

200
0

2.1E+08
.0001
.03

200

0

2.1E+08
.0001
.03

200

0

Aluno: Paulo Roberto Senem
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COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 9
Comprimento: .1999999
Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 10
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 10
No inicial: 10

No final : 11

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 10
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA li
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 11
No inicial: 11

No final : 12

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 11
Comprimento: .2

Angulo 0

PROPRIEDADES DA BARRA 12

Modulo de elasticidade

2.1E+08
.0001
.03

200

0

2.1E+08
.0001
.03
20Q

0

182453826

Aluno: Paulo Roberto Senem
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Momento de inercia : .0001
Area da seccao transversal : .03
Momento de plastificacao : 200

Esforco normal de plastificacao: 0

INCIDENCIAS DA BARRA 12
No inicial: 12

No final : 13

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 12
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 13

Modulo de elasticidade - : 182453826
Momento de inercia : .0001
Area da seccao transversal : .03
Momento de plastificacao : 200

Esforco normal de plastificacao: 0

INCIDENCIAS DA BARRA 13
No inicial: 13

No final : 14
COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 13

Comprimento: .1999998
Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 14

Modulo de elasticidade : 2.1E+08
Momento de inercia : .0001
Area da seccao transversal : .03
Momento de plastificacao : 200

Esforco normal de plastificacao: 0

INCIDENCIAS DA BARRA 14

No inicial: 14

Aluno: Paulo Roberto Senem |
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No final : 15

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 14
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 15
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 15
No inicial: 15

No final : 16

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 15
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 16
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 16
No inicial: 16

No final : 17

COMPRIMENTO/ANGULC DA BARRA 16
Comprimento: .2

Angulo : 0

2.1E+08
.0001
.03

200

0

2.1E+08
.0001
.03
200

0

Aluno: Paulo Roberto Senem
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PROPRIEDADES DA BARRA 17
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 17
No inicial: 17

No final : 18

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 17
Comprimento: .2

Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 18
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 18
No inicial: 18

No final : 19

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 18
Comprimento: .1999998
Angulo : 0

PROPRIEDADES DA BARRA 19
Modulo de elasticidade
Momento de inercia

Area da seccao transversal

Momento de plastificacao

Esforco normal de plastificacao:

2.1E+08
.0001
.03

200

0

2.1E+08
.0001

: .03

200
0

2.1E+08
.0001
.03

200

0

Aluno: Paulo Roberto Senem
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INCIDENCIAS DA BARRA 19
No inicial: 19
No final : 20
COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 19
Comprimento: .2
Angulo : 0
PROPRIEDADES DA BARRA 20
Modulo de elasticidade 2.1E+08
Momento de inercia .0001
Area da seccao transversal .03
Momento de plastificacao 200

Esforco normal de plastificacao:

INCIDENCIAS DA BARRA 20
No inicial: 20

No final v 21

COMPRIMENTO/ANGULO DA BARRA 20
Comprimento: .2

Angulo : 0

ESFORCOS NAS BARRAS
BARRA 1

ESFORCO NO NO 1

Esforco em x : O
Esforco em y : 341.4771
Momento : 199.9718
ESFORCO NO NO 2

Esforco em x : 0
Esforco em y :-312.3175
Momento :-134.5924

0
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BARRA 2

ESFORCO
Esforco
Esforco
Momento
ESFORCO
Esforco
Esforco

Momento

BARRA 3

ESFORCO
Esforco
Esforco
Momento
ESFORCO
Esforco
Esforco

Momento

BARRA 4

ESFORCO
Esforco
Esforco
Momento
ESFORCO
Esforco
Esforco

Momento

BARRA 5

ESFORCO
Esfo;co
Esforco

Momento

NO
em

em

NO
em

em

NO
em

em

NO
em

em

NO
em

em

NO
em

em

NO
em

em

NO 2
x : 0
y @ 312.3172
134.5926
NO 3
x : 0
y :-283.157
:=75.04575
NO 3
x : 0
y : 283.1588
75.04603
NO 4
x : 0
y :-253.9987
:-21.33128
NO 4
x : 0
y : 254.0046
21.33173
NO 5
x : 0
y :-224.8444
26.55323
NO 5
x : 0 .
y : 224.8248
:-26.54932
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ESFORCO NO NO 6
Esforco em x : O
Esforco em y :-195.6647
Momento : 68.60088

BARRA 6

ESFORCO NO NO 6

Esforco em x : 0
Esforco em y : 195.6803
Momento :—-68.602
ESFORCO NO NO 7

Esforco em x : 0
Esforco em y :-166.5202
Momento : 104.8221

BARRA 7

ESFORCO NO NO 7

Esforco em x : 0O
Esforco em y : 166.5792
Momento :-104.8229
ESFORCO NO NO 8

Esforco em x : 0
Esforco em y :-137.419
Momento : 135.222

BARRA 8

ESFORCO NO NO 8

Esforco em x : 0
Esforco em y : 137.4765
Momento :-135.2248
ESFORCO NO NO 9

Esforco em x : 0
Esforco em y :-108.2968
Momento : 159.7982

BARRA 9

Aluno: Paulo Roberto Senem |
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ESFORCO NO NO
Esforco em x
Esforco em y
Momento
ESFORCO NO NO
Esforco em x
Esforco em y

Momento

BARRA 10

ESFORCO NO NO

Esforco em x

Esforco em y :

Momento

ESFORCO NO NO
Esforco em x
Esforco em y

Momento

BARRA 11

ESFORCO NO NO
Esforco em x
Esforco em y
Momento

ESFORCO NO NO
Esforco em x
Esforco em y

Momento

BARRA 12

ESFORCO NO NO

Esforco em x

Esforco em y :

Momento

ESFORCO NO NO

9
0
108.3372
:-159.8013
10
0
:—-79.15748
178.5452
10
0
79.16564
:=-178.5503
11
0
:-49.98595
191.4664
11
0
50.047
:-191.4674
12
0
:=20.90637
198.5574
12
0
20.86298
:-198.5608
13
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Esforco em
Esforco em

Momento
BARRA 13

ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em
Momento

ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em

Momento
BARRA 14

ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em
Momento

ESFORCO NO
Esforco ém
Esforco em

Momento
BARRA 15

ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em
Momento

ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em

Momento

BARRA 16

X

y

NO

NO

NO

Yy

0
.8277645
199.8199
13
0
:-8.281334
:-199.82
14
0
37.42196
195.2424
14
0
:-37.45072
:=-195.2507
15~
0
66.63041
184.8418
15
0
:—-66.57497
:—-184.8436
16
0
95.75466
168.6111

Aluno: Paulo Roberto Senem
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ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em
Momento

ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em

Momento

BARRA 17

ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em
Momento

ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em

Momento

BARRA 18

ESFORCO NO
Esforco em
" Esforco em
Momento

ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em

Momento

BARRA 19

ESFORCO NO
Esforco em
Esforco em
Momento

ESFORCO NO

Esforco em-

NO

NO

NO

NO

NO

16

0
:-95.73281
.-168.6114

17

0

124.893

146.5494

17

0
:-124.8772 .
:-146.5491

18

0

154.0374

118.6557

18

0
:-154.0287
:~118.6564

19

0

183.1888

84.93658

19

0
:-183.1769
:-84.93633

20

0

Aluno: Paulo Roberto Senem .
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Esforco em y :

Momento

BARRA 20

ESFORCO
Esforco
Esforco
Momento
ESFORCO
Esforco
Esforco

Momento

NO
em

em

NO
em

em

NO

X

y

NO

212.3371

45.38582
20

0
:-212.3441
:-45.38496
21 '

0

241.5043

:-2.541447E-04

Numero de iteracoes: 24

Tempo para verif./alter. dos momentos:

0 min 4.90625 seg

Tempo total de processamento: 0 min 5.93254
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