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Resumo |

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de uma ferramenta para a anélise e
otimizagao dimensional (4rea) e de forma (configuracio) de estruturas treligadas.

Para isto foi utilizado o Método dos Elementos Finitos com um elemento de barra 3D
para a andlise estrutural e, para o processo de otimizat_;ﬁo estrutural foram implementados um
conjunto de algoritmos baseado no Método do Lagrangeano Aumentado e no Método Quase-
Newton Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS).

O processo de otimizacdo estrutural tem por objetivo minimizar a massa da estrutura
obtendo elementos estruturais com 4reas Otimas e com as posi¢des nodais otimizadas. Sdo
consideradas restricdes de area, posicdao nodal, tensdo, estabilidade e deslocamentos nodais. As '
estruturas estdo submetidas a cargas estaticas. Para avalicdo e comprovagio dos métodos sio
analisadas estruturas com variadas configuragdes. Os resultados sdo comparadas e analisadas

com solugdes analiticas, quando possivel; e com solugdes encontradas na literatura.
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Abstract

This work have as objective, the development of a tool of structural analisys and
dimensional and configuration optimization of truss structures.

To do this, was employed the Finite Element Method with a 3D bar element to the
structural analisys and, to the structural optimization process was employed a set of algorithms
based in the Augmented Lagrangian Method and the Quasi-Newton Algorithm Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno( BFGS ).

The objective of the structural optimization has as main objective minimize the weight of
the structure is to obtain optimum structural dimension and optimum nodal positions. The
problems consider the following constraints: size, nodal positions, stress, stability and nodal
displacements. The strutures are subject to statir: loa:d.

To evaluate and to comprovate of the methods are analised diferent structural
configurations. Results are analised and compared with analitical solutions, when it’s possible

and with solutions available in the literature.
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Capitulo 1

Introducio

Na secdo 1.1 € feita uma breve explanagdo sobre o que € otimizacdo, aspectos gerais, e
uma breve revisio de estudos anteriores. Na secdo 1.2 é dado um esclarecimento prévio dos

aspectos praticos do método do multiplicador.

1.1- O Problema de Otimizacao

Otimizar significa buscar o melhor possivel. Assim, quando se tem por objetivo otimizar
uma estrutura, procura-se reduzir sua massa, satisfazendo-se certos requisitos de projeto, sem
reduzir sua capacidade de suportar uma determinada carga.

As técnicas de otimizagdo tem suas raizes no estudo de maximos e minimos de fungGes e
funcionais. Do célculo diferencial sabe-se que, um ponto de minimo para a fungfo estd
necessariamente no local em que a derivada da funcéo € igual a zero.

Assim, as técnicas de otimizacdo foram desenvolvidas nas décadas de 60 e 70. J4 no
inicio dos anos 80 o campo da otimizac¢@o estrutural foi relativamente novo.

As técnicas de otimizagdo, sdo técnicas matemadticas aplicadas aos mais diversos campos
do conhecimento como, por exemplo, a engenharia, a economia e outros.

Na engenbharia estas técnicas sdo muito utilizadas no desenvolvimento de estruturas com
elevada rigidez e baixa massa.

Segundo Hafta & Kamat [1985], a nocdo de melhorar ou otimizar uma estrutura,
pressupde, implicitamente, a existéncia de liberdade para se alterar determinados parimetros da

estrutura. Esta liberdade significa que estes parametros, que sdo conhecidos como varidveis de
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projeto segundo a terminologia da otimizacdo estrutural, podem variar dentro de uma
determinada faixa.

Quando trabalha-se com otimizagdo estrutural devem ser satisfeitos requisitos de projeto
tais como, limites maximo e minimo para: tensdo, deslocamento, posi¢do nodal, drea da se¢do
transversal do elemento. Estes sdo alguns dos requisitos utilizados neste trabalho, e que sdo
conhecidos como restri¢des de projeto.

As inimeras técnicas que foram desenvolvidas para resolver o problema de otimizag¢do
tratam apenas uma fungdo (expressdao) matemdtica, conhecida como fungéo objetivo.

No entanto, devido aos requisitos de projeto, o problema de otimizagao estrutural torna-se
mais complexo, pois faz com que o problema de otimizagdo seja um problema de otimizagao
com restri¢des. Entdo, € necessario utilizar técnicas mateméticas que transformam o problema de
otimiza¢c@o com restricdes em um problema de otimizacdo sem restricdes. Desta maneira, €
possivel resolver uma seqiiéncia de problemas de otimizag@o, € ao final, obter uma estrutura
otimizada e ‘que satisfaca todas as restri¢oes.

Os problemas de otimizagdo podem ser divididos, de um modo geral, em otimizagdo
dimensional, otimizacdo de forma e otimizagao de tgpologia.

A otimizacdo de topologia em estruturas trelicadas, de modo geral, utiliza um grid de
pontos fixos. Neste caso, os problemas de restricdo de tensdo podem ser tratados sob uma
condi¢cdo de carregamento simples. Podem ser considerados casos mais gerais onde se incluem
estruturas indeterminadas, miltiplas condi¢bes de carregamento e restricdes de flambagem. Uma
maneira de otimizar a topologia de uma estrutura € empregar o conceito de anulacdo de
membros, ou seja, qualquer membro cuja drea da se¢@o transversal venha a ser zero, em um certo
estdgio do processo, € removido da estrutura, e ndo € permitido que reapareca nos estagios que

seguem.
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Quando realiza-se a otimizagio dimensional e de forma, pode-se manter a topologia fixa
e utiliza-se como varidveis de projeto as dreas e as posicdes das rétulas. Um trabalho importante
nesta linha foi desenvolvido por Kanji Imai[1981], e que juntamente com os trabalhos de
Pedersen [1969], o de Vanderplaats [1984] e o de Haftka & Kamat [1985] seviram de orientagio
para este trabalho.

No trabalho de Vanderplaats foram obtidas solugbes completamente diferentes para o
problema especifico para diferentes pontos de projeto iniciais e diferentes configura¢oes iniciais.
Este caso caracteriza a existéncia de miltiplos minimos locais, o que demonstra a nio
convexidade da fung¢do objetivo.

O trabalho de Pedersen indica que os problemas de otimizacdo de configuracio sem:
restricdes de deslocamento sob miltiplas condi¢cdes de carregamento pode ser tratado como uma
seqiiéncia de programacdo linear (SPL) se a estrutura € determinada. Em outro trabalho, ele
inclui restricdes de deslocamento sob miltiplas condi¢des de carregamento juntamente com
restricoes de tensdo e flambagem. Ele trata varidveis de dimensdo e configuracio
simultaneamente € emprega uma SPL novamente, com movimentacdo dos limites relativamente
restritos. Ele exclui grosseiramente restricdes inativas e constréi aproximacOes lineares para as
restricdes que ndo foram excluidas, utilizando expansdes por séries de Taylor com relagio as
varidveis de projeto. Portanto as fungdes das restricdes de varidveis de configuragdo sio
altamente ndo lineares, tem ainda que empregar um esquema ainda mais restritivo para a
movimentacio dos limites para conservar projetos intermediarios na regido vidvel. Ele declara
que sua aproximacgdo por Programag@o Linear Seqii€ncial n3o &€ testada para estruturas
indeterminadas.

Um tépico interessante em otimizacdo de configuracdo € o estudo de técnicas rapidas de
re-andlises para estruturas de configuracdo modificada. Devido a alta ndo linearidade das

respostas, utilizou-se expansdes por séries de Taylor para obter uma estimativa inicial e entdo
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melhoré-las utilizando métodos iterativos. Entretanto, este método, conhecido como método de
Noor, ndo se torna eficiente quando implementado no contexto de otimizacdo estrutural, devido a
sua natureza iterativa. Isto € particularmente "erdédeiro quando somente precisamos localizar
um ponto minimo aproximado ao longo de uma dire¢@o particular no espaco de projeto.

Um tipo de critério de otimalidade para o problema de configuragio € introduzido para
problemas de restricdo de tensdo. Esta extensdo poderd conduzir a projefos que tornam-se

inviaveis.

1.2 - O Método do Multiplicador

Nesta secdo, o método de otimizacdo que serd empregado nesta dissertagdo é
demonstrado qualitativamente como um método de programac@o ndo linear geral. No Capitulo 3
é fornecido um embasamento matematico e o Apéndice A mostra a aplicagdo do método a um
exemplo matemadtico simples.

O método do multiplicador foi desenvolvido independentemente por Hestenes e Powel no
contexto de problemas de restri¢do de igualdade nao lineares e com fungéo objetivo néo linear. O
nome método do multiplicador é devido a Hestenes. Entretanto, este método é também chamado
de “método da Funcdo Lagrangeana Aumentada” ou de “método primal - dual”. Essa
diferenca de nomenclatura surge quando um outro aspecto do método € enfatizado.

A extensio do método do multiplicador para problemas envolvendo restricdes de
desigualdade foram tratadas por Rockafellar, o qual introduziu o conceito de varidveis de folga
(slack variables) para criar uma funcdo Lagrangeana aumentada para o problema de restri¢do de
desigualdade pela transformacgado deste num problema de restri¢do de igualdade.

A convergéncia para um minimo global através do método do multiplicador foi provada.
por Rockafellar para o caso de programacdo convexa. As expressdes para a taxa de convergéncia

para este método foram obtidas por Bertsekas, para problemas ndo lineares gerais. Ele demonstra
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a taxa de convergéncia do método de duas maneiras; primeiro, com uma procura unidimensional
exata e entdo com uma busca ndo tao precisa. A natureza interessante primal-dual do método é
também descrita pdr Bertsekas.

Devido a sua boa taxa de convergéncia e suas propriedades tericas muito boas, 0 método
do multiplicador € agora preferido, especialmente. para problemas de restricdo de igualdade.
Entretanto, sua aplicacdo a problemas envolvendo restricdes de desigualdade foi limitado a
alguns testes de problemas matemiticos simples.

A forma geral do problema de programac@o matemdtica ndo linear para restricdes de

desigualdade é:

Min f(x) | | 1.2.1)

sujeito a g,(x)<0  (i=1L...,m) (1.2.2)

onde x é um vetor n-dimensional de varidveis de projeto, f(x) é uma fungdo objetivo, g,(x)
representa a i-€sima funcao restricdo, e m € o niimero total de restrigdes. O problema acima €
dito resolvido se for conhecido o par 6timo (x*,A*) do problema, onde x* representa o valor
6timo das varidveis primais e A* o valor 6timo dos multiplicadores de Lagrange. Muitas técnicas
de programagdo matemética buscam somente x* de modo direto e devido a sua baixa taxa de
convergéncia. Por outro lado, os também chamados métodos de critério de otimalidade buscam
A* assumindo que as restri¢des de desigualdade sdo critipas no inicio do processo. Isto facilitou o
desenvolvimento de regras recursivas simples de reprojeto que sdo eficientes

Os métodos dos multiplicadores buscam x* e A* alternativamente e o incremento dos

multiplicadores de Lagrange estimados em cada estégib sdo utilizados para agilizar o processo.
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A semelhanca entre métodos de critério de 6timo e o método dos multiplicadores é
devido a ambos os métodos buscarem os multiplicadores de Lagrange 6timos A%®

Os método dos multiplicadores podem ser vistos como buscas de pontos de sela (x* A*)
pelo trabalho alternativo entre os espacos primal e dual. Observe que a busca por 4* no espago
dual é realizado pelo “steepest ascent method” com o tamanho do passo constante ou variavel. O
tamanho do passo constante € utilizado no métpdo original de Hestenes. Assim, os métodos dos
multiplicadores determinam A* em um simples passo no espago dual.

Existem muitas versdes do método do multiplicador, no entanto, o seguinte algoritmo‘
fundamental € apresentado aqui para o problema de programacio rﬁatemética nao linear geral
das Egs. (1.2.1) e (1.2.2).

Passo 1: Selecionar um vetor de multiplicadores de Lagrange inicial A’ ¢ um fator de
resposta c’>o.

Passo 2: Resolver o seguinte problema de otimizagao sem restricio com relagdo ao vetor

de variaveis primais x.

Min_ A(x,\*,C*) (1.2.3)
onde
' o oM
A(x,\,C*) = f(x)+¢k;q;i[gi(x),c—;] (1.2.4)
€
1 k k
5g5+2‘—kgi seg,é-é’—k*
!/f.-=jsen50 . (1.2.5)
1 2Y
&)
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Passo 3: considerando que um x* resolve o passo anterior. Atualize » por :
A = max(0, M + Cg,(x)) (i=1,....m) (1.2.6)

Passo 4: Se A**' =" (i=1,...,m), entdo pare.

A solugio 6tima (x*,A%) = (xk, lk) € obtida. Do contrério v para o Passo 5.

Passo 5: Fazer A% = A" (i=1,...,m).

Ese C* <C™ (C™ = algum valor grande especificado),incrementar C* por

c*t=yC* , (1.2.7)

onde 7y é o fator de atualizagdo maior que, ou igual a unidade. Do contrério, vé.
para o passo 2 com k = k+1.

As Egs. (1.2.4) e (1.2.5) definem a Fun¢do Lagrangeana Aumentada de Rockafellar e a |
férmula de atualizacdo Eq.(1.2.6) € a versdo correspondente da férmula original de Hestenes
para problemas de restri¢do de igualdade. Outras formas do método do multiplicador podem ser
geradas pela simples mudanca da combinagio da Fungfio Lagrangeana Aumentada e a
correspondente férmula de atualizac@o ou modificando detalhes do algoritmo.

- O algoritmo, do Passo 1 ao 5 € relativamente simples, entretanto pode-se fazer algumas
observacGes em relacdo aos aspectos praticos do método:

i - de algum modo os multiplicadores de Lagrange 6timos A* foram avaliados para iniciar
algoritmo, entdo, somente uma solugdo do problema sem restricdo é requerida para obter a

varidvel primal 6tima x*. Esta € uma caracteristica consideravel do algoritmo.
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ii - como ndo sdo conhecidos os valores dos multiplicadores de Lagrange 6timos no
inicio, € necessdrio utilizar o processo iterativo acima descrito para o vetor dos multiplicadores
de Lagrange.

iii - € possivel fazer a escolha de um fator de resposta inicial C* um tanto critico para a
determinagdo do nimero de iteragGes para a convergéncia. Se um pequeno valor relativo é'
escolhido para o fator de resposta inicial C’, entio, a solugdo do primeiro problema otimizagao é
esperado nas vizinhancas das solugbes verdadeiras. Entretanto, neste caso, € dificil obter
solugdes numéricas devido ao mal condicionamento exibido pela funcdo Lagrangeana
aumentada.

Consideragbes similares podem ser satisfeitas considerando o fator de atualizagiio y
utilizado para atualizar o fator de resposta C* . Entretanto, existindo uma teoria no desempenho
do método do multiplicador indica que pode-se obter a solugdo sem encontrar este mal
condicionamento na Fung@o Lagrangeana Aumentada fornecida, que foi conservado o fator de
resposta C* , entre um problema apropriado dependente de um limite superior de C, i.e., C™* .

O algoritmo é, formalmente falando, uma leve extensio do método da penalizacdo -
exterior de fun¢do quadratica. Portanto, o algoritmo tende a gerar uma seqiiéncia de projetos
inviaveis convergindo a um projeto vidvel no limite. Isto € verdadeiro se foi iniciado o algoritmo
com os multiplicadores de Lagrange assumindo valores zero. Entretanto, se forem escolhidos os
valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange 6timos A* , entdo, o algoritmo tende a gerar
uma seqii€ncia de projetos vidveis convergindo para a solucao.

Portanto, o método do multiplicador pode ser praticamente utilizado de qualquer modo,

como sendo um método de otimizagdo vidvel ou um método de otimizaco invidvel.
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Capitulo 2

Formulacao do Problema

Na Secdo 2.1, o problema de otimizacdo de configuracdo de uma estrutura de trelicas é
colocado como problema padrdo de programacao matemadtica nao linear. Na Secdo 2.2, a inter-

relagdo de varidveis de projeto utilizada nesta dissertacdo sera descrita.

2.1 - Formulacio do Problema

A massa total de uma trelica de topologia fixa € tomada como a fun¢io objetivo.

Portanto, isto pode ser simplesmente representado por:

W =2 pAL, @.1.1)

onde W € o massa total da trelica , Nj, € o nimero de membros e p;, A,;e L, respectivamente
sdo, a massa especifica, a 4rea da seco transversal e o comprimento do i-ésimo membro.

As restri¢des de tensdo tem a seguinte forma:

o™ <o, <6 (i=1..,N,,k=1..,N,) 2.1.2)

= max(c™,0,,) | (2.1.3)
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onde G,€ a tensdo no i-ésimo membro devido a k-ésima condi¢do de carregamento, O'E'“) '

representa o limite superior de tensdo, Ny € o numero de condi¢bes de carregamento, e L el

representa o limite inferior de tensdo, que € determinado a partir do maximo valor entre a tensdo

(£)

limite inferior 6; e a tensio de flambagem de Euler, sendo neste trabalho &, definido por:

2.1.4)

onde k; é uma constante determinada a partir da geometria da se¢fo transversal, do médulo de

'elasticidade, e o fator de seguranga. Assim a expressdo da Eq. (2.1.4) contém A,e L,, o limite

inferior o"* € geralmente funcdo das varidveis de projeto. Neste trabalho o problema de

estruturas trelicadas € tratado com elementos de barra de secdo transversal tubular, de didmetro
médio D e espessura de parede ¢. A drea do elemento € ent@o controlada por estas duas variaveis
que definem sua geometria. Para as estruturas analisadas, foi utilizada a relacdo ( D/t ) = 10. No
Apéndice D, apresentam-se outras geometrias de sec@o transversal para o elemento de barra e
seus correspondentes coeficientes de flambagem (k).

As restri¢cdes de deslocamento sao dadas por:

ulgb) < u, < u§”) ‘ (215)
onde u, € o i-€simo grau de liberdade do vetor de deslocamento devido a k-ésima condiggo de

(z)

) o 4
i

carga. Os simbolos u; sdo, respectivamente, os limites superior e inferior. As restri¢oes

com relagdo as varidveis de projeto area da seg@o transversal sdo dadas por:

BM <, <pY ' (2.1.6)
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onde B, ¢ a varidvel reciproca independente coirespondente & 4rea de se¢do transversal A,, i.e.,

B,=— | | 2.1.7)

enquanto, B’ ¢ B¥) sdo, respectivamente, os limites superior e inferior em B,. Portanto,

atualmente,

1 1
B = AD e B = (2.1.8)

onde AY) ¢ A sdo, respectivamente, os limites superior e inferior de A, .

A forma reciproca' para esta varidvel de dimensdo € escolhida simplesmente porque sabe-
se que em problemas de dimensionamento puro, as expansdes por séries de Taylor baseadas em
varidveis reciprocas fornecem uma excelente aproximagio para a resposta dos deslocamentos
sobre uma larga faixa no espago de projeto. De fato, tais expansdes sdo exatas para estruturas
estaticamente determinadas.

As restrigdes nas coordenadas nodais independentes sao dadas por:
yM <y, <y 2.1.9)

onde Y, representa a coordenada nodal que pode ser alterada para modificar a configuragdo

i
estrutural enquanto Y,¥’ e ¥,'!) sdo respectivamente seus limites superior e inferior.

Em adi¢do as restricbes nas coordenadas nodais, restricdes na ordem dos nds é

considerada, i.e.,
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Y,<Y, (i=j) (2.1.10)

Este tipo de restri¢do pode ser utilizado para evitar configuragdes estaticamente instdveis
e prevenir a ocorréncia de projetos impraticaveis durante o processo de otimizaco.
O problema de otimizag¢do estrutural pode ser agora demonstrado como um problema de

programacao matemdtica nao linear padrao como segue:

Min W(B,Y)=W=2piﬂi L, ) (2.1.11)
sujeito a:
6, -o soi . (2.1.12)
6" -0, <0 | (2‘10135
u, —u? <0 , (2.1.14)
ul —u, <0 (2.1.15)
BB <0 ' - | (2.1.16)
B _B, <0 | (2.1.17)
Y,-Y" <0 (2.1.18)
Y® -y, <0 o (2.1.19)

Y -Y. <0 (2.1.20)
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onde B e Y sdo respectivamente as varidveis de projeto drea e os vetores de coordenadas nodais.
Um ponto no atual espago de projeto considerado € representado por um vetor z o qual € a
concatenagdo dos vetores S eY .

Note que o niimero total de restri¢des no problema é:
NIQ = 2(Np + Ny) Np + 2(Ng+Ny) + N; (2.121)

onde:
NIQ € o ndmero total de restri¢des.
' N € 0 nimero de membros.
N, € o nimero de restricdes de deslocamento.
NL é o numero de condi¢gdes de carregamento.
Np € o niimero se¢des de drea transversal reciprocas independentes.
Ny é o niimero de coordenadas nodais independentes.

N; é o ntmero de restri¢des de ordenagao dos noés.
A formulagdo do problema, das Egs. (2.1.11) até (2.1.20), € bastante geral.

2.2 - Inter-relacionamento Entre Variaveis de Projeto

Desde que o niimero de varidveis de projeto seja usualmente grande em problemas de
configuracgdo, € ﬁfil, na prética, introduzir o conceito de inter-relacionamento entre varidveis de
projeto de modo a reduzir a dimensdo do espaco de projeto enquanto que, a0 mesmo tempo,
impde requisitos praticos de projetos tais como condi¢des de simetria. Na seqiiéncia, dois tipos
diferentes de varidveis de projetos inter-relacionadas sdo consideradas. Um para 4reas de se¢do

transversal e outro para coordenadas nodais. Um terceiro grupo inter-relacionado para membros
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trelicados € também introduzido nesta se¢do para facilitar o cdlculo da quantidade de resposta
das derivadas com relagdo as coordenadas nodais independentes.

‘Para as varidveis de projeto 4rea, considerou-se o seguinte conjunto:

1

Gl =1JB.=-sjeN, (i=1....N,) 2.2.1)

J
isto &, G? & o conjunto do nimero de membros, no qual os membros componentes tem uma
varidvel de projeto 4rea reciprocas B,em comum. Por este agrupamento, o nimero de varidveis
independentes de drea pode ser reduzido para Ng a partir de N, (Ng < N, ).

Continuando, considere o inter-relacionamento de coordenadas nodais. Geralmente o

inter-relacionamento de coordenadas pode tomar qualquer forma néo linear.
X, =q(¥,Y,,....Y,, ) 2.2.2)

onde X;representa uma coordenada nodal atual e Y, representa a j-€sima coordenada nodal

independente relacionada. A fun¢@o g tem alguma forma nao linear.

Se nio for especificada uma forma razoével para a funcéo g , qualquer inter-relacio pode
ser incorporada, em principio. Entretanto, o simples esquema de inter-relacionamento é
empregado neste sentido justamente para sirﬁpliﬁcm a manipulacio matemadtica. Por
simplicidade, considera-se uma forma nfo-linear ¢ . Entdo, o inter-relacionamento _pode ser

€Xpresso por:
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X, = ZT:)'YJ' (2.2.3)

onde T € um coeficiente apropriado. Este tipo de inter-relacionamento tem sido utilizado para

impor condi¢des de simetria nos arranjos nodais. Como exemplo, tem-se o caso particularem que

Ty =1 com todos outros zero. Entio,

X, =+, (2.2.4)

Esta relacido € suficiente para impor condi¢Oes de simetria comuns.

Finalmente, considera-se um terceiro grupo de inter-relacionamento para membros de

estruturas trelicadas. Define-se o seguinte conjunto:

G = { f¥.eX,jeN,] | 2.2.5)

onde X;tem sido definido como vetor de coordenada nodal para 0 membro j com componentes
correspondentes as coordenadas nodais em ambas extremidades do membro j. Em outras
palavras, Gl‘; ¢ um conjunto de nimeros de membros tal que, os membros componentes tenham a
coordenada nodal independente Y,em comum. Este conjunto € requerido quando a diferenciag@o

das quantidades de resposta com respeito a coordenadas nodais independentes deve ser derivada.
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Capitulo 3

O Método do Lagrangeano Aumentado

Neste capitulo, o embasamento tedrico do método do Lagrangeano aumentado (MLA)
serd desenvolvido. Na se¢do 3.1, o MLA aplicado ao ‘problema de restricdo de igualdade é
demonstrado, onde considera-se a versdo de Hestenes. Esta secdo fornece as bases para a
extensao do método para problemas de restricdo de desigualdade. Na secdo 3.2, o método é
estendido ao caso de restricdo de desigualdade pela introdugédo de varidveis de folga e a Fungéo

Lagrangeana Aumentada ¢ obtida.

3.1 - Problema de Restricio de Igualdade

O problema de restri¢do de igualdade pode ser definido como segue:

Min fix) 3.1.1)

sujeito a h,(x)=0 (i=1..m) (3.1.2)
onde x € um vetor n-dimensional f(x) € uma fungio objetivo, hi(x) € a i-ésima restricdo de
igualdade, m € o niimero de restricdes de igualdade, e m < n. As fungdes f(x) e hi(x) sio em
geral n3o lineares e ndés assumimos a apropriada diferenciabilidade destas fungfes como
requisito necessario.

Agora, define-se a fung¢@o Lagrangeana “modificada” como segue:

L(xA)=ho f5)+ 2uA, By(x) (3.13)
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onde A, e A,sdo multiplicadores de Lagrange generalizados. Embora diferentes tipos de métodos
de multiplicadores podem ser obtidos pela utilizagao da Eq. (3.1.3), seguiremos o modo classico,
i.e. , inicializando A,= 1 na Eq. (3.1.3). Entdo utiliza-se uma fungdo Lagrangeana cl4ssica e

familiar L,

L(xA)= fo+ 3 4 b (x) (3.1.4)

i=l

Segundo a observagio de Lagrange:

“ Se existe algum A para o qual X resolve o problema sem restricdio Min lﬂ(x,k)

enquanto satisfaz as condi¢oes de viabilidade h,.(;) =0 (i = 1..m), entdo X¥ € uma solugio do

problema original dado pelas Egs. (3.1.1) e (3.1.2)".
A prov'a € bastante simples. Desde que X seja solugdo do seguinte problema sem
restricao:
Min Ly(x,A)

L, (.'t‘, I) <L, (x,?») para todo x 3.1.5)

Entretanto, da defini¢ao de L, na Eq. (3.1.4), pode-se escrever a Eq. (3.1.5) como:

RE)+ DA h(E)< f0)+ 3 hr ) (3.1.6)
i=l1 i=1

para todo x. Agora, desde que se tenha as condigGes vidveis k(X ) = 0 (i=1...m), a Eq. (3.1.6)

torna-se:
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A(T)< f)+ 2 A h(x) paratodox , ' 3.1.7)

i=1

Agora, restringindo x de maneira que seja vidvel com relacdo as restricdes de igualdade, i.e.,

selecionar um x tal que k,(x) = 0 (i=1...m). Entdo, a Eq. (3.1.7) tora-se:
M(X)< f(x) paraumx vidvel (3.1.8)

Isto mostra que X € um ponto de minimo relativo do problema original representado pelas Egs.
(3.1.1) e (3.1.2).

Pela utilizagdo desta simples e importante observagio, pode-se dizer que o problema
original da Egs. (3.1.1) e (3.1.2) € equivalente a minimizagio da Lagfangeana classica L, com as

condigdes de viabilidade A,(x)=0 (i=1,...m) como novas restri¢des. Isto €, o problema:

Min L, (x,A), dadoum A (3.1.9)

sujeitoa h(x)=0 (i=1,...m) | (3.1.10)

€ equivalente ao problema original no sentido que ambos problemas compartilham das mesmas
solucdes. |
A consideravel distingdo entre o método do multiplicador € os usuais métodos de
programacio matemaética repousa no fato que o ﬁltirﬁo resolve o problema original como ele mas
o MLA trata com a solucdo do problema analitiéo transformado nas Egs. (3.1.9) e'(3.1.10).
Portanto o novo problema formado pelas Egs. (3.1.9) e (3.1.10) € ainda um problema
~ de restri¢@o de igualdade. E possivel resolver este, pelo método da funcdo de penalidade exterior,

porque este método é geralmente conhecido como um dos mais eficientes para a solugéo de tais
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problemas de igualdade. EntZo o problema das Eqgs. (3.1.9) e (3.1.10) torna-se um problema sem

restri¢do como segue.

Min, A( x,A,C ) dado um valor arbitrériode A e C (3.1.11)

onde:

A(EM,C)= L5 A)+ = 2 (x)

i=1

= f(x)+ix,.h,.(x)+%ih,.’.’ (x) (3.1.12)

i=1 i=1
O indice P € um valor que deve ser escolhido convenientemente. O terceiro termo na Eq. (3.1.12)
€ o termo de penalidade ¢ C € um fator de resposta. A fung@o definida pela Eq. (3.1.12) é
chamada de “Funcdo Lagrangeana Aumentada” para o problema de restri¢do de igualdade.

Obviamente devido a natureza do método da fungao de penalidade, se C — o, entfo, a
solugdo x(A,C ) do problema, a Eq. (3.1.11), converge para a solugdo do problema das Egs.
(3.1.9) e (3.1.10). Isto significa que pode-se obte? a solucdo do problema original, i.e., Egs.
(3.1.1) e (3.1.2), pela solu¢do de uma seqiiéncia de problemas sem restri¢des definido na Eq.
(3.1.11).

Note que , o termo do multiplicador Lagrangeano € somado a0 método da fungdo de
penalidade (ver Eq. (3.1.12)).Portanto, o método do multiplicador podera ser visto como uma
extensdo diferenciada do método da funcdo de penalidade exterior.

Antes de buscar o minimo da Fun¢do Lagrangeana Aumentada A( x,A,C ), é necessirio
garantir valores razoaveis para A e C. O fator de resposta C pode ser determinado de maneira
usual, ie., primeiro € considerado um pequeno valor apropriado para o C inicial e
posteriormente, incrementando-o de maneira predeterminada. Entretanto, qualquer valor pode

ser atribuido a A na Eq. (3.1.11). Esta caracteristica do MLA, isto &, 'que a solugdo do problema
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pode ser encontrada para qualquer A, € muito boa, e importante na pratica. Poder4, entretanto, ser
observado que a completa aceleracdo da seqiiéncia de minimizagGes sem restricdo pode ser
acelerada melhorando-se a escolha de A. Um procedimento para corre¢do de A serd descrito

adiante. No caso especifico em que p=2 obtem-se:

A(x,/l,C)=f(x)+il,.hi(x)+%§m:hi2(x) (3.1.13)
i=1 i=1
Esta forma é conhecida como Funcdio Lagrangeana Aumentada de Hestenes. E claro que, ao
serem selecionados diferentes valores para p, é possivel obter distintas versdes do método do
multiplicador. Por exemplo, Mangassarian recomenda o uso de p = 4. Aqui, subsegiientemente, -
seleciona-se a Eq. (3.1.13) como uma Fun¢do Lagrangeana Aumentada para o problema de
restricdo de desigualdade.

Para a selegdo de A, s3o considerados dois casos extremos. Inicialmente, supdem-se que

todos A; sdo inicializados como zero para todos os problemas sem restri¢go. Entdo, a Eq. (3.1.13)

torna-se:

A(x,C)=f(x)+—§-ih?(x) | (3.1.14) .
i=1

Esta é a forma usual da funcdo quadritica de penalidade e sabe-se que a seqii€ncia |
(x*1}, produzida pela solu¢do dos problemas sem restricdo, converge para a solugdo verdadeira,
quando C tende ao infinito. Porém, com o aumento de C o problema tende a no limite, para C —
oo , a ficar mal condicionado, o que torna , dificil a obten¢do da solug¢do nos dltimos estégios do

procedimento de otimizagdo. Considera-se agora o outro caso. No inicio, considera-se que seja
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possivel saber o valor exato dos multiplicadores de Lagrange 6timos A Entdo, inicializa-se

A=A" na Eq. (3.1.13) e obtém-se:

A(x,X,C)= f(x)+2x,.‘h,.(x)+%ihf(x) (3.1.15)
i=1

i=1
Agora, considerando-se que o vetor x encontrado, tal que, a funciio A(x,A’,C ), é minimizada

para um valor arbitrdrio de C > 0, e representa o ponto solu¢do como x. Entdo x deverd

satisfazer as condicOes de estacionaridade:

V_A(x,X,C)=0 ' ’ (3.1.16)
ou
V. f(E)+ 2 AV h(E)+C O h(EWV h(E)=0 (3.1.17)
i=1 i=1
Para o par 6timo (x',X") obtém-se as seguintes condi¢des de Kuhn-Tucker :
V(X )+ DAV h(x)=0 (3.1.18)
i=1
€
h(x")=0 (=l.m) | (3.1.19)

Esta relacdo pode ser satisfeita identicamente para qualquer f, h; e C >0. Isto € possivel

somente se: N

¥
Il
&

(3.1.20)
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Portanto, obtém-se um resultado que pode ser interpretado como segue:

“Ao ser fornecido para A em A(x,X,C)seu valor 6timo X', entdo o problema sem

restricio Min_A(x,X,C) fornece a solugdo do problema original x” para qualquer valor de
Cc>0."

Desta observagao chega-se a duas conclusdes importantes:

1 - Se de algum modo é possivel saber os valores 6timos dos multiplicadores de Lagrange A’ no
inicio, somente uma minimizac¢do sem restri¢do poderd ser requerida para obter a solugfo do
problema original x”.

2 - O fator C ndo precisa, necessariamente, tender ao infinito. Um valor suficientemente grande
de C, que evite o inerente mal condicionamento do método da fun¢do de penalidade, pode ser
utilizado.

Estas propriedades sdo muito importantes_porque evitam maiores problemas, que sio
freqiientemente associados com método de rungdo de penalidade: A observagdo precedente
sugere que , sendo possivel, de algum modo selecionar um bom valor aproximado para X', as ja
‘mencionadas caracteristicas desejadas serdo, em algum grau, realizadas. Portanto a atencgéo é
agora enfocada na descricdo de um esquema para gerar uma boa aproximacao do vetor 6timo dos
multiplicadores de Lagrange X .

Para fazer isso, observa-se o seguinte. Suponha primeiramente, que X é solugdo do

problema de minimo, A(x,A,C), para um dado A, C > 0 . Entio, a condigdo de

. - — * .
estacionaridadeem ¥=x , i.c.,

fo(f)=i(7ti+Chi(f))V,hi(f) | (3.1.21)
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deve ser satisfeita. Por outro lado, para o ponto de soluggo 6tima (x',X’ ), as condi¢des de Kuhn

- Tucker,
V. (X )+ DAV h(x")=0 | (3.1.22) |
i=1

devem ser satisfeitas. Conseqiientemente , no limite C— oo, temos que ¥ — x . Isto significa
que a Eq. (3.1.21) tende no limite a Eq. (3.1.22) . Ou, pode-se dizer que a condi¢do de Kuhn -

Tucker, Eq. (3.1.22) é a forma limite da Eq. (3.1.21) em (x",X" ). Isto implica que, no limite C—
o, A, +Ch,(X) convergepara A, ¢ Xx —x.

Da raz@o precedente, ¢ proposta a seguinte relagdo recursiva para a atualizacdo dos

multiplicadores de Lagrange:
A=A +Ch(xY) (3.1.23)

onde ¥* ¢ a solugio do k-ésimo problema sem restricéo.

Hestenes prova que a seqiiéncia de { A* } converge para A’ e que ela pode atualmente acelerar a
convergéncia do processo com um valor finito de C > 0 . Uma rigorosa prova matematica € dada
por Bertsekas. Aqui somente os resultados sao referenciados.

Este assume que:

1-(x",X) satisfaz as condicdes suficientes de segunda ordem para x* ser um ponto de minimo

local.

2-V.f,V.h (i=1,...m) sio Lipschitz continuos na vizinhanca de x".
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3 - Nenhum erro est4 envolvido no line search . Portanto, existe C' >0, M > 0 tal que para todo

‘ ”
C* > C" nés temos:

l* - x| < -glyllx" -X (3.1.24)
e

et = < Cﬂkllx" Y (3.125) |
onde A**! é obtido a partir de A* pela Eq. (3.1.28). A notaggo | ... | denota a norma euclidiana.

A Eq. (3.1.30) mostra que se C* ¢ suficientemente grande mas permanece finito para
garantir a condi¢do M/C¥, entio a seqiiéncia de { A* } converge para A’ linearmente. Por outro
lado, se C* vai para infinito quando k—> oo, a série converge superlinearmente, i.e., {x" }
converge para x e { A* } para a*. E claro que, se C* > o, {(x*} converge para x . Em qualquer
evento, propriedades de convergéncia local e global do MLLA podem ser estabelecidas.

A taxa de convergéncia de {x*} ¢ representada pelo lado direito da Eq. (3.1.24) . J4 que
{A* } converge no minimo linearmente, {x" } também converge no minimo linearmente.

Agora, examinando-se 0s casos extremos. Suponha que A* =X", entio a Eq. (3.1.24)

torna-se :

le* -x"|<0 (3.1.26)

Mas a norma na Eq. (3.1.26) é sempre ndo negativa, portanto temos que X* =x . Assim
somente uma solugdo para o problema sem restricdo € requerida. Demonstrou-se previamente
este caso de outro modo. Continuando, inicializando A* =0 para todo k (i.e. , o caso do puro

método da funcdo de penalidade ). Entao, se tem que:
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MIN
S"‘CT—

L]

(3.1.27)

|z - x

Portanto, somente se C* tende ao infinito, faz {x*} convérgir para x . Entfio, muitas solu¢es de
problemas sem restri¢do serao necessarias. Esta ndo € uma situacdo favoravel. Em adicdo a isto,
temos que fazer que C seja tdo grande quanto possivel, o mal condicionamento do problema sem
restricdo ndo poderd ser evitado.

A escolha de A devido a Hestenes pode realmente acelerar a convergéncia de. todo
processo de otimizagdo. Ele incrementou a férmula da Eq. (3.1.23) tendo uma outra interpretagio
do ponto de vista dual. |

Assumindo a existéncia de pontos de sela de A(x,A,C ),€ obtida a condi¢do do ponto

de sela:
A(x",A,C)SA(X',N,C)< A(x,X,C) (3.1.28)

Esta relagdo indica que o par 6timo (x ,X") poder ser obtido da primeira minimizagio
de A(x,A,C) para um dado A e C com relagio a x e a préxima maximizag¢do de A(X,A,C)

com relagéo a A onde ¥ € a solucéo do problema de minimizagdo. Este processo € repetido até
que a convergéncia seja obtida. Este ¢ também chamado processo primal - dual de otimizagZo.

Agora define-se a fungdo dual A.(A) para A(x,A,C) tal como:

A-(\)= Min A(x,\,C) : (3.1.29)



35

Portanto, o gradiente de AC( A ) com relagdo a A é dado por :

V,A:(A)=V,A(X,A,C) ‘ (3.1.30)
Partindo da definicdo da Eq. (3.1.13), a Eq. (3.1.30) torna-se:

VA (M) =HhX) (3.1.31)
onde k(X )€ um vetor da fungdo h(x) avaliadaem x=X.

Substituindo a Eq. (3.1.31) na férmula aumentada de Hestenes Eq. (3.1.28), entdo

encontra-se a férmula aumentada em termos da variavel dual, i.e. , o multiplicador de Lagrange.
M =N +C*V, A (M) ‘ | (3.1.32)

Esta relagdo mostra claramente que o incremento dos multiplicadores de Lagrange pelo método
do multiplicador corresponde a um movimento de subida, com tamanho do passo C* , no espaco
dual. Portanto o método do multiplicador pode ser visto como um tipo de método primal - dual,

com uma procura muito limitada para o multiplicador de Lagrange 6timo no espago dual.

Agora, a versdao de Hestenes do método do multiplicador para um problema geral de

restricao de igualdade pode ser resumido como segue:
=» Passo 1: Inicializar A’ = O e apropriado fator de resposta C’>0.

=Passo 2: Resolver Min_A(x,\*,C* ), denota sua solugdo como x* .

= Passo 3: Incrementar A* por A**' = A* + Ch(x* )
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= Passo 4: Se A**' =A*, entdio parar. A solugdo 6tima (x",A’) é obtida. Se nfio v4 para o Passo

5.

= Passo 5: Inicialize A* =A*'. Se C*<C™ onde C™ é um nimero de valor alto

pré - selecionado, incremente C* através de:

Ck=,Yck

ondey>1.

Do contrario C¥ =C*. Vdao Passo 2comk =k + 1.

Note que como nao € feita qualquer pré - suposi¢@o considerando a natureza das funcdes objetivo
e de restricdes (e.g. , convexas, cdncavas, etc.), exceto para sua diferenciabilidade e condigGes de

Lipschitz, podemos obter pela aplicagdo do algoritmo, um minimo local.

3.2 - Problema de Restricao de Desigualdade

A completa discussdo do problema de restricdo de igualdadé na secdo prévia €
interessante do ponto de vista tedrico. Entretanto, os problemas de otimiza¢do estrutural sao
usualmente problemas de restricdo de desigualdade. Portanto, o algoritmo desenvolvido na secdo
(3.1) devera ser estendido ao caso de restricdo de desigualdade. A extensdo desenvolvida sera

descrita nesta secao.

Considerando um problema geral de restricdo de desigualdade ndo linear como segue:
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Min f (x) 3.2.1)

sujeito ag; (X)<0  (i=1,... m) | (322)

onde f e ag; sdo fun¢des ndo lineares gerais de um vetor - n de x € m € o niimero de restri¢des
de desigualdade.
Agora, pela introdugio de varidveis de folga, é possivel converter o problema das Eqgs.

(3.2.1) e (3.2.2) em um problema de restri¢cdes de igualdade como segue:

Min f (x) " | (3.2.3)

sujeitoag; (x) +z°=0 (i=1,...m) (3.2.4)

onde z; € a varidvel de folga para a i-€sima restri¢do.

E claro que, o problema original das Eqs. (3.2.1-2) e (3.2.3-4) s3o equivalentes, mas a
dltima tém (n + m) varidveis. O problema convertido tem a mesma forma que o problema de
restricdo de igualdade previamente considerado, representado pelas Eqgs. (3.1.1) e (3.1.2).
Portanto, € possivel aplicar todos os resultados na se¢do 3.1 simplesmente trocando-se h; por g;

(x)+z7 . A Fungdo Lagrangeana Aumentada pode ser escrita agora, como segue:

A(x50,C)= F(x)+ DM(g(x)+2) )+ 2 ((8(x)+2)))} (3:2.5)
i=1

i=1

Em problemas de otimizacdo estrutural o niimero de restricdes é usualmente muito maior
do que o nimero de varidveis de projeto independentes. Portanto, ao ser aplicar o algoritmo da

secdo 3.1 diretamente, o problema sem restricao a ser resolvido tem muitas varidveis. Entretanto,
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€ possivel eliminar as varidveis de folga z; da Eq. (3.2.5) pela primeira nﬁnimizagﬁo de
A(x,z,A,C ) com relagio a z; como segue: |

Para o ponto de minimo de A(x,z,A,C ), as condigdes necessdria para um minimo local

com relag@o as varidveis de folga z; sdo as condi¢des de estacionaridade;
a—-=0 i=1..,m (3.2.6)
Portanto, pela diferenciagdo da Eq. (3.2.5) com relagdo a z; , € encontrada a seguinte relaggo:

ZZi(%+g,-(x)+z3)=0 i=1,.,m) (3.2.7)

para o ponto de minimo.

Agora, resolvendo em termos de z;, obtém-se:

zi2=max(0,—%—gi(x)) G=1,. ,m). (3.2.8)

Isto satisfaz a Eq. (3.2.7). Portanto esta é a solucdo da Eq. (3.2.6). Entdo, as z;’s sdo variaveis
independentes para o ponto de minimo. Assim, elimina-se o vetor z em A(x,z,A,C) pela
utilizacdo da Eq. (3.2.8). Fisicamente falando, a Eq. (3.2.8) implica que se g; € uma restri¢do
critica, ent@o a correspondente varidvel de folga € zero e se g; € uma restri¢do nio critica, entdo, a
correspondente varidvel de folga é ndo nula.

Portanto, se tem a relago:

gi(x)+zi2=max(gi(x),—%) G =1,..,m) (3.2.9)
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Substituindo a Eq. (3.2.9) na Eq. (3.2.5) obtém-se uma Fungfo Lagrangeana Aumentada que nio

envolve a varidvel de folga, com a seguinte forma:

= A, .
A(x}}":c)::f(x)+C2\Vi(gi(x),'6L) - (3.2.10)

i=1

onde:

_1_ 2 )+_}'_‘_ ( > &.
2gi (x C g:(x) se g, x)—"C

N ] (3.2.11)

1{A,
trario - —| —-
caso contrario 2(C

sk
vY; gi(x))c =

Esta forma € referida como fungdo Lagrangeana Aumentada de Rockafellar. Note que as

fungbes ,;sdo continuas e elas t€m planos tangentes comuns ao longo do contorno definidos por

A
g(x)= T Assim ,tém continuidade C' e qualquer tipo de método de otimizagio por
gradiente pode ser aplicado ao problema sem restricdo definido pela Eq. (3.2.10). Entretanto, ja

A,
que as segundas derivadas da fungdo W, sdo descontinuas ao longo do contorno g;(x)= ——C-'-,
nio pode-se utilizar algoritmos de Newton para resolver o problema sem restri¢do definido pela
Eq. (3.2.10).

Tendo a relagdo obtida na Eq. (3.2.9) e considerando a férmula de atualizagdo dos

multiplicadores de Lagrange proposta por Hestenes pode-se escrever:
A = max(0,A,* +Cg,(x" ) (3.2.12)

Portanto, o algoritmo do multiplicador para o problema de restri¢io de desigualdade mostrado na

secd0 1.2 pode ser obtido pela simples troca da fungdo Lagrangeana aumentada e a férmula de
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atualizagdo de A no algoritmo mostrado na se¢do 3.1 com as novas defini¢des das Eqs. (3.2.10) e
(3.2.12).

Note que todas propriedades descritas na se¢do 3.1 sdo também aplicadas para o caso de

restricdes de desigualdade apds ser transformado em um problema equivalente de restri¢do de

igualdade.

3.3 — Conclusoes Sobre o0 Método do Multiplicador (Multiplier Method)

P

O método do multiplicador € comparativamente avaliado com alguns métodos de |
programagio matematica comumente aplicados em problemas de otimizagao estrutural.

O método do multiplicador é comprovadamente superior aos métodos da fungio de
penalizacg@o exterior e interior. As razéés sdo as seguintes:
i- O mal condicionamenté associado aos métodos de penalidade podem ser eliminados, pois néo
€ necessdrio incrementar o fator de resposta C excessivamente.
ii - O método do multiplicador pode obter uma solugdo exata. J& os métodos de penalidade ndo.
ili - Nos métodos de penalidade, a convergéncia é obtida assintoticamente. O tnico fator que
dirige o projeto até uma solugdo 6tima € o incremeﬁto constante do fator de resposta. Por outro
lado, o método do multiplicador é linearmente convergente e ele acelera todo o processo pela
convergéncia dos multiplicadores de Lagrange, bem como do fator de resposta.

Em adi¢@o as vantagens precedentes, o método do multiplicador tem seus préprios
méritos:
i - Por ser ser usado ou como um “método de penalizacdo interior” ou como um “método de
penalizacdo exterior’, para o método do multiplicador qualquer ponto de partida é permitido,
fornecendo-se a ele qualquer parte do espaco de projeto sobre o qual a andlise € valida.

a) A selecdo dinamica das restrices ativas & possivel e estd baseada em sélidos

fundamentos tedricos. Isto pode ser feito da seguinte maneira. Suponha que o método
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do multiplicador seja utilizado com os multiplicadores de Lagrange iniciais iguais a
zero. Seja X a primeira solugfo do problema sem restrigdo. Entdo os multiplicadores

de Lagrange s@o atualizados pela férmula:
Nt = max(0, 0% + Cg, (%)) (33.1)

Entretanto, desde que tenhamos escolhido A’ = 0 a férmula de atualizagio torna-se:

Al = max(0,Cg, (%)) : (3.3.2)

Fica compreendido que C > 0 estd implicado. E se a restricdo estd satisfeita para x =X, i.e.,

g,(X¥)<0, entiio:

A, =0 (3.3.4)

Em outras palavras, se uma restricio de desigualdade nfo é satisfeita para x =X, entdo os
correspondentes multiplicadores de Lagrange tem valor positivo. Por outro lado, ele permanece
sem mudar em zero.

Portanto, no préximo ciclo de minimizagio sem restricdo, somente € necessario
considerar o conjunto de restricdes com valores positivos dos multiplicadores de Lagrange. Apds
receber o segundo problema de minimizacdo sem restricio todos os multiplicadores sdo
atualizados de acordo com a Eq. (3.3.1). |

Entdo, as restricdes com multiplicadores de Lagrange sdo consideradas e as restricdes
com multiplicadores de Lagrange iguais a zero sdo ignoradas e € iniciado um novo conjunto de

restricdes ativas. Estes procedimentos iterativos s&o repetidos até a convergéncia. Foi observado
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que o conjunto de restri¢bes ativas definido tende a estabilizar-se rapidamente e somente apés
alguns estagios de minimizag:?io sem restri¢ao, 0 coﬁjunto correto de restricdes ativas surge. Este
esquema para sele¢@o dindmica de restricdes ativas é muito mais elegante do que outros um tanto
intuitivos que eram freqiientemente empregados para reduzir o niimero de restricdes retidas em
problemas de otimizagao estrutural. -

A efetividade deste esquema para sele¢do dindmica de restri¢des ativas reside no fato que
restricdes ativas tem multiplicadores positivos e restrigdes inativas tem multiplicadores de
Lagrange zero para a solugio 6tima.

Agora, compara-se 0 método do multiplicador com o método de dire¢des vidveis. Este
método € essencialmente empirico para procurar uma dire¢éo de descida razoavel entre muitas
candidatas, andlises da taxa de convérgéncia sdo dificeis de se fazer. A atual taxa de
convergéncia do método tende a ser grandemente dependente da ndo linearidade do problema e
da escolha dos parametros de controle utilizados no método. Este € o conhecido fendmeno de
“zig-zag” e estd inevitavelmente associado com o método, quando o ponto de projeto se
aproxima da solu¢@o Stima. Isto € claro, reduz muito a taxa de convergéncia do método. Ndo
podemos dizer que o método do multiplicador seja superior em velocidade cie convergéncia em
relacio ao método de dire¢cdes vidveis. Entretanto, € razoﬁvel declarar que o método de diregoes
vidveis ird requerer sofisticadas técnicas de programacdo, de maneira a obter uma boa taxa de
convergéncia. Neste sentido, o método do multiplicador € mais tedrico e mais facil de
implementar.

Considere agora o método do gradiente projetado. Este método conduz para uma solugio
6tima ao longo das intersecgdes entre restrigdes criticas. Portanto, 'viabilidade sdo facilmentel
violadas as restricdes em problemas altamente nao lineares, tais como problemas de otimizagﬁp

de configurag@o, e a projecao para a solugdo factivel nem sempre € obtida.
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Este método € competitivo somente para problemas de dimensdo puros com tensdo

estatica e restricoes de deslocamento . Portanto o método do multiplicador é um método de

maior aplicabilidade do que o método do gradiente projetado.



Capitulo 4

Apresentacao das Expressoes

Neste capitulo, as express6es dos célculos réqueridos do problema de configuragdo estdo
descritas. Na Secdo 4.1, apresenta-se a normalizacdo das varidveis de projeto. Na Secdo 4.2, o
conceito de restricdo perturbada € apresentado e a forma correspondente da Fungio Lagrangeana -
Aumentada é fornecida. Na Sec¢do 4.3, o algoritmo empregado para a solugdo do problema de
minimizagdo sem restricdo € brevemente documentado. As secdes 4.4 até 4.6 descrevem a
andlise de sensibilidade (funcdo objetivo, resposta dos deslocamentos e resposta da tensdo) e sdo
apresentadas no contexto do método dos elementos finitos com o conceito de varidvel inter-
relacionada. Precaugdes especiais sao tomadas para limitar a busca de um ponto de projeto 6timo
para aquela por¢cdo do espaco de projeto sobre o qual a andlise estitica estrutural é bem

condicionada e valida. Prevencio de area de Se¢do transversal negativa é discutida na Secédo 4.7.

4.1 - Normalizacio de Variaveis e Restricoes

Apés implementar o método do multiplicador a problemas de otimizagdo estrutural
definidos na Sec¢@o 2.1, a normalizagio de varidveis e restricdes devem ser introduzidas.
As restrigbes sdo normalizadas como segue, e, portanto, elas contribuem uniformemente

para o termo de penalidade na Funcio Lagrangeana Aumentada:

C,. (04 —c¥)<0 @.11)
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4.1.2)
(4.1.3)
4.1.4)
(4.1.5)
(4.1.6)
4.1.7)
(4.1.8)

4.1.9)

onde C;, C,, Gy, C, e C, representam fatores apropriados de normalizagdo os quais tem

sido definidos, respectivamente, como segue.

por outro lado, varidveis s3o normalizadas como segue:

B’i':Bi/B:'.

(<

yi=y1y

(4.1.10)
(4.1.11)
(4.1.12)
(4.1.13)

4.1.14)

(4.1.15)
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onde B; e y; sdo os respectivos valores de referéncia das 4reas reciprocas e coordenadas nodais.
Neste trabalho, valores iniciais sdo tomados por conveniéncia. Embora seja bem sabido que a

normalizacdo pode melhorar drasticamente o desempenho de algoritmos de otimizagdo, ndo

procurou-se um esquema 6timo para normaliza¢io de varidveis.

4.2 - Formulacio do Problema Perturbado

O método do multiplicador com multiplicadores de Lagrange inicializados como zero é
um método de otimizacdo ndo factivel. Portanto, na pritica o método converge
computacionalmente para um projeto o qual serd levemente invidvel. Isto ndo € uma situacio
desejavel do ponto de vista pratico e, portanto, uma opg¢ao foi aceita para aliviar esta dificuldade.

O seguinte problema perturbado € considerado para este objetivo:

Min w(B,y) : | “.2.1)
sujeito a

g(By)<-e  (e>0) 4.2.2)

onde € € um pequeno nimero positivo. A restri¢do g; devera ser cémpreendida para representar
as restricdes normalizadas definidas pelas Eqgs. (4.1.1) até (4.1.9). Em uma interpretacéo grafica
da Eq. (4.2.2), as restricOes sdo levemente puxadas para dentro da regido viavel. Portanfo, pela
selecdo de um pequeno valor positivo para €, se estd apto a terminar o algoritmo com um projeto
vidvel apds alguns estagios de otimizag#o.

A Funcio Lagrangeana Aumentada, ¢, torna-se, neste caso:

N, ,
d=w+CQ Y, 4.2.3)

i=1
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no qual,

-

%(gi+8)2+%-(gi+e) se ’gi+£2—%"— |

V= i se ndo 4.2.4)
2

[ 2c?

€ claro que, fazendo com que € = 0, nas defini¢Ges acima, as Egs. (4;2.3) e (4.2.4) reduzem-se
para o problema de restricio de desigualdade geral definido da Secdo 3.2.

Atualmente a opgdo & = 0 foi satisfatoriamente utilizada através de célculos e foi
encontrado que solucdes obtidas aqui sio levemente invidveis, i.e., g= + 10”. Observe que a
normalizagdo destes projetos com relac@o as varidveis de. dimensdo fornece um método direto de

obter resultados estritamente viaveis.

4.3 - Método de Solucdo Para Problemas Sem Restricao

O Método do Lagrangeano Aumentado requer a solu¢do de uma seqiiéncia de problemas -
sem restri¢ao definido pela Eq. (4.2.3). Para isto utiliza-se o Método Quase-Newton. Este € um
método intermedidrio entre o steepest descent € o Método de Newton. Assumindo ser
impraticivel a determinacdo da matriz Hessiana, busca-se uma aproximacdo da inversa da
matriz Hessiana péla utilizagdo de informacéo de gradiente de pontos anteriores, do processo
iterativo. O método utilizado € o Broydon - Fletcher - Goldfarb - Shanno, ou BFGS. O algoritmo

pode ser descrito como segue para um problema de minimizag¢do sem restricao:

Min_ f(x) ' @3.1)
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Passo 1: estimar o ponto de projeto inicial xg e inicializar uma matriz simétrica positiva definida
So = 1 (matriz identidade) como uma aproximag&o da matriz Hessiana.

Passo 2: calcular o Vf (xg)

Passo 3: determinar o tamanho do passo 6timo o* pela solucdo de:

Ming f (x,-aS,Vf(x)) 43.2)
aqui X representa a solucdo.

Passo 4: calcular o Vf (X') para o novo ponnto de projeto X .

Passo 5: calcular
P =—-oS,Vf (xo) (mudanga no projeto) (4.3.3)

g=Vf(®)-Vf (xo) (mudanga do gradiente) | (4.3.4)

Passo 6: atualizar a aproximac@o da matriz Hessiana Sy por:

S,=S

S TS T T
o_[ oy o) r'q  pp @35

9°Sq )a"Syg p'q

Passo 7: faga x, « ¥ e Vf(x,) « Vf (%)

va para o passo 3.
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O termo p’q/q"S,g é somado i Eq. (4.3.5) para melhorar a estrutura de autovalores da
matriz Hessiana de problema sem restrig&o.
No presente trabalho, o algoritmo é terminado quando a diferenga minima entre dois
multiplicadores de Lagrange € menor que 0.1%.
De modo a utilizar o algoritmo mencionado, € preciso calcular o gradiente da fungio

Lagrangeana aumentada, ¢ , definida na Eq. (4.2.3). Suas componentes sdo simplesmente dadas

por:
N dy, ou;
b, = Wyg +C i +—L_J_ 4.3.6
¢ Br B g(w B auj aBk} ( )
e
N oy, ou,;
D5y, = W5, +C D | Wy, +—F— | (4.3.7)
¥y ¥ ; ¥ 3uj ayk
As derivadas parciais dos termos penalizados fornecem:
[ +e+ A, ) s +e2 A,
: — |g; e g > —-——
Vi, = & c Joom & c (4.3.8)
0 do contrario
e
[ +E+ 2’4) se g, +€2 A
Vi, = & C gi,yl 8; s (4.3.9)

0 do contrario

Portanto, para avaliar o gradiente da Fung@o Lagrangeana Aumentada, ¢, é preciso obter,

i - As derivadas das fungoes objetivo, i.e., Wy, © W,
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ii - As derivadas das fungGes de restrigdo, i.e., g5 € &;,, - A derivagdo da fungdo objetivo é
apresentada na Secdo 4.4. Para obter as derivadas das funcOes de restricdo € necessario avaliar
trés termos; (1) a sensibilidade da tensdo, i.e., 6,5 € G, (2) limite inferior da sensibilidade
de tensdo, ie., 6,"%,; € 6™, e (3) sensibilidade dos deslocamentos, i.e., Ugp, © Uy, -A

sensibilidade para os deslocamentos sdo apresentadas na Sec¢do 4.5. Por outro lado, A tensdo e

seus limites inferiores de sensibilidade sdo dados na Sec¢@o 4.6.

4.4 - Andlise de Sensibilidade da Funcio Objetivo

Nesta Segédo, as formas das expressdes sdo dadas para as derivadas da fungdo objetivo
com relagdo as varidveis de projeto.

A funcio objetivo foi definida por:

N, . :
w= Zl,p,.A,.L,. (4.4.1)

Isto pode ser reescrito pela utilizacdo do conceito de inter-relacionamento de varidveis
introduzido na Secio 2.2 como:

Ng
w=2| 2p,AL, (4.4.2)

i=1 | jeGg

Entretanto,

se jeGy (4.4.3)
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Portanto, a Eq. (4.4.2) torna-se,

Ng 1
W=2[2P,-Lj]l§f 4.4.4)

i=1 \ jeGj

Assim pode-se facilmente obter:

Wy, = —A,f( 2P ].Lj] | - 4.4.5)

JjeGg

Esta € a expressdo requerida para a funcfo objetivo derivada em relagdo as varidveis
independentes reciprocas B, .

Adiante, considere a diferenciagdo da fungdo objetivo com relacdo a uma varidvel

coordenada nodal independente yi. Na visdo da Eq. (4.4.1), segue pela diferenciacio direta que :

N, ‘ _
Wiy, = 04, (4.4.6)
i=1

ja que apenas o comprimento do elemento, L; é funcdo das coordenadas nodais. Agora,

relembrando a definicdo de conjunto de membros inter-relacionados G;‘ introduzido na Secdo

2.2,segue-seque L, =0seie G;‘ . Portanto, a Eq. (4.4.5) torna-se :

Wiy, = 2PiALy, (4.4.7)

ieGy
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Continuando, € preciso avaliar a quantidade L;

. k
15y, PATa i €Gy .

O comprimento do membro € dado pela férmula:

L=C+C+L (4.4.8)

para membros tri-dimensionais e por:

L=+ . (4.4.9)

para membros Bi-dimensionais. Os simbolos L, Ly e L, representam respectivamente a projeco
do comprimento do i-ésimo membro no sistema de coordenadas de referéncia (X, Y, Z).

Para ‘simplificar a discussdo, considere novamente o caso bi-dimensional. Observe,
entretanto, que um procedimento similar para o caso tri-dimensional pode ser desenvolvido.

Entéo, L;,,, € dado por:

L., =(L.L,,+LL,,)/L (4.4.10)

Yy
Suponha que (X;, X;) e (X3, X4) sejam .as coordenadas nodais correspondentes as
extremidades do i-ésimo membro. Entdo, obviamente, tem-se:

L =X,-X, (4.4.11)

L=X,-X, (4.4.12)
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Portanto,

Lx’h = X3’.)'k —Xl’yk (4413)
L, =X,,—-X,, (4.4.14)

Entretanto, da Secdo 2.2 uma inter-relacdo entre coordenadas nodais dependentes X;

(i=1,...,4) e coordenadas nodais dependentes yy :

N’
X, =k2T,;y,, (j=1...,4) (4.4.15)
=1

onde TJ‘,‘ ¢ entendido como sendo um componente do sistema de matriz de inter-relacionamento

P

T, associado com o i-€simo membro. Portanto, TJ',‘ é assumida como constante, e dela segue que:

X,, =T, (j=1...,4) (4.4.16)

J2 Y

Substituindo a Eq. (4.4.16) nas Eqs. (4.4.13) e (4.4.14) é fornecido:

L,, = T, -T, (4.4.17)
L,, =T,-T, (4.4.18)
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Substituindo a Eq. (4.4.17) e a Eq. (4.4.18) na Eq. (4.4.10) obtem-se a seguinte expressdo geral

para a derivada de comprimento do membro com relagédo a coordenada nodal independente:

L, = (L (T, -Ti)+ L, (T -13.)) /L, | (4.4.19)

Finalmente, substituindo a Eq. (4.4.19) na Eq. (4.4.6) fornece a derivada da funcdo com relagdo a

Yx COMO:
w,, = Z&[L (15, -15)+ L, (7, -5, (4.4.20)

A precedente relac@o de sensibilidade (Eq.(4.4.20)) fornece a taxa de mudanga da fungio

objetivo com relagcdo a qualquer coordenada nodal ihdependente Yk

4.5 - Analise de Sensibilidade dos Deslocamentos

Nesta Sec@o, derivadas da resposta dos deslocamentos com relagdo as varidveis
independentes de dimensao -e configuragdo sdo consideradas no contexto do método dos
elementos finitos.

Relagdes forga - deslocamento para o i-€simo membro podem ser escritas em termos de

coordenadas de referéncia como segue:

Ku,=F,+F, +F, 4.5.1)
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onde K¢ a matriz de rigidez do elemento, u; € o vetor de deslocamentos do elemento, e F,,,,
F,, ¢ Fy brepresentam, respectivamente, os vetores de carregamento mecanico, peso préprio e
térmico para o i-ésimo membro. Observe que o indice para multiplas condi¢oes de carregamento
€ intencionalmente omitido na Eq. (4.5.1) para simplificar a notacdo. Os termos algébricos
detalhados de deslocamento F,;, F,, ¢ F, para elementos de duas dimensdes estdo dados no
Apéndice B.

Antes de mais nada, considere a diferenciac@o implicita das relacdes forga-deslocamento
com relagdo a fB . Pela diferenciacgdo direta da Eq. (4.5.1), obtemos:

K"Bx u+ Kiu"Bk = FMi’B, +FDi’|5,, +Fm3, 4.5.2)

t i

No entanto, Fy; € independente de B;. Assim, FM,.,,,‘t =0 e a Eq. (4.5.2) reduz-se para:

Kiu;sp, = —Kisp, + Fysp, +Fp 0, v (4.5.3)

1

Agora resumindo estas Egs. dos elementos em um sistema de Egs. de equilibrio, obtem-se:

N"I

Ku’ﬁk = 2 (— I(i’li,K u;+ FDi’s,‘ +Fn:§k) 4.54)

i=1

onde K e u, respectivamente, representam a matriz de rigidez do sistema e o vetor de
deslocamentos do sistema. As quantidades no lado direito da Eq. (4.5.4) sdo coﬁhecidas por
expansio e portanto sdo compativeis com o sistema de Egs. (isto é obtido inserindo-se Z€eros nas
posi¢oes apropriadas).

Seig ka, entdo:
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Ky, = Fpisp, = Fpp, =0 (4.5.5)

Portanto, o somatério na Eq. (4.5.4) € restrito a membros em ka . Portanto, dele segue

que:

Ku,pk = Z‘(— Ki’Bk u, +FD1"B,, +FTi’ﬁ1) | (456)

ieGh -

Esta Eq. € anéloga a usual Eq. de andlise e somente o vetor carga € mudado. Assim K tem
sido previamente decomposto, nfo existindo dificuldade na resolugﬁo da Eq. (4.5.6) de modo a
obter a sensibilidade de resposta dos deslocamentos a mudangas nas varidveis independentes
reciprocas Py as quais s3o dadas no Apéndice B para o caso bi-dimensional.

Similarmente, uma expressao para a derivadé de deslocamentos com relagdo a

coordenada nodal independente y; pode ser encontrada:

Ku’ﬁk = 2 (— Ki’yk u; +FDi’yk +FTi’y,, ) ] (45.7)

ok
ieG,

onde € assumido que o carregamento mecanico € independente da mudanca de configuragdo. As

quantidades requeridas K;

Dy, ?

Fy,;,, ¢ Fp,, necessarias a determinagd@o dos pseudo vetores de

carregamento estao dadas no Apéndice B para o caso de elemento de barra de duas dimensoes.

4.6 - Analise de Sensibilidade de Tensao

A tensdo no i-ésimo membro € dada por:
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6, = Su,—0,ATE, (4.6.1)

onde 6,¢ a tensdo no i-€simo membro devido a 1-ésima condi¢io de carga, u,€ o vetor de
deslocamentos do elemento devido a 1-ésima condigdo de carga e 8;, AT, e E,, representam, .

respectivamente, o coeficiente de expanséo térmica, a mudanca de temperatura e o0 médulo de
elasticidade do i-ésimo membro. O simbolo S; representa a matriz de tensdo, a qual é fungdo de

coordenadas nodais somente. A matriz S; para um membro i € dada no Apéndice C.

A diferenciagdo direta da Eq. (4.6.1) com relagdo a By e yx, respectivamente, fornece:
Cusp, = Sillysp, (4.6.2)

sy, = Sisy, Uy + Sillysy, 4.6.3)

Assim, os valores da sensibilidade dos deslocamentos u,,; € u,,, s3o avaliados a partir dos

resultados obtidos da Se¢do (4.5). A andlise de sensibilidade de tensdo podem ser obtidos pela
simples execucdo das multiplicacdes de matrizes indicadas na Eq. (4.6.2) e (4.6.3) observe que

S,

12y, © S; estédo ambos no Apéndice C.

Portanto, o limite inferior da tensdo tem sido definido como:

o = max(c\”,c,) - 4.6.4)
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ele € também uma funcdo de varidveis de projeto. Recordando a definicio de tensdo de

flambagem &, na Eq. (2.1.4) e diferenciando em relagdo a Py e yx, respectivamente, conduz as

seguintes expressoes:

kAL se o,20 e ieGy
G, ,, =)Sendo '
0

i

2k AL, [L] se o,20" e ieG!
C; = § se nao
0

no qual L;,, € dado pela Eq. (4.6.19).

4.7 - Prevenciio de Area de Seciio Transversal Negativa

Até este ponto nenhum recurso foi utilizado durante a formulagdo do método dol
multiplicador do problema de otimizag@o estrutural de modo a evitér a ocorréncia de projetos
intermedidrios invidveis, com 4reas de secdo transversal negativas. Entretanto, para tais pontos
de projeto a andlise estrutural ndo oferece informacdes vdlidas ou significantivas para a
condug¢io do processo de reprojeto. Portanto, precaucbes especiais devem ser tomadas para
evitar pontos de projeto intermedidrios com édreas de Sec@o transversal negativa. Isto € realizado
pela colocagdo de limites apropriados no intervalo sobre o qual cada procura unidimensional
deva ser feita. |

Durante a busca linear aplica-se o seguinte relacionamento:

B.=pl+odpy  (i=1..,N,) | | 4.7.1):
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O requisito para édreas de segdo transversal ndo-negativas € representado pela condicéo:

0< 4, <o (i=1....Np) | 4.7.2)
Isto € numericamente equivalente a:

e<B, <M (i=1....N,) (4.7.3)

em termos de varidveis de dimensdo reciprocas. Na Eq. (4.7.3) os simbolos € e M sdo
respectivamente nimeros pequenos e grandes.

Agora, substituindo a Eq. (4.7.1) na Eq. (4.7.3), obtem-se:

e<P;+ady <M (4.7.4)
ou

e—PB;<ody <M-B; (4.7.5)
O tamanho do passo o deve satisfazer a Eq. (4.7.5) de modo a satisfazer a condi¢do:

1 1
—<A<-—
TS A S (4.7.6)

a qual € suficiente para prevenir o surgimento de dreas de Secdo transversal negativas.
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Se dgl =0 e assume-se que €<PB,<M inicialmente, entdo, a Eq. (4.7.5) é
satisfeita identicamente. Por outro lado, quando d;" # 0, € necessdrio impor alguma restri¢do em

o. de modo a satisfazer a condicdo representada pela Eq. (4.7.6).
Agora, sdo classificar dois casos. Primeiro suponha que d;"_ >0. Entdo a Eq. (4.7.5)

fornece:
-B?)/d;, << (M-BP)/dy 4.7.7)
Prosseguindo, considere o caso de d:; < 0. Entdo a Eq. (4.7.5)fornece:
(M-p2)/ad <as<(e-B)/a? (4.7.8)

RelagOes similares as Eqgs. (4.7.7) e (4.7.8) devem ser satisfeitas para todas as 4reas de

Secdo transversal. Portanto, segue que o tamanho do passo o deve residir no intervalo, se

(1]
dﬁ, >0

Mazx,; A(e-87)/d5 } << Min, {(m-B0)/ap } 4.7.9)

ou no intervalo, se dg, <0

Mazx,; {(M-B})/a; } << Min, {(e-B0)/a; ) (4.7.10)

para que todas as dreas de se¢do transversal permanecam no espago de projeto ndo-negativo.
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As duas relagdes nas Eqs. (4.7.9) e (4.7.10) podem ser combinadas em uma Eq. como

segue:
Maxn,<as<Mind, (i=1..,N;) (4.7.11)

onde §, € definido por:

8, = Max{(M-B?)/ag ,(e—B2)/ds. } 4.7.12)

e 1, ¢ definido por:

n, = Min{(3-B2)/d;,, (e~ B?) a3 } @.7.13)

Em qualquer evento, o tamanho do passo dever4 estar sujeito a restri¢bes representadas
pela Eq. (4.7.11). Portanto, a restri¢do incorporada na Eq. (4.7.6) pode ser satisfeita.

Na atual busca unidimensional, o tamanho do passo ndo negativo, i.e., a=0estd
implicado (ver Segdo 4.3), somente o limite superior na Eq. (4.7.11) € necesséario. Portanto, uma

busca atual para o tamanho do passo 6timo o* deveré ser encontrado entre a faixa definida pela:
0< o< Mind, (4.7.14)

No presente estudo, para determinar os valores §,e m,, os seguintes valores sdo
garantidos para os pardmetros M e &:

M=10x10° e £=10x10""
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Capitulo 5

Resultados

5.1-Estrutura de Duas Barras

Inicia-se o capitulo de testes utilizando um exemplo simples que € uma estrutura formada
por duas barras. Neste exemplo foram utilizadas restricoes de 4rea e tensdo. Esta estrutura é
estaticamente determinada e o problema envolve somente as dreas como varidveis de projeto. A

estrutura, a entrada de dados do problema e os resultados finais estao listados abaixo.

Caso 1: Otimizacdo de dimens30 sujeita a restricdes de area e tensio.

Dados:
E=71GPa
p =2700 kg/m’
G, =+137,9 MPa
P = 4448 kN
AV = 645-10° mm®
A® = 64,50 mm®
a=254m
B=508m

AL = 645 mm?



Figura 5.1.1 - Problema de otimiza¢do de dimensao.
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Para este exemplo ndo € feito o inter-relacionamento de varidveis e, deste modo, se tem

duas varidveis de projeto que sdo Aj e A; .

A seguir, fornecemos a Tabela 5.1.1, que traz a solug@o numérica e a solugéo analitica do

problema.

Tabela 5.1.1 - Resultados numéricos e solu¢@o analitica do problema.

Areas (mm?®) Soluciio Numérica Solucio Analitica
Ay 36066 ' 36066
A 36066 36066
W(kg) 1133,98 1133,98

Caso 2: Otimizacdo de dimensdo sujeita a restricdes de irea, tensdo e estabilidade.

Neste caso € incorporada restricdes de flambagem e utiliza-s- a mesma estrutura da figura

5.1, onde € alterado o valor da carga aplicada que, neste caso €, P = 88,96 KN.



64

Acrescenta-se ainda o coeficiente de flambagem (k) que relaciona dados da geometria do
elemento. Neste exemplo, para a greometria da segéo transversal do elemento, o coeficiente de
flambagem é, k= 27,6 GPa.

Na tabela abaixo, tem-se a resposta da solugéo analitica e da solugdo numérica para o
problema de otimizagdo de dimensdo sujeito a restricbes de tensdo e estabilidade. E na
Figura 5.1.2 temos a representagdo da estrutura otimizada.

Tabela 5.1.2 - Resultados numéricos e solugdo analitica do problema. -

Areas (mm°) Solu¢do Numérica Solu¢io Analitica
A 710 710
A; 3400 3400
W(kg) 64,95 64,95

Figura 5.1.2 - Estrutura otimizada submetida a restri¢des de tenséo e estabilidade.

Caso 3 : Otimizacdo de dimensdo e forma sujeita a restri¢des de area, tensdo e coordenadas.

Para este exemplo foi selecionada a seguinte configuragdo e carregamento aplicado:



Figura 5.1.3 - Estrutura submetida a otimizac@o de drea e configuracéo.
Dados para o problema:

E =71 GPa

p = 2700-10° kg/m®

G, =1137,9 MPa

P =88,96 KN

AV =645-10° mm’

A® = 64,50 mm®

a=2,54m

B=5,08m

A= 645 mm?

65
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O resultado do processo de otimizagdo de dimensdo e configuracdo da estrutura acima,

fornece a estrutura representada pelas linhas continuas da Figura 5.1.4. A estrutura inicial esta

indicada pela linha tracejada.

Tabela 5.1.3 - Resultados numéricos e solugfo analitica do problema.

Variaveis Solu¢io Numérica Solugdo Analitica
Aj, A; (m%) 456 456
Y(m) 2,54 2,54
Wikg) 9,07 9,07

Figura 5.1.4 - Resposta da estrutura apds o processo de otimizag#o.

Obs.: As linhas tracejadas representam a estrtutura inicial.
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5.2 - Estrutura de Dez Barras

7z

A estrutura de dez barras mostrada abaixo € um teste cldssico para problemas de
otimizac@o estrutural. Com esta estrutura sdo feitas trés andlises. No primeiro caso aplica-se
restricdes de drea e tensdo e para esta ultima utiliza-se o fully stressed design (FSD). Para o
segundo e terceiro caso utiliza-se além das restricoes de drea e tensdo, restrigc”)és de
deslocamentos. O que diferencia o segundo do terceiro caso é o nimero de restricdes de

deslocamento.

Figura 5.2.1 - Representacio esquematica da estrutura de dez barras.

Dados para a estrutura de dez barras:

Material: aluminio
E=71GPa
p = 2700kg/m’

G, =1172,36 MPa

P = 88,96 kN
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A" = 64,5 mm?

Aqui sdo fornecidas as informagdes para os trés casos a serem analisados:

CASO 1:
Neste sdo aplicadas somente restrigdes de area e tensdo. O limite inferior de 4rea é
0,645-10™* m’® e para tensdo os limites inferior e superior so respectivamente, -172,36 MPa e
172,36 MPa. Os resultados obtidos sdo comparados as respostas dos pesquisadores Haftka &
Kamat [1985] e Kanji Imay [1981] que foram transcritas para a Tabela 5.2.1.

Tabela - 5.2.1 - Valores otimizados para 4rea e peso da estrutura de dez barras (caso 1).

Area(mm?) Autor Haftka & Kamat[1985] K. Imay[1981]

1 5120 5120 - 5120

2 64,50 64,50 64,50

3 5120 5120 5120

4 2540 2540 2540

5 64,50 64,50 64,50

6 64,50 64,50 64,50

7 3700 3700 3700

8 3600 3600 3600

9 3600 : 3600 3600

10 64,50 64,50 64,50
Massa(kg) 722,55 722,66 722,56

O grifico abaixo mostra a histéria da funcdo objetivo do problema de otimizacdo de dez barras.



Convergéncia do problema de otimizagao de 4rea da -
estrutura de dez barras (caso 1)

680

660

Fungao objetivo (kg)

. 640

620

Nimero de iteragoes - k

" Figura 5.2.2 - Convergéncia do problema de dez ‘barr‘as (Caso 1).

CASO2:
Neste caso, sdo aplicadas duas restricdes de de_slocaJinento,' nos nés 1 e 3. Na Tabela

| ~5.2.2 estdo descritos os valores dos limites inferior e superior de deslocamento.

Tabela 5.2.2 - Valores admissiveis djeie_slocamento para a estrutura de dez barras.

Né Direcido ‘ ~ Limites dos deslocamentos (mm)
1 y o - =508 -50,8
3 | y | 254 254

Note que apds a 3? iteragdo, a variagio da fungdo objetivo é insignificante. Isto mostra:

que numa andlise pratica, pode-se encerrar o processo de otimizag3o.
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Tabela -5.2.3 - Valores otimizados para area e peso de uma estrutura de dez barras, incluindo

duas restri¢des de deslocamento.

Area(mm®) Autor Haftka & Kamat[1985]
1 14600 14600
2 900 900
3 14000 14000
4 5400 5400
5 64,5 64,5
6 64,5 64,5
7 8200 8200
8 9400 9400
9 7700 7700
10 1200 1200
Massa(kg) 1835.60 1836,57
CASO 3:

Como ultimo caso, aplica-se quatro restrigées de deslocamento, respectivamente nos nos

1, 2, 3 e 4 da estrutura. Os limites inferior e superior para estes deslocamentos sdo dados na

Tabela 5.2.4 e a resposta do processo de otimizagéo é apresentada na Tabela 5.2.5. A estrutura

otima resultante € ilustrada na Figura 5.2.3.

Tabela - 5.2.4 - Deslocamentos admissiveis para a estrutura de dez barras.

Nos - Direcao

Limites dos deslocamentos (m)

1-4 Y

-0.0508

-0.0508
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Tabela - 5.2.5 Valores otimizados para 4rea e peso de uma estrutura de dez barras, incluindo

quatro restricdes de deslocamento.

Area (mm?) Autor Haftka & Kamat[1985]
1 19700 19700
2 64,5 64,5
3 14900 14900
4 9850 9850
5 64,5 64,5
6 376 376
7 13500 13500
8 4810 4810
9 64,5 64,5
10 13800 13800
Massa(kg) 2295,70 2295,57
® @
Y ®
® ©
® @
P P

Figura 5.2.3 - Representacdo da estrutura de d:z barras submetida a restricdes de drea, tensdo e

quatro restri¢cdes de deslocamento.

O gréfico abaixo mostra a histéria da funcdo objetivo do problema de otimizac¢io de dez

barras.
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Convergéncia do problenia de otimizagdo de area da
estrutura de dez barras com 4 restrigoes de

deslocamento (caso 3)

2500

2000

1500

1000

500

Fungéo Objetivo (kg)

1 2 3 4 5 6 7 8
Nimero de iteragdes - k

Figura 5.2.4 - Convergéncia do problema de dez barras.

Em termos préticos podemos verificar que a analise poderia ter sido interrompida ja na 5%
iteragdo. Note também, na Figura 5.2.3 que as areas das barras atingiram a restricdo de area
minima. Isto mostra que a qonfribuigéo destas barras na estrutura € irrelevante.

Como resultado, podemos remover estas barras da estrutura, mudando a topologia da
estrutura, ¢ fazer uma nova otimizagéo do problema.

Este resultado mostra que podemos iniqialmente determinar a solugdo Otima da estrutura,
sem restricio de flambagem. Uma vez obtidos os resultados, podemos entio remover da
estrutura as barras Ainr obtendo uma nova topologia “6tima” para o problema. Uma vez obtida a
topologia 6tima, podemos novamente otimizar a estrutura, porém, acrescentando ao problema as
restri¢cGes de estabilidade. Como resultado da seqiiéncia das analises obtemos uma otimizago de

topologia, forma e dimensional da estrutura.
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5.3 - Estrutura de Cinco Barras

A estrtutura de cinco barras submetida ao processo de otimizagdo de dimensdo e de
forma esta ilustrada na figura 5.3.1. O problema esta sujeito a restrigdes de drea, de posic¢do
nodal, tens3o e estabilidade. Os dados para esta estrutura sio:

E=71GPa

p=2700 kg/m’

., =*172,36 MPa

P = 88,96 KN

Os grupos das varidveis area, sdo formados pelos seguintes elementos:

Al = A3s A23 A4 = A5-

Os grupos das varidveis coordenadas, sdo formados pelos seguintes elementos:

X=-X3,Y2=Y;

Os valores iniciais das areas dos elementos da estrutura sdo 64,50 mm®. O limite inferior da
restrigdo de area ¢ 6,45 mm?>. J4 o limite superior para X2 =3,8m,e Y2 =Y4=6,10 m.

Na seqiiéncia sdo apresentadas as representagdes esquematicas da estrutura inicial
submetida ao processo de otimizag¢do (fig. 5 .3.1) e, a estrutura otimizada ao final do processo
(fig 5.3.2). As tabelas (5.3.1) e (5.3.2) apresentam os resultados obtidos por este trabalho e os
resultados obtidos por Kanji Imai[1981] e ainda, a resposta pela solugdo analitica deste

problema.



Figura 5.3.1 - Representacdo esquemadtica da Estrutura de cinco barras.

Abaixo temos os

Otimas (tab. 5.3.2).

Tabela 5.3.1 - Valores das dreas 6timas ao fina1 do processo de otimizacio.
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resultados para as dreas Otimas ( tab. 5.3.1) e as posigdes nodais

Elementos - Area (mm?)
Autor K. Imai Sol. Analitica
1=3 487 476 487
2 487 503 487
4=5 345 340 345
Massa (kg) 28,80 28,85 28,80




Tabela 5.3.2 - Posi¢éio nodal ao final do processo de otimizacgo.
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Coordenada Posicao nodal
Autor K. Imai Sol. Analitica
Xy =-X3 1,52 1,28 1,53
Yo=Y3 4,03 3,90 4,03

Figura 5.3.2 - Estrutura de cinco barras ao final do processo de otimizagao.

Como nos exemplos de duas barras, o resultado deste trabalho para a estrutura de cinco

barras é o resultado encontrado pela solugio analitica e, assim, & possivel concluir que na prética,

a covergéncia do Método do Lagrangeano Avmentado ndo € assintética, i.e., converge para a

solucdo analitica do problema. Os componentes estruturais 1, 2 e 3 estdo submetidos a tensdes de

compressdo, no entanto, neste exemplo nao foram aplicadas restricGes de estabilidade.
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5.4 - Estrutura de Treie Barras

Agora € apresentado um exemplo de estrutura treligada composta por treze barras. Neste,
sdo aplicadas restrigdes de drea, tensdo e coordenadas.
Dados para o problema:

E=71GPa

p=2700 kg/m’

G, =*172,36 MPa

F1=88,96 kN

F2=4448 kN

Os grupos das variaveis area, sdo formados pelos seguintes elementos:

A=A A=A Aj=A A=Ay A=A A=A, A,

Os grupos das variaveis coordenada, sdo formados pelos seguintes elementos:

X=-X6 Y=Y, Y, .

Os valores iniciais dés dreas dos elementos da estrutura sdo 3200 mm’. O limite inferior
da restrigdo de area é 64,50 mm’. J4 o limite superior para X2'= 12.192,e Y,=Y,=254.

Na seqiiéncia pode-se observar as representacSes esquematicas da estrutura inicial
- submetida ao processo de otimizagdo (fig. 5.4.1) e a estrutura otimizada ao final do processo (fig
5.4.2). As tabelas (5.4.1) e (5.4.2) apresentam os resultados obtidos por este trabalho e os

resultados obtidos por Kanji Imai [1981].
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Figura 5.4.1 - Representagdo esquemética da estrutura de treze barras inicial.

Na tabela abaixo estdo os valores finais para as 4reas apds o processo de otimizag3o.

Tabela 5.4.1 - Valores das dreas 6timas ao final do processo de otimizacio.
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Elementos Area (mm?)
Autor . K. Imai
1=12 645 645
2=13 124 64,50
3=11 509 465
4=8 547 547
5=9 64,50 64,50
6=10 303 400
7 596 590
Massa (kg) 122,89 122,37

Na tabela abaixo estdo os valores das novas coordenadas.



Tabela 5.4.2 - Posicdo nodal ao final do processo de otimizacao.
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Coordenada Posicao nodal
Autor K. Imai
X2=-Xe 12,10 11,65
Y>=Ys 4,98 5,34
Y, 12,70 12,85

O/ NG

®

©)

®

®

"4

©)

®

Figura 5.4.2 - Representac¢do esquemitica da estrutura de treze barras otimizada.

O gréfico abaixo mostra a histéria da fungdo objetivo do problema de otimizagao de treze barras.
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Convergéncia do problema de otimizagdo de area e de forma da
estrutura de treze barras
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Figura 5.4.3 - Grafico da cbnvergéncia do problema.

A estrutura de treze barras analisada por este trabalho, quando comparada aos resultados
encontrados por K. Imai, apresenta resultados com algumas diferencas em determinadas
varidveis de projeto. Também, da Figura 5.4.3, observamos um grande nimero de iterages. Isto
se deve ao fato de que o critério de convergéncia utlizado neste trabalho € satisfeito qué.ndo a
diferenga entre o maior valor dos multlphcadores de Lagrange ¢ menor que 0.1 %. A escolha
deste critério € devido ao fato que, desta maneira é possivel garantir que as condigdes necessarias
de Kuhn-Tucker sejam satisfeitas.

E importante ressaltar que neste problema as restrigdes de tensdo foram todas satisfeitas
no limite da tensdo admissivel, i.e., a convergéncia ocorreu muito préoxima da violagdo das

restrigdes.
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5.5 - Estrutura de Dezoito Barras

Nesta segdo dois exemplos de estrutura trelicada composta por dezoito barras. No caso 1
sdo otimizadas as areas e a configuragdo da estrutura e no caso 2 ¢ sé feita a otimizacfo de area e
neste, sdo empregadas restrigdes de area, tensio e estabilidade.
Dados:
Material: aluminio
E=71GPa
p = 2700 kg/m’
0, =1172,36 MPa
P = 88,96 KN
k =27,6 GPa
Os grupos das variéveis area, sdo formados pelos seguintes elementos:
Grupo1=1,4,8,15,16
Grupo2=2,6, 10, 14, 18
Grupo3=3,7,11,15

Grupo 4= 5,9,13,17

Caso 1: Otimizagdo de area e de forma

As varidveis coordenada, sdo formadas as seguintes:
X; Ys, X, Y?’ X5 Y X, Yy
Os valores iniciais das areas dos elementos da estrutura sio 6450 mm’ O limite inferior da
restri¢do de area é 64,50 mm’.

Na seqiiéncia sdo apresentadas as representagdes esquematicas da estrutura inicial

submetida ao processo de otimizagio (Fig. 5.5.1) e a estrutura otimizada ao final do processo
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(Fig. 5.15). As tabelas (5.5.1) e (5.5.2) apresentam os resultados obtidos por este trabalho e os

resultados obtidos por Kanji Imai [1978].
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Figura 5.5.1 - Representacao esquemadtica da estrutura inicial de dezoito barras.

Na tabela abaixo estdo os valores finais para as dreas apds o processo de otimizago.

Tabela 5.5.1 - Valores das areas 6timas ao final do processo de otimizaco.

Elementos Area (mm?)
Autor K. Imai
1, 4.8, 12 16 8000 7250
2.6.10, 14, 18 11000 10100
3.7 11, 15 3400 ' 5110
5.9 13,17 2400 4190
Massa (kg) 2043.9 2117.32




Na tabela abaixo estdao os valores das novas coordenadas.

Tabela 5.5.2 - Posicdo nodal ao final do processo de otimizagao.
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Coordenada Posiciio nodal (m)
Autor K. Imai
X3 1,63 2,7
Y3 23,10 22,63
X5 2,60 3,67
Y5 15,87 15,44
X7 3,84 . 4,90
Y7 10,58 9,70
X9 5,52 6,43
Y9 5,20 4,60

Figura 5.5.2 - Estrutura de dezoito barras otimizada.

_No gréfico abaixo € apresentada a convergéncia do problema de otimizagdo de drea e de -

forma.
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Convergéncia do problema de otimizagido de area e de forma da
estrutura de dezoito barras

2050
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Namero de iteragdes - k

Fig.ura 5.5.3 - Grafico da convergéncia do problema (Caso 1).

Novamente, sdo apresentados resultados que diferem dos obtidos por K. Imai [1981].
Como ja citado anteriormente, neste trabalho as condi¢Ges necessarias de Kuhn-Tucker sio
satisfeitas, isto €, o gradiente da Fungdo Lagrangeana Aumentada é igual a zero no final do
processo de otimizagdo ¢ os multiplicadores de Lagrange s@o positivos para as restrigdes que
foram violadas. O projeto final pode ser um ponto de minimo, maximo ou um ponto estacionario
(ponto de sela). Para garantir que se tenha um ponto de minimo para a fung@o objetivo, seria
necessario avaliar a existéncia da condi¢do suficiente de 6timo. Isto é muito caro
computacionalmente, pois seria necessario avaliar a derivada de segunda ordem da fungZo.
Portanto, apesar das diferengas nos resultados de algumas varidveis de projeto e da massa da

estrutura, pode-se garantir que a estrutura otimizada final € viavel.
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Caso 2: Otimizacdo de 4rea

Os dados para este caso s3o os mesmos utilizados no caso 1. Na tabela 5.5.3 sdo dados os

resultados para esta estrutura.

Tabela 5.5.3 - Valores das areas 6timas ao final do processo de otimizagéo (caso 2).

Elementos Area (mm?)
Autor ‘ K. Imai
1,4,8,12, 16 6450 6450
2,6,10, 14, 18 14000 14000
3,711, 15 8060 ] 8060
5,9,13,17 4560 ' 4560
Massa (kg) ' 2916,14 2916,60

Neste caso, onde somente a otimizagdo de dimensio é tratada, o resultado encontrado € o
mesmo. Do resultado anterior, onde além da otimizagcdo de area também as varidveis de
configurag@o sdo tratadas, a conclusdo € que os multiplicadores de Lagrange precisam de um
numero maior de iteragdes para que satisfagam as condi¢Ges de Kuhn-Tucker. Ainda, poderia ser
feita uma otimizagdo de drea sem restri¢do de estabilidade e assim, verificar a possibilidade de

remover algum componente da estrutura e fazer uma otimizagéo de toplogia da estrutura.
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Capitulo 6

Conclusao

Os problemas de otimizac@o de configuragdo deverdo ser bem definidos de modo a evitar
o surgimento de de projetos intermedirios com configuragio estaticamente instdvel durante o
processo de otimizagdo ou ao final para a solugio 6tima.

Durante o processo de busca unidimensional (line search) é realizado um grahde ndmero
de anélises por elementos finitos, o que ndo chega a comprometer a eficiéncia do programa de |
otimizacio.

Inicializando o processo de otimiza¢do com os multiplicadores de Lagrange iguais a zero
torna-se possivel a selecdo dindmica de restri¢cdes ativas.

Utilizou-se como critério de convergéncia as condi¢des de Kuhn-Tucker que sdo
condi¢des de necessarias de otimalidade o que possibilita a determinagdo de um minimo para a
funcdo. Devido a isto, o programa de otimizacdo de estruturas trelicadas desenvolvido, foi
aplicado para problemas em que se conhece a solu¢do analitica. Em todos os casos
considerados, os reSultados numéricos convergiram para estes valores, demonstrando a eficiéncia
e confiabilidade dos algoritmos utilizados no desenvolvimento desta ferramenta de otimizagao de
estrutural.

Quanto aos resultados numéricos observa-se que, para a estrutura de duas barras, no caso
1, obteve-se como resposta do processo de otimizagdo, a resposta da solugdo analitica para a
estrutura. No caso 2, pode-se observar que ao serem utilizadas restricdes de estabilidade, o
resultado obtido € validado pela resposta da solug@o analitica. O caso 3, € utilizado como um

primeiro teste onde se tem o espago das varidveis de projeto do problema ampliado. Ao ser
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somada a variavel responsivel pelo problema de otimizagdo de forma da estrutura, temos na
verdade dois espacos de projeto diferentes, um das varidveis de dimensao, o outro, das varidveis
de configuragdo, onde novamente 0s resuliados encontrados foram satisfatérios.

Para a estrutura de dez barras, os dois tltimos casos resolvidos empregarﬁ o conceito de
inter-relacionamento de varidveis. No caso 1, é apresentado o exemplo classico de otirnizagﬁo
onde verifica-se a validade das respostas encontradas. Ja nos casos 2 e 3, sdo utilizadas restricdes
de estabilidade e deslocamento. Nestes trés casos a resposta do processo de otimizacdo é dada
em menos de dez iteracdes. E Possivél ainda observar nas tabelas (5.2.3) e (5.2.5), que sdo
obtidos para alguns elementos da estrutura, o valor da 4rea igual ao limite inferior de sua
restricdo; de modo que nfo € violada a restricdo de 4drea, e de nenhuma outra restricio para os |
trés casos ao final do processo de otimizacao.

Para a estrutura de cinco barras sdo otimzadas dimensdo e forma. Neste, a solucio
numeérica obtida € igual a solugdo analitica.

O problema de otimizag@o dimensional e de forma da estrutura de treze barras, foi o mais
extenso em nimero de iteragdes e tempo de execug@o. Constata-se ainda que, a tensdo em cada
elemento da estrutura € igual a tens@o admissivel.

A estrutura de dezoito barras forneceu resultados que diferem dos resultados obtidos por
K. Imai, para a otimiza¢do de dimensao e de formaL A func@o objetivo € inferior ao do trabalho
de K. Imai em 3,32 %, porém € factivel e satisfaz a condi¢@o necesséria de otimalidade, utilizada
como critério de convergéncia. Esta solucdo de fato representa 0 minimo local do problema. A
otimizacdo de dimensdo fornece o resultado 0,01 % menor que o obtido por K. Imai. Deve ser
lembrado ainda que, nestes dois casos, estdo incluidas restricoes de estabilidade. Pode-se
observar ainda, a grande reduc@o de peso da estrutura com dimensdo e forma otimizadas (caso

1), em relagdo a estrutra que teve apenas as varidveis de dimensdo otimizadas (caso 2), que para
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este exemplo de otinﬁiagﬁo de estrutura de dezoito barras correspondeu a uma redugdo de 27 %
de seu peso.

O programa foi totalmente implementado para a otimizagdo de estruturas trelicadas em
3D. Estes resultados ndo sdo apresentados neste trabalho, por ndo terem sido encontradas, na
literatura e em artigos consultados, informagdes suficientes (e.g., valores de carregamentos € em
que nés da estrutura estdo aplicados), para serem analisados 0s mesmos casos pelo programa.
Em breve estes resultados serdo publicados.

No apéndice E, apresenta-se o algoritmo desenvolvido.

Como sugestdo de continuidade do trabalho pode-se implementar a otimizagio de
topologia estrutural, onde sdo removidos membros com drea minima.

Geragio automética das informagdes de quais posigdes nodais serdo varidveis de projeto
de configuragao.

A introduc@o do miuiltiplos critérios de 6timo, de modo a obter uma estrutura otimizada
para virias fungGes objetivo, tais como, peso e custo, por exemplo.

Implementar e verificar novas classes de algoritmos de otimiza¢@o, de modo a obter uma
ferramenta para otimizag@o de estruturas trelicadas que seja robusto e apresente uma taxa de
convergéncia mais elevada.

A criagdo de uma interface em ambiente windows, mais amigéavel ao usudrio.
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Apéndice A

7

Neste apéndice, € resolvido um simples exempld matemitico pela aplicacio do método do
multiplicador. Com objetivo de comparagdo, 0 mesmo problema € tratado pelo método da fungéo
da de penalizac@o interior.

Para isto, considera-se um exemplo bastante simples.

Min x
Sujeitoa 1-x <0

(A.])
Apesar da simplicidade este problema servird para introduzir as propriedades essenciais
implicadas pelo método do multiplicador.

A funcio Lagrangeana cldssica para o problema acima pode ser definida como:

Ly(x,A)=x+A(1-x) A (A 2)
onde A é um nimero real nio negativo chamado multiplicador de Lagrange. Das condi¢Ges

estaciondrias da fun¢do Lagrangeana (A .2), encontra-se o par 6timo:

(%A% = (1,1) (A .3)
Agora resolve-se a Eq.(A .1) pelo método da fungdo de penalizagio interior. Para um
problema geral de programag¢io matemética nao linear de forma:

Min f(x)

A4
Sujeitoag, <0 (i=1,...,m) (A4
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se obtém uma expressio de penalidade interior.

m

¢‘(x,C)=f(x)—%§—;T) (A 5)

Para obter a varidvel primal 6tima, x* , € preciso resolver a seqiiéncia de problemas sem
restricdo (A .5) pelo incremento do fator de resposta C ao infinito.

Para o simples problema (A .1), a Eq. (A .5) torna-se:

) 1 1
L (x,C)=x—‘C‘: . (A .6)

Dado um valor de C podemos mostrar analiticamente que (A .6) tem um minimo para:

1
x=l+—\/—6— A.D

Portanto € 6bvio que ¥ — x* como C — oo esta € a natureza geral do método da fungdo

de penalidade interior.

Para ver o comportamento numeérico, a Fungéo (A .6) € plotada na Figura (A .1) para
vérios valores de do fator de resposta C. Nesta figura, cada curva representa um problema de
minimiza¢do sem restri¢do resdlvido. E possivel ver que, se o fator de resposta C €
relativamente pequeno, °(x,C) é uma curva horizontal, ie., a mudanga do valor da fungdo €

gradual portanto ela € de facil minimizagdo. No entanto, como C torna-se grande, o valor da
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fun¢do muda muito rapidamente e a localizagdo do ponto de minimo considerando-se qual
algoritmo de otimizacdo € empregado. Esta situacdo representa o conhecido mal

condicionamento da fun¢do de penalizagdo. E claro que o mal condicionamento ndo pode ser

evitado sempre que se utiliza o método da func@o de penalidade interior estendido, porque ele
justamente estende ¢'(x,C) dentro de uma regido invidvel a partir de um certo ponto

normalmente localizado entre uma restri¢@o critica € um ponto de minimo.

35}

C=4.0

25}

Fungéio de P enalizagéo Interior

Figura A .1 - Fun¢do de penalizagao interior.

A Figura mostra claramente a natureza de baixa convergéncia. Observe que,
praticamente n#o podemos obter obter a solug@o analitica por este método, porque nio se pode
incrementar o fator de resposta ao infinito.

Portanto, do ponto de vista puramente tedrico, o método da func¢io de penalidade interior,
€ visto como inconveniente por dois motivos:

i- E necessario fazer com que C v4 ao infinito para obter a solucdo. Entretanto, isto pode causar

um mal condicionamento do problema sem restri¢do a ser resolvido.
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ii- A convergéncia do método € somente assintStica e nunca pode-se encontrar a soluco
verdadeira.
Estes inconvenientes provém do fato que, no método de funcdo de penalidade interior, sio
introduzidas muitas penalidades ao longo das restrigdes criticas e, portanto, os pontos
intermedidrios de projeto diminuem dentro da regido vidvel.
Continuando, nomente € resolvido o simples problema definido pela Eq.(A.1), utilizando agora o

método da funcdo de penalidade exterior. Para o problema geral (A .4), tem-se a funcio

quadrética de penalidade exterior como:

Ca g (x) se g(x)=0
¢°(x,C) = f(x)+52 do contrario (A 8)
i=1 O

Portanto para este problema, tem-se :

c (1-x)* se 1-x20
¢‘(x,C)=x+—2— do contrario (A9
0

Da condicdo de estacionaridade da Eq. (A .9), obtém-se um ponto de minimo:

(A .10)

Y
*=17c

Portanto se C — o, entdo X — x* . Neste método, x* &€ procurado a partir da regido inviavel.

Plota-se a fungio ¢°(x,C) na Figura (A .2).
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4.5 | C=20

3.5}

25}

1.51

Fungéo Quadratica de P enalidade Exterior

0.5

Figura A .2- Funcdo de penalizagio exterior.

A partir da figuras pode-se fazer duas observacdes:

1- O mal condicionamento do problema sem restricao quando C é atualizado.

2- A natureza assintdtica da convergéncia. |
Portanto, a partir do fato que o método da funcdo quadritica de penalidade exterior, busca a
solug@o a partir da regido invidvel, ele tem os mesmos inconvenientes que o método da fungado de
penalidade interior.
Finalmente resolve-se a Eq.( Al) pelo método do multiplicador. Para o problema geral (A .4),

temos uma Func¢do Lagrangeana Aumentada como segue:

'l 2 +£ se > h
m 2 gi C gi gi = C
A(x,A,C)= f(x)+ 2,13 do contrario (A.11)
i=1 :

AL
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Que, para este problema transforma-se em:

(1 A A
E(l—x)2+—c—(1—x) se l—xZ—E

A(x,\,C) = x +C4do contrario (A .12)
}\'2

L 2C?

Agora, aplica-se o algoritmo sugerido na se¢do 1.2, com A’=0, C°=1. Entio a Funcio

Lagrangeana Aumentada torna-se:

. (1-x)* se 1-x20
Ay(x,0,1)= x + =1 do contrério (A .13)
“lo

Este tem a solucio:

=0 ‘ (A.14)

Agora, utiliza-se a férmula de atualizagdo do multiplicador de Lagrange para o préximo passo.

A= max(O, 2 +Cg(% 0))

(A .15)
= max(0,0+1x1)=1
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O préximo problema sem restrigdo é criado com A' =1 e C' =1. Observe que neste calculo, o
fator de resposta € intencionalmente mantido constante, para mostrar a convergéncia do método

sempre no caso de fator de resposta constante. A Fun¢do Lagrangeana Aumentada torna-se:

(1
5(1—x)2+(1-x) se 1-x2>1
A,(x,1,1) = x +1 do contrério (A .16)

1
[ 2

Entdo este tem o ponto de solugdo: .

=10 (A .17)

Atualizar o multiplicador de Lagrange por:

A= max(O,?»1 +C‘g(f1))

(A .18)
= max(0,1+1x0)=1
Se A! =22, pare o cilculo. A solugio 6tima obtida é:
(ea#)=(1) | (A .19)

E claro, isto estd de acordo com o resultado (A .3).
As fungdes Ag e A estdo plotadas na Figura (A .3), e os valores da func¢io objetivo versus C esta

plotado na Figura (A .4).
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Figura A .4 - Convergéncia da Funcio Lagrangeana Aumentada.
De ambas as figuras pode-se observar os seguintes fatos significantes:

i- A solug@o é obtida em apenas duas iteragdes do problema sem restrig¢do.

ii- Cada problema sem restri¢ao tem curva suave e o mal condicionamento nao ocorre.

iii- A convergéncia ndo € assintética. A soluc@o exata pode ser obtida.

98
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iv- O método do multiplicador com os multiplicadores de Légrange inicializados como‘
zero buscam a soluc@o a partir da regifo invidvel.

v- O multiplicador de Lagrange 6timo também € obtido.

vi- Qualquer ponto inicial € permitido.
Portanto, do ponto de vista tedrico, o método do multiplicador € um método atrativo. Ele aparece
como sendo superior aos outros métodos de funcdo de penalizagdo devido a sua rapida
convergéncia € a ndo ocorréncia de mal condicionamento na minimiza¢&o dos problemas sem
restricao. |
Na solug@o deste problema simples, C foi mantido constante, mas se é incrementado em cada
passo como em outros métodos de penalidade, a convergéncia pode ser acelerada, observe que
ao se iniciar o método com valores grandes para os multiplicadores de Lagrange, ao invés de
determinar valor zero a eles, o método busca solucdes a partir da regido vidvel, esta parece ser

uma das mais importantes propriedades do método.
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Apéndice B

Todas as expressdes necessdrias para a andlise de sensibilidade dos deslocamentos
apresentada na secao 4.6 estdo dadas neste apéndice.
A matriz de rigidez do elemento K; para um elemento de barra de duas dimensdes tem a

seguinte forma:

L LL -L -LL|
EA, r -LL, -I
K, =—— ’ 2 ’ B .1)
L L LL,
Sim L

no qual E;, A; e L; sdo respectivamente o médulo de elasticidade, a ﬁrea da secdo transversal e o
comprimento do i-ésimo membro. Os simbolos L, e L, representam o comprimento do membro
projetado no sistema de coordenadas de referéncia.

Considere primeiramente a diferenciagdo da matriz (B .1) com relagdo as varidveis de
dimensdo reciprocas Sk.

Obviamente:

Ay =0 se ieG} B .2)

- portanto,

K, =0 se i¢Gy (B .3)
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Por outro lado,

A, =—A’ se icGy B 4)

entao,

2 2
X LL -I! -LL,

E.A? L -LL -L
K, =——5— Y 5 Y se ieG! B .5)
12478 3 2 .
’ L L LL, B
Sim I’

Considere a diferencia¢do do vetor de peso proprio F,, com relagdo a f. Assumindo que

o eixo y do sistema de referéncia estd no eixo gravitacional, o vetor de peso préprio € dado por:
AL
FI=- %—'—(0,1,0,1) @ .6)
De acordo com as equagdes (B .2) e (B.4), segue que:

FI,, =0 se igG ®.7)

AL
=p‘A'T'(O,1,0,1) se ieGg‘ (B .8)

Por outro lado, o vetor do carregamento té€rmico no elemento € dado por:
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(~L.-L,.L,,L) (B.9)

onde 6;e AT, representam respectivamente o coeficiente de expanséo térmica e a variagdo de

temperatura no i-ésimo elemento. Os resultados da diferenciagdo do vetor (B .9) com relacdo a

By sdo dadas por:
Fl,,=0 s i¢Gy (B .10)
e
0,AT,E,A’ _
Fp o, = L A (Lx:L,:—L,:—L,) se ieGj B .11)

)

Prosseguindo, considere a diferenciagdo da matriz K;e os vetores F,, e F, com relagio a

uma coordenada nodal independente yy . Para avaliarmos a derivada de K; , os seguintes termos

devem ser avaliados.

o= (/m),  en
s, =(L.L, /L), | | (B.13)
s;=(22/L),,, (B .14)

é claro,

5;=0 (i=123) se ieG*
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portanto,
K,, =0 se i¢G; B .15)
Voltando a atengdo para o caso i € G;‘ , a diferenciagdo direta das equacdes (B .12), (B .13) e (B

.14) fornece os seguintes resultados:

s, =2LV,/L} 312V,/L} (B .16)
s, =LV,/; +LV,/L} 3L,LV, /L B .17)
s;=2LV,/L} 3LV, /L | (B.18) -

para os quais V, (i = 1,2,3) sdo definidos como:

V,=L,, : (B .19)

Entretanto, as expressdes para estes termos foram previamente obtidas na secdo 4.5 (ver

equacgdes (4.5.10) até (4.5.14)). Para finalizar das equacdes (B .1) e (B .12) até (B .14):

K, = ' se i€G, (B .20)
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Expressdes similares também podem ser obtidas para o vetor de peso préprio que sdo

dados por:

F,,,=0 se i¢G;

F;,, = 1,0,1) se

p. AV,
5, _2_ (O,

Para o vetor de carga térmica temos:

F;, =0 s ieG,

. k
lEGy

Fl,, =8,ATEA(~2,,-2,2,2,) se

onde z; (i = 1,2) sdo definidos por:

< =V2/Li —Lle/L§

z,=V,/L,-LV,/L.

ieG*

(B .21)

(B .22)

(B .23)

(B .24)

(B .25)

(B .26)
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Apéndice C

Neste apéndice a matriz de tensdo S; para o elemento de Bana de duas dimensdes €
fornecido primeiramente. Subseqiientemente, serd fornecido sua diferenciag@o com relacdo as.
coordenadas nodais yy .

A matriz de tensfo S; para o i-ésimo elemento o qual é aparece na secdo 4.7 (Equagio

(4.7.1)) é dado por:
Ei
S, =E(_ L,-L,L,L) | | (C.1)

Observe que a matriz de tensdo € funcdo somente das coordenadas nodais. A drea da segdo
transversal A; ndo aparece na expressio.

A derivagdo direta desta expressdo com relégﬁo as coordenadas nodais independentes yx
conduz a:

S, =0 se ieGy (C.2)

Py T

S, =E(~-H,-H,H ,H,) se ieG* (C .3)

Py T

onde os termos H, (i = 1,2) sio obtidos pelas seguintes expressdes:

H,=V,/L}-2LV,/L (€ 4)
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H,=V,/L;-2LV,[L] | | (C.5)

Recorde que as quantidades V, (i= 1,2,3) nas equagdes (C .4) e (C .5) foram definidas no

apéndice B (equacdes (B .19)).
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Apéndice D

Aqui s3o apresentados alguns coeficientes de flambagem (k) para diferentes geometrias
de segﬁb transversal para o elemento de barra.
Para se¢do tubular temos, para a drea da se¢fo transversal e inércia, respectivamente::
A =2nRt (D.1)
I=nR% (D.2)
e estabelecemos a seguinte relagdo entre o didmetro e espessura:

D

=2 D3)

Assim, temos agora para a se¢ao:

A= %nR2 (D.4)

I= %R“ D.5)

A carga critica de flambagem € dada por:

_ n2EI
4r1?

(D.6)

Substituindo a expressdo do momento de inércia da secfo, na expressdo da carga critica

encontramos a seguinte expressao:

- g TR
P =-mR 0 d.7
Portanto, o valor do coeficiente de flambagem Kk para a secdo tubular é:
En
k=2 (D.3)

De onde obtemos a expressao para flambagem apds relacionar os termos de éarea :
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kA
o= ®.9)

Para a se¢do quadrada, obtemos o seguinte valor para k:

Ex? -
k= e D.10)

Para uma barra com seg&o transversal retangular e inércia,

A=>bh D.11)
bh? _
=0 (D.12)

€ necessario estabelecer a seguinte relagdo entre a base e a altura da seg¢@o:

b=-;‘- (D.13)

O denominador da equacdo (D.13) acima pode ser um valor qualquer que se pretenda
utilizar para estabelecer a relagdo entre a altura e a base da se¢io transversal.

Utilizando a expressdo da carga critica de flambagem e estabelecendo os devidos
relacionamentos entre os termos, obtemos para esta se¢do transversal a seguinte relacdo para k:

En?
144

- (D.14)

Neste trabalho nao foram empregados elementos com secéo transversal retangular, pois,
se durante o processo de otimizagdo o valor da altura da segdo tende para o valor da base,
podemos ter um elemento de elevada esbeltez, o que poderia levar a falha do componente

estrutural devido a flambagem, e o prdgrama desenvolvido ndo considera esta situagao.
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Apéndice E

Abaixo apresenta-se o algoritmo do programa desenvolvido neste trabalho.

Passo 1:  Leitura de dados.

Passo 2:  Avaliar a Fun¢io Lagrangeana Aumentada para as variaveis de projeto iniciais.

Passo 3: Calcular direcao de descida.

Passo 4: Resolver a seqii€ncia do problema de otimizagdo sem restri¢des.

Passo 5:  Avaliar as Condi¢oes de Kuhn-Tucker, i. e.,
e (Gradiente da Funcdo Lagrangeana Aumentada.
e Multiplicadores de Lagrange.

Passo 6: Se satisfaz critério de convergéncia (erro nos multiplicadores de Lagrange < 0.1%)

entdo pare. Se n3o volta para o Passo 3.



