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Resumo

Este trabalho apresenta uma teoria e propde um esquema numeérico para a andlise
do dano de fadiga de baixo ciclo em placas espessas. A teoria proposta se baseia nos
trabalhos feito por Lemaitre (1992) e esta baseada na termodinamica dos processos
irreversiveis. O modelo elastoplastico considera uma lei de encruamento ndo linear do
tipo isotropico e cinematico, que depende da deformacdo plastica acumulada e apresenta
um patamar de saturacdo que caracteriza uma estabilizacdo no fendmeno de

encruamento. Além disso, 0 modelo considera que o dano é isotrdpico.

Com o objetivo de resolver problemas de placas espessas, utiliza-se 0 campo de

deslocamentos de ordem superior da teoria proposta por Kant.

O método dos elementos finitos de Galerkin € utilizado para a discretizacdo do
dominio geométrico, e a regra de integracdo trapezoidal generalizada para o processo de

evolucdo do tempo.

Para integrar as equacdes de evolucdo locais faz-se uso de um "elastic with
damage predictor with a plastic corrector scheme". Este algoritmo, apresentado por Simo
& Taylor e generalizado por Benallal et al. (1988), pertence a classe de mapeamento de

retomo, que apresenta uma taxa de convergéncia quadratica, e é bastante robusto.

O codigo implementado para esta formulacdo € aplicado a problemas nédo lineares
elastoplasticos de placas, o qual permite a determinacdo da evolucdo do dano e da
deformacdo plastica. Quando possivel, os resultados apresentados foram comparados

com a literatura disponivel.
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Abstract

The objective of this work is to present a theoiy and to propose a numerical
scheme for the elastoplastic with damage analysis of thick plates, subjected to a cyclic
loading. The theoiy is based on the work done by Lemaitre (1992) and it is based on the
thermodynamics of irreversible processes. The elastoplastic model considers a nonlinear
isotropic and cinematic hardening law, which depends on the accumulate plastic
deformation and presents a saturation level in order to characterize a stabilization of the

hardening phenomena. Moreover, the model considers the damage to be isotropic.

With the objective of solving thick plate problems, we make use of the higher

order plate theory proposed by Kant.

The discretization of the cyclic elastoplastic with damage problem employs: the
Galerkin finite element method, for the discretization of the geometric domain; and the

generalized trapezoidal integration rule for the time evolution process.

In order to integrate the local evolution equations we make use of an “elastic with
damage predictor with a plastic corrector scheme". This algorithm, presented by Simo &
Taylor and generalized by Benallal et al. (1988), belongs to the class of the "return

mapping algorithms", presents a quadratic convergence rate, and is quite robust.

The code implemented for this formulation is applied for the low cycle fatigue
analysis ofthick plates and allows us to determine the evolution of the damage and ofthe
plastic deformation. When possible, the presented results were compared with the

available literature.



Capitulo 1

Introducéo

1.1 Objetivo e Contribuicéo

0 objetivo deste trabalno é o de apresentar uma teoria capaz de descrever
adequadamente os fendmenos de elastoplasticidade e do dano em placas espessas sujeitas
a carregamentos ciclicos, possibilitando a analise de fadiga, e desenvolver um
procedimento numérico para a solucéo desta classe de problemas.

Esta formulacéo contribui para a analise de fadiga de baixo ciclo em estruturas e
componentes em geral. Tais problemas sdo bastante comuns na inddstria, como por

exemplo, nasjuncdes de chapas, onde ocorre o efeito local de concentracéo de tensdes.

Varios modelos constitutivos foram propostos para descrever carregamentos
ciclicos. Encontramos na literatura em anexo varios artigos tratando de teorias que se
utilizam de campos de deslocamentos de primeira ordem. Com a teoria de ordem superior
é possivel descrever de forma mais adequada a evolucdo da frente de dano ao longo da

espessura. Isto permite uma analise mais precisa do processo de fadiga.

Neste trabalho pretendemos utilizar uma teoria simples que descreva
adequadamente os principais fenbmenos ocorrentes para carregamento ciclico e aplicar a

teoria em problemas de placas espessas.
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1.2 Revisao Bibliografica

Falhas mecanicas tém causado muitos danos e prejuizos financeiros. Falhas devido
a carregamentos repetidos (fadiga), sdo responsaveis por pelo menos a metade destas
falhas mecanicas. A maioria dos livros e artigos comentam que entre 50 e 90 por cento de
todas as falhas mecénicas, sdo falhas de fadiga; e a grande maioria destas falhas decorrem

de fraturas inesperadas.

De acordo com as informacGes de Fuchs & Stephens (1980) e de Rossi (1997), os
primeiros ensaios de fadiga datam de 1830, quando W. A. Albert observou o
comportamento de correntes soldadas de um guindaste. A palavrafadiga foi introduzida
entre 1840 e 1850 para descrever falhas decorrentes de tensdes repetidas. Na Alemanha
entre 1850 e 1860 foi realizado o trabalho de maior valor daquela época por August
Woaler, o qual, realizou varios ensaios de fadiga em corpos sob carregamentos repetidos.
Entre estes ensaios destaca-se 0 do eixo de trem, submetido a carregamentos repetidos de
flexdo. Wdhler grafou os resultados em um diagrama de tensdo alternada de falha versus

vida, gerando assim o conhecido diagrama a x N .

Durante 1870 e 1890 substanciosas pesquisas adicionais acrescentaram o trabalho
de Wohler. Entre estas pesquisas destacam-se a de Gerber, que analisou o efeito da
tensdo média na vida de um componente, e J. Goodman que prop06s uma teoria

simplificada para o efeito da tensdo média.

Outras grandes contribuicbes s6 foram feitas com a utilizagdo do microscopio
Optico no inicio do século XX. Desta forma, foi possivel observar os fenémenos
metaldrgicos decorrentes das solicitacfes de tensdo de fadiga. H. J. Gough em 1920 e H.
F. Moore & J. B. Kommers em 1927 fizeram publicagfes importantes sobre estudos da
fadiga em metais. Paralelamente aos trabalhos da fadiga, comecavam a surgir 0s
trabalhos na area da mecénica da fratura, como destaque cita-se o de A. A. Griffth. A

contribuicdo do efeito benéfico que as tensdes residuais produzem no problema de fadiga
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deve-se a John Otto Almen. Em 1945, M. A. Miner formulou um critério de acimulo
linear de dano, sugerida inicialmente por A. Palmgren em 1924. Este critério de dano de
fadiga ficou conhecido depois como lei de acumulo de dano de Palmgren-Miner. E
extensivamente usado no projeto de fadiga e, apesar de suas deficiéncias, ainda
permanece uma ferramenta importante em previsdes da vida de fadiga. Outro grande
avanco na area de fadiga so veio a acontecer nos anos 60 com a relacdo de S. S. Manson
e de L. F. Coffin para problemas de fadiga com controle de deformacdo, para maiores
detalhes ver Fuchs & Stephens (1980).

Embora o conceito de uma variavel que esta relacionada com a degradacdo do
material tenha sido apresentadaja no trabalho de Palmgren-Miner, € o trabalho de L. M.
Kachanov em 1958 que é considerado como o ponto inicial da teoria de dano mecénico
continuo. Alguns anos depois, a variavel de dano D ganhou sentido de uma variavel de
estado interna dentro da termodindmica. Em 1968, outro grande avanco foi alcancado
atraves do conceito de tenséo efetiva proposto por Y. N. Robotnov. A partir dos anos 70 a
teoria do dano mecénico continuo teve grandes avancos dado por L. M. Kachanov, J. L.

Chaboche e principalmente por J. Lemaitre.

Hoje, a teoria do dano mecanico continuo esta fortemente montada dentro do
contexto da termodinamica dos processos irreversiveis, podendo ser aplicada ndo so para
0 problema de fadiga, mas para qualquer problema que envolva algum tipo de

degradacéo do material.

1,3 Definicdo e Importancia da Analise Nao Linear da Estrutura

A relacdo linear entre tensdo e deformacdo em um material idealizado forma a
base matematica da teoria de elasticidade. Esta teoria tem sido amplamente aplicada a

certos materiais para estimar a tensdo ou deformacédo nos elementos estruturais até uma
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determinada condicdo de trabalho. A teoria de plasticidade representa a extensao
necessaria da teoria de elasticidade e seu interesse € com a andlise de tensdes e
deformacgdes na estrutura, tanto em regides elasticas quanto em regibes plasticas. O
objeto da teoria matematica de plasticidade é proveniente da descricdo da relacdo entre
tensdo e deformacéo para um material que exibe uma reacdo elastoplastica. Em esséncia,
0 comportamento plastico e caracterizado por uma deformacéo irreversivel que pode ser

alcancada apenas quando um nivel de tensdo for atingido.

)

Figura 1-1: Lacos de Histerese.

No caso particular de plasticidade ciclica, pretende-se modelar uma evolucéo
elastoplastica levando em consideracdo o endurecimento isotrépico e cinematico, ambos

ndo lineares, assim como mostrado na Figura 1-1.

L4 Introducdo a Teoria de Dano

Segundo Grosskreutz (1971), as primeiras teorias de fadiga foram apontadas nas

informacbes da ampla curva o x N, em termos da acumulacdo de algum vago e
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indefinido dano dentro do material, sendo assumido que a falha acontecia com o acimulo

de uma quantia critica de dano.

De acordo com Kachanov (1986), todo corpo submetido a condigbes mecéanicas e
ambientais desfavoraveis, sofre variagdes microestruturais que diminuem a resisténcia do
material. Estas variagdes prejudicam as propriedades mecénicas destes materiais,

ocasionando o que chama-se de dano.

Considere alguns exemplos de dano:

Dano defluéncia: quando o corpo é submetido a altas temperaturas e esta sob a
acdo de tensdes, da-se inicio a nucleacdo e crescimento de microvazios (fratura devido a
fluéncia transgranular ductil). Pode ocorrer um acumulo e crescimento de microtrincas
nos contornos intergranulares (fratura devido a fluéncia intergranular fragil). Assim, dois

mecanismos de fratura ocorrem simultaneamente.

Dano plastico ductil: o mesmo fendémeno, i.e.,, nucleacdo e crescimento de
microvazios e microtrincas, ocorre em metais como conseqiéncia de grandes

deformacdes plasticas. Este processo descreve a conhecida fratura plastica.

Dano de fadiga: ocorre quando o corpo é submetido a carregamento ciclico
ocasionando uma deterioracdo gradual da estrutura de um material, causado pelo

acumulo e crescimento das micro e macrotrincas.

Fragilizacdo do aco: devido a acdo da radiacdo atdmica a estrutura do aco €
modificada, diminuindo sua ductilidade e provocando sua fragilizacdo. A difusédo dos

atomos de hidrogénio livre na estrutura de ago, ocasionam uma fragilizacéo da estrutura.

Dano quimico-mecanico: metais sob a acdo de tensdo de tracdo, operando em
meios agressivos estdo sujeitos a corrosdo intensiva ou a algumas outras reacgoes

quimicas.
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Degradacdo ambiental: alguns materiais (geo-materiais, polimeros, ...) tém suas
propriedades mecanicas alteradas devido ao meio ambiente até mesmo na auséncia de
tensdo. Como exemplo pode-se citar o solo, a madeira e alguns outros materiais que

dependam do nivel de umidade.

Dano em materiais porosos: em um material ndo homogéneo existem zonas de
baixa resisténcia mecanica, o qual, quando submetido a um certo carregamento provoca-

se 0 aparecimento de trincas.

As variagdes na estrutura material mencionada acima sdo, em geral, irreversiveis,

pois durante o processo de dano a entropia aumenta.

O actmulo de dano ocorre quando submetido a deformacdo elastica (no caso de
fadiga de alto ciclo), sob deformacéo elastoplastica (no caso de dano plastico ductil e

fadiga de alto ciclo), e sob condicao de fluéncia (dano de fluéncia).

1.5 Fadiga

Segundo da Rosa (1994), fadiga é a reducdo gradual da capacidade de carga do
componente, pela ruptura lenta do material, consequiéncia do aumento quase infinitesimal
das fissuras que formam-se no seu interior. As cargas variaveis, sejam ciclicas ou nao,
fazem com que, em ao menos alguns pontos, 0 material sofra deformacdes plasticas
também variaveis com o tempo. Estas deformacdes levam o material a uma deterioracdo
progressiva, dando origem a uma trinca. Esta cresce até atingir um tamanho suficiente
para a ruptura final, geralmente brusca, com caracteristicas macroscopicas de uma fratura

fragil.

O processo de fadiga ocorre de maneira muito localizada, onde certas areas podem

conter altas tensdes ou deformacdes devido a aplicacdo de carregamentos externos,
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mudancas abruptas de geometria, elevados diferenciais de temperatura, tensdes residuais

e imperfeicbes materiais tais como inclusdes, Fuchs & Stephens (1980).

1.5.1 Comportamento do material sob carregamento ciclico

Bauschinger (1833-1893), foi o primeiro a observar a diferenca entre o
comportamento de um ensaio de tracdo monoténico e o comportamento obtido em um
ensaio sob carregamento ciclico. Em seus experimentos, ele verificou que a tensdo de
escoamento em tracdo ou compressdo era reduzida apos a aplicacdo de um carregamento

de sinal contrario, caracterizando um amolecimento, tal fendmeno leva seu nome.

@) efeito Bauschinger tem sido observado tanto em metais policristalinos quanto
em metais monocristalinos. Isso se deve a anisotropia do campo de deslocamento

causado pelo carregamento anterior.

Muitos estudos sobre a resposta de materiais ao carregamento ciclico ocorreram
desde entdo, o qual, de acordo com Malvem (1969), podemos citar Templin e Sturm
(1940), Batdorf e Budiansky (1954), Ramberg e Osgood (1943) e Phillips (1956). A
terminologia adotada para estas mudancas na relacdo constitutiva de tensdo-deformacao
foi de endurecimento ciclico ou amolecimento ciclico. Este comportamento é
caracterizado na Figura 1-2, o qual € obtido utilizando corpos de prova de cobre

submetido a um ensaio de deformacéo controlada.

As variaveis envolvidas no comportamento ciclico do material, definidas na Figura
I-2a, sdo a variacdo da deformacéo total Ae, dada por As=Aee+Aep, e a variagdo da

tensdo dada por Acr. Porém, como Aee= Acr/E, pode-se escrever
Ae = Aee+ Aep = Acr/E + Aep . (1.2)

A &rea dentro do laco de histerese € a energia dissipada por unidade de volume por

ciclo. Cada uma das trés curvas mostradas nesta figura apresenta caracteristicas bastante
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diferentes, quanto ao comportamento ciclico. A curva apresentada em |-2a mostra um
progressivo endurecimento por ciclo, ja a curva |-2c¢ apresenta um amolecimento ciclico,
também progressivo. Por fim, a curva |-2b apresenta um endurecimento ciclico seguido
de um amolecimento. Embora a tensdo mude bastante nos primeiros ciclos, depois de
cerca de 10 a 30% do ensaio, 0 laco de histerese tende a estabilizar, acrescentando uma

deformacéo plastica constante por ciclo até que o processo de ruptura tenha inicio.

A familia de lacos de histerese estabilizados, para diferentes amplitudes de
deformacdo, € utilizada para obter a curva tensdo-deformacdo ciclica para um dado
material. Um exemplo desta curva é apresentado na Figura 1-3, na qual o extremo de
cada ciclo de histerese estabilizado é ligado formando a curva tensdo-deformacéo ciclica.
A Figura 1-3 mostra também a curva do ensaio monotdnico do mesmo material para

efeito de comparacéo.

1.5.2 Mecanismos de Fadiga

Metais sdo materiais cristalinos. Isto significa que os 4&tomos estdo arranjados de

uma maneira ordenada. A maioria dos agos estruturais sdo policristalinos e deste modo
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consistem de um grande ndmero de cristais ordenados individualmente ou gréos. Cada
gréo possui propriedades mecénicas e diregdes de ordenamento particulares. Alguns
grdos encontram-se orientados de forma bastante desfavoravel, i.e., com orientacdo mais
proxima da direcdo da tensdo cisalhante maxima acarretando uma deformacdo cisalhante
irreversivel. Esta distorcdo produz um deslizamento devido ao movimento das

discordancias ao longo dos planos cristalogréaficos.

O deslizamento ocorre tanto no carregamento monotdnico quanto no carregamento
ciclico. A Figura I-4a, mostra um deslizamento grosseiro, o qual caracteriza
carregamento monoténico ou grandes amplitudes de carregamento ciclico. J& a Figura
1-4Db, representa 0 comportamento de carregamento ciclico com baixas amplitudes de

carregamento.

Pode-se caracterizar as intrusdes como o fundo da cavidade da Figura l-4b e
como extrusbes os picos de elevacdo da mesma figura. Intrusfes formam excelentes
pontos de concentracdo de tensdo, os quais podem ser a localizacdo inicial de uma trinca.
Inicialmente, o deslizamento é controlado pela tenséo de cisalhamento. Assim, a trinca de

fadiga tende a crescer em bandas de deslizamento locais na direcdo da méxima tensdo de
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cisalhamento. Este crescimento é relativamente pequeno, usualmente da ordem de alguns
grdos. Com a continuidade do carregamento ciclico, as trincas de fadiga tendem a
coalescer e crescer de acordo com o plano da méxima tensdo de tracdo. Estes dois
estdgios de crescimento da trinca de fadiga sdo chamados de estdgios | e I,

respectivamente, este comportamento é mostrado na Figura 1-5.

@

Figura 1-4: IntrusGes e extrusdes, Fuchs & Stephens.

O mecanismo de fadiga em metais de alta resisténcia ou para metais frageis pode
ndo conter formagdo de bandas de deslizamento. Neste caso, as microtrincas sao
geralmente formadas diretamente nas descontinuidades, tais como inclusdes ou vazios e
entdo crescem ao longo dos planos de maxima tensdo de tracdo, Fuchs & Stephens
(1980).



Capitulo 1 - Introducédo 11

A Figura 1-6 apresenta de forma esquematica 0 mecanismo de surgimento de

trincas de fadiga de acordo com o nivel de solicitacao.

1.5.3 Tipos de Fadiga

Alguns autores, como Lemaitre, costumam diferenciar a ocorréncia do fenémeno

da fadiga em duas partes, conforme o nivel de solicitacdo envolvida.

» Fadiga de Alto Ciclo

Na fadiga de alto ciclo a solicitagdo produz valores baixos de tensdo, deste modo,
a unica deformacdo irreversivel é a microplasticidade, a qual é dificil de ser determinada
pois geralmente ocorre na interface de inclusbes e em tomo da regido de vazios.
Conseqlientemente, os mecanismos de evolugdo do dano devem ser obtidos ém termos de
tensdes. O nivel de tensdes, na melhor das hipoteses, € o da magnitude de escoamento do
material. Este tipo de fadiga corresponde a um namero de ciclos até a falha de N > 10N,
ciclos, onde € 0 nimero de ciclos de transicdo. Em algumas literaturas ele é definido
como Nitr=104, porém, em geral, depende das propriedades materiais. Neste tipo de

fadiga o dano acontece de forma mais localizada.



Capitulo 1 - Introducéo 12

» Fadiga de Baixo Ciclo

Considera-se fadiga de baixo ciclo quando a deformacédo plastica envolvida é
grande o suficiente para ser medida. Isto corresponde a um nivel de tensdes pouco maior
que a tensdo de escoamento inicial e de um ndmero de ciclos para falha na ordem de

N <10N,, ciclos.

| | Deslizamentos
Microtrincas visiveis
apenas ao microscopio

Trincas visiveis através
de liquidos penetrantes

Trincas visiveis a
olho nu

Crescimento e
coalescimento de trincas

Fissura - rompimento

Figura 1-6: Mecanismo de evolucéo de trincas de fadiga, Fuchs & Stephens.
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Termodinamica dos Meios Continuos

2.1 Introducao

Um método cléassico de formular o fenbmeno de dano em um tridimensional é
postular a existéncia de potenciais de energia, afim de introduzir as varidveis
caracteristicas dos fendbmenos de ruptura, utilizando o enfoque da termodinamica dos
processos irreversiveis. Sendo assim, este capitulo apresenta os conceitos basicos da
teoria utilizada para modelar os fendmenos de deformacdo e de ruptura de um meio
continuo. O texto foi fundamentado principalmente nos trabalhos de Malvem (1969), de
Germain (1973), de Germain et al. (1983), de Sampaio (1985), de Lemaitre & Chaboche
(1994), de Khan&Huang (1995) e de Rossi (1997).

2.2 Principio das Poténcias Virtuais

O PPV é uma forma conveniente de enunciar as leis fundamentais da Dinamica.

Sua conveniéncia se deve, basicamente, a dois motivos principais, que sao:

i) A razdo tedrica, € que o PPV permite uma associagdo entre o conceito de forca
e 0 de movimento (no sentido amplo, englobando deformacdo), mostrando

claramente que ndo é possivel tratar um dissociado do outro.
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i) A razdo pratica, € que o PPV conduz a uma formulacdo integral que se
mostrou muito conveniente quando se busca uma solucdo numerica através do

método dos elementos finitos.

Através do PPV e da escolha de um campo de descri¢do cinematica adequado com
0 corpo em analise, obtém-se uma definicdo coerente das deformacGes, das equacdes de

equilibrio das forcas e das condicBes de contorno apropriadas.

Segundo Sampaio (1985), o PPV consiste em descrever 0s movimentos possiveis

de um sistema mecanico por um espaco vetorial V, denominado espaco dos movimentos

virtuais, sendo que a escolha deste espaco reflete o grau de detalhe com o qual se quer
descrever o sistema mecanico em questdo. A este espaco é associado uma topologia que
descreva o conceito de proximidade em V. As forcas aplicadas no sistema mecanico sdo

entdo descritas pela prescricdo de um funcional linear continuo em V- O conjunto destes

funcionais lineares constitui o espaco 3 das forcas. Assim, o significado das forcas é

dado através da poténcia que esta forca realiza em um movimento virtual qualquer.
O PPV é baseado em dois axiomas basicos, definidos como:

i) Axioma da invariancia dos esfor¢os internos, que afirma que a poténcia virtual

dos esforcos internos associada ao sistema num movimento rigido é nulo.

i) Axioma de equilibrio, que para todo o meio material, relacionado a um
referencial absoluto, a cada instante de tempo e para todo 0 movimento virtual; a

poténcia virtual dos esforcos de inércia Pa é igual a soma das poténcias virtuais

dos esforgos internos P, e das poténcias virtuais dos esforgos externos R, i.e.,

P =P +P. 2.0
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2.2.1 Teoria do Primeiro Gradiente

Considere um sistema fisico representadol por um certo dominio Q, de fronteira
<Q interior a um meio de volume V, de fronteira 3V e « a normal exterior em um
ponto M de 8Q, relacionado a um sistema de coordenadas como na Figura 2-1. Com a

finalidade de obter uma melhor descri¢cdo do movimento do corpo, € introduzido, além do

campo de velocidades v(M), o campo do gradiente da velocidade Vv(M) , o qual, para

facilitar os célculos, definimos por L = Vv(M) .

Figura 2-1: Descricdo do sistema fisico.

Decompondo o tensor L em duas partes, ficando definido da seguinte maneira
L=D+W, (2.2)

no qual, a parte simétrica representada pelo tensor taxa de deformacdo D, também
chamado tensor velocidade de deformacdo, € definido em termos de taxas de

deslocamentos pela expresséao

D= [{VV(M) +[VV(AOf} . (2.3)

1Neste trabalho convenciona-se que:
Campos escalares sdo representados por letras com fontes de estilo italico, ex: R, <7, r ;

Campos vetoriais sdo representados por letras com fontes de estilo italico e sobrescritas por seta, ex: f, n;
Campos tensoriais sdo representados por letras com fontes de estilo normal em negrito, ex: a, E, X, W .
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A parte anti-simétrica € representada pelo tensor taxa de rotacdo W, também chamado
tensor vorticidade. Sua interpretacdo fisica pode ser explicada considerando-se o0 caso em
que o corpo, em um determinado instante, possua todas as componentes do tensor taxa de
deformacdo nulas, sendo que 0 movimento instantaneo resultante toma-se uma rotacéo de

corpo rigido representada por este tensor, que é dado pela expressao

W = 1{vv(M)-[VV(AOf} . (2.4)

2.2.2 Poténcia Virtual dos Esforgos Internos

Considera-se que a poténcia virtual dos esforgcos internos esta definida por uma

integral sobre o dominio Q. Assim,

Z=JaD<*n. . (2.5)

2.2.3 Poténcia Virtual dos Esforgos Externos

Os esforgos externos séo divididos em esforcos de acdo a distancia e esforgos de
contato. Os esforcos de acdo a distancia sdo devidos a acdo do exterior sobre o sistema,
atuando no volume do corpo Q, e sdo tais como 0 campo gravitacional e 0s campos
eletromagnéticos. Estes esforcos sdo representados por uma densidade de forgas /. O
segundo termo € devido aos esforcos de contato que atuam na superficie do corpo 6Q e
sdo representados pelo vetor densidade de forcas de superficie t. Assim, a poténcia

virtual dos esforgos externos € definida como

Re="f-vdQ.+ ~t-v ddCl (2.6

n ao
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2.2.4 Poténcia Virtual dos Esforcos de Inércia

Se U é o vetor aceleracdo em cada ponto M g p € a massa especifica, a poténcia

das quantidades de aceleracdo é definida como2

Pa=\pu-vdCl. (2.7)
a 1

2.2.5 Equacao de Equilibrio

Substituindo as equagbes integrais encontradas para cada um dos termos de

poténcia na eqg. (2.1) chega-se a

J/»v<iQ =JaD<iQ+J/v<iQ+]?vdoQ . (2.8)
n n a en

Com o teorema da divergéncia para um campo vetorial e algum algebrismo pode-

se chegar a seguinte equacéo integral

Ndiva +f-pu}-vdQ=0 V v e Vauf (2.9)
0

no qual
diva+f-pi =0 em Q, (2.10)

que € a classica equacéo de equilibrio dindmico. Se o corpo estiver em equilibrio estatico

entdo a poténcia devida a quantidade de aceleracdo Pa é nulae aeq. (2.10) reduz-se a

fiv(T+/ =0 em Q) (2.11)

2 A notag&o usando o ponto sobrescrito a varidvel representa ay-ésima derivada desta em relagdo ao tempo, de
acordo com o nimero de pontos].
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que ¢ a conhecida equacao de equilibrio estatico. Temos ainda que t =an sobre 6Q.

2.2.6 Hipdtese de Pequenas Deformacdes e Pequenos Deslocamentos

No caso de deslocamentos e deformacdes infinitesimais € adotado classicamente

que a configuracdo atual B, seja aproximada pela configuracdo de referéncia BO. Isto

implica que as variaveis na descricdo Lagrangeana e Euleriana sejam as mesmas, (ver
Figura 2-2).

Figura 2-2: Configuractes em deformacdes finitas.

2.3 Elementos da Termodinamica dos Meios Continuos

2.3.1 Leis de Conservacao

[) Conservagdo da Massa:

A primeira lei de conservacdo é a lei de conservacdo da massa que é expressa por

d Q1>



Capitulo 2- Termodinamica dos Meios Continuos 19

i) Conservacdo da Quantidade de Movimento:

A equacdo de equilibrio (2.10) pode ser interpretada como um balanco da

quantidade de movimento, ou seja,

A-JpldQ= jtd6Q +jfdn . (2.13)

De acordo com o Principio das Poténcias Virtuais, para um dado corpo Q sujeito a

uma forca de corpo / e umatracdo prescrita t na parte Tt do contorno dQ., sendo:

r, - contorno com deslocamento prescrito u=diemr,, e

r, -contorno com tragédo prescrita an =t ,

Figura 2-3: Condices de contorno de um corpo Q.

podemos introduzir dois conjuntos, 0s quais S&o:
0 conjunto dos deslocamentos admissiveis, definido por

Kin=\u |u ésuf. regular, u=i em Tu} ;

e 0 conjunto dos deslocamentos virtuais

Varu={v|v ésuf. regular, v=0 em Tuj .
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Desconsiderando os esforcos de inércia, o Principio das Poténcias Virtuais pode

ser escrito, como

>+PR=0 V V£ Vau (2.14)
entao

jVe(v) dd=rf-vdCIl+rhvdT | (2.15)

iii) Primeiro Principio da Termodinémica:

A lei da conservacédo de energia ou principio do balanco de energia exprime que a

soma da taxa de variagao de energia interna, definida como

TS EN=Ttd pecKl =)pedQ. (2.16)

na qual e € a energia interna especifica, com a taxa de variacdo da energia cinética,

definida como

W mil['*-Sda 2-17>

deve ser igual a soma da taxa de calor que o sistema recebe com a taxa de trabalho das

forcas externas definida pela eq. (2.6), isto é
+(E+K)=P,*I(Q) . (2.18)
A taxa de calor recebida pelo corpo compreende duas partes, uma devida ao calor gerado

no interior do corpo Q pela acdo das fontes de geracdo interna e a outra pelo calor

recebido através da fronteira. Assim, a taxa de calor pode ser escrita como
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G (Q=dordl- "o-fi d6Q (2.19)

na qual ré a producédo interna de calor, q € o vetor fluxo de calor e n é a normal

exterior a 06Q, ja definida anteriormente. Define-se a taxa de energia despendida na

deformacéo por

(2.20)

Substituindo v por U no PPV e utilizando-se das equacbes (2.15) a (2.20)
determina-se o Primeiro Principio da Termodinamica o qual, na formulacéo local, € dado

por:
pé =a-T) +pr +divq . (2.21)
Para o caso particular de processos isotérmicos, temos
(2.22)
iv) Segundo Principio da Termodinamica:

O Segundo Principio da Termodinamica € definido por uma desigualdade, que
relaciona as varidveis da temperatura absoluta r e da entropia S, conhecida como
desigualdade de Clausius-Duhem. Esta desigualdade estabelece que a taxa de producéo
de entropia € sempre superior, ou no caso extremo, igual a taxa de calor recebida no

dominio Q, ficando
(2.23)

No qual a entropia é definida por
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S= gps dQ. t (2.24)

sendo s a entropia especifica. Através desta desigualdade pode-se restringir 0s processos
fisicos aos processos factiveis, i.e., processos que possuem taxa de entropia positiva. A
aplicacdo do teorema de Reynolds na eq. (2.23) e usando a eq. (2.19) permite-nos

escrever

pEL+Jiye L {o>0
i ATy 1T X (2.25)

ou em sua forma local

ds .
PV T g (2.26)

Com base no Primeiro Principio da Termodinamica expressa pela eg. (2.21), pode-

Se escrever

Tg-s----g-g-}- a- Dn- g -—---\-/-r->0n Q27)

introduzindo o potencial de energia livre de Helmholtz
V7e-Ts (2.28)
chega-se a

d¥ dt . vr
CT-D-/7 - g >0
dt dt Iq—l T (2.29)
que € a desigualdade de Clausius-Duhem. Assim tem-se enunciados os dois principios da

Termodinamica.
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Uma das grandes controvérsias em Termodinamica € quanto ao seu dominio de
validade. Uns advogam que a Termodindmica so € valida nas vizinhangas de estados de
equilibrio e que nao tem sentido definir grandezas como temperatura, energia e entropia
longe de estados de equilibrio. E a visdo conservadora, que, enfim, nega a possibilidade
de uma Termodinamica e a reduz a uma simples Termoestatica. Por outro lado, outros
dizem que as técnicas desenvolvidas em termoestaticas podem ser aplicadas em qualquer
situacdo, quer seja em equilibrio ou ndo. O método do estado local, a ser apresentado,

tem uma posicdo intermediaria.

2.4 Meétodo do Estado Local

O axioma do meétodo do estado local considera que o estado termodindmico de um
meio continuo pode ser definido através do conhecimento dos valores de um certo
namero de variaveis definidas em um instante t fixo. Esta hipdtese implica que a
evolucdo de um meio continuo pode entdo ser considerada como a sucessao de varios
estados de equilibrio, ou termoestaticos. As variaveis que descrevem estes estados de
equilibrio sdo denominadas variaveis de estado local. Assim, 0 sucesso da representacéo
do fenbmeno fisico em questdo depende da boa escolha das variaveis de estado. Para esta
formulacdo ser admissivel dentro do contexto da Termodinamica, impde-se que, a cada
instante t da evolucdo, seja satisfeita a inequacdo de Clausius-Duhem. As variaveis de

estado local séo classificadas segundo Lemaitre (1992) por:
i) Variaveis observaveis:

Os fendbmenos reversiveis ou elasticos séo totalmente definidos por estas variaveis,

que séo definidas pelo escalar T da temperatura e pelo tensor deformacéo total s .

i) Variaveis internas:
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De acordo com a termodinamica dos processos irreversiveis € necessario
introduzir algumas variaveis internas, para a descricdo fenomenoldgica das variacdes
microestruturais. Para descricdo da plasticidade é necessario a introducdo da variavel
irreversivel deformacdo plastica, representada por zp. Assim pode-se escrever a

deformacéo total como
(2.30)

Na eg. (2.30) duas variaveis internas foram definidas: a deformacéo plastica ep e a
deformacéo elastica ee. Os outros fendmenos, tais como dano e o encruamento por
exemplo, podem ser incluidos através da introducdo de variaveis internas que oS
representem. Estas varidveis serdo representadas aqui por V* W.Vv ... VK).

Dependendo do fendmeno estas podem ser de natureza escalar, vetorial ou tensorial.

2.4.1 Potencial Termodinamico

Postula-se que as equacOes de estado sdo derivadas de um potencial
termodindmico 'F. Este potencial tem as seguintes caracteristicas: W:9in->5R ¢é
cbncavo com relacdo a i e convexo com relacdo as demais variaveis de estado e contém
a origem. O potencial termodindmico escolhido para o trabalho é a energia livre de

Helmholtz, definido pela eq. (2.28), e representado através das variaveis de estado, como
A =7(8,8PT,VK) . (2.31)
Para a elastoplasticidade pode-se escrever se- e-e p e 0 potencial € dado como
A =N (eeT,VK) . (2.32)

Introduzindo a eq. (2.32) na eq. (2,29) (desigualdade de Clausius-Duhem), pode-se

determinar as equacdes de estado para o problema. A primeira equacgdo de estado é
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(2.33)

Assim, diz-se que o tensor a € a variavel associada a variavel interna ze. A segunda

equacdo de estado €

ov

& (2.34)

e diz-se que 5 é a variavel associada a variavel observavel T. As demais equacbes de

estado sdo definidas através de

(2.35)

no qual Ak sdo as variaveis associadas as variaveis internas \K.

2.4.2 Pseudo Potencial de Dissipagéo

Afim de determinar as equacfes de evolucdo, para o processo dissipativo, postula-
se a existéncia de um potencial ou pseudo-potencial, com as seguintes caracteristicas:

¢ 9T -> 9?, continuo, convexo com relacédo as variaveis de fluxo, e nulo na origem, i.e.,

(2.36)

As equacOes de evolucdo sdo determinadas utilizando a propriedade de

normalidade ou dissipagdo normal, i.e., elas sdo expressas pelas componentes do vetor

\<p com relacdo as variaveis de fluxo, que séo
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Através da utilizacdo da transformada de Fenchel3 pode-se definir um potencial
dual ¥, que é definido em funcdo das variaveis duais ct, Ak e V7\ Como o potencial

também e diferenciavel, a propriedade de dissipacdo normal continua valida. Assim

y+ dP e gn df
da © ¢ OAK { avr: (2.38)
na qual a primeira equacdo conduz as equacdes de evolucédo da plasticidade, a segunda

relacdo conduz a lei de Fourier. Os potenciais de dissipacdo podem ainda depender das

variaveis de estado que fazem o papel de parametros.

Todo o problema de modelamento dos fenémenos fisicos reside na determinacéo
da expressdo analitica dos potenciais acima e da identificagdo dos parametros materiais
atraves de testes experimentais, uma descricdo mais detalhada da formulacdo pode ser

encontrada em Sampaio (1985).

3A transformada de Fenchel é uma generalizagao da transformada de Legendre no caso de fungdes ndo
necessariamente diferencidveis.



Capitulo 3

Teoria de Dano

3.1 Introducao

Dentro do contexto da Termodindmica dos Meios Continuos, apresentado no
capitulo 2, serdo apresentadas as variaveis de estado e as suas respectivas variaveis
associadas. Essas varidveis representardo os fendmenos de encruamento e o de
degradacdo do material, sendo estes fendbmenos necessarios para modelar o problema de

fadiga.

O fendmeno de encruamento sera modelado através de duas varidveis de estado

internas,

i) o escalar r que representa a deformacdo relacionada ao encruamento

isotropico, tendo como variavel dual o escalar R ;

i) e o tensor a que representa a deformacdo relacionada ao encruamento

cinematico, sendo o tensor %D a sua variavel dual.
Para modelar o fenémeno de degradacdo do material utiliza-se

i) uma variavel interna dano representada pelo escalar D e seu gradiente VD,

tendo como variaveis associadas o escalar Y e o vetor 0 respectivamente. O
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campo escalar Y esta relacionado a taxa de densidade de energia de deformacéo

liberada.
Tabela 3-1: Variaveis responsaveis pelo fendbmeno de degradacéo.

Variavel dual Variavel associada
Y D

0 VD

3.2 Plasticidade

Com o objetivo de descrever o comportamento de um material elastoplastico é
necessario que a teoria constitutiva apresente, além das relacGes elasticas, i.e., Lei de
Hooke generalizada, uma definicdo de carregamento plastico e de descarregamento
elastico, bem como, uma regra de evolucdo que descreva o desenvolvimento da
deformacéo plastica. O critério de carregamento serd dado pela definicdo de uma funcéo
escoamento ou superficie de escoamento. Através do potencial de dissipacdo e da
hipdtese de dissipacdo normal, pode-se encontrar as leis de evolucdo ndo apenas para a
deformacédo pléstica, mas também para as demais variaveis. Este potencial de dissipacédo
ja foi apresentado no capitulo 2, eq. (2.36), e voltara a ser abordado apés a definicdo de

todas as variaveis do problema.

3.2.1 Funcao de Escoamento

Dentro do enfoque da teoria da plasticidade cléssica, o estudo de um ponto
material submetido a um carregamento é determinado por uma funcdo de escoamento /.
A deformacdo plastica ocorre quando o estado de tensdo a atinge a tensdo de

escoamento; isto corresponde a satisfazer o critéerio / =0 e/ =0.
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Para um material que apresenta endurecimento esta funcdo é expressa como uma

funcdo das componentes do tensor tensdo e das variaveis associadas R e x >i-e>
f(o,x,R) =0 . (3.1)

Segundo Lemaitre & Chaboche (1990), para materiais que apresentam
encruamento, € mais interessante utilizar uma formulacdo em termos da deformacéo e e

das variaveis de estado r e a , assim,
/(s,a,r) =0 (3.2)

Esta funcdo divide o espaco das tensGes em dois dominios; um dominio elastico

/ <0, onde é véalida a teoria da elasticidade; e o contorno / =0 , i.e., a superficie de
escoamento onde o material pode ter resposta elastoplastica. A deformacdo pléstica

ocorre se o critério de escoamento é continuamente satisfeito, ou seja, / =0. Define-se

entdo que:
/ =0 /<0
ep*0 se e ep=0 se ou (3.3)
/| =0 /< 0

3.2.2 Regras de Encruamento

i) Encruamento Isotrépico

E responsavel pela expansdo (endurecimento) ou reducdo (amolecimento)
uniforme da superficie de escoamento inicial, ver Figura 3-1 (projecdo das superficies no

plano cr, -<2), sem translacdo e distorcdo. A funcdo de escoamento pode ser definida

como:

I(a.e) =n(a)-*(e") =0, (3.4
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no qual, n(a) é uma funcéo que define a forma da superficie de escoamento e "~(ep) 0

seu tamanho.

Figura 3-1: Encruamento Isotropico4.

A expressdo utilizada neste trabalho para o encruamento isotrépico possui as

seguintes caracteristicas:

i) éndo linear com relacdo a deformacdo plastica;

i) apresenta um patamar de estabilizacdo definido pelo parametro material

Para o caso de tracéo uniaxial, é dada por:

(3.5)

no qual, b também € um parametro do material.

i) Encruamento Cinematico

4Neste caso representativo observa-se a expansdo da superficie de escoamento (endurecimento).
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Este é responsavel pela translacdo da superficie de escoamento, mantendo a sua

forma e tamanho, ver Figura 3-2 (projecéo das superficies no plano c, - a2), e sua funcéo

é a de introduzir o efeito Bauschinger na formulacdo. Assim a fungdo escoamento pode

ser definida da seguinte forma

/(a,x,Ep)=n(cr-x)-*=0, (3.6)

no qual, x define o0 encruamento cinematico e k é uma constante.

Figura 3-2: Encruamento Cinematicos

O encruamento cinematico também apresenta as seguintes caracteristicas:

i) €énao linear com relacdo a deformacao plastica;

i) apresenta um patamar de estabilizacdo definido pelo parametro material

Para o caso de tracdo uniaxial, sua expressao analitica é dada por:

Z=7~(l-e-*) , (3.7)

no qual, / também € um pardmetro do material.

5Denomina-se Z >0 vetor resultante das componentes de encruamento cinematico principais Z\ e Zi ¢
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3.2.3 Critério de Escoamento

A funcdo escoamento final adotada neste trabalho € obtida pela combinacdo dos

dois tipos de encruamento. O critério de von Mises6, baseado no invariante J2, é entdo

transformado em uma expressdo mais complexa levando em consideracdo o encruamento

cinematico, i.e.,

(3.8)

Assim a funcdo de escoamento é definida como:

(3.9)

no qual, ay é atensé@o de escoamento inicial.

3.3 Micromecéanica do Dano Continuo

De um modo geral, a evolucdo do dano D se faz através de um processo
irreversivel, este dano influencia nas deformacdes plasticas diminuindo a resisténcia
efetiva numa determinada porcdo do corpo. A evolugdo representa a deterioracdo do
material devido a acdo de algum tipo de mecanismo de falha interno como nucleacéo de

Vvazios ou microtrincas.

6 Ocritério de escoamento ¢ definido pela fungéo: /(J2) =J2—k1=0, sendoquek =<yj V3 eo

invariante J2=-afof, noqual a° =<j- .



Capitulo 3 - Teoria de Dano 33

3.3.1 Escala dos Fendmenos da Deformacéo e Dano

Lemaitre dividiu a ocorréncia do dano em trés diferentes escalas para analise,

dados pela

i) microescala, na qual, o dano é ocasionado pelo mecanismo de acumulo de
microtensdes na vizinhanga de defeitos ou interfaces, proporcionando tanto o
rompimento de ligaces atbmicas quanto o crescimento plastico das

microcavidades, dando origem a microplanos de descontinuidades;

i) mesoescala, ou seja, no Elemento de Volume Representativo (EVR), no qual,
0 dano € o crescimento e a coalescéncia de microfissuras ou microvazios, que se
manifesta de varias maneiras, dependendo da natureza do material, do tipo de
carregamento e temperatura. Entre as mais estudadas manifestagdes do dano estéo
o0 dano frégil, o dano ductil, o dano por fluéncia, o dano por fadiga de alto ciclo e o
dano por fadiga de baixo ciclo, o qual sera abordado nesta dissertacdo. O estagio
final dessa escala é definido pela existéncia de uma descontinuidade no EVR que é

a condicgdo de inicio da trinca;

Ui) macroescala, o dano € o crescimento da fissuraja no tamanho visivel. A partir
deste ponto, o mecanismo de crescimento do dano depende do material e
principalmente do processo de carregamento do corpo, sendo assim, a andlise de
crescimento da trinca deve ser feita dentro do contexto da mecénica da fratura.
Para isso, introduz-se uma trinca, no ponto em que o dano atingiu o seu valor
critico , de dimensdo da ordem do lado do volume representativo do material. A
trinca é orientada de forma a manter a concordéancia da evolu¢do do dano do

material, numa vizinhanc¢a do ponto em que o dano € critico.

A anélise da primeira e da segunda escala pode ser realizada através da introducéo

de uma variavel de estado continua de dano. O dano é de natureza tensorial, mas se for
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considerada a hipotese de isotropia ele se reduz a um escalar. Quando o dano apresenta-

se naterceira escala é usualmente estudado pela mecanica da fratura.

A mecanica do continuo lida com quantidades definidas em um ponto matematico.
Do ponto de vista fisico, estas quantidades representam uma média em um certo volume.
Sendo assim, o0 EVR deve ser pequeno o suficiente para evitar a suavizacdo de altos
gradientes e grande o suficiente para representar uma média dos microprocessos, ou seja,
sendo suficiente a formulacdo numérica e adequando-se aos principios fisicos. De acordo
com ensaios experimentais e analises numéricas, Lemaitre (1992) sugere as magnitudes

apresentadas na Tabela 3-1 para 0 EVR.

Tabela 3-1: Dimensdes do elemento de volume representativo.

Metais e cerdmica (0,1 mm3
Polimeros e muitos materiais compostos (1 mm3

Madeira (10 mm3
Concreto (100 mm3

3.3.2 Representacao Mecanica do Dano

Para representacdo do dano, considera-se um elemento de volume representativo
de um ponto M do corpo. Neste ponto, um plano é definido por uma normal n com uma
abcissa x ao longo da direcdo de n, como é mostrado na Figura 3-3. Nesta figura SS ¢ a

area total do plano definido no EVR e (SO a area efetiva das interse¢fes de todas as

microtrincas ou microcavidades neste plano.

O valor do dano D, no ponto M e na dire¢do de h pode ser escrito como:

(3.10,
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>8S

>8SD

Figura 3-3: Elemento de volume representativo de dano.

A partir desta defini¢cdo pode-se observar que o valor da variavel escalar D, em
uma certa direcdo n do EVR, estd limitada por 0 e 1 Logo, se D=0 o EVR néo

apresenta dano e se D=1 0 EVR encontra-se separado em duas partes.

Para o caso particular de dano isotropico, ndo existe dependéncia com um dado
plano de normal n, ou seja, o comportamento mecanico das microfissuras ou
microvazios é independente de sua orientacdo tomando-o0 dependente apenas da variavel

escalar D, assim sendo, a eg. (3.10) toma-se

(3.11)

» Conceito de Tensdo Efetiva (Y. N. Robotnov, 1968)

A tensdo uniaxial em um elemento com area de secdo transversal 5 com dano, sob

acdo de uma forca F = Fn, de acordo com a Figura 3-4, pode ser escrita como

(3.12



Capitulo 3- Teoria de Dano 36

\ y

Figura 3-4: Tensdo efetiva em um elemento unidimensional.

Se todos os defeitos estdo abertos, de tal maneira que ndo existem microforcas
atuando sobre a superficie das microtrincas ou microcavidades, representadas por SD, é

conveniente introduzir uma tensdo efetiva &, relacionada com a superficie que

efetivamente resiste ao carregamento, i.e.,

<j= -S“:-S"D 1 (313)

Considerando-se o caso de dano isotropico, através da eq. (3.11) pode-se escrever

» Principio da Deformacéo Equivalente (J. Lemaitre, 1971)

“Qualquer equacdo constitutiva para um material com dano pode ser determinada
da mesma maneira como para um material virgem, exceto que a tenséo usual deve ser

representada pela tensdo efetiva.”

Este principio valido na mesoescala impde que as relacbes constitutivas para a
deformagéo de um microelemento n&o sdo modificadas na vizinhanga do microelemento
gue contém a microtrinca, evitando uma analise micromecéanica para cada tipo de

microdefeito e para cada tipo de mecanismo de dano.

Sendo assim, pode-se utilizar a mesma relagdo funcional para os seguintes casos:
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i) se D=0 " s :3(cr,~,~,...) ;

i) se 0<D<DC=>e=3(5"",.)

no qual, o escalar Dc corresponde ao valor critico do dano, pois hoje se sabe que, o inicio
da fissura acontece com o valor de D inferior a 1. Embora Robotnov (1958), tenha
utilizado como critério D =1, o que implica na completa auséncia de area resistente. A
discussdo sobre qual € o melhor critério a ser utilizado continua em aberto (Benallal et al.
1992). Neste trabalho, utiliza-se a aproximacao proposta por Lemaitre e Chaboche (1990)
a qual considera o dano critico Dc <1 constante e dependente de material para material,
pois € uma caracteristica deste, e como tal possui uma dispersdo em tomo de um valor
médio. Uma vez atingido este valor, temos origem a um processo instavel conduzindo a

uma fissura no EVR.

3.3.3 Estagio de Inicio do Dano

Dentro do mecanismo micromecéanico de ruptura em materiais ddcteis, para a
existéncia de microtrincas, € necessario que um certo valor critico de deformacéo plastica
seja alcancado para dar inicio a um processo de nucleacdo das microtrincas. Em um

ensaio monotdnico de tracéo isto corresponde a seguinte condi¢éo:
sp<s”Ri->D=0,

no qual, / ¢é a deformacdo plastica uniaxial e spa € o valor critico de deformacéo
plastica para inicio de dano. Uma interessante variavel na plasticidade é a deformacéo

plastica acumulada p, o qual tem sua evolucédo definida pela taxa



Capitulo 3- Teoria de Dano . 3B

Como consequéncia, existe um valor critico de deformacéo plastica acumulada,

pD, que deve ser alcancado para o inicio do dano7, i.e.,

P<Pd->D=0-

3.4 Equac0Oes de Estado

Uma vez definidas todas as variaveis internas é possivel escrever o potencial de

Helmholtz, eq. (2.32), como

N =">[ee,D,VD,r,a).

Através da eg. (2.35) pode-se escrever as demais equacdes de estado como sendo

~Por - X Poa’ 'P6D c - ~PdVD n n

que, juntamente com as egs. (2.33) e (2.34), definem as relagdes entre as variaveis de

estado e as variaveis associadas.

A expressao analitica para o potencial de Helmholtz é baseada em experimentos e

resultados da micromecanica. A proposta para este € a seguinte

(A1 H5p%/p-vD

v 2 /

ou, em notacéo indiciai

7 p D é a quantidade de energia armazenada pelo material, resultado da concentragéo de microtensdes desenvolvidas
das discordancias e nas inclusdes de outros materiais, de acordo com Rossi (1997).
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DD DD,

u

no qual Cm é o tensor de quarta ordem da elasticidade, kD= , 3 tem a dimenséo de

energia de superficie e ic € um comprimento caracteristico do material, e Dc € o dano

critico.

Com o uso das egs.(2.33) e (2.38) pode-se encontrar as expressdes analiticas para

as equacdes de estado, i.e.,
a=Cs¢gl-D) (3.17)
para a elasticidade acoplada com dano,

(3.18)

para 0 encruamento isotropico,

X =~X*yv- (3.19)

para 0 encruamento cinematico e as variaveis duais associadas com as variaveis do dano

D e do gradiente do dano VD sédo dadas respectivamente por:
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0 incremento da densidade de energia de deformacéo elastica do material, para o

conhecido dano, é
di)e=adee (3.22)
Dai recolocando a eg. (3.17) na eg. (3.22) e integrando, obtém-se

1du)e

>dD +dd(D - Dc)VD w/D (3.23)

no qual o primeiro termo representa a energia cedida devido a perda de rigidez do EVR
em que ocorreu dano. Dentro do enfoque termodinamico, Y é a principal variavel da
formulacdo para a descricdo da evolucdo do dano. Nesta variavel estd implicita a
influéncia do estado triaxial de tensbes, evidenciando a importancia da tensdo
equivalente. Decompondo o incremento da densidade de energia de deformagdo em duas

partes, uma deviatorica e outra esférica, denotado respectivamente por 0° e aH, nos

podemos escrever

1 (I+v)9gD<aD 3J1-2v) a

e~ 2 E (I-£>) E (-2>) (3.24)
e aplicando-se aeg. (3.24) na eg. (3.23) tem-se
fo_ \Y
r : f(l+v)+3(1-2v) ' (3.25)

" 2E{\-D)

no qual, de acordo com a defini¢do de von Mises
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3.5 Equacoes de Evolucao - Potencial de Dissipacao

De acordo com o item 2.4.2 (Pseudo Potencial de Dissipacéo), para descrever o

processo dissipativo € necessario introduzir as leis de evolugdo complementares.

Este pseudo potencial de dissipacdo F ¢é decomposto por conveniéncia em duas
partes: uma responsavel pela derivacdo das equacbes de evolucdo do problema de

elastoplasticidade ciclica Fp e a outra responsavel pela evolucdo da variavel de dano FO,

da seguinte forma:

Consideramos que o gradiente do dano estd associado a um comportamento

reversivel de forma a ndo dissipar por si mesmo. Como conseqiiéncia FD deve ser

independente de 0.

As equacbes de evolucdo do problema sédo obtidas através da aplicacdo da hipdtese
de dissipacdo normal sobre o potencial F . Assim, temos que as equacfes de evolucdo do

problema elastopléastico séo

(3.27)
e a equacdo de evolucdo da variavel de dano é

(3.28)

sendo X um multiplicador escalar que é sempre positivo e sera definido no final deste

capitulo.
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3.5.1 Equacéo Constitutiva Ndo Linear Acoplada com Dano

Aqui o critério de escoamento sera definido da mesma forma que o apresentado na

eg. (3.9), porém atensdo sera substituida pela tenséo efetiva, logo
(3.29)
Determinacédo de Fp

Da mesma maneira que o potencial ¥, a determinacdo da expresséo analitica para
Fp leva em consideracdo as proposicdes empiricas, ou seja, também € baseada sobre
experimentos e resultados da micromecéanica. Com base nas egs. (3.5), (3.7) e (3.29),

pode-se entdo definir a expressdo analitica para este potencial, i.e.,

(3.30)

sendo que o ultimo termo deste potencial é responsavel pela ndo linearidade do

encruamento cinematico.

E possivel agora determinar as equacdes de evolucdo para o problema

elastoplastico. Através do uso da eq. (3.27), pode-se escrever que:

(3.31)

a qual em notacéo indiciai é representada por

para a evolucdo da deformacéo plastica,
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r=/1 (3.32)

para a evolucéo da deformacéo relacionada ao encruamento isotrépico e

a=— (3.33)

para a evolucédo da deformacéo relacionada com o encruamento cinematico.

Por conveniéncia escreve-se as equacgdes de evolucdo (3.32) e (3.33) em funcdo
das varidveis associadas R e %D. Isto é feito através da substituicdo das egs. (3.32) e

(3.33) dentro das derivadas das egs. (3.18) e (3.19) com relacdo ao tempo, produzindo
RAbiIR.-R)* (3.34)

para a evolucdo do encruamento isotrdpico e

XD=YX« (3.35)

>eq
para a evolucao do encruamento cinematico.

Usando os resultados das egs. (3.15) e (3.31), pode-se escrever a taxa de

deformacdo plastica acumulada como

P=2= (.p) (3.36)

20Fp CFP
nogua

Determinacdo de Fo
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O dano esta sempre relacionado a alguma deformacéo irreversivel na microescala

ou na macroescala. Esta caracteristica é introduzida na formulacdo do dano pelo

multiplicador X, o qual é proporcional a deformacéo plastica acumulada, como visto na
eq. (3.36), ficando

P-37)

De acordo com a eg. (3.36), a variavel p controla a evolucdo do dano e devido a
irreversibilidade deste tem-se p> 0. Como visto na secdo 3.3.3, 0 dano sé se manifestara

apos a nucleacdo das microtrincas, esta caracteristica conduz a

~ se p>pD
Y . (3.38)

Este resultado permite introduzir no potencial de dissipacéo a funcéo de Heaviside8 que é

definida como

1 se E>on
He-pd) =\ o B BT (3:39)

@D

Para obter-se a expressdo analitica para o potencial FD considera-se que D xYp,o0
que implica em FDacY2. Consequentemente, com a introducdo de um fator de escala S,

que também € uma propriedade material, pode-se finalmente chegar a9

Fc(r;r,D)="H (p-p D, (3.40)

deste modo a eg. (3.38) pode ser escrita como

8Também conhecida como iungéo degrau unitario.
9r=p ep =CX
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>=IyH (p-pDX . (3.41)

Determinacdo de A

Para fechar o problema de evolucdo, a Gltima expresséo a determinar € a expressao
analitica para o multiplicador X. Aplicando-se as condi¢Ges para carregamento plastico
apresentadas na eq. (3.3), que sdo / =0 e / =0, sobre a eq. (3.29) e ap6s alguma

manipulacdo matematica chega-se a

3

xz_ 207-x04i-D) (3.42>

sendoque i>0, /<0 e i/ =0,

no qual

(3.43)



Capitulo 4

Teoria de Ordem Superior Aplicada em

Placas Espessas

4.1 Introducao

Neste capitulo, sdo apresentadas algumas teorias de placas e suas respectivas
descrices cinematicas, citando suas caracteristicas. E realizada uma analise comparativa,
entre as teorias de primeira ordem e as teorias de ordem superior, salientando as
limitacGes inerentes as teorias de placas de primeira ordem. Justifica-se a utilizacdo de
uma teoria de placas de ordem superior, como uma forma de superar tais limitacdes que
sdo de grande importancia na qualidade dos resultados de plasticidade, sem o objetivo de
cobrir as indmeras teorias de ordem superior para placas ja desenvolvidas.
Posteriormente, é feito uma particularizacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais, para o
caso de placas, utilizando a teoria de ordem superior de Kant, no qual chegamos as
equacOes de deformacdes e esforcos atuantes na placa. As equacdes foram discretizadas
pelo método dos elementos finitos, utilizando o elemento isoparamétrico Lagrangeano de

nove nos.
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4.2 Teoria de Placas

4.2.1 Definicéo

Uma placa é uma estrutura tridimensional com a peculiaridade de possuir uma de
suas dimensdes muito menor que as demais, representada pela espessura h da placa. Esta
caracteristica toma possivel a aproximacdo de um problema tridimensional por um
problema bidimensional, podendo-se fazer a descri¢do de todo o comportamento fisico da
estrutura em funcdo da superficie de referéncia da placa. A grande diferenca entre a
espessura e as outras dimensbes, de certa forma, cria dificuldades para o uso da
elasticidade tridimensional na modelagem numérica de placas com o aparecimento de

problemas de condicionamento (Luersen, 1994) e (Barp, 1996).

Colocando em um sistema de coordenadas cartesiano, fazendo com que um ponto

qualquer da placa seja denotado pelas coordenadas (X,y,z) o seu dominio Q pode ser

escrito de acordo com (Hughes, 1987), na forma:

(4.1)

onde h é aespessurae S € a superficie de referéncia da placa.

Na presente formulacdo os eixos x e y sdo coincidentes com o plano que contém a
superficie de referéncia da placa e o eixo z € tomado na direcdo da normal a mesma

superficie.

As teorias classicas (de primeira ordem) de placas apresentadas por (Timoshenko e
S. Woinowsky-Krieger, 1959) e de (Reissner, 1945; Mindlin, 1951), ndo descrevem de
maneira adequada, a frente de plastificacdo que ocorre a partir da face externa,

principalmente em placas espessas. Visando melhorar esta descricdo, modelos cada vez
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mais sofisticados, tém sido desenvolvidos. Como exemplos disto temos as teorias de
ordem superior apresentadas por Lo, Christensen e Wu (1977a, 1977b), Kant (1982),
Reddy (1984), entre outros, encontrando aplicacbes em problemas onde as teorias de

primeira ordem séo inadequadas.

AZ

Figura 4-1: Representacdo grafica da placa.

Antes de analisar, particularmente, a teoria de placas de ordem superior de Kant
(1982), sera feita uma revisao rapida de algumas teorias para posteriormente compara-las
com esta. Estudos mais completos estdo descritos em inimeras publicacdes, dentre estas
publicacdes pode-se citar os trabalhos de Noor e Burton (1989) e o de Smith e Palazotto
(1993).

4.2.2 Teorias de Primeira Ordem

A teoria de primeira ordem tem seu campo de aplicacéo na analise de placas finas,
moderadamente espessas, ou semi-espessas dependendo de como sdo definidos os seus
coeficientes. E assim chamada devido ao fato de que os deslocamentos s&o representados

por polindmios lineares em relacdo a coordenada da espessura z .

4.2.2.1 Teoria Classica de Placas Finas

Hipoteses utilizadas no desenvolvimento da teoria:
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i) aplaca é fina, se a relacdo entre a espessura h e a largura | da placa, é dada
por /z/"«1/10;

i) as deformacdes e os deslocamentos sdo pequenos, e especialmente estes

quando comparados com a espessura da placa;

Ui) atensdo normal transversal é desprezivel, i.e., a==0;

iv) as secOes retas da placa, que estdo perpendiculares a superficie média antes da
deformacéo, permanecem retas e perpendiculares a superficie média deformada e

ndo sofrem nenhuma extenséao, (Washizu, 1975).

A hipotese (iv), conhecida como a hip6tese de Kirchhoff-Love, juntamente com as
demais hipoteses, é responsavel por uma inconsisténcia fundamental da teoria, que se
consubstancia no excesso de restricbes. A teoria classica de Kirchhoff-Love tem seu
campo de aplicacéo restrito aos problemas de placas finas e 0 campo de deslocamentos é
dado por

dw(x,y)

uX(X,y,z) =u (x,y)-z----g)z_-__

o

u:(x,y,z) = w(x,y) (4.2)

no qual, u e v sdo os deslocamentos axiais (de membrana) de um ponto qualquer da
placa sobre a superficie de referéncia no plano x-y da placa, na direcdo das coordenadas
axiais x ey respectivamente, w é o deslocamento transversal de um ponto qualquer da
placa em relacdo a superficie de referéncia na configuracdo nao deformada, na direcdo da

coordenada transversal z e dw(x,y)/6xQ dw(x,y)/dy sdo as rotagdes da normal em tomo

dos eixos y e x, respectivamente (Figura 4-2a e b).
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Observa-se que a imposicdo simultanea das hipdteses (iii) e (iv) levam a imposicao
conjunta de um estado plano de tensdes e de um estado plano de deformacdes, sendo que
tal situagdo é absolutamente incompativel dentro da teoria da elasticidade. Devido a este
fato, ocorrera o aparecimento da inconsisténcia fundamental, caracterizada pelo
aparecimento de condi¢cbes de contorno em excesso, para a solucdo da equacéo

diferencial do problema.

A teoria de placas finas requer fungdes de interpolacdo com continuidade C1 ou

semi - C1, para o campo de deslocamento transversal w(x,y) como mostra a eq. (4.2).

De acordo com (Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1959) a teoria baseada na
chamada hipétese de KirchhofF-Love, é computacionalmente ineficiente quando
considera-se uma formulacdo simples de elementos finitos (Zienkiewicz, 1977; Cook,
Malkus e Plesha, 1988). Alem disto, juntamente com as demais hipoteses simplificativas,
faz com que a teoria classica de placas finas omita os efeitos da deformacdo e tenséo

cisalhante transversal e da deformacéo e tensdo normal transversal.

Figura 4-2a: Cinematica da teoria de placas finas, plano y-z.
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Figura 4-2b: Cinematica da teoria de placas finas, plano x-z.

4.2.2.2 Teoria Classica de Placas Semi-espessas

Hipoteses utilizadas no desenvolvimento da teoria:

i) aplacaé semi-espessa, se a relacdo entre a espessura h e a largura i da placa,
é dada por h/i <1/10; '

i) as deformacdes e os deslocamentos sdo pequenos, e especialmente estes

quando comparados com a espessura da placa;

iii) atensdo normal transversal é desprezivel, i.e., cr_s 0;

iv) as secOes retas da placa, que estdo perpendiculares a superficie média antes da
deformacdo, ndo permanecem perpendiculares a superficie média deformada, no
entanto, permanecem retas e inextensiveis (considerando o caso particular de

pequenos deslocamentos).
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A hipotese (iv) apresenta , para a teoria de placas semi-espessas, uma versdo
relaxada da hipdtese de Kirchhoff-Love da teoria de placas finas, a qual constitui-se em
uma forma aproximada de levar em consideracdo a deformacéo cisalhante transversal.
Esta consideracéo é a diferenca fundamental entre as teorias de placas finas e as de placas

semi-espessas (Reissner, 1945; Mindlin, 1951).

A teoria cléssica de Reissner e Mindlin para placas semi-espessas tem o campo de

deslocamentos dado por:
UX(X,Y,z) =u(x,y) +z0x(x,y) ,
w(x,y.z) =v(x,y) +z0y(x,y) e
u:(x,y,z) =w(x,y) (4.3)

onde 9x(x,y) e 9y(x,y) representam as rotacdes da normal em tomo dos eixos y e X,

respectivamente (Figura 4-3a e b). As demais varidveis sdo de descricdo idéntica a

aquelas da teoria de placas finas.

De acordo com a eq. (4.3), a teoria de placas semi-espessas requer funcdes de
interpolacdo com continuidade C°, para todos os campos escalares (graus de liberdade)

envolvidos (u, v, w, 0Xe 0y).

Nas deducdes efetuadas por Reissner e Mindlin, € necessario a inclusdo de um

fator de correcdo da distribuicdo das tensdes cisalhantes transversais rx e para

compensar o fato de que estas sdo constantes ao longo da espessura da placa, fato este
que caracteriza uma limitacdo desta teoria, devido a tensdo cisalhante transversal
distribuir-se de forma parabdlica ao longo da espessura da placa (Hughes e Tezduyar,
1981). Foi calculado através da comparacdo com a solucdo exata, apresentada pela teoria

da elasticidade tridimensional, e o valor encontrado por Reissner (1945) para o fator de
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correcéo das tensdes cisalhantes transversais foi de 5/6 e o proposto por Mindlin (1951)

foi de ;r212.

Figura 4-3a: Cinematica da teoria de placas semi-espessas, plano y-z.

Figura 4-3b: Cinematica da teoria de placas semi-espessas, plano x-z.
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4.2.3 Teorias de Ordem Superior

Com o objetivo de representar de forma mais adequada os efeitos da deformacéo
cisalhante transversal, foram desenvolvidas as teorias de ordem superior, que séo obtidas,
tomando-se um numero maior de termos na expansao do campo de deslocamento em
relacdo a coordenada da espessura, i.e., coordenada z, do que o utilizado nas teorias de
primeira ordem. Também, devido ao maior nimero de termos, a teoria de ordem superior
tem seu campo de aplicagdo, como justificativa do tempo de processamento
computacional, na andlise de placas semi-espessas ou espessas onde os valores das

tensdes cisalhantes sdo expressivos.

As teorias de ordem superior tém sua maior aplicagdo em placas laminadas
compostas, onde a razdo entre 0s modulos de elasticidade (E) e de cisalhamento (G) é
muito grande, no nosso caso € de grande importancia termos um bom perfil do
desenvolvimento da tensdo cisalhante, pois, temos interesse em captarmos 0s valores
iniciais da frente de plastificacdo que ocorre nas superficies externas, quando submetidas
a carregamentos de flexdo. Devido ao perfil de cisalhamento mostrado pelas teorias de
primeira ordem se mostrar inadequado para modelagem destes problemas, surge assim, a
necessidade das teorias de ordem superior que modelam estes problemas com boa
precisdo e com representacdo fisica proxima a realidade. Porém, para cada problema
particular, € aconselhavel que se procure a teoria que ira satisfazer o maior nimero de

requisitos.

4.2.3.1 Teoria de Reddy

Esta teoria foi proposta por Reddy (1984), a teoria descreve de forma parabolica a
deformacdo cisalhante transversal na espessura, e conseqlentemente, ndo € necessario
utilizar um fator de correcdo para o célculo das tensdes cisalhantes transversais. A
escolha do campo de deslocamentos foi realizada com o objetivo de satisfazer a condicao

de que =0 em z =xhj2, 0 que é correto caso ndo tenhamos uma distribuicdo de
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tracOes tangenciais nas superficies. A teoria de ordem superior de Reddy para placas

semi-espessas tem o campo de deslocamentos dado por:

u{x,y,2) =u{x,y) + ) +dwé)>?y)
Wix.y.2) = V(XY) +2 0y(x>y)- 5 | 9Y{xY) 5 AWIxyY
u.(x,y,z) =w(x,y) . (4.4)

O campo de deslocamentos € deduzido partindo do principio de que as tensdes

cisalhantes transversais xa e Ty. desaparecem sobre as superficies da placa, observe

também que, as contribuicdes e os efeitos da tensdo e deformacédo normal transversal, i.e.,

€_e £+, sdo ignoradas. Os graus de liberdade tém o mesmo significado das equacdes

das teorias de primeira ordem ja mencionados.

A formulacdo resultante da teoria de Reddy requer o uso de funcbes de

interpolacdo para w(x,> com continuidade C1 ou semi-CLl Esta condicdo é de dificil

implementacdo no método dos elementos finitos.

4.2.3.2 Teoriade Lo, Christensen e Wu

A teoria de ordem superior de Lo, Christensen e Wu (1977a, 1977b, 1978) leva em
consideracdo os efeitos da deformacédo cisalhante transversal, da deformacdo normal
transversal e da distribuicdo ndo linear dos deslocamentos no plano x-y em relacédo a
coordenada da espessura, i.e., 0 efeito do empenamento da secdo transversal. A teoria

tem o0 campo de deslocamentos dado por:

WX(X,Y,z) =u(X,y) +z0x(x,y) +z2(x,y) +z3x(x,y) ,

W(X,y,2) =v(x,y) +2&y(X,y) + ZA*(X,y) +zDY(x,y) e
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u:(x,y,z) =w(x,y) +z0:(x,y) +z2av'(X,y) (4.5

no qual u e v sdo os deslocamentos axiais da superficie de referéncia, w é o

deslocamento transversal de um ponto da superficie de referéncia, 6X e 0 sdo as

rotaces de primeira ordem em tomo dos eixos y e X, respectivamente, 0. e V sdo
quantidades relacionadas com a deformacéo da normal ao longo da espessurae u, v*, 6\

e 0* sdo quantidades relacionadas com o empenamento da se¢do transversal.

Nesta teoria sdo necessarias funcdes de interpolacdo da formulacdo de elementos

finitos que tenham continuidade C°.

Esta teoria descreve com maior exatiddo problemas de flexdo de placas com
pontos de concentracdo de tensdes, de contato unilateral e de placas laminadas
compostas. Porém, deve-se questionar a necessidade pratica de uma teoria tdo complexa
guanto esta, que necessita de bons recursos computacionais e requer um maior tempo de
implementacdo. Isto toma a questdo dependente do grau de precisdo requerido, maiores

detalhes desta teoria s&o encontrados em Barp (1996).

4.2.3.3 Teoria de Kant

A teoria desenvolvida por Kant (1982) proporciona solucdes refinadas e mais

realistas para o caso de placas.

Kant, Owen e Zienkiewicz (1982) foram o0s primeiros a apresentar uma
formulacdo de elementos finitos com continuidade C°, baseada em um campo de
deslocamentos, elasticidade linear, homogeneidade e isotropia. Posteriormente, Pandya e

Kant (1988) estenderam este trabalho para placas ortotrépicas.

A teoria de Kant incorpora Um campo de deslocamentos de ordem superior com as

seguintes caracteristicas:
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I) variacdo quadratica das deformacdes cisalhantes y”* e yr_;

i) variacdo linear da deformagdo normal transversal e=;

iif) consideracdo da eq. constitutiva tridimensional para determinacéo da tensao.

O campo de deslocamentos é dado por:

w(X,y,z) =u(x,y) +z9y(x,y) +zBy(x,y) ?

wy(x,y,z) =v(x,y)-z0x(x,y)-z&x(X,y) e

u,(x,y,z) = w(x,y) +z2w\x,y) (4.6)

no qual, 9Xe 9y sdo as usuais rotacdes da normal ao plano de referéncia em tomo dos

eixos yex, respectivamente, w € o deslocamento transversal de um ponto da superficie

de referéncia. Os parametros w\ 9% e <€ sdo os termos de ordem superior obtidos na

expansdo do campo de deslocamentos em relacdo a z, definidos na superficie de

referéncia.

4.2.4 Justificativa de Escolha entre as Teorias de Ordem Superior

A teoria de Reddy (1984) nédo foi adotada neste trabalho por incorporar derivadas
de Segunda ordem por partes, as quais exigem fungdes de interpolacdo com continuidade
Cle por ignorar os efeitos da tenséo e deformagdo normal transversal cr,, e s=.A teoria
de Lo, Christensen e Wu (1977a, 1977b, 1978) introduz uma quantidade excessiva de
graus de liberdade, e sua implementacéo foi descartada, devido a motivos de reducdo do
problema a ser resolvido, sendo assim, escolhemos a teoria de Kant (1982) que alcanca
uma boa descricéo fisica, evitando as anomalias e inconsisténcias das teorias cléassicas de
primeira ordem, fornecendo solu¢des mais refinadas e realistas para o caso de placas

espessas com facilidade de implementacao.
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4.2.5 Desenvolvimento
A descricdo cinemaética da placa é dada por:
U —uxex +uyey +u.e. t 4.7)

sendo &x, ey e &. 0s vetores unitarios que formam a base do sistema cartesiano global e os
escalares referente as eq. (2.10) ja definidas.

Derivando o campo de deslocamentos em relacdo a cada direcdo da base
cartesiana encontraremos o0 seguinte campo de deformacdes infinitesimais:

ou 0du
£,=—-= ---+Z——— - +Z§-——- i
ox Ox OX

By=— oy -, 799 300,
oy oy oy oy

— =2IW

By X [fc?y %)Y; 2{8&0y 0o&xxa 4 «r.}

ou Ou, f
— 4+ —=z=
0z Ox
-y A +7 30+- (4.8)
0z Oy &

Defmem-se 0s seguintes arranjos:

i) 0 vetor das componentes de deformacdo na membrana
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" sendo €° =— ?V v (4.9)
£ 0X oy dy +dx.

Ly*

i) o vetor das componentes de deformacéo devido a flexdo

K
Ky sendo - Y -Ea =VoJ".E L
M = v SX gy * " 7 1ldy Ox
K
659\ 0e\
"1 sendo tfxx= 2 = o9
5 S B= 8 v g 5 o 410

iii) ovetor das componentes de deformacdo devido a distorcéo transversal

{V}=1~ 1 sendo y° =2° =0 +— , y° =2e° =-0 +— ,

(4.11)

Iv) a componente de deformacdo normal

efp =2w (4.12)

Assim, o campo de deformacdes infinitesimais pode ser expresso como:
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By = (RHeMEZLN #A) 42N +N)

lyirrh+zYv .

Sendo a equacéo constitutiva definida por:

'6b) [eA I~ v)+V{E” +en
a»=@11% -\v) -y>+Ke*-+0 ] =
= aFuxit it - 9™ ol
N =G(i-c)r; =G(i-B)(E; +£; ),

CI=G (I-DK =C(I-Z))(4 +4) ¢

<, =G (I-Z2))"=G (I-i5)("+<T) .
lendo sali -~ i
valendo salientar ﬂ}[le G_ﬁi_:\_/i e Sslz eﬁ,v|. j.

Aplicacéo do MEF

60

(4.13)

(4.14)

Sendo Kinu o conjunto dos deslocamentos admissiveis, Varu o conjunto dos

deslocamentos virtuais. Entdo, do Principio das Poténcias Virtuais, nés temos que

u e Kinu € uma solucéo para o problema se:
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4.2.3 Teorias de Ordem Superior

Com o objetivo de representar de forma mais adequada os efeitos da deformacéo
cisalhante transversal, foram desenvolvidas as teorias de ordem superior, que séo obtidas,
tomando-se um numero maior de termos na expansdo do campo de deslocamento em
relacdo a coordenada da espessura, i.e., coordenada z, do que o utilizado nas teorias de
primeira ordem. Também, devido ao maior nimero de termos, a teoria de ordem superior
tem seu campo de aplicacdo, como justificativa do tempo de processamento
computacional, na analise de placas semi-espessas ou espessas onde os valores das

tensdes cisalhantes séo expressivos.

As teorias de ordem superior tém sua maior aplicacdo em placas laminadas
compostas, onde a razdo entre 0os modulos de elasticidade (E) e de cisalhamento (G) é
muito grande, no nosso caso € de grande importancia termos um bom perfil do
desenvolvimento da tensdo cisalhante, pois, temos interesse em captarmos os valores
iniciais da frente de plastificacdo que ocorre nas superficies externas, quando submetidas
a carregamentos de flexdo. Devido ao perfil de cisalhamento mostrado pelas teorias de
primeira ordem se mostrar inadequado para modelagem destes problemas, surge assim, a
necessidade das teorias de ordem superior que modelam estes problemas com boa
precisdo e com representacdo fisica proxima a realidade. Porém, para cada problema
particular, € aconselhavel que se procure a teoria que ira satisfazer o maior nimero de

requisitos.

4.2.3.1 Teoria de Reddy

Esta teoria foi proposta por Reddy (1984), a teoria descreve de forma parabdlica a
deformacdo cisalhante transversal na espessura, e conseqlentemente, ndo € necessario
utilizar um fator de correcdo para o célculo das tensdes cisalhantes transversais. A
escolha do campo de deslocamentos foi realizada com o objetivo de satisfazer a condicéo

deque ts = =0emz=zxh/2, 0 que € correto caso ndo tenhamos uma distribuicdo de
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tracOes tangenciais nas superficies. A teoria de ordem superior de Reddy para placas

semi-espessas tem o campo de deslocamentos dado por:

w(x,y,z) =u(xy) +2 0x{x,y) +dW§§,Y)
Wxy.2) =vixy) +z 10y(x.y) + dwg(/,Y)
ooy z) =) (4.4)

O campo de deslocamentos é deduzido partindo do principio de que as tensdes

cisalhantes transversais e desaparecem sobre as superficies da placa, observe

também que, as contribuicdes e os efeitos da tensdo e deformacdo normal transversal, i.e.,

</ e ,sdo ignoradas. Os graus de liberdade tém o mesmo significado das equacdes

das teorias de primeira ordemja mencionados.

A formulagdo resultante da teoria de Reddy requer o uso de funcbes de

interpolacdo para w(x,y) com continuidade C1ou semi-CLl Esta condicdo é de dificil

implementacdo no método dos elementos finitos.

4.2.3.2 Teoria de Lo, Christensen e Wu

A teoria de ordem superior de Lo, Christensen e Wu (1977a, 1977b, 1978) leva em
consideracdo os efeitos da deformacdo cisalhante transversal, da deformacdo normal
transversal e da distribuicdo ndo linear dos deslocamentos no plano x-y em relacdo a
coordenada da espessura, i.e., 0 efeito do empenamento da secdo transversal. A teoria

tem o campo de deslocamentos dado por:

W(X,Y,2) = u(X,y) +z0x(X,y) +z21 (x,y) +zD\(x,y) t

WX y,z) =v(x,y) +z20y(x,y) +zV(X,y) +zD\{x,y) e
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u;(X,y,z) =w(x,y) +29;(x,y) +z2*(x,y) (45)

no qual u e v sdao os deslocamentos axiais da superficie de referéncia, w é o

deslocamento transversal de um ponto da superficie de referéncia, 9X e 9 sdo as

rotacGes de primeira ordem em tomo dos eixos y e X, respectivamente, 9. e w’ sdo
guantidades relacionadas com a deformacéo da normal ao longo da espessurae u, v*, 9\

e 9y sdo quantidades relacionadas com o empenamento da secéo transversal.

Nesta teoria sdo necessarias funcfes de interpolacdo da formulacdo de elementos

finitos que tenham continuidade c-.

Esta teoria descreve com maior exatiddo problemas de flexdo de placas com
pontos de concentracdo de tensdes, de contato unilateral e de placas laminadas
compostas. Porém, deve-se questionar a necessidade pratica de uma teoria tdo complexa
quanto esta, que necessita de bons recursos computacionais e requer um maior tempo de
implementacdo. Isto toma a questdo dependente do grau de precisdo requerido, maiores

detalhes desta teoria sdo encontrados em Barp (1996).

4.2.3.3 Teoria de Kant

A teoria desenvolvida por Kant (1982) proporciona solucdes refinadas e mais

realistas para o caso de placas.

Kant, Owen e Zienkiewicz (1982) foram o0s primeiros a apresentar uma
formulacdo de elementos finitos com continuidade C°, baseada em um campo de
deslocamentos, elasticidade linear, homogeneidade e isotropia. Posteriormente, Pandya e

Kant (1988) estenderam este trabalho para placas ortotrépicas.

A teoria de Kant incorpora um campo de deslocamentos de ordem superior com as

seguintes caracteristicas:
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i) variacdo quadratica das deformac@es cisalhantes e yr ;

i) variacdo linear da deformacdo normal transversal e=;

iil) consideracdo da eq. constitutiva tridimensional para determinagéo da tensé&o.
O campo de deslocamentos € dado por:
w{x.,y,z) =u(x,y) +z0y(x,y) +zy(x.y) f
w(x,y,2) =v(x,y)-20X{x,y)-z*0'x(x,y) e
= w(X,y) +z2v\x,y) (4.6)

no qual, 0Xe Oy sdo as usuais rotacbes da normal ao plano de referéncia em tomo dos

eixos y e x, respectivamente, w € 0 deslocamento transversal de um ponto da superficie

de referéncia. Os parametros w*, O\ e O\ sdo os termos de ordem superior obtidos na

expansdo do campo de deslocamentos em relacdo a z, definidos na superficie de

referéncia.

4.2.4 Justificativa de Escolha entre as Teorias de Ordem Superior

A teoria de Reddy (1984) ndo foi adotada neste trabalho por incorporar derivadas
de Segunda ordem por partes, as quais exigem funcdes de interpolagdo com continuidade
Cle por ignorar os efeitos da tensdo e deformacdo normal transversal cr_ e s_.A teoria
de Lo, Christensen e Wu (1977a, 1977b, 1978) introduz uma quantidade excessiva de
graus de liberdade, e sua implementacdo foi descartada, devido a motivos de reducéo do
problema a ser resolvido, sendo assim, escolhemos a teoria de Kant (1982) que alcanca
uma boa descricdo fisica, evitando as anomalias e inconsisténcias das teorias classicas de
primeira ordem, fornecendo solugbes mais refinadas e realistas para o caso de placas

espessas com facilidade de implementacéo.
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4.2.5 Desenvolvimento
A descricdo cinemaética da placa ¢é dada por:
U = UXex + Uyey +Ue: | (4.7)

sendo ex, ey e e. 0s vetores unitarios que formam a base do sistema cartesiano global e os

escalares referente as eg. (2.10) ja definidas.

Derivando o campo de deslocamentos em relacdo a cada direcdo da base

cartesiana encontraremos o seguinte campo de deformacdes infinitesimais:

ou 0du 00 3%60

e =—2=— +71— - +2]—
ox Ox  Ox OX
;gluv Q/ ZOQr

S_:T-ZZZW

~ Oz
du duv o o

ry=-2+ . T A S
oy Ox 0y o0x) 10y Ox 0y  Ox
oux

=0, 0 (e 47 30 +
6z ox v ox y Ox

Y .tz (4.8)

Definem-se 0s seguintes arranjos:

i) o vetor das componentes de deformacdo na membrana
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0 _ du 0 adv 0_0 1 dundv
M - sendo e“”_EX éW_Ey _e,y—eyxﬂz dy o (4.9

@D

i) o vetor das componentes de deformacéo devido a flexdo

JA
V B (do, dQx
d | = — - = =
y » sendo Ka ax v dy k dy dx 3
yy)
Xy 4 d A . K+ =
{*}- *yX§ sendo " ‘ dy by e (4.10)

iil) 0 vetor das componentes de deformacéo devido a distor¢éo transversal

{r]=\ri\ s =24 ="+«

4.11
Send® r” =2*" =38" +" * oY = 2ek-=~30"+fjr ; ( )

2v) acomponente de deformacédo normal

Em = 2W (4.12)

Assim, o campo de deformacdes infinitesimais pode ser expresso como:
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87 =2€m>

(4.13)
Sendo a equacéo constitutiva definida por:
ca, =G (i-% ; =c(i-0)(4+™ ),
0,,=C(I-DK =G (I-0)(4 +4) e
<, =G (I-D)*=C (I-fl)(4+4) . (4.14)
valendo salientar |q|ue G——-£---- e s%— V/*

Aplicacdo do MEF

Sendo Kinu o conjunto dos deslocamentos admissiveis, Varu o conjunto dos

deslocamentos virtuais. Entdo, do Principio das Poténcias Virtuais, nés temos que

u e Kinu é uma solucéo para o problema se:
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(4.15)

Pode-se escrever o primeiro membro da eq. (4.15) da seguinte forma:

Ja(S)-e(v)i/d = Ja-s(v)cKI . (4.16)

Integrando a eq. (4.16) com relacéo a espessura (z s[-h/2,h/2]j, obtém-se:

1W 1 o{*1+{M}Te{m+ {W}r ofk}+[QY -{r} +{O'}7u*}+N I dA ,(4.17)

sendo que, o sobrescrito V' indica que o campo considerado pertence ao espago das

variacfes admissiveis. Os esforcos generalizados sdo definidos por:

i) o vetor das forcas de membrana

M = dz (4.18)
X ja W

i) 0S momentos

X/ XX K
- 2dz e [AF]=-X ¢ mdz 4.19
{m } My 1A J < f_y\ 4)/- ( )
M yy AV K

i) as forgas de cisalhamento
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iv) a forca normal

(4.21)

Integrando a primeira parte do segundo membro da eq. (4.15) com relacdo a

espessura (z e[-h/2,h/2]) e considerando que pg = cte., obtém-se que:

(4.22)
para a segunda parte, tém-se entdo
v = 3{ivie{uoh+ {Alje{e} + {F } {« }+ {A?}{&"} 0I5 (4.23)
Sendo que os vetores sdo definidos da seguinte forma:
<SAT fomox rwel
°° \ Oy\ d K
©=1 = 5, ==V e ey oby (4.24)
W o 0

(N M N M=1( z z1 z3tdz . (4.25)

A

4.3 Desenvolvimento do Algoritmo

Nesta parte do capitulo apresenta-se o desenvolvimento de um algoritmo da classe
‘return mapping’ utilizado para a integracdo das equacOes constitutivas elastoplasticas

acopladas com dano, o qual, foi apresentado por Benallal et al. (1988) e é uma
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generalizagdo do algoritmo proposto por Simo & Taylor (1986). 0 algoritmo divide o

problema nas seguintes etapas:

I) satisfazer as equacbes de equilibrio globais do problema, as quais sao

representadas por um sistema de elementos fmitos;

i) integracdo local das equacdes constitutivas, para a determinacdo do valor das

variaveis de evolucdo no instante de tempo /n#l, para cada ponto de integracéo.

4.3.1 Equacdes de equilibrio Globais

De acordo com Bathe (1992), o problema basico de uma analise ndo linear com o
método dos elementos finitos é o de encontrar um estado de equilibrio da configuracéo

no tempo trH. Como as forgas externas, F  s@o geralmente uma funcdo do tempo, a

condicdo de equilibrio de um sistema de elementos finitos, representando o dominio em

consideracdo, pode ser expresso por
A, +JL =ol<\ (4.26)

no qual it é o vetor de forgas internas.

Com o objetivo de resolver a equacédo ndo linear associada ao problema, faz-se uso
do método iterativo de Newton-Raphson. O sistema pelo método de elementos fmitos

pode ser escrito como

(4.27)

definindo

10Observe que Fé ~ ¢ considerado conhecido e independente do campo de deslocamento.



Capitulo 4 - Teoria de Ordem Superior Aplicada em Placas Espessas 64

K=) o] £y dQjive/Qudfv A (4B
e para condicdo de equilibrio

f=> g

Este método consiste em expandir h(u ) em uma série de Taylor mantendo apenas

0 termo de primeira ordem, ou seja,

=R 9. es

No entanto, quando se define que:
A*t,=(5-SL) e K ,,=% ) (4.31)

0 método pode ser expresso como

KUML-fi.l, 42
na qual K é chamada de matriz tangente. O processo de atualizacdo € dado por

*E1=88, +%8.8 4B

Aqui foi adotado o seguinte critério de convergéncia: <tolerancia,

resultando 5"1« u na convergéncia.

Dentro de uma abordagem incremental, a matriz de rigidez tangente pode ser

escrita como
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(4.34)
na qual B é amatriz de deformacao-deslocamento definida por:
b=[iJM +*[yM +4 1 + -W(r'}+ : (4.35)
sendo que,
17 0 0 O ‘0 0 0’
0 100 00 0
0000 ri_00 ~ 1
M-0011' L 00 < o (4.36)
0 00O 10 0
0000 0 1 0

O operador tangente J sera definido em seguida, J”, € uma aproximagdo de (6a/Gs)'fy

Para iteracéo inicial foi considerado que nfd* u, juntamente com X=0.

4.4 Integracao Local

Com a intencdo de simplificar a notacdo enquanto descrevemos o algoritmo
define-se dois vetores: Q=(sp,x°,R,VD,D} e q=(a,Q,A). Sendo assim, as equacdes de

evolucdo podem ser escritas de forma compacta da seguinte forma
q =Xg(o,q), (4.37)

e colocando-as em forma incremental obtém-se
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noqual, A©)=()nH-(o)n e (o) =(1- 0)(o)n+e{o) com O0e[O,l].

4.5 Algoritmo

i) Conhecido sn#, considera-se que o incremento é puramente elastico, assim
&= Ce’ , (438)
no qual, z =e - zp.

i) Com a tensdo teste calculada em (i) checa-se a funcdo de escoamento. Se

f(6 d",Q,,) <0 entdo a hipotese inicial (i) esta correta e o procedimento local pode

ser encerrado atualizando as componentes de q. Entretanto, se 0

deve-se fazer as corregdes pléasticas.

Ui) Para realizar as correcBes plasticas, utiliza-se as equacfes incrementais.

Agora, no instante tr as variaveis devem satisfazer: o critério de escoamento, a

lei da elasticidade e as equacOes de evolucdo. Com estas trés condicdes é possivel

montar o seguinte sistema néo linear:

a(int)=/(5,H,a+H)=o0,

giAgn+X) =kQ-M G {aneQmne =0 e

gélg) =Ci-C~%5 ; (4.39)

noqual, sni=snl- s'H
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Este sistema também é resolvido numericamente através do método de Newton-

Raphson, ou seja,

Mt A2 = -g(qk#) (4.40)

com ¢4 = para a primeira iteracdo e sendo MT*=08g./dqj. A atualizacao é feita
da seguinte forma qkk=qkt+Agkt e o critério de convergéncia, assim como nas

equacdes globais, é dado por |jgn+ < tolerancia, no qual, k é referente ao numero de

iteracOes realizadas pelo método e n é referente ao passo do carregamento.

4.6 Determinacéo do Operador Tangente J

Quando o algoritmo de integracdo local tiver convergido, determina-se o

correspondente operador tangente J* mantendo a solucéo do instante tr# e sabendo que

<=+

Agora, de modo a calcular a diferenciacdo acima, deve-se satisfazer o seguinte

sistema de equaces de evolugéo,

A formulacdo de equilibrio global do problema pode ser escrita como: Dado

“li =*“n>solucdo teste para o passo (n+1), determinar a i-ésima iteracdo do passo (n+1)

unt tal que, |[/Z"H)| <toleréncia, no qual
A(Ci»V)F(AM ') = -/2(w;+,V) (4.41)

com
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Dh( vM As;H) = AC,)-m'dn (4.42)
h(u'md,v) = jcr(ubfH)-£(v)dn-j/7f-v dCI-jt v dT (4.43)
r - . acr{<Tn,£n,DnVDn,SR,s{u)-£,)
ds (4.44)
Ung

Aqui, Cn#t é a matriz tangente. Note que, para executar a diferenciacdo acima nos

devemos satisfazer as seguintes equacdes de evolugéo:

fESL
i WML (49

escritas de um modo incremental.



Capitulo 5

Resultados

5.1 Introducéo

Com o objetivo de verificar se a formulacdo desenvolvida, nos capitulos
anteriores, é adequada para a descricdo de problemas de andlise estrutural, alguns
problemas tipicos da area de estruturas, no regime elastoplastico, considerando néo
linearidade material, sdo resolvidos através de um codigo computacional, escrito em

linguagem Fortran 90.

Muito embora ndo se tenha encontrado na literatura disponivel solugdes numeéricas
ou analiticas para todos os problemas, os resultados foram satisfatérios, com a evolucéo

da frente plastica e do dano, comportando-se conforme o esperado.

Algumas das propriedades materiais comuns a todos os exemplos utilizados, sdo
dadas na Tabela 5-1.

Tabela 5-1: Propriedades do material.
v=03 Xk =200 MPa Rx =300 MPa
ay =260 MPa 6=1 S=7MPa

y =2 = :
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52 Exemplo1l

* Viga engastada, submetida a flexdo devido a um deslocamento prescrito ciclico.

A A

Figura 5-1: Geometria da viga engastada.

As propriedades complementares que descrevem a viga da Figura 5-1, estdo na
Tabela 5-2:

Tabela 5-2: Propriedades do material e geométricas.
£ =210000 MPa b =20 mm
h =25 mm
£=200 mm

A viga sera submetida a um deslocamento prescrito u(t), conforme a Figura 5-2a,

e a discretizacdo submetida a anélise estd de acordo com a Figura 5-2b. Sendo

u(t) =2,5sen(2xt), no qual, t corresponde ao numero do ciclo da iteragéo.

1 ntt) A

@ M ®)

Figura 5-2: Viga engastada submetida a flex&o ciclica.
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Dano

71

De£ plastica acumulada

@  Figura 53: Evolugéo do dano.

Ciclo
(b)

Mpa

+332.7

+4.635

Figura 5-4: Distribuicdo da tensdo efetiva de von Mises.

Figura 5-5: Evolugédo do dano.

40.01102
+0.00900
+0.00857
+0.00735
+0.00612
+0.00490
+0.00367
+0.00245

+0.00122

00000
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Ifi ; E@ZO,ZS

+0.2933
[ +0.2607
i +0.2281

+0.1955
i=40,25 1 +0.1629
+0.1304

+0.0978

1 +0.0652

(c) .
, i=70.25 0.0830

..... ‘- +0.0000

Figura 5-6: Evolucdo da deformacdo plastica acumulada.

Ao primeiro grafico (Figura 5-3a) foi colocado uma reta tracejada, denominada a ,
com a finalidade de ressaltar o comportamento da curva resposta do ponto de integracdo
M (Figura 5-2b), ou seja, a evolucéo néo linear do dano em relacéo a deformacao plastica
acumulada, pouco evidenciado pela pequena faixa de valores de deformacdo plastica
acumulada devido ao alto custo computacional impedir a evolugdo do processo por um
tempo suficientemente prolongado. Ja no segundo grafico (Figura 5-3b) observa-se a
forma de evolucédo do dano. Os pequenos patamares horizontais vistos nesta figura estdo
relacionados a deformacéo elastica, i.e., na parte de carregamento ou descarregamento

elastico nos quais ndo existe evolugéo do dano.

As Figuras 5-4, 5-5 e 5-6 descrevem os resultados obtidos por meio de isofaixas,
0s campos escalares escolhidos para a visualizagdo sdo a tensdo de von Mises, 0 dano e a

deformacdo plastica acumulada respectivamente.
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5.3 Exemplo 2

® Viga biengastada submetida a deslocamento prescrito ciclico em dois pontos

simultaneamente.

Figura 5-7: Geometria da viga biengastada.

As propriedades complementares que descrevem a viga da Figura 5-7, estdo na
Tabela 5-3:

Tabela 5-3: Propriedades do material e geométricas.
E = 210000 MPa 0=40mm
h =50 mm
i =500 mm

A viga sera submetida a um deslocamento prescrito u(t), conforme a Figura 5-8a,

1() [«(<)

31/10 ,[: 41/10 ;|

@ ®)

Figura 5-8: Viga biengastada submetida a flexao ciclica.

e a discretizacdo submetida a analise esta de acordo com a Figura 5-8b.
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Sendo u(t) =1,10sen(2nt), no qual, t corresponde ao numero do ciclo da iteracéo.

Mpa
+336.0
+298.7
+261.3
+224.0
+106.7
+149.3
+112.0
(C) +74.67
i=34,25 +3733
+0.0000
Figura 5-9: Distribuicéo da tensao efetiva de von Mises.

25 +0.02400
+0.02133
+0.01867
+0.01600

<=19,25 +0.01333
+0.01067
+0.00800
- =) f V S (C) +0.00533
1=34,25 +0.00267
+0.0000
Figura 5-10: Evolucéo do dano.
t=9,25
M M
#=19,25
Hn|
- WE&eESM eW m éii ()
= P 1 . i -34,25

w?

Figura 5-11: Evolucdo da deformacao plastica acumulada.
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Def. plastica acumulada Ciclo

a :
@ Figura 5-12: Evolucéo do dano. ®
As Figuras 5-9, 5-10 e 5-11 descrevem os resultados obtidos por meio de
isofaixas, os campos escalares escolhidos para a visualiza¢do sdo a tensdo efetiva de von

Mises, o dano e a deformacdo plastica acumulada respectivamente.

Assim como no exemplo 1o primeiro grafico (Figura 5-12a) foi colocado uma reta
tracejada, denominada a, com a finalidade de ressaltar o comportamento da curva
resposta do ponto de integracdo M (Figura 5-8b), ou seja, a evolucdo néo linear do dano
em relacdo a deformacdo plastica acumulada, melhor evidenciado que no exemplo
anterior pela ndo tdo pequena faixa de valores de deformacdo plastica acumulada quando
comparada ao exemplo anterior, e com o0s mesmos problemas de alto custo
computacional tomou-se inviavel a evolucdo do processo. Para o segundo gréafico (Figura
5-12b), observa-se a forma de evolucdo do dano. Os pequenos patamares horizontais
vistos nesta figura estdo relacionados a deformacdo elastica, i.e., na parte de

carregamento ou descarregamento elastico nos quais ndo existe evolugdo do dano.
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5.4 Exemplo 3

Viga biapoiada submetida a deslocamento prescrito ciclico em dois pontos
simultaneamente.

Figura 5-13: Geometria da viga.

As propriedades complementares que descrevem a viga da Figura 5-13, estdo na
Tabela 5-4:

Tabela 5-4: Propriedades do material e geométricas.
E = 320000 MPa b =40 mm
h =60 mm
£=500 mm

A viga sera submetida a um deslocamento prescrito u(t), conforme a Figura

5-14a,

31/10 41/10 .
k-..1922 J

@ ()

Figura 5-14: Viga biapoiada submetida a flexdo ciclica.

e a discretizacdo submetida a anélise, devido a simetria, estd de acordo com a Figura
5-14b.
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Sendo u(t) - \,Isen(2nt), no qual, t corresponde ao numero do ciclo da iteracdo. As

Figuras 5-15 a 5-17, descrevem os resultados obtidos, para este caso.

MPa
+271.6
+241.4
+211.2
+1BI.1
+150.9
+120.7
+90.53
+60.36
+30.18
+0.0000

Figura 5-15: Distribuicéo da tenséo efetiva de von Mises.

t=1,75

+0.0008110
+0.0007210
+0.0006310
+0.0005410
+0.0004510
+0.0003610

+0.0002710

+9.000e-005
+0.0000

Figura 5-16: Evolucéo do dano.
h M hehl
N NN NN m 5
fi-.Ix*r *ifl?

sbbmbmwhl;

Figura 5-17: Evolugdo da deformacéo plastica acumulada.
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5.5 Exemplo 4

Placa quadrada com bordas engastadas e deslocamento prescrito ciclico central

(ponto - p).

+— =
~—

Figura 5-18: Vista superior da placa quadrada engastada.

As propriedades complementares que descrevem a placa quadrada de lado | da
Figura 5-13, estdo na Tabela 5-5:
Tabela 5-5: Propriedades do material e geométricas.

E = 260000 MPa h —20 mm
1=360 mm

Considerando a simetria da geometria e das condi¢des de contorno, foi modelado

apenas 1/4 da placa, sendo esta submetida a um deslocamento prescrito Up{t), conforme

a Figura 5-19.

®)

Figura 5-19: Discretizagédo da placa.
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Sendo up(t) = 0,35sen(2at), no qual, t corresponde ao numero do ciclo da iteragéo.

v l@q |\<ﬁ (a) +0.00690

t=6.15 +0.00613

+0.00537
+0.00460
+0.00383

] t=12,15 +0.00307
+0.00230
+0.00153
I((_:)].S 15 +0.00077
Figura 5-20: Evolucéo do dano.
+0.2620
pa') 1/\:6]5 +0.2329
+0.2038
+0.1747
+0.1456
+0.1164
+0.0873
+0.0582
+0.0291
T +0.0000

Figura 5-21: Evolucdo da deformacéo plastica acumulada.

Figura 5-22: Distribuicdo da tenséo efetiva de von Mises, quando /=18,15.



Capitulo 5 -Resultados 80

As Figuras 5-20 a 5-22, descrevem os resultados obtidos, para este caso. As
Figuras 5-20 a 5-22, descrevem os resultados obtidos por meio de isofaixas e 0s campos
escalares escolhidos para a visualizac¢do sdo o dano, a deformacéo plastica acumulada e a

tensdo efetiva de von Mises respectivamente.

5.6 Exemplo 5

Placa quadrada com duas bordas adjacentes engastadas e deslocamento

prescrito ciclico no canto (ponto - p).

®

Figura 5-23: Discretizacdo da placa quadrada em 9 elementos.

Ser4 agora analisado o comportamento de uma placa quadrada de lado £,

submetida a um deslocamento prescrito Up(t) =2,0sen(2xt), no qual, t corresponde ao

namero do ciclo da iteracdo. Sua representacdo esquematica esta representada na Figura
5-23, juntamente com a malha que foi submetida a analise e as condicdes de contorno. As

propriedades complementares sdo dadas na Tabela 5-6:

Tabela 5-6: Propriedades do material e geométricas.
E =200000 MPa h=20 mm
£=180 mm
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Mpa
N +431.0

+383.1
~ +335.2
1 +2B7.3
+239.4
+191.6
+143.7
+95.70

AR~ +47.89

UBob 1 +0.0000

iflfiefwSj_j?5
X

Figura 5-24: Distribuicéo da tenséo efetiva de von Mises, quando t=1,75.

A Figura 5-24 descreve o resultado obtido para este caso, por meio de isofaixas,

do campo escalar da tensdo efetiva de von Mises.
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5.7 Exemplo 6

» Placa com deslocamento prescrito ciclico unidirecional no plano.

As propriedades complementares que descrevem a placa com furo da Figura 5-25,

estdo na Tabela 5-7;

Tabela 5-7: Propriedades do material e geométricas.
E =210000 MPa b=20mm

£=36 mm
r=5mm



Capitulo 5 -Resultados

Considerando a simetria da geometria e das condi¢es de contorno, foi modelado

apenas 1/4 da placa, sendo esta submetida a um deslocamento prescrito U(t), conforme a
Figura 5-26. Sendo (t) =0,04sen(2nt), no qual, t corresponde ao numero do ciclo da

iteracdo.

...
=<
.

(a) t=0,25 (b) t=0,75

(c) t=1,25 (d) t=1,75
Figura 5-27: Evolugédo da deformagéo plastica acumulada.

@@ =10 (b) i=110 +2.400
+2.100
+1.800
+1.500
+1.200
+0.910
+0.610
+0.310

I oo
0000
(c) t=160 (d) (=260
Figura 5-28: Evolucao da deformacao plastica acumulada apresentada por Rossi (1997).
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(a) passo 5 (b) passo 7
(c) passo 8 (d) passo 9
Tensdo efetiva
___ +2400
oo
Ihll 1600
+130.0
+110.0
148100 . B
54,00 Regido plastificada

+27.00
| +0.000

(e) passo 10
Figura 5-29: Evolucéo da frente plastica apresentada por Foggiatto (1997).

Figura 5-30: Evolucéo da frente plastica apresentada por Zienkiewicz (1977).
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A Figura 5-27 descreve os resultados obtidos, por meio de isofaixas, para 0 campo

escalar de deformacdo plastica acumulada pD, para este caso. Este campo foi escolhido

por representar as caracteristicas fisicas essenciais para descrever o processo evolutivo da

degradacdo do material analisado.

Repare ainda na Figura 5-27, que a maxima regido de deformacdo plastica

acumulada encontra-se justamente no ponto de maxima concentracéo de tens&o.

Na Figura 5-28, mostra-se os resultados obtidosIl por Rossi (1997), o qual nota-se
que as isofaixas com intervalos de valores bem elevados abrangem uma maior area,
decorrente do alto nimero de ciclos de excitagdes. Contudo, percebe-se que a forma de

como a evolucgdo plastica acontece € muito semelhante.

Nos resultados deste trabalho toma-se inviavel conseguir tal nimero de ciclos,
devido ao alto custo computacional, mesmo tendo utilizado uma malha menos refinada
(Figura 5-26) quando comparada com a utilizada por Rossi. No caso de Rossi ainda foi

assumida a hipétese de estado plano de tensoes.

Os trabalhos de Foggiatto (1997) e Zienkiewicz (1977) mostram o comportamento
de uma placa furada, com mesmas dimens6es daquelas usadas na Figura 5-25, submetida
a um carregamento monotonico. Porém estes trabalhos consideram apenas encruamento
linear, possuem uma discretizacdo diferente e ainda as propriedades materiais diferentes.
Porém, do mesmo modo, se analisados estes trabalhos a forma de como a evolugéo
plastica acontece € muito semelhante. No trabalho de Foggiatto (1997), Figura 5-29, esta
mostrada a evolucdo da frente plastica em termos da tensdo efetiva, i.e., von Mises. Ja no
trabalho de Zienkiewicz (1977), Figura 5-30, estdo mostrados os valores correspondentes

a razdo entre o dobro do carregamento aplicado e a tensdo de escoamento inicial do

material (2qjcry), como mostrado por Rossi (1997).

1 Os resultados de Rossi (1997), Foggiatto (1997) e Zienkiewicz (1977), Figuras 5-28 a 5-30 respectivamente,
passaram por processo de tratamento de imagem para serem editados, para maiores detalhes verificar bibliografias
originais.
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5.8 Exemplo 7

Viga engastada, submetida a flexdo devido a deslocamento prescrito ciclico.

> A
® ®

Figura 5-31: Geometria da placa biengastada.

Na Tabela 5-8 encontra-se as propriedades complementares que descrevem a placa

biengastada da Figura 5-31.

Tabela 5-8: Propriedades do material e geométricas.
E =200000 MPa b=100 mm
h =28 mm
£=200 mm

Utilizando a condicdo de simetria a placa sera submetida a um deslocamento

prescrito U{t), conforme a Figura 5-32a e b.

@ (b)
Figura 5-32: Viga biengastada submetida a flexdo ciclica.

Sendo ({t) =X"sen{27tt), no qual, t corresponde ao nimero do ciclo da iteracdo. As

Figuras 5-33, 5-34 e 5-35 descrevem os resultados obtidos, para este caso.
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Figura 5-33: Distribuigdo da tenséo efetiva de von Mises.

il- @4,75

3

* *x! |

I @199,75

}*m,*»é"’p%r Q»Ki‘Rjjg fW pAfce v;v \(c)
S t=358,75

Figura 5-34: Evolucdo do dano.

m rﬁ 914,15

hh .HI:IQI i(E)I99,75

IfSIMJIf
1(
Vv y:*v Vr? vV * i=358,75
T TFIE I TEEM HAM L — oo oo Vo V e on? sunafiandars 2009

Figura 5-35: Evolucédo da deformagéo plastica acumulada.

+438.9
+390.2
+341.4
+292.6
+243.9
+195.1
+146.3
+97.54
+4B.77

+0.000

+0.1500
+0.1333
+0.1167
+0.1000
+0.0833
+0.0666
+0.0500
+0.0333

+0.0167

8ESL1 +0.0000

+1.958
+1.740
+1.523
+1.305
+1.088
+0.870
+0.653
+0.435
+0.218

+0.000
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As Figuras 5-33, 5-34 e 5-35 descrevem o0s resultados obtidos por meio de

isofaixas, 0s campos escalares escolhidos para a visualizacdo sdo a tenséo efetiva de von

Mises, o0 dano e a deformacéo plastica acumulada respectivamente.
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DeC pléastica acumulada Ciclo
(@) (b)
Figura 5-36: Evolucdo do dano e da def. plastica acumulada.

Neste exemplo € evidente o comportamento da curva resposta do ponto de
integracdo M (Figura 5-32b), ou seja, a evolucdo ndo linear do dano em relacdo a
deformacéo plastica acumulada (Figura 5-36a), muito melhor evidenciado que nos dois
primeiros exemplos, conseqiiéncia da larga faixa de valores de deformacdo plastica
acumulada quando comparada aos exemplos anteriores, mesmo com 0s problemas de alto
custo computacional, a evolucédo atingiu o dano critico. Repare que a faixa critica, ou
maximo atingido, pelos campos de deformacéo plastica (Figura 5-35c) e de dano (Figura
5-34c) é dado na regido de maior concentracdo de tensdo (Figura 5-33c). Ainda no
segundo grafico (Figura 5-36b), € mostrado o comportamento ndo linear da deformacéo
plastica acumulada perante o namero de ciclos, para este grafico vale ressaltar que em
consequéncia da escala, ndo € possivel observar na evolucdo a parte elastica (linear) e a

parte plastica (ndo linear) interna a cada ciclo.



Capitulo 6

Conclus0es e Sugestoes

Neste trabalho é feita uma andlise elastoplastica e do dano em placas espessas
possibilitando uma anélise de fadiga de baixo ciclo em pecas que se enquadram neste tipo
de geometria.

A teoria de dano utilizada, proposta por Lemaitre et al, apresenta a possibilidade
de descrever de maneira precisa a evolucao elastoplastica para um carregamento genérico
e a capacidade de introduzir modelos de equacdes de evolucdo de dano mais sofisticados,
possibilitando uma melhor descricdo do problema fisico. Para o caso especifico da teoria
classica, a analise é baseada em experimentos uniaxiais, com corpos de prova
normalizados, e em relacGes empiricas especificas para o problema utilizado. A extensao
destes resultados, para casos mais complexos, é feita atraves da introducdo de fatores de
correcdo. Esta teoria é geral e permite, através da mudanca da equacdo de evolucdo do
dano, a representacdo de outros fendmenos fisicos. A teoria € apresentada dentro do
escopo da termodinadmica dos processos irreversiveis, a qual € uma poderosa ferramenta
para a obtencédo e validacdo de equacOes constitutivas, principalmente por se apresentar
de maneira clara, metodoldgica e consistente.

A teoria de ordem superior de Kant foi utilizada para descrever o campo de
deslocamentos da placa. Esta teoria elimina as inconsisténcias geradas pelas teorias de
primeira ordem e o fator de correcdo para as tensdes cisalhantes. Como conseqiiéncia da
distribuicdo quadratica das tensdes cisalhantes transversais, pode-se captar com maior

precisdo a frente plastica que se forma a partir da superficie externa da placa. Os casos
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rodados utilizam malhas ndo distorcidas, pois € sabido que com esta teoria ndo
apresentam o problema de travamento, “locking”, caso contrario utilizar-se-ia uma
integracdo reduzida, de 2x2 pontos, nos termos relacionados com a energia de

cisalhamento eliminando, por completo, o travamento.

Devido a falta de trabalhos que introduzam modelos de plasticidade néo lineares e
os aplique a casos tridimensionais, da ndo existéncia de solucdes analiticas e ainda da ndo
disponibilidade de ensaios para validar os resultados destes problemas, ¢ dificil de fazer
algum tipo de comparacdo a ndo ser de carater da evolucdo da frente plastica. No
exemplo da placa com furo, a evolucdo do dano mostrou-se a partir dos pontos de

concentracdo maxima da geometria.

O algoritmo proposto nesta dissertacdo foi baseado no trabalho de Benallal et al.
(1988) e mostrou-se bastante satisfatorio, tanto para a solucdo do problema local quanto
para o problema global. Porém devido ao enorme esforco computacional necessario para
satisfazer o nimero de equacdes, ocasionados pela complexidade e detalhamento das
teorias de dano e de ordem superior utilizadas em relacdo as teorias classicas, ha
necessidade de reestruturar a formulacdo de maneira que tome o codigo mais eficiente no
que diz respeito ao tempo computacional, motivo que inviabilizou simular os exemplos

até atingir o dano critico.

Na formulacédo apresentada, € interessante considerar mais alguns efeitos, como:

1. o efeito do fechamento das microtrincas;

2. novos critérios de determinacdo do dano critico, tais como os métodos baseados na

ocorréncia de localizacéo;

3. implementacéo da teoria a materiais porosos;

4. sofisticacdo das equacbes de evolucdo do dano e de elastoplasticidade para

carregamentos ciclicos.
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