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RESUMO

Neste trabalho, fez-se um estudo e implementag¢io de uma biblioteca informadtica de
fungdes de forma para diversos tipos de elementos finitos, em duas e trés dimensoes.

Inicialmente, estudou-se as formulagdes relativas a aplicagio do Método dos
Residuos Ponderados, formulacdes matriciais e os procedimentos nimericos necessarios
para resolucdo dos mesmos.

Na sequéncia, sdo apresentados os virios tipos de elementos finitos com suas
respectivas fungOes de forma e caracteristicas.

Finalmente, € descrita a implementagio da biblioteca informética.
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ABSTRACT

This work is related to the implementation of a numerical library of shape functions
for different types of finite elements, in two and three dimensions.

In the firsty part of this work we present the Weighted Residual Method
applications, the corresponding matrix formulation and the procedures for the numerical
resolution. Then, different types of finite elements with its respective shape functions and
general characteristics are presented.

Finally the implementation of the numerical libary is described.
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Capitulo 1 - INTRODUCAO

1.1- Generalidades sobre o Método de Elementos Finitos

Nos ultimos anos, modernos projetos de engenharia tornaram-se extremamente
complexos, caros e assunto de rigorosa confianga e seguranga. Veiculos espaciais,
aeronaves e reatores nucleares sio exemplos de projetos onde a confiabilidade e a
seguran¢a sdo de crucial importincia. Para um melhor entendimento, os projetistas
precisavam de  modelos matematicos que pudessem ser usados para simular o
comportamento de sistemas fisicos complexos, que seriam entdo usados durante o
desenvolvimento dos projetos.

As ciéncias de engenharia exigem em diversos casos, que sistemas fisicos sejam
modelados por equagdes diferenciais parciais. Hoje, o Método de Elementos Finitos (FEM)
¢ 0 método mais difundido na resolu¢do de tais equagdes. O método, associado com o
desenvolvimento da tecnologia computacional, tem sido aplicado com sucesso na solugdo
de problemas em regime transitorio e permanente, em regides lineares e ndo-lineares, para
dominios em uma, duas ou trés dimensdes. Podendo ainda, modelar formas geométricas
complexas, bem como descontinuidades em um material.

O processo de discretizagdo em elementos finitos, analogamente ao processo de
diferengas finitas, transformam as equagdes diferenciais em equagdes algébricas. Ele atua
em trés disciplinas fundamentais em Engenharia:

- fisica continua;

- analise numérica;

- programagao computacional.

A partir da década de 60, o método de elementos finitos tornou-se amplamente
conhecido; pesquisas foram realizadas simultaneamente em varias partes do mundo, e em
diferentes diregges:

- os métodos variacionais e de residuos ponderados foram aplicados a técnica
numérica dos elementos finitos;

- uma enorme variedade de elementos foram desenvolvidos, incluindo elementos
curvilineos e a introdugéo do conceito de elementos isoparamétrico;

- 0 método foi generalizado para solugdo de equagdes diferenciais parciais; sua

aplicagdo em problemas de estruturas ndo-lineares e dindmicas foram amplamente



desenvolvidas; extensdes em outros dominios, como mecanica dos solidos, dos fluidos,
termodindmica, produziram solugdes de problemas de engenharia antes inacessiveis.

A vpartir de 1967, muitos livros foram escritos sobre o Método de Elementos
Finitos, com destaque para o professor Zienkiewicz[2], e também Gallagher{3], Rockey[4],
Absi[5] e Imbert[6]. Durante o mesmo periodo, muitos periddicos apresentaram trabalhos
sobre o método.

Um grande nimero de codigos computacionais utilizando o método foram
desenvolvidos com sucesso para uso industrial. O maior problema de muitos, estava na
preparagdo dos dados de entrada e na interpretagio de volumosos dados de saida. A
auséncia de controle durante a execugdo de varias fases de uma analise com elementos
finitos era outro problema, bem como uma visualizagio do que estava sendo executado
pelo computador. Hoje a tendéncia é desenvolver softwares com facilidades na geragdo de

modelos, interagdo do programa com o usuério e capacidade de visualizago gréfica.

1.2 Objetivos desta Dissertagio
Esta dissertagdo tem por objetivo desenvolver subrotinas computacionais

(bibliotecas) relacionadas as fungGes de forma de diferentes elementos finitos, tais como:

- Elemento Triangular 2D (linear, quadratico e ciibico);
- Elemento Quadrilatero 2D (bilinear, quadratico e cubico),
- Elemento Tetraédrico 3D (linear, quadratico e ciibico);

- Elemento Hexaédrico 3D (trilinear, quadratico e cubico),

possibilitando assim, uma padroniza¢o na estrutura de formag3o das mesmas, tornando-as
mais objetivas, de facil entendimento, e mais simples de serem utilizadas pelo pessoal
envolvido em programagdo nos pacotes computacionais desenvolvidos no GRUCAD -
Grupo de Concepgdo e Anilise de Dispositivos Eletromagnéticos. Juntamente com as
subrotinas das fungdes de forma, também serdo desenvolvidas subrotinas com os pontos de
integragdo de cada elemento citado acima, tornando as integra¢des numéricas de mais facil

acesso.



No transcorrer dos capitulos serio abordados os conceitos necessarios para
constru¢do das fungbes de forma para cada um dos elementos citados acima, € na

sequéncia a biblioteca é implementada.

1.3 Organizagio dos Capitulos desta Dissertacio

Esta dissertagdo esta dividida em sete capitulos.

CAPITULO 1
Introdugdo ao método de elementos através de uma abordagem de sua

evolugdo, objetivos e organizagio da dissertagéo.

CAPITULO 2

Aplicagdo do Método dos Residuos Ponderados na construgio de integrais.

CAPITULO 3
Aplicagdo de formulagdo matricial em sistemas de equagdes algébricas e as

fases do processo de condensagio para formagio do sistema global de equagdes.

CAPITULO 4
Meétodos numéricos para construgdo e solugio de sistemas lineares de

equagdes algébricas.

CAPITULO 5
Introdugio do elemento de referéncia e das fungdes de interpolagdo para

elementos em duas e trés dimensdes.

CAPITULO 6
Apresentagdo geral da biblioteca, com a declaragio das variaveis e

nomenclatura para todos os elementos, e estrutura das subrotinas.

CAPITULO 7

Conclusdes finais sobre as bibliotecas e proposta para trabalhos futuros.



Capitulo 2 - FORMULACAO DE INTEGRAIS PARA SISTEMAS FISICOS

2.1 - Introducao

Neste capitulo, serdo estudadas formulac¢Ses integrais de problemas fisicos que
envolvem sistemas de equagOes algébricas lineares depois da discretizagdo. O método de
elementos finitos € um dos procedimentos de discretizagdo que podem ser utilizados para

gerar o sistema de equagdes algébricas.

2.2 — Classificacao dos Problemas Fisicos

2.2.1 - Sistemas Continuos e Discretos

Qualquer sistema pode ser caracterizado por uma série de varidveis que sio
fungbes de coordenadas espaciais x = (xy,z) e do tempo t. O sistema é chamado
estaciondrio se nenhuma de suas variziveis.forem dependentes do tempo.

Ao aplicarmos as leis fisicas-a um sistema que possue um certo nimero de
varidveis conhecidas d e outras desconhecidas ¢, teremos um modelo matemdtico que ird
relacionar ¢ e d. Estas relagdes formam um sistema de equagdes em ¢ para serem
resolvidas.

Um sistema discreto € descrito por uma série de equagdes algébricas. Um
sistema continuo € governado por uma série de equagbes diferenciais, equagdes
diferenciais parciais e/ou equagdes integro-diferenciais, acompanhada pelas apropriadas
condi¢Oes de contorno espaciais € temporais.

Sistemas algébricos podem ser resolvidos diretamente por métodos
numéricos. Por outro lado, sistemas continuos primeiro sio discretizados, isto &,

substituidos por sistemas aproximadamente equivalentes is equagdes algébricas.

2.2.2 — Problemas de Equilibrio
Para tais problemas, que também sdo conhecidos como valores de fronteira,
devemos descobrir os valores desconhecidos ¢ em um sistema em regime permanente. Para
um sistema discreto, as equagdes governantes podem ser escritas na seguinte forma
matricial:
[K]{c} = {F} (2.1a)
onde [K] ¢ uma matriz de coeficientes caracterizando o sistema, {c} sdo as varidveis

desconhecidas, e {F} sdo as forgas aplicadas (condi¢Ges de contorno impostas).



Sistemas continuos, por outro lado, sio caracterizados por equagdes diferenciais
parciais:
L(c)+fy =0 em um dominio V
C(c) =fs sobre a fronteira S de V (2.1b)
Onde L e C sdo operadores diferenciais caracterizando o sistema, ¢ sio as funcoes

desconhecidas, e fv e fs sdo fungdes dadas(vetores forca) .

2.3 — Método dos Residuos Ponderados
2.3.1 — Residuos
Considere um sistema fisico continuo tendendo ao seguinte sistema de
equag()és diferenciais parciais de ordem m (linear):
L(c) +fv =0 em um dominio V (2.2a)
As condig¢des de contorno sio:
C(c) =fs sobre a fronteira S (2.2b)
As varidveis ¢ sio fungdes das coordenadas geoméiricas x. As solugdes sdo fungdes c,
satisfazendo ambas (2.2a) e (2.2b).
A fungdo residuo € definida como:
R(ec) = L(c) +fv (2.3)

A fungio residuo desaparece quando ¢ for uma solugdo de (2.2).

2.3.2 — Na Forma de Integrais
O Método de Residuos Ponderados consiste em descobrir as fungdes ¢ que

satisfazem a seguinte equagio integral:
W(c) = [, <y >{R(c)}dV =fy<w>{Lc)+ fy }dV =0 (2.4)
para qualquer fungdo ponderada .
Qualquer solugdo ¢ satisfazendo (2.2a) e (2.2b), também satisfaz (2.4), ndo

importando qual seja a fungdo ponderada. Embora, uma solugdo de (2.4) dependa da

escolha da func¢io ponderada.



2.4 — Transformacdes das Integrais
2.4.1 - Integracao por Partes

A integracdo por partes é usada em expressdes como (2.4) para reduzir a

ordem de derivadas elevadas contidas no integrando.

(a) Duas Dimensdes:
| w-a-c-dxdy =— a—V/cabcdy +§syedy = -jAa—chxdy +4cyLdS (2.5a)
AT 3x 4 5x ox s
oc oy oy
[ oW —dxdy = - , = cdxdy —§swedx = , —— cdxdy + fgwemdsS (2.5b)
dy dy dy

R positivo para fora
2 I =ni=cose
Py m=1J=sine
A dA = dxdy
J ,i= fi -A-rni
. dn ‘9x T3y
Ns L &=omds
i x dy =1dS

Figura 2.1 - Integragio por partes em Duas Dimensdes

(c)  Trés Dimensdes:

JA‘Vg—idxdydz =—fy %—fcdxdydz+§s veldS (2.6)

o5itivo para fora

tnn s

Figura 2.2 - Integraglo por partes em Trés Dimensdes



2.4.2 — Forma Fraca da Integral
Uma dada forma integral pode ser transformada para obter, uma entdo
chamada forma fraca, através da integragdo por partes. Se necessrio, podem ser realizadas
sucessivas integragdes por partes, até que se obtenha a integral desejada. Tais expresses
sdo pretendidas pelas seguintes razoes:
- a ordem da derivada superior de ¢ é reduzida; isto entio relaxa a condi¢do de
continuidade requerida para convergéncia;
- algumas condigdes de contorno aparecem na integral fraca, ndo satisfazendo

identicamente c.

Por outro lado, a integrag@o por partes introduz derivadas na fungdo ponderada .
As condi¢bes de continuidade sobre w sdo entdo mais dificeis do que antes de tais

operacgdes.

2.5 - Discretizacao de Formas Integrais
2.5.1 - Discretizac¢do da Funcio W
Nos pardgrafos 2.3 e 2.4, mostrou-se que a solugdo direta da equagdo
diferencial (2.2) pode sef substituida pela procura de uma fungio ¢ que anule a forma

integral(2.4):

W= _fv(_“""___WV }'V*‘fsf v(fs —ac)dS =0 2.7)

para qualquer fungio ponderada .

Para obter uma solugdo aproximada ¢, deve-se transportar (2.4) através da
discretizagdo, para dentro de expressdes algébricas que possam ser resolvidas para
varidveis desconhecidas. Isto deve ser feito em dois passos:

- fungdes desconhecidas ¢ sdo aproximadas pela representagdo de um parimetro n.
Os parimetros aproximados podem ser valores nodais de ¢ ou nio; eles podem estar sobre
todo o dominio ou restritos a um sub-dominio. O método de elementos finitos utiliza
aproximagdes nodais sobre o sub-dominio. Em todos os casos ¢ pode ser escrito como:

¢ =c(a,a,,...,a,) (2.8)



A expressdo (2.7) sera:

W =Jyw(Lc(ar,ay,....an) +fy ))dV =0 (2.9)
para qualquer y.

- n fungbes ponderadas independentes vy, y,...,y, sdo escolhidas arbitrariamente,

mas 0 nimero n pode ser 0 mesmo que o nimero de pardmetros escolhidos para c (2.8). A
escolha das fungbes ponderadas tendem a uma enorme variedade de métodos, 0s mais
populares sd0: 0 método de Galerkin, dos Minimos Quadrados, etc. A equagdo (2.9) pode
ser escrita como:

W = fv‘lfl (L(c(al,ag,...,an)+ fv))dV =0

W2 =y w2 (Lc(ar, az,...an) + £,))dV =0

W, = [y W (Licay,ap,....an)+ £,))dV =0

(2.10)

Depois da integragdo de (2.10), um sistema de equagdes algébricas para determinagio dos

parametros a; na aproximagao de ¢ pode ser escrito como:

[K){a}={F} (2.11)

2.5.2 - Escolha das Funcbes Ponderadas y
Aqui serd apresentado um método para escolha da fungdo ponderada y. No
restante desta dissertacdo, serdo aplicadas apenas as aproximagdes com elementos finitos

acopladas com as fungdes ponderadas do tipo Galerkin, para obter as solugdes desejadas.

2.5.2.1 - Método de Galerkin
As fungdes ponderadas sdo idénticas as fungdes de base c. Assim,
frequentemente y serd representada por uma série de variagdes du da aproximacio ¢ com
relacdo a {a}.
Y =0c=<P>{8a} paratodos {da} (2.12)

onde {da} sdo as primeiras variagoes de {a}.



A equacdo (2.10) torna-se:
W= IV oc(L(c)+ fy)dV =0 (2.13)

W =(8a)[, {PYL(< P>{ah)+ fy )dV =0 (2.14)

Uma vez que W pode desaparecer para qualquer valor de {da}, a préxima expressio é
equivalente ao seguinte sistema de equagdes algébricas:
Wi(a) =y R(L(< P >{a})+ fy )V =0

....... | (2.15)
Wy(a) = [, P, (L(< P> {a})+ fy )dV =0
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Capitulo 3 - FORMULACAO MATRICIAL DO METODO DE ELEMENTOS
FINITOS

3.1 - Introducao
Neste capitulo serdo descritos os estdgios necessdrios para as andlises com
elementos finitos. Algebra matricial serd usada para escrever as equacgdes fundamentais,
devido ao fato destas expressdes serem facilmente transformadas em c6digos computacionais.
Primeiramente, 0 método de elementos finitos serd definido como um processo de
discretizagdo das formas integrais de Galerkin; que consiste em substituir a forma integral
global W pelas formas integrais do elemento W°. Entdo, cada forma integral € discretizada
usando aproximagGes com elementos finitos. Isto permite que matrizes elementares possam
ser condensadas numa matriz global.
Algumas técnicas de condensagdo que permitem sobrepor as matrizes elementares
dentro das matrizes do sistema global serdo descritas neste capiiulo. Finalmente, serd indicado

um método para introduzir as condi¢Oes de contorno dentro do sistema de equagdes.

3.2 — Definicao do Método de Elementos Finitos

Este método consiste na discretizagdo da forma integral W (pardgrafo 2.5) usando uma
aproximacao por elementos finitos para as varidveis desconhecidas ¢ e resolvendo, o sistema
resultard em equagdes algébricas. Os vdrios estdgios do processo de solugdo serdo brevemente
descritos neste parigrafo.

A partir da forma integral de Galerkin(pardgrafo 2.5.2.1), em que as funcGes

ponderadas sdo dadas por y=dc:
W = [, 8c(L(c) + fy )dV =0 (3.1

A integral sobre todo o dominio é substituida por integrais de um sub-dominio(ou

dominio de elementos):

nel Nel
W=YW=Y[,86°(Lc)+ fy dV =0 (3.2a)
e=1

e=1



11

Para cada termo W*(chamado forma integral elementar) ¢ e 8¢ sio substituidos por uma
aproximagdo de elementos finitos limitados pelo dominio do elemento V*:
c® = <N>{cy,}
dc® =<N>{8c,} (3.2b)
Uma vez que <N> ¢ definido nulo fora da regido V° e depende somente dos valores
nodais < c,> pertencentes a V°, todo o processo computacional é confinado ao dominio do
elemento. E esta repeticdo natural das matrizes elementares que contribui para o sucesso do

método. Usando-se (3.2b), W*° torna-se:

We=],e 5ce(L(ce)+fV }W (3.20)
. .~C
W€ =< 8c, > (fye (NYL N >)dVicy )+ Jye (N} fyaV)

Integragdo por partes € frequentemente usada na equagio (3.1) para reduzir a ordem
das derivadas superiores contidas na expressdo(ver parigrafo 2.4). A forma integral, pode
entdo conter derivadas 8¢ de algumas integrais de contorno suplementares. A formas integrais

elementares W* sdo entdo escritas na notagio matricial como:

We =], ((5(ace)>[1)]{ac" }—acC. fy )dV ~lse de*.fsds

e 2 e
onde : <dct >= <ceaL-~a < > (3.3)

ax axz

<8@c)>= <6ce6(£)--.5(azce)...>
ox 2

- [D] € a matriz que € independente de ¢° e de suas derivadas, para operadores lineares L;
- fv e fs sdo as regides do corpo e da superficie;
- V* é 0 volume do elemento;
- §°7¢ a parte da fronteira sobre V°, em que a integragdo por partes atribui formas integrais de
contorno adicionais.

Finalmente, usando-se as expressoes (3.2b) de ¢® e 8¢°, bem como expressdes similares
de dc® e 8(dc®) em (3.3), obtBm-se a seguinte expressdo matricial para a forma integral

elementar W° discretizada:
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W =< 8ca >([KI{ ¢n }-{ f }) (3.4

onde [k] € a matriz com os elementos, e é independente de ¢, se L for linear; { f } consiste num
arranjo de elementos vetoriais; { ¢, } sdo os valores nodais dos elementos vetoriais; e dc, é a
primeira variagdo dos valores nodais dos elementos.

A forma integral (3.2a) € construida pelo processo de acoplamento das formas integrais

do elemento(3.4):

W=3W¢=5<dc, >(kl{c,}-{f}))=0 (3.52)

4
O resultado do processo de acoplamento € a seguinte forma matricial global total:

W=<3C,>(KI{ Cs})-{F}) =0 (3.5b)

onde [K] € o sistema matricial global;{ F } ¢ o arranjo vetorial global do lado direito; { C, } &
o vetor global de todos os valores nodais das fungdes desconhecidas; e {&c,} é a variagio
arbitrdria de C,.

O processo de acoplamento para passar de (3.5a) para (3.5b) € chamado de
condensagao, e serd discutido mais adiante. -

Uma vez que (3.5b) é nulo para variagbes arbitrdrias < 8C, >, tem-se:

(KI{ C» } = {F} (3.5¢0)

A fungio residuo do elemento é definida por:

{rt={f1 -kl {cn} (3.6)

A fungdo residual global obtida depois do processo de condensacao é:

{R}=2{r}={F}-[K1{C,) (3.6b)
4

Estes 1ltimos residuos desaparecem, quando { C, } torna-se a solugdo exata de (3.5¢).
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3.3 — Forma Integral Discretizada W*°
3.3.1 — Expressao Matricial para W°
" Para obter a forma discretizada (3.4) de W”, serdo utilizadas aproximacGes por
elementos finitos para c, dc, e suas derivadas no dominio do elemento e.
Entéo:

c=<N>{c,}

(20,
ox \ox/ "

éc =< N >{bc,}

(&)

(3.7a)

Entio:

(e} =1 <aﬂ (cn) =[Bl(cy)

ox

(3.7b)
5c

<N>
{6(0c)} = 5(—) <ax> {cn} =[Bs1{bc,)

Para os operadores auto-adjuntos L:

{8(dc)} =8({oc});  [Bsl =[B]
Substituindo-se (3.7a) e (3.7b) em (3.3), obtém-se:

W€ =< 8¢, > (fve [B51" [DI(BlaVic,) = Jye (N} fydV —jS; {N}fSa’S) (3.8a)

Assim, comparando com (3.4):
[k]= fye [Bs 1 [DIBWV (3.8b)

{f}=fve{N}deV+Js; {N}fsdS (3.8¢)
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3.3.2 - Forma Integral W* no Espaco do Elemento de Referéncia
Neste capitulo, as expressdes (3.3) e (3.8) de W° contém:
- derivadas de ¢ e 8¢ em relacio a x;
- varidveis nodais ¢, e dc, , que podem incluir derivadas de ¢ e 8¢, em
relagdo a x para os nés;

- integragdes no espago do elemento real V.
Todas as derivadas e integra¢es no espago x podem ser transformadas no espago u.

3.3.2.1 - Transformagio das derivadas com relacao a x
As derivadas cy, ¢y, c,, s30 transformadas em Cus Cys Cp, COM a ajuda da uma

matriz Jacobiana de transformagdo geométrica. Por exemplo, em uma dimensio tem-se:

c(u) =< Nu)>{c,)
dc _dudc du <a’N(u)>{C )

dx dxdu dx

—

du

Na expressdo (3.7b), a matriz [B] é reescrita como:

[B] = [Q][B.] (3.9)

onde [Q] € uma matriz que contém certos termos de (] = {J1""; [B.] é uma matriz similar a (B],
que contém derivadas das fun¢Ses N(u) em termos de u em vez das derivadas da fungdes N(x)

com relacdo a x.

3.3.2.2 - Transformacio do dominio de integracao
A integragdo sobre o volume do elemento real V° é substituida por uma
integragdo sobre o volume do elemento de referéncia V"

fye..dV = ,r...det(J )dudvdp (3.10)

Os limites de integragdo para todos os elementos cldssicos de referéncia descritos

anteriormente sio:



- Duas dimensdes:
u=l pv=l-u
Triangulo [ [~ ™...det(J)dvdu

u=0

Quadrildtero J::_ll Jv V:_ll ...det(J)dvdu

- Trés dimensoes:

Tetraédro J u=lr=l-u j Fl_u_v...det(] Ydpdvdu

Hexaédro [~ [""[™ . det()dpdvau

3.3.2.3 - Transformacio das integrais de contorno
(a) Integragdo linear em duas ou trés dimensdes.

Integral

[ = js...ds

€ escrita em termos da abscissa curvilinea s sobre a curva S

15

(3.11a)

Em geral, a abscissa s é uma das varidveis u, v ou p- A curva S, geralmente

corresponde a uma das arestas do elemento de referéncia, em que o parametro s é

definido:

x=<N(s)>{x,},etc...

B
Jg =\/x:?:g +¥7% +Z,25

(b) Integracdo superficial em trés dimensdes.

Integral

L...dS

(3.11b)

€ escrita em termos da coordenadas superficiais s; e s,, que sdo geralmente, (u,v) ou

(u,p) ou (v,p).
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fS...]SdsldSZ (3.128.)

A superficie S € uma das faces do elemento de referéncia. Nesta face, um ponto
€ dado em termos de dois parAmetros s; e s;:

x =< N(s1,87) >{x,} etc.

(3.12b)
Jg :\/(Y,slz,sz ~Z5 }’,s2>2+(z,s1x,s2 X5 Z,s2)2+(x,s1 Y.sp "}’,slx,sz)z

3.3.2.4 - Expressoes de [k] e { f } no espaco do elemento de referéncia
As express()és (3.8b) e (3.8¢c), da matriz [k] e do vetor {f}, transformadas no

espago de referéncia V', sdo:
(k1= [, [Bs, 1" [Q5 17 [DIIQ](B, 1det(J)dudvdp (3.13a)

(£} =fyr {NYfy det(])dudvdp + [r N} f,J sdsyds, (3.13b)

onde, [Q] e [B.] sdo definidos por (3.9); onde, [Qs] e [Bs.] sdo andlogos a [Q] e [B.], exceto
pelos operadores ndo-adjuntos; e Js é definido (3.11b) ou (3.12b).
As integrais (3.13a) e (3.13b) sdo geralmente calculadas numericamente, usando os

métodos descritos no pardgrafo 4.1.

3.4 - Condensacio da Forma Discretizada Global W
As operagdes necessdrias para construir o sistema matricial global [K] e o arranjo

vetorial { F}, iniciam pelas matrizes elementares [k] e { f}.

3.4.1 - Condensacao pela Expansiao das Matrizes Elementares
Cada forma integral elementar W fornece, depois de discretizado:
We =< 8cu >([k){ ¢ }-{ f})
Os vetores < dc, > e { ¢, } sdo diferentes para cada elemento. Os vetores {6C.,}
e {C,} sendo vetores globais, contém valores de todos os nés do dominio completo V,
apresentados em (3.5b). Os vetores elementares < 8¢, > e { ¢, } estdo, assim, contidos nos
vetores globais.

Varidveis Globais: <0C,>=<38¢; ... 8¢;... ¢j ... Sck ... Scn>
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Varidveis Elementares: <8c>=<8¢ 8 OS>
onde: 8¢, d¢j, Ock, sd0 as varidveis nodais do elemento.

A forma discretizada W é a soma das formas discretizadas elementares W° (3.5a). Esta
operagdo € chamada processo de condensagio:

w= Ywr

elementos

W= S<be, > (klie,} - ()

elementos

Inicialmente, esta ltima expressdo serd colocada na seguinte formas:
W=<08C,>([KI{ C. }-{ F ))
Para que este objetivo seja alcangado, as formas elementares podem ser reescritas em
termos de { C, } e < 6C, >:
W* = <8C, >([K°){ C, }-{F°)) (3.14)
A matriz [K7] é construida pela expansio da matriz [k], e possui a mesma dimensdo de [K];

b

similarmente, {F°} € construido pela expansio de {f}, e possui a mesma dimensdo de [F].

(a) Expansdo de [k] (ver pardgrafo 4.4.1 da referéncia [1])

0 0 0 0
: : : : « linha i
WE=<8C, >0 . 0 . 0 . 0§{C,}=<8C,>[KI{C,}
: < linha j
0 ka1 .. kop 0
0. 0 . 0 . 0
T T (ran (3.14)

coluna i coluna j
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(b) Expansdo de {f} (ver pardgrafo 4.4.1 da referéncia [1])
, o)
0
0
h
0
We =<éC, >J : p=<6C, >{F¢) (3.15)
0

2
0

O 7
A forma integral global W é obtida pela sumarizagdo da expressdo (3.14):

W =SWe =3<8C, > (K1(C,) - (7))

€

=< 6C,, > ([Z[Ke]}{cn}—{zwe }}] (3.16a)
4 [4 .
=< 8C,, > ((K){C,}—{F)
onde:
[K]1=YX[K®]
¢ (3.16b)
{(FY=X{F%}
. e

A matriz global [K] é entdo a soma das matrizes elementares expandidas [K°]; o

mesmo ocorre com {F} e {F°}.

3.4.2 - Fases do Processo de Condensacio

- Construgdo das matrizes [K°] e {F°} para cada elemento, usando (3.14) e
(3.15);

- Adi¢do das matrizes expandidas (3.16).

Estes dois passos sdo executados simultaneamente para avaliar as construgdes

explicitas de [K"] e {F°}.
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3.5 - Sistema Global de Equacoes
3.5.1 - Formulacio do Sistema de Equacdes
Depois da condensagao, a forma integral global discretizada (3.5b) &:
W=<08C,>([KI{C,}-{F}) =0 (3.17)

O problema consiste em descobrir {C,}que faca W desaparecer ndo importando
qual < 8C, >, sempre que satisfaga as condicdes de contorno sobre Sc: c=csed=0.
Depois de discretizado, estas condicdes sio:

dCi=0 (3.18a)
CGi=C% (3.18b)
para todos os graus de liberdade C; possuindo um valor especifico de C*,
Em resumo, o sistema algébrico:
[KI{Cu} = {F} (3.19)
pode ser resolvido por {C,} depois de algumas modificacdes necessérias para satisfazer as

condicdes (3.18).

3.5.2 — Introdugao das Condicoes de Contorno
As condigdes (3.18) podem ser introduzidas no sistema (3.19) por diferentes

métodos, um dos mais utilizados consiste em:

(a) Usar um niimero grande sobre os termos diagonais

A matriz [K] é condensada sem dar atencdo as condigdes de contorno; entio, cada
valor especifico de C; = C*; é introduzida como segue:

- 0 termo Kj; € substituido por Kj; + o, onde o é um nimero muito grande com relagio
a todos os outros termos de Kj; se o for grande o bastante, Kj; + o = o;

- todos os termos do lado direito sdo substituidos pelos seus valores originais

diminuidos de Fj ~ K;;C* = F¥; ; o lado direito da equagdo i é - K;C*; .

Este método € muito simples de codificar e oferece, depois de solucionado, todas as
varidveis desconhecidas sem perdas na precisio. A matriz de coeficientes K;; se mantém

simétrica, uma vez que somente o termo diagonal é modificado.
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Capitulo 4 - PROCEDIMENTO NUMERICO

4.1 - Introdugao
Neste capitulo serdo estudados os procedimentos numéricos mais utilizados na
construgdo de cddigos computacionais, para formacgio das matrizes clementares, e para

resolucio de sistemas de equagdes.

4.2 - Integracao Numérica

4.2.1 - Introducao

No método de elementos finitos, as matrizes elementares [k] e arranjos vetoriais
{f}, sdo expressos como integrais sobre linhas, dreas e volumes (3.8b),(3.8¢), definidas pela
geometria do elemento real V*:

[k]= [, e[Bs1[D][BldV

{f}=JVe{N}deV+jS} (N}fgdS (4.1a)

No espago do elemento de referéncia, estas integrais torna-se (3.13a),(3.13b):
(k1= fy, r [Bs ) [D@)]IB)det(J (u))dv"

4.1b

{fY=Jyr {NW) fy det(J u))dV" +Is} {N(ug)}fsdS @10

Onde:
V* € 0 volume do elemento de referéncia;
8% € a parte do contorno do elemento de referéncia sobre a qual fs é especificada;
us representam as coordenadas de u sobre S7;
dS = JsdS1dS, (ver pardgrafo 3.3.2.3)

[/] € a matriz Jacobiana da transformagido geométrica ou mais compactadamente:
*
[k]=f,r [k 1V’

. N 4.2)
{(fr=frifvlav +Is}{fs}d5
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onde:
[k*] = [Bs()]" [D@)][Bw)]det(J(u));
{Fvl= {N@)}fv det(V));
{Fs}= {N(us) }fs.

Os termos [k*], {f*v} e {f*s}, sdo polindmios ou fragbes razoavelmente complicadas.
Abaixo, uma lista com algumas das mais usuais férmulas de mondmios:
- Duas dimensdes:

¢ Elemento de Referéncia Quadrildtero

- 0 ou  ford
ﬁlﬁlu’v]dudv i 4 se z. ou.j forimpar 433)
(l+1)(]+1) Sele_]forpar

* Elemento de Referéncia Triangular
.o T
Jolo™"u'v dvdu = —-L— (4.3b)

G+ j+2)!

- Tré€s Dimensdes:

¢ Elemento de Referéncia Hexaédrico

0 .. .
;o sei,jouk
filﬁlﬁlulv]pkdudvdp _ g l,jou k for impar (4.30)

(l+1)(]+1)(k+1) se i, ]ek for par

¢ FElemento de Referéncia Tetraédrico

il jlk!

1(d=ul-u—v i j k _
Wiy X dpdvdy =— HIKL
bolo™"lo p-ap G+ j+k+3)!

(4.3d)

Para os casos onde a integracio numérica nio é possivel, aplicam-se férmulas de

integragdo numérica que possuem a seguinte forma genérica:
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(k1= 3 wilk * ()]
= (4.4)
(f}= .zlwi{f&‘(ui)}

Onde u; sdo as coordenadas dos r pontos de integracdo; w; sdo os coeficientes ponderados
(pesos) correspondentes a cada ponto de integragio.

Em geral, (4.4) fornece um valor aproximado das integrais, todavia, para muitas
classes de problemas, os erros de integragio compensam o erro de discretizagio geométrica,

resultando assim, em melhores resultados globais.

4.2.2 — Integracio Numérica em Duas Dimensoes
(a) Métodos Bidirecionais |
Se houver r; pontos na dire¢cio u e r, pontos na diregdo v, 0 método de Gauss,
mntegra o produto de um polindmio (2r;—1) em u por um polindmio (2r,—1) em v, exatamente.
O método usa r=r;. r, pontos; ele integra todos os mondmios:
W'V, talque 0 < i < 2r-1
0 <j< 2,1

(b) Métodos Diretos
;
[fyr y(u,v)dudv = Zwiy(u;,v;) (4.5)
i=
Em particular, € possivel construir férmulas muito similares s férmulas de
Gauss, que irfo integrar exatamente todos os mondmios de ordem m:
u' v, tal que i+j<m
Tais métodos sdo frequentemente mais efetivos do que os métodos bidirecionais. Para
elementos quadrildteros, as férmulas bidirecionais possuem menos influéncia geométrica do
que os métodos diretos; por outro lado, para os elementos triangulares, os métodos diretos

possuem menos influéncia geométrica do que os métodos bidirecionais.



4.2.2.1 - Elementos Quadriliteros

O método a ser utilizado serd o método direto:

J‘_IIJ’_II y(u,v)dudy = iwiy(ui »V;i)

i=1
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Na figura 4.1 estdo os pontos de integragio do elemento quadrildtero:

Ordem| N2de | Coordenadas | Pesos
m |pontosr i Vi Wi
e 1 1 1
+ 1 + L
3 40 3 4 'B- ﬁ
N 2 0
* 3 4 0 +/273 1
4
0 0 8/7
- -t
7e| 3e +r +r }100f168
*5 +5 -t
, 6“' 5 7 -5 +t
hd hd +t -8 20/48
-t +s

‘Figura 4.1 - Pontos de integragdo de um quadrilitero

4.2.2.2 - Elementos Triangulares

O método a ser utilizado serd o método direto:

Eﬂ_uy(u,v)dvdu = iw,-y(ui,v,-)
i=1

Na figura 4.2 estdo os pontos de integragdo do elemento triangular:



Ordem| N2 de | Coordenadas | Pesos
m |pontosr Li Vi wi
v
1 1 1
! 1 3 3 7
u
v
) 116  1/6
2 3 213 1/6 %
1/6 213
1
M 113 113 -27/96
A s 1/ [
] 3 4 35 U/S 25196
11 7 1{5 3.(5 ’
173 1
173 143 9/80
vr a a
\B\ 1-2a 1-2a } A
. \ ; 5 7 a 1-2a
oha b b
S & 3 1-26 b } B
b 1-2b

4.2.3 - Integracao Numérica em Trés Dimensoes

4.2.3.1 — Elementos Hexaédricos

Figura 4.2 - Pontos de integragio de um tridngulo

O método a ser utilizado serd 0 método direto:

i=]

J._ll“-_l, J: y(u,v, p)dudvdp = Zr,wiy(“i"’i’l?i)

a6 +/5
21
=4 .
‘tJ—-_"f a
_155+J1%
A= 500
=31 .
B=wi- A

Na figura 4.3 estdo os pontos de integragio do elemento hexaédrico:

N2 de | Coordenadas | Pesos
pontosr| i Vi pi Wi
a a a
-a a a
a -a a
8 a a -a 1 a=-L
-a -a a 3
-a a -a
a -a -a
-a -a -a

Figura 4.3 - Pontos de integraciio de wm hexaddro
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4.2.3.2 - Elementos Tetraédricos

O método a ser utilizado serd o método direto:

J:)IJ:_“ Jol_u_v y(u,v, p)dpdvdu = iwiy(ui,vi  Di)
i=l

Na figura 4.4 estdo os pontos de integracio do elemento tetraédrico:

Ordem| N2 de | Coordenadas | Pesos

m |pontosr| i Vi pi Wi

1 1 1 1

I 1 5 7 3 6
a a a

a a b 1

2 4 a b a 24
b a a

a a a -2/15
b b b

b b ¢ 3

5 7 b e b 40
tc b b

Figura4.4- Pon?os de integracdo de um tetrasdro

4.2.4 — Escolha do Niimero de Pontos de Integracio

_5-45
T
_5+45
b= 20
a=1/4
b=1/6
c=1/2
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A escolha do niimero de pontos de integragio depende do tipo de elemento

utilizado, da matriz particular a ser construida ([k] ou [m]), e da geometria do elemento real.

Em geral, uma vez que o nimero de operagdes requeridas é igual a Nptd, onde Npi € o niimero

de pontos de integragdo e 4 é um inteiro correspondente ao nimero de dimensdes do elemento,

€ importante reduzir Npi a pequenos valores aceitdveis. Tem-se comprovado que

aproximagdes obtidos pela reducdo da integragdo possibilitam uma melhor precisdo dos

resultados globais do que integragdes exatas sobre certas circunstancias [2]. Zienkeiwicz [2]
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* estudou que o nimero minimo de pontos de integragio é que ird integrar det(J) corretamente.
Esta ultima condig¢do, embora necessdria, ndo é sempre suficiente; os usudrios devem estar
atentos a possiveis problemas com uma malha contendo um ndmero muito pequeno de
elementos. Para cada ponto de integragdo, uma ou mais equages existem entre as varigveis
nodais do elemento. Portanto, o nimero minimo de pontos de integracio deve sempre permitir
que exista um equilibrio entre o nimero total de equacdes estabelecidas através destes pontos

e 0 nimero total da varidveis desconhecidas apéds a aplicagio das condi¢des de contorno.

4.3 - Solugio de Sistemas de Equacdes Lineares
4.3.1 - Introducao
A solugido do sistema:
(K] {Ca} = {F} (4.6)
¢ um passo muito importante na solugio do método de elementos finitos. O nimero # de
varidveis desconhecidas C, € diretamente pfoporcional ao nimero de nés e também ao ndmero
de graus de liberdade por nés. A precisdo e a drea de aplicagdo do método ¢ limitada somente
pelo nimero de equagdes lineares simultineas, que podem ser resolvidas pelos computadores
atuais. |
Os métodos de soluges sdo geralmente divididos em duas classes:
(a) métodos diretos, também chamados métodos de eliminagio Gaussiana;

(b) métodos iterativos, o mais popular é o de Gauss-Seidel.

Com o passar dos anos, as técnicas iterativas tornaram-se mais efetivas e simples de se
programar do que os métodos de eliminagdo direta. Contudo, pesquisas realizadas sobre
solugBes algoritmicas e programagdo de.computadores, resultaram numa escolha quase-
undnime do método de eliminagdo Gaussiana para construgdo de cédigos computacionais,

devido a sua boa precisio e velocidade de resolugio dos sistemas em geral.
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4.3.2 — Elimina¢ao Gaussiana
As variagGes mais comuns da técnica de Eliminagio Gaussiana, dividem-se em

dois passos:

(a) Triangularizacdo da matriz de coeficientes (também conhecida como processo de reducdo)
Uma série sistemdtica de transformagdes lineares sio aplicadas ao sistema de equagdes a fim

de reduzi-los a um sistema triangular (Ver pardgrafo 5.2.2.1 da referéncia [1]):
N (Ca}= (79
4.7

Para um sistema triangular superior (4.7), a dltima equacio contém somente uma varidvel

(b)Substituicdo anterior

desconhecida e € imediatamente resolvida. As equagdes anteriores possuem duas varidveis
desconhecidas, uma das quais j4 foi calculada. Depois da substitui¢cdo, descobre-se a varidvel
restante. O processo € repetido sucessivamente para cada linha do sistema, de baixo para cima
(Ver pardgrafo 5.2.2.2 da referéncia [1]).
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Capitulo 5 - VARIOS TIPOS DE ELEMENTOS

5.1 - Introducao

Neste capitulo serd introduzido o conceito de elemento de referdncia, algumas
propriedades da fungdo aproximada c(x), a derivada primeira de operadores diferenciais, e
ap0s serdo apresentadas as fungdes de interpolagdo dos elementos mais utilizados na prética.

Das informagdes contidas nos capitulos anteriores e no transcorrer deste, sers possivel
construir as fungdes de interpolagdo <N(u)> e suas derivadas com respeito a u, v para os casos
em 2D e u, ve p(3D), através das relagoes: A

c=<N>{c,}
<N> = <P> [P,]' (5.0

onde [P,] € a matriz nodal de interpola¢do. Para os elementos nao-isoparamétricos, as mesmas
técnicas sdo usadas para construir as fungdes de transformagio geométrica <N*>; Para os

elementos isoparamétricos <N>=<N*>.

5.2. - Elemento de Referéncia

Serd introduzido a fim de simplificar as expresses analiticas de elementos com formas
complexas. Um elemento V' € definido em um espago abstrato, com uma forma geométrica
bem simples. A geometria do elemento de referéncia é mapeado para dentro da geometria do
elemento real, através de expressoes de transformagio geométrica. Por exemplo, no caso de

uma regido triangular:

10 u X

u=<uv>"? X=<xy>

0,0
Elemento de Referéncia Elemento Real
Figura 5.1 - Elemento de referéncia triangular
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As transformagdes ¢ definem as coordenadas de cada ponto do elemento real em
termos das coordenadas abstratas u dos correspondentes pontos do elemento de referéncia.
te:L¢—>xe=xe(u) : 5.1
As transformagdes £ dependem da forma e da localizagdo do elemento real. Assim,
para cada elemento real existe uma transformacio ¢° diferente:

£u—x =x"(ux, x; x1...) (5.2)

As transformagdes ¢° devem satisfazer certas regras, por isto para alcangar tais
propositos, cada transformagdo € escolhida, adotando-se as seguintes propriedades:

- ser mapeado um a um, isto €, para cada ponto do elemento referéncia V, existe um e
somente um ponto no elemento real V*;

- 0s nds geométricos do elemento de referéncia correspondem aos nés geométricos do
elemento real;

- cada por¢do da fronteira de um elemento de referéncia, definido pelos nés
geométricos desta fronteira, correspondem a porgio da fronteira de um elemento real, definido

pelos nds correspondentes.

Note-se que um elemento de referéncia projeta dentro de si todos os elementos reais,

usando diferentes transformagdes ¢°. Veja no exemplo da figura 5.2:

t:u—x(u) = N*(wl{x,} (5.3)
v 1y _\\.
0,1 - x4 Xe
' Z a
X3
3 3 __f_»q
V a2 x‘ a
0,0 10 ¢ x
Espago (wv) Espago real (x,y)

Elemento da Referéncia Elemento Real

Figura 5.2 - Mapeamento do elemento real dentro do
elemento de referéncia
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1 1
Elemento 1: f u—»x" = x'(uxy, x3, x2)
2 2 2
Elemento 2 : ¥ u—x" = x"(u,x1, x5, X3)
3 3
Elemento3:F u—»x = x (u,xs, X4, X3)

Além disso, fungdes de transformacdo idénticas serio usadas para todas as trés

coordenadas.

x(u) = < N*(u) >{ xn)
y(@) = < N*(u) >{ yn}

z(u) = < N*(u) >{ zn}

Para o exemplo anterior:

X

* * * *
x(u,v) = Ny (u,v)x; +N2(u,v)xj +Ny(u,v)xp =<N > X
Xk
Yi

* * % *
y(u,v) =Ny (u,v)y; +N2(u,v)yj +N3u,v)yp =<N > Yj

Yk
onde (u,v) pertencem a V.
As fungdes N*, normalmente escolhidas como polindmios em u, sio chamadas
“fungdes de transformagdo geométrica”. Pode-se agora, considerar (5.3) como uma
aproximagdo nodal do sub-dominio para fungdes x(u).e y(u). As fungdes N*;, devem ser

escolhidas de tal forma que satisfacam as propriedades descritas anteriormente.

5.2.1 - Forma Algébrica da Fungio Aproximada c(x)
Inicialmente, serd escolhido uma série de n nés de interpolagdo de
coordenadas x; no dominio. V. Estes nés ndo precisam coincidir com 0s nés geométricos. Para

cada elemento V*, serd usado uma aproximacéo nodal para a fungdo exata ce(x):
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3|

C
Cex(0) = () =< N1 (x) N2(x)..N , (x)> 2 =<N(x)>{c,} (5.4)

Onde x pertence a V. ¢y, ¢a,..., ¢u, s30 valores de c,, , para 0s nés de interpolagio n°. N(x) sdo
as fungbes de interpolagdo. Agora, troca-se a aproximagdo sobre o elemento real pela

correspondente aproximagao sobre 0 elemento de referéncia:

Cex(tt) = c(x) = <N(u)> {cn} (5.5)

onde {c.} sdo as varidveis nodais do elemento, e <N(u)> sio as fungdes de interpolagio do
elemento de referéncia.

Em geral, as fungdes N(x) sdo usadas somente para os elementos mais simples. As
fun¢des N(u), onde x e u estdo relacionadas pela transformacio t, € definida por (5.3).

Na expressdo (5.4), as fungdes N(x) dependem das coordenadas nodais de cada
elemento, logo, sdo diferentes para cada elemento. Por outro lado, na expressao (5.5), as
fungGes N(u) sdo independentes da geometria do elemento real V°. Assim, uma tnica série de

fungdes N(u), para o mesmo elemento de referéncia, pode ser usada em todos os elementos.

5.2.2 - Propriedades da Fungao Aproximada c¢(x)
(a) Propriedade fundamental da aproximagdo nodal
Os valores da fungdo aproximada c(x), coincidem com os valores da fungdo

exata c.x(x) para todos os nds de interpolagio:

9|
2
cex(xi)=c(x,-)=ci =< Nl(x,-) N2(x,-)...>
(5.6)
€ e
0 sei#j
Nj(x;)= L
1 sei=j

Similarmente, usando a aproximagdo sobre o elemento de referéncia:
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9
)
Cox ;i) =c(u;) =c; =< Ny(u;) Nop(u;)...>
c . (5.7)
N'(u_)z{o se [ # ]
J 1 sei=j

(b) Continuidade dentro do elemento
Se a fungdo c(x) é requerida para ser continua junto com todas as suas
derivadas superiores de ordem s, as funges de interpolagdo Ni(x) de mesma qualidade podem

ser usadas.

(¢) Fungdes de interpolagdo de um polinémio completo

O erro de truncamento: e(x)=c(x)-c.(x), pode ser reduzido pela diminuig¢do no
tamanho dos elementos. Para muitos problemas, também & necessdrio diminuir o erro sobre as
derivadas das fungdes de aproximagdo. Para assegurar que o erro ¢ — c,, tenda a zero com a
diminui¢do no tamanho do elemento, € essencial que a aproximac¢io ¢ contenha termos
constantes nio-nulos, sendo assim, ¢ serd capaz de representar exatamente a fun¢do constante
Cex dentro do elemento. Para assegurar que o erro da derivada também tenda a zero é
necessario que exista um termo em x. Assim, se 9¢,,/ox for constante, dc/ox serd capaz de
representd-la exatamente. Em geral, se os erros sobre c., ¢ suas derivadas de ordem superior
estiverem diminuindo com o tamanho do elemento, a expressao (5.4) pode conter um
polindmio completo de ordem s. Além disso, se a funcdo ¢ e suas derivadas, sdo continuas

sobre a fronteira comum com os elementos adjacentes, entdo os erros de truncamento para c.

e suas derivadas tenderdo a zero em toda parte do dominio V, incluindo as fronteiras.

Definigoes:
- Se somente os valores das fungdes s3o continuos sobre a fronteira, a fun¢do € chamada de

classe C°. Quando a fun¢do e suas primeiras derivadas sdo continuas, ela é de classe C'. Em
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geral, se a funcdo e todas as suas derivadas superiores de ordem o sdo continuas, ela &
chamada de classe C*

- Um elemento serd isoparamétrico, se as fungdes de transformagio geométrica N*(u) forem
idénticas as fungOes de interpolagdo N(u). Para cada elemento, os nés geométricos sio
idénticos aos nds de interpolagao.

- Um elemento serd pseudo-paramétrico, se suas fungdes N*(u) e N(u) forem polindmios
diferentes construidos com 0 mesmo mondmio.

- Um elemento serd sub-paramétrico quando os polindmios geométricos N*(u) forem de
ordem menor que as do polindmio de interpolagio N(u). Caso contrdrio, serd super-
paramétrico.

- O niimero de varidveis nodais associado com o nimero total de nds de interpolagio de um

elemento, é chamado de graus de liberdade(ny).

5.3 — Transformacao dos Operadores Diferenciais
5.3.1 — Generalidades
As equagdes governantes de um problema fisico sdo escritas no dominio real, e
envolvem fungdes desconhecidas c.. e suas derivadas: dc./0x, dc./dy, etc. Visto que a
aproximagdo (5.4) no espago do elemento real é frequentemente muito complicado, & mais

conveniente trabalhar no espago do elemento de referéncia (5.5):

Cex = C(X) = <N(u)> {c,} (5.8)

junto com a transformacgio (5.3).
t:u—x(u) = N*(u)]{x,}
xX=<xyz>

u=<uvp> (5.9

A transformag¢do sendo uma a uma, obtém-se:

! x>u=u(x) (5.10)
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Uma vez que a transformago inversa ¢’ ¢ geralmente dificil de ser construida, exceto para
elementos muito simples, € mais conveniente realizar todas as operagdes com o elemento de
referéncia. Para expressdes contendo derivadas com relag@o ao espago real (x,y,z), é necessdrio
obter expressdes equivalentes no espago do elemento de referéncia (u,v,p). Tais expressdes

dependem da matriz Jacobiana [J] da transformagio.

5.3.2 -~ Derivada Primeira

Usando as regras de cdlculo em vigor, obtém-se a seguinte expressio:
. -

o) [ » ]9
Mz rely

G| 9 |l

av dv dv v ||ay ©.112)
EANE
9p) L9 I Ip oz

<

Ou
{0u}=[J1{0x} (5.11b)

onde [J] € a matriz Jacobiana da transformac¢do geométrica. Uma expressdo similar consiste

em trocar as derivadas do espago real pelas do espago de referéncia.

I — = —— — —[K—>3 (512&)

Assim,

{0x}=[j 1{9.} (5.12b)
Substituindo (5.12b) em (5.11b):

[i1=01" (5.12c)
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Determinagio da forma explicita [ j ], para casos em duas e trés dimensdes:

* Duas dimensoes:

J J _ 1 J -J
[J]= 11 12 : [J] 1 - 22 12 (5.13)
121 122 detJ —J21 Jll

* Trés dimensdes:

Ju J12 ‘]13 122]33_-]32*]23 J13J32_112]33 112]23—]13‘]22
[J]= le J22 ]32 ; [J]_l =m 131123_]21-]33 111]33_113]31 121]13_123-]11
J31 J32 Js3 121]32_J31J22 -112J31"J32J11 J11J22"112~]21

onde:

det(J) = Juu(Vaz J33 = J32 J23) + J12(J31 o3 — Joy J33) + Jis(Fay Jaa — T3y Joa) - (5. 14)

Computagdo dos termos de [J]

Os virios termos de [J] sdo obtidos diretamente pela diferenciagio da expressao (5.3),

reescrita da seguinte forma:

<xyz>=<N*u)>[{xn} {yn} {z4}] (5.15)
{xn}.{yn},{2zx} s@0 as coordenadas nodais geométricas. A matriz Jacobiana &:
9
du < NT‘ >
0 *
[]1=95-p<xyz>=<N > [{x,} {yp} {zp}]
v A (5.16)
i < N’p >
(9P|
(Bxn®) (n€x3)

Ela € obtida pelo produto de duas matrizes, uma contendo as derivadas das fungdes de
transformagdo geométrica com respeito ao espago do elemento de referéncia, e outra contendo

as coordenadas reais dos nés geométricos do elemento.
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Transformagdo de uma integral
Uma mudanga de varidveis em (5.9), permite-nos mudar a integra¢do de uma fungéo f

no dominio real V°, em uma simples integra¢do no espago do elemento de referéncia V.

Jye f(x)dxdydz = fyr f(x(u))det(J)dudvdp (5.17)

5.4 — Elementos Triangulares
5.4.1 - Sistema de Coordenadas

Para todos os elementos triangulares, o seguinte elemento de referéncia

serd utilizado:

o,.0 1.0 M
Figura 5.3 - Coordenadas do elemento
de referéncia Triangalar

As coordenadas (u,v) também podem ser interpretadas como coordenadas curvilineas

de um elemento real. Por convengéo, 0s nés sdo numerados no sentido anti-hordrio.

5.4.2 — Elemento Linear(tridngulo, trés nés, C°)

v

C3

=2} [~} u
s ¢
n*=3, n=3, n,=3 v
Figara 5.4 - Elemento Trangular Linear

Os nés geométricos e os de interpolagdo sdo idénticos.

Base polinomial: <P>=<1 u v> (5.18a)
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< P(uy)> 1 00
[P,]=|< Puy) > |, (P, =|-11 0 (5.18b)
< P(uz) > -1 0 1

Substitui-se  <P>e [P,]" em (5.0) para obter-se N, isto vale para todos os elementos.
As fungbes de Transformagdo Geométrica (idénticas as Fungdes de Interpolacio), bem

como suas derivadas, sdo dadas na Tabela 5.1:

Né {N} {aNfau} | {aN/av}
1 l-u-v -1 -1
2 u 1 0
3 v 0 1
Tabela 5.1 - FungGes de forma e suss denvadas,
do elemento Triangular Linear

Apresentagdo da matriz Jacobiana e do determinante:

[J] =|:x2 X

Y2=N
X3 =X

X3 — X (5.18c¢c)

det(J) =24 = (x2 —x1)(y3 — y1) = (x3 —x1)(y2 = »1)

Onde A € a drea do tridngulo.

5.4.3 — Tipo Lagrangiano(continuidade C%)
Estes elementos sio obtidos pelo aumento do nimero de nés de
interpolagdo sobre a fronteira e no interior dos elementos. Alguns dos nés geométricos,
fungbes geométricas N* e Matrizes Jacobianas [J] vistas anteriormente sio preservadas. Estes

elementos sdo sub-paramétricos.
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5.4.3.1 - Elemento Quadriatico(tridngulo, seis nés, C%)

v

c c
H i t
Yo
o 4G e N
G
(2] G
1 2 ,
Cy c, c; u X
VT v*
n=6, ns=6

Figura 5.5 - Elemento Triangular Quadritico

Base polinomial: <P>=<1uv u* w V> (5.19a)

Coordenada dosnés: <u>=<0 0; %2 0;1 0; ¥ %, 01; 0 Y¥b>

<Xi> =< X1 Y1; X2 Y2; X3 V35 X4 Y45 X5 Ys; X Y6 >

onde:
X2 = Y2 (x1+ x3)
X4 = Y2 (x3+ x5)

Xs =12 ()C5+ x1)

1 0 0 0 0 0
-3 4 -1 0 0 0
Pl -3 0 0 0 -1 4 (5.195)
" 2 -4 2 0 0 0
4 -4 0 4 0 -4
2 0 0 0 2 -4

As funges de Transformag¢do Geométrica (idénticas as Fung@es de Interpolagio), bem

como suas derivadas, sio dadas na Tabela 552:



Né| {N} {aNfau} | {aN/av}
1] -t(1-2t) 1-4t . 1-4t
2 dut 4(t-u) 4u
3| -u(l-2u) | -1+4u 0 t=1-u-v
4 duvy 4v 4u
51 -u(l-2v) 0 -1+4v
] 4vt -4v 4(t-v)
Tabela 5.2 - Fungdes de forma e suas derivadas,
do elemento Triangular Quadrético

5.4.3.2 - Elemento Ciibico Completo(tridngulo, dez nés, C%)

1

o7

34—

10N

9

1 2 3 4 n
n=10, ns=10
Figura 5.6 - Elemento Triangular Cibico

As fungdes de interpolagdo &, podem ser obtidas diretamente pela férmula:

.. 1 e Iy k=lp—pl—u—v
NG, j k) = T] =l pp o A-u-v)
1=0 1=i m—g m—j y=0 n-—k

(5.20a)

Onde: i e j sdo os nés do elemento;
k=r—i-j;
r € a ordem do polindmio.

2 2 3

Base polinomial: <P>=<1 u v u* w V' ¥ v w® VvV > (5.21)

39
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1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ]
-55 9 —45 1 0 0 0 0 0 0
-55 0 0 0 0 0 1 —45 9 0
9 -225 18 -45 0 0 0 0 0 0
P T - 18 -225 45 0 -45 -45 0 45 -225 27
El=l g 0 0 0 0 0 -45 18 =225 0
-45 135 -135 45 0 0 0 0 0 0
-135 27 -135 0 135 0 0 0 135 =27
-135 135 0 0 0 135 0 =135 27 -27
| -45 0 0 0 0 0 45 -135 135 0 |

As fungdes de Transformagio Geométrica (idénticas as Fungdes de Interpolagio), bem

como suas derivadas, sio dadas na Tabela 5.3:

Né c.[N] c.{dN/3u} c.{dN/dv} c
1 t(-143t)(-2+31) -2+18t-27¢ -2+1 81278

2 Otuf-1+3t) Ot(-143t-6u)+9u -Su(-146t)

3 9tuf-14+3u) Ou(1+6t-3u)-9t -9uf-1+3u)

4 uf-14+3u)(-243u) 2-18u 2 0

5 Suv(-1+3u) Sv(-1+6u) 9uf-1+3u) 12 t=1-u-v
é Suv{-14+3v) Ov(-143v) Oul-14+6v)

7 v(-143v)(-243v) ] 2-18vH27v?

8 Otv(-1+3v) Sv(-1+3v) w{1+6t-3v)-5t

9 Ot(-1+3t) -Ov(-1+6t) (-1 +3t-6v)+9v

10 Sdhvt S4v(t-u) 54uft-v)

Tabela 5.3 - Fungdes de forma e suas derivadas, do elemento Triangular Ciibico

5.5 — Elementos Quadrilateros
5.5.1 - Sistema de Coordenadas

Para todos os elementos de referéncia, o seguinte sistema de referéncia

serd utilizado:

—
—

1)

(-L1)
4

1 2
1.1 (N

Figura 5.7 - Coordenadas do elemento
de referéncia Quadrilitero
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As coordenadas (#,v) também podem ser interpretadas como coordenadas curvilineas

de um elemento real.

Por convengdo, os nds sdo numerados no sentido anti-hordrio.

5.5.2 - Elemento Bilinear(quadrilatero, quatro nés, C°)

7
Cq [ y o

4 3

C4
u
[

1 2 Nl

Cq c; X

T v

n*=4 n=4 ny=4

Figura 5.8 - Elemento Quadrilitero Bilinear

O elemento € iso-paramétrico.

Base polinomial: <P>=< 1 uv w >

< P(up) > 1 1
< P(uy) > _ 1]—-1 1
[P,]= AR
<P(uz)> 41-1 -1
< P(ug) > 1 -1

— i e

(5.22a)

(5.22b)

As fungdes de Transformagio Geométrica (idénticas as Fungdes de

Interpolagdo), bem como suas derivadas, sio dadas na Tabela 5.4:

Né| c{N} c{3N/3u} | c{aN/av} | ¢
[ (1-u){1-vw) -1+v -1+u
2 1 (1+u)(1-w) l-v -1-u 1
3 1 (1+u)(1+v) 1+vy 1+u 4
4 1 (1-w(+v) | -1-v l-u

Tabela 5.4 - Fungdes de forma e suas derivadas,

do elemento Quadrilitero Bilinear
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5.5.3 — Elementos Lagrangianos de Ordem Superior(C")
5.5.3.1 - Quadratico Incompleto(quadrilatero, oito nés, C°)

vt
1
7 (] 5
4]8 4y
K
1 2 3
£
-yr

n=8 ny=§

Figara 5.9 - Elemento Quadnlitero
Quadritico Incompleto

Base polinomial: <P>=<1 u v u* w V' v w? > (5.23)

Este elemento possui continuidade da classe C°.

As fungdes de Transformagdo Geométrica (idénticas as Fungbes de

Interpolag@o), bem como suas derivadas, sio dadas na Tabela 5.5:

Né {N} {aNf3u} {aN/av}
1 -Q-u-w)(+uv)id | (1-v)(2u+v)i4 (1-w)(u+2v)/4
2 | (1-ud(1-w)f2 -(1-v)u -(1-ud)f2
3 [ -(1+rw(1-w)(1-utv)f4 (1-v)2u-v)/4 -(1+W)(u-2v)/4
4 | (1+uw)(1-v¥df2 (1-vd)/2 -(1+u)v
5 [-(1+w)(1+9)(1-u-v)/4 (1+v)(2utv)f4 (1+uy(ut2v)f4
6 | (1-uD(1+v)/2 -(1+v)u (1-udf2
7 | -(1-w(1+v)(1+u-v)i4 (1+v)(2u-v)f4 -(1-u)(u-2v)/4
8 | (1-u)(t-vd)f2 -(1-v3/2 -(l-u)v

Tabela 5.5 - FungGes de forma e suss derivadas, do elemento Quadrilétero Quadrético Incompleto
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5.5.3.2 — Cdbico Incompleto(quadrilitero, doze nés, C*)

e

—

0

.

o

8 7

173811 L

-1/3012 ¢s
1 2 | 3 4

A3 13

——3%

—
w

n=12 n,=12
Figara 5.10- Elemento Quadrilitero
Cibico Incompleto

Base Polinomial: <P>=< 1 u v u* w vV & v w® Vv > w® > (5.24)

As fungdes de Transformagio Geométrica (idénticas as Fung¢oes de Interpolagdo), bem

como suas derivadas, sio dadas na Tabela 5.6:

N6 c.{N} c.{aN/au} c.{3N/av} c
1| (1-w-wit (1-9(10/9+2u-3u2-v®) | (1-w)(10/9+2v-u*-3v3)

2 | (1-3w)(1-ud)(1-v) | (1-v)(-3-2u+%ud) (-1+u?)(1-3u)

3 | (+3u)(1-vd)(1-v)| 1-v)(3-2u-9ud) (- 1+ud)(1+3u)

4 | (1+u)(l-v)t (1-9)(-10/9+2u+3u+v?) | (1+u)(10/9+2v-u-3vd)

5 | (1+w)(1-3v)A-v) | (1-vD(1-3v) (1+u)(-3-2v+9v?)

6 | (IH+w)(1+3v)(1-v3) (1-v)(1+3v) (1+u)(3-2v-9v3) 9/32
7 | (+u(1+vt (1+v)(- 10/9+2u+3uvd)| (1+u)(-10/9+2v+ud+ 3v2)

8 | (1+3w(1-vd)(1+v) (1+v)(3-2u-9ud) (1-u3)(1+3u)

9 | (1-3w)(1-ud(1+v) | (1+v)(-3-2u+9u?) (1-ud)(1-3u)

10 | (1-wy(1+v)t (1+v)(10/9+2u-3u-v?) | (1-u)(-10/9+2v+u+3v?)

11 | (1-u)(+39(1-vd) | -1+vd)(1+3v) (1-u)(3-2v-9v%)

12 | (1-w)(1-3n(1-v3) | (-1+vH(1-3v) (1-u)(-3-2v+9v?)

Tabela 5.6 - FungGes de forma e suas derivadas, do elemento Quadrilitero Ciibico

t=-10/9 +ud +v2



5.6 — Elementos Tetraédricos(trés-dimensoes)
5.6.1 — Sistema de Coordenadas

Para todos os elementos tetraédricos, o seguinte elemento de referéncia

serd utilizado:

w30
vz20
rz0
l-uv-r 30

AR

Figura 5.11- Coordenadas do elemento
de referéncia Tetraédrico

Como nos casos anteriores, as coordenadas (u,v,p) também podem ser interpretadas

como coordenadas curvilineas de um elemento real.

5.6.2 — Elemento Linear(tetraédro, quatro nés, C%)

n¥=4 n=4 n4=4
Figura 5.12 - Elemento Tetraédrico Linear

Os quatro nés geométricos sio idénticos aos nés de interpolacio, isto &, o elemento &

1soparamétrico.

Base polinomial: <P>=<luvp> (5.25a)



<P(uy) > 1 0 0 O
<Puy) > 1 |-1'1.00
P,1= Pl = 5.25b
Fal < P(uy) > =001 o (-250)
< Puy)> -1 0 0 1

como suas derivadas, sdo dadas na Tabela 5.7:

Nel (N} {aNfau} | {aNfav} | {aNfap}
1| 1-u-vp -1 -1 -1
2 u 1 0 0
3 v 0 1 0
4 P 0 0 1

Tabela 5.7 - Fungdes de forma e suas derivadas, do elemento
Tetraédrico Linear

A matriz Jacobiana é:

X2—=X Y271 22—
VI=|x3—-x1 y3—-y1 z3—17 det(J) =6V (5.25¢)
X4—X1 Y4—)Y1 2472
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As fungdes de Transformagdo Geométrica (idénticas as Fungdes de Interpolagio), bem

Onde: V € o volume do elemento real.

5.6.3 — Elementos Lagrangianos de Ordem Superior(C")
5.6.3.1 — Quadratico Completo(tetraédro, dez nés, C%)

Figura5.13 - Elemento Tetraédrico Quadrético

A representagdo geométrica linear dos elementos anteriores é preservada. A base

polinomial completa é:



<P>=<1uvpu2uvp2vpp2up>
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(5.26)

As fungdes N sdo facilmente derivadas do elemento triangular quadratico.

As fungdes de Transformagdo Geométrica (idénticas as Fungdes de Interpolagio), bem

como suas derivadas, sio dadas na Tabela 5.8:

N$ {N} {3N/3u} {aNfav} | {aN/3p}

1| -t(1-2t) 1-4t 1-4t 1-4¢

2 4ut 4(t-u) -4y -4u

3| ul-2w -1+4y 0 0

4 4uv dv 4u 0

51 -v(1-2v) 0 -1+4y 0

6 4vt -4y 4(t-v) -4y

7 4pt -4p -4p 4(t-p)
3 4up 4p 0 4u

9 4vp 0 4p 4y

10| -p(1-2p) 0 0 -1+4p t=1-u-v-p

Tabela 5.8 - Fungdes de forma e suas derivadas, do slemento Tetraédiico Quadrdtico

5.6.3.2 — Cibico Completo(tetraédro, vinte nés, C°)

Figura 5.14 - Elemento Tetraédrico Cibico

A base polinomial é:

2v uv2 v3 V2p sz p3 up2

(5.27)

<P>=<1uvp v w vzvpp2 up W u

u’p uvp >

As fungbes de Transformacdo Geométrica (idénticas as Fungdes de Interpolagio), bem

como suas derivadas, sdo dadas na Tabela 5.9:



Né c.{N} ¢.{aN/au} c.{aNfav} c.{aN/ap} c

D[ t(-1430(-2+38) | (-2+18t-27) | (-2+18t-27t2) (-2+18t-2783)

2| Stu(-1+3t) | 9(H(-1+3t-6u)tu)|  -Su(-1+6t) -9u(-1+6t)

3 Stu(-1+3u)  |-9(u(l+6t-3u)-t) -9u{-1+3u) -Su(-1+3u)

4 [u(-1+3u)(-2+3u) | (2-13u+27ud) 0 0

5 Yuw(-1+3u) 9v(-1+6u) Ju(-1+3u) 0

6 uv(-1+3v) Sv(-1+3v) Su(-1+6v) 0

7 | v(-1+39)(-2+3v) 0 (2-18v+2742) 0

8 Stv(-1+3v) -9v(-1+3v) S(w(1+6t-3v)-t) -9v(-1+3v)

9 | Otw(-1+3t) Gv(-1468) [ Q(-1+3t-6v)+v) | -Su(-1+6t) 1
10 S4uvt 54v(t-u) S4u(t-v) -54uv 2
11 9tp(-1+3t) -9p(-1+6t) -9p(-1+6t) 9(t(-1+3t-6p)+p)

12 S4upt 54p(t-u) -54up 54u(t-p)

13 Sup(-1+3u) 9p(-1+6u) 0 Su(-1+3u)

14 27uvplic 27vplc 27uplc 2Tuvic

15 9vp(-1+3v) 0 9p(-1+3v) Sv(-1+3v)

16 54wpt -S4vp 54p(t-v) 54v(t-p)

17 9tp(-1+3p) -9p(-1+3p) -Sp(-1+3p) S(p(1+6t-3p)-t)

18 Sup(-1+3p) 9p(-1+3p) ' 0 Su(-1+6p)

19 Svp(-1+3p) 0 9p(-1+3p) 9v(-1+6p)

20 | p(-1+3p)(-2+3p) 0 0 (2-18p+27pd)
Tabela 5.9 - Fung8es de forma e suas derivadas, do elemento Tetraédrico Cibico

5.7 — Elementos Hexaédricos(trés-dimensoes)

5.7.1 - Elemento Trilinear(hexaédro, oito nés, C°)

Este elemento € isoparamétrico, e a sua base polinomial é:

yr w=g n=8 ny=8
Figura 5.15 - Elemento Hexaédrico Trilinear

Ve

<P>=<1uvpwvwu wp >

t=1-u-v-p
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As fungdes de Transformagdo Geométrica (idénticas as Fungdes de Interpolagio), bem

como suas derivadas, sdo dadas na Tabela 5.10:

Né c{N} c.{aN/3u} c.{aNfav} c.{aN/fap} c
L Qwd-wl-p) | -(1-w)1-p) -(1-u)(1-p) -(1-w)(1-v)

2 | (+w(-v(1-p) | (1-v)(1-p) -(1+u)(1-p) -(1+u)(1-v)

3] (+a+v)(l-p)|  (1+w)(1-p) (1+w)(1-p) -(1+u)(1+v)

4| -w(+v(t-p) | -(1+v)(1-p) (1-u)(1-p) -(L-u)(1+v) 1
5| -w(l-w)(I+p) | -(1-v)(1+p) -(1-u)(1+p) (1-u)(l-v) 8
6 | Q+u)(1-v)(1+p)|  (1-v)(1+p) -(1+u)(1+p) (1+u)(1-v)

7 | (+u(+v)(1+p)  (1+w)(l+p) (I+u)(1+p) (1+u)(1+v)

8 | -w(+n)(I+p)| -(1+w)(l+p) (1-u)(1+p) (1-u)(1+v)

Tabela 5.10 - FungSes de forma e suas derivadas, do elemento Hexaédrico Trilinear

5.7.2 — Elementos Lagrangianos de Ordem Superior(C®)
5.7.2.1 - Quadritico Incompieto(hexaédro, vinte nés, C°)
Este elemento € muito popular, e possue o seguinte mapeamento

geométrico isoparamétrico:

- —
S > ANUN ST

s
(¥

1n=20 ng=20
Figura 5.16 - Elemento Hexaédrico Quadritrico
Incompleto
A base polinomial é:
<P>=< 1 u v p Wwowv WV vp p2 up v w? vzp vp2 up2

ulp  uvp W wip uvp® > (5.29)

As fungbes de Transformagdo Geométrica (idénticas as Fungdes de Interpolagdo), bem

como suas derivadas, sdo dadas na Tabela 5.11:



N6 {N} {aN/au}
1 | Q-w(1-v)(1-p)(-2-u-v-p)/3 -(1-v)(1-p)(-1-2u-v-p)/8
2 | (1-vd{1-v)(1-p)/4 -u(l-v){1-p)2
3 | (I+w(1-v)(1-p)(-2+u-v-p)/8 (1-w)(1-p)(- 1+ 2u-v-p)/8
4 | (1+u)(1-vd(1-p)/4 (1-v3(1-p)/4
5 [ (r)A+n(L-p)(-2+utrv-p)8 | (L+w)(1-p)(-1+2u+v-p)/8
6 {(1-udDA+v)(1-p)f4 -u(1+v)(1-p)/2
7 {1+ (1-p)(-2-utv-p)/8 | -(1+v)(1-p)(-1-2u+v-p)/8
8 [(1-wy(1-vH(1-p)f4 -(1-v(1-p)4
9 [(T-w(1-p3H(1-v)i4 -(1-v)(1-pD/4

et e
[= T W N PN 8 ]

(1I+w)(1-pH(1-v)i4
(1+u)(1-pH(1+v)f4
(1-wy(1-pH(1+v)i4
(1-w(1-w(1+p)(-2-u-v+p)f8
(1-ud(1-w)(1+p)/4
(1FW(1-v)(1+p)(-2+u-v+p)/8
(+u)(1-v)(1+p)/4

(1-v)(1-pHi4
(1+v)(1-pH4
-(1+v)(1-p2)f4
-(1-9)(1+p)(-1-2u-v+p)/8

-u(l-w)(1+p)/2

(1-)(1+p)(- 1+ 2u-v+p)/8
(1-v)(1+p)/4

17 | (IH+w(1+n0(1+p)(-2+utv+p)f8]  (1+v)(1+p)(- 1+2u+vtp)/3
13 | (1-ud)(1+v)(1+p)f4 u(l+v)(1+p)/2
19 1 (1- w1+ I+p)(-2-urwtp)8 | -(1+0)(1+p)(-1-2utvp)i’
20 | (1-w)(1-vD)(1+p)/4 -(1-v3)(1+p)/4
Né {aN/ap} {3N/av}
1 -(1-w(1-p)(-1-u-2v-p)/8 -(1-w(1-v)(-1-u-v-2p)/8
2 -(1-ud)(1-p)4 -(1- v (1-v)/4
3 -(1+u)(1-p)(-1+u-2v-p)/8 -(1+u)(1-v)(-1+u-v-2p)/8
4 | -v(1+w)(1-p)y/2 -(1+u)(1-v3)/4
5 (1+w)(1-p)(-1+ut+2v-p)/8 -(1+u)(1+v)(- 1+utv-2p)/8
6 (1-ud(1-p)/4 -(1-u)(1+v)/4
7 (1-u)(1-p)(-1-u+2v-p)/8 -(L-w(1+9)(-L-utv-2p)8
8 | -v(t-u)(1-p)/2 -(1-u)(1-vD)f4
9 -(L-u)(1-pD/4 -p(1-u)(1-v)/2
10| -(1+u)(1-p2/4 -p(1+u)(1-v)2
11 (1+u)(1-p?/4 -p(L+w)(1+v)/2
12 (1-w)(1-p?/4 -p(l-u)(1+v)/2
13| -(1-w(1+p)(-1-u-2v+p)/8 (1-w)(1-w)(-1-u-v+2p)/8
14 -(1-ud(l+p)4 (1-ud)(1-v)/4
151 -(1+w)(1+p)(-1+u-2v+p)/8 (1+w)(1-v)(-1+u-v+2p)/8
16 | -v(l+u)(1+p)f2 (1-v3(1+u)f4
171 (+w)(1+p)(-1+u+2v+p)/8 | (1+u)(14+v)(- 1+utv2p)/8
18 (1-ud)(1+p)/4 (1-uD(1+v)f4
19 (L-u)(1+p)(-1-ut2v+p)/8 (1-wy(1+v)(-1-u+v+2p)/8
20 | -v(l-u)(1+p)/2 (1-u)(1-vd/4

Tabela 5.11 - Fungdes de Forma e suas derivadas, do elemento Hexaédrico

Quadrdtico Incompleto
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5.7.2.2 - Cabico Incompleto(hexaédro, trinta e dois nés, C°)

n=32 ny=32

Figura 5.17 - Elemento Hexaédrico Cibico Incormpleto

A base polinomial é:

<P>=< 1

u v p u

2

w Vovp ptouwp utv w?

u’p  uvp Wvp wp ouvp? >

v’p vp® up

2

(5.30)
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As fungbes de Transformagdo Geométrica (idénticas as Fungdes de Interpolacio), bem

como suas derivadas, sdo dadas na Tabela 5.12:

—_— et i e
o BRWw

(L-w(1-v)(1-pH(d-ep)c

(I+u)(1-v)(1-pH(d-ep)c
(1+u)(1+v)(1-p?(d-ep)c
(1-u)(1+v)(1-p?(d-ep)c

Né {N} {3aN/au}

1| (1-w(1-w(1-p)(-btu@+pda (1-9)(1-p)(b-3ud-v2-pH2y)a

2 | (1-vd(d-ev)(1-v)(1-p)c (1-w)(1-p)(-e-2fNutud)c

3 | (1-ud(d+ew)(1-v)(1-p)c (1-9)(1-p)(e-(2/9u+ud)c

4 | (1+u)(1-v)(1-p)(-brurw+pda (1-9)(1-p)(-b+3udtv2+pH2u)a
5 | (I+w)(1-v)({d-ev)(1-p)c (1-v9)(d-ev)(1-p)c

6 | (I+w)(1-vd(d+ev)(1-p)c (1-v3)(d+ev)(1-p)c

7| (HFwA+n(-p)(-brudtw+pda | (1+v)(1-p)(-b+3uva+pa+ 2u)a
8 | (1-ud)(d+eu)(1+v)(1-p)c (1+w)(1-p)(e-(2/9u-ud)c

9 | (1-ud({d-ew)(1+v)(1-p)c (1+v)(1-p)(-e-(2/Fu+ud)c
10 | (1-w)(1+v)(1-p)(-brudi+pda (1+v)(1-p)(b-3u-w-pH+2u)a
11 | (1-u)(t-vd)(d+ev)(1-p)c -(1-v3)(d+ev)(1-p)c

12 | (1-w(1-v)(d-ev)(1-p)c -(1-v3)(d-ev)(1-p)c

-(1-v)(1-p?(d-ep)c

(1-v)(1-pH(d-ep)c
(1+v)(1-pD)(d-ep)c

-(1+v)(1-p?)(d-ep)c

17 | (1-w)(1-v)(1-p?)(d+ep)c -(1-v)(1-pH(d+ep)c

13 | (I+w)(1-w)(1-pA)(d+ep)c (1-v)(1-pA(d+ep)c

19 | (1+u)(1+v)(1-pH(d+ep)c (1+v)(1-p)(d+ep)c

20 | (L-w(1+v)(1-pH(d+ep)c -(1+v)(1-pD(d+ep)c

21 | (Lu)(l-v)(1+p)(-brudkw+pda | (1-v)(1+p)(b-3ud-v2-pH+2u)a
22 | (1-ud)(t-v)(1+p)(d-eu)c (1-9)(1+p)(-e-(2/9u+ul)c

a= 9/64
b=19/9
c=281/64
d= 1/9
e= 143




Né {N} {3aN/au}
23 | (1-ud(1-v)(1+p)(d+eu)c (1-w)(1+p)(e-(2/9)u-ud)c
24 | (1+w(1-v)(1+p)(-brudt+pda | (1-v)(1+p)(-b+3udv+pH2u)a
25 | (1+u)(1-v)(1+p)(d-ev)c (1-v3(1+p)(d-ev )c
26 | (1+w)(1-v)(1+p)(d+ev)c (1-v®(1+p)(d+ev e
27 | (I+u)(1+w)(1+p)(-brudrd+pda | (1+v)(1+p)(-b+3udw+p+2u)a
28 | (1-ud(1+v)(1+p)(dteu)c (1+w)(1+p)(e-(2/9)u-ud)c
29 | (1-ud(1+v)(1+p)(d-eu)c (1+v)(1+p)(-e-(2/9)u+ud)c
30 | (L-u)(I+w)(I+p)(-brudr+pda | (14v)(1+p)(b-3u-v2-p2+ 2u)a
31 | (1-w)(1-v3(1+p)(d+ev)c -(1-vB(1+p)(d+ev)c
32 | (1-u)(1-v3(1+p)(d-ev)c -(1-v3(1+p)(d-ev)c
Né {aN/ap} {aNfav}
1| (1-u)(1-p)(b-u?-3v2-p>2v)a (1-w)(1-v)(b-u2-v2-3p2+2p)a
2 |-(1-wd(1-p)(d-ev)c -(1-ud)(1-v)(d-eu)c
3 |-(1-ud)(1-p)(dtev)c -(1-ud)(1-v)(d+eu)c
4 | (1+u)(1-p)(b-ud-3vi-pH2v)a (1+w)(1-v)(b-ud-v2-3pH2p)a
5 | (1+u)(1-p)(-e-(2/9w+vd)c -(1+w)(1-v)(d-ev)c
6 | (1+uy(i-p)(e-(219)v-vi)c -(1+u)(1-vd)(d+ev)c
7 | (1+u)(1-p)(-b+udt3w+pH2v)a (1+u)(1+v)(b-u-v2-3p3+2p)a
8 | (1-wi)(1-p)(dtev)c -(1-u)(1+v)(d+eu)c
9 | (1-udh(1-p)(d-ev)c -(1-vd)(1+v)(d-eu)c
10 | (t-u)(1-p)(-brudt3v+p2v)a (1-w)(1+v)(b-ud-v2-3p2+2p)a
1 (-w)(1-p)(e-(2/9)v-vd)c -(L-w)(1-vD(d+ev)c
12 | AQ-w(1-p)(-e-(2/9)v+vc -(1-w(1-vd(d-ev)c
13 {-(1-u)(1-pH(d-ep)c (1-w)(1-v)(-e-(2p+p?c
14 |-(1+u)(1-p(d-ep)c (I+uw)(1-v)(-e-(2/9)p+pc
15 [ (1+u)(1-p?(d-ep)c (I (1+v)(-e-(2/9)p+pIc
16 | (1-u)(1-pD(d-ep)ec (L-w)(1+v)(-e-(2NprpIe
17 |-(1-u)(1-p(d+ep)c (1-u)(1-v)(e-(2/9)p-pHe
18 |-(1+u)(1-p?)(d+ep)c (1+w)(1-v)(e-(29p-pc
19 | (1+u)(1-pH(d+ep)c (1+u)(1+v)(e-(2/9)p-pA)c
20 { (1-u)(1-p?)(d+ep)c (1-w)(1+v)(e-(2/9)p-pHc
21 | (1-w)(1+p)(b-u?-3v2-pH2v)a (1-u)(1-v)(-b+u+vy2+ 3p2+2p)a
22 |-(1-uH)(1+p)(d-ev)c (1-ud)(1-v)(d-eu)c
23 [-(1-uB(1+p)(d+ev)c (1-ud(1-v)(d+eu)c
24 | (1+u)(1+p)(b-u?-3w2-pH2v)a (H+w)(1-v)(-brudv3p2-2p)a
25 | (t+wy(1+p)(-e-(2/Nv+vd)c (1+w)(l-v¥)(d-ev)c
26 | (1+w)(1+p)(e-(2/9)v-vic (1+u)(1-vd)(d+ev)c
27 | (Q+w)(1+p)(-b+ud+3vpH2v)a (1+u)(1+v)(-brudvi3p2+2p)a
28 | (1-ud)(1+p)(d+ew)c (1-ud)(1+v)(d+eu)c
29 | (1-ud(1+p)(d-ev)c (1-ud(1+v)(d-eu)c
30 | (-wy(1+p)(-b+rud+3y2p2H2v)a (L-u)(1+v)(-b+utv-3p 2 2p)a
31 | (Q-wy(1+p)(e-(2/9)v-vic (1-u)(1-vd)(d+ev)c
32 | q-w(1+p)(-e-(29)w+vdc (1-w)(1-v¥)(d-ev)c

a= 9/64
b=19/9
¢ =81/64
d= 1/9
e= 1/3

Tabela 5.12 - Funges de Forma e suas derivadas, do elemento Hexagdrico Ciibico Incompleto
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Capitulo 6 - DESCRICAO DAS BIBLIOTECAS

6.1 — Introducao
Este capitulo tem o objetivo de descrever as subrotinas utilizadas na formagao
de bibliotecas contendo as fungdes de forma nodais (ou de interpolacdo) e os pontos de
integragdo, para diferentes elementos finitos, em duas e trés dimensdes. Esta descrigéo
consiste na declaragdo dos nomes e dos argumentos utilizados em cada subrotina, € como
utiliz-las num programa de cdlculo de campos, e ainda dar uma idéia geral da estrutura das
subrotinas, através de um algoritmo. Exemplos de programas para testes das subrotinas, para

verificar a validade das fun¢Ges também serdo abordados.

6.2 — Nomenciatura e Declaracgio dos Argumentos
Neste pardgrafo serd feita uma descrigdo da nomenclatura e declaragio dos argumentos

utilizados em cada subrotina.

6.2.1 — Elementos em Duas Dimensoes

6.2.1.1 — Fungoes de Forma (ou de Interpolacio)

(a) Elemento Triangular:

FNTL2(argumentos): | FNTQ2(argumentos):

EN - Fun¢do de Forma Nodal FN - Fun¢do de Forma Nodal

TL - elemento Triangular Linear TQ - elemento Triangular Quadritico

2 - Caso bidimensional 2 - Caso bidimensional
FNTC2(argumentos):

FN - Fungio de Forma Nodal
TC - elemento Triangular Cibico

2 - Caso bidimensional
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(b) Elemento Quadrildtero

FNQB2(argumentos): FNQQ2(argumentos):

FN - Fun¢do de Forma Nodal FN - Fung¢io de Forma Nodal

QB - elemento Quadrildtero Bilinear QQ - elemento Quadrilitero Quadratico

2 - Caso bidimensional 2 - Caso bidimensional
FNQC2(argumentos):

FN - Funcdo de Forma Nodal
QC - elemento Quadrildtero Ctibico

2 - Caso bidimensional

Argumentos: (u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,detj)

U e V: pontos de integragio;

Xr e Yr: coordenadas nodais do elemento de referéncia:
Fn: valor da fun¢ao de forma nodal;

Dnx e Dny: valores das d'erivadas de Fnemrelagdo ax e y;

Detj: valor da determinante da Matriz Jacobiana.

Os argumentos descritos acima, sdo vilidos para os seis casos mencionados anteriormente.,

6.2.1.2 — Pontos de Integracao

(a) Elemento Triangular
PITL2(argumentos): PITQ2(argumentos):

PI - Pontos de Integragdo - PI - Pontos de Integragdo

TL - elemento Triangular Linear TQ - elemento Triangular Quadritico

2 - Caso bidimensional 2 - Caso bidimensional
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PITC2(argumentos):
PI - Pontos de Integragio
TC - elemento Triangular Ciibico

2 - Caso bidimensional

(b) Elemento Quadrilétero
PIQB2(argumentos): PIQQ2(argumentos):
PI - Pontos de Integragio . PI - Pontos de Integragéo

QB - elemento Quadrildtero Bilinear QQ - elemento Quadrilatero Quadritico

2 - Caso bidimensional 2 - Caso bidimensional

PIQC2(argumentos):
PI - Pontos de Integracdo
QC - elemento Quadrilitero Cibico

2 - Caso bidimensional

Argumentos: (npi,ui,vi,wi)
e Npi: Nimero de Pontos de Integracio
e Uie Vi: Pontos de Integfagﬁo

e Wi peso

Os argumentos descritos acima, sdo vdlidos para os seis casos mencionados anteriormente.
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6.2.2 — Elementos em Trés Dimensoes

6.2.2.1 — Funcoes de Forma (ou de Interpolacio)

(a) Elemento Tetraédrico:

FNTL3(argumentos): - FNTQ3(argumentos):

FN - Fungao de Forma Nodal FN - Fungao de Forma Nodal

TL - elemento Tetraédrico Linear ~ TQ - elemento Tetraédrico Quadritico

3 - Caso tridimensional 3 - Caso tridimensional
FNTC3(argumentos):

FN - Funcio de Forma Nodal
TC - elemento Tetraédrico Cabico

3 - Caso tridimensional

(b) Elemento Hexaédrico:
FNHT3(argumentos): FNHQ3(argumentos):
FN - Fungdo de Forma Nodal FN - Func¢do de Forma Nodal

HT - elemento Hexaédrico Trilinear HQ - elemento Hexaédrico Quadrético

3 - Caso tridimensional 3 - Caso tridimensional

FNHC3(argumentos):
FN - Fungdo de Forma Nodal
HC - elemento Hexaédrico Cibico

3 - Caso tridimensional

Argumentos: (u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,dnz,detj)
e U, Ve P: pontos de integragio;
e X, Yr e Zr: coordenadas nodais do elemento de referéncia;

e Fn: valor da fungdo de forma nodal;
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* Dnx, Dny e Dnz: valores das derivadas de Fn em relagdo a x, yez;

e Detj: valor da determinante da Matriz Jacobiana.

Os argumentos descritos acima, sao validos para os seis casos mencionados anteriormente.

6.2.2.2 - Pontos de Integracao

(a) Elemento Tetraédrico:

PITL3(argumentos): PITQ3(argumentos):

PI - Pontos de Integracio PI - Pontos de Integragao
TL - elemento Tetraédrico Linear - TQ - elemento Tetraédrico Quadritico

3 - Caso tridimensional 3 - Caso tridimensional

PITC3(argumentos):
PI - Pontos de Integragio
TC - elemento Tetraédrico Cuabico

3 - Caso tridimensional

(b) Elemento Hexaédrico:

PIHT3(argumentos): PIHQ3(argumentos):

PI - Pontos de Integragdo PI - Pontos de Integragio
HT - elemento Hexaédrico Trilinear HQ - elemento Hexaédrico Quadrdtico

3 - Caso tridimensional 3 -Caso tridimensional

PIHC3(argumentos):
PI - Pontos de Integragio
HC - elemento Hexaédrico Ciibico

3 - Caso tridimensional
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Argumentos: (npi,ui,vi,pi,wi)
¢ Npi: Nimero de Pontos de Integracio
e Ui Vie Pi: Pontos de Integragio

e Wi peso
Os argumentos descritos acima, sdo vdlidos para os seis casos mencionados anteriormente.

6.3 — Apresentacao das Bibliotecas
Inicialmente, as subrotinas foram implementadas para programas que utilizam a
linguagem FORTRAN. Assim, para as bibliotecas em duas e trés dimensdes, as subrotinas
apresentam a seguinte forma:
- para as fungbes de forma nodais (ou de interpolagdo):
SUBROUTINE FN...(ARGUMENTOS)
- para os pontos de integragao:
SUBROUTINE PI.....(ARGUMENTOS)

A forma de chamada para cada subrotina é feita da seguinte maneira:
- para as fungdes de forma nodais (ou de interpolagdo):
CALL FN...(ARGUMENTOS)
- para os pontos de integracio:
CALL PI.....(ARGUMENTOS)
este comando pode aparecer na estrutura do programa principal, ou dentro de um médulo
(sub-programa). |
Normalmente, a chamada € feita na etapa de formacio do elemento, onde para cada
elemento a chamada da subrotina correspondente ¢ repetida npi vezes, obtendo-se assim, a
matriz rigidez ou contribui¢do (Snkrxvkr) de acordo com o nimero de nds (nkt) de cada
elemento. Apds, este processo ser repetido para todos os elementos, a matriz rigidez &
condensada em um sistema matricial global (SS). Apés a inser¢io das condi¢des de contorno ,

um sistema matricial do tipo: [SS][V] = [VDR], onde [V] é a matriz das varidveis incé gnitas,



e [VDR] € a matriz contendo as condi¢Ges de contorno, é resolvido, obtendo-se assim as

varidveis incégnitas, como por exemplo, 0os potenciais em cada nd.

interpolagdo) sdo semelhantes, isto é, possuem uma mesma estrutura modular. O que as

diferencia € 0 médulo onde estdo declaradas as funges de forma e suas derivadas, uma vez

7.3.1 — Estrutura das Subrdtinas

Em geral as subrotinas contendo as fungdes de forma nodais (ou de

que cada elemento possue o seu préprio equacionamento.

Abaixo tem-se um algoritmo das subrotinas contendo as fungdes de forma nodais:

simples, isto €, nfo sdo subdivididas em médulos, uma vez que possuem apenas dados

numeéricos.

PROGRAMA PRINCIPAL

SUBROTINA FN...{(ARGUMENTOS)
Declaragio das Variaveis

1 - Chamada da subrotina contendo as fungdes de
forma nodais [N] e suas derivadas em relagio a
ue v(2D),ou u, v e p(3D).

2 - Chamada da subrotina ce calculo do determina-
te da matriz Jacobiana.

3 - Chamada da subrotina ¢e calculo das denvadas
das fungSes de forma nodais emrelagfioa x e y

(2D), ou %, y e z (3D).

Fim

Figura 6.1 - Algoritmo das subrotinas contendo as fungSes de forma

As subrotinas contendo os pontos de integragdo possuem uma estrutura mais
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6.3.2 — Teste das Subrotinas

Para verificar a validade e observar se nio haviam erros, todas as subrotinas
foram testadas em um programa baseado no médulo EFCS, cujo objetivo é efetuar célculos
estaticos via elementos finitos. Este software ¢ uma das etapas de processamento que
compdem 0 sistema EFCAD. Assim, um programa mais simples foi implementado. As
altera¢Oes mais significantes foram feitas na forma de entrada de dados e, para alguns casos, a
malha foi feita manualmente. Na etapa de formagio do elemento, foram incluidas as
subrotinas contendo as fungdes de forma e os pontos de integragdo. A saida, mostra apenas os
potenciais em cada né do elemento. As etapas principais como, condensagio da matriz global,
insercdo das condi¢tes de contorno e resolu¢@o do sistema matricial ndo foram alteradas, a fim
de manter a maior semelhanga possivel com o programa original, e assim servir como modelo
para uso mais aprofundado. Para um melhor entendimento do funcionamento do programa

sugere-se ver a referéncia [8]. Abaixo, um algoritmo do programa EFCS simplificado:

PROGRAMA PRINCIPAL

Declaragdo das Varidveis
Inicio
Chama Subrotina DATAIN para entrada de dados
Chama Subrotina BAND para o calculo da Matriz Banda
Chama Subrotina ZERO para Inicializagdo das Matrizes
Chama Subrotina FORM para Formagio dos Elementos e da Matriz Global SS
Chama Subrotina COFRON para Inser¢do das Condigdes de Contorno (VDR)

Chama subrotina RESOL para Resolugdo do Sistema Matricial
[vv]=[vdr]/[ss]

Chama subrotina SAIDA para impressio dos resultados

Fim

Figura 6.2 — Algoritmo do programa EFCS simplificado
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O algoritmo mostrado anteriormente é valido para duas e trés dimensdes, diferenciando
apenas para o caso em trés dimensdes a inclusdo das variaveis relacionadas ao eixo Z.

Exemplos dos programas em duas e trés dimensdes estio em ANEXO.

Com o auxilio dos programas citados anteriormente, foram realizados testes com todos
os elementos em duas e trés dimensdes. Para os testes em 2D foi implementado um programa
malhador que permite a escolha o tipo de elemento. A arquivo gerado por este malhador sera
o arquivo de entrada para o programa de testes em 2D. Este arquivo de entrada contém dados
sobre o tipo de elemento, nimero de nds de cada elemento, nimero total de nds, numero dos
noés que constituem determinado elemento, coordenadas dos nés, potenciais impostos, tipo de
material, etc. Para os testes em 3D o arquivo de entrada foi feito manualmente com as mesmas
caracteristicas do arquivo 2D. No momento da simulagéo, tanto o programa de testes em 2D
quanto em 3D s@o capazes de identificar o tipo de elemento e fornecer um arquivo de saida
contendo os potenciais em cada né e o campo elétrico de cada elemento. Em ANEXO
encontram-se alguns resultados dos referidos programas. Em todos os testes realizados, os

resultados obtidos foram satisfatorios.

As bibliotecas contendo as fungdes de forma em 2D e 3D, as bibliotecas com os pontos
de integragdo em 2D e 3D, e todos os resultados obtidos dos programas 2D e 3D, encontram-
se na Biblioteca do GRUCAD(Grupo de Concepgio e Analise de Dispositivos

Eletromagnéticos), ou ainda em arquivos nos computadores do referido Laboratério.



61

Capitulo 7 - CONCLUSAO

7.1 —~ Sobre as Bibliotecas
Na resolugdo de problemas pelo método de elementos finitos, aplicando-se por
exemplo o Método de Residuos Ponderados de Galerkin, as funcdes de forma ou de

interpolagdo exercem um papel fundamental no processo de cilculo das grandezas

eletromagnéticas, como por exemplo, a distribuigdo do campo elétrico E e do potencial V, em
aplicagdes envolvendo dispositivos fisicos. A grande vantagem deste método estd no fato de
que a formulagdo numérica pode ser obtida diretamente das equagdes que definem o fendmeno
fisico tratado.

Contudo, € necessario um maior desenvolvimento nos estudos das funcdes de forma
(ou de interpolagdo), adaptando de forma mais precisa 0 comportamento das grandezas dentro
dos elementos. Na implementagdo dos programas utilizados nessa dissertacdo para verificacio
da validade das bibliotecas, foram feitas simplificaces em relagdo ao programa original
(EFCS), tal que os mesmos funcionam apenas para o caso linear, potencial escalar em 2D e
3D. Para implementagio de um programa com as mesmas caracteristicas do software EFCS, é
necessdrio levar-se em consideragdo aspectos como a repeticdo geométrica de um dominio
onde as fontes de campo se encontram no mesmo sentido dentro do dominio (caso de
periodicidade), ou em sentidos opostos (caso de anti-periodicidade); casos que possuem
partes méveis na estrutura, onde apareceria um termo relativo a velocidade; problemas que
possuem uma simetria de resolugio (axi-simétricos) e ainda problemas ndo-lineares, em que a
permeabilidade [ ou a relutividade v dos materiais ferromagnéticos sdo caracterizados por
uma curva B(H) e portanto para cada valor de H(ou B) tem-se um valor diferente de p ou v.
Porém, esta generalizagdo no € o objetivo deste trabalho.

Com relac@o a padronizagio das subrotinas, principal objetivo desta dissertagio, as
mesmas resultaram numa estrutura simples € objetiva. Os programas implementados nessa
dissertagdo servem como referéncia para correta colocagdo das mesmas (indicam a etapa do
programa em que devem ser feitas as chamadas das subrotinas contendo as funcdes de forma),

uma vez que estes programas apresentam subrotinas semelhantes a0 médulo original. Ficar4 a
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cargo do programador, adaptar a subrotina de entrada e de saida de resultados ao tipo de

elemento, uma vez que a etapa de cdlculo estd indicada.

7.2 — Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros propdem-se uma continuagio da implementa¢do de uma
biblioteca de fung¢bes de forma que atendam as exigéncias citadas anteriormente a fim de se
manter as mesmas caracteriticas apresentadas pelo software EFCS (etapa de processamento),
para casos em duas e trés dimensdes, lineares e ndo-lineares, utilizando-se Elementos Finitos e
Elementos de Arestas. Além disso, o estudo requer um aprimoramento nos sistemas geradores
de malhas atuais (etapa de pré-processamento), com desafios significativos no dominio 3D. Os
resultados obtidos serdo implementados nos sistemas FEECAD e EFCAD de Cilculo de
Campos Eletromagnéticos.

Essa nova biblioteca também ter4 o intuito de padronizar e auxiliar o programador de
softwares que utilizam o método de elementos finitos na elaboragdo da etapa de cdlculo do
programa (processador). Seria interessante efetuar implementacdes utilizando-se novas
linguagens computacionais no ambiente Windows, como por exemplo a linguagem Fortran 90
que € uma evolugdo do Fortran 77, e que apresenta compatibilidade entre os sistemas UNIX e

Windows.
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1 - PROGRAMA PARA APLICACAO DAS FUNCOES 2D



!

O(‘)OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

09/9/97

el

OBSERVACAO: ESTE PROGRAMA ESTA TRABALHANDO APENAS COM POTENCIAL

ESCALAR 2D.

A entrada de dados e feita por um malhador regular simples. A etapa de calculo é feita
utilizando-se as fungdes de forma de acordo com o tipo de elemento.

Este programa utiliza as seguintes subrotinas do programa EFCS:
- ZERO: zerar varidveis do sistema(condigo inicial)

- BAND: calculo da matriz banda
- SSFORM: condensar a matriz

- COFRON:adicionar as condi¢des de contorno

- RESOL.: resolver o sistema matricial

Subrotinas adicionadas para o célculo via Método dos Residuos:
- PITL2, PITQ2, PITC2: pontos de integra¢do para os diferentes elementos triangulares 2D

- PIQB2, PIQQ2, PIQC2: pontos de integra¢io para os diferentes elementos quadrildteros 2D

- FNTL2,FNTQ2,FNTC2: fungdes de forma para os diferentes elementos triangulares 2D
- FNQB2,FNQQ2,FNQC2: fungGes de forma para os diferentes elementos quadrildteros 2D
As subrotinas anteriores permitem escolhas de acordo com o tipo de elemento.

@]

NOMENCLATURA:

* detj - determinante do jacobiano

*dn() - derivada de fnemrelagioauev

* dnx,dny- derivada de fnemrelagioax ey

*ee - matriz rigidez [=S(nkt,nkt)]

* fn() - funcao de forma nodal

*fo(,) - arranjo contendo os nos com condi¢do de contorno

*jaxe - define o tipo de eixo(0:cartesiano ou 1:axi-simetrico)

* icterm -termo relacionado com as fontes de aquecimento
* ikind - define o tipo de potencial(O:Escalar ou 1:Vetor)
*irep - numero de pares de nos periédicos da malha

=0> nao ha periodicidade ou =1> ha period. no dominio

* jterm - valor de uma constante (iterm=0)

* ktri(,)-guarda o numero do meio do elemento

*mat() - numero do meio em cada um dos NEL elementos
*mb - matriz banda

*mbb - Largura de banda

* mrep(,)- guarda o arranjo com os pares de nos periédicos
*nmat - numero de meios dielétricos

*nno - numero de nos

*nel - numero de elementos

* nfron- numero de condi¢des de fronteira

*nkt - numero de nos de acordo com tipo de elemento

* nonper - =0>caso periédico ou =1> caso anti-periédico

* npi - mimero de pontos de integragio

* perm() - permissividade dos NMAT meios

*ro() - densidade superficial de carga

*ss() - matriz global

*u,v - pontos de integragio

*ui,vi - pontos de integracdo
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* vi() - potencial imposto na fronteira

* vdr() - vetor lado direito

*vv() - potencial vetor incégnito

* xcor() - coordenada x do no

*xr,yr - coordenadas dos elementos no espago de referencia
* xmu=perm()- permissividade dos NMAT meios

* ycor() - coordenada y do no

*wi - peso

O o6 oo oc oo

C------ PROGRAMA PRINCIPAL

parameter (jjfron=250,jel=10000,jrep=400,jno=10000,jfron=150)
parameter (jnband=1000000)

integer nno,nel,nfron,irep,nonper,ikind,iaxe,mb, mat(jno),nkt,nmat
integer icdterm(jjfron),ktri(jel, 12),iterm,fo(jjfron,jfron),ncle
double precision xcor(jno),ycor(jno),vvi(jjfron),perm(30),ro(jno)
double precision mrep(jrep,2),vdr(jno),ss(jnband),vv(jno)

write(*,*)' '
write(*,*)" '
write(6,'(a$)) ATENCAO!!!'
write(6,'(a$))' ESTE PROGRAMA ESTA OPERANDO APENAS COM'
write(6,'(a$))’ POTENCIAL ESCALAR 2D'
write(*,*)' '
Crxxxk.Chama DATAIN para entra de dados
CALL DATAIN (nno,nel,nkt,nfron,ktri,xcor,ycor,vvi,fo,mat,ro,perm,
* nmat)

C-mmmm- Chama BAND para o calculo da Matriz Banda
CALL BAND(nel,nno,ktri,mb,nkt)

Cr#edk-Chama Subrotina ZERO para Inicializagio das Matrizes
CALL ZERO(nno,mb,vdr,vv,ss,mrep)

C-mmmees Chama Subrotina FORM para Formagio da Matriz Global SS
CALL FORM(nel,irep,ikind,iaxe,nonper,mb,mrep,xcor, ycor,ktri,ss,
* nno,mat,ro,perm,nkt)

C***-Chama Subrotina COFRON para Inser¢do das Condigoes de Contorno VDR
CALL COFRON(nfron,nno,iaxe,ikind,iterm, YCOR,MB,ICTERM,FO, VDR,
*  VVLSS)

C***-Chama subrotina RESOL para Resolugio do Sistema Matricial
C [vvl=[vdr)/[ss]
CALL RESOL(nno,mb,irep,nfron,iterm,SS,VDR,FO,VVI,VV)

C------ Chama subrotina SAIDA para impressio dos resultados
CALL SAIDA(nno,nel,ikind,vv,vdr,nkt,ktri,xcor,ycor)
STOP
END
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subroutine DATAIN(nno,nel,nkt,nfron, ktri,xcor,

ycor,vvi,fo,mat,ro,perm,nmat)

character namfs*20, namfu(20)

equivalence (namfs,namfu(1))

parameter (jpont=150,JFRON=150,jel=10000)

parameter (jno=10000, jjfron=250)

integer nmat, mat(jno),nkt

integer nno,nel,nfron,fo(jjfron, jfron) ktri(jet,12),

double precision xcor(jno),ycor(jno), vvi(jjfron),
ro(jno),perm(30)

Crmmmmmemmam e Leitura do arquivo de dados
character namfu(20)
integer ict
equivalence (namfs,namfu(1))

write(6,'(/a$)")' Arquivo de Entrada(.dat):'
read(5,'(a)")namfs
do 11 i=16,1,-1

if(namfu(i).ne.’ goto 22

11 continue

C return

22  namfu(i+1)="
namfu(i+2)='d'

namfu(i+3)="a'
namfu(i+4)="t'

open(10,file=namfs,form="formatted')
read(10,*)nkt,nno, nel
C---Leitura da formacdo da matha
do 1 i=1,nel
1 read(10,*)(ktri(i,j),j=1,nkt), mat(i),ro(i)
C---Leitura de coordenadas dos nos
do 2 i=1,nno
2 read(10,*)xcor(i),ycor(i)
read(10,*)nfron
C---Leitura de condi¢Ges de contorno
do 3 i=1,nfron
read(10,*)vvi(i)
read(10,*)(fo(i,j),j=1,20)
3 continue
read(10,*)nmat
C---Leitura das permissividades dos meios
do 4 i=1,nmat
4 read(10,*)perm(i)
return

subroutine BAND (nel,nno,ktri,mb,nkt)
integer nel,nno,ktri(10000,12),mb,mbb
integer ivar,ktrid,imin,imax,idif
dimension ii(12)

mb=0
do 1 i=1,nel
ivar=nkt
do 2 k=1,ivar
ii(k)=0
3 if(ii(k).eq.0)ii(k)=ktri(i,k)
2 continue
imin=10000
imax=0
do 5 k=1,ivar
if(ii(k).1t.imin)imin=ii(k)
if(ii(k).gt.imax)imax=ii(k)
5 continue
idif=imax-imin
if(mb.It.idif)mb=idif
1 continue
mbb=mb+1
write(6,'(//,a,i4)") ' Number of Elemts=',nel

write(6,'(a,i4)") ' Number of Nodes=',nno

write(6,'(a,i4)") ' Bandwidth=',mbb

return

end
G e

subroutine ZERO(nno,mb, vdr,vv,ss,mrep)
double precision vdr(1),ss(1),vv( 1),mrep(1,1)
integer nno,mb,mbb

mbb=mb+1
do 1 i=1,nno
mrep(i, 1)=0.
mrep(i,2)=0.
vv(i)=0.
vdr(i)=0.
do 1 n=1,mbb
in=(i-1y*mbb+n
1 ss(in)=0.
return
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ColnnIn e
subroutine FORM(nel,irep,ikind,iaxe,nonper,mb,
* mrep,Xcor,ycor,ktri,ss,nno,mat,ro,perm,nkt)

double precision ss(1),xcor(1),ycor(1),mrep(1,1)
double precision perm(1),ro(1),xmu, xr(12),yr(12)
integer nel,irep,ikind,iaxe,nonper,mb,nkt

integer nno,mat(1), ktri(10000,12)

dimension ee(12,12)

write(6,*)"

write(6,*) Scalar Potential '
ikind=0

write(6,'(a$)")'
iaxe=0
nonper=0
irep=0

write(6,*)" '

write(6,'(/,a)")' Matrix Assembly ...'

Cartesian '

do 1 i=1,nel

c----Coordenadas dos Elementos de Referéncia
do 20 j=1,nkt
xr(j)=xcor(ktri(i,j))
yr(j)=ycor(ktri(i,j))
20 continue
nm=mat(i)
Xmu=perm(nim)

c---Com a permeabilidade, calcula as contribuicSes
call CONTRB(nkt,xmu,xr,yr,ee)

c----Condensa as contribui¢des na matriz global
call SSFORMI(i,nkt,ktri,ee,irep,nonper,mrep,mb,ss)

1  contime
return
end
C% %o %% T To %o %o To To To To %o %o T To %o %o %o Yo %o %o % C
subroutine CONTRB(nkt,xmu,xr,yr,ee)
integer npi,nkt
double precision xmu,xr(12),yr(12),detj,coef,
* dnx(12),dny(12)
double precision u,v,w,ui(12),vi(12),wi(12),fn(12)
dimension ee(12,12)

do 4 i=1,nkt
do 4 j=1,nkt
4 ee(i,j)=0.0

c--Chama subrotina com os ptos de Integracio

if(nkt.eq.3) call pitl2(npi,ui,vi,wi)
if(nkt.eq.6)then

npi=4

call pitq2(npi,ui,vi,wi)
endif
if(nkt.eq.10)then

npi=6

call pitc2(npi,ui,vi,wi)
endif
if(nkt.eq.4) call pigb2(npi,ui,vi,wi)
if(nkt.eq.8) call piqq2(npi,ui,vi,wi)
if(nkt.eq.12)call pigc2(npi,ui,vi, wi)

Cremeen Atribui os Pontos de Integracfio a u,v
do 18 k=1,npi
u=ui(k)
v=vi(k)
w=wi(k)

C--==m- Chamada da subrotina contendo as

c Funcdes de Forma Nodais
if(nkt.eq.3) call fntl2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,detj)
if(nkt.eq.6) call fntq2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,det;)
if(nkt.eq.10)call fntc2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,detj)
if(nkt.eq.4) call fnqb2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,det;j)
if(nkt.eq.8) call fnqq2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,detj)
if(nkt.eq.12)call fngc2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,det;j)

if(Abs(detj).gt.1.e-15) go to 1
write(6,*)' Area of Triangle is Zero'

Cmemem Calculo da matriz ee
1 do111=1,nkt
do 12 m=1,nkt
coef=detj*xmu*w

ee(l,m):ee(l,m)+(dnx(1)*dnx(m)+dny(1)*dny(m))*co
ef

12 continue
11  continue
18 continue
return
end
C% % %0 % %o %o %o o % To % %o o % Fo %o %o % %o %o % % % C
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C% %o %o %o %o %o % T To To To %o o To To %o To To %o % Yo %o C
subroutine SSFORM(i,nkt, ktri,ee,irep,nonper,
mrep,mb,ss)
double precision ss(1),mrep(1,1)
integer mb,mbb,irep,nonper, nkt,ktri(10000,12)
dimension ee(12,12),iaux(12),mm(12)

do j=1,nkt
mm(j)=0
enddo
mbb=mb+1
if(irep.eq.0)go to 1
C-mmmmmeme- Procura possivel no periédico
do 7 kO=1,nkt
ij=ktri(i,k0)
mj=mm(k0)
7 call Cherch(ij, mj,irep,mrep)

[um—

do.8 k1=1,nkt
taux(k1)=ktri(i,k1)
do S kZ=1,nkt
 if(mm(k2).ne.0)iaux(k2)=mm(k2)
if(nonper.eq.0)goto 5
do 3 m=1,nkt
if(mm(m).eq.0)goto 3
do 4 n=1,nkt
if(m.eq.n)goto 4
ee(m,n)=-ee(1m,n)
ee(n,m)=ee(m,n)
4 continue
3 continue
5 do 2 m=1,nkt
im=iaux(m)
do 2 j=1,nkt
tj=iaux(j)
if(im. gt.ij)go to 2
L Troca indice ij para condensar matriz

o0

o

ij=ij-im+1
ijm=(m-1)*mbb+ij
ss(ijm)=ss(ijm)+ee(j,m)
2 continue
return
end
C% %o % %o %o To o To To To o o To %o %o o To %o %o %o %o To %o C

C==SUBROTINA PARA PROCURA DE
POSSIVEL NO PERIODICO==
Subroutine CHERCH(ij, ij1,irep,mrep)
double precision mrep(1,1)
integer ij,ij1,irep
ij1=0
do 1i=1,irep
if(mrep(i,2).ne.ij)go to 1
ijl=mrep(i,1)

return
1 continue
return
end
O
subroutine COFRON(nfron,nno,iaxe,ikind,iterm,
* ycor,mb,icdterm,fo, vdr,vvi,ss)

parameter (jjfron=250,jfron=150)

double precision ss(1),vdr(1),vvi(1),ycor(1),xnorm,
* funcss

integer nfron,nno,iaxe,ikind,iterm,mb,mbb

integer fo(jjfron,jfron), icdterm(1)

iterm=0
xnorm=0,
Mbb=mb+1
do 10 i=1,nno
ij=(@i-1)*mbb+1
funcss=ss(ij)
IF(xnorm.it. Abs(funcss)) xnorm=Abs(funcss)
10 continue
C----- Aproximagio para evitar perda dos termos
xnorm=xnorm*1le+14
do 1 i=1,nfron
if(iterm.eq.0.and.icdterm(i).ne.0)goto 1
if(iterm.eq. 1.and.icdterm(i).ne.2)goto 1
do 2 n=1,jfron
if(fo(i,n).eq.0)goto 1
j=fo(i,n)
vdr(j)=vvi(i)*xnorm
if(iaxe.eq.1.and.ikind.eq. 1.and.abs(ycor(j)).gt.1.e-
6)then
vdr(j)=vdr(j)/(2.*3.141593*ycor(j))
endif
j1=(-1y*mbb+1
§s(j1)=xnorm
2 continue
1 continue
return




70

Cll e
subroutine RESOL(nno,mb,irep,nfron,iterm,ss,
* vdr,fo,vvi,vv)

parameter (jjfron=250,jfron=150)

double precision ss(1),vdr(1),vvi(1),vv(1)
double precision fat,som

Integer nno,mb,irep,nfron,iterm,nn,mbb,icont,

* mmax,min,in,im,nno1

integer fo(jjfron,jfron)

c
icont=0
write(6,'(a$)") ' Matrix Solution ....'
nn=nno-1
mbb=mb+1

O Tridiagonaliza a matriz
do1i=1,nn

icont=icont+1 _
if(icont.eq.int(nno*.2))write(6,'(a$)")’ 20%'
if(icont.eq.int(nno*.4))write(6,'(a$)’)’ 40%'
if(icont.eq.int(nno*.6))write(6,'(a$))’ 60%'
if(icont.eq.int(nno*.8))write(6,'(a$)")’ 80%'
if(icont.eq.int( nn*1.))write(6,'(a$))’ 100%'
funci=ss((i-1)*mbb+1)
ii=i+1
if(IREP.ne.0.and. Abs(funci).lt.. 1e-5)go to 1
mmax=i+mb
if(mmax. gt.nno)mmax=nno
in=(i-1)*mbb-i+1
c-- Coloca a zero todos os coef menores que 1.e-16
do 13 m=ii,mmax
if(abs(ss(in+m)).1t. 1.e-16)ss(in+m)=0.
13 continue
C-mmmmoee Passa as transformacoes
do 2 m=ii,mmax
fat=ss(in+m)/funci
if(Dabs(fat).1t..1e-18)go to 2
if(abs(vdr(i)).it.1.e-16)goto 12
vdr(m)=vdr(m)-vdr(i)*fat
im=(m-1)*mbb-m+1
do 5 j=m,mmax
ss(im+j)=ss(im+j)-ss(in+j)*fat
5 continue
2 continue
1 continue
Com a matriz modificada, volta pela diagonal
nnol=(nno-1)*mbb+1
if(IREP.ne.0.and. Abs(ss(nnol)).1It..1e-12)go to 6
vv(nno)=vdr(nno)/ss(nnol)
6 do 7 i=1,nn

12

ni=nno-i
nil=(ni-1)*mbb+1
if(irep.ne.0.and. Abs(ss(ni1)).1t.. le-12)goto 7
som=0.
Min=i-mb+1
if(min.1t.1)min=1
do 8 n=min,i
ib=nno-n+1
som=som+dble(ss((ni- 1)*mbb-+ib-ni+1))*
& dble(vv(ib))
8 continue
vv(ni)=(vdr(ni)-som)/ss(nil)
7 continue
c--- Restitui zero nos nos dirichlet, quando eletro-
C magnético
if(ITERM.eq. Dreturn
do 10 i=1,NFRON
if(Abs(vvi(i)).gt.1e-30)goto 10
do 11 j=1,jfron
if{fo(i,j).eq.0)goto 10
vv(fo(i,j))=0.
11  continue
10 continue
return
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G e
subroutine SAIDA(nno,nel,ikind, vv,vdr,nkt,ktri,
* XCOr,yCcor)

double precision vv(1),vdr(1),vvmax,vvmin,xm0,
double precision u,v,fn(12),dnx(12),dny(12),ex,ey
double precision xr(12),yr(12),emod,somax,

* somay, xcor(1), ycor(1)

integer nno,ikind,ns,nkt,ktri(10000,12),nel

data numors/0/

xmo=4,%3.1415926*1.e-7
numors=numors+1
vvmax=-1.e+20
vvmin= 1.e+20
if(ikind.eq.0)then
do 1i=1,nno
if(vv(i).gt.vvmax)vvmax=vv(i)
if(vv(i).It.vvmin)vvmin=vv(i)
1 continue
else
do 10 i=1,nno
vdr(i)=vv(iy*xm0
if(vdr(i).gt.vvmax)vvmax=vdr(i)
if(vdr(i).1t.vvmin)vvmin=vdr(i)
10  continue
endif
write(6,'(///a,e10.4)")' Min Pot=',vvmin
write(6,'(a,e10.4)")' Max Pot=',vvmax
write(6,'(/,a)")' Storing Resulits'

I Impressao dos resultados em um arquivo
write(6,%)" '
write(6,*)' OS RESULTADOS

ENCONTRAM-SE NO ARQUIVO SAIDA.DAT'
write(6,*)" '
open (11,file="saida.dat',form="formatted')
write(11,39)

39

format('C Ch
write(11,40)

40 format(' PROGRAMA DE CALCULO DE

CAMPOS POR ELEMENTOS FINITOS ")
write(11,41)

41 format(' UTILIZANDO A FUNCAO DE

FORMA NODAL PARA O ELEMENTO ")
if(nkt.eq.3)then

write(11,42)

42 format(' TRIANGULAR LINEAR DE

PRIMEIRA ORDEM ")
endif

if(nkt.eq.6)then
write(11,43)
43 format(' TRIANGULAR QUADRATICO
* DE SEGUNDA ORDEM )
endif
if(nkt.eq.10)then
write(11,44)
44 format(' TRIANGULAR CUBICO DE
* TERCEIRA ORDEM ")
endif
if(nkt.eq.4)then
write(11,45)
45  format(' QUADRILATERO BILINEAR DE
* PRIMEIRA ORDEM )
endif
if(nkt.eq.8)then
write(11,46)
46 format(' QUADRILATERO QUADRATICO

* DE SEGUNDA ORDEM )
endif
if(nkt.eq.12)then
write(11,47)
47  format(' QUADRILATERO CUBICO DE
* TERCEIRA ORDEM ")
endif
write(11,48)
48
format('C C"

write(11,*)' Numero de Nos=',nno
write(11,*)' Numero de Elementos=',nel
write(11,%)" '

C------ Impressao de potencialidades nos NOS
write(11,*) POTENCIAL EM CADA NO'

do 81 m=1,nno
81  write(11,90)m,vv(m)
90 format(' No:',i3,' Potencial=",e10.4)
write(11,%)" '

C------ Impressao dos campos nos elementos

write(11,*)'VALOR DOS CAMPOS
* ELETRICOS EM CADA
ELEMENTO'

c---CHAMA GRAD PARA CALCULO DOS
¢ CAMPO OU GRADIENTES
do 102 in=1,nel
somax=0.
Somay=0.




¢----Coordenadas dos Elementos de Referencia
do 20 j=1,nkt
xr(j)=xcor(ktri(in,j))
yr(j)=ycor(ktri(in,j))
20 continue

u=0.
v=0.

if(nkt.eq.3) call fntl2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,detj)
if(nkt.eq.6) cail fntq2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,detj)
if(nkt.eq. 10)call fntc2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,detj)
if(nkt.eq.4) call fnqb2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,det;j)
if(nkt.eq.8) call fnqq2(u,v,xr,yr,fn,dnx,dny,detj)
if(nkt.eq.12)call fnqc2(u, v, xr,yr,fn,dnx,dny,detj)

do 76 j=1,nkt
somax=somax-+(dnx(j)*vv(ktri(in,j)))
somay=somay-(dny(j)*vv(ktri(in,j)))
76 continue

€X=-s0max

ey=-somay

emod=sqrt(ex*ex+ey*ey)

if(abs(ex).1t. 1e-8)ex=0.0

write(11,95)in,ex,ey,emod
95 format(’' Elem:\i3," Ex=',e10.4," Ey="e10.4,' Er="e10.4)
102 continue

return
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22/9/97 C

OBSERVACAO: ESTE PROGRAMA ESTA TRABALHANDO APENAS COM POTENCIAL
ESCALAR 3D.
A entrada de dados ¢ feita manualmente, por ndo haver malhadores especiticos para todos 0s
casos aqui estudados. A etapa de calculo € feita utilizando-se as fung¢6es de forma de acordo com
0 tipo de elemento.

Este programa utiliza as seguintes subrotinas do programa EFCS:
- ZERO: zerar varidveis do sistema(condi¢do inicial)
- BAND: calculo da matriz banda
- SSFORM: condensar a matriz
- COFRON: adicionar as condi¢des de contorno
- RESOL.: resolver o sistema matricial

Subrotinas adicionadas para o cdlculo via Método dos Residuos:

-PITL3,PITQ3,PITC3: pontos de integra¢do para os diferentes elementos tetraédricos 3D
-PIHT3,PIHQ3,PIHC3: pontos de integragdo para os diferentes elementos hexaédricos 3D
-FNTL3,FNTQ3,FNTC3: fungdes de forma para os diferentes elementos tetraédricos 3D
-FNHT3,FNHQ3,FNHC3: funcbes de forma para os diferentes elementos hexaédricos 3D

As subrotinas anteriores permitem escolhas de acordo com o tipo de elemento.

@

NOMENCLATURA:
* detj - determinante do jacobiano
*dn() - derivada de fnem relagdoauev
* dnx,dny- derivada de fnemrelagdioax ey
*ee(,) - matriz rigidez [=S(nkt,nkt)]
* fn() - fun¢do de forma nodal
*fo(,) - arranjo contendo os nos com condi¢do de contorno
*iaxe - define o tipo de eixo(O:cartesiano ou 1:axi-simetrico)
* icterm -termo relacionado com as fontes de aquecimento
* ikind - define o tipo de potencial(0:Escalar ou 1:Vetor)
*irep - numero de pares de nos periédicos da malha
=0> nao ha periodicidade ou =1> ha period. no dominio
* iterm - valor de uma constante (iterm=0)
* ktri(,)- guarda o numero do meio do elemento
* mat() - numero do meio em cada um dos NEL elementos
*mb - matriz banda
* mbb - Largura de banda
* mrep(,)- guarda o arranjo com os pares de nos periédicos
*nmat - numero de meios dielétricos
*nno - numero de nos
*nel - numero de elementos
* nfron- numero de condi¢Ges de fronteira
*nkt - numero de nos de acordo com tipo de elemento
* nonper - =0>caso periddico ou =1> caso anti-periédico
* npi - nimero de pontos de integragio
* perm() - permissividade dos NMAT meios
*ro() - densidade superficial de carga
*ss() - matriz global
*tp - numero que identifica o tipo de elemento 3D
*u,v, p - pontos de integracdo



*ui,vi, pi - pontos de integragio

*vvi() - potencial imposto na fronteira

* vdr() - vetor lado direito

*vv() - potencial vetor incégnito

* xcor() - coordenada x do né

* ycor() - coordenada y do né

* zcor() - coordenada z do n6

*xr,yr - coordenadas dos elementos no espago de referencia
* xmu=perm()- permissividade dos NMAT meios

*wi - peso

0

OO o000 o0agooo0o0n

------ PROGRAMA PRINCIPAL
parameter (jjfron=250,jel=10000,jrep=400,jno=10000,jfron=150)
parameter (jnband=1000000)
integer nno,nel,nfron,irep,nonper,ikind,iaxe,mb,mat(jno)
integer icdtermg(jjfron),ktrijel, 32),iterm,fo(jjfron,jfron)
integer tp,nkt,nmat,ncle
double precision xcor(jno),ycor(jno),zcor(jno), vvi(jjfron)
double precision mrep(jrep,2),vdr(jno),ss(jnband),vv(jno)
double precision perm(30),ro(jno)

write(*,*)' '

write(*,*)' '

write(6,'(a$)")' ATENCAOQO!!

write(6,'(a$))' ESTE PROGRAMA ESTA OPERANDO APENAS COM'
write(6,'(a$)")’ POTENCIAL ESCALAR EM 3D'

write(*,*)" '

C------ Chama DATAIN para entra de dados
CALL DATAIN(nno,nel,nkt,tp,nfron,ktri,xcor,ycor,zcor,vvi,fo,mat,ro,perm,nmat)

C-mmmme Chama BAND para o calculo da Matriz Banda
CALL BAND(nel,nno,ktri,mb,nkt)

C--amme Chama Subrotina ZERO para Inicializacio das Matrizes
CALL ZERO(nno,mb, vdr,vv,ss,mrep)

C----- Chama Subrotina FORM para Formag¢do da Matriz Global SS
CALL FORM(nel,irep,ikind,iaxe,nonper,mb,mrep,xcor,ycor,zcor,ktri,ss,nno,mat,ro,perm,nkt,tp)

Crrxdk*-Chama Subrotina COFRON para Inser¢do das Condi¢des de Contorno VDR
CALL COFRON (nfron,nno,iaxe,ikind,iterm,YCOR,MB,ICTERM,FO,VDR,VVI,SS)

Crorxxxk-Chama subrotina RESOL para Resolugio do Sistema Matricial
C [vvl=[vdr)/[ss]
CALL RESOL(nno,mb,irep,nfron,iterm,SS,VDR,FO,VVI,VV)

Cmmmme- Chama subrotina SAIDA para impressdo dos resultados
CALL SAIDA(nno,nel,ikind,vv,vdr,nkt,tp,ktri,xcor,ycor,zcor)
STOP
END

@]
@]
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ol e
subroutine DATAIN(nno,nel,nkt,tp,nfron,ktri,xcor,
* ycor,zcor,vvi,fo, mat,ro,perm,nmat)

character namfs*20,namfu(20)

equivalence (namfs,namfu(1))

parameter (jpont=150,jfron=150,jel=10000
parameter (jno=10000,jjfron=250)

integer nmat,tp

integer nno,nel,nfron,fo(jjfron,jfron),ktri(jel,32),nkt
double precision xcor(jno),ycor(jno),zcor(jno),

* vvi(jjfron)

double precision ro(jno),perm(30), mat(jno),

C-mmmmmmoee Leitura do arquivo de dados
character namfu(20)

integer ict
equivalence (namfs,namfu(1))

write(6,'(/a$)")' Arquivo de Entrada(.dat):'
read(5,'(a)" )namfs
do 11 i=16,1,-1

if(namfu(i).ne.’ goto 22

11  continue
C return
22  namfu(i+1)=""

namfu(i+2)="d'
namfu(i+3)="a'
namfu(i+4)='t

open(10,file=namfs,form="formatted")
read(10,*)tp,nkt,nno,nel

C---Leitura da formacdo da malha
do 1i=1,nel
1 read(10,*)(ktri(i,j),j=1,nkt), mat(i),ro(i)

C---Leitura de coordenadas dos nos
do 2 i=1,nno
2 read(10,*)xcor(i), ycor(i),zcor(i)
read(10,*)nfron
C---Leitura de condig¢Ges de contorno
do 3 i=1,nfron
read(10,*)vvi(i)
read(10,*)(fo(i,j),j=1,20)
3 continue
read(10,*)nmat
C---Leitura das permissividades dos meios
do 4 i=1,nmat
4 read(10,*)perm(i)
return

subroutine BAND(nel,nno,ktri,mb, nkt)
integer nel,nno,ktri(10000,32), mb, mbb
integer ivar,ktrid,imin,imax,idif
dimension ii(32)

mb=0
do 1 i=1,nel
ivar=nkt
do 2 k=1,ivar
ii(k)=0
3 if(ii(k).eq.0)ii(k)=ktri(i,k)
2 continue
imin=10000
imax=0
do 5 k=1,ivar
if(ii(k).1t.imin)imin=ii(k)
if(ii(k).gt.imax)imax=ii(k)
5 continue
idif=imax-imin
if(mb.1t.idif)mb=idif
1 continue
mbb=mb+1
write(6,'(//,a,i4)") ' Number of Elemts=",nel

write(6,'(a,i4)") ' Number of Nodes=',nno

write(6,'(a,i4)") Bandwidth=",mbb

return

end
G e

subroutine ZERO(nno,mb, vdr,vv,ss,mrep)
double precision vdr(1),ss(1),vv(1),mrep(1,1)
integer nno,mb,mbb

mbb=mb+1

do 1 i=1,nno
mrep(i, 1)=0.
mrep(i,2)=0.
vv(i)=0.
vdr(i)=0.
do 1 n=1,mbb

in=(i-1)*mbb+n
1 ss(in)=0.
return
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Subroutine FORM(nel,irep,ikind,iaxe,nonper, mb,

* mrep,Xxcor,xcor,zcor, ktri,ss,nno, mat,ro,perm, nkt, tp)
double precision xcor(1),ycor(1),zcor(1),xr(32),

* yr(32),zr(32)

double precision ss(1),mrep(1,1),perm(1),ro(1),xmu
integer nel,irep,ikind,iaxe,nonper,mb,ktri(10000,32)
integer nno,mat(1),nkt,tp

dimension ee(32,32)

write(6,*)" '

write(6,*)" Scalar Potential '
ikind=0

write(6,'(a$)")'
iaxe=0
nonper=0
irep=0

write(6,*)" '
write(6,'(/,a)")' Matrix Assembly ...'

Cartesian '

do 1 i=1,nel

c----Coordenadas dos Elementos de Referéncia
do 20 j=1,nkt
xr(j)=xcor(ktri(i,j))
yr(j)=ycor(ktri(i,j))
zr(j)=zcor(ktri(i,j))
20 continue
nm=mat(i)
Xmu=perm{nm)

c----Com a permeabilidade, calcula as contribui¢des
call CONTRB(nkt,tp,xmu,xr,yr,zr,ee)

c----Condensa as contribui¢des na matriz global
call SSFORM(i,nkt,ktri,ee,irep,nonper, mrep,mb,ss)

1  continue

return

end
G e

C% %o %o % T %o T Fo To To To To To %o o To To To %o %o %o Yo %o C
subroutine CONTRB(nkt,tp,xmu,xr,yr,ee)
integer npi,nkt,tp

double precision xr(32),yr(32),zr(32),dnx(32),coef
double precision xmu,detj, dny(32),dnz(32),fn(32)
double precision u,v,p,w,ui(14),vi(14),pi(14),wi(14)
dimension ee(32,32)

do 4 i=1,nkt
do 4 j=1,nkt
4 ee(i,j)=0.0

c----Chama subrotina com os Pontos de

Integracao
if(nkt.eq.4) call pit13(npi,ui,vi,pi,wi)
if(nkt.eq.10)call pitq3(npi,ui,vi,pi,wi)
if(nkt.eq.20.and.tp.eq.3)call pitc3(npi,ui,vi,pi,wi)
if(nkt.eq.8)call pih3(npi,ui,vi,pi,wi)
if(nkt.eq.20.and.tp.eq.5)call pih3(npi,ui,vi,pi,wi)
if(nkt.eq.32)call pih3(npi,ui,vi,pi, wi)

C-mree- Atribui os Pontos de Integragio a u,v,p
do 18 k=1,npi
u=ui(k)
v=vi(k)
p=pi(k)
w=wi(k)

C------ Chamada da subrotina contendo as Fungdes
de Forma Nodais
if(nkt.eq.4) call fntl3(u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,
dnz,detj)
if(nkt.eq.10)call fntq3(u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,
& dnz,detj)
if(nkt.eq.20.and.tp.eq.3)call fntc3(u,v,p,xr,yr,zr,
& fn,dnx,dny,dnz,detj)
if(nkt.eq.8) call fnht3(u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,
& dnz,detj)
if(nkt.eq.20.and.tp.eq.5)call fnhq3(u,v,p,xr,yr,zr,
& fn,dnx,dny,dnz,detj)
if(nkt.eq.32)call fnhc3(u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,
& dnz,detj)

if(Abs(detj).gt.1.e-15) goto 1
write(6,*)' Area of Triangle is Zero'

C--en- Calculo da matriz ee
1 do 11 1=1,nkt
do 12 m=1,nkt
coef=detj*xmu*w

ee(l,m)=ee(l,m)+(dnx(1)*dnx(m)+dny(l) *dny(m)+
& dnz(1)*dnz(m))*coef
12 continue
11 continue
18 continue
return
end
C% %% %% %o %% %o %o % %o % To % %o % % %o % % % ToC
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C% %o %o T %o %o To %o %o %o %o o To To To To Fo %o o o %o %o %o C.
Subroutine SSFORM(, nkt, ktri,ee, irep,nonper,
mrep,mb,ss)
double precision ss(1),mrep(1,1)
integer mb,mbb,irep,nonper,nkt, ktri(10000,32)
dimension ee(32,32),iaux(32),mm(32)

do j=1,nkt
mm(j)=0
enddo
mbb=mb+1
if(irep.eq.0)go to 1
L Procura possivel no periédico
do 7 kO=1,nkt
ij=ktri(i, kO)
mj=mm(k0)
7 call Cherch(ij,mj,irep, mrep)

—

do 8 kl1=1,nkt
iaux(k1)=ktri(i,k1)
do 9 k2=1,nkt
ifimm(k2).ne.0)iaux(k2)=mm(k2)
if(nonper.eq.0)goto 5
do 3 m=1,nkt
if(mm(m).eq.0)goto 3
do 4 n=1,nkt
if(m.eq.n)goto 4
ee(m,n)=-ee(m,n)
ee(n,m)=ee(m,n)
4 continue
3 continue
5 do 2 m=1,nkt
im=iaux(m)
do 2 j=1,nkt
ij=iaux(j)
if(im.gt.ij)go to 2
[ — Troca indice ij para condensar matriz

o0

O

ij=ij-im+1
ijm=(im-1)*mbb-+ij
ss(ijm)=ss(ijm)+ee(j,m)
2 continue
return
end
C% %% %o T To To To %o To %o o %o To %o To o Fo %o %o %o %o %o C

C==SUBROTINA PARA PROCURA DE
POSSIVEL NO PERIODICO==
subroutine CHERCH(ij,ij1,irep,mrep)
double precision mrep(1,1)
integer ij,ij1,irep

ij1=0

do 1 i=1,irep
if(mrep(i,2).ne.ij)go to 1
ijl=mrep(i,1)
return

1 continue

return

end

subroutine COFRON(nfron,nno,iaxe,ikind,iterm,

* ycor,mb,icdterm,fo,vdr,vvi,ss)

parameter (jjfron=250,jfron=150)

double precision ss(1),vdr(1),vvi(1),ycor(1),xnorm,

* funcss

integer nfron,nno,iaxe,ikind,iterm, mb,mbb,icdterm(1)
integer fo(jjfron,jfron)

iterm=0
xnorm=0.
Mbb=mb+1
do 10 i=1,nno
ij=(-1)*mbb+1
funcss=ss(ij)
IF(xnorm.1t. Abs(funcss)) xnorm=Abs(funcss)
10 continue
C----- Aproximagio para evitar perda dos termos
Xnorm=xnorm#*le+14
do 1 i=1,nfron
if(iterm.eq.O.and.icdterm(i).ne.O)goto 1
if(iterm.eq.1.and.icdterm(i).ne.2)goto 1
do 2 n=1,jfron
if(fo(i,n).eq.0)goto 1
j=fo(i,n)
vdr(j)=vvi(iy*xnorm

if(iaxe.eq.1.and.ikind.eq.1.and.abs(ycor(j)).gt.1.e-
6)then
vdr(j)=vdr(j)/(2.*¥3.141593*ycor(j))

endif
j1=(-1)*mbb+1
$s(j1)=xnorm

2 continue

1 continue
return
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subroutine RESOL(nno,mb,irep,nfron,iterm,ss,
* vdr,fo,vvi,vv)

parameter (jjfron=250,jfron=150)

double precision ss(1),vdr(1),vvi(1),vv(1l)
integer nno, mb,irep,nfron,iterm,nn, mbb,icont,

* mmax,min,in,im,nnol

double precision fat,som

integer fo(jjfron,jfron)

c
icont=0
write(6,'(a$)") ' Matrix Solution ...."
nn=nno-1
mbb=mb+1

Crmmmmmemmmeea Tridiagonaliza a matriz
do1i=1,nn

icont=icont+1
if(icont.eq.int(nno*.2))write(6,'(a$)’)’ 20%"
if(icont.eq.int(nno*.4))write(6,'(a$)")’ 40%'
if(icont.eq.int(nno*.6))write(6,'(a$))’ 60%'
if(icont.eq.int(nno*.8))write(6,'(a$))’ 80%'
if{icont.eq.int( nn*1.))write(6,'(a$))’ 100%'
funci=ss((i-1)*mbb+1)
ii=i+1
if(IREP.ne.0.and. Abs(funci).lt..1e-5)go to 1
mmax=i+mb
iffmmax. gt.nno)mmax=nno
in=(i-1)*mbb-i+1
c-- Coloca a zero todos os coef menores que 1.e-16
do 13 m=ii,mmax
if(abs(ss(in+m)).1t. 1.e-16)ss(in+m)=0.
13 continue
O Passa as transformagdes
do 2 m=ii,mmax
fat=ss(in+m)/funci
if(Dabs(fat).1t..1e-18)go to 2
if(abs(vdr(i)).lt.1.e-16)goto 12
vdr(m)=vdr(m)-vdr(i)*fat
12 im=(m-1)*mbb-m+]1
do 5 j=m,mmax
ss(im+j)=ss(im+;j)-ss(in+j)*fat
5 continue
2 continue
1 continue
C----- Com a matriz modificada, volta pela diagonal
nnol=(nno-1)*mbb+1
if(IREP.ne.0.and. Abs(ss(nnol)).1t..1e-12)go to 6
vv(nno)=vdr(nno)/ss(nnol)
6 do 7 i=1,nn

ni=nno-i
nil=(ni-1)*mbb+1
if(irep.ne.0.and. Abs(ss(nil)).1t..1e-12)go to 7
som=0.
Min=i-mb+1
if(min.1lt.1)min=1
do 8 n=min,i
ib=nno-n+1
som=som+dble(ss((ni-1)*mbb+ib-ni+1))*
& dble(vv(ib))
8 continue
vv(ni)=(vdr(ni)-som)/ss(nil)
7 continue
Co-m--- Restitui zero nos nos dirichlet, quando
eletromagnético
if(ITERM.eq. 1)return
do 10 i=1,NFRON
if(Abs(vvi(i)).gt.1e-30)goto 10
do 11 j=1,jfron
if(fo(i,j).eq.0)goto 10
vv(fo(i,j))=0.
11 continue
10 continue
return
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subroutine SAID A(nno,nel,ikind,vv,vdr,nkt,tp,ktri,

* XCOI, yCOr,ZCOr)

double precision vv(1),vdr(1),vvmax,vvmin,xmQ

* xcor(1),ycor(1),zcor(1),emod

double precision u,v,p,fn(32),dnx(32),dny(32),
dnz(32),somax,somay,somaz

double precision xr(32),yr(32),zr(32),ex,ey,ez

integer nno,ikind,ns,nkt,ktri(10000,32),nel,tp

data numors/0/

XMO0=4.*3.1415926*1.e-7
Numors=numors+1
Vvmax=-1.e+20
Vvmin= 1.e+20
if(ikind.eq.0)then
do 1 i=1,nno
if(vv(i).gt.vvmax)vvmax=vv(i)
if(vv(i).lt.vvmin)vvmin=vv(i)
1 continue
else
do 10 i=1,nno
vdr(i)=vv(i)*xm0
if(vdr(i).gt.vvmax)vvmax=vdr(i)
if(vdr(i).lt.vvmin)vvmin=vdr(i)
10  continue
endif
write(6,'(///a,e10.4)")' Min Pot=',vvmin
write(6,'(a,e10.4))' Max Pot=',vvmax
write(6,'(/,a)")' Storing Results'

C------- Impressdo dos resultados em um arquivo
write(6,*)"
write(6,*)' OS RESULTADOS

ENCONTRAM-SE NO ARQUIVO SAIDA.DAT'
write(6,*)" '
open (11,file="saida.dat’,form="'formatted’)
write(11,39)

39

format("C CH
write(11,40)

40  format(' PROGRAMA DE CALCULO DE

* CAMPOS POR ELEMENTOS FINITOS ")
write(11,41)

41  format(' UTILIZANDO A FUNCAO DE

* FORMA NODAL PARA O ELEMENTO ")

if(nkt.eq.4)then
write(11,42)
42 format(' TETRAEDRICO LINEAR DE
* PRIMEIRA ORDEM ")

endif

if(nkt.eq.10)then
write(11,43)
43 format(' TETRAEDRICO QUADRATICO

* DE SEGUNDA ORDEM ")

endif

if(nkt.eq.20.and.tp.eq.3)then

write(11,44)

44 format(' TETRAEDRICO CUBICO DE
* TERCEIRA ORDEM )

endif

if(nkt.eq.8)then

write(11,45)
45 format(' HEXAEDRICO TRILINEAR DE
* PRIMEIRA ORDEM ")
endif
if(nkt.eq.20.and.tp.eq.5)then
write(11,46)
46 format(' HEXAEDRICO QUADRATICO
* DE SEGUNDA ORDEM ")
endif
if(nkt.eq.32)then
write(11,47)
47 format(' HEXAEDRICO CUBICO DE

* TERCEIRA ORDEM ")
endif
write(11,48)
48
format('C C"

write(11,*)' Numero de Nos=',nno
write(11,*)' Numero de Elementos=',nel
write(11,*)" '

C------Impressio de potencialidades nos NOS
write(11,*) POTENCIAL EM CADA NO''

do 81 m=1,nno
81  write(11,90)m,vv(m)
90 format(' No:',i3,' Potencial=",e10.4)
write(11,*)" '

C------ Impressdo dos campos nos elementos
write(11,*)’'VALOR DOS CAMPOS
* ELETRICOS EM CADA ELEMENTO'

C---CHAMA GRAD PARA CALCULO DOS
CAMPO OU GRADIENTES
do 102 in=1,nel
somax=0.
somay=0,
somaz=0.




c----Coordenadas dos Elementos de Referencia

20

76

95

*

102

do 20 j=1,nkt
xr(j)=xcor(ktri(in,j))
yr(j)=ycor(ktri(in,j))
zr(j)=zcor(ktri(in,j))
continue

=0.
v=0.
p=0.

if(nkt.eq.4) call fnt13(u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,dnz,detj)
if(nkt.eq.10)call fntq3(u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,dnz, detj)
if(nkt.eq.20.and.tp.eq.3)call fntc3(u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,dnz,detj)
if(nkt.eq.8) call fnht3(u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,dnz,detj)
if(nkt.eq.20.and.tp.eq.5)call fnhq3(u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,dnz,detj)
if(nkt.eq.32)call fnhc3(u,v,p,xr,yr,zr,fn,dnx,dny,dnz,detj)

do 76 j=1,nkt
somax=somax-+(dnx(j)*vv(ktri(in,j)))
somay=somay-(dny(j)*vv(ktri(in,j)))
somaz=somaz-(dnz{jj*vv(ktri{in,j)))
continue

€X=-S0max
ey=-somay
€z=-somaz
emod=sqrt(ex *ex+ey*ey+ez*ez)
if(abs(ex).It.1e-8)ex=0.0
if(abs(ey).lt.1e-8)ey=0.0
write(11,95)in,ex,ey,ez,emod
format(' Elem:',i3," Ex='e10.4,' Ey="e10.4,' Ez=',¢10.4,
' Er='e10.4,)
continue

81



3 - RESULTADOS OBTIDOS DOS PROGRAMAS EM 2D E 3D
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Triangular Quadratico 2D

7 8 9 100V
4 6 nlt=6
nno= 9
nel=12
oV
1 2 3

Arquivo de Entrada:

6

9

2

1236951 .0000E+00
9874151 .0000E+00
.0000 .0000

.5000 .0000

1.0000 .0000

.0000 .5000

5000 .5000

1.0000 .5000

.0000 1.0000

.5000 1.0000

1.0000 1.0000

2

100.00

78 900000000000
000O0O00O0

.00 ,
12300000000000
0000O0O0

1
.1000E+01

Arquivo de Saida:

C C

PROGRAMA DE CALCULO DE CAMPOS

POR ELEMENTOS FINITOS UTILIZANDO A

FUNCAO DE FORMA NODAL PARA O

ELEMENTO TRIANGULAR QUADRATICO

DE SEGUNDA ORDEM

C
Nuimero de N6s = 9

)

Numero de Elementos = 2
POTENCIAL EM CADA NO
N6: 1 Potencial = .0000E+00
N6: 2 Potencial = .0000E+00
N6: 3 Potencial = .0000E+00
N6: 4 Potencial = .5000E+02
No: 5 Potencial = .5000E+()2
No6: 6 Potencial = .5000E+02
N6: 7 Potencial = .1000E+03
N6: 8 Potencial = .1000E+03
N6: 9 Potencial = .1000E+03

VALOR DOS CAMPOS ELETRICOS EM
CADA ELEMENTO
Elem: 1 Ex = .0000E+00 Ey = .1000E+03
Er = .1000E+03
Elem: 2 Ex = .0000E+00 Ey = .1000E+03
Er = .1000E+03
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34

HEXAEDRICO QUADRATICO

g gs

Hggm

B
-

100V - Nés: 13 até 20
0V -Nos: laré &

ARQUIVO DE ENTRADA:
5
20
20

1 2 3 4 5 6 7 8
9 10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 1 .0000E+00
.0000 .0000 .0000
.5000 .0000 .0000

1.0000 .0000 .0000
1.0000 .5000 .0000
1.0000 1.0000 .0000
.5000 1.0000 .0000
.0000 1.0000 .0000
.0000 .5000 .0000
.0000 .0000 -.5000
1.0000 .0000 .5000
1.0000 1.0000 .5000
.0000 1.0000 -.5000
.0000 .0000 1.0000
.5000 .0000 1.0000
1.0000 .0000 1.0000
1.0000 .5000 1.0000
1.0000 1.0000 1.0000

.5000
.0000
.0000
2
100.00
13 14
0 0
0 0
.00
1 2
0 0
0 0
1
.1000E+01

1.0000
1.0000
.5000
15 16
0 0
0 0
3 4
0 0
0 0

1.0000
1.0000
1.0000
17 18
0 0
5 6
0 0




ARQUIVO DE SAIDA:

PROGRAMA DE CALCULO DE CAMPOS POR ELEMENTOS FINITOS UTILIZANDO
A FUNGCAO DE FORMA NODAL PARA O ELEMENTO HEXAEDRICO QUADRATICO
DE SEGUNDA ORDEM

Numero de Nés= 20

Numero de Elementos= 1

POTENCIAL EM CADA NO
No: 1 Potencial= .0000E+00

No: 2 Potencial= .0000E+00
No: 3 Potencial= .0000E+00
No: 4 Potencial= .0000E+00
No: 5 Potencial= .0000E+00
No: 6 Potencial= .0000E+00
No: 7 Potencial= .0000E+00
No: 8 Potencial= .0000E+00

No: 9 Potencial= .5000E+02
No: 10 Potencial= .5000E+02
No: 11 Potencial= .5000E+02
No: 12 Potencial= .5000E+02
No: 13 Pctencial= .1000E+03
No: 14 Potencial= .1000E+03
No: 15 Potencial= .1000E+03
No: 16 Potencial= .1000E+03
No: 17 Potencial= .1000E+03
No: 18 Potencial= .1000E+03
No: 19 Potencial= .1000E+03
No: 20 Potencial= .1000E+03

VALOR DOS CAMPOS ELETRICOS EM CADA ELEMENTO
Elem: 1
Ex=-.2891E-05 Ey= .7188E-05
Ez= .1000E+03 Er= .1000E+03
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