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Resumo

Os Sistemas Descritores sdo sistemas dindmicos compostos por equagdes
diferenciais e equagdes algébricas. Possuem algumas particularidades que
justificam o uso de técnicas especiais para a resolu¢cdo do problema de es-
tabilizagao. FEstas particularidades diferenciam tais sistemas dos sistemas
normais, 08 quais sdo compostos apenas por equagoes diferenciais.

O objetivo deste trabalho € estudar o problema Estabilizacdo de Siste-
mas Descritores por Realimentagdo de Estados, utilizando um procedimento
em duas etapas que torne o sistema regular, estdvel e livre de impulsées.
Propoe-se também, uma extensdo para tratar o problema de Estabilizacdo de
Sistemas Descritores por Realimentagdo de Saida, no caso de Sistemas Des-
critores, caracterizados por medidas independentes das varidveis algébricas
e diferenciais.

O Sistema € representado na forma algébrica-diferencial. Apds a pri-
meira etapa do algoritmo, responsdvel por regularizar o sistema e livrd-lo
de impulsdes, utiliza-se uma representac¢do intermedidria do sistema que
desacopla as equagdes algébricas das equagdes diferenciais. Esta separacado,
permite o posicionamento de pdlos para a estabilizagdo do sistema propria-
mente dita, desenvolvida na sequnda etapa do algoritmo num sistema dife-
rencial normal de ordem reduzida.

Sdo também apresentados resultados para o posicionamento de autoes-
trutura finita de estabilizag¢do por realimentacdo de estados e por realimen-

tacdo de saida, bem como exemplos ilustrativos de tais procedimentos.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Os sistemas descritores (também chamados sistemas singulares, ou ainda sistemas
generalizados) sdo sistemas dindmicos compostos por uma mistura de equacdes dife-
renciais (ou a diferenca) e equagoes algébricas. Os sistemas descritores aparecem com
frequéncia na representacao de muitos sistemas fisicos, tais como: sistemas elétricos de
poténcia, sistemas de controle, engenharia aeroespacial, projeto de reatores nucleares,
andlise de redes, sistemas econdmicos, etc [7] [20] [21] [22] [27] [28] [34] [42] [31].

Devido a presenca conjunta de equacoes diferenciais e algébricas, o problema de
controle destes sistemas apresenta certas caracteristicas que o diferenciam do controle
dos sistemas representados apenas por equagoes diferenciais, aos quais nos referiremos
como sistemas normais. Em particular, um sistema descritor pode apresentar com-
portamento impulsivo ou com descontinuidades na origem, dependendo de algumas
condicoes estruturais, da consisténcia das condic¢des iniciais, bem como da funcdo de
excitacdo [20] [23] [29]. Além disso, de um ponto de vista estrutural, a dindmica do
sistema pode ser vista como uma composi¢cao de dois subsistemas: um subsistema de
dindmica lenta, que corresponde a um sistema normal (de ordem reduzida), associado
aos autovalores finitos do sistema, e um subsistema de dindmica répida, associado aos
autovalores infinitos do sistema.

Estuda-se, entdo, o problema de controle de sistemas descritores lineares para a
obtencao de trés propriedades fundamentais que tornam o sistema em malha fechada
[20] [22):

e regular, garantindo a existéncia e unicidade da solucdo para um sistema descritor;

e livre de impulsdes, significando que o sistema descritor ndo possui modos impul-

sivos em sua solugao; e
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e estdvel, significando que todos os autovalores finitos do sistema, estio localizados

na regiao adequada do plano complexo.

Cobb (1981) (8], foi o primeiro a descobrir uma realimentagio de estados que elimina
as impulsoes do sistema, utilizando a decomposi¢do em dois subsistemas: o subsistema.
lento e o subsistema rdpido. Atendidas certas condigbes de controlabilidade, esta rea-
limentacdo posiciona os autovalores infinitos em posi¢des finitas do plano complexo. A
partir da eliminagao das impulsoes, é possivel estabilizar o sistema através de uma mu-
danca na sua dindmica lenta, o que significa nada mais que posicionar os pélos finitos
em posi¢oes adequadas, resolvendo-se, assim, o problema de controle em duas etapas.

Outros algoritmos propostos na literatura de controle de sistemas descritores
também baseam-se nas duas etapas descritas acima, veja, por exemplo, [8] [20] [41].
Na primeira etapa, é garantida a regularidade do sistema e que o sistema é livre de
impulsdes, e na segunda etapa posiciona-se os pélos instaveis do sistema em posicoes
adequadas do plano complexo, garantindo, assim, a estabilidade deste. Nos algorit-
mos descritos em [8] [20], apds a primeira etapa, utiliza-se uma troca de coordenadas
para representar o sistema em dois subsistemas desacoplados que contém os modos
dinamicos finitos, a serem estabilizados, e os modos ”"néo dindmicos”infinitos obtidos
na primeira etapa.

O algoritmo originalmente proposto por Cobb [8] basea-se na decomposicio do
sistema na chamada forma de Weistrass [22], enquanto o algoritmo descrito em [20] usa
a decomposigao do sistema na forma algébrica-diferencial, para a realiza¢io da primeira
etapa, e uma troca de coordenadas adequada para o desacoplamento necessario para a
segunda etapa. Por outro lado o algoritmo proposto recentemente por Varga [41] utiliza
transformagoes ortogonais para construir a solugdo do problema de estabilizacio, sendo
assim, bastante atrativo do ponto de vista numérico.

No método de Varga [41], obtém-se apenas um desacoplamento parcial apés a pri-
meira etapa, pois apenas os modos dinamicos finitos sdo desacoplados dos modos ndo
dindmicos. Com este desacoplamento parcial dos subsistemas, obtém-se um ganho
significativo em termos de operagGes a serem realizadas para obtencao da matriz de
realimentacdo de estados [41].

Existem também outros métodos para estabilizagio que utilizam o controle por rea-
limentacao de estados, eliminando as impulsées e posicionando os autovalores finitos de
malha fechada, os quais ndo utilizam o procedimento em duas etapas descrito acima.
Entre estes métodos podemos citar uma extensdo do método de posicionamento de
autoestrutura de Moore [25] desenvolvida em [1] [32] e um método descrito em [44] que
estabelece uma matriz de realiment¢ao que posiciona os autovalores finitos e os infinitos
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do sistema de malha fechada. Pode-se citar ainda um procedimento de posicionamento
de pdlos, utilizando um controle proporcional derivativo, baseado apenas nas transfor-
magOes ortogonais das matrizes (3] e um procedimento que considera a construcio de
um controlador descentralizado [14] que estabiliza o sistema e o livra de impulsdes .

Dentro do contexto acima descrito, apresenta-se um algoritmo para a estabilizacdo
de sistemas descritores em duas etapas utilizando o controle por realimentagio de es-
tados. Os passos deste algoritmo sdo, essencialmente, baseados na representacido do
sistema numa forma algébrica-diferencial e no desacoplamento das equagdes diferenciais
das algébricas. Uma particularidade do algoritmo desenvolvido é que este desacopla-
mento pode ser obtido como solugdo de um sistema de equagdes algébricas, de forma
numericamente estavel.

Seguindo o mesmo procedimento apresentado para o caso de estabilizagido por rea-
limentacao de estados, apresenta-se ainda neste trabalho uma extensio dos resultados
obtidos para resolver um problema de estabilizagdo de sistemas descritores por reali-
mentagdo estdtica das safidas. Para a aplicac@o desta técnica, supde-se que a equacao
de safda associada & representacdo algébrica-diferencial do sistema possui uma estru-
tura particular, bloco-diagonal, que proporciona uma independéncia entre as medidas
algébricas e diferenciais das variaveis de estado do sistema.

Este trabalho é apresentado da seguinte forma. No capitulo 2, apresenta-se resulta-
dos bésicos da teoria de sistemas descritores necessarios para a compreensao do proble-
ma de controle tratado no decorrer deste trabalho. Dentre estes resultados, encontra-se
uma descri¢ao resumida das trés formas equivalentes para a representacdo de sistemas
descritores, a introdugao do conceito de estabilidade e a andlise da resposta temporal
do sistema representado na primeira forma equivalente. Em vista disto, estuda-se o
comportamento da estrutura de pélos finitos e no infinito e nas duas tltimas segoes
apresenta-se os conceitos necessarios para garantir a existéncia de uma lei de controle
para a realimentagdo de estados e saidas respectivamente.

No capitulo 3, descreve-se o problema de estabilizagdo por realimentacio estatica de
estados e as condigdes para a existéncia da solucdo e para a resolucdo deste problema
representado na forma algébrica-diferencial. Esta forma é apresentada em uma das
secoes deste capitulo, onde descreve-se sua forma geral e como obté-la. Ainda neste
capitulo encontram-se os algoritmos de estabilizacdo em dois passos e uma comparagao
com o algoritmo proposto por Varga [41]. E para finalizar apresenta-se um algoritmo
para posicionamento de auto-estrutura finita seguido de um exemplo ilustrativo.

No capitulo 4, apresenta-se a extensdo dos resultados obtidos no capitulo 3, a fim
de se obter estabilizacdo de sistemas descritores através de realimentacao estdtica das

saidas, como citado anteriormente. Apresenta-se as condi¢des de Controlabilidade e
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Observabilidade que garantem a existéncia da solugdo do problema de estabilizagao,
bem como uma comparacao com a técnica utilizada por Varga, caso fosse utilizada para
realimentacdo de saida. Para completar o desenvolvimento da metodologia proposta,
apresenta-se o algoritmo para a estabilizagdo e um algoritmo para posicionamento de
auto-estrutura finita.

O capitulo 5 é destinado & exposi¢do das conclusoes gerais e algumas sugestoes
para o desenvolvimento de trabalhos futuros utilizando a teoria de sistemas descritores
e outras ferramentas utilizadas para a estabilizagdo de sistemas lineares tais como:

LMIs, Controle Otimo e Funcdes de Lyapunov.



Capitulo 2

Sistemas Descritores

2.1 Introducao

Os sistemas descritores, em tempo continuo, sio sistemas dinimicos descritos por
uma mistura de equacoes algébricas e diferenciais. A equagdo dindmica que descreve

0s sistemas descritores tem a forma:

Ei(t) = Az(t)+ Bu(t)

yt) = Colt) (21)

onde z € R*, u € R™ e y € NP, representam respectivamente os vetores de estado,
de entradas de controle e de saidas do sistema ; E € R*** A € R**" B € RV™
C € RP*". Assume-se que ao longo do texto o posto (E) = r < n, caracterizando a
singularidade do sistema.

Apresenta-se a seguir a defini¢do de regularidade do par (E, A), condigio necesséria

e suficiente para a existéncia e unicidade da solugdo para um sistema descritor [20] [11].

Definicao 2.1.1 : Sejam dadas duas matrizes (E, A) € R**". O par (E,A) é chamado
reqular se existe uma constante escalar o € C tal que | oE + A|# 0 ou, simplesmente,
|sE - A|# 0.

Muito embora o sistema homogéneo (ndo controlado) possa ser ndo regular, é im-
portante ressaltar que é possivel garantir a unicidade da solugao de um sistema de
malha fechada através da aplicagdo de uma entrada de controle adequada [33]. Neste
capitulo detém-se, principalmente, na analise de sistemas descritores onde o par (E, A)
é suposto ser regular. Nos dois capitulos subsequentes, aborda-se o problema de regu-
larizagdo em malha fechada pela utilizacdo de realimentagao de estados e estatica das

saidas.
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2.2 Equivaléncia

As equagdes que descrevemn um sistema real ou um modelo matemadtico podem ser
obtidas através da selecdo de varidveis de estado apropriadas. Esta sele¢do nao é tinica,
existindo assim, formas equivalentes para a representagao dos sistemas. A utilizagdo
de representacgbes equivalentes tem importancia tanto para a andlise e compreensao de
sistemas descritores, como para o desenvolvimento de resultados tedricos e de algorit-
mos para o calculo de leis de controle que modifiquem adequadamente a dindmica do
sistema. A seguir, apresenta-se a decomposicao do sistema descritor em trés formas
equivalentes, utilizadas na representacao de sistemas descritores, e que nos permitem

desenvolver os conceitos e resultados deste trabalho [20].

2.2.1 Primeira Forma Equivalente

A primeira forma equivalente, chamada Decomposi¢do Padrdo, basea-se no Lema

seguinte [20]:

Lema 2.2.1 : (E,A) € regular se, e somente se, eristem duas matrizes ndo singulares,

UeRM™™ e Ve R tais que:

UEV = (2.2)

0 I,

AIO}

[y 0 UAV =
0 N
onde ny +n, =n e N € R"*" ¢ yma matriz nilpotente tal que N* = 0, sendo o o

indice de nilpoténcia.

A partir do Lema 2.2.1 deduz-se que para qualquer sistema descritor da forma
(2.1), onde (E,A) € regular, existe uma transformagdo de coordenadas x = Vz tal que

o sistema (2.1) é equivalente a:

Inl 0 Zl(t) _ A1 0 Zl(t) _ B1
{o NHz’Q(w}‘[o IMHZQm " (23
onde
v=[vi V] e U= g: (2.4)

sdo matrizes que satisfazem as condig¢des do lema 2.2.1, com V; € R**™ ¢ V, € R*"2
e Uy € R [, € R™2*". Entao,
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— Ul
Uz

Esta decomposi¢do nao ¢ uinica. As matrizes U e V podem ser obtidas por exemplo

B,

=V V] B,

B (2.5)

a partir da autoestrutura relativa do par (F, A) [22]. Como serd mostrado a seguir,
a Decomposi¢do Padrdo permite a compreensao da estrutura finita e no infinito do

sistema e suas consequéncias no comportamento dindmico deste.

2.2.2 Segunda Forma Equivalente

Seja r = posto(E). Sabe-se que existem matrizes nao singulares Q e P, de dimensao

n, tais que QEP = diag (I,0). Portanto,utilizando a transformacao de coordenadas

z = [P Pz][‘“}

To

tal que o sistema (2.1) é equivalente a:

Ir 0 IEl(t) _ All A12 IEl(t) Bl
[ 0 o] Lz(t)} - {Am AuJ [mg(t) B " (26)
onde
~ [a B [a
P=[P PR] , Q—{Qz} B, —[Qz B (2.7)

com P, € %7, P, € R™"T Q1 € RT™ e Q2 € R

A equacio (2.6) representa a Segunda Forma Equivalente para o sistema (2.1), e
pode ser obtida por Decomposicdo em Valores Singulares ou Decomposicdo QR [36)
[37]. Assim, as matrizes Q e P ndo sdo unicas. Pode-se também observar que para
a obtencdo destas matrizes ndo é necessdrio supor a regularidade do sistema original,
sendo assim de interesse para o desenvolvimento de resultados praticos.

Sob esta decomposicao, o sistema é representado por equagoes algébricas e equagoes
diferenciais dando origem a uma Forma Algébrica-Diferencial que serd utilizada pos-
teriormente para representar o sistema a ser tratado neste estudo. A parte diferencial
representa um subsistema dindmico e a parte algébrica representa a conecgao entre os
subsistemas. Assim, observa-se que os sistemas descritores podem ser vistos como um

sistema composto formado por alguns sistemas interconectados.
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2.2.3 Terceira Forma Equivalente

Com base na definigdo de regularidade e assumindo o par (E,A) regular, sempre
existe um escalar o tal que | @ E + A |# 0. Sejam, portanto, as matrizes de transfor-

magao:
= (aF + A)7!
= I,

Yl

Entao,
QA=1I,—a(aE + A)7'E.

Assim, o sistema (2.1) é equivalente a:

Ei(t) = (I - aF)z(t) + Bu(t) (2.8)
onde E = QFE e B=QB.

O sistema (2.8) representa a terceira forma equivalente do sistema (2.1). Logo,
para um valor fixo de o, a terceira forma equivalente é inica em relagao & equivaléncia
algébrica (similaridade) [20]. Ao contrédrio das duas decomposi¢des anteriores, este tipo

de representacao do sistema descritor ndo sera explorada neste trabalho.

2.3 Estrutura de um Sistema Singular

2.3.1 Autoestrutura Relativa

Para definir a autoestrutura relativa do par (E,A), toma-se a autoestrutura finita

do sistema, sendo A; as raizes do equagdo A(s) = | sE — A |= 0 e define-se
n = dim N(ME — A).

onde N(.) denota o espago nulo.
Para os autovalores finitos distintos, os autovetores correspondentes sao represen-

tados por v;; e definidos por:

ME~A) v =0 jem (2.9)

onde 7; = {1,2,...,m:}.
Para os autovalores finitos iguais, de multiplicidade k > 1, os autovetores corres-

pondentes sao reprsentados por vfj e definidos por:
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(ME - A) v = —Euf | k>1 (2.10)

Se | E |# 0, a relagdo acima pode ser utilizada para gerar os autovetores vy Te-
cursivamente, a partir do autovetor de maior posto. Esta construc¢ao nos fornece a

autoestrutura de E~1A.
Caso a condicdo citada | E |# 0 ndo seja verificada, significa que o sistema possui
autovalores infinitos. Neste caso, definiremos = dim N(F) e utilizaremos a autoes-

trutura infinita do par (E, A) para a determinagdo dos autovetores correspondentes:

e Para autovalores infinitos de grau 1, teremos os autovetores correspondentes re-

presentados por v e definidos pela relagio:

E'Uooj =0 s ] €n (211)
onde 7 ={1,2,...,n}.

e Para os autovalores infinitos de multiplicidade k > -1, teremos os autovetores

correspondentes representados por vfjoj e definidos pela relacéo:

Evil = Avk; |, k>1 (2.12)

oof

Escrevendo-se os autovetores como colunas de duas matrizes ndo singulares, onde
V corresponde a matriz de autovetores relativos aos autovalores finitos e infinitos e
W corresponde a matriz de autovetores relativos aos autovalores finitos e infinitos

multiplicados pelas matrizes £ e A respectivamente, tem-se:
V = [v,’“J vffo]-]
W o= [Evk Adk
Fazendo P =V e Q = W~! e calculando-se a matriz abaixo obtém-se:

SInl - A1 0

E-AP =
QsE—4) 0  sN-—1I,

o que resulta na Forma de Weierstrass do par (sE — A), semelhante & Decomposicdo
Padrdo (2.3), onde A, é uma matriz que contém os autovalores finitos de (£, A) e N é

uma matriz nilpotente representando os autovalores infinitos da autoestrutura relativa
(22].
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Sabe-se que as posi¢des em que os autovalores de um sistema se encontram sao
importantes, pois influenciam nas propriedades estdticas e dindmicas de um sistema
linear invariante no tempo. O estudo de posicionamento de autovalores é de suma
importancia na andlise de sistemas descritores, sabendo-se que estes sistemas além de
autovalores finitos possuem autovalores infinitos que afetam as propriedades da resposta,
destes.

Em particular, a discussdo acima permite definir:

e Autovalores finitos

O polinémio caracteristico para o sistema singular é dado por:

A(s)=| sE— Al|=ay,,s™ +...+a15+ ap.

Os valores finitos de s que satisfazem A(s) =} sE — A |= 0 sfo chamados autova-
lores finitos do sistema. Usa-se o(E, A) = {s | s € C, sfinito,| sE— A |= 0} para
determinar o conjunto de autovalores finitos do sistema. Devido a singularidade
da matriz E, o nimero de autovalores finitos é sempre menor que n para sistemas

descritores [22].

e Autovalores infinitos

A estrutura de autovalores infinitos é determinada pelos zeros de (sE - A) no

infinito, o que corresponde a (:E — A) para s = 0.

Os autovalores finitos do sistema estdo diretamente ligados a estabilidade da respos-
ta do sistema, enquanto os autovalores infinitos estdo diretamente ligados a presenca

de modos impulsivos na resposta transitéria do sistema, como serd visto a seguir.

2.4 Resposta Temporal
Estando o sistema escrito na forma padréao (2.3), e considerando o fato de que
N® =0 (2.13)

pela definicio de matriz nilpotente (ver Apéndice B), o sistema pode ser dividido em

dois subsistemas e a solugio destes podem ser representadas como segue:

e o subsistema lento: correspondente a um sistema normal de ordem r associado

aos autovalores finitos do par (E,A), cujas trajetdrias sdo escritas unicamente por:
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t
21 (t) = ez (0) +/O e1t=7) Biu(r)dr (2.14)

e o subsistema rdpido: associado aos autovalores infinitos do par (E,A), cuja solugao

unica é dada por:

a—1 a-1
Zz(t) = — Z (S(z—l)(t)N122(O) - Z NlBg’U,(i) (215)
=1 =0

sendo u* a i-ésima derivada de u(t) e §(t) a funcao impulso unitério.

O subistema lento é uma equacdo diferencial ordindria, a qual possui uma tinica
solucdo para uma condi¢ao inicial z;(0) e para qualquer funcdo parcialmente continua
u(t). Este subsistema determina a estabilidade de (2.1), visto que os autovalores finitos
sao determinados apenas pela matriz A;.

Os termos impulsivos na resposta dependem da multiplicidade dos autovalores no
infinito. Assim, se tivermos a > 1 na relagdo (2.13), tal que os autovalores infinitos
possuam multiplicidade & > 1, existirdo valores de 2,(0) tal que a resposta possua
termos impulsivos em 2,(t). Por outro lado, se tivermos N = 0, o que corresponde
a a = 1, a resposta do sistema ndo possui termos impulsivos e o sistema é livre de
impulsdes. Logo, pode-se constatar que os autovalores infinitos e consequentemente os
termos impulsivos, estdo diretamente relacionados ao subsistema rapido. Para maiores
detalhes o leitor pode consultar 2] [20] [22] .

Sabe-se que mesmo que nao existam termos impulsivos na resposta do sistema,
pode-se observar a presenca de saltos finitos instantaneos na origem dos tempos devido
A inconsisténcia das condigGes iniciais, o que pode ser prejudicial para o desempenho
do sistema. Desta forma, este estudo se concentra no caso onde o sistema nao possui
impulsdes, ou seja, N = 0.

No instante inicial, a resposta do sistema é dada por:

21 (t) = eAltzl (0)

%) = —TE V()N 2(0)

21(0-) ] |

2(0—) = lz2(0_)

Para t > 0, 22(t) = 0. Logo,
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limyo4 22(2)

£(04) = { limg o4 21(2) ] _ [ zl<§—> }

Assim, se 2,(0—) # 0, pode se observar que 2(0+) # 2(0—), o que implica na incon-
sisténcia da condigao inicial, e o sistema possui descontinuidades no instante inicial. A
referéncia [23], pode ser consultada para uma melhor compreenséo de como estes saltos
sao influenciados pela lei de controle e como tais influéncias podem ser exploradas para

reduzi-los através de uma realimentagao apropriada.

2.5 Estabilidade

Estabilidade é uma propriedade importante a ser considerada no desenvolvimento
deste estudo, considerando-se que um sistema pratico instdvel corre o risco de nao
funcionar satisfatoriamente ou até mesmo ser destruido ao ser implementado. Logo,
esta propriedade garante um bom desempenho da solucdo do sistema assegurando o

funcionamento satisfatério deste.
Por simplicidade, considera-se apenas a estabilidade assintética do sistema descritor

autonomo:
Ei(t) = Az(t) , com z(0) = xo. (2.16)

Aplicando a transformacao de coordenadas x = Pz, o sistema (2.16) é equivalente

ao sistema autonomo na forma padrao:

L, 01[a@®)] T[4 o][ae
Gl )] e

8] - [2]
22(0) 22

Para ¢t > 0, o sistema (2.17) tem como solugdo:

onde

z(t) = etz (0)
Zg(t) = 0 .

Como, para t > 0 apenas o subestado z; determina a dindmica do sistema, tem-se

que a condicao
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l2@)ll; < 1Pl ae™llz(0)ll, , @8>0
é verdadeira se, e somente se, z,(t) satisfaz a
lz@)ll; < 1Pl ae™(|2(0)ll, , t>0,

o que é equivalente a 0(4;) = o(E, A) € C~ [20].
Em vista deste resultado, pode-se escrever o seguinte teorema, que define a estabi-
lidade do sistema (2.16) [20].

Teorema 2.5.1 : O sistema (2.16) € assintoticamente estdvel se todos os autovalores
finitos definidos pelo conjunto o(E,A) = {s | s € C,sfinito,| sE — A |= 0}, estdo
no semiplano esquerdo do plano complezo C~ para sistemas continuos e no interior do

circulo unitdrio para sistemas discretos.

Nota-se que na defini¢cdo de estabilidade desconsidera-se o instante ¢ = 0, em fungao

do possivel comportamento impulsivo e descontinuo da solugdo neste instante [23].

e Exemplo 1 : Dado sistema abaixo que descreve o circuito apresentado em [20]:

1000 0 100 0
0 010 1 000 0
z = z+ Vs(t) (2.18)
0 00O -1 0 01 0
0000 1 0 111 -1
y =[0010]s (2.19)
Através das matrizes de transformacao U e V abaixo:
10 0 -1 1 0 0 0
01 0 O -1 -1 1
0 0 -1 1 0 1 00
00 1 O 1 0 01

o sistema pode ser escrito na sua forma padrao equivalente:

1000 -1 -1 00
0100|[z 1 0 00 0

= I Vi(t) (2.20)
000 0[] 0 0 1 0] -1
0000 0 0 01 0
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y=[0100][$‘} (2.21)

T2

Analisando-se o sistema representado na forma padrao acima, pode-se concluir, da-
do N = 0, que o sistema nao possui modos impulsivos. E calculando-se os auto-
valores finitos do sistema verificamos que estes se encontram nas posi¢des {—0.5 +
0.86602541, —0.5 — 0.86602547} do plano complexo. Logo, pode-se afirmar que o siste-

ma é estavel.

e Exemplo 2 : Dado sistema descritor abaixo [20]:

000 100 1
100[z=]010]|z+]|0]|V (2.22)
010 00 1 0

y =10 -1]2 (2.23)

Neste exemplo verifica-se que o sistema acima é composto apenas pelo subsistema
rapido e que o indice de nilpoténcia da matriz N é a = 3 (ver apéndice B). Logo, o
sistema possui apenas pélos infinitos, e sendo a multiplicidade do pélo maior que 1, o

sistema possui termos impulsivos na resposta de estados.

2.6 Controlabilidade e Observabilidade

As defini¢oes de controlabilidade e observabilidade para sistemas de controle nor-
mais, podem ser extendidas para sistemas descritores. No entanto diferentes tipos de
controlabilidade e observabilidade podem ser identificadas no caso de sistemas descri-
tores [19] [20] [43]. Nesta secdo estuda-se as propriedades para um sistema descritor a

partir das seguintes condigoes:
1. posto([aE — BA B])=n, V (a,08) €C? \{(0,0)};
2. posto([A\E — A B]) =n, V A€eC;

3. posto([E ASe B]) = n, onde as colunas de Sy, geram o espaco nulo de E, ou
seja, N(E).

Para sistemas regulares, estas condigdes caracterizam a controlabilidade do sistema.

Definicao 2.6.1 : Seja o par (E,A) regular. O sistema descritor representado por

(E, A, B) é completamente controldvel (C-Controldvel) se, e somente se, a condicdo 1

¢ satisfeita.
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Assim, o sistema descritor que satisfaz & condicdo 1 é controldvel somente se,
posto([E B]) = n. (2.24)

A controlabilidade completa assegura que para qualquer estado inicial e final
zg, 5y € R™ do sistema, existe um controle admissivel que transfere o sistema de z
para z; no tempo finito [20] [43).

Uma defini¢cao menos restritiva de controlabilidade é dada a seguir:

7z

Definicao 2.6.2 : Seja o par (E, A) regular. O sistema representado por (E, A, B) é
fortemente controldvel (F-Controldvel) se, e somente se, as condicdes 2 e 3 sdo satis-

feitas.

a

Observa-se que a C-Controlabilidade implica a F-Controlabilidade. Por sua vez, a
condicdo 2 é derivada da condigdo 1, para S # 0e A = %, e a condicdo 3 é derivada
da relagao (2.24), sendo porém mais fraca. Os sistemas regulares que satisfazem a
condi¢do 3 sdo usualmente chamados de sistemas controldveis no infinito ou impulso-
controldveis (8] [42]. Para tais sistemas, os modos impulsivos podem ser eliminados por
uma lei de controle adequadamente determinada.

As condigbes de controlabilidade estdo diretamente relacionadas ao posicionamento
de autovalores finitos no plano complexo e a condi¢do que permite a mudanca de
autovalores infinitos para posicoes finitas por uma realimentacao de estados. Estas
condicoes sao conservadas sob algumas transformacoes do sistema, especificamente sob
a aplicacdo de transformagées de equivaléncia nao singulares e de uma lei de controle
de realimentagdo de estados proporcional.

Também pode-se estender as definigdes acima de forma a se obter os conceitos de

observabilidade.

Definigao 2.6.3 : Seja o par (E, A) regular, o sistema representado por (E,A,C) €
completamente observdvel (C-Observdvel) se, e somente se, a condi¢do 1 € satisfeita

para o sistema dual, representado por (ET, AT, CT).

a

Defini¢do 2.6.4 : Seja o par (E, A) regular, o sistema representado por (E,A,C) €
fortemente observdvel (F-Observdvel) se, e somente se, as condi¢des 2 e 3 sdo satisfeitas

para o sistema dual, representado por (ET, AT, CT).
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O

Existem outras formas para se definir controlabilidade e observabilidade que ndo
serdo tratadas neste estudo [2] [20] [22]. A maioria das defini¢des relacionadas 3
dindmica de sistemas descritores continuos no tempo, dependem da regularidade do
par (E, A). Este conceito é restrito pelo fato de que a regularidade nao é assegurada
por uma realimentacao linear proporcional e muitos sistemas prdticos estariam fora
das analises propostas por tais definigdes. Tendo-se em vista tais restri¢des, em [33),
é introduzido um novo conceito de regularizabilidade. Trata-se de uma extensao da
regularidade e corrige as deficiéncias até entdo existentes. Com base neste novo concei-
to, as defini¢des relacionadas & dindmica de sistemas descritores sao modificadas a fim
de se adaptarem & modificacao introduzida. As condi¢Ges que nos permitem resolver
os problemas de controle tratados nos préximos capitulos sdo baseadas nas definigoes
(2.6.2) e (2.6.4). Em particular, mostra-se que ndo é necessirio considerar o sistema

descritor a controlar regular para resolver os problemas colocados.

e Exemplo 3 : Dado o sistema representado abaixo:

0 0 -0.82 0 0] 0 0o 1230 o0 | [ 041 —6.64 —2.34 ]
0 0 0 00 11 0 0 0 0 0 0 0.45
0 0 0 00|#=1]0 15 0 0 1.01]|z+]| 0 0 0
172 0 0 00 0 0 198 0 172 —-1548 0
| 0 0 0 0 1] 0 0 0 0 o0 | | 7. 0 -1

10000

y = 0 00O01|z

00010

O sistema pode ainda ser representado na Segunda Forma Equivalente:

[1 0 0 0 0] [0 0 115 0 0] [—1 9 0
01000 0 0 0 0 0 70 -1
00100|z = 0 0 -15 0 O0|z+|05 0 -28 |u
00000 ~11 0 0 0 0 0 -809 045
(000 0 O] | 0 -100 0 -156 0 0 0 0 |

10000

y = {01000|z
00001
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sob as matrizes de transformacao,

0

0
1.2195122

0

0

S = O O O

0
0
0
0

-1

—0.5813953 0
0 1
0 0
0 0
0 0

o O O ©

o O O = O

S = O O O

encontradas neste caso particular através da decomposi¢cao do sistema em valores sin-

gulares, o que nos leva & Forma Algébrica-Diferencial.

~ Analisando-se o sistema, pode-se afirmar que é nédo regular, instével e possui dois

autovalores infinitos e trés autovalores finitos posicinados em {—1.5,0,0}. No entanto,

verificada a condigao de fortemente controdvel e fortemente observavel, nota-se que o

sistema é estabilizdvel através da aplicagdo de uma lei de controle de realimentagao de

estados ou de realimentacao das saidas apropriadas.




Capitulo 3

Estabilizacao por Realimentacao de
Estados

3.1 Introducao

Neste capitulo, descreve-se o problema de estabilizacdo de sistemas descritores
utilizando-se o controle por realimentacao de estados bem como as condig¢des necessarias
e suficientes para a existéncia da solucido do problema. ‘

Dentro deste contexto, apresenta-se um procedimento para a resolu¢ao do problema
descrito, através de um algoritmo para a estabilizagdo em duas etapas. Na primeira
etapa, as impulsoes sdo eliminadas e a regularidade do sistema é assegurada através
de uma matriz de realimentacdo de estados preliminar. Na segunda etapa, a matriz
de realimentacao é determinada a fim de mover os autovalores (inst4veis) do sistema
modificado, apdés a primeira etapa para posi¢ées adequadas do plano complexo. Em
particular, a segunda etapa recai necessariamente em um problema de estabilizagao de
um sistema normal de ordem reduzida. Os passos deste algoritmo sdo, como colocado
no capitulo introdutério, baseados na representagio do sistema numa forma algébrica-
diferencial e na utilizagdo de uma representagdo intermedidria do sistema que desacopla
as equagoes diferenciais das algébricas, logo apds a primeira etapa, pela utilizacdo de
uma transformacao adequada.

Vérios algoritmos propostos na literatura de controle de sistemas descritores
baseam-se nas duas etapas descritas acima (8] [20] [41] . Entre estes, o algoritmo
proposto recentemente por Varga [41] utiliza transformagoes ortogonais para construir
a solucao do problema de estabilizagao, sendo assim bastante atrativo do ponto de vista

numérico. Aproveitando-se os resultados obtidos por Varga, faz-se uma comparacio
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entre o procedimento utilizado neste capitulo e suas implicagbes caso fosse utilizada a
metodologia desenvolvida por Varga na resolucdo de um dos passos deste algoritmo.
Em seguida, utiliza-se os resultados de base obtidos para estudar o problema de
posicionamento de autoestrutura por realimentagao de estados utilizando diretamente
a representagado algébrica-diferencial. Para finalizar, ilustra-se a utilizacao do algoritmo

proposto, através de um exemplo numérico.

3.2 Apresentacao do Problema de Estabilizacao

Considere o sistema descritor representado pela equagdo de estados linear e inva-
riante no tempo :

Ei(t) = Az(t) + Bu(t) (3.1)
onde z € R" e u € R™, representam respectivamente os vetores de estado e de entradas
de controle do sistema ; £ € ", A € R¥*" e B € R*™™ e posto(E) =r < n.

O problema de estabilizagdo a ser tratado consiste na determinag¢ao de uma lei de
controle tipo realimentacao de estados,

u(t) = Fz(t), (3.2)

com F' € R™*" tal que o sistema em malha fechada,
Ei(t) = (A+ BF)z(t) (3.3)

representado por (E, A + BF, B), seja regular, livre de impulsées e assintoticamente

estdvel.

3.3 Condicoes para a Resolugcao do Problema de

Estabilizacao

As condigbes para que (E,A,B) seja estabilizdvel no sentido colocado na seccao
2.6 sao dadas a seguir. Elas descrevem fundamentalmente a possibilidade de mover
os autovalores finitos instdveis para r posigbes estdveis e os autovalores infinitos para

posigdes finitas no plano complexo [20] [22] [41] (vide defini¢do 2.6.2).
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Teorema 3.3.1 : A solu¢do do problema de estabilizacio eziste se, e somente se, 0

sistema (E,A,B) ¢é fortemente estabilizdvel, isto ¢,
1. posto ((\E — A B]) =n, para todo ) finito , A € C*.

2. posto ([E ASw B]) =n, onde as colunas de S, geram o espaco nulo de E.

a

As condigoes 1 e 2 do Teorema 3.3.1 podem, obviamente, ser reescritas para o

sistema representado em diferentes coordenadas. Em particular, na préxima secao

utiliza-se a representacdo do sistema na forma algébrica-diferencial, mais adequada
que a decomposi¢ao padrao para o desenvolvimento de algoritmos [41].

A demonstracao da necessidade da condicdo 1 para a resolugdo do problema de

estabilizagdo pode ser encontrada em [20]. Uma interpretacdo da condi¢io 2 é mostrada

a seguir, utilizando-se a representacdo do sistema na forma algébrica-diferencial.

3.4 Metodologia para Estabilizacao

Mostra-se de maneira construtiva que, satisfeitas as condicoes do teorema acima
apresentado, é sempre possivel construir uma realimentacao de estados solugcao para o
problema de estabilizacdo. Para tanto, utiliza-se a representacdo do sistema descritor
(3.1) na forma algébrica-diferencial e a reformulacao correspondente das condigdes do

teorema 3.3.1.

3.4.1 Representacao Algébrica-Diferencial

Como citado no capitulo anterior, existem duas matrizes, Q e P, ndo singulares,

tais que o sistema descritor (3.1) seja equivalente a [20]:

I, 0 3:31(15) _ A Ap z1(t) " B, " (3.4)
0 0 Ig(t) A21 A22 (Ez(t) Bg
onde
I. 0 Ay Ap
Ay Ax
B
@B = ! r=P 7 ]
B2 Z9
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com A;; € ™" e Ayy € R*7*". As matrizes Q e P podem ser determinadas, por

exemplo, a partir de uma decomposigéo em valores singulares da matriz E. Neste caso,
temos QTQ = I e PTP =1 [36] [37].

Lema 3.4.1 : Assuma que o sistema esteja na forma (3.4). Entdo se Ay € inversivel:
1. O par (sE - A) € regular.
2. O sistema (3.1) ndo possui modos impulsivos.

8. Os autovalores finitos do sistema sdo dados por o (A1 + A12A% Aar).

Demonstracgdo : Se A5, existe, temos para o sistema (3.4):

det(sE — A) = det sl=An —Aw
_A21 _A22

ou seja,
det(sE - A) = det{—Agz}det{(Sl - All) e (A12A2—21A21)}

que por defini¢do é ndo nulo [17]. Portanto (E,A) é regular.
Além disso, os autovalores finitos do sistema correspondem as raizes da equagio

caracteristica
det(sE — A) = det{(sI — An) — (A1245, A1)} =0

e como (Ay — AppAsy) Ay € R7*", esta equacio possui r raizes finitas. Assim, como
o nimero de autovalores finitos satisfaz a r = posto(E), o sistema ndo possui modos
impulsivos [2].

|

Utilizando-se a representagdo do sistema (3.1) na forma algébrica-diferencial e o
fato de que as propriedades de controlabilidade sdo invariantes em relagao & uma troca

de coordenadas, obtém-se a partir do teorema 3.3.1 o corolério seguinte:

Coroldario 3.4.1 : A solugdo do problema de estabilizacdo eziste se, e somente se, na

representagdo algébrica-diferencial o sistema descritor satisfizer as condigdes abaizo:

: M —Ay —Ap B
1. posto
—An —Axn B

) = n, para todo A finito, A € C*.
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2. posto ([Ase By]) =n -r.

Demonstragao : Salienta-se apenas que para a representacio algébrica-diferencial

(3.4) do sistema descritor, temos:

I 0 A, B
pOStO ([E ASOO B]) = pOStO 12 1
0 0 Ay B,

) =n, (3.5)

se, e somente se, posto ([Aae Bs]) =n -r.

A partir da condigdo 2 do coroldrio, verifica-se que para a eliminacio de impulsoes,
é necessirio e suficiente que os autovalores nulos de Ay, sejam controldveis. Este
resultado, basico para a realizacao da primeira etapa do algoritmo, é apresentado na

forma a seguir:

Lema 3.4.2 : Eziste Fyp € R™ " tal que Ay + BaFy, € inversivel se, e somente se,
posto ([A22 Bg]) =n-r.

Demonstragao : A condi¢do acima é equivalente a
posto ([Al—, — Ase | Be]) =n—r, para X =0.

Isto significa que, se A = 0 é autovalor de Ajy, ele é um autovalor controlavel do par
(A2, Bs) e, portanto, existe Fys € R™*"~¢ tal que A = 0 nao pertence ao espectro de
(A2e + By Fyy) e portanto, (Age + By Fy,) é inversivel.

a

3.4.2 Metodologia para Estabilizacao em Duas Etapas

O resultado a seguir consiste, basicamente, na demonstragio da suficiéncia das

condicgoOes estabelecidas no corolario 3.4.1, e em consequéncia, no teorema 3.3.1.

Proposicao 3.4.1 : Seja o sistema descritor (3.4) fortemente estabilizdvel. Entdo,
sempre existe uma matriz de realimentacdo de estados F = [Fy; Fy, tal que o sistema

em malha fechada

z(?) } (3.6)

.’Eg(t)
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€ regular, ndo tem modos impulsivos e seus autovalores finitos sdo estdveis.
Demonstracao : Pode ser feita em duas etapas.

e Primeira Etapa : Define-se

z1(t)

u(t) = [0 Fzz] 2a(8)

J +o(t) (3.7)

tal que (A2 + B2F3;) seja inversivel. A existéncia de Fy, é garantida pelo Lema
3.4.2 e, pode por exemplo, ser construida utilizando técnicas de posicionamento
parcial de autovalores para deslocar os autovalores nulos de Ay, [9] [41]; Em
particular, pode-se colocar a matriz A;; na forma de Schur, separando-se os
autovalores nulos dos autovalores ndo nulos e, a seguir, reposicionar os autovalores

nulos em posigoes adequadas do plano complexo [9].

A aplicacdo de (3.7) garante pelo Lema 3.4.1 que o sistema de malha fechada

abaixo é regular e livre de impulsoes:

T (t)
Iy (t)

I, 0 z1(¢) | An A (F)
0 0 Zo(t) | Ay Agy(Fp)

onde
Apa(Fy) = A+ BiFa

Ap(Fn) = Ax+ ByFy

e Segunda Etapa : Consiste em definir

Ty (t)

o(t)=[ Fy 0] [zl(t) J (3.9)

tal que os r autovalores finitos de malha fechada sejam estdveis. Note que v(t)

garante as propriedades ja estabelecidas no Passo 1.

Assim, apés eliminar-se as impulsdes do sistema e assegurar-se a regularidade deste
pela aplicagdo de u(t), dada em (3.7), multiplica-se o sistema descritor resultante, (3.8),
(pela esquerda) pela matriz L da forma :

I, —An(F)Ay (Fn)

L = | 3.10
0 I (3.10)



3. Estabilizacdo por Realimentacdo de Estados 24

obtendo-se:
I, 0 1 (2) _ A11(Fy) 0 z1(¢) Bi(F3)
{ 0 0} {:im(t) ] B As Aoz (Fio) z2(t) } + B, v(t) (3.11)
onde

An(Fa) = An — Ap(Fa)Ay (Fa)Asn
By (Fy) = B1—A12(F22)A2_21(F22)Bz

O par (An(Fa2), Bi(Fa)) é estabilizdvel [20]. Como Ay (Fi) € R e r =
posto(E), a matriz Fj; deve ser escolhida tal que

0(Au(Fr)+ Bi(Fy)F1) € C.

Definindo-se uma matriz de realimentagao de estados Fi; tal que os r autovalores
finitos de malha fechada pertencam ao semiplano esquerdo, a partir da aplicagio de
(3.9) tem-se:

I,- 0 Ii)l(t) _ A11(F22) 0 .'L‘l(t) BI(F22)F11 0 T
0 0 i‘z(t) B A21 A22(F22) .’L‘g(t) B2F11 0 i)
(3.12)
I, 0 1(t) | | Au(Fu, Fa) 0 1(t)
l: 0 0 ] [ .’i,‘Q(t) B Agl(Fu) A22(F22) [ SL‘Q(t) :l (3'13)

onde .
An(F11) = Aa+ ByFyy

An(Fuy, Fa) = An(Fa) + By(Fa)Fi

Devido & forma bloco-triangular das matrizes envolvidas em (3.13) pode-se verificar

que o conjunto de autovalores finitos de malha fechada é :
O(E, A+ BF) = O'(Au(ng) + Bl(Fzg)Fu) eC”

O

E importante salientar que a matriz L definida por (3.10), também é utilizada em
[20] como parte de uma transformagio de coordenadas que desacopla os subsistemas
lento e rdpido obtidos apds a primeira etapa. Do ponto de vista algoritmico, a de-
monstra¢ao acima implica num procedimento de célculo mais simples e econémico,
comparado por exemplo a procedimentos que utilizem transformagées ortogonais para

o desacoplamento do sistema, pois o desacoplamento obtido em (3.10) é apenas parcial.
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3.4.3 Algoritmo para Estabilizacao

Baseado nos resultados anteriores, apresenta-se a seguir um algoritmo genérico para
a estabilizagao de um sistema descritor da forma (3.1). Para tanto, assume-se que o

sistema (E,A,B) seja fortemente estabilizdvel.

e Primeiro passo : Encontrar matrizes ortogonais Q e P, tais que :

I, 0

An Ap
AP =
I

QEP =
A?l A22

QB =

B
B,
Estas matrizes podem ser obtidas por decomposicdo em valores singulares ou
decomposicdo Q-R (2] [36] [37].

e Segundo passo : Calcular Fj, € R™*"~" tal que Ag, + By Fy seja nao singular.

App(F) = Ajp+ B Fy,
Ag(Fop) = Aga + By Fyy

e Terceiro passo : Encontrar a matriz X € %) tal que X Ax(Fa) = A12(Fp)

e fazer

'AII(F22) = All - XA21
Bl(Fgg) = Bl - XB2

e Quarto passo : Calcular Fi; € R™*7, tal que o (A11(Fa) + Bi(Fao)F11) € C™.

¢ Quinto passo : Calcular a matriz de realimentacdo de estados na base original

que estabiliza o sistema no sentido colocado:

F - [Fll FgQ]PT

3.5 Discussao

O algoritmo descrito acima é bastante similar ao algoritmo proposto por Varga [41],

que utiliza apenas transformacoes ortogonais para a realizacdo dos passos envolvidos
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no procedimento de estabilizacdo. Concentrando-se, entdo, na segunda etapa do pro-
cedimento descrito na demonstragao da proposicao 3.4.1, e comparando-a com a etapa
correspondente no algoritmo de Varga, que utilizaria uma matriz de transformacao

ortogonal T € R™*" ao invés da matriz bloco-diagonal L tem-se:

_ | T The gnxn
Ty To
tal que
Ty T A1 (Fya) _| 0 R, € RO-rIxor)
Ty Ty A (Fas) Ry .
entao,
Ty O _ T T ] » 0
T21 0 T21 T22
An(T) 0 _ Ty To | [ Au Ap(Fa)
An(T) R, Ty Toz | | An Ana(F22)
B\(T) Ty Tio B,
By(T) Ty Ty B,

Pode-se notar que o problema de estabilizacdo a ser resolvido por Varga seria en-

contrar Fi; tal que o(T11, A11(T) + B1(T)F11) € C~, onde Ty; € R™*".
I, -X
Muito embora a matriz L = Or I , utilizada no presente trabalho, ndo

seja ortogonal, o sistema de equagoes

XA22(F22) = A12(F22) (314)

pode ser resolvido de forma numericamente estivel pela utilizagdo de Eliminagdo Gaus-
siana com pivotamento ou por outros métodos de resolucdo de sistemas lineares. A
tabela a seguir compara o nimero de operagoes envolvidas na obtencdo das matrizes

correspondentes ao passo 3 nos dois algoritmos [13] [15] [37]:



R
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Proposto Varga
Resolucdo de X Ay = Ajo Decomposi¢io Q-R :
A 0
por Eliminac¢do Gaussiana T 2=
Asg R,
2(";”3 + (";’)2ﬂops 2(n — r)*(2T) flops
Ap =An - XAn An =TnAn +TpAy
r2(2n — 2r — 1) flops r2(2n — 1) flops
Bl == Bl hand XB2 B1 - T11B1 + T12B2
rm(2n — 2r — 1) flops rm(2n — 1) flops

A Decomposicdo Q-R pode ser obtida através de algoritmos baseados nas trans-
formacgoes de Householder, Block Householder, Givens e Fast Givens. Em todos estes
algoritmos o nimero de operagdes em pontos flutuantes estd na ordem de O(n?) [13]
[15] . No entanto, os resultados desta tabela sdo baseados no algoritmo que utiliza a
Transformacao de Householder para a obtengdo desta decomposigao.

Para a resolucao do sistema linear, os resultados utilizados sao relativos & Elimi-
nacao Gaussiana com Pivotamento Parcial. Assim, do ponto de vista do nimero de
operacoes em pontos flutuantes, observa-se uma vantagem na utilizagdo da transfor-
magao bloco triangular L.

Note-se ainda que no passo 2 é razoavel considerar-se que Fj, seja tal que Ay +
ByFy, além de nao singular, tenha um bom condicionamento numérico em vista da
solucdo de (3.14). Além disso, no passo 4 do algoritmo proposto, qualquer procedimento
para estabilizagdo de sistemas normais pode ser aplicado para o célculo da matriz Fi;,
o que pode ser considerado vantajoso, tanto do ponto de vista algoritmico, quanto do
ponto de vista tedrico, em relagao ao procedimento de Varga.

Na segdo a seguir, utiliza-se a transformagao L para mostrar algumas relacdes exis-
tentes entre a utilizagdo do modelo do sistema na forma algébrica-diferencial e o sistema

de ordem reduzida para o posicionamento dos pélos finitos.
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3.6 Posicionamento de Autoestrutura Finita

Considera-se a matriz de realimentacdo de estados Fj; que posiciona )\; como um
autovalor finito de Ay (Faa) + By(Fp)Fy;. Assim, a formulacdao seguinte fornece a
relagao entre as matrizes de malha aberta, os autovalores de malha fechada, o autovetor

associado v} € R" e a matriz de realimentagio Fy; [25].

[ A (Fao) = NI | By(Fa) ]

1 _
: J =0 (3.15)
onde

w; = Fll’Uil €. R™ (316)

Alguns algoritmos de posicionamento de autovalores/autovetores por realimentacio
de estados consistem na escolha de r triplos (\;, v}, w;) satisfazendo r equacSes como
(3.15). Em particular, a partir da escolha de Vi = [v},v},...,v}] tal que V; é ndo

singular, a matriz Fy; solugdo da equagao

Fu[v% L Us ,v}]"—'[wl ,Wa ... ,wr] (817

é tal que (\;,v}) sdo os autovalores/autovetores de A;1(Fy) + By (Fao)Fhy [25].

Concentrando-se na relagio (3.15) que descreve, para um dado \;, o conjunto de au-
tovetores de malha fechada, candidatos a serem posicionados e suas respectivas direcoes
tem-se da definigdo de (A;1(Fa2), B1(Fa), F11) que:

1
Yy
[ Au — Ava(F) Az} (Fin) Az — NI, | By — Ava(Fag) Az} (Fa) By | [ =0

Wy
(3.18)
é equivalente a
vl
[ Ay =Ml | Ap(Fy) | By ] v =0 (3.19)
Wy

onde
’1)1.2 = —A2_21 (FQQ)AQl'Uil - A2_21 (F22)B2wi (320)
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Esta ultima relagdo pode ser reescrita como :
A22(F22)'U;~2 + Agl’l)il + ng,-' =90

e (3.18) pode ser equivalentemente substituida por :

v} 0
Ay =Ml Ap(Fe) B 2 | = (3.21)
Agy Ax(Fa) Bs ‘
W; 0

O desenvolvimento acima é resumido pela seguinte proposicao :

Proposicio 3.6.1 : Seja Fyy € R™"™" uma matriz tal que Ag(Fog) = Agg + BoFo

seja ndo singular. Considere o conjunto

()‘i ,{’U :l ,'U),;) 5 i=1,2,...,7‘.
v

tal que (8.21) € verificada. Se [ vl vl o, ) ] é de posto completo e Fy, verifica

SR S

1,1 1] =
Fn[v1 JUg e ,vr]—[wl JWa . ,wr]

entdo
vl
i, !
( [v?D

para i = 1, 2, ..., 1, sGo os autovalores finitos e os autovetores correspondentes do
sistema em malha fechada

2]
Ty (t)

B,
B,

All A12
Ay Az

+ [ Fi, Fa ]> [ xl(t) :| (3-22)

.’IIQ(t)

a

Observe que, como resultado do procedimento de posicionamento de autovalores e

autovetores, resultante da aplicagdo da proposi¢do 3.6.1, tem-se na base original

Pr

3.23
o (3.2

F = [Fu Fzz]

Ent&o, na base original, a matriz F' pode ser vista como a soma de duas matrizes
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de realimentacao de estados,
F == F 1 + FQ,

onde,
o Fi = FHPIT posiciona os autovalores finitos de malha fechada, e
e [, = Fjp, Pl elimina as impulsGes e garante a regularidade do sistema.

Apesar do desenvolvimento apresentado nesta secdo ter sido obtido a partir da re-
presentacdo do sistema descritor na forma algébrica-diferencial, a proposicao pode ser
reformulada na base original. A formulagao do problema na forma algébrica-diferencial,
além de facilitar o desenvolvimento acima, sera verificada no proximo capitulo para tra-

tar o problema de estabilizac¢do de saidas, cobrindo assim os propésitos deste trabalho.

3.7 Exemplo

Dado o sistema descritor representado pelas matrizes abaixo, como apresentado no
capitulo anterior, o problema consiste em se determinar uma matriz de realimentacao
F tal que o sistema em malha fechada seja regular, estavel, livre de impulsdes, e que
os autovalores finitos do sistema sejam {—1, -2, —3}.

[0 0 -082 0 0] [0 0 1230 0 |
0 0 0 00 11 0 0 0 0
E={ 0 0 0 00| A=| 0 15 0 0 101
172 0 0 00 0 0 198 0 0
| 0 0 0 01 0o 0o o 0 o0 |

[ 041 -6.64 —2.34 ]

0 0 045

B=| 0 0 0

1.72 -1548 0

A -1

Primeiro passo: As matrizes ndo singulares, Q e P, encontradas que transformam
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o sistema na forma algébrica-diferencial sao :

0 0 0 -—05813953 0 -10 0 00

0 0 0 0 1 0 0 0 10

Q=1 12195122 0 0© 0 ol P=] 0 0 -1 00
0 1 0 0 0 0 0 0 01

[0 0 -1 0 0 | 01 0 00

0 que nos resulta as matrizes:

100 0 0] [0 0 115 0 0]
01000 0 0 0 0 0
QEP=|0 010 0| Q4P=| o 0 -15 0 0
0000 O ~11 0 0 0 0
0000 0] | 0 -101 0 -156 O |

-1 9 0
7 0 -1
QB=|05 0 -285
0 —809 0.45

0 0 0

L .

Como j4 foi visto anteriormente, o sistema é nao regular, instavel e possui os auto-

valores finitos posicionados em {0,0, —1.5}.
Segundo passo: A matriz de realimentacao Fy; calculada tal que Ay + By Fy) seja

nao singular é :

o que implica nas matrizes de realimentacao:

0. 0.
Ajo(Fao) = 1. —1. Agz(Fag) = {
2.8536585 —2.8536585

—-0.45 0.45
—-1.56 O

e nos garante que o sistema é, neste momento, regular e livre de impulsoes.
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Terceiro passo: A matriz X solu¢do do sistema X Agy(Fag) = Aja(Foz) €:

0 0
—2.2222222 0
—6.3414634 0

X =

As matrizes resultantes da transformagao sao:

0 0 1.1511628 -1 9. 0
An(Fp) = | —2.4444444 0 0 Bi(Fp)={ T 0 0
—6.9756098 0 -1.5 0.5 —8.097561 O.

Os autovalores da matriz A;;(Fy) sdo { 0, 0, -1.5 }.

Quarto passo: Aplicando-se o posicionamento de autoestrutura [25] encontra-se a
matriz F}; tal que os autovalores em malha fechada de A;(Fy2) + Bi(Fo2) Fi1 estejam
nas posigoes {-1, -2, -3}:

0.2849284 —0.0228016 —0.3931591
Fi, = | —0.4674067 —0.0274957 —0.0429487
0 0 0

Quinto passo: A matriz de realimentacio F = [Fy; Fy]P7, na base original, é
g

dada por:
—0.2849284 0 0.3931591 0 —0.0228016
F = 0.4674067 0 0.0429487 0 -—0.0274957
0 -1 0 1 0

Obtém-se em malha fechada:

[ _3.2204012 2.34 1.1060161 —2.34 0.1732225 |
1.1 —0.45 0 0.45 0
A+ BF = 0 1.56 0 0 1.01
77255328 0 1.9913884 0  0.3864141
| -1.994499 1 27521136 -1  —0.1596110 |

Pode-se verificar que o par (E, A+BF) possui r autovalores finitos de malha fechada

posicionados em {-1,

-2, -3}.
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3.8 Conclusoes

Apresentou-se, no decorrer deste capitulo, um procedimento geral para a estabili-
zacdo de sistemas descritores por realimentacdo de estados, dividido em duas etapas.
Este procedimento tem por objetivo obter um sistema em malha fechada regular, livre
de impulsdes e estdvel, garantidas algumas condigoes de estabilizabilidade do sistema.

Na primeira etapa, calcula-se uma realimentagdo de estados preliminar que tor-
na o sistema regular e livre de impulsbes. A partir da representagdo do sistema na
forma algébrica-diferencial, utiliza-se uma representagao intermedidria que desacopla
parcialmente as equacdes diferenciais do sistema das equagdes algébricas. O uso desta
representacdo, possibilita reduzir a segunda etapa do algoritmo ao cdlculo de uma ma-
triz de realimentacdo de estados que estabiliza um sistema normal de ordem reduzida,
associado as equacoes diferencias, ou alocar seus autovalores em posigoes adequadas do
plano complexo a fim de se estabilizar o sistema.

Visto que no procedimento de estabilizacao de sistemas descritores, proposto recen-
temente por Varga, estdo envolvidas transformagdes ortogonais como ferramentas para
desacoplar o sistema e reduzir a ordem deste, observa-se que o procedimento propos-
to neste estudo é mais simples e mais econémico, pois consegue reduzir o niimero de
operacoes de pontos flutuantes envolvidas na estabilizagao do sistema.

Como extensido dos resultados obtidos neste capitulo, pode-se citar o procedimento
em duas etapas para tratar o problema de estabilizacdo de sistemas descritores por
realimentacdo estdtica das saidas, para uma classe de sistemas tal que a representagao
algébrica-diferencial possua uma equagio de saida com estrutura bloco-diagonal. Es-
te estudo é apresentado no capitulo seguinte, bem como as condigbes envolvidas na
determinacgdo da solugdo deste problema.

Além disso, pode ser de interesse introduzir nas duas etapas procedimentos que
permitam atingir especificagdes complementares, tais como a minimizagdo dos ”sal-
tos” existentes devido a condicdes iniciais ndo consistentes ou ao desempenho da entrada

de controle e suas derivadas. Estes saltos sdo descritos com propriedade em [23].



Capitulo 4

Estabilizacao por Realimentacao de
Saida

4.1 Introducao

No capitulo anterior, estudou-se o problema de estabilizagdo de sistemas descri-
tores por realimentacdo de estados. Considerando-se os resultados obtidos, faz-se
uma extensdo para resolver um problema de estabilizacdo de sistemas descritores por
realimentacido de saida. Neste caso, os sistemas sao também representados na for-
ma algébrica-diferencial, sendo caracterizados pela independéncia das medidas das
varidveis algébricas e das variaveis diferenciais, implicando numa estrutura, bloco-
diagonal, da equagdo de saida. Por admitirem este tipo de representacao, estes sistemas
serao chamados Sistemas Descritores de Medidas Algébricas-Diferenciais Independen-
tes (MADI). Para exemplificar praticamente os Sistemas Descritores MADI, pode-se
citar os Sistemas de Poténcia [16] [12] [10].

Devido & estrutura bloco-diagonal na equacao de saida destes sistemas, pode-se re-
solver o problema de estabilizacdo em duas etapas, como no algoritmo apresentado no
capitulo anterior [8] [41], sob a condi¢do do sistema ser fortemente estabilizavel e forte-
mente detectdvel. A primeira etapa é utilizada para garantir a regularidade do sistema e
eliminar as impulsdes, e a segunda para posicionar os autovalores instaveis em posicoes
adequadas do plano complexo que tornam o sistema assintoticamente estdvel. Apés a
primeira etapa, aplica-se ao sistema uma transformacgdo particular intermedidria que
reduz a ordem do sistema descritor original, facilitando a estabiliza¢ao propriamente
dita, na segunda etapa do algoritmo.

E importante observar-se que as condi¢bes para a resolugdo de um problema de
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realimentacdo de saida de um Sistema MADI serd derivado de algumas condigdes co-
nhecidas para a solugdao de um problema geral de estabilizacdo de Sistemas Descritores

por realimentacdo de saida da forma:

Ei(t) = Az(t)+ Bu(t) (4.1)
y(t) = Cz(?) (4.2)

Observe-se que E = I, no sistema acima, corresponde ao exemplo cldssico de siste-
mas diferenciais, ou sistemas normais. O sistema (4.1) e (4.2) podem ser facilmente
colocados na representacao algébrica-diferencial, onde a equacdo de saida nao possui,
em geral uma estrutura especial. Assim, pode-se mostrar como uma estrutura bloco-
diagonal da equagao de saida pode ser utilizada para resolver o problema apresentado e
como técnicas de estabilizacio de sistemas normais por realimentcdo de saidas podem
ser utilizadas nestes casos.

Nas duas secdes seguintes, apresenta-se alguns resultados conhecidos da teoria de
controle de sistemas descritores lineares adaptados para o caso de Sistemas Descritores
MADI, e resultados preliminares que garantem a existéncia da solucao do problema
de estabilizagio por realimentagdo de saida. Na secdo 4 apresenta-se um algoritmo
em duas etapas para estabilizar esta classe de sistemas e uma discussao que abrange
alguns resultados provenientes da utilizagio deste procedimento. Um destes resultados
é considerado na secdo 5, utilizando-se posicionamento de autovalores. As duas tltimas

secOes sao destinadas para a apresentagdo de exemplos numeéricos e conclusoes.

4.2 Apresentagéo do Problema

Consideremos um sistema descritor representado por um conjunto de equagoes

algébricas e diferenciais da forma:

Ir 0 [ ii'l(t) ] _ [ A11 A12 17 xl(t) ] Bl
{ 0 o} | 22(t) | | A A || %2(2) | T B, ult) (4.8)
i) _ e 0 fal (w4
| %2(?) | | 0 Cy || 22(Y) |

onder; ER™, 2, ER" ,u € R™,y; € R ey, € NP2 ; I, é uma matriz identidade de
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dimensao r e as outras matrizes envolvidas possuem dimensées apropriadas. Assume-se
que posto (C11) = p1 e posto (Ca2) = pa.

A particularidade do sistema (4.3), (4.4) é que as medidas das varidveis algébricas e
diferenciais (ou combinagdes delas) sdo independentes, como enfatizados pela estrutura
da equacao de saida (4.4). A lei de controle a ser utilizada é uma realimentagao estitica

da saida, u(t) = K y(t), K € ®™*®1%P2) que pode ser reescrita como:

u(t)

l(t 011 0 .’L‘lt
[ % m][y )} = [ & Kz][.o cHxEt;J (45)

onde K; € R™*Pt and K, € R™*P2,

Assim, o sistema em malha fechada é dado por:

[ L 0 :l { 1(t) :( _ [Au + B1K1C1 Aia + BiKoCo ] [ z1(t) ] (4.6)

0 0 To(t) " | A+ ByK Cyy Agg + BoKyCog Zo(t)

e o problema de estabilizagdo de saida de Sistemas Descritores MADI a ser tratado é
0 seguinte:

Dado um Sistema Descritor MADI (4.8) e (4.4) encontrar uma lei de controle de
realimentacdo estdtica de saida (4.5) tal que o sistema em malha fechada (4.6) seja

regular, livre de impulsées e assintoticamente estdvel.

4.3 Resultados Preliminares

As proposicdes seguintes sdo baseadas nas definigdes (2.6.2) e (2.6.4), resultados
apresentados no capitulo 2 para a controlabilidade e observabilidade aplicados aos
sistemas descritores representados na Forma Algébrica-Diferencial (4.1) (4.2). Estes
resultados sdo bésicos para a resolugdo do problema de estabilizagdo po realimentacéo

das saidas de Sistemas Descritores MADI.

Proposicdo 4.3.1 : O sistema ({.3) é fortemente estabilizdvel se, e somente se, as

duas condigdes abaizo sdo verificadas:

1.

posto M - Ay —Ap B
—Ag ~Axn B

):n . VAeCH (4.7)
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posto([Agy By]) =n—r (4.8)

a
As condigdes para um sistema (4.3), (4.4) ser fortemente detectdvel sdo duais das
condigoes (4.7) e (4.8). Em particular, a condigdo de detectabilidade, dual da condigdo

1 de estabilizabilidade, se traduzird em:

M, —An —A
11 12 A, — Ap
—An  —Axn _
posto c 0 =n < posto Ay =r , VAeCH,
1
C
0 Con 11

pois Coy € RP2X™7T tem, por hipdtese, posto igual a ps.

Proposigao 4.3.2 : O sistema (4.3) e (4.4) € fortemente detectdvel se, e somente se,

as duas condigdes abaizo sao verificadas:

1.
/\Ir - All
posto Ao =r , YAeC. (4.10)
Cu
2.

posto ([ g22 }) =n-—7 (4.11)

4.4 Estabilizacao de Saida para Sistemas MADI

4.4.1 Estabilizagao em Duas Etapas

Mostra-se a seguir que, considerando-se o sistema (4.3), (4.4) fortemente estabi-
lizdvel e fortemente detectavel, o problema de Estabilizacao de Saida de um sistema

MADI também pode ser resolvido em duas etapas:

1. Definindo-se

+u(t) (4.12)

u)=[0 KQ]L]
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tal que Agg + By K2Cs seja nao-singular.

2. Definindo-se

vt)=[Ki 0] [ n () } (4.13)

Y2 ()

tal que os r autovalores finitos de malha fechada sejam assintoticamente estaveis.

Como ressaltado no capitulo anterior, este tipo de procedimento em duas etapas
tem sido utilizado em muitos trabalhos para a estabilizacao de sistemas descritores por
realimentacdo de estados [8] [41]. Assim, os resultados deste capitulo podem ser vistos
como uma extensdo direta do procedimento para uma classe de Sistemas Descritores
MADL

As condigoes (4.8) e (4.11) podem ser equivalentemente reescritas como:

pOStO([)\I—Agz Bz])=n—r , para A =0

M- A
posto([ o 22]):n—7‘ , para A=0
22

Assim, se A = 0 é um autovalor de Ay, este autovalor é controldvel e observavel.
A partir destas condicGes, é sempre possivel encontrar K, tal que Ay + By K3Cy nao
possua autovalores iguais a zero e seja, portanto, inversivel. (ver apéndice A)

Considere o sistema abaixo, obtido pela substituigdo de (4.12) em (4.3) e (4.4):

L o][&@) ]| _
0.0 &(t) |

onde Ko € R™*P2 ¢ tal que Ag(Ks) = A + BaK2Cy seja ndo-singular e Ajo(K>) =
Pré-multiplicando (4.14) por

Ay Ap(K,)
Ay An(K?)

B,
B,

+ v(t) (4.14)

[ 7, (t)

$2(t)

(4.15)

L - [1, —Au(Kz)A;;(Ka)]
0 In_r

tem-se:
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L 0] [&@ ]  [AuE) 0 1 B1(K>)
[ 0 0} EI A22(K2)J [;::2 J | o, |06
[w@)]  [ouw 0 ][ @@
y2(t) | - 0 Oy } [mz(t) ] (417
onde
An(K,) = An— Ap(K2)Az (K2)Ax
Bi(K;) = By — An(K2)Az (K2)Bs
Substituindo v(t) = [ K7 0] { it em (4.16) e (4.17) obtém-se:
¥(t) |
L ol[a®] [AnE,K) 0 z1(%)
onde
An (K1) = An+ B:K,Cyy
An(K1, Ka) = Au(Ks) + Bi(K3)K.1Cy,
ou ainda

A (K, Ko) = (A — Aa(Ko) Az (K2)Az) + (Br — Ara(K2) Az, (K2)B)K1Cuy

A partir do Lema 3.4.1, os autovalores finitos de malha fechada sdo os autovalores de
A1 (K1,K5) , onde a matriz K deve estabilizar A1 (K, K3) = A1 (K2)+Bi(K2) K1Chs.
De fato, o problema a ser resolvido nesta etapa é a estabilizagdo por realimentacao de
saida v(t) = Ky9:(t) do sistema normal (4.19) e (4.20):

Au (K2)$1 (t) =+ Bl (Kg)’l)(t)
Cuzy(t)

(4.19)
(4.20)

T1(2)
y1(t)

As condigdes de estabilizacio para o sistema normal sdo bem conhecidas e estao
diretamente relacionadas as propriedades de estabilizabilidade e detectabilidade do
sistema. O resultado seguinte mostra que a aplicagdo de u(t) = K,y2(t) na primeira
etapa, que elimina impulsdes, implica na estabilizabilidade e detectabilidade do sistema
normal (4.19) e (4.20) [6).

Lema 4.4.1 : Se o sistema (4.3) e (4.4) é fortemente controldvel e fortemente ob-

servdvel, entdo o sistema (4.19), (4.20) é estabilizdvel e detectdvel.
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Demonstragido: Mostra-se apenas a parte da demonstragao relativa a detectabilidade.
A demonstragdo da estabilizabilidade pode ser feita de forma semelhante (veja [20]).
Por hipdtese, K, € R™*P2 é tal que Az + B2K2Cy é de posto completo e (4.10) é
satisfeita. ’
A condicao de detectabilidade do sistema (4.19) e (4.20) pode ser verificada a partir

da verificacdo do posto da matriz

/\I,- b All (Kg)

T\ Ky) = { o

] , YiecCt.

Por outro lado, T'(), K3) pode ser decomposta em

A — A

TOKy) = | I A4z (k) 0 A
s 432 0 Ipl 021
11

A partir da Desigualdade de Sylvester [6] (ver Apéndice B) verifica-se que

posto(T(\, Ky)) =7 , YIeCt.

4.4.2 Algoritmo de Estabilizagao
Pode-se resumir a discussdo anterior através da apresentacdo de um algoritmo
genérico para a estabilizagdo de sistemas descritores MADI:

e Primeiro Passo : Calcular Ky € R™*P2 tal que Agy + B2 K3Cy, seja ndo singular

e obter :

App(Ks) = Ajp + B1 K3Co
Axn(Ks) = Az + BaKyCo

e Segundo Passo : Encontrar a matriz X € RP=7Ix7 tal que X Agp(Ks) = A12(Ko)

e fazer

All(KZ) = AII_XA21
BI(KQ) - Bl—XBg
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e Terceiro Passo : Calcular K; € R™*P tal que 0(A11(Ks) + Bi(K3)KiCy) € C~

e obter :

K=[K K|
4.5 Discussao

Neste procedimento, o sistema é suposto fortemente estabilizavel e fortemente de-
tectavel, o que implica na existéncia de duas matrizes K; e K; que garantem a in-
versibilidade de Ay (K>) e a estabilidade assintética dos autovalores finitos de malha
fechada. No entanto, pelo fato de se tratar de realimentacdo de saida, a aplicacdo
destas técnicas particulares na primeira e na segunda etapa dependem da estrutura
particular das matrizes envolvidas.

O algoritmo em duas etapas descrito acima é similar ao algoritmo apresentado no
capitulo anterior e se assemelha a alguns passos apresentados no algoritmo de Varga
[41], para a estabilizacdo por realimentacdo de estados de sistemas descritores gerais
da forma (4.16). Em particular, Varga utilizou transformacdes ortogonais, para colocar
o sistema (4.1) na forma (4.3), para eliminar impulsdes e colocar o sistema na forma
similar (4.16).

Caso fossem utilizadas as transformacdes de Varga ao invés de (4.15), deveria-se

calcular a transformagao ortogonal:

Tnw T
Ty Tx

ApE) ] [ o
Ap(Ka) | | R

e como (4.2) deve ser pré-multiplicado por T, teria-se:

§Rnxn

tal que
Ty T
Ty To

Ty Ti A Ap(Ks,) _ An(T) 0
Ty To Ay Axn(K)) An(T) R,
Ty T I, 0| |Tu O
Ty Ty o0| | 0o o




4. Estabilizacdo por Realimentacio de Saida 42

T T
Ty Ty

B,
B,

By(T)
By(T)

Assim, calculando

An(Ka) = TuAn +TizAx
Bi(K2) = TubB, +T:B;
E, =Ty

teria-se que encontrar, na segunda etapa, K tal que
o(Ey, Au(K3) + Bi(K2) K Cy) € C™.
I, —A1p(K>2)As (Ko)

O I’I’L—T
to neste capitulo como no anterior, é ndo ortogonal. No entanto, esta transformacao

E importante notar que a matriz L = utilizada tan-

sempre nos permite obter na segunda etapa um problema de estabilizagdo de saida
cléssico, cuja solu¢do pode ser determinada por inumeros algoritmos existentes na lite-

ratura. Além do mais, o sistema linear de equacgoes
X Ag(Ks) = Ar2(K>) (4.21)

pode ser eficientemente resolvido por Eliminacdo Gaussiana por pivotamento parcial e
é razoével pensar que a matriz K, na primeira etapa deve ser tal que A»(K,), além de
nao-singular, nos permita obter um sistema de equagdes lineares bem condicionado.
Assim, desde que a solugdo de (4.21) é dnica, o par de ordem reduzida (A4;; —
Ao (Ko) A5t Agy, Bi— A12(K,) A5y By) pode ser obtido pela operagdo direta em matrizes
completas, utilizando-se operagdes elementares apropriadas entre as colunas [36] [37].
O uso do sistema de ordem completa, ao invés do sistema reduzido na segunda
etapa, também pode ser interessante para descrever o uso de procedimentos particu-
lares de estabilizagdo. A préxima secdo explora o uso do sistema de ordem completa
para mostrar como algumas técnicas de posicionamento de autoestrutura, podem ser

aplicadas ao sistema descritor de ordem completa apds a eliminacdo das impulsdes.
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4.6 Posicionamento de Autoestrutura Finita

Da mesma forma como foi desenvolvido no capitulo anterior para realimentacao de
estados, nesta se¢do apresenta-se um algoritmo de posicionamento de autoestrutura
finita similar para realimentacao das saidas.

Considera-se na segunda etapa, a matriz de realimentagdo K; que posiciona J;
como um autovalor de A, (K>) + By (K2)K,Cy,. Para simplificar a discussdo, considere
que o par (A1 (Kz), Bi1(K3)) é controldvel e o par (C11, A11(K2)) é observdvel. Assim,
a equacgdo seguinte fornece a ligacdo entre as matrizes de malha aberta A;i(K>) e
B, (K>), o autovalor de malha fechada );, o autovetor associado v € R" e 0 matriz de
realimentagao K;:

1

[ An(Ky) — NI | Bi(Ky) ] [ u } =0 (4.22)

com

w; = chu'l)il € R™ : (423)

Assim como para realimentacdo de estados, alguns algoritmos de posicionamento
da estrutura autovalor/autovetor por realimentacdo das saidas consistem na escolha de
p1 triplos (A, v}, w;) satisfazendo p; equagdes da forma (4.22). Em particular, a partir
da escolha de V; = [v],v3,...,v;, ] tal que C11 Vi é ndo-singular, a matriz K; solugéo
da equacgao

KCu[v vb oo ol | =[w we oy ] (4.24)
é tal que (\;,v!) sdo os autovalores/autovetores de malha fechada de A;(K3) +
B (K»)K,1Ch;.

Concentrando-se na relagio (4.22), a qual descreve, para um dado JA;, o conjunto
de autovetores de malha fechada alocaveis e as diregdes de entrada associadas, das
defini¢des de A;;(K3) e Bi(K3) tem-se que:

[ An — Aw(K2) Az (K2) An = M, | By = Au(K2) Ay (K>) B, |

1
v,}zo
W;

(4.25)
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é equivalente a

ui
[ A11 - /\iI,- I A12(K2) I Bl ] 1)i2 - O (426)
Wi
onde
'Uiz = _A;; (K2)A21'Ui1 - A;;(KQ)BQ’LU,: (427)

Esta tltima relagdo pode ser reescrita como:
AQQU? + A21'U,i1 + BQU),‘ =0

e (4.25) pode ser equivalentemente substituido por:

v} 0
An — Ml Ap(K2) B o | _
0 | = (4.28)
Axn Axn(Ka) B,
W; 0

O desenvolvimento acima mostra que, dada K, é possivel calcular o ganho de
estabilizacdo K, para alocar autovalores finitos e autovetores associados, utilizando-
se o sistema normal de ordem reduzida, como também o modelo descritor de ordem
completa. A utilizacdo do sistema completo pode ser mais atrativa do ponto de vista
numérico, principalmente para sistemas de dimensdes superiores, onde, em geral, as
matrizes correspondentes possuem algumas propriedades de esparsidade, como é o caso

dos Sistemas de Poténcia. A proposicao seguinte resume a discussao acima.

Proposicao 4.6.1 : Seja Ky € R™*P2 uma matriz tal que Asp(Ks) = Ay + ByK2Cos

seja ndo-singular. Entdo qualquer conjunto alocdvel

pl
)‘i) : y Wy
( H “’)

é tal que (4.28) é verificada. Além do mais, se Cyy [ v ,vy ... ] é de posto

completo e K, satisfaz
1 1 1] —
chu[’ul yUg 5o U ]—[wl ,We ... ,’U)pl]

entdao

para i = 1,2,...,p1, sdo autovalores finitos e os autovetores correspondentes do sistema
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em malha fechada

0N Au Ar B, Cu 0 z1(2)
01 ([ ]2 i 1] 2])[20] wm

a

Observe-se que nesta segdo, explora-se apenas um resultado bésico relativo ao pro-
blema de posicionamento de autoestrutura por realimentagao estitica de saidas. Em
particular, a utilizacdo do resultado acima permite o posicionamento arbitrario de p;
autovalores finitos. Os r — p; autovalores restantes sdo induzidos pela lei de controle
utilizada, ndo havendo garantia de sua estabilidade. Além disso, se m; + p; > r, onde
m, = posto(Bj), mostra-se em [4] [5], que é quase sempre possivel posicionar autovalo-
res escolhendo apropriadamente o autovetor v;,, na interseccdo de alguns subespagos
caracteristicos de (A4;1(K>), B1(K3),Ch1).

Os resultados existentes em posicionamento de autovalores por realimentagdo de
saida neste campo, sio em grande nimero e ndo é o nosso objetivo aprofundarmo-
nos neste topico. No entanto, é importante ressaltar-se que estas muitas técnicas de
posicionamento de autoestrutura existentes para estabilizagao de sistemas normais por
realimentacio de saida, podem se utilizados no contexto apresentado, se consideragGes

apropriadas forem feitas [38].
4.7 Exemplo

Dado o sistema descritor utilizado no capitulo anterior, representado na Forma
Algébrica-Diferencial pelas matrizes abaixo, o problema consiste em determinar uma
matriz de realimentacgio das saidas, K, tal que o sistema em malha fechada seja regular,
estavel, livre de impulsdes, e que os autovalores finitos do sistema sejam {—1.5+4, —1.5—

i, —6.45}.

1 0.0 0 0 0. 0 L5 0. O
0. 1.0.0 0 o 0 0 0 O
E=(0 0. 10 0| A= 0 0 -15 0. 0
0. 0. 0. 0. 0 -1 0. 0 0 O

| 0. 0. 0. 0. 0. | | 0. -11 0. -1.56 0. |
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-1 9 o
70 -1 1 0000
B={05 0 28| C=}0 1000
0. —8.09 0.45 0. 000 1
0. 0 0

Como j4 foi visto anteriormente, o sistema ¢é nao regular, instavel e possui os auto-
valores finitos posicionados em {0, 0, —1.5}.
Primeiro passo: A matriz de realimentagdo K> calculada tal que A + By K3Cs

seja ndo singular é :

0.2113
0.7560
0.7560

Ky =

o que implica nas matrizes de realimentacao:

0 6.5930
0 1.4791
0 0.1050

Aa(Kj) =

A22(K2)=|: 0. —6.1162}

—1.56 0

Segundo passo: A matriz X solugdo do sistema X A (K>3) = A2(K>) é:

—-1.0780 O
X=] -02418 0
—-0.01717 0

As matrizes resultantes da transformacao sao:

~1.1857 0. 1.15 -1 02794 0.4851
- An(Ka)=| —0.2660 0. 0. Bi(K))=| 7 -1.9563 —0.8912
—0.0189 0. -1.5 0.5 —0.1389 —2.8423

Terceiro passo: Aplicando-se o posicionamento de autoestrutura encontra-se a
matriz K; tal que os autovalores em malha fechada de Ay1(K3)+ B1(K>3)K;Ch; estejam
nas posi¢oes {-6.45, -1.5+i, -1.5-i}:

0.4497 -1.1638
Ky =] -0.1241 0.3216
1.1352 —-2.1727
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e a matriz de realimentacao é dada por:

0.4497 —1.1638 0.2113
K={ -01241 03216 0.7560
1.1352  —2.1727 0.0002

Obtém-se em malha fechada:

[ —1.5665 4.0586 115 0 6.5931
2.0128 —5.9738 0 0  1.4791
A+BKC=| —-3.0106 56102 —-15 0  0.1050
—0.4147 -3.5798 0 0 —6.1163
| -0 ~101 0 ~—1.56 0 |

Pode-se verificar que o par (E, A+BKC) possui os autovalores finitos de malha
fechada posicionados em {-6.45, -1.5+i, -1.5-i}.

4.8 Conclusoes

Explora-se neste capitulo a estrutura de Sistemas Descritores MADI, para apresen-
tar um procedimento genérico em duas etapas, para se resolver o problema de estabi-
lizagao por realimentagao de saida.

Neste capitulo, mostra-se principalmente resultados relativos a segunda etapa, que
permite posicionar p; autovalores finitos de malha fechada na regiao de estabilidade do
plano complexo. O uso de uma transformacao apropriada do sistema possibilita mostrar
que os cdlculos da segunda etapa correspondem ao cdlculo de uma realimentagao de
saida e um ganho de estabilizagdo para um sistema normal de ordem reduzida.

Inspirando-se em resultados prévios de [20], apresenta-se no Apéndice A um resulta-
do que permite realizar de maneira sistemadtica a obtencao da matriz de realimentacgao
utilizada na primeira etapa. Esta construcao nos fornece mais liberdade na escolha des-
ta matriz. Estes resultados foram apresentados para um sistema de ordem reduzida, no
entanto, estes calculos podem ser feitos em um modelo descritor de ordem completa.

Este procedimento foi desenvolvido através do uso de posicionamento de autoestru-
tura, entretanto outras técnicas tais como: LMI, Controle Otimo, Fungoes de Lyapunov,
Controladores H,,, Observadores e Transformagoes de similaridade podem também ser

utilizadas para a estabilizacao de sistemas descritores.
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Conclusao

Neste trabalho, apresentou-se um procedimento geral para a resolugao de um proble-
ma de controle para a estabilizagdo de sistemas descritores por realimentagdo estatica
de estados, dividido em duas etapas, com o objetivo de se obter um sistema em ma-
lha fechada regular, livre de impulsdes e estdvel. Cumpridas estas trés especificagdes
para um sistema descritor, podemos garantir a existéncia da solucdo do problema de
estabilizacdo proposto e um bom desempenho na resposta do sistema.

No algoritmo proposto, calcula-se, na primeira etapa, uma realimentacgdo de estados
preliminar que torna o sistema regular e livre de impulsdes. Utiliza-se, também, uma
representagio intermedidria que desacopla parcialmente as equacgoes diferenciais das
equagbes algébricas. O uso desta representacdo possibilita reduzir a segunda etapa
do algoritmo ao cdlculo de uma matriz de realimentacao de estados que estabiliza um
sistema normal de ordem reduzida, associado as equacétes diferenciais, o que significa
alocar os autovalores finitos do sistema em malha fechada do sistema reduzido em
posi¢des adequadas do plano complexo.

O sistema é representado na Forma Algébrica-Diferencial, uma forma equivalente
que pode ser obtida por Decomposi¢cdo em Valores Singulares. Esta decomposicao foi
escolhida por ser mais apropriada para o desenvolvimento dos resultados apresentados
e do algoritmo proposto. Nesta forma, o sistema é representado por equagoes algébricas
e equagoes diferenciais.

Utilizou-se o procedimento de estabilizacao de sistemas descritores proposto recen-
temente por Varga, a fim de se estabelecer uma comparacao com o algoritmo deste
estudo. A metodologia do algoritmo de Varga também é baseado em duas etapas, sen-
do que ao desacoplar o sistema para estabiliza-lo e reduzi-lo a um sistema de ordem

reduzida, ele utiliza transformacdes ortogonais. Esta é a principal diferenca existente
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entre os dois procedimentos, sendo que no algoritmo proposto neste trablho, utiliza-se
uma transformacao nao ortogonal porém mais simples para desacoplar o sistema O uso
desta transformagio possibilita reduzir o nimero de operacoes de pontos flutuantes
envolvidas no cédlculo das matrizes de transformacao do sistema.

Como uma extensdo dos resultados obtidos para a realimentagdo de estados, foi
proposto um algoritmo para a estabilizagdo de sistemas descritores por realimentagao
estatica das saidas, garantindo-se no sistema algumas propriedades de controlabilidade
e observabilidade, necessdrias para a existéncia da solugdo do problema proposto. Este
algoritmo é proposto para uma classe de sistemas também representados na Forma
Algébrica-Diferencial, tal que se possua uma equacdo de saida com uma estrutura
particular, bloco-diagonal, que separa as varidveis algébricas das diferenciais. A esta
classe de sistemas chamamos Sistemas Descritores MADI e este procedimento pode
ser utilizado para a resolugdo de uma classe de sistemas encontrados em Sistemas de
Poténcia, tendo-se em vista a estrutura dos modelos utilizados nesta drea de atuacdo.

Assim como para o caso de realimentacdo de estados, na primeira etapa do algorit-
mo, garante-se um sistema regular e livre de impulsGes e na segunda etapa, posiciona-se
os autovalores finitos do sistema, obtido apds a primeira etapa e a transformacao in-
termedidria, em posi¢cdes adequadas do plano complexo. Para se realizar a etapa de
estabilizacio propriamente dita, ou seja, posicionar os autovalores finitos de malha fe-
chada em posi¢bes adequadas do plano complexo, apresentou-se ainda, neste estudo,
um procedimento para o posicionamento de autoestrutura finita tanto para realimen-
tacdo de estados quanto para realimentagdo das saidas. Este procedimento é baseado
na metodologia de posicionamento de autovalor/autovetor desenvolvida por Moore,
embora escrito de tal forma que possibilite a utilizacdo do modelo descritor de ordem
completa. A utilizacdo do sistema de ordem completa pode ser mais atrativa do ponto
de vista numérico, principalmente para sistemas de dimensdes superiores.

Neste estudo, utilizou-se o procedimento em duas etapas para estabilizagao de sis-
temas descritores. No entanto, na literatura podemos encontrar outras técnicas que
estabilizam sistemas descritores e os tornam livres de impulsées, utilizando Funcgoes
de Lyapunov [29] [30] [40] [45], EquagGes de Riccatti [2] [18] [45], Transformagdes de
Similaridade (7], Controladores Hy, [24] [39], Observadores [26] [35] (46}, L.M.I [24] e
L.Q.R. [2] [18].

A forma que apresenta uma sugestdo para a construgdo da matriz de realimentacao
de saida, que garante um sistema regular e livre de impuls()es encontra-se no Apéndice
A. Esta forma possibilita mais graus de liberdade na escolha desta matriz através da
escolha da matriz arbitrdria A, resultado este que pode ser utilizado e explorado em

trabalhos futuros.
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Além disso, pode ser de interesse introduzir nas duas etapas procedimentos que per-
mitam atingir especificagbes complementares, como a minimizacao dos "saltos” exis-
tentes no caso de condicdes iniciais nao consistentes ou até mesmo entradas de controle

que gerem termos impulsivos na resposta do sistema.



Apéndice A

A.1 Determinacao de K,

O resultado a seguir mostra como, sob as condigoes das definicoes 2.6.2 e 2.6.4, é
possivel construir uma realimentacdo de saidas para que o sistema seja livre de im-

pulsoes.

Lema A.1.1 : Seja -

posto([Az Bs)) = posto ({ 222 }) =n-r,

22

entdo, existe K, tal que o sistema em malha fechada
I. 0 z1(t) _ An Ap(Ks) z1(t) +
0 0 Zo(t) A1 Ay (Ky) To(t)
Ap(Ks) = A+ BiK)Cp
Ap(Kas) = An+ ByKyCn

onde

€ livre de impulsdes.

A -
Prova : Suponha que posto([As2 Ba]) = posto ([ 022 }) =n—r. Sejam @ e P, duas
22

matrizes nao singulares, tais que:
1
By
2
B;

CuP=[Ch Ch] , onde posto([Ax]) ==
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) = posto
entdo, posto(B2) =n —r — 2.
Além disso, com B2 € R*""*™ entdon —r — 2z < m, e B2 é de posto completo

Como

P o

I

I, B}
=n-—r,
0 B?

posto([Azs Bs]) = posto <@[A22 Bs]

por linhas.
Do mesmo modo,

As Q 0 Az
posto = posto
Caz 0 Ipz Ca2

entdo, posto(C%) =n—r — z.
Além disso, com C%, € RP2X"""% entdo n — 1 — z < py, € C2, é de posto completo

— I, 0
P | = posto =n-r,
Cy Ch

por colunas.
Assim, as matrizes BZB2T e C2%,C2T sio nao singulares.
Seja Ky = BT ACZ, onde A € R(—7-2)*(n=r=2) ¢ de posto completo, teremos:

—+ ([ Bl
P +
“ ([B%

T i Iz +BlB2TA02TCl BlBZTAc2Tc2 —_T
Az + By KU = @ 2 22T2 2T221 * 3 ir 222;“ 22 P
B2B2 AC22 C’22 B2B2 ACZ2 C’22

P I

Az + BoKoCor = Q 0 o B%TAC’g[ Cy Ch ]) P’

Como BZBZTACZ CZ, é inversivel, a partir de propriedades de determinante de

matrizes, temos:

| Aza + BoKoCoy | = | B§B3TC3C%, || I + B3 BiTC3'Cyy — (B3 B3 C35 C3)
(C#C3,) ™ (B2BET) ™ BEBFCH Ch) |
| Ago + B3K2Cos | = | BEB3TCH C3, || I, + B3 BT C3 C3, — B3 BiTC3 Cy, |
| Apy+ ByKyCoo | = | B}B3TCH CE |#0

Logo, (Ag + B2K5C5;) é inversivel, demonstrando o resultado. O
O resultado acima é semelhante ao Lema 3.5.1 em [20]. No entanto, a defini¢ao
da matriz K, dada acima coloca mais graus de liberdade na escolha de K, através da

matriz arbitriria A € R(n-r—2)x(n-r-z)

C 0 I, 0
No caso de realimentagao de estados, teremos H = . Assim,
022 0 In—r
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a matriz Fyy = BZTAP,, com A singular e P; definida a partir de P = [P; P,), elimina

impulsoes.



Apéndice B

B.1 Matriz Nilpotente

Neste apéndice apresentaremos a definigdo de matriz nilpotente.
A matriz nilpotente N representa a autoestrutura infinita relativa do sistema des-

critor e é definida por:
N=o]_,K; , n=dimN(E)

onde K; é um bloco de Jordan nilpotente de dimensao «;.
Além disso, N® = 0, e a é o indice de nilpoténcia de (sE — A). Quando a = 1,
tem-se N = 0.
0 0O
e Exemplo: Seja N = |1 0 0 | . Para determinarmos o valor do indice de

010
nilpoténcia utilizaremos o fato de que N® = 0. Desta forma, teremos oo = 3. N é

portanto um bloco de Jordan de terceira ordem, e o autovalor tem multiplicidade

maior que um.

B.2 Desigualdade de Sylvester

Através da Desigualdade de Sylvester, é possivel estimar o valor do posto de um

produto de matrizes. Esta relagdo é dada por:

posto(A) + posto(B) — dim.comum(A, B) < posto(AB) < min(posto(A), posto(B)).
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