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Resumo

Neste trabalho analisamos, em particular, um algoritmo que segue a trajetdria central asso-
ciado a um problema de complementariedade linear monétona, gerando pontos em vizinhancas
grandes da trajetéria. Esse algoritmo baseia-se em passos que procuram uma aproximacio
rapida da face 6tima do problema, e, quando houver necessidade, em passos corretores, que
provocam uma aproximacaio i trajetéria central.

A trajetoéria central termina no ponto conhecido como 6timo central, que € o centro analitico
da face étima.

Neste trabalho mostramos como este algoritmo gera seqiiéncias que convergem para o 6timo

central, e como o algoritmo de centralizagdo é acelerado pela aproximagio desse ponto.

Abstract

In this work we analyse an algorithm that followé the central path associated with a mono-
tone linear complementary problem, generating points in the large neighborhoods of the path.
This algorithm is based in steps that look for a fast approximation of the optimal face of the
problem, and, when necessary, corrector steps that cause an approximation to the central path.

The central path ends in the point known as optimal center, corresponding to the analytic
center of the optimal face.

In this work we show how this algorithm generates sequences wich converge to the optimal

center, and how the centering algorithm is acelerated when it approaches this point.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho descrevemos um algoritmo de trajetdria central para o Problema de Comple-
mentariedade Linear (LCP) monétona horizontal, baseado em iteradas vidveis. Este algoritmo
comeca de um sistema nio linear dado pelas condicoes de otimalidade, e resolve o sistema por
aplicacoes inteligentes do método de Newton. O formato do problema, que serd formalmente
descrito no préximo capitulo, é o seguinte:

Encontrar (z,s) € JR?™ tal que

zs = 0
z,s > 0,

onde b € IR*, e Q, R € IR™*™ sao tais que para quaisquer u,v € IR",
se Qu + Rv = 0 entdo u'v > 0.

Esta formulagdo trivialmente inclui os Problemas de Programagdo Linear (PL) e de Progra-
macao Quadritica Convexa expressados por suas condigdes de otimalidade.

H4 muito tempo, a pesquisa em métodos de pontos interiores para programagcao linear tem
sido dominada pelo estudo dos algoritmos Primal-Dual. Estes métodos foram originados a
partir da descricdo da trajetéria central feita por Megiddo [12] e seguidos pelos algoritmos de
Kojima, Mizuno e Yoshise [11] e Monteiro e Adler [14].

Algoritmos de trajetdria central operam essencialmente da seguinte forma:
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Cada iteracao comega com um par vidvel (z,s) e um pardmetro p > 0 tal que um critério
é satisfeito. Este critério é a medida de proximidade, que certifica que (z, s) esta pr(’)ximo do
ponto central associado a u. A iteracio consiste em pegar um passo de Newton (com ou sem
busca linear) para se aproximar da condicdo zs = pte, onde ut = yu, v € (0,1).

A medida de proximidade associada com o par vidvel (z, s) e um pardmetro y > 0 usadas
neste trabalho, serdo dadas na norma Euclidiana e norma Infinito.

Algoritmos baseados em vizinhancas grandes tém maior complexidade, mas sao geralmente
mais eﬁcientes na pratica.

Devemos saber que o passo de Newton, citado acima, é sempre uma combinagdo de dois
passos; de acordo com as escolhas de : o passo afim-escala, que tenta alcangar zs = 0 em
apenas uma iteracdo (com v = 0); e o passo de centralizacdo, que tenta uma busca do ponto
central, fazendo u* = p (com v =1).

Atualmente os melhores resultados teéricos relacionando razdo de convergéncia e complexi-
dade computacional sdo obtidos pelos algoritmos Preditor-Corretor. Esses algoritmos baseiam-
se: em passos preditores, que procuram uma aproximacao riapida da face étima do problema
com buscas lineares; e isto resulta, em cada iteracgao, em um ponto na vizinhanca da trajetéria
central. E passos corretores, que provocam uma aproximacao a trajetéria central, feita por um
algoritmo (algoritmo de centralizacdo), baseado no método de Newton.

Resultados tedricos mostram que essa centralizacio pode requerer um grande nimero de
passos de Newton, quando a vizinhanca usada pelo passo preditor é grande.

Por esta razao estudam-se maneiras que realizem essas centralizagoes apenas quando hid
necessidade; evitando assim o grande custo computacional.

Uma das maneiras de se fazer isto é criar um novo critério de decisdo. E este critério estd
fortemente relacionado com a medida de proximidade primal, que serd estudada com detalhes
no capitulo 3. _

As iteragbes combinando esses passos seguem a trajetdria central, que nos leva para a face
6tima do problema. |

A face 6tima de um problema de complementariedade linear monétona, é caracterizada por
uma particio dos indices das varidveis em dois subconjuntos: algumas varidveis (conhecidas

como varidveis pequenas) sio nulas sobre a face 6tima, e outras (conhecidads como varidveis
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grandes) sdo positivas no interior relativo dessa face. A trajetéria central termina no ponto
conhecido como 6timo central, que é o centro analitico da face 6tima. | |

Neste trabalho descrevemos que o comportamento do algoritmo de centralizacio é forte-
mente influenciado pela precisdo com que sdo conhecidas as varidveis grandes: se essas estdao
préximas de seus valores centrais, entdo o nimero de passos de centralizacdo necessirios em
cada iteracdo do algoritmo serd pequeno.

Fazemos também uma anéilise computacional dessas propriedades, com problemas aleatérios
e o algoritmo programado em Matlab.

Este trabalho estd estruturado como segue:

‘Na se¢ao 2 descrevemos os LCP’s e suas principais propriedad%. -Na secdo 3 enunciamos
os resultados mais fortes do trabalho. E na se¢do 4 fazemos uma andlise computacional desses

resultados.

1.1 Convencoes

Dado os vetores z, d, as correspondentes letras maiisculas denotam as matrizes diagonais X , D
definida pelos respectivos vetores. O simbolo e representard o vetor onde todas as componentes
sdo o escalar 1, com a dimensdo dada pelo contexto.

Dada a matriz A, o espago nulo e o espaco coluna sio denotados por N (A) e R(A) respec-
tivamente. A matriz de projecdo sobre N'(A) é Py , e seu complementar é Py = P — P,.

Denotaremos a operagdo componente-a-componente de vetores pela notagdo usual para
nimeros reais. Entdo, dados dois vetores u,v de mesma dimensdo, uv, u/v , etc. denotardo
os vetores com componentes u;v;, u;/v;, etc. Note que uv = Uv e se A é uma matriz, entao
Auv = AUv.

Frequentemente usaremos a notagio O(.) e ©(.) para expressar relacdo entre fun¢oes. Nosso
uso mais comum serd associado com a sequéncia z* de vetores e uma sequéncia ¥ de niimeros
reais positivos. Neste caso, zF = O(up*) significa que existe uma constante K (dependente dos
dados do problema) tal que para todo k € IN, Hx"" < Ku*. Igualmente, se 7 > 0, z* = Q(u*)
significa que (z*)~! = O(1/u*). Finalmente, =¥ ~ p* significa que zF = O(p*) e =¥ = Q(u*).

Usaremos a mesma notagao para relacionarmos um ponto z em um conjunto parametrizado



por u, digamos E,. Dizemos que z = O(u) (respectivamente: x = Q(u), T ~ p) sempre que
existir uma constante K tal que (para u suficientemente pequeno)bpara todoz € E,, ||z|| < Kp
(respectivamente: ||z||™* = O(1/p), ||z|| ~ ). Em particular, z ~ 1 em E significa que existem

constantes Ky > K; > 0, tais que qualquer z € FE satisfaz K; < z; < Ky, =1, ...,7n.



Capitulo 2

O Problema de complementariedade

linear mondtona

Obs.: Gostarfamos de ressaltar que os resultados deste capitulo sdo partes integrantes de
7. |

Neste capitulo vamos descrever o Problema de Complementariedade Linear Monétona e
destacar suas principais caracteristicas e propriedades. O Problema de complementariedade

linear monétona serd estabelecido no seguinte formato: Encontrar (z,s) € IR?™ tal que

zs = 0
(P) Qr+Rs = b
z,s > 0,

onde b € R™, e Q, R € IR™™ sdo tais que para qualquer u,v € IR",
se Qu + Rv = 0 entdo u'v > 0.

Esta condicdo é chamada de: Condicido de monotonicidade.
O conjunto vidvel para (P) e o conjunto de solugdes interiores sdo, respectivamente:
F = {(z,s) € R"|Qz+ Rs=1b,z,s > 0},
F' = {(z,s) € F|z>0,s>0}.

Dizemos que z é vidvel se existe s tal que (z,s) € F. Igualmente, s é vidvel se (z,s) € F

para algum z.



O conjunto de solugGes 6timas e o conjunto de solugbes 6timas estritamente complementares

sao, respectivamente:

F = {(z,8) € F|zs=0},
F = {(z,8) e Flz+s>0}

Este formato é um tanto geral:
Exemplo: O problema de programacao quadratica. O problema de prog‘ramagéo
quadréitica convexa é
minimizar ¢z + 3ztHz
sujeito a Az =b
z 20,
ondece R*", be IR™, A€ R™", e H € IR™™™ é uma matriz semi-definida positiva.
A condic3o necesséria e suficiente de otimalidade (Condigdo de Karush-Khun-Tucker) para

este problema é

s = 0
~Hz+A'w+s = ¢
Az = b
z,s 2 0

Seja B uma matriz cujas linhas geram o espago nulo de A. Multiplicando a segunda equacao
por B, obtemos a relagio equivalente —BHz + Bs = Bc, tal que (z,w, s) satisfaca o sistema

de otimalidade de primeira ordem se e s6 se

s = 0
A 0 z _ b
-BH B||s| |Bc
z,s 2 0

Agora, seja u,v € IR" tal que Au = 0 e —Hu + Aw + v = 0. Multiplicando esta e(jua.géo
por u?, obtemos ulv = U*Hu > 0, e concluimos que a condi¢do de otimalidade constitue um
problema de complementariedade linear monétona.

Para o caso de programagcao linear, isto também é trivialmente verdade, com H = 0.



2.1 Pontos centrais e face 6tima

Pontos centrais. A dificuldade para se resolver (P)fg devida ao problema combinatdrio zs = 0.

Um problema mais ficil de se resolver é o seguinte problema perturbado:

TS = ue
Qr+Rs = b
(Py) |
z,s > 0
p > 0.

Sabemos de [10] que este sistema tem solugdo dnica (z(x),s(x)) que é chamado de ponto
central associado ao parametro p > 0. O conjunto de pontos centrais define uma curva diferen-
cigvel u > 0 — (z(u), s(u)) chamada trajetéria central. A trajetéria central é uma curva que
atravessa o conjunto dos pontos interiores, mantendo semﬁre uma, distancia razodvel das faces
nao-6timas de F e termina no centro analitico da face dtima (z*, s*), que serd definido a seguir.

Os algoritmos de trajetdria central sdo algoritmos que seguem esta trajetdria.

Dado p > 0, queremos encontrar (z,s) tal que zs = pye. Podemos entdo avaliar o desvio
desta condicéo por uma medida de proximidade. _

Portanto, dado (z, s) € F e u > 0, as proximidades de (z, s) para (z(u), s(1)) sdo estimadas

pelas medidas

s
o(z,s,u) = ||——ce
) U
600(:5737“) = iz_s_—e
H 5

Estas proximidades definem vizinhancas da trajetéria central. Dado a € (0,1) e u® > 0; a

vizinhanca pequena e a vizinhanca grande sdo, respectivamente

N, = {(z,s) € F|é(z,s,p) < a para algum p< pl}

Noo = {(z,5) € F|b(z,5,4) <@ para algum p<p}.

Um par (z,s) é central se e s6 se ele satisfaz d(z,s,u) = 0 para algum p € (0,4%]. Se

8(z,s, 1) = € (0,1), entdo

s
. |



Pré-multiplicando esta expressido por €, obtemos:

zts
2 a1 +9), <

3

De maneira andloga para a proximidade d.,, temos:

s
Zeetr ol

Pré-multiplicando esta expressdo por €f, obtemos:

¢
f/—; <n-+dén, pois [€p| < nd.
Entao:
zts
o < p(1+46).

Em ambos os casos, temos:
zls
o < 2u = gap < 2np.

Isto mostra que para um ponto em N, ou N, p mede o ”gap de complementariedade” zs;
que, no caso dos problemas de programacdo linear e quadrdtica, é o gap de dualidade. Em
particular, em um ponto central, ou seja, (z,5) = (z(1),s(p), u= 3;—“— '

Isto justifica os algoritmos de trajetéria central, que geram seqiiéncias (z*, s, u*) tal que
u* — 0ed(z*, sk, u*) < a€(0,1).

Ou ainda de (P,), podemos fazer a seguinte interpretacdo: adicionando z;(u)s:(p) = n,
vemos que z(u)ts(u) = nu. Tomando zts como a funcdo objetivo para minimizar; ¢ suficiente

encontrar (aproximadamente) pontos na trajetéria central com p — 0.

Face 6tima. O conjunto de solugbes 6timas de (P) é uma face do poliedro F, denotada por
F.

A face é caracterizada por uma, particio { B, N, T} do conjunto de indices, chamada particdo
6tima, tal que 7 € T se r; = 0 e s; = 0 para toda solugdo 6tima; 2 € B oui € N, respectivamente,
se existe uma solugio 6tima (z, s) tal que z; > 0 ou s; > 0.

Neste trabalho precisamos de uma anilise separada do comportamento das entao chamadas
varigveis grandes Tp, sy e as varidveis pequenas Ty, sg. Uma grande simplificacido é obtida

pelas seguintes hipéteses discutidas abaixo:
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Notemos que a monotonicidade nao é afetada pela reordenacao. E a dire¢cdo de Newton,
que serd estudada na préxima secdo, juntamente com a vizinhanca da trajetéria central, sdo
invariantes em relacao a esta transfdrmagéo. O que significa que todos os algoritmos baseados
no passo de Newton e proximidade da trajetéria central sdo invariantes com relagao a esta
permutacgio de varidveis.

E claro que nos algoritmos ndo se usa o conhecimento desta partigdo étima, pois ela é
desconhecida. No capitulo 4 descreveremos um procedimento para estimar a particao 6tima
(Indicador de Tapia), e construiremos um algoritmo baseado nessas estimativas.

Quando for conveniente, suporemos que as varidveis foram ordenadas como mencionado
acima, sem alterar sua notagdo. Obviamente isto somente pode ser feito em estudos teéricos, o
que significa que os algoritmos ndao podem usar esta reordenagao.

Neste capitulo assumimos que as varidveis sio ordenadas como foi mencionado acima, e
entdo z e s sdo respectivamente os vetores das varidveis grandes e pequenas.

Obs.: Freqiientemente chamaremos z e s respectivamente de varidveis primal e dual; apesar

de ser um abuso de linguagem, principalmente pelo fato de termos reordenado as varidveis.

\

2.2 O passo de Newton

Considere o Problema (P).
Algoritmos de pontos interiores primais-duais buscam em cada itera¢gdo uma solu¢do aprox-

imada para o problema abaixo, que corresponde 3 busca de um ponto na trajetéria central:

3 = pte,

Qi+Rs = b,

(2.1)

A solucao deste problema é impossivel em tempo finito.
Dados (z,s) € F?, estudamos a seguir o Passo de Newton para a busca do ponto central

~ associado a u* > 0, a partir de (z, s).

+ +

rT=z+4+u, s =s+v,

onde u, v sdo obtidos resolvendo o seguinte sistema linear:

12



Hipétese 1: FO #£ 0.

Hipétese 2: T = (.

A hipétese 1 é necessdria para a construcdo dos algoritmos de pontos'interiores vidveis. A
hipétese 2 é a hipitese de complementariedade estrita. Sob as hipéteses 1 e 2, a face 6tima é
limitada e seu interior relativo coincide com F° # 0.

Ent3o, qualquer par (z, s) no interior relativo da face 6tima satisfaz

B N
> 0, =0.

SN 8B

Uma soluc@o particular tem muito interesse: o 6timo central (z*, s*), o centro analitico da

face 6tima. Ele é definido como
(z*,s*) = argmin (z logz; + > log si) :
(z.9)€F° \icB €N

Para estudos tedricos, é conveniente uma terceira hipGtese; que pode ser feita sem perda de
generalidade.

Hipé6tese 3: N = (.

Assumindo T" = 0, a hipétese 3 significa que z é o vétor das varidveis grandes e s o vetor das
variveis pequenas; entdo para qualquer solu¢io 6tima estritamente complementar (z,s) € FO,
z > 0 e s = 0. Isto certamente ndo ocorre em problemas praticos, mas isto pode ser obtido por
uma reordenacio de varidveis, que é feita em [1], e mostramos agora. A restricdo Qz + Rs =15

pode ser reescrita como:

Ip

@B RN] + [RB QN] =b.
SN TN
Podemos renomear as varidveis da seguinte forma:
Tp SB
Q"—[QB RN]: R(_[RB QN]) T ’ S < )
SN TN

N+ 0, B+« {1,..n}.
Com esta reordenacio, a face étima é caracterizada simplesmente por:

F={(z,s) € R™|s=0,Qz = b,z > 0}.
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su+zv=—zs+p"e, Qu+Rv=0. (2.2)

Usualmente a escolha de u™ é feita da seguinte forma: dados (z, s), define-se pu(z,s) = 5:5
Toma-se pu* = yu(z, s), onde v € [0, 1]

Observe que se (z, s) é o ponto central associado a p, entdo u(z,s) = u.

Sabemos de [15] que, sob nossas hipéteses, o sistema acima tem solugdo (u,v) e é dnica.

Nesta se¢do estamos interessados em estudar as propriedades da direcdo de Newtbn (u,v)
descritas acima. A partir da préxima secdo descreveremos algoritmos baseados nos passos de
Newton, o que significa que iremos olhar para estas diregoes acompanhadas de buscas lineares.

A proximidade do ponto resultante para um dado u* > 0, z+ > 0 e sT > 0 é dada por:

Ttst
ut
O célculo de 8 segue do seguinte argumento: z+s™ = zs + zv + su + uv, e do passo de

8t =4(zt, s, ut) = —el.

(2.3)

Newton, s + zv + su = ute. Subtraindo estas expressoes, deduzimos que z+s* = uv + ute e

entdo para u* > 0,

5+ = Z—ﬁ . | (2.4)
Definimos pt = yu com u = “—:f ey €[0,1].
Duas escolhas de <y tém especial interesse:
(i) v = 0: o passo afim-escala,
=z +u* s*=s+0%
(ii) v = 1: o passo de centralizagdo,
€ =z +uS, s =s+1°
Por superposi¢ao, temos que o passo de Newton 2.2 para « € [0, 1] satisfaz:
(u, v) = 7(w, v%) + (1 — 7)(u%, v%), (2.5)

e o ponto resultante sera:



(zF, s1) = 4(z %) + (1 — ) (=%, s%). . (2.6)

Descrevemos agora um importante resultado em métodos de pontos interiores. E a descri¢io

de uma iteragdo de Newton para solucionar (P,).

Teorema 2.2.1 Dado (z,s) € F e yt > 0 tal que §(z,s,p*) = 6 < 0,5. Seja (z*,s%) o

resultado de um passo de Newton para 2.1 de (z,s). Entdo 6(zt,st,put) < 82

Prova. A demosntracio estd feita com detalhes em [5]. | |

Isto significa que o método de Newton é muito eficiente para resolver (P,) no sentido que
ele reduz a medida de proximidade quadraticamente na dada regido.

Vamos estudar agora uma importante propriedade das direcoes vidveis.

Definicdo: Um par (u,v) € IR?® é uma direcio vidvel se e s6 se Qu + Rv = 0.

As diregOes vidveis podem ser definidas separadamente para z e s, como segue:

= {u€e R*"|Qu+Rv=0 para algum ve€ R"},
V = {veR"|Qu+Rv=0 para algum ue€ R"}.

O lema seguinte nos d4 uma boa propriedade geométrica das diregdes vidveis sob a hipdtese

da monotonicidade.

Lema 2.2.2 U CR(RY) e VYV CR(QY).

Prova. Considere u € U. Por definicio, para algum v € ¥V, Qu + Rv = 0. Dado v' € N(R),
el€ R,

Qu+ R(v + M') =0,
e da afirmacao de monotonicidade,
ut(v + A') > 0.
Isto implica em u’v’ = 0. Visto que v' é arbitrdrio em N'(R), u € N(R'). A segunda inclusio

do lema é demonstrada igualmente, e com isso completando a prova. [ |
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2.3 Equacoes escaladas

Nesta se¢io trabalharemos com z e s como varidveis grandes e pequenas, respectivamente,
ou seja, = e s tomadas apds a reordenacgio citada no final da secdo 2.1.
Vamos definir o vetor escala d = ,/£%, e a mudanca de escala das varidveis por
ds dv

T=d 'z, a=d 'y, §=u, 17=—; (2.7)

As outras varidveis como 4%, etc. sao definidas igualmente.

Nota-se que esta mudanga, de escala difere da usual, e somente tem sentido quando z e s sdo
respectivamente as varidveis grandes e pequenas. Ela sé pode ser usada em estudos analiticos,
nao em algoritmos.

Esta escala transforma z e s para o mesmo vetor

ds zs '
— d_’lx — — — —_—, 2.8
¢ u p (2.8)
e a medida de proximidade é dada por
(5(1‘, 3, N) = ||¢2 - ell . (29)

A equacido 2.2 escalada torna-se, depbis de dividir por ug,

a+7=-¢+797", (2.10)

e u*v > 0 sempre que %,V satisfaz a restri¢io

QDi = —pRD™'%. (2.11)

Vamos simplificar a notagio e definir A = @QD.
De acordo com o Lema 2.2.2, sabemos que com a condicdo de monotonicidade, qualquer
direcdo vidvel dual v satisfaz
7 € R(A4Y).
Usando este fato, e [1], podemos mostrar que @ é a projegao de (—¢+v¢~!) sobre a variedade
linear definida por A% = —uRD ™9, mas uRD~'% = O(u), e entdo:
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i = Pa(=b+16™1) + O(). (2.12)

Visto que qualquer solugio 6tima (z*, s*) satisfaz s* = 0, qualquer vetor vidvel de varidveis
pequenas s é também uma, direcdo vidvel s — s*. Em particular, para o problema escalado, ¢ é

uma direcdo dual vidvel, e entdo ¢ € R(A%), ou seja,

Ps¢p=0, Pap=4¢, (2.13)
onde Py = I — P,.

Uma propriedade importante do passo de Newton escalado é descrita no seguinte lema.

Lema 2.3.1 A solucdo (@,?) da equacdo escalada de Newton 2.10 satisfaz:

&= Py(—¢+7¢7") + O(u) =vPad™" + O(n),
7= Pa(—¢+767") + O(n) = —¢ + vPag¢™" + O(u),
@ = O(u).
Prova. Seja (i, ?) a solucdo da equagio escalada. Entdo @ + 7 = —¢ + v¢~1. Substituindo |
2.12,
Pa(—¢+7¢7) +0=(=¢+747") + O(n).
Visto que 7 € R(A"), esta é uma decomposi¢io ortogonal do lado direito da expressdo acima,

ao longo do N'(A) e R(A?). Segue que
7= Py(—¢+767") + PaO(p) = Pa(—¢ +v¢™") + O(p).

A outra expressao para a proje¢do, vem do fato de que Pa¢p = 0. Por substituicdo direta,

podemos deduzir que %' = O(u), completando a prova. n
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Capitulo 3

Resultados tedricos

O objetivo deste capitulo é estudar as ordens de magnitude para o passo de Newton e o
efeito do passo de centralizagdo na proximidade.

J4 haviamos definido a medida de proximidade primal-dual §(z, s, ) associada com z, s, p,
mas agora queremos examinar como as variiveis grandes  desviam-se da centralidade se anal-
isadas separadamente. |

Para isso, vamos supor a reordenacgio feita no final da secao 2.1, ou seja, z é o vetor das

varidveis grandes e s € o vetor das varidveis pequenas.

3.1 Ordens de magnitude para o passo de Newton

Obs.: Gostariamos de ressaltar que os resultados das segoes 3.1 e 3.2 sdo resultados inte-
grantes de [7].
Definicao: Dados € > 0 e gop > 0. O conjunto em que todos algoritmos convergentes

primal-dual vidveis operam é definido por:
zs
F.={(z,s) € F | u < po, n > ee}. (3.1)
Obs.: Se considerarmos 1 — a = ¢, entdo N C F

Lema 3.1.1 Considere o passo de Newton 2.2 a partir de um ponto (z,s) € F, e (@,v) dados

pela mudanca de escala 2.7. Entdo:
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g~1, s~p, de~l, ¢el;
@=0(7)+O0(p), u=0(y)+O0(u);
0(1)7 U= 0(#‘);
utv = O(u?).

]

Prova. A magnitude de z estd demonstrada com detalhes em [15]. Usando o fato que

6(z, s, p) < @, temos que s ~ p. Logo: d=/¥8 ~1e ¢ =d 'z ~ 1. Temos que:

ds d _ —dzs+dyu  d
GrT= ¢ty gl =TI T C st e,
w z UT Uz

Denotemos f = —zs + yue, entdo .

_ L d

T+7=—.
%

Tomando a norma, temos:

df

Uz

df

7%

la + 3l =

consequentemente ||7]| <

b

masz ~1led~ 1; logo 7 = O(’:;), e Como v = 'fi—i, temos que v = O(u?) = O(f). Mas:

f = —zs + yue = O(u) + O(yp) = O(u). Portanto: o = O(1) e v = O(p). Para provar o

mesmo para as varidveis grandes, usaremos o Lema 2.3.1.
=P +0) = a=0(7)+ 0.
Lembrando que u = d~'#, temos que u = O(&@). Entdo:
v=0(7) + Op)-

Vamos agora analisar a expressdo u‘v. De 2.7, temos:

Novamente pelo Lema 2.3.1, temos: ufv = pO(u) = O(p?). Completando a prova. [
O préximo lema usa o resuitado anterior para expor algumas propriedades interessantes com

relacdo ao passo afim-escala.
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Lema 3.1.2 Considere o passo afim-escala (u®,v®) de (z, s), obtido da equagdo de Newton com
v = 0. Entdo:
* =1+ 0(p), s*=0(?.

Prova. Do lema 3.1.1 com v = 0, u®* = O(u) e portanto % = = + u* = = + O(u), provando

a primeira igualdade. Temos:
s* = s+v%
§* = pd'5+ pd7'7% = pd N3+ 7%) = pd~ (4 + 7%).
Pelo Lema 2.3.1, 7 = —¢ + YP4¢ ' + O(n), com v = 0, 7 = _——¢ + O(u), e segue que s* =

pd= (¢ — ¢ + O(p)) = pd=20(u). Visto que d~! ~ 1, isto completa a prova. |

-

3.2 Medida de proximidade primal

Dado um vetor vidvel de varidveis grandes z, define-se "medida de proximidade primal”que
depende somente de z, e estima em um certo sentido a distdncia ao centro analitico da face

6tima, dada por:

8p(z) = min{|lzs —e|| | s € R(Q")} = min{[|¢5 — e|| | 5 € R(A")}. (3-2)
A expressdo acima estd estabelecida em ambas, varidveis originais e varidveis escaladas.
A proximidade pode ser calculada da seguinte forma: fixando y = zs, obtemos d,(z) =

myin{“y —e]| |y € R(XQ?)}. Usando a defini¢cio de projegéo, vemos que o valor deste minimo

é (veja [6]):

Sp(z) = ||Poxell = || Pase] - (3.3)

A 1ltima igualdade vem de QX = A®, e isto se dd por substituicio direta.

Entdo, temos a medida de proximidade primal-dual §(z, s, 1) e a medida de proximidade
primal J,(z). Por definicio, visto que s e entdo £ estdo em R(Q%), podemos ter sempre que
~ 6y(z) < 6(z, s, ). Nossa préxima tarefa é descrever o efeito do passo de Newton sobre ambas
- as medidas, e inter relaciona-las.

Porém, antes vamos enunciar dois resultados importantes de dlgebra linear.
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Lema 3.2.1 Seja p,q € IR" tais que p'q > 0. Entdo
Ipall < = llp+alf*
V8 .
Prova. Este resultado é devido a Mizuno (veja [13]). ]

Lema 3.2.2 Seja ¢ € R™ tal que |lg—e|l, < @, onde a € (0,1). Considere as projecdes
h= Psp, h = gPsoqp, onde A € IR™ " e p € IR". Entdo |

[ A <ot + a)f_;g I -

Em particular:

lg = ell,, < 0,155 = | — & < 0,4{A],

e consequentemente |[h|| < 1,4“13,".

Prova. Veja a demosntragio em [9)]. |
Na secdo anterior fizemos algumas afirmacOes a respeito das propriedades do passo afim-
escala; vamos agora olhar um pouco para o passo de centralizagdo.

Dados z, s, u, 0 passo de Newton de centralizacio é dado por:

v+ su® = —zs+ pe, Qu°+ Rv°=0. (3.4)

De 2.10 e do lema 2.3.1 temos:

W+ =—¢+ ¢ ‘ (3.5)

E entao

2 = Pon(~¢+¢7) + O(n) = Pqu(—-i—s +dzY) + O(u);

Logo:

ul= DPQD(—%E +dz71) +0(p) = DPQDD(—;S; +z71) + O(n). (3.6)

Definindo ¢ = \/g, entdo ¢ = d2, e portanto d = zv, ou seja: D = X'0.

Portanto 3.6 torna-se:
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u = DPQDD(—E +27Y) +O) = X\I:Pqu,Xq:(—% + 271 + O(p). (3.7)

Agora provaremos alguns lemas sobre o efeito do passo de centralizagdo de Newton (u®, v°)
em ambas as medidas de proximidade.
O primeiro deles mostra-nos que movendo ao longo da dire¢do de centralizacdo, reduz-se a
proximidade primal continuamente.
Lema 3.2.3 Se é(z,s,u) =0 < 0,25, entdo para todo X € [0,1],
, o

6($ + /\uc,s + A’UC,[L) < (1 - /\)6+ A2-2——1§

Em particular para A = 0,7,
8p(z + M) < 8(z + M’ s+ A, ) < 0,09.

Prova. Temos, por defini¢do, para X € [0, 1],

8(z + M, s + M p) =

(z + M) (s + M) e”
p .

Desényolvendo o numerador,
(z + Auf)(s + M) = zs + A(zv° + su) + Auv®,
Subtraindo ue = Aue + (1 — A)pe desta equagdo,
(z + M) (s + Av) — pe = (1 = X)(zs — pe)
+A (2 + suf + T8 — uej + A2yl
Do passo de Newton 3.4, zv°¢ + su® + zs — ue = 0, dividindo por u e entdo tomando a norma,

3(z + Auf, s + Ave, )

Jon -+ ese
< (1= Né(z, s, p) + A2 ||

O 1ltimo termo pode ser calculado usando as varidveis escaladas. De 3.5,
WE+T=—¢p+¢ ' =9 (—¢*+e).

21



Pela condigdo de monotonicidade (4¢)'7 > 0, o que significa que podemos usar o lema 3.2.1, e

portanto
utl e e 1oy —1p g2 2 1oy, 2 2
=l s e @ - o < et -
Mas ||¢® — e|| = d por 2.9, e portanto para i = 1,...,7,
—6<¢2—-1<48 e consequentemente ¢>>1—35= 11 1
=T d P = #=1-56-0,75
Substituindo, obtemos
uv° 42
u ||~ 2,12
que nos guia para o resultado desejado, completando a prova. |

Vamos ver agora o efeito do passo primal-dual na proximidade primal e perceber que uma

centralizacao primal limitada também serd obtida.

Lema 3.2.4 Sejam 6(z,s,p) = 6 < 0,25 e ép = 0p(x). Considere o passo de centralizacdo
(u®,v°). Entdo para qualquer A € [0,1],

8p(z + M) < 6, — /\%” + 2824+ O() < 6, — %5,, + 0.

Prova. Veja a demonstragdo com detalhes em [7]. n
O préximo lema nos fornece um dos resultados mais importantes sobre o efeito da proximi-

dade primal no comportamento do passo de centralizagdo primal-dual.

Lema 3.2.5 Seja 0(z,s,u) = § < 0,25. Considere o passo de centralizacdo (u°,v¢). Se d, <

0,1, entao

Ts°
——e

L
Prova. Assumimos que dp(z) < 0,1. Por 3.3, ||Page|| < 0,1. De 34,

< 0,175+ O(p).

zs+zv° — pe = —su®, logo z(s+v°) — pe= —su®, e portanto zs°— pe= —su’,

dividindo por pu, temos

st su’ e

—_——e=—— = —35u°.

H u
Portanto:

s su‘

u Y



O que significa que deveremos desenvolver a expressio ||¢z°|. Do lema 2.3.1 com v = 1 e
¢ =0(1),
¢u° = ¢Pa¢™' + O(u) = ¢°¢~' Pag¢™" + O(p)

e entdo
= el = lloutl = |46~ Pag™| + Ow)
E portanto ‘
fj—c —el <|[¢?| 67 Pad"| + Ow) < 1,25 ||¢7 Pag™"| + O(n)

porque parai=1,...n, [#Z — 1| < ||¢* —e|| = 6 < 0,25. Usando o lema 3.2.2, concluimos que
|67 Pad™| < 1,41 Pasell < 0,14.

Mergulhando isto na desigualdade acima, obtemos
zs€
I
completando a prova. ‘ |

—ell 0,175+ O(u),

3.3 Distancia primal

Obs.: Esta se¢io foi baseada nos manuscritos em preparacgio [3].
Definimos agora uma outra medida de proximidade que depende de z e o ponto central z(u)
associado com o paradmetro u > 0.
Esta medida nos fornece o desvio das variaveis grandes com relacao aos seus valores centrais,
0 que significa que temos a distancia real de z com relagio a z(u), ou seja, a distdncia primal.

Definicdo: Dados (z,s) € F e u > 0, definimos:

dist(z, p) =

" “ (38)

Obs.: O mesmo pode-se definir para as varidveis pequenas. Fornecendo assim o desvio

das varidveis pequenas com relacdo aos seus valores centrais:

dist(s, ) = | ° 3(“) " ’ N (3.9)

O lema a seguir nos mostra uma relagao importa.nte.
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Lema 3.3.1 Seja 6(z,s,p) =6 <0,5. Entdo

dist(z,p) < /1—-v1—8+0(w);
dist(s,p) < V1—+1=03+0(u).
Em particular:
0=0,25 = dist(z,u) <0,2541
0=0,5 = dist(z,u) < 0,541
§=0,1 = dist(z,u) <0,1003

Prova. Veja a. demonstracio em [8] e [16].

Obs.: Com isso vemos que, para valores pequenos, a medida de proximidade primal-dual

¢ é muito boa.

O préximo lema relaciona o efeito da distincia dist(z, ) no comportamento do passo de

centralizagao primal-dual.

Lema 3.3.2 Seja 6(z,s,u) = § < 0,25. Considere o passo de centralizagdo (u®,v°).

dist(z, p) < 0,1, entdo
6(z, s% p) < 0,136 + O(p).

Prova. Pelo lema 3.2.3 temos que 6(z°, s, #) < 0,03. Aplicando o lema 3.3.1, obtemos:

dist(s°, 1) < \/1 - y/1— 2(0,08)2 + O(u) = 0,03 + O (1)

Seja z = z(p)(e + O) e s° = s(u)(e + A), entdo:

z=z(p)+0Oz(p) => ©=23FW

z()

s°=s(p) +As(p) = A=

s(u)

Ent3o:

. Oz, s%p) = .

Tsc
—_— e =

lembrando do fato que ﬂg%‘—‘l = e, temos,

8z, s% ) =ll(e+O)(e+A)—el| =[[©+A+OA|,

aplicando a desigualdade triangular, vem

8(z, s, 1) < [|O]| + [IA]l + [|OA} -
24
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el = ||%2L| = dist(z, ) < 0,1;
1Al 20| = dist(s%, ) < 0,03+ O(w);
[OA] < Z11©+Al” < (0,140,083 +O(w)>.

s(u)

Obs: A qdltima desigualdade segue do lema 3.2.1. Portanto:
d(z, %, ) < 0,136 + O(p),

completando a prova. ' 1
O resultado principal desta se¢cdo estd descrito no préximo teorema. Ele nos mostra o
efeito do passo de centralizagio em N, para o caso em que as varidveis grandes estejam bem

centradas.

Teorema 3.3.3 Seja (2, s, 1) < 0,25 e dist(z, u) < 0,1. Considere o passo de eentralizacdo

(u®,v°). Entdo o passo de Newton ezato para a centralizacdo de (z,s) é vidvel e

8(z%,5%mp) < 0,2+ 0(p),
dist(z°,p) < 0,05+ O(u).

Prova. O passo de centralizagdo é dado por 3.4. Fazendo a mudanca das varidveis T = ;(ZE)—,

es= us(sT), temos:
z s u

7 =18 =
z(p)" s(p) z(p)s(p)
Esta mudanca de varidveis acarreta em Z(u) = e e 5(u) = pe.

zs = zs.

Usando, se necessdrio, esta mudancga de varidveis, podemos assumir, sem perda de general-
idade, que z(u) = e e s(u) = pe. Vejamos:

r—e

dist(z,p) = “%)ﬂ“= 22l = [jz — el ,
oo = |- |- [z o]

Tomando a equagdo de Newton 3.4, podemos reescrevé-la como segue:
zv® + 18 — pe = —su® = z(s + v°) — pe = —su® = zs° — pe = —su

dividindo por p e depois tomando a norma, temos:

s
U

s su‘

—_—— = ——

" p

— €
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Mas |25 — e“ = &(z, s°, ). E sabemos que
z°st zs€ su®
6(1:6136,/1): —e|Sj|——e 25(37,86,/.11): ——;”
Logo, devemos limitar a expressdo
suf
I

Notacdo: u = u®.’

a) Limitando ||u||: Considere a seguinte ”dire¢io de centralizagdo primal” (veja [6]):
. .
=z’ e EP=PQXX(~;+:C'1).
Pelas propriedades de projecao, temos:

12#|| = min{ |y € R"}.

fj ~e— (QX)%y

- Em particular, (veja [7]), s — s(u) é viavel, entdo pelo lema 2.2.2 (s — s(u)) € R(Q). Isto
significa que existe § € IR™ tal que

s—s(p) =pQF = s=s(p)+pQ'y
2= 2l QX)) = - (QX)§==1.

© u

Sabemos que

2] = min| 22 ¢ - @xyy] lve By <[Z - - (@111 =
2 (@x)f5-e| = —f#—‘ — llz — el] = dist(z, 4) < 0,1.

Como ||z — ¢|| < 0,1 temos que |z; — 1| < 0,1,Vi. Entdo 0,9 < z; < 1,1, e, conseqiientemente,
llzll, <1,1. Logo: [|[u?|| = |lz@?|| < |lz|l, |#°]] < 1,1 x 0,1 = 0,11. Agora vamos relacionar

llu|| e ||«?|| pelo lema 3.2.2: Temos:

u = X\I’PQX\I;X‘I!(—%“*':L'—I)‘FO(M)
u? = XPQXx(—’%-I'-:I}—l).

[ B |_p 2 __ M 1 _ s
w s ¢z Z;$s; ¢z TiS; "/)3 u©

~s.
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Mas por hipétese d.(z, s, ) = = - e”eo < 0,25. Ou seja:

TiS;

| 7

Li%i 1 95

~1/<0,25=0,75 < ;

Ent3o: |
> >0,75 = ?<1,333=

% < 1,185 = 1;—-1<0,155 =

s — 1] < 0,155 = ||[v —e|l,, < 0,155.

J4 estamos aptos para aplicar o lema 3.2.2:
llull < 1,4]juP|| +O(k) < 1,4 x 0,11 + O(p) = 0,154 + O().0

b) Limitando

su
I

Por hipédtese

zs
——e
7

<0,25 = lxisz' ZiSi

. K

~1/<0,25=0,75 <

<1,25.

0, 93,‘ i

I

lz—¢] <0,1=2;>0,9= 5351,39:

< 1,39.
oQ
Finalmente:
su

U
c) O resultado em dist(z®, u) segue de |ju — u?|| < 0,4 ||u?||, e propriedades de centralizacio

S
< {{—

llull < 1,39 [0, 154 + O(w)] < 0,22+ O(x).0

o0

de u? (diregdo primal de centraliza¢do). Veja [6]. O

Completando a prova. [ §
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Capi’tulo 4

Algoritmos

4.1 Indicador de Tapia

Considere o problema de complementariedade linear monétona (P) com a notagdo descrita
nos capitulos anteriores.

O Indicador de Tapia, que faz uma estimativa das restrigoes ativas e inativas (o que é
equiVa.lente a identificar as varidveis grandes e pequenas), é uma funcio deﬁnida por (z,s) €
F®ws I(z,s) € R*" com I(z,s) = [“—:, %], onde (u%,v°®) é a solugdo de zv+su = —zs, Qu+
Rv = 0.

A seguir apresentaremos, sem demonstragao, um Teorema que estabelece algumas pro-
priedades de interesse para o Indicador de Tapia.

Considere o problema de complementariedade linear com a hipétese de complementariedade

estrita.

Teorema 4.1.1 Seja (2F)rev uma segiiéncia 2* = (z*,s*) (ndo necessariamente gerada por

um processo iterativo) tal que 2¥ — 2* € F°. Seja (uF,v*) = (uf,of

a? ~a

) a direcio afim-escala

associada a 2*. Entédo:
k

<

w2

-0
_)

Q &

w
»

B
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consegiientemente, I(z*, s*) — (I, I°), onde

IE=—-e , I$=0

2=0 , Iy=—e

k &
Do Teorema acima podemos concluir que 5t -+ 0 para i€ B,e} — —1 para i€ N.

N ~ k . . .
Portanto, a taxa de variagdo % pode servir como indicador.

Corolério 4.1.2 Constidere k suficientemente grande. Entdo tem-se:

k k

<]
8

se 1€N

848

SIKAR

N

>
< se 1€ B.

w12
8|

1 T

Este fato é usado para estimar a particao 6tima.
O algoritmo abaixo constréi uma estimativa {B, N} da particio 6tima {B, N}. Pelo Teore-
ma acima, se T e s estdo suficientemente préximos da face dtima, entdo esta estimativa coincide

com a particdo 6tima.
Algoritmo 4.1.3 Dados: (z,s) € F°.

Calcule a direcdo afim-escala (u,v) resolvendo

su+rxrv = -—I8

Qu+Rv = 0.
Calcule: z°=z+u, e s$*=s+ v
Construa a particdo {B, N} de {1, ...,n}.

Para i=1,...n
vl‘ u’.‘ -~ . N 7
Se -k > -}, entdo i € N.
Senio i € B.

Construcso de {B, N}.
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4.2 Os Algoritmos

Os algoritmos que nés trabalharemos estardo na vizinhanca N, definida com um raio fixo
o € (0,1). Os nossos procedimentos trabalhardo com as triplas (, s, 1), onde (z,s) é um par
primal-dual interior vidvel e p > 0.

Teremos os algoritmos principais:
1. Algoritmo Bord;

2. Algoritmo Front;

3. Algoritmb Intelc;

4. Algoritmo Intel;

5. Algoritmo La,rgec;

6. Algoritmo Large.

E os algoritmos secundarios:

1. Algoritmo de Busca.

2. Algoritmo Corretor.

4.2.1 O Algoritmo de Busca

Este Algoritmo é composto de apenas uma iteragio e efetua uma Busca Linear ao longo de

uma direc3o dada.
Algoritmo 4.2.1 Dados: z, s, p >0, (u,v) e a > 0.
vConsidere as aplicacoes para § € IR
z(0) = z + bu, s(8) = s + v, u(6) - -z—@—;ﬂ‘—’l.
Tama;nho do passo: Calcule
)\ =min{l,inf{8 > 0| b (z(8), s(6), u(6)) > a}}.
Resultado: (T4, 84, 4) := (2(A), s(A), p(A))-
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4.2.2 O Algoritmo Corretor

Cada iteracio do algoritmo corretor comeca de um dado (z, s, ) em N. Pega-se uma
| seqiiéncia dos passos de centralizagio de Newton, isto é, uma seqiiéncia de passos de Newton,
cada uma. consistindo da solucio de 2.2 associada com o valor de ¥ = 1, seguido de uma busca
linear.

Devemos analisar dois aspectos importantes desse algoritmo: a busca linear e a regra de
parada. _

A medida de proximidade ., ndo nos fornece uma boa fun¢do mérito para o procedimento
de busca, devido 3 sua ndo-diferenciabilidade. Para isto usaremos como funcdo mérito a medida
de proximidade Euclidiana.

E como regra de parada, estabeleceremos o seguinte algoritmo : dado um J fixoe um 8 < a,
pare em (z, s, 11) sempre que o nimero de iteragdes for igual a J ou 6(z, s, u) < B.

_ Assim, a vizinhanga grande pode ser interpretada como uma regido de confianca para os
passos de Newton.

Algoritmo 4.2.2 Dados: (z° 5% 1°) tal que 00o(2%,s% %) = @, @ >0, 8 >0eJ > 1

-

(J = +oo € aceitdvel.)
k:=0
REPITA

(z, s, 1) == (¥, s*, pF)

Newton: calcule a direcio de centralizagio (u,v) resolvendo

—zs+ ue
0.

su+ v

Qu+ Rv

Tamanho méximo do passo: calcule
Amaz = min{1,inf{0 > 0| doo(z + Ou, s + v, p) > a}}.
Busca linear: calcule
A = argmin{é(z + Ou, s + v, 1) | 6 € [0, Apnas]}-
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Resultado: (zF*1, sk pk+l) .= (z + Ay, s + Ao, p).

“ki=k+1.
ATE k= J ou 8(z, s, p) < B.

Resultado: (Z, §, 1) := (z*, s%, p).

Obs.: Na pratica, usaremos o algoritmo 4.2.2 de duas formas distintas:

Correcao: Neste caso daremos apenas um passo de centra.lizagé.o seguido de uma busca
linear,ou seja, considerar J = 1. Esta é a forma que serd utilizada no algoritmo 4.2.6, que serd
formalmente descrito mais & frente.

Centralizacdo: Neste caso o critério de parada 6(z,s,u) < B3, para [ suficientemente
pequeno, serd utilizado. Desta forma estaremos fazendo uma aproximacao da trajetéria central.

Esta é a forma que ser4 utilizada nos algoritmos 4.2.5 e 4.2.7.

4.2.3 O algoritmo Bord

Cada iteracdo do algoritmo comeca de um dado (z, s, u) Nw. Pega-se um passo ao longo da
diregio de Newton 2.2 associada com v € (0,1). Esta dire¢do estd intermedidria entre a direcdo
afim-escala e a direcao de centralizagao.

O tamanho do passo é tal que o ponto resultante esteja na vizinhanca de N.
Algoritmo 4.2.3 Dados: (2%, 5%, u°) tal que 6,(z% s% u°%) <, vy € (0,1) ee > 0.
k:=0.

REPITA
(z,s, p) := (z*, s*, u¥).
Calcule a dire¢io (u, v) resolvendo as equacoes de Newton

su+zv = —IS-+yue
Qu+Rv = 0.

Busca: Calcule (z., 5., ) usando o Algoritmo de Busca 4.2.1 com z, s, 4, (u,v) e

a dados.
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Resultado: (z**!, s¥+1 uk+1) .= (2, 5., py).

k=k+1.
ATE uF <
Ut <e

Resultado: (%, 3, it) := (zF, s, u¥)
Obs.: Este é um tipo de algoritmo que ndo faz uso do algoritmo 4.2.2. Ele apenas
caminha em N, normalmente por pontos na sua fronteira. Pode ocorrer que sejam gerados

pontos (z, s, 1) com 6 (z, s, u) < o e isto ocorre quando o passo de Newton for muito eficiente.

4.2.4 O algoritmo Front

Cada iteracdo do algoritmo comeca de um dado (z, s, ) € F°. Pega-se um passo ao longo
da direcio de Newton 2.2 associada com v € (0,1). Esta direcdo estd intermedidria entre a
direcio afim-escala e a direcdo de centralizagao.

O tamanho do passo é tal que o ponto resultante esteja em FO, préximo da fronteira do

conjunto vidvel, ou seja, a fronteira de F'.
Algoritmo 4.2.4 Dados: (z°,s% p°) € F°, v € (0,1) e 7 € (0,1).
k:=0.

REPITA

(z,s, 1) := (zF, 5%, )

Calcule a direcdo (u,v) resolvendo as equagdes de Newton

su + v —Zs +yue

Qu+Rv = 0.

Tamanho do Passo: (Teste da razdo) Calcule

A = min{F |y <02 = 1,..,n}
Ay = mln{'Tfl ' ;< 0,2= 1,...,n}

A = min{l,7A;,TA}.
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: k41Vt ¢ k41
Resultado: zFtl =z + Au, s*+l=s+Av, phtl=E0ET)

n

k:=k+1.
ATE p* < e.

Resultado: (£, 3, &) := (z*, 5%, u*).
Obs.: Este é outro algoritmo, além do 4.2.3, que ndo faz uso de 4.2.2. Porém, ele caminha

perto da fronteira de F'.

4.2.5 O Algoritmo Intelc

Cada iteracdo do algoritmo comeca de um dado (z,s,u) € N. Verifica-se se uma dada
medida de proximidade 6*(.) < £ é atendida. Em caso positivd, pega-se um passo ao longo de
uma dada diregdo (u, v), como no algoritmo Bord 4.2.3. Caso contririo, pega-se uma seqiiéncia
dos passos de centralizacao de Newton.

Alguns aspectos desse algoritmo devem ser discutidos:

Usaremos o Indicador de Tapia 4.1.3 para estimar a particdo dtima {B, N }, e com isso
estimamos as varidveis grandes g e peqﬁenas p, inclusive as varidveis pequenas centralizadas p°.

Usaremos ” -‘lf- - e" como medida de proximidade, que é a medida descrita no Teorema 3.2.5
e 3.3.2. Esta estd relacionada com a medida de proximidade primal das varidveis grandes 6,

dada por 3.2, a medida dist(g, u) dada por 3.8 e o passo de centralizagdo (u,v®).

Algoritmo 4.2.5 Dados: (z°,5°, u°) tal que 6o (2%, %, %) <@, v€(0,1),2>0,3>0,e>0
e&>0.

k:=0.
cent := Q.

REPITA
(z,s, u) = (zF, s, 1F).

SE cent ==
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Calcule a diregio afim-escala (u®,v*) e a diregdo de centralizagdo (u¢, v°) resol-

vendo as equagoes de Newton

su + zv

Qu + Rv

—Is + yue
0;

para v = 0 e vy = 1, respectivamente.
Usando o Indicador de Tapia 4.1.3, determine a particio {B, N} (estimativa de ._
{B, N}).
Defina g = (z 3, s5)-
Definimos:
f=zr+uf, s*=s+1°
Defina P° = (2%, 5%)-
SEp°>0e”9fi—e“ <&
Calcule a direcdo (u,v) = y(u®,v¢) + (1 — v)(u®, v®)
Busca: Calcule (z., sy, 44+) usando o Algoritmo de Busca 4.2.1 com z, s,' iy
(u,v) e o dados.
Resultado: (z*t!,sF+1, p*+l) .= (z,, é.,,, ey
cent = 0.

SENAO

Definimos as aplicagGes para 0 € IR:
z(0) =z +0u, s(f) =s+ 60"
Tamanho do Passo: Calcule
A =min{l,inf{0 > 0| 5.(z(8), 5(6), n) > a}}.

Resultado: z¢ = z()), s°= s(}).
Corretor: Use o algoritmo 4.2.2 com os dados: (z° s% u), a ¢ B dados, e

J = 400, para calcular (g*+1!, sF+1 yk+1)
cent := 1.
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SENAO (O que significa = e s centrados)

Calcule a diregdo (u,v) resolvendo as equagbes de Newton

su + ZvU

Qu + Rv

—s + yue
0;

Busca: Calcule (z4, sy, t4+) usando o Algoritmo de Busca 4.2.1 com z, s, u,

(u,v) e a dados.

Resultado: (z¥+1,s%+1 u*+1) .= (z,, s, us)-

cent := 0.
k:=k+1.
ATE p* <e.

Resultado: (, 3, i) := (%, s*, u¥).

Obs.: Se considerarmos paridmetros apropriados, podemos notar que este algoritmo atende
as condigdes tedricas dadas pelo Teorema 3.3.3. Vejamos:

Dado (z, s, p) € Ny, onde a = 0.25. Usando o Indicador de Tapia 4.1.3, podemos estimar
as varidveis grandes g e pequenas p, inclusive as varidveis pequenas centradas p°. Com esta
informacdo podemos calcular a medida de proximidade primal 6(g, p¢, 1) definida nos Teoremas
3.2.5 e 3.3.2 e desta forma obter uma aproximag¢io da distincia primal dist(g, ) definida em
3.8. Tomamos £ = 0.136 e usamos o Lema 3.3.2. Com isso podemos verificar a centralidade

das varigveis grandes.

Consideremos, entdo, como primeiro caso, que elas estejam bem centradas, ou seja, dist(g, p) <

0.1. Segundo o Teorema 3.3.3, o passo de centralizacio de Newton & vidvel, isto &, (z°, s°) € N,
onde z¢ = = + uf e s = s + v°, e havers uma melhora significativa em &(z¢, s°, ) e também
em dist(g°, u). O passo de centralizagio (u°, v°) neste caso é muito eficiente, tao eficiente quan-
to seria se d(, s, i) fosse pequeno (observe que do.(z, s, 1) é pequeno, mas 6(z, s, u) pode ser
grande). Logo, o passo longo de Newton na vizinhanga grande terd todas as propriedades que
teria na vizinhanca pequena, ndo sendo necessario um passo corretor.

Suponhamos agora, como segundo caso, que as varidveis grandes n3o estejam bem centradas.

Neste caso nada podemos dizer a respeito da eficiéncia do passo de Newton; pois ndo podemos
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aplicar o Teorema 3.3.3. Isto significa que devemos realiz#r um passo corretor para amenizar
este problema. Se realizamos uma centralizagdo completa com base na medida de proximidade
primal-dual, ou seja, d(z, s, u), estamos melhora.nfio todas as varidveis. Pelo Lema 3.3.1 vemos
que hd uma melhora significativa na distincia primal das varidveis grandes dist(g, u).

Resumindo: Com as hip6teses do Teorema 3.3.3 satisfeitas, ou seja, um ponto dentro da
vizinhanca grande (6.0 (z, s, i) < 0.25) e as varidveis grandes centradas (dist(g, 1) < 0.1), temos
bons passos de centralizacio com um descréscimo em 6(z¢, s¢, 1) e também em dist(g¢, 1. Isto
significa que a cada iteracio o passo de Newton ficard mais eficente. Exatamente como foi
provado pelo Teorema.

Mas é interessante saber se esses resultados também podem ser obtidos mesmo com o nao-
cumprimento das hipéteses?

Veremos mais adiante na se¢do Experimentos Numéricos do préximo capitilo que, mesmo
-relaxando as hip6teses do Teorema, é possivel obter bons resultados no que diz respeito as suas

teses.

4.2.6 O Algoritmo Intel

Cada iteracdo do algoritmo comeca de um dado (z, s, y) € Neo. Veriﬁ(ca-se se uma dada
medida de proximidade 6*(.) < £ é atendida. Em caso positivo, pega-se um passo ao longo
de uma dada direcdo (u,v) como no algoritmo Bord 4.2.3. Caso contrério, pega-se um inico
passo de centralizagéo de Newton, em contraste com o algoritmo Intelc 4.2.5, que pega uma
seqiiéncia dos passos de centralizacdo de Newton.

A medida 6*(.) tem o mesmo aspecto discutido para o algoritmo 4.2.5.

Algoritmo 4.2.6 Dados: (z°,s°, u°) tal que 6o (2%, 5% 1°) < @, 7€ (0,1),2>0,8>0,¢>0
e&>0. ' '

k:=0.
cent := 0.
REPITA

(z,s, p) := (zF, 5%, ).
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SE cent ==
Calcule a direcdo afim-escala (u%, v®) e a diregdo de centralizagio (u, v¢) resol-

vendo as equagoes de Newton

su+4+rTv = —IS-+yue

Qu + Rv 0;

para v = 0 e vy = 1, respectivamente.
Usando o Indicador de Tapia 4.1.3 determine a particio {B, N} (estimativa de
{B,N}).
Defina g = (z 3, sg)-
Definimos:
r=z+4+u’, s°=s+0°
Defina p° = (%,5%).
SEp*>0e ”9,1:—3—6“ <&
Calcule a diregdo (u,v) = y(u¢,v°) + (1 — v)(u®,v*)
Busca: Calcule (z, s+, 4+) usando o Algoritmo de Busca 4.2.1 com z, s, u,
(u,v) e a dados.
Resultado: (z**1, sk, ub+1) == (x4, 54, uy).
cent := 0.
SENAO

Definimos as aplicagoes para 8 € IR:
z(0) =z +6u®, s(6) =s+ 6"
Tamanho do Passo: Calcule
A=min{l,inf{0 > 0| 6(z(F),s(8), ) > a}}.

Defina: z¢ = z()), s°=s(A).
Resultado: (zF*1,sF*1 p*+1) = (ic, 86, ).
cent := 1.
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SENAO (O que significa z e s centrados)

Calcule a direcdo (u, v) resolvendo as equagdes de Newton

su+zv = —IS++yue

Qu + Rv 0;

Busca: Calcule (z4,s,,p4) usando o Algoritmo de Busca 4.2.1 com z, s, pu,
(u,v) e o dados.

Resultado: (z**1, s+ uF+1) := (24,4, uy)-

cent := 0.
k:=k-+1.
ATE pf < e.

Resultado: (, 3, 1) = (z*, s*, u*).

Obs.: Neste algoritmo temos apenas uma cdrregéio, ou seja, apenas um passo NO Processo
de centralizacao; o que significa que nem sempre se obtem uma centralizagdo adequada. Logo,
nio se tem a garantia de pontos _bem centradds, e, conseqiientemente, varidveis grandes bem
centradas. '

Veremos mais adiante na secio Experimentos Numéricos do préximo capitulo que, mesmo
nio havendo a garantia da boa centralizacdo das varidveis grandes, ainda assim obtemos bons
resultados; o que significa que o efeito da centralizacdo é acumulativo. Pois a centralizacdo néo
piora, ou piora pouco, as varidveis grandes, conforme vimos no inicio deste capitulo com os

Indicadores de Tapia.

4.2.7 O Algoritmo Largec

Cada iteracdo do algoritmo comeca de um.dado (z,s,u) € N. Verifica-se se uma dada
medida de proximida.dé §*(.) < & é atendida. Em caso positivo, pega-se um passo ao longo de
uma dada direcdo (u,v) tal que o ponto resultante esteja erh No. Caso contrario, pega-se uma
seqiiéncia dos passos de centralizacao de Newton.

Alguns aspectos desse algoritmo devem ser discutidos:
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A estimativa da particdo étima e, necessariamente, a estimativa das varidveis grandes g e
pequenas p, ocorrerd de maneira idéntica aos algoritmos anteriores, ou seja, fazendo uso do
Indicador de Tapia 4.1.3.

A medida 6*(.) tem o mesmo aspecto discutido para o algoritmo Intelc 4.2.5.

Um aspecto interessante, talvez o mais importante, é a forma de tomar a diregio (u,v).

Dada a diregio afim-escala (u?, v®), obtemos o ponto (z%, s*), onde z* = z+u® e s* = s+0v°.
Obtemos de maneira andloga (z°, s°), ou seja, ¢ = T+ uc e s° = s+v°, onde (u®,v°) é a direcdo
de centralizagdo. Com isso criamos a direcdo (u,v) = (2% — z¢, s* — 5°) que nos fornece, a partir

de (z¢, s°), o algoritmo com o maior passo.

Algoritmo 4.2.7 Dados: (z°,s% u°) tal que §oo(2% 8% u®) <, @>0,8>0,e>0e ¢ >0.
k:=0. .
REPITA

(z, 5, 1) = (z*, 5%, ).

Calcule a dire¢ao afim-escala (u%,v?) e a diregio de centralizagio (u¢,v¢), resolvendo

as equagoes de Newton

su+zv = —I8+yue
Qu+Rv = 0

para 7y = 0 e v = 1, respectivamente.

Definimos:
=z +u* , §* =s4v%

=+ u , s§¢ =s+4+ %
Usando o Indicador de Tapia 4.1.3 determine a particio {B, N} (estimativa de
{B,N}).
Defina g = (z3,55) e p° = (2%, 5%)-
SEp¢>0e “9%6—-6” <&
Calcule a direcdo (u,v) = (z® — z°, 5% — 5°)
Busca: Calcule (z,s,, 1) usando o Algoritmo de Busca 4.2.1 com z¢, s, y,

(u,v) e a dados.
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Resultado: (z%*!, %1, u*+1) := (z, sy, py)-
SENAO

Definimos as aplicagbes para 6 € IR:
z(0) = z+0u®, s(0) =s+ "
Tamanho do Passo: Calcule |
A =min{l,inf{0 > 0| 6(x(8),s(8), 1) > a}}.

Resultado: z¢ = z(}), s°=s(}).
Corretor: Use o algoritmo 4.2.2 com os dados: (z°, s¢, ), ae § dados, e J = +o0,

para calcular (zF+1, sF+1 5+l
k:=k+1.
ATE pF <e.
Resultado: (%, 3, 1) := (z¥, s%, u*).

Obs.: Se considerarmos pariametros apropriados, podemos notar que este algoritmo, de
modo andlogo ao algoritmo Intelc 4.2.5, atende as condigbes teréricas dadas pelo Teorema
3.3.3.

Mas serd que esses resultados também sdo obtidos se as hipdteses nao se verificam?

Na seciio Experimentos Numéricos do préximo capitulo, veremos que a resposta é sim, isto

é, mesmo relaxando as hipéteses do Teorema, consegue-se bons resultados.

4.2.8 O Algoritmo Large

Cada iteracdo do algoritmo comeca de um dado (z, s, 4) € N.

Dada a direcdo afim-escala (u®, v*), obtemos o ponto (z%, s%), onde % = z+u’ e s* = s+v°.
De forma andloga ao algoritmo Intel 4.2.6, podemos obter (z°, s) com apenas um passo de
centralizacio seguido de uma busca linear. Com isso criamos a dire¢éo (u,v) = (z°—z°, s* —5°).
O tamanho do passo, a partir de (z¢, s°), é tal que o ponto resultante esteja na vizinhanga de

No. E isto nos fornece o algoritmo com o maior passo.
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Algoritmo 4.2.8 Dados: (z°, 5% 1) tal que §o(2% 8%, %) <@, a>0,8>0ee>0.
k:=0.
REPITA
(z,s, u) := (2%, s*, uF).

Calcule a dire¢io afim-escala (u®, v*) e a diregdo de centralizagdo (u®, v°¢), resolvendo

as equacoes de Newton

sSu+2Tv = —-IS+yue

Qu+Rv = 0
para v = 0 e v = 1, respectivamente.

Definimos:

*=z+u?, s*=s+v%
Definimos as aplicagoes para ¢ € IR:
z(0) =z +60u’, s(0)=s+ 6"
Tamanho do Passo: Calcule
A =min{l,inf{6 > 0| 6(z(8),s(8), ) > a}}.

Resultado: z¢ = z()\), s°=s()).
Calcule a dire¢do (u, v) = (z° — z°, 8% — 5°)

Busca: Calcule (24, 54, #+) usando o Algoritmo de Busca 4.2.1 com z° s°, p, (u, v)

e a dados.
Resultado: (z*+1, s+1, uk+l) .= (~’E+,S+7ﬂ+)-_ L

k:=k+1.
ATE p* <e.

Resultado: (%, 3, i) := (%, s%, u*).
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Obs.: Neste algoritmo ndo temos passos de correcio. Logo, ndo se tem a garantia de
pontos bem centrados e, conseqiientemente, varidveis grandes bem centradas.

Na segao Experimentos Numéricos do capitulo que vem logo a seguir, veremos que mesmo
| nio havendo a garantia da boa centralizacdo das varidveis grandes, ainda assim obtemos bons
resultados, conforme descrito também para o Algoritmb Intel 4.2.6; confirmando que o efeito

da centralizacdo é acumulativo, ndao piorando, ou piorando pouco, as varidveis grandes.
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Capitulo 5

Experimentos numéricos e Conclusoes

5.1 Experimentos numeéricos

Experimentos. Para analisar o comportamento dos algoritmos foram efetuados varios ex-
perimentos numeéricos. Os testes foram realizados em um PENTIUM 133 MHz com sistema
operacional WINDOWS 95 com 16 Mb RAM. Os programas foram implementados em MAT-
LAB. |

O problema teste utilizado, que descreveremos mais adiante, foi obtido pelo gerador desen-
volvido por C. C. Gonzaga.

Consideremos entao os progra,maé,l ambos programados em MATLAB, como Caixa Preta:
LPDATA e GENLP.

O primeiro, ou seja, LPDATA, fornece dados de uma familia de problemas, tais como:
dimensio do problema (varidveis e restrigdes), dimensdo ou degeneragdo das faces 6timas pﬂmal
e dual, viabilidade do ponto inicial, etc. Com esses dados, o segundo programa, isto é, GENLP,
gera aleatoriamente um problema que possui estas caracteristicas e fornece um ponto vidvel
inicial.

Este ponto (z, s) é sempre (e, e), onde e = (1, ...,1), com a dimenso dada de acordo com o
‘problema.

Em todos os testes, consideramos o raio da vizinhanca como sendo o = 0.9. E para efeito

de centralizacio 8 = 0.5. No que diz respeito a aproximacao da trajetéria central, o critério de
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parada para a centralizacdo é 8; = 107°.

Na implementacgao dos algoritmos, outros pardmetros foram definidos:
e=10"°% ~=02 , (=05 e 7=0.99.

O critério principal de parada dos algoritmos é que o ”"gap de complementariedade”seja

menor ou igual ao valor de ¢, ou seja, zts < €.

Problemas testes. Nesta secdo vamos analisar, em particular, um problema que serd resolvido
com os algoritmos estudados; e este problema foi gerado pelo GENLP. Para isto temos que
fornecer suas caracteristicas principais:

i) Restricoes: 20;

ii) Varidveis: 40;

iii) Dimensdo da face étima primal: 3;

iv) Dimensao da face 6tima dual: 1;

Primeiramente vamos aplicar os algoritmos Front e Intel, ou seja, algoritmos que ndo aten-
dem as condigoes tedricas dadas pelo Teorema 3.3.3, e assim, obter os seguintes resultados:

Nimero necesséario de iteragoes para se resolver o problema usando o algoritmo Front: 10

Nimero necessdrio de iteragoes para se resolver o problema usando o algoritmo Intel: 13

E com as saidas gréficas que veremos logo a seguir.

Obs.: Os gréficos da esquerda (F.*) sdo referentes ao algoritmo Front; e os da direita (I.x)
sdo referentes ao algoritmo Intel.

Na figura 1 temos o comportamento do gap de complementariedade, ou seja, z's. Em linha

azul para o algoritmo Front e em linha vermelha para o Intel.

Gap Front (B); Gap Intel (R)
10% ¢ - —

8 8
Fig. FI.1



- e“oo. Em linha verde temos 6(z, s, u) =

Na, figura 2 temos em linha azul §(z, s, ) = || 22
- . C oC
2—e l, e em linha verde pontilhada 6(z¢, s%, u) = — - ell.
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Na figura 3 temos os niimeros de passos de Newton que seriam necessarios para encontrar a

aproximagcio da trajetéria central, isto é, uma centralizagdo cujo critério de parada é §(z, s, ) <

51, que é um bom critério.

Passos de Newton / Iteracao
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Na figura 4 temos em linha azul dist(z, u) =
z¢—z(p)

z(w)

e=2si)||| que 6 a disténcia primal definida em

3.8; e em linha verde dist(z¢, u) = , I, que é a mesma distancia, porém para as varidveis

grandes centradas.
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Na figura 5 temos a disposi¢ao dos erros cometidos em utilizar o Indicador de Tapia como
forma de identificacdo das restrigbes ativas e inativas na solucdo 6tima, ou seja, as varidveis

grandes e pequenas.

Posicao dos Erros: Indicador de Tapia
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Na figura 6 temos um comparativo de todas as medidas utilizadas nos algoritmos. Temos

Em linha

zs
|l

em linha azul 6,(z,s,p) = = - e”oo. Em linha verde temos 6(z, s, p) =

”%c - e“, que é a medida de proximidade primal definida pelo Lema
=]

amarela 6(z,s% p) =

3.2.5; e finalmente em linha vermelha dist(z, u) = || 50

|Ixs/mu-e|| (G); ||xs/mu-e|loo (B); |Ixsc/m u?ell (Y); dist(x,mu) (R)

10’ 10" ¢
[
]
10° | .
10° |
107"} .
107" 1072
0 5 10 0 5 10 15
Fig. F.6 Fig. 1.6

Vamos resolver o mesmo problema aplicando, agora, os algoritmos Bord e Intelc. O primeiro
nao cumpre as hipéteses do Teorema, 3.3.3; e o segundo efetua eventuais centralizacoes mediante

o teste f‘j—c - e“ < &, e conseqiientemente atendendo as condiges do respectivo Teorema, e

assim obter o seguinte resultado:

Nimero necessdrio de iteragoes para o algoritmo Bord: 11

Niimero necessario de iteragoes para o algoritmo Intelc: 13

E as seguintes saidas graficas com as mesmas interpretagdes dadas para o problema, quando
este foi resolvido pelos algoritmos Front e Intel.

Obs.: Os grificos da esquerda (B.x) sdo referentes ao algoritmo Bord; e os da direita (Ic.x)
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sao referentes ao algoritmo Intelc.
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Passos de Newton / Iteracao
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Posicao dos Erros: Indicador de Tapia
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Finalmente vamos resolver o mesmo problema, porém aplicando os algoritmos Large e
Largec. Ambos algoritmos realizam o maior passo, ou seja, ganho computacional. Sendo que
o primeiro ndo realiza centralizagGes e conseqiientemente ndo atende as condigdes do Teorema

3.3.3, e o segundo efetua eventuais centralizacoes mediante o teste "'”i - e” < &, atendendo

assim as hipéteses do respectivo Teorema; e obtendo o seguinte resultado:

Nimero necessario de iteragdes para o algoritmo Large: 9

Nimero necessario de iterages para o algoritmo Largec: 12

E as seguintes saidas gréficas com as mesmas interpretagdes dadas para o problema, quando
este foi resolvido pelos quatro algoritmos anteriores.

Obs.: Os gréficos da esquerda (L.x) sdo referentes ao algoritmo Large; e os da direita (Lc.)

sdo referentes ao algoritmo Largec.
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Vota: Na realizacdo dos experimentos numéricos agrupamos os algoritmos de acordo com
alguns critérios para facilitar nossa andlise.

A primeira bateria de testes foi feita com os algoritmos Front e Intel. O primeiro algoritmo
ndo cumpre as hipéteses do Teorema 3.3.3, ou seja, ndo atende a nenhuma condigdo tedrica. O
segundo algoritmo realiza apenas um passo corretor quando hé necessidade (segundo o critério
de proximidade primal), mas esse passo ndo garante boa centralizacio; o que significa que ele
atende parcialmente as condigGes tedricas.

A segunda bateria de testes foi feita com os algoritmos Bord e Intelc. Analogamente a
primeira bateria, o primeiro algoritmo nio atende as condigbes teéricas dadas pelo Teorema
3.3.3. O segundo realiza passos corretores quando hd necessidade, e esses passos corretores
realizam uma aproximagdo & trajetéria com um bom critério de parada; o que significa que
atende as condigbes tedricas.

A terceira e tltima bateria de testes foi feita com os algoritmos Large e Largec. Novamente

temos o primeiro algoritmo que nao atende as condiges tedricas e o segundo sim.
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5.2 Conclusoes

Os objetivos dos testes da secdo anterior foram de verificar:

I) Eficiéncia do Indicador de Tapia na identificagdo das varidveis grandes e pequenas; ja que
alguns algoritmos fazem uso destes dados.

II) Desempenho dos Algoritmos para resolver problemas com caracteristicas distintas.

IIT) Propriedades do Teorema 3.3.3.

Para a realizacdo de nossa andlise, vamos agrupar os algoritmos de acordo com outro critério
distinto ao adotado para os Experimentos Numéricos.

Vamos agrupa-los por perfil, ou seja, algoritmos que possuem o mesmo perfil sdo algoritmos
que realizam as iteracoes semelhantemente no que diz respeito & atualizagdo do u, forma de
tomar a diregdo (u,v), etc.

Assim teremos como primeiro grupo apenas o algoritmo Front, que é um algoritmo diferen-
ciado dos demais.

Constituindo o segundo grupo temos os algoritmos Intel, Bord e Intelc.

E, por fim, temos os algoritmos Large e Largec constituindo o terceiro grupo.

Pelos testes realizados, podemos chegar as seguintes conclusdes:

5.2.1 Eficiéncia do Indicador de Tapia

Temos visto em [2] a eficiéncia comprovada do Indicador de Tapia para Problemas de Pro-
gramacao Linear e sua extensdo para Métodos de Pontos Interiores.

Temos visto também na se¢do 4.1 como identificar as varidveis grandes e pequenas usé,ndo
esses Indicadores.

Pelo Teorema 4.1.1 a diregdo afim-escala (u®, v*) é a direcdo fundamental para essa identi-
ficagdo. Entdo, quando avaliamos as iteraces onde o Indicador de Tapia foi eficiente, estamos
apenas analisando as iteracoes onde foi realizado o passo preditor.

Agora vamos fazer essa anilise para o nosso problema concreto.

A Fig. 5 (F.5 e 1.5) mostra a posi¢do dos erros do Indicador de Tapia com o objetivo de

identificar as varidveis grandes e pequenas para os algoritmos Front e Intel.
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Temos 16 erros num total de 10 iteragGes para o algoritmo Front; o que acarreta eni 4.0 %
de erros na identificacao. |

Obs.: Note que todas as iteragdes deste algoritmo sdo iteragoes preditoras; o que significa
que todos os erros do Indicador de Tapia cometidos no algoritmo devem ser considerados.

Para o algoritmo Intel temos 9 erros num total de 9 iteracdes, ; o que acarreta em 2.5 % de
erros na identificagio.

Obs.: Note que neste algoritmo temos 13 iteragGes, e das 13, 4 delas eram iteracoes corre-
toras; o que significa que os erros do Indicador de Tapia cometidos nestas iteragbes devem ser
desconsiderados, j4 que estas iteragGes ndo fazem uso da direcdo (u®,v®).

Devemos observar que os erros sao cometidos nas iteragdes iniciais do pro‘blema.; 0 que
significa que o Indicador de Tapia torna-se mais eficiente & medida que evoluem as iteragdes.
Neste exemplo, em particular, o ltimo erro foi cometido na iteragao 5 para o algoritmo Front
e na iteracdo 3 para o algoritmo Intel. A partir dai, o Indicador tornou-se muito eficiente.

Podemos dizer, entdo, que o Indicador de Tapia foi ineficiente apenas nos 50.0 % iniciais
do desenvolvimento total do problema para o primeiro algoritmo e nos 23.1 % iniciais para o
segundo algoritmo. | |

Essa mesma anilise também pode ser feita para os demais algoritmos.

A Fig. 5 (B.5 e Ic.5) mostra a posigdo dos erros para os algoritmos Bord e Intelc. Para o
algoritmo Bord temos 11 iteragdes e 12 erros, o que acarreta em 2.8 % de erros. E a ineficiéncia
do Indicador de Tapia se deu nos 90.9 % iniciais do problema. E para o algoritmo Intelc temos
9 iteragdes (total de 13 iteragdes, sendo 4 delas corretoras) e 9 erros, o que acarreta em 2.5 %
de erros. E a ineficiéncia do Indicador se deu nos 23.1 % iniciais do problema.

A Fig. 5 (L.5 e Lc.5) mostra a posicdo dos erros para os algoritmos Large e Largec. Para o
algoritmo Large temos 9 iteragdes e 11 erros, o que acarreta em 3.1 % de erros. E a ineficiéncia
do Indicador de Ta.pia. se deu nos 33.3 % iniciais do problema. E para o algoritmo Largec temos
8 iterages (total de 12 iteragdes, sendo 4 delas corretoras) e 9 erros, o que acarreta em 2.8 %
de erros. E a ineficiéncia do Indicador se deu nos 25.0 % iniciais do problema.

Abaixo apresentam-se duas tabelas estatisticas que mostram a confiabilidade do Indicador
de Tapia para os algoritmos estudados em alguns problemas aleatérios .

A tabela IT.1 mostra a porcentagem de erros cometidos nos problemas em questao; e a
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tabela IT.2 a porcentagem do problema onde o Indicador foi ineficiente. Resta lembrar que
esta ineficiéncia ocorre sempre na parte inicial de cada problema. |
As tabelas IT.1 e IT.2 tém, como linhas, os problemas aleatérios; e, como colunas, os

algoritmos utilizados.

Info Front Intel | Bord Intelc Large Largec
PROBL.1 4.0 2.5 2.8 2.5 - 3.1 2.8
PROBL.2 2.5 0.9 1.0 0.9 1.6 1.1
PROBL.3 3.8 2.2 2.2 2.2 3.1 2.5
PROBLA 5.7 2.5 3.2 2.5 4.2 3.1
PROBL.5 6.3 2.6 3.2 2.6 4.7 3.6

Média 4.5 2.1 2.5 21 3.3 2.6

Tabela IT.1: Percentual de Erros

Info Front Intel Bord Intelc Large Largec
PROBL.1 50.0 23.1 909 | 231 33.3 25.0
PROBL2 44.4 45.5 30.8 45.5 50.0 50.0
PROBL.3 70.0 50.0 86.7 50.0 55.6 50.0
PROBLA4 54.5 46.2 42.9 46.2 444 54.5
PROBL.5 80.0 38.5 93.3 38.5 444 41.7

Média 59.8 40.7 68.9 40.7 45.5 44.2

Tabela IT.2: Percentual de Iteracoes com Indicador Errado

Obs.: Os dados das tabelas sdo em %.
Pela tabela IT.1 podemos perceber que:
Na média, os algoritmos onde o Indicador de Tapia cometem maior percentual de erros sao

os algoritmos do primeiro grupo (que, no nosso caso, é somente o algoritmo Front) e depois
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vém os algoritmos do terceiro grupo {que sdo os algoritmos Large e Largec). O segundo grupo
de algeritmes (que sdo Intel, Bord e Intelc) foi o grupo onde o Indicader cometeu o menor
percentual de erros. _ |

Vamos observar a mesma tabela, porém por um outro aspecto; pelo critério adotado para
os Experimentos Numéricos, ou seja, se atende ou ndo as condi¢des do Teorema 3.3.3.

Tanto para os algoritmos que pertencem ao segundo grupo, como para 0s que pertencem ao
terceiro grupo, atender condigbes tedricas implica em Indicador de Tapia mais eficiente.

Uma anélise isolada dos algoritmos também deve ser feita. Esta andlise nos indica o algo-
ritmo Front como o algoritmo que teve o maior percentual de erros no Indicador de Tapia, por
outro lado temos os algeritmos Intel e Intelc com e menor percentual.

Pela tabela IT.2 podemos concluir que:

Na média, para os algoritmos do primeiro grupo, houve uma dificuldade maior para o

- Indicader de Tapia identificar as varidveis grandes e pequenas, ou seja, houve uma persisténcia,
nas iteragdes com erros, implicando em uma maior ineficiéncia do Indicador no desenvolvimento
inicial do algoritmo. Depois vem o segundo grupo e por fim o terceiro grupo, onde o Indicador
de Tapia se tornou mais eficiente.

Se observarmos agora a mesma tabela, porém com o critério adotado para os Experimentos
Numéricos, temos a seguinte andlise:

Tanto para os algoritmos do segundo grupo como para os de terceire grupo, estar de acordo.
com 0s aspectos tedricos implica em percentual menor da ineficiéncia do Indicador de Tapia. E
bom lembrar que essa ineficiéncia ocorre em geral no desenvolvimento inicial dos algoritmos.

Uma anélise isolada dos algoritmos nos indica o algoritmo Bord como o algoritmo com o
maior percentual de ineficiéncia do Indicador de Tapia, ou seja, persisténcia em iteragées com

o Indicador errado; e os algoritmos Intel e Intelc com o menor percentual.

5.2.2 Desempenho dos algoritmos

Os algoritmos, como j4 era previsto, se mostraram bastante eficientes para resolver os prob-
" lemas testados.
Uma das formas de avaliar o desempenho de um algoritmo é saber o numero de iteragoes para

se atingir a solugio de um dado problema. As iteracdes representam célculos das direcGes (u,v).
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Se esse ntimero € baixo, isso é considerado um bom resultado; jé que o custo computaeional
para fazer tal processo é alto, pois envolve a resolucdo de Sistemas Lineares grandes.

Agora vamos analisar esses aspectos para os nossos problemas concretos.

A Fig. 2 (F.2 e 1.2) mostra o comportamento dos algoritmos Front e Intel.

Temos 10 iteracdes para o algoritmo Front e todas elas sdo iteracOes preditoras, isto é,
iteragbes onde houve a atualizagdo do u, da forma py = if:L‘*' Por outro lado, para o algoritmo
Intel temos 13 iteragses, onde 4 delas ndo foram iteracoes preditoras, ou seja, foram iteragoes
de COITe¢ao.

Essa mesma andlise também pode ser feita para os demais algoritmos.

A Fig. 2 (B.2 e Ic.2) mostra o comportamento para os algoritmos Bord e Intelc. Para o
algoritmo Bord temos 11 iteragdes, e todas elas preditoras. E para o algoritmo Intelc temos 13
iteragbes, com 4 delas sendo corretoras.

A Fig. 2 (L.2 e Lc.2) mostra o mesmo, s6 que para os algoritmos Large e Largec. Para o
algoritmo Large temos 9 iteracoes, onde todas sao preditoras. E para o algoritmo Largec temos
12 iteragdes, onde 4 delas sdo corretoras.

Abaixo apresentam-se duas tabelas estatisticas que mostram dois aspectos diferentes para
o nimero de iteragoes dos algoritmos estudados em alguns problemas aleatérios .

A tabela DA.1 mostra o nimero total de iteragbes para a resolucdo dos problemas em
questdo; e a tabela DA.2 o nimero de iteragbes do algoritmo onde foram realizados apenas
passos preditores, ou seja, apenas onde houve a atualizacio do p.

As tabelas DA.1 e DA.2 tém, como linhas, os problemas aleatdrios; e, como colunas, os

algoritmos utilizados.

Info Front Intel Bord Intelc Large Largec

PROBL.1 10 13 11 13 9 12
PROBL.2 9 1| 13 11 8 10
PROBL.3 10 12 15 12 9 11
PROBLA 11 13 14 13 9 11
PROBL. 9 10 10 10 8 9

Média 98| 118 126 118 8.6 10.6

Tabela DA.1: Total de Iteracoes
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Info Front Intel Bord Intelc Large Largec
PROBL.1 10 9 11 9 9 8
PROBL.2 9 8 13 8 8 7
PROBL.3 10 | 9 15 9 9 8
PROBLA 11 10 14 10 9 8
PROBL.5 9 8 10 8 8 7

Média 9.8 8.8 12.6 8.8 8.6 7.6

Tabela DA.2: Total de Iterages Preditoras

Pela tabela DA.1 podemos perceber que: v

Na média, os algoritmos que realizam maior nimero de iteragoes sio os algoritmos do segun-
do grupo (que sdo os algoritmos Intel, Bord e Intelc), e depois vém os algoritmos do primeiro
grupo (que, no nosso caso, é somente o algoritmo Front). O terceiro grupo de algoritmos (que
sao os algoritmos Large e Largec) foi o grupo que realizou o menor mimero de iteragdes.

Vamos observar a mesma tabela, porém por um outro aspecto; pelo critério adotado para
os Experimentos Numéricos, ou seja, se atende ou nao as condigdes do Teorema 3.3.3.

Um fato curioso ocorre neste tipo de andlise:

Para os algoritmos que pertecem ao segundo grupo, atender condicdes tedricas implica em
nimero menor de iteragoes; ja para os algoritmos do terceiro grupo, ocorre o inverso.

Uma andlise isolada dos algoritmos também deve ser feita. Esta andlise nos indica o algo-
ritmo Bord como o algoritmo que teve o maior niimero de iteracdes, por outro lado temos o
algoritmo Large com o menor nimero.

Pela tabela DA.2 podemos concluir que:

Na média, os algoritmos do primeiro grupo (somente o algoritmo Front) foram os algoritmos
que mais realizaram iteragdes do tipo preditoras, ou seja, iteragGes onde o pardmetro p € atu-
alizado. Depois vem o segundo grupo € por fim o terceiro grupo, onde os algoritmos realizaram
menor nimero de iteragoes com atualizagao do p.

Se observarmos agora a mesma, tabela, porém com o critério adotado para os Experimentos
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Numéricos, temos a seguinte andlise:

Tanto para os algoritmos do segundo grupo como para os do terceiro-grupo, estar-de acerdo
com os aspectos tedricos implica em redugao no gﬁmero de iteragdes que exigem a atualizagdo
do p.

Uma anslise isolada dos algoritmos nos indica o algoritmo Bord como .o algoritmo com o
maior niimero de iteragdes desse tipo, ou seja, iteracSes preditoras; e os algoritmos Intel e Intelc
com 0 menor numero.

Obs.: Os problemas gérados pelo programa GENLP foram problemas pequenos e com baixo
indice de complexidade. Com isso nédo se conseguiu gerar problemas com condigOes proximas a
do pior caso, previstas pela teoria.

Por exemplo: O ntimero de passos de Newton previsto pela teoria para realizar uma cen-
tralizacdo é da ordem de n. Nos nossos casos particulares essas centralizacoes sempre foram
.conseguidas com um nimero bastante baixo. _

Podemos constatar esse fato analisando as figuras F'.3, 1.3, B.3, e as demais *.3, onde esse

niimero ndo passou de 4.

5.2.3 Propriedades do Teorema 3.3.3

Devemoé lembrar as hipéteses do Teorema 3.3.3:

”Seja (z, s) primal-dual vidvel, > 0 tal que dso(z, s, 1) < @ e dist(g, p) < €, onde o = 0.25,
£ =0.136 e g sdo as varidveis grandes”.

Podemos notar que na secao Experimentos Numéricos tivemos as hipéteses do Teorema
relaxadas. Tomamos o = 0.9, criando assim uma vizinhanca bem maior da trajetdria central;
e £ = 0.5, inibindo a ac¢io dos passos corretores, e estimamos g usando o Indicador de Tapia.

Podemos notar que, pela natureza dos algoritmos, exceto para o algoritmo Front, os pon-
tos gerados estdo na vizinhanca Ny = {(z,8) € F | do(z,5,4) < 0.9 para algum p <
u®,  u® > 0}, ou seja, a hipétese relaxada doo(z, s, 1) < 0.9 é sempre atendida.

Temos que analisar entdo, a partir de qual iteracio a hipdtese dist(g, u) < 0.5 é satisfeita.
E, em particular para o algoritmo Front, a hipétese d,(z, s, 1) < 0.9.

Vamos analisar, entdo, o algoritmo Front isoladamente.
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Da fusdo das figuras F.2 e F.4 podemos notar que a partir da iteracdo 8 as hipGteses
(relaxadas) do Teorema 3.3.3 sdo vélidas, isto é, as varidveis grandes estdo bem centradas.

Observando a figura F.2, podemos verificar que a partir dessa iteracdo realmente um passo
de Newton de centralizacao produz uma grande redugao da proximidade em relagdo ao ponto
central correspondente, isto é, a redugéo significativa de 6(z¢, s¢, u). Verifica-se também pela
figura F.4 o decréscimo de dist(g®, u).

Finalmente, observando a figura F.6, onde estd a comparagao de todas as medidas utizadas
pelo algoritmo, podemos notar que no final do algoritmo, exatamente a partir da iteracado
8, onde a proximidade é baixa, a medida de proximidade d(g,p% 1) = ngﬁi - e” é uma boa
aproximacao para a distancia dist(g, y).

Essa mesma andlise também pode ser feita para os demais algoritmos.

Da, fusdo das figuras I.2 e I.4 notamos que a partir da iteragdo 9 as hipéteses (relaxadas)
do Teorema 3.3.3 sdo vilidas para o algoritmo Intel, isto é, as varidveis grandes estdo bem
centradas.

Observando a figura 1.2, verificamos que a partir dessa iteragdo o passo de Newton de cen-
tralizacdo é muito eficiente, ou seja, a reduz significativamente §(z¢, s, u). Verifica-se também
pela figura F.4 o decréscimo de dist(g°; ).

Finalmente, pela figura 1.6, podemos notar que exatamente a partir da iteracdo 9, a medida
de proximidade &(g, p°, 1) é uma boa aproximagdo para a distancia dist(g, u).

A anélise para os outros algoritmos é bem semelhante, lembrando apenas que a hipdtese
doo(%, 8, 4#) < 0.9 € sempre atendida. Entdo basta verificar a partir de qual iteracdo a hipétese
dist(g, p) < 0.5 ocorre.

Todos estes fatos nos mostram que, mesmo relaxando as hipéteses do Teorema 3.3.3, pode-
mos obter bons resultados.

Pela andlise destes algoritmos podemos concluir que:

”(O comportamento do algoritmo de centralizacdo € fortemente influenciado pela precisdo
com que sdo conhecidas as varidveis grandes. Se estas estao préximas de seus valores cen-
trais, entdo o nimero de passos de centralizagio necessirio em cada itera¢do do algoritmo serd

pequeno”.

63



Bibliograﬁa

[1] J. F. Bonnans e C. C. Gonzaga, Convergence of interior point algorithms for the monotone

linear complementary problem, Mathematics of Operations Research, 21 (1996), 1-25.

[2] A.S. El-Bakry, R. A. Tapia, Y. Zhang, A study of indicator for identifying zero variables
in interior-point methods, (1991).

[3] C. C. Gonzaga, Asymptotic complexity of the Newton centering step in path following inte-
rior point algorithms, Manuscritos em preparac¢ao, Universidade Federal de Santa Catarina,

(1997).

[4] C. C. Gonzaga, Complexity of preditor-corretor algorithms for LCP based on a large
neighborhood of the central path, pré-print.

[5] C. C. Gonzaga, On the complexity of linear programming, Resenhas IME-USP Vol. 2, No.
2 (1995) 197-207.

[6] C. C. Gonzaga, Path following methods for linear programming, SIAM Review 34 (1992)
167-227.

[7] C. C. Gonzaga, The largest step path following algorithm for monotone linear complemen-
tary problems, Mathematic Programming 76 (1997) 309-332.

[8] C. C. Gonzaga e J. F. Bonnans, Fast convergence of the simplified largest step path fol-
lowing alagorithm, Mathematic Programming 76 (1996) 95-115. ‘

[9] C. C. Gonzaga e R. A. Tapia, On the convergence of the Mizuno-Todd-Ye algorithm to

the analytic center of the solution set, SIAM Journal on Optimization, pré-print.

64



[10] M. Kojima, N. Megiddo, T. Noma e A. Yoshise, A unified approach to interior algorithms
for linear complementary problems, Lectures Notes in Computer Séience, 538 (Springer

Verlag, Berlin, 1991).

[11] M.Kojima, S.Mizuno e A.Yoshise, A primal-dual interior point algorithm for linear pro-
gramming, in N. Meggido, ed., Progress in Mathematical Programming: Interior Point
and Related Methods (Springer Verlag, New York, 1989) 29-47

[12] N. Megiddo, Pathways to the optimal set in linear programming, in: N. Megiddo, ed.,
Progress in Mathematical Programming: Interior Point and Related Methods (Springer
Verlag, New York, 1989) 131-158.

[13] S. Mizuno, A new polynomial time method for a linear complementary problem, Mathe-
matical Programming 56 (1992) 31-43.

[14] R.D.C. Monteiro e 1. Adler, Interior path following primal-dual algorithms: Part I: Linear
programming, Mathematical Programming 44 (1989) 27-41.

[15] R. D. C. Monteiro e T. Tsuchiya, Limiting of the derivates of certain trajetories associ-
ated with a monotone horizontal linear complementary problem, Working Paper 92-28,
Departament of Systems an Industrial Engineering, University of Arizona, AZ (1992).

[16] C. Ross, T. Terlak e J.-Ph. Vial, Theory and algorithms for linear optimization - An
interior point approach, Jonh Wiley and Sons Ltd, 1997.

[17] R. A. Tapia, On the role of slack variables in quasi-Newton methods for constrained opti-
mization, in L. C. W. Dixon and G. P. Szego, editors, Numerical optimization of dynamic

 systems (1980) 235-246.

65



	índice

	Capítulo 1

	Introdução

	1.1	Convenções


	Capítulo 2 O Problema de complementariedade linear monótona

	2.1	Pontos centrais e face ótima

	2.2	O passo de Newton

	2.3 Equações escaladas

	/i Y ix

	u = PA(-^ + 'y^> 1) + 0(h).	(2.12)



	Capítulo 3

	Resultados teóricos

	3.1	Ordens de magnitude para o passo de Newton

	«‘í; = 0(fj?).


	3.2	Medida de proximidade primai

	II? — elloo ^ 0,155

	<f>üc = <j>pA<t>-1 + o(aO = <f>2<i>~lPA<f>~x + o(n)


	3.3	Distância primai

	s - s{fj) = nQfy => s = s((jl) + nQfy M = íáel + (QX)‘y =!• f-(QX)‘y=^.



	Capítulo 4 Algoritmos

	4.1	Indicador de Tapia

	4.2	Os Algoritmos

	4.2.1	O Algoritmo de Busca

	4.2.2	O Algoritmo Corretor

	4.2.3	O algoritmo Bord

	4.2.4	O algoritmo Front

	4.2.5	O Algoritmo Intelc

	4.2.6	O Algoritmo Intel

	4.2.7	O Algoritmo Largec

	4.2.8	O Algoritmo Large



	Capítulo 5

	Experimentos numéricos e Conclusões

	5.1	Experimentos numéricos

	5.2	Conclusões

	5.2.1	Eficiência do Indicador de Tapia

	5.2.2	Desempenho dos algoritmos

	5.2.3	Propriedades do Teorema 3.3.3



	Bibliografia


