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RESUMO

Neste trabalho é desenvolvida uma metodologia numérica, em volumes
finitos, no sistema de coordenadas generalizadas, utilizando malhas adaptativas
coincidentes com a direqéo,do-vétor Qel§cidade, visando minimizar os erros de
interpolaqéo decorrentés do fato do vetor velocidade ser, em geral, obliquo as
linhas da malha. E proposta Qma funcdo de interpolagio para a avaliagdo das
varidveis na face do volume de eéntrole, com base nas equagdes de ponservaqéo,
permitindo que as influéncias dos efeitos convectivos, difusivos, de pressdo e
existéncia de termos fontes sejam consideradas. E;ta funcdo de interpolagdo é
denomihada neste trabalho de WUDS-E, por se tratar de uma extensdo do esquema

Sio muito conhecidas as dificuldades de convergéncia enfrentadas
quando 'diferénqas centrais sdo empregadas para a fungdo de " inter-
polagdo sem a adigdo de termos dissipativos. A alternativa ja em uso ha
décadas é o emprego de esquemas ”upwind” e hibridos, evitando a origem de
coeficientes negativos que, dependendo do método de soluciio do sistema linear
empregado, podem ser desastrogos. Eétes métodos, entretanto, em suas formas
mais simplificadas, isto ré,' unidimenéionais, resultam em. considerével
.intrédugéo de difusdo numérica quando'as‘linhas coordenadas nio estdo alinhadas
com o vetor velocidade.. |

Trés caminhos podem ser trilhados na busca da minimizagdo da‘difuséd
numérica. O primeiro deles tréta‘ do desenvolvimento de métodos que adicionam
termos dissipativos a formulagdo em diferenqa§ centrais. Esta rota esta, em
geral, associada a desenvolvimentos realizados na area de escoamentos a altas
vvelocidades, ehpregando diferencas finitas e n3o serad aqui abordada. O segundo
caminho é o emprego de fungdes de interpolagdo completas, que oferecem grande.
generalidade ao modelo numérico mas apresentam o inconveniente de tornarem os

algoritmos mais complexos e, portanto, sujeitos a maior reagdo ao uso por parte

v
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dos analistas numéricps. A terceira via, adotada neste trabalho, tem como
objetivo manter a simplicidade das fungdes de interpolacgdo empregadas nos
métodos hibridos tfadicionais, adicionando-se a caracteristica do alinhamento
da malha com o vetor velocidade e a manutengdo de informagbes fisicas
importantes na fung¢do, normalmente desprezadas. Espera-se, devido ao fator
simplicidade, e por tratar-se de uma extensdo de uma metodologia bastante
empregada, que a proposta deste trabalho possa integrar cédigos computacionais
versateis para uso em engenharia.

O somatério dos efeitos de édaptabilidade da malha ao longo das linhas
dé corrente e existéncia de uma funcio de interpolagdo baseada nas equagdes dé
conservagao é um forte mecanismo para a minimizaqéq dos problemas de difusdo
numérica.

A metodologia proposta foi confrontada com outras ja existentes, na.
solucdo de problemas cujas solugBes estio ja bem estabelecidas, apresentando

bons resultados.
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ABSTRACT

In this work it 1is developed a finite volume based numerical
methodology employing bouhdary—fitted.cdordinates and adaptative grids. The
grid adaptation aims thé réduction of ﬁﬁmerical diffusion errbrs by aligning
the gridskwith the velocity vector. It ié proposed én interpolation function
taking into account the lateral convection'and diffusion, pressure and source
terms. This interpolation function is called here ‘WUDS-E, since it is an
extension of the well known Weighted Uﬁstream Differenéing Scheme (WUDS).

It is well known the convergence difficulties encountered when central
differencing is used in convective flows without the addition of dissipative
terms. The alternative already in use for decades is to employ upwind or
hybrids schemes, avoiding negative coefficients which, depending on the
solution method for the linear systems, can‘be of disastrous‘effects. These
methods, however, in their Simplifiéd formé, that is, onedimensional, introduce
consideréble numefical_diffusioﬁ when the coordinate lines are not aligned with
the velocity vector.

Three different approéchés can be sought fpr.the alléviation of the

numerical diff;sion, The first onekdealé with the addition of dissipative
terms to the central differencing approximation. This route is, in general,
vémployed By analysts. ﬁsing finite—differences and, thefefore, will not bé
followed in this work. The second approach is to use complete interpolatioh
functions. Thes; functions render generality to the model but are somewhat more
cpmplex creating difficulties for their implementation in the existing gompuﬁer
codes. The third approach,»adopted in this work, aims at maintaining the
simplicity of the traditional hybrids .schemes, aligning the grid with the
velocity vector and keeping 1in the interpoiation function all the physical

informations present in the differential equation.



xxii

It is expected that due to its simplicity and being an extension of a
very well known numerical scheme that the proposed method may be implemented in

versatile computer codes for engineering use.



.CAP[TULO 1

INTRODUCAO

Para a obtencio da solugdo de problemas envolvendo escoamento de
fluidos, com transfefénéia de calor e massa, ¢é necessario resoiver um conjunto
de equac¢des diferenciais parciais que expressam a‘conservagéo de energia, massa
e quéntidade de movimento. Devido as ndo linearidades destas equagbes e ao
forte acoplamento existente entre elas, o emprego de téénicas numéricas é uma
alternativa bara a obtencido da solugéo deste conjunto de equagdes.

Com o emprego de técnicas numéricas, o cohjunto de equacdes
diferenciaié parciais é transformado em um conjunto de equagdes algébricas, mas
ainda mantendo suas caracteristicas de ndo linearidade e forte acoplamento
entre si,.através dos coeficientes destas equagdes.

.A utilizacéorde balangos, a nivél de volume de controle, garantindo a

conservacdo das grandezas fisicas envolvidas a nivel elementar, fornece uma

metodologia numérica consistente com as leis fisicas de conservagdo.{ O método

de Yglgmgg_figiggé_baseia-se.em balancos das grandezas fisicas em cada volume
de contrble é é de uso baétante difundido no tratamenfo de problemas complexos
de escoamento de fluidos [1,2].

Na modelagem de problemas de escoamento de fluidos, utilizando-se o
método de volumes finitos, dois algoritmos principais podem ser identificados
na solugédo numériqa, sendo um deles, para a solugido do problema fisico
propriamente dito e outro, para a geragdo dO'sistema‘de coordenadas, podendo»

estes algoritmos ser completamente independentes entre si no caso de malhas

fixas, ou interdependentes - no caso das malhas adaptativas [3]. A possibilidade



de se alterar a malha durante o processo de solugdo introduz vantagens quando
se utilizam parametros inerentes & proépria solugdo, permitindo a concentragio
das linhas da malha nas regibes de maiores gradientes ou em outros locais de
interesse.

‘A escolha do sistema de coordenadas para a solugdo do problema fisico
de interesse é uma qgestéo de fundamental importancia para o sucesso do método
numérico, ianUenciandovfortemente-a'éficiéncia e arpreéiséo do mesmo. O uso de
coordenadas generalizadas coincidentes com as fronteiras do dominio de calculo
evita a necessidade de interpolaq6és adicionais das condigdes de contorno
. eliminando, deste modo, uma fonte de efros que poderia comprometer a préciséo
da soluééo;

Para a obtencio das equagdes de conservagido discretizadas, ¢é
necessaria a utilizagio de uma ' fungdo de interpolagio para a avaliagdo das
- variaveis nas faces do volume de controle. A tendéncia dos primeiros métodos,
béseados em diferengas finitas, fol a aproximagdo das derivadas espaciais das
equaq6¢s diferenciais por diférenqas centrais (CDS), resultando em esquemas de
segunda ordem. Para problemas envolvendo somente,difuséo, ou para aqueles que
pdssuem baixos hpﬁmeros de Reynolds ou- Peclgf, a utilizacdo de diferengas
centrais é satisfatéria. Para o‘ caso de escdaﬁéntos a élevados' numeros de
Reynolds ou Peclet, observa-se a geragdo de éoeficienfés negati?os, fequerendo
.o refinamento da malha para a obtenQQO‘da‘§OIUQéo dos sistemas de equagdes.

Na maioria dos problemas praticos da engenharia, elevados nimeros de
Reynolds ou Peciet estdo envolvidos e, nestes casos, o esquema de diferenga
‘central leva a um comportamento oscilatério nio fisico ou a sérios problemas de
convergéncia. Para superar este problema, esquemas “upwind” (UDS), ou seja,
esquemas . que usanm informéq6es a montante apenas, sio utilizados, gerando
coeficientes positivos na equacdo discretizada, produzindo solugdes livres de

oscilagodes.



Por outro lado, cadlculos utilizando-esquemas "upwind”, frequentemente,
sofrem grandes imprecisdes devido a falsa difusdio, ou difusdo numérica,
'em problemas com termo fonte, presenca de grandes gradientes da variavel
dependente normais a linha de corrente, e‘inclinaqéo do vetor velocidade
relativamente- éb malha.

Uma melhoria intrbduzida nos esquemaé huméricos, visando agrupar as
vantagens dos esquemas CDS e UﬁS,»é a utilizagido do esquema - deseﬁvolvido por
‘Allen é Southwell [4]. Baseando-se neste trabalho, foi proposto o esquema
expénencial (EDS), por Raithby e Torrancé [S]. Estes esquemas se reduzem ao UDS
ou CDS, dependendo da faixa do nﬁme;o de Reynolds 6u Peclet de interesse.
Outras fungdes de interpolac@o também sio amplamente empregadas, seguindo esta
mesma idéia basieca, como por exemplo, o.esquema WUDS, descrito par Raithby
~[6], ou o esquéma»"power law”, proposto por Patankar [2]. Considerando-se a
Adefiniqéo destes esquemas, os problemas de faisa difusdo ainda existirdo, pois
a mésma ndo esta relacionadé apenas ao uso de esquémas “upwind” ou hibrido, mas.
sim devido ao fato do vetor velocidade n3o estar alinhado com a malha e pelo
uso de fungdes de interpoIacéo unidimensionais. |

Na téntativq de minimizar os erros devidos ao ndo alinhamento do vetor
" velocidade com -as linhas da malha; foram devenvolvidos alguns esquemas, COmo
por exémplq, o "skew upwind", proboéto.por Réithby [7]. Estes esquemas s8o de
dificil implementag¢do e - continuam abresentando, em geral, problemas de
coeficientes negativoé.

Mﬁitos estudos tém sido realizados com o objetivo-de minimizar os
erros da difusédo numériéa; sendo possivel utilizar-se diversas alternativas,
tais como{ o refinamento da malha, fungdes de interpolacdo bidimensionais, ou o
alinhanento do vetér velocidade com as linhas da malha.

Embora o refinamento dé malha possa aliviar todos estes problemas, o

grau de refinamento necessario é totalmente impraticéavel para os objetivos da



engenharia, especialmente para escoamento tridimensional, turbulento,
transiente e com altas velocidades, ocasionando um excessivo custo
computacional.

O uso de fungdes de interpolacdo bidimensionais é uma alternativa que
também vem sendo explorada para a minimizagéé do problema da difus3o numérica
mas, devido a complexidade dos coeficientes' da equagdo -discretizada, é de
dificil impleﬁenfaqéo.

0 alinhamento do vetpr veibcidadé com as linhas coordenadas requer o
uso .de um.sistema de coordenadas que sejé coincidente com a diregdo do vetor
vélocidade.‘A malha deve portaﬁto sér fungdo da soiucéo final, que obviamente
ndo & conhecida.

O terceiro caso, comentado acima, requer um esquema numérico com
maihas adaptativas que vdo se ajustandd 4 fisica do problema. Durante a solugdo
do problema, a malha deve modificar-se de acordo com as informagdes obtidas com
o transiente ou com os niveis iterativos realizados: A geragdo da malha passa a
esfar entdo acoplada a solugdo do problema, sendo, as diferentes maneiras de
promover este acoplamento, um assunto.de pesquisa‘bastante atual. |

O uso de malhas adaptaﬁiQas permite uma maior precisdo da solugéo,
comparativémenté a umé malha fixa de mesmo nimero de pontos, podendo aumentar a
"~ velocidade de convérgéncia, ndo aumentando o tempo computacional, na”maioria
dos casos, pela nécéssidade‘ de adaptaqéo da malha, uma vez (que as
caracteristicas de convergénciafpodgm sef'melhoradas,'necessitandd—se de menos
_iterag&es para se obter a solucio, para uma dada toleréncia.[8]5

O desenvolvimento de algoritmos para minimizar o problema da difuséo
numérica recebe, atualmente, bastante atengdo dos pesquisadores. Apesar da
grande quantidade de trabalhos publicados sobre o problema da difuséo numérica,
ndo é do conhecimento do autor nenhum esquema de discretizagdo eficiente,

econdémico, preciso e de facil implementacio.



Neste trabalho, é proposta uma metodologia numérica, em Qolumes
finitos, para Soluééo de problemas de escoamento de fluidds, utilizando malhas
adaptativas coincidentes com a diregido do vetor velocidade, bemv como, uma
fungao de.interpolacéo obtida a.partir dgs.equégées de consefvaqéo que leva em
coﬁfa os efeitos dos termos difusivo e  convectivo, fonte e de pressdo,
minimizando-se desta forma, os erros fesultaﬁtes da‘difuséo numérica.

Em virtude das linhaé de'éqrrente do escoamento se concentrarem em
regides de maiores velocidades, a malha adaptativa, obtida através do
alinhamento da malha és linhas de corrente, é mais concentrada nas regides de
maior conveccio, péssibilitando uma melhor avaliag¢do das variaveis armazenadas
nas faces dos volumes de controle, nestas regides.

A funciio de interpolagdo proposta no presente trabalho, WUDS-E, é
simples, de facil implementac3o e mantém as caracteristicas de estabilidade do
esquema WUDS ou exponencial, nio apresentando coeficientes negativos na equagdo
discretiiada. A metodologia proposta emprega uma fungdo de interpolagdo, que
‘contém a influéncia dos termos convectivos e difusivos Ina direcéo normal,
pressio é‘fonte, além de tirar vantagem do*sistema coordenado, pois permite
_alinhar as linhas- coofdenadas conlvo _vetor veiocidade.' A associagdo de uma
vfungéo de interpolagéo unidiménéional com a‘adaptatividade da malha origina um
esquemd numérico ext;emamen£e simples que,'como-jé ‘comentado anteriormente,
-pode ser implementado facilmente nos coédigos computacionais existentes.

O presente trabalho foi organizado como segue:

CAPITULO 2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo é tratado. o problema da difuséo numérica, sendo
apresentadas e discutidas as principais formulagdes encontradas na literatura

para a minimizagdo da difusdo numérica.



CAPITULO 3 - FORMULAGAO PROPOSTA

As equagdes. governantes, a transformagdo das equacdes governantes, a
discretizacdo destas equagbes, bem como a fungdo de interpolagdo proposta,

WUDS-E, s3o apresentadas neste capitulo.

' CAPITULO 4A— METODO,DE SOLUCKO E DETALHES NUMERICOS

Sio discutidos, neste capitulo, a diépoSigéo das variaveis na malha, a
equacgdo da conservag¢io da‘quantidadé de movimento em termos de U-V, a obtencédo
da equagdo para a. presséo, a queétéo das condigbes de contorno para 'a
velocidade, a determinagéovdos gradientes de pressio no contorno, as condigdes
de contorno para a presséo, o método para o tratamento do acoplamento pressdo-

velocidade e o método de geracido de malhas adaptativas proposto.

CAPITULO 5 - ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS

‘Neste capitulo s3o descritos os 'problemas selecionados paré a
" investigacio da formulagio propﬁsfa.neste trabalho, apresentados os resultados
numéricos obtidos com a formulagdo WUDS-E, com outras formulag6es e o0s
encontrados na literatura, ﬁtilizados como' referéncia, assim como a analise e

discusséo dos'resultados obtidos.

CAPITULO 6 - CONCLUSOES EfSUGEST@ES ' ‘ ;
As principais coriclusdes obtidas neste trabalho e as sugestdes para a

continuidade dos estudos aqui desenvolvidos s3o apresentadas neste capitulo.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 - 0 PROBLEMA DA DIFUSAO NUMERICA

No processo de intggraqéo das equagdes diferenciais parciéis, inerente
ao método dos volumes finitos, aparecem termos ‘que répresentam os fluxos
convectivos e difusivos nas faces do volume elementar no qual esta se
realizando a. integragdo. Estes fluxos devem serlespecificados como fungdo dos -
- pontos nodais. A .escolha desta fungéo, dénominada aqui fungdo de interpolagio,
é um fator determinante para a obtencdo de uma metodologia numérica com boas
‘caracteristicas de convergéncia e que produza resultados numéricos precisos.

Antes de serem apresentados alguns dos esquemas numéricos disponiveis
na literaturarparaﬂa minimizaqéo da.difuséo numérica, é didatico deixar claro o
~ conceito de difuséoxnuméricé”empfegado_neste_trabalho. Considere a FIGURA 1
onde, sobre uma discretizéqéd-cértééiaﬁi; tomada.por simplicidade,, existe um
escoamentp em diagonal. Como. dito, 'os. valores dos fluxos difpsivos e
convectivos em e, W, n e s deyem ser determinados em-fﬁnqéovdos Qaiores das
vgriévéis nés pontos nodais.

o ;Um esquemé numéricé, ho conceito aqui empregado,v é dito 1livre de
difusdo numérica se a funcdo de interpolagdo empregada tem a capacidade de
reproduzir todés as influéncias da fisica do fendémeno que todos pontos nodais
exercem sobre os pontos e, w, n e s nas fronteiras do voiume elementar. E
légico, portanté, que a fun¢do ideal é a prépria solugdo da equagdo diferencial

que se procura resolver.
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FIGURA 1 - Malha cartesiana com eécoémentqtobliquo[ ’

Obviamehte, erros dé.discretizaééo ainda estaréo presentes'¢~estes
serao, ekclusivamehte, devidos ao tahanho da malha empregada. Para deixar ainda
mais claro este pbntok imagine-se que ”a solﬁgéo exata. do problema seja
empregada como fﬁnqéo de interpolagdo. Considerando-se os valores da variavel
nos pontos nodais como condigdes de contorno, pode-se dizer que o escoamento €
localmente exato em uma determinada face para aquele conjunto de.condiq6es de
contorno. A diminuicio do erro de discretizagio, com diﬁinuiqéo da halha, fara
com que estas "éondiqées de contorno" sejam cada vez mais corretas, resultando

em uma solugdo mais correta em todo o dominio.



Analisando a difusfo numérica sobre esta 6tica, é claro que todas as
fun¢des de interpolacgido ﬁnidiménsionais; quando aplicadas a problemas
multidimensionais, geram difﬁséo-numérica, como discutido por Raithby [9].

'O conceito de difusdo numérica aqui apresentado coincide com o enfoque
fisico da difﬁsép_ numérica apfgsentado por Silva [10], apesar de, naquele
trabalho, a distingdo entre erébs de discretizagdo e de difuséo numérica néo
‘ter sido estabelecida da maneira cémo aqui apresentada.

0 problema analisado por Patankar [2], onde. um escoamento com
velocidade constante, puramenté c§nvec£ivo, transporta um “step” de um escalar
¢ qualquer, conforme a FIGURA 2, elucida bem o fato de se empregar fungdes de
interpolagdo que ndo levam para o célculo dos fluxos nas interfaces a correta

informagao da distribuic¢do da variavel no dominio.

o) | b,

—_—— o ———-——<

djz : ' - | -4)2

s) r¢ =0 ' by 1é #£oO

FIGURA 2 - Distribuic8o de ¢ na auséncia e presenca-de difuséo.
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Sendo um problema puramente conveétivo, a solugdo fisicamente real é
.aquela mostrada na FIGURA 2a, uma vez QUe nio podera haver difusido de ¢. A
obtencdo de uma solugdo, da forma mostrada na FIGURA 2b, indica a existéncia de
uma-falsa difusdo, ou difuséo numérica.

Patankar [2] fesolve este'probiema utilizando-se o esquema "upwind”
éom uma malha cartesiana alinhada com:o ?etor velécidade, cohforme ilﬁstra a

FIGURA 3.

'__-—-*
¢ —

———
.

B

¢ > b
FIGURA 3 - Malha'cartesiéna"alinhada'combo'vetér velocidade.

Considerando-se o fato de ser um problema unidimensional, puramente

convectivo, o uso do esquema "upwind” fornecerada -
¢ =49 (1)

0 valor de ¢ prescrito na fronteira oeste se propagara e a
descontinuidade no perfil serd preservada, ndo ocorrendo difus3o numérica,

apesar da utilizagio do esquema “upwind”, caracterizado como de primeira ordem,
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quando se utiliza a série de Taylor para se estabelecer a ordem de grandeza do
erro.

Patankar [2] resolve este mesmo problema para o caso do escoamento
uniforme com um angulo de 45° com relaqéo a malha. As gomponéntes do vetor
velocidade nas. direcdes x e y sio iguais. Obviamente, o problema fisico é o
mesmo, apenas tratando-se agora de um broblema bidimensional devido a escolha
do sistema de coordenadas.

Utilizandd—se uma malha uniforme com Ax = Ay com o esquema “upwind”,

obtém-se a = a , enquanto que a e a -sdo nulos. E assim,
S W e n :

S
I

0,5 ¢, + 0,56, (2)

Impondo-se o valor de ¢ na fronteira oeste igualva 100 e na fronteira sul igual
a zero, por éxemplo, obtém-se a distribuigido de ¢ no dominio de céalculo,
{lustrada na FIGURA 4.

Se ndo houvesse difusdo numérica, av distribuigdo de ¢; obtida
apresentaria o valor 100 acima da diagonalvque intercépta o canto ‘inferior
esquerdo e‘o valor zero abaixo desta diagonal. A situacio real obtida apresenta
uma.difuséorno perfil de ¢.

Patankar [2] conclui que a difusio numérica’ocorre quando o escoamento
é obliquo com'relaqéo as 1inhés da malha e quando o gradiente da variével
depgndenfe na diregdo normal ao escoamento é diferente de zero. E importante
lembrar que eéte é um dos motivos, éntre outros,‘da existéncia. da difusdo
numérica.

Na tentativa de quantificar estes erros na situagdo bidimensional,

VahllDavis e Mallinson [11] propuseram a seguinte expressdo:

p|?le Ay sen 2 6 _ ' (3)

4 (Ay sen>8 + Ax cos36)
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onde |7| é o moédulo da velocidade resultante e 8 é o angulo entre o vetor
velocidade e a diregdo x. E fécil verificar que nenhuma difus3o numérica
eété presente quando a malha estad alinhada com o vetor velocidade, enquanto que
a falsa difusdo é maislsevera quéhdova dire§éo do escoamento faz um &ngulo de

45° com as linhas da malha.

100,00¢ LA 81,25 65,26 5000
100,006 87,50 68,75 5000 3438
100,008 7500 50,00 31,25 18,75
100,00¢- 50,00 2500 12,50 6,25

47 | .. 000 " 0,00 - 0,00 . 0,00
¢/

FIGURA 4 - Distribuicdo de ¢ obtida com escoamento em angulo dev45°

com as linhaé da malha.

Patankar [2] esclarece que o esquema CDS, embora de segunda ordem, ndo

é remédio para a falsa difusio, fornecendo resultados n3o realisticos, quando
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elevados numeros de Peclet estéo envolvidos, sendo esta afirmacgdo .contestada
por Silva [10] que obteve uma solucio totalmente isenta de falsa difuséo para o
problema ilustrado na FIGURA 4. Os valores de ¢ obtidos com o esquema CDS
resultaram exatamente 100,00 acima da diagonal, 0,00 abaixo e 50,00 sobre a
diagonal. Silva [10] menciona ainda que para ‘2 obtencdo desta solugdo foi
necessario seguir um transiente, .sendo que, quando aplicada a formulagdo para
regime permanente, o processo de soluqéo'divergiu. Esquemas que fornecem baixa
difusio numérica consideram a natureza multidimensional do escoamento, sendo
necessério envolver mais pontos vizinhos na equagio discretizada.

A preécupaqéo sempre presente no desenvolvimento de esquemas de
interpolag3o é a obtencdo de coeficientes positivos, o que permite a utilizagdo
de algoritmos iterativos, linha por linha ou ponto por ponto, que s3o os
preferidos para a vetorizagido. Esta restrigdo ndo ¢é obrigatoriamente neces-
saria, mas a presenca de coeficientes negativos leva a matrizes ndo diagonal-
mente dominantes, o que traz a necessidade da utilizaqé§ de algoritmos comple-
X0s para a solugdo do sistema Ae equacdes algébricas, ou a utilizagdo de fato-
fes de relaxagdo que podem acarretar sensivel aumento de tempo de computagéo.

Considerando-se que o esquema exponencial e seus derivados sao
largamente empregados pelos analistas numéficds e QUe o] eéquema aqui pfoposto é
uma extensdo do esquema WUDS, sera apresentada umaé andlise detalhada do
comportamento destes esquemas. |

0 esquema exponéncial utiliéa, como fungdo de interpolagdo, a solugdo

. exata do problema unidimensional de convecgdo e difusdo dado por

8¢ _ Pe 9 _ 0 (4)

com as seguintes condigdes de contorno:
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; ¢(xE) = ¢ : : (5)

E

¢(xP) = ¢

P

onde os pontos P e E estdo ilustrados na FIGURA 1, Pe é o numero de Peclet da

malha dado por

pe = P4 ax o ' : : (6)
ré

e F¢ é o coeficiente de difusio dado pelo produto entre a massa especifiéa e a
difusividade relativa a variavel ¢.
Os valores dé.¢ e de sua derivada 6¢/6x na face leste dq volume de

controle podem ser expressos por

¢ = (172 + «) ¢, * (1/2 - &) ¢ . : (7)
¢. - ¢

d¢ = E P

x| TP TE . | | )

e

A partir da solugdo da equagéo (4) para a face leste do volume de

contrble, levando-se em conta as equagdes (7) e (8), obtém-se que

_ Pes2 _ 1 _ ‘

«=05-2 Suk . - (9)
ePe - o : ;

_ ePe/2 : o :

0O esquema eprnencial- se reduz ao esquema CDS, .quando Pe — 0 e,
consequentemente, « = 0 e B8 = 1 e ao esquema UDS,vquando Pe_—em, com |&| = 0,5
e B = 0.

O coeficiente a_ que multiplica a variavel ¢ no ponto E da eqpaqéo

discretizada, obtida utilizando-se o esquema exponencial, é dado por
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a = —° (11)

D=1sx | o - (12)

pode escrever-se que

a .
e _ Pe ’

5= P (13)

€ e -1 . .

. 0 célculo das exponenciais demanda muito tempo de computagao,
acarretando ainda dificuldades quando Pe — 0 ou Pe — w. Para contornar estas
" dificuldades, Raithby [6] apresenta expressées simplificédas para o calculo de
« e B dadas pelas equagdes

2
o] = —F= | | (14)

10 + 2 Pe?

) . e
5 =.(1 + g,oos Pg ) SR ) | (15)
(1 +0,05Pe%) -~ - ‘

I

,resul£ando,ﬁo esquema WUDS;
;4N6ie§quema ”po@errlaW"; a equagdo (13) ¢é ajuétada por expressdes mais
 simpiés qﬁé:néo envolvem o célculofde:expoﬁenciais.
0 compértamento do coéficiente ae/De, para varios nﬁméroéwde Peclet,
.utilizando—se oé esquemas exponencial, WUDS, "“power law”, UDS e CDS, pode ser

analisado através da FIGURA 5.
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FIGURA 5 - Comportamento de a /D em fungio do numero de Peclet.
e e

Os esquemés exponencial, WUDS, “power law” e UDS ddo origem a
coeficientes sempr§ ,positiVo$, 'enguanto que o. esquema CDS, para elevados
_nﬁmeros de Péclet,‘fornecevcoéfiéiente;Anegativos,

0 coeficieﬁte ae.“dé;;eqﬂaééo’ discfetizada, obtido utilizando-se o
esquema UDS, é idéntico ao coeficientevae_obtido gtilizando-se o esquema‘CDS,
se ovcoefiéienté de difusio F¢vf§r substituido por um coeficiente efetivo dado

por
¥ =r? [1 + Jfﬂ] o (16)
conforme menciona Raithby [9] e Silva [10].

Analisando-se a equacdo (16), do ponto de vista matemdtico, o esquema

UDS estara sempre contaminado por difusdo numérica, sendo, conforme Patankar
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[2), esta condigdo benéfica, em problemas envolvendo elevados numeros de

Peclet, pois tende a corrigir os erros obtidos pelo esquema CDS.

2.2 - ANALISE DE ALGUMAS FORMULAGOES QUE VISAM A MINIMIZAGAO DA DIFUSAO

NUMERICA

Esta secgdo ¢é destinadé a descriqéov de algumas metodélogias
desenvolvidas para minimizar a difusio »numérica.v Antes da apfesentaqéo dos
‘detalhes das metodologias, é feita uma revisfo mais ampla mas.menos detalhada
dos - trabalhos .na érea que poséuem caracteristicas semelhantes ao._aqui'
desenvolvido. |

A falsa difus3o pode ser substancialmente reduzida através do uso de
esquema de diferenciacdo “skew upwind”, como o proposto por Raithby [7], que
considera a inclinagdo do vetor velocidade relativamente as linhas da malha.
Entretanfo, este procedimento produz oécilaqées espaciais na solugdo, através
da introdugio de coeficientes négativos na equagio de conservaqéo-discretizada,
bem como, é de dificil implementaqéo [12].

Leonard -[12} -propés _ﬁm eséuema,. dehomihado QUICK, em diférenqas
finitas baseado na 'in£erpola§éb-’a fﬁbnténte quadratica, o qual redué
consideravelmente os. p%oblemas de céeficientes ﬁegativos. Entfetanto este
" esquema ndo estad baseado nas leis;de_conéefvaqéo. Uma melhoria»dé'esquema QUICK
foi proposta por Hayése:“ét al. [13], bafa: garantirv a" obtencdo de éoluqées
numéricas fiéiéémehte reélistés e estéveisiv |

Mais recentemente, Hassan et al; :[14] propuseram um procedimento
numérico que evita o problema de éoeficientes negativos. Este procedimento é
baseadq fundamentalmente em uma restricdo matemdtica sobre o fator peso a
montante e é diretamente aplicado somente no contexto de diferengas finitaé.

Uma melhoria do esquema EDS, proposta por Raithby e Torrance [5], foi

apresentada recentemente por Henau, Raithby e Thompson [15], através da
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introdug¢do de uma correcdo da pressdo no esquema EDS.

O método de»élementos finitos convencional de Galerkin para problemas
de difusdo e convecgédo apresenta dificuldades similares as que afetam os
esquemas de diferengas finitas, quando diferengas centrais s3o utilizadas [16].
Paré evitar estes problemas, muitas formulagbes em elemenfés finitos, tipo
"upWind", ~tém siao prdpbstas {17-20]. Entretanto, todos 'éstes esquemas
apfesenpamvo problema da falsa difuséd similarmente ao encontrado nos métodos
de vdiferenqas finitas, principalmente pelo fato destes esquemas utilizarem
interpolagdes “upwind” baseadas em uma simples extensido 'de esquemas .
unidimensionais péra aplicacgdes multidimensionais. | _

Hughes e Brooks [21] propuseram 'um esquemé ‘"upwind” ;;6 ldngo das
linhas de corrente, objefivando a minimizagdo da falsa difué%b,  mas este
procédi— mento, assim como ds anteriormente'citados‘acima, néo‘ééég baseado em
balangos a nivel elementar, e isto faz com que a caracteristica, fortemente
dese javel de garantir a‘conservaqéo ém todas as células da malha,;§eja violéda.

0 método dé Galerkin leva a oscilagdes espaciais néo'fi;icas quando
elevados nimeros de. Pe es£éo jethlvidos. Para superar este ﬁéroblema, no
confexto de elemenﬁo§ finitoé, a maioria dos ésforqos péfa resoi&gr problemas
‘de convecgéﬁ—difuséo emprégém 5 formulaqiékde'Petrov-Galerkin com diferentes
fungdes peso [22]. O métodov de vGaierkin equivalé ao esquema de diferenga
central, enquanto qﬁé_o método_de_Pétrov—Galerkin equivale ao esquema hibrido.

O"eSqugma propds£q por Baliga et al. [23], baseado em volume dé
'controle, reduznvsignificatiVamente a difusio numérica; Entretanto, apresenta
cbeficientes negatiQos, liﬁi£ahdd,a sua aplicagdo a élementos triangulares.

Umn numero muito grande de métodoé numéricos ¢ apresentado na
literatura para a redugido da falsa difusdo, como . os propostos por Raithby [7],
Leonard et al. [12], Rubin et al. [24], Figueiredo [25], Timin et al. [26],

Lillington [27], Ghia et al. [28}, Patel et al. .[29], Ulson de Souza [30],

Varejdo [31], Nieckele [32], Wong et al. [33].
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Figueiredo [25] faz um estudo comparativo das discretizag¢des central,
a montante, de Allen & Southwell e de Dennis & Hudson, para a equagdo
bidimensional . dev transporte convectivo-difusivo, considerando o caso
linearizado, homogéﬁeo com coeficientes cpnstantes. Para a anéiise da difusao
numérica, foram invesﬁigados varios angulos entre o vetor velocidade e a malha
computacional, bem como, varios numeros de‘Feclet e espacgamento de malha.

Patel ét al. [25] apresentam um esquema "upwind"* no qual os fluxos
s83o calculados nos vértices dos_volumes de cbhtrole, ao invés das faces do
volume dé controle, como o esquema apresentado por Raithby [7]. A idéia basica
é distribuir os fluxos de massa e propriedades transportadas de acordo com o
angulo entre a abscissa e o vetor velocidade.

Uma eomparaééo entre o esquema proposto por Raithby [7] e o proposto
por Patel at ai. [29] é apresentada pelo ultimo sendo que o esquema "skew
upwind” apresenta oscilagbes para elevados numeros de Peclet e elevadas
inclinagdes entre o vetofvvelocidade e as linhas da malha e possui problémas de
convergéncia quando os coeficientes sfdo negativos. O esquema v"upwind" [29]
converge sempre, ﬁas.‘apresenta distorgéov do perfil da variavel dependente
_ﬁuéﬁdéréngﬁlos méioresiéueqlod eétéo eﬁvolvidbg, huncavprodﬁz.oscilaqﬁes, bem
como é mﬁito“ecénéﬁico qﬁanto ao ponto dé_viéta cbmputacional.

Timin et al. [26] apfeSehfamhﬁm estudo cohparativo entre os esquemas
“upwind” :e difergnéa céntral, ,utilizandé o._métbdd. de diferenqés finitas. O
‘br§§léha teste para oiesqﬁe@a propoéto é b‘éséoamento forqado.em-uma cavidade
dﬁadréda.7Pelo uso ée esquema de diferénqé cenﬁral,-solugées estaveis de campos
de presséo e Qelocidades sdo obtidas para nﬁﬁero de Reynoldé superior a 5000.
Aé fun¢6es éorrente e‘vofti;idéde foram calculadas a partir do resultado do
‘campo de velocidades e comparadas com as solugles ja& conhecidas. |

.Os resultados obtidos indicam que o esqﬁema "upwind” huda conside-
ravelmente o perfil das variaveis de intefesse devido a falsa difusdo. O esque-

ma apresentado por Timin et al. [26] utiliza um fator, w, no esquema “upwind”
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puro, que permite estudos comparativos entre esquemas de diferenga central e
esquemas hibridos. Os termos convectivos foram aproximados utilizando-se
esquema “upwind” parcial, sendo w um fator de diferénciaqéo por "upwihd".
Qﬁando w = 0; 0 esquema recail no esqdema de diferenqa central. Conforme
aumenta o valor de w, o esquema tende ao esquemal"upwind” puro. Para o caso de
Re = 1000, - o esquema de diferenca central apresenté boa concordadncia com as
‘solugbes previamente aceitas, apesar de, para malhas com maior espagamento,
apfesentar um comportamento oscilatério. O esquéma “upwind” distorceu os perfis
das variaveis de interesse:devido a presenga de‘excessiva falsa difusdo.

A conclusdo do trabélho.apresentadolpor Timin et al. [26] & que o
esquema de diferencga central para aproximaqéo dos termos convectivos leva a
resultados mais precisos, mas necessita de uma malha mais refinada para
eliminar as oscilagdes na solugdo. O esquema “upwind” muda o comportamento dos
perfis da pressido e vorticidade, devido a falsa difus3o.

Baliga'et.al. [34] propuseram uma formulagio em elementos finitos que
emprega elementos triangulares pafa a solugdo de problemas bidimensionais,_
sendo que a maior cdntribuiqéo deste trabalho € o desenvolvimento de uma fungéo

de interpolagdo apropriada para a simulag¢do do processo convecgdo-difusé&o.

A fungio de&iqferpolaqéo proposta varia exponencialmente na diregido do
fvetor'Qélbcidade e iiﬁeafmente na difeqéo‘ngrmal. Tél fungio de ihterpolaqéo
simula corretamente a naturezé éarabéliqa da convecgdo e a hatureza.eliptica da
difﬁséo, séndo Saétante semelhanté_ao procediﬁento "skew upwind", proposto por
_Raithby.}[?]. }-A falha do ééquema é q;é  éode éerér éoefiEientés negativos
'ocaéionando.probleﬁas de instabiiidéde da éoi;§éé. .

Para problemas praticos envolvendo turbuléncia e combustdo, en
consequéncia dos problemas de instabilidade mencionados acima, é possivel a
obtenqéo de valores negativos para a energia cinéfica furbulenta,vtaxas de

reagao, etc., sem qualquer significado fisico.

No método proposto por Prakash [35], desenvolvido em elementos
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finitos, baseado no volume de controle, vutilizando o esquema “"upwind”, é
assegurada a positividade dos cdeficientes e solugdes huméricas estaveis. O
esquema "upwind” apresentado pof Prékashv[3S] é bem menos aprimorado, mas bem
mais simples e facil para implemeﬁtaqéo, comparado com o esquema proposto por
Baliga‘ét al. [34].

Uma oﬁtra alfernativa para a minimizagdo do  problema da difusio
numérica é a utilizaqéoyde malhas adéptativas. A utilizaééo desta técnica de
geraqéo de malhas permité- explofar certas caracteristicas importantes do
escoamento tais como regides com elevédos gradientes; regides debfecirculaqéo,
zonas de estagnagdo ou ondas de choque, concentrando as linhas coordenadaé em
‘regides de,interesse; gerando malhas que minimizam o termo convectivo ou mesmo
alinhando a malha na diregéé do vetor velocidade.

Esquemas numéricos wutilizando malhas adaptativas' e coordenadas
generalizadas é um assunto que tem merecido grande destaque na literétura
atual. Solugdes de escoamentos usando malhas adaptativas, em_d&ferenqas finitas
e elementds finitos, tém sido reportadas na literatura recente, como os
trabalhos de-Thqmp'son [36], Smith [37], Hindman [38], Mastin et al. ['39], Ghia
et él. [40], Pivé eﬁbai,u[41],iAriné [421: Anderéoﬁ.[43].e éutrds.

A seéuir ‘alguns >método$‘?numér10051 ci£ados antefiormente serdo
apresentados com mais detalﬁes;.Qisahdb uﬁaimaiorffacilidade'de compreensé§ e

comparacgdo com a formulagio proposta.

2.2.1 - Forh&ié;go.apresentada por Raitﬁby [7]'

Dois &étodos foram sugefidos ﬁor Réithby [7j para miﬂimizar oS efeifos
da falsa difuséb, néo conffibuinéo entretanto para o tratamento de problemaé
éom eleyados transientes e/ou com termos fontes de grande magnitude.

O primeiro método proposto consiste em:um esquema "upwind” na diregéo
do vetor velocidade, sendo portanto apropriadoc a escoamentos com elevados

numero de Reynolds ou Peclet da malha. Reduz consideravelmente o erro
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no caso onde existam elevados &ngulos entre o vetor velocidade e as linhas da
malha. Esta proposigéo recebeu a denominécéo de "Skew Upstream Differencing
Scheme (SUDS)" devido ao fato da represéntagéd‘dos termos convectivos depender
"do angulo entre as linhas de fluxo e as linhas da'malha.

0 segundo método é maisrcomplexo, permitindo um resultado mais preciso
do que o primeiro, no-tratamentg de probiemas com eleQados angulos entre o
vetor. velocidade e as 1linhas ~da malha, rempvendo ainda a restricdo da neces-
sidade de‘ elevados numeros de Peclet -dé malha. Esta segunda proposicéo
guarda semelhénga’com 0 esquema.exponendiai [Sltéendo denominada de "Skew
Upstream Weighted Differencing Scheme (SUWDS)".

No ﬁétodo'SUDS, a interpolacdo da propriedade na face do volume de
controle, a partir dos bontos vizinhos nos quais ela ¢é conhecid;, é feita
édmiﬁindo—ée um perfil linear para a variagdo de ¢ normal & diregdo do

escoamento, conforme a equacao

$=k +k n = k1'+ k, [y - x ———} h (17)

onde n_ é a distancia .norma;  é"dir¢¢éo ‘do escoamento, cénforme mostra a
FIGURA 6 e k ek, séo constantes.

Estakproposigéo;fespalda—se na- existéncia deggradientes despreZiVe;s
da vgriével ao_lbngb-da diregdo do escoémento, quando a conveccdo é dominante,
para?o éstabelecimeﬁto éa distribuiééo_espacial da quantidade conservada, e na
e#isténcia de grédientes‘ norméis 5 direcgio do' escoamento. O perfil de ¢
: édmifido resulta em uma aproximacdo "upwind” do termo convectivo somente quando
os gradientes normais a. diregdo do escoamento forem despreziveis e quando as
linhas de corrente forem coincidentes com as linhas da malha.

vNa FIGURA 6, é mostrado um volume de controle centrado em P(i, j), onde

as variaveis N,S,E,W,SE,NE,SW, e NW, representam os pontos da malha norte, sul,
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leste, oeste, sudeste, nordeste, sudoeste e noroeste, respectivamente.

O xj » Oxin
Inw N NE
(i-npa) e
Y . o
v 1 n ___ 1
Ns :_ K 5Yjs1
|
[ | Ay
W w\J . e P -le } E '
|
Geng) G0
| |
| I
I | .
L 6%
' s
yl
v (i-1,j-1) ' (i,j-1)
' :Iv SW S ' SE
u | . ‘ .

x

FIGURA 6 - Volume de controle e a .notagio utilizada para o método

SUDS.

Qsando a equagdo (17) para estimar'6'fluxo,convectivo da propriedade

através da face oeste do volume de controle obtemos

u \Y .
¢ = k; + k’ [y’ " -x ol ] (18)

v, v,

7'onde x' e y' sdo medidos a partir de w e & admitido que u e v sido constantes

nas vizinhangas de w. As constantes k; e k; sdo determinadas a partir dos



24

valores de ¢ nos pontos da malha a montante de w, escolhendo-se dois pontos
entre os seis vizinhos de w. Em fungio das coordenadas x’, y' e da diregéo da

velocidade, tem*ée

¢ = ¢1"’j_em~x = frl/ZVSUWSXI ; y =0 ‘ (19)
¢ - ¢lw,mw, em X - :_1/2 S.uvliax»i 4 = - vaaykw ) (20)
iw=1i-1/2 (1 +S ) ' : ' (21)
- . uw

mw=j-S (22)

vw
K =j+1/2 (1 -5 ) : ' (23)
w . VW . )

onde Suw tem a magnitﬁde da“unidade e o sinal de u - Similarmente, va é
unitario com o sinal de v,

Quando a condigdo dada pela equacdo (24) é verificada, a aproximagio
~da pfopriedaae ¢ né fgce QO volume de controie é feita-a»partir de um esquema

"upwind” -puro de: ¢sw' Esta . aproximagdo ocasiona erros consideraveis se

luwl/lvw[ — 0.
v I/le,| > 8y, sex 72y o | o | (24)

O fluxo convectivo através da-face w pode ser estimado por. .

pully¢ =2 (L -K) ¢  +(2k) ¢
w jow LA W 1w, j w 1w, mw
1w, mw

= (L -K)1+S )¢ + (L -K)1-5 ) ¢P‘+ 2K ¢ (25)

onde
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. Ay
. J o
S, min [ILHI, P, 57, |vw] axx/4] (26a)

=
It

1 | ' - '
L =5p U ij } (26b)

Pode-se escrever, explicitamente, ¢l em termos dos pontos vizinhos
W, mw )

como

1 1
lw,mw 1 (1 +’Suw)(l * va) ¢SN_ * 4 (1 + Suw)(l'_ S‘vw) ¢NN *

1 = .
* 4 (1 - Suw)(1 B va)¢N - Suw)(l * Sirw) ¢S 1)

Analisandq-sé é equagdo (25), verifica-se que, dependendo dd;éentido
do vetor velocidade, é possivel a ocorréncia de coeficientes negativééfﬁ
Quando a condigdo da equagio (24) se verifica, ou seja o vetor
velocidade faz um angulo maior que 63,4o com é linha da malha, somenteﬁgm pohto
a montante é utilizado na avaliagio da variadvel ¢ na face do y&iume de
controle. | |
| ‘0 segundo .esquema. ﬁrdposto . por Raifbby,. SUWDS, apfesehtav;ﬁéihores
' resultadoé-que o-primeiro; érincipalmente nas'situa¢6e§ onde o nﬁmefo de Peciet
da malha é baixﬁge’o vétor>§eloqidade apfeseéta elevados angulos com a diregdo-
das linhas da malha. | | '. |
’ NathOpoéiééo dééte riovo esquema, éfadmitido que as componentes da
velocidadg, densidadé, etc., sdo constantes nas ;iéinhan§as das faces do voiume

de controle. Fazendo-se um balango dos efeitos difusivos e convectivos, na face

oeste do volume de controle, ilustrado na FIGURA 6, obtém-se

2
89 , , 9% _ 986, b8 (28)
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onde uma das solucées pode ser dada por

¢ = A + A (y’ " o-x ol ] + A_ exp [ ol + =
SR S | 1 B | r? r

W W

(29)

u v pu x’ pv y’]

z =

onde x’ e y’ sdo medidoé avpartir de w e val = ui + vf

A equagdo (29) representa o perfil de ¢ admitido nas viéinhanqas da
face oeste do volume de controle e serd usada como uma férmula de interpolagdo
para a estimativa dos fluxbs‘difusivo e convectivo-através desta face.

A partir de trés valores de ¢ dé pontos adjacentes a malha, sdo
obtidos os v510res das cohstantes A1’ A2 e‘A3, sendo estes pontos, relativos a

w, especificados como segue

6 =0, en x' = 8x /2,y =0 | ' ' (30)
¢ = ¢w em X’ = —Bxi/Z , ¥y =0 (31)
¢ = ¢1w,mw em X = _Suwaxi/2 Y }= vaaykw v (32)

0 fluxo coﬁVé@tivo, relativd,é face oeste, ébtido através do uso da
equagépbde interpolacgdo, ¢ um'ésquema onde trés pontos sido escolhidoé‘entre os
seis yizinhoé a“w, sendo mantidés os pontos W e P.e o terceiro eécolhido a
part;r dos quatro diametfais, qéﬁformé a direééo da yelocidade. A equacdo do

fluxo convectivo & dada, entdo, por:

- . ._. -y 1 > 1 y ’ . '
pwuwA'yqu‘i E ZLW (2 * ANJ ¢W * [Z Aw Bw]' ¢P *
’ > . - ¢ _B_Q . _ - 0o u -
* Bw 1w, myw [F By] ij - Aw [1 Aw Bw) ¢P A (33)

- [1 - A:] ¢w + Bu ¢
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onde

A’ = (cosh (P-/2) - 1) A (33a)
w XxwW w . _
A" =S. (senh (P /2) - P ) A | " , (33b)

w Uw xXw . .xw w
"B’ =B (cosh (P /2) - 1) E ' (33c)
w w W
B" = S (senh (P /72) - P ) B (33d)
W uw xw Xw w

B - jus2y (s +1)
w w. uw

A = 41— ; (33e)

W [&ul exp (-wa/Z)(l-exp(-wa)) + 2|Bw]senh(wa/2)
e |

B = 5 (33f)

" [a’ [ exp (-P_ /2)(1-exp(-P_}) + 2|B’|senh(P /2)
w XW yw W . xw

o = vwﬁxi/val F B",= uwéykw/lvwl : (33g)
A =T Ay /8x ' , - (33h)
w w j i S ) ' ) ,

P = fulexs® o o | (331)
XxXw B W 1 W . . . . . . .
T S R o .
P = val'aykw/r : L . L o 7(333)

As grandezas P e P representam os nameros de Peclet baseados nas
. XW yw R

velocidades locais e dimensdes da malha nas diregdes x e y, respectivamente.
Analisando-se a equagdo (33), verifica-se uma importante diferenga

entre os esquemas SUWDS e SUDS, uma vez que o esquema SUWDS -considera a

presenca dos termos difusivo e convectivo para a avaliagdo de ¢ na face do
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volume de controle, utilizando os dois pontos vizinhos a face, e mais um outro
ponto que depende do sentido do vetor velocidade, eﬁquanto que o esquema SUDS
utiliza apenas um dos dois pontos viiinhoslé face e mais uh'oﬁtro ponto que
depende do sentido do vetor velocidade, sendo aplicével a situacdes onde a
convecgido é dominante.

As principais,désvantagens deste esquema propoétq ééo o elevado tempo
~computacional requerido para o célculovdas fﬁngées exponenciais e o fato da
fungéo interpolagéo utilizada ser apropriada aos casos onde somente estejam
envélvidos fluxos por difusio e convecgao, infroduzindo erros, portanto, quando

os termos transiente, de pressdo e fonte forem significativos.

2.2.2 - Formulaggo apresentada por Liilington [27]

Lillingfon [27] propde um esquema em diferengas finitas para o
‘tratamento de problemas envolvendo convecgdo e difusdo, em regimé de convecgao
dominante, incluindo circunsténcias onde éstéo presentes termos fontes
relevantés.. O principal objefivo deste esquema é fornecer uma metodologia
‘alternativa para os casos onde o uso de esquemas fupwind” ou central fornece
resﬁltados insatisfatérios.. Eété eéquema emprega uma aproximagao a monténte ao
longo da direcdo da§ linhasfdé cbrrgnte; éontendo um ‘termo de corregéo para
o termo fonte. |

0 esqﬁema‘de Liliington [é?],_dénbminadoA"Vectér Upstream bifféfence
Scbé@e'_(VUDS)", .é semelhaﬁté' ao proposto por Raithby [7], baseado em uma
aproximé¢§o }inear da'prqpriedédé tfahsporta&a; normal a direcﬁo.do escoamento,
f_acresceﬁtando um termdlfonfe na‘equéqéo de intérpolécéo de @.AO perfil de ¢

admitido é dado pela seguinte equacio:
¢ = D1 + D2 n_ + D3s (34)

onde Dl, D2 e D3 sdo constantes.
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Considerando a face leste do volume de controle da FIGURA 6 e

ignorando-se os efeitos de curvatura, pode-se escrever a equagido abaixo

. 1+1/2, ) _ ‘
Brosey = Oyt {  (S/pu)ds (35)
. i, 5 .
onde S representa a corregdo do fermo fonte e u representa a velocidade ao
longo das linhés de fluxo local. Q ponto (i,j') é obtido através da
interpolaqéd-éﬁtré os dois pontos a montante, levando em conta a direqéé~do

vetor velocidade. A hipétese basica do esquema VUDS é considerar a corregio do

termo fonte como uma propriedade média do volume de contfole, resultando

i+1/72,j

% (S/pus)ds = (Slsi,j)/(pus)i+1/2,j ' _ (36)_

i, ]

onde s, é a distancia entre os pontos (i+1/2,]j) e (i,]J").
As frés constantes envolvidas na equacgdo de interpolagdo sdo obtidas .

-, pela substituiqio de pontos é.fmontante,  ¢é‘é ¢s’ e a terceira constante é
-obtidavpelabcéndiééo resﬁitante da equagéo-(36). NaAobtenQio da equacgio (35),
bor simplificaqéd; o termo —$.F¢§¢ foi negligenéiado, sendo esta simplificagédo
*testéda, coﬁ* éﬁcésso;.~por 'Lillington {27] em varias aplicégées praticas.
‘ Fiéicamenteﬁaiaproximaqéb de ¢ na face leste baseia-se em uma - interpolagio
ilinear entﬁé ¢é'¢ ¢S, Juntamente éom um termo de corregdo para permitir a

v aproxima¢a§v de ¢. As componentes da- velocidade, na diregédo Ada. liﬁha de
‘correnté,'nékdiréqéo X € na diregéd:y, s3do us, u e v, respectivamentéﬂysgndo a

magnitude unitaria com o sinal de u e v, dada por Au e Av, respectivamente. A

- expressdo do fluxo convectivo, relativo & face leste, torna-se.
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C_e - 2Le (1 + Je)[(l - I(e) ¢le',j * Ke¢le,me] *

+ (- Je) ¢he,me * (Si Se,j)(U/us)i¥1/2,j ij ' (37)

zonde‘~
he = i + 1/2 (1 + Au) o ' ' (37a)
ke = j+ 172 (1 - av) o - ~ (37B)
le =i+ 1/2 (1 - Au) : _ (37¢)
me = j - Av _ | , (37d)
f.= 8%, Iv]s@ 8, ful) : - : (37e)
ke
Le = 1/2 (pu A.y)“l/z’j ' (37f)
Je = min (1, £
ke

) ' (37g)

Ke

- H

min (1, f ) | " : - (37h)

' O>esquema VUDS nao é‘incondiCionalmente estavel, apresentando proble-
maé_dé conQérgéncia,'cbmd se observa nos casos' onde as linhas de ‘corrente
apreseﬁtam_énéulos de 45° céh as lihhas'da-maiha. Péra contornar este problema
de convergéncia; é propssta por Liliingfbn~[27] a eétratégia de écrescentaf, em
.amboérés lados_da edﬁaééa; os té?mos 6b£idos da formuiggéoAUDS, sem que esta

seja alterada, resultando, .

ad, -La ¢ =(a,-a)¢ +SaVv+y{a -a )¢ } - (38)
i NB NB NB . NB NB

onde o apéstrofo denota coeficientes obtidos pela formulagédo. UDS.
A equacgdo (37) representa uma generalizacdo da férmula apresentada por

Raithby [7], reduzindo-se aquela quando J =1 e S = 0. Além de levar em conta
e
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a diregao do vetor velocidade na avaliagdo de ¢ na face do volume de controle,
-este esquema considera a ﬁresenqa do termo fonte, conforme ilustra a equagéo
f37)l
0 método proposto por Lillington [27] pode-servempregado em problemas
envolvendo eleQadosvnﬁmerosvde Pebleﬁ, mesmo quando existemvelevados angulos
.entré o vetor velocidade e aé'iinhas da malha,'permitiﬁdo levar em consideraqéo
a existéncia de termos fontes. Convém_sal;entar que a formulagdo proposta por

Lillington [27] n3o foi obtida das equagdes de conservagdo .

2.2.3 - Formulag3o apresentada por Hassan et al. [14]

Hassan et al. [14] propSem uma nova metodologia numérica, evitando os
problemas de instabilidade dos esquemas do tipo “skew upwind” nos casos onde o
vetor velocidade é inclinado com relag¢8o as. linhas da maiha, reduzindo os erros
de difusfo numérica aséociados ao esquema "ubwipd".

Quandé a aproximag8o & feita na diregdo das'iinhas de corrente, o
esquema SUDS introduz substancialmente menos difusdo numérica do que o esquema
"upwihd". Entretanto o esquema SUDS apresenta problemas de instabilidade
dependendo dos métodés dé éoluqéo empregados;‘como demonstram os resultados
Aapreséntados na literafﬁra [27,44;45], |

‘ Hassén .et' éi.- {14]"apresentafamKfa”vanéiise dos problemas de
ins£abilidade dd reéquéma "ské@_ uinnd", oéaéidn;dos' pela negétividade dos
coéficientes,:,bemf'cpmé-'a salugéo Venéontrada ,por eles para reéolver .este
‘prob}ema; A seguiriseré aprééeﬁfadavghéAanélise do>éUDS, realiZéda por Hassan
‘et al. {14}, destacando-se séUS prinegpéié pfoblemas. -

' 'Fazendo—se.réferéncia a FIGURA 7, a aproximagdo do . termo convectivo
» na'face_oeste do volume de controle ilustrado, usando o esquema “upwind”, sera

feita tomando-se o valor a montante da propriedade transportada no ponto, ou

seja
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¢w - ¢j—1k ;o sev >0 (39)
¢, =9 sev<O | ' (40)
. @ | 'r_ [ ]
=1, kh | iakn j+1,k+1
Nl
/('6 € .

v Tk | ek

i-1,k-1 o jkA ke

- FIGURA 7 - Interpolagio no esquema “skew upwind”.

Avimpreéisﬁd desta aproximaCio, particularmente se o escoamento for
obliquo és’ linhas da maiha, resultara em difﬁéﬁo numérica. O esquema de
aproximaQéQ SUDS, p6r oﬁtrd lado,ﬂusa uma ap?oXiﬁaqéq mais érecisa,‘tomandbro
'~v;10f_dé propriedade transpor£ada de‘pontés:a mphtante;_na diregdo das -linhas

4de qorrente.

.0 vélor de ¢w, usando-se o eéquemavSUDS, éaobtido prolongando—se o]
tragado do vetor‘veloéidade para tras até:a intersecgdo com a linha que une os
pontos a monténte? pontq Q. Dependendo do'énguio 6, o valor de ¢w podera ser

calculado a partir dos seis pontos nas vizinhangas de w. Isto implica que
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¢ ) (41)

j-1,k-1" T3-1,k+1

¢ ¢ ¢ , ¢

Lk+t” T3,k-17 T -1,k

¢" N f(¢L

f

[l

enquanto que, para o esquema "upwind"” puro, tem-se

PR IR UL IR . . - (42)
Avformulaqéo SUDS requer, portanto, a consideracdo de seis pontos da
malha por superficie dé-volume de controle, enquanto que dois pontos apenas séo
reqﬁeridos pelo esquema "upwind”. Para broblemas tridimensiongis sdo requeridos
dezoito pontos por face, quando a forhulaqéo SuDs é.empregadé.
A equagdo algébrica resultante das aproximagdes '~ pode ser escrita da

seguinte forma :
a¢ =Y a_¢ +b : : (43)

onde os indices inferiores NB ‘indicam todos os pontos nas vizinhangas do ponto

P(NB=N, E, S, W, NW, SW...), b & uma constante e a, =L a

NB

Quando todos os coeficientes dg,equagid‘(43) forem positivos como‘no

“caso do.esquema'"upﬁind" convenbioﬁai;'nenhUm prbblema de instabilidade sera

Ienéqntrédq. Se qualquer um dés coefiCieﬁtesAfor menor qﬁe.zeroﬁ é ébssi?él a

_ioCorféncié;de va1orés ifréais;“fOré da:faixa_dos_&alotestdos pontos.-vizinhos
"[461.' | | ‘

}'Uma éélula computacional tipica ou volume dé cpntfoié é méstrado na

FIGURA 8. 0O coeficiente relativo a face sul serid examinado, com relacdo ao

éngulo_entre as linhas de‘corrente locais e as linhas da malha. O transporte

convectivo reiativo a este coeficiente recebe céntribuiqﬁes dq fluxo de massa

étravés da face 1est¢ da célula e do fluxo de massa através da face sul da

‘mesma célula. A contribuicio da face leste sera negativa e da face sul seré
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positiva, podendo escrever-se

NW N NE

® r——bx -———»7
: ‘ |
| ]
J |
| |
| 1
l t jve l
W ———— Ff_m@;JE
k e
Oy

a =-mF +mn (1-F ) I (44)
s x -8 - ¥s ’ ) ’ :

onde a, é o coeficiente relativo & face sul da equagdo em diferengas finitas
s . -, L. . v
-para o transporte da-variavel ¢; m - e m sd3o o fluxo de massa através da face

'leste_e‘sul,_respectivaménte;,efbffatpr peso para a face leste dado por

sz 1V ' o o | |
er - 8y Iuebl : (45)

Uma expressio similar pode ser escrita para a face sul do volume de

controle,
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sy/2 lusl

F = .
ys 8% Ivsl

(46)

onde 8x e 8y sdo as dimensbes da célula nas diregdes x e y. As componentes da
velocidade nas diregdes x e y na face leste s3o dadas por u e v,
(=]

€

respectivamente. Similarmente, -u e v s8o as componentes da velocidade nas
. s s

diregdes x e y para a face sul. Problemas ‘de instabilidade podem ser

encontrados quando

m F >m (1-F ) (47)
e xe s ys

Tipicamente, problemas de instabilidade sao bbsefvados somente quando
hd uma significativa diferenca entre os valores de ¢P e ¢S. Se os valores de
¢NB sdo préximos em magnitude, a presenga de coeficientes-hegativos ndo fara
com.que se observem problemas nos resultados.

Para se eliminar os problemas de instabilidade, é suficiente que oS
_coeficiehies das - equagdes discfétizadas se jam’ positivos incondicionalmente.
Para que isso ocorré{ é degejéye;_que 6s fatores pesos de ¢s associados as
faces sul e leste estejam acopladosQ-Este_;cbplamento é obtido pela modificagdo
da compdneﬁté‘da'veldcidade v;;'uéédé:ﬁo.célculo{do angulo de inclinaqéo'dé
.face,lesté,.utili?ando, em seu lugéf;;é.édﬁgdﬁeﬁte de velocidade v;, isto &, o
,valor;fupwind”’paré adﬁela faée.f' -

| .Umé véé quevo coeficienféié'fﬁhééo_dovfluxo:de maéS&iléLfator'beso
necessita incluir a densidade. Desta forma, o fator peso modificaéé para a face
s

leste podera ser expresso em termos da nova componente de velocidade v’ (= v )
€

como

sxs2 1PVl

er B 3y |pue|

(48)
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N Para assegurar estabilidade numérica, a seguinte relagédo deverad ser

satisfeita: .
mF =m (1-F) : ' (49)
£3 ys - .

Pela combinagio da equagio (48) e (49), a seguinte relagdo pode ser
~obtida:

05=<(1-F ); F =0,5 (50)
ys ys :

Consequentemente, para assegurar que o0s esquemas s@o incondicionalmente
estaveis, um fator peso madximo devera ser usadé e este fator maximo é 0,5. Para
malhas regulares, a transigdo corresponde ao fluxo de um canto a -outro,
diagonalmente ao- volume de controle. No método proposto por Raithby [7], o
fator peso é restrito a unidade.

0 tratamento proposto por Héssan et al. [14] tem o atrativo da
fqrﬁulaqéb resultante ser de fécilvimplementagéo nas formulagdes ja existentes,
_mas apreéenta o] Iinconveniehfe de néo ser uma metoddlogia com embasamento
fisico, posto que os'éoeficientes da equaqéo foram alteradq§;4arbitrariamente,

‘para garantia da positividéde.j ST , e

‘ 2.214 - qumﬁlagép apfééégt;da por Huget [47]
‘Com o objetivo dé melhorar o esquema proposto por Raithby [7]; Huget
{47] propde dois esquemasinuméricos: "Modified Skew Upstream Schemel(MSUS)” e
"Mass Weightiﬁg Upstream Scheme (MWUS)". |
' 0 esquema MSUS usa um elemento de fluxo para avaliacdo da variavel na

face do volume de controle, conforme mostra a FIGURA 9.
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OLUME DE CONTROLE
N /V
w P
S i
| o |
' |
I b Is
4 ¥ — —
{ d |
! il
: fe e ELEMENTO DE FLUXO
1 : .
Ji w
O— ———=——g—————-—— o s
swW —1 S ;

FIGURA 9 - Volume de controle e elemento de flui&‘utilizado por Huget

[47].

T

iy

Associados ao yolumé de controle P estdo quatro elementos de fluxo,
sendo que para a avaliéééb do fluxo em cada face do volume de. controle é
.'considérada a cohtfiﬁuiqée_defdois elementos derfluxo. C MSUS éstima,'portanto,.
~osvf1uxos nas sub—faces é,‘b, c, d do gigmento de fluxo, ilustrado.na FIGURA 9.
'"6é fluxos de massa, naéffécés‘do volume de éontrble, sdo admitidos conhecidos,
'gendo‘utilizadb O'ﬁltimo>valor;den£ro de cada iteragédo.

Para as sub-faces a e d, por exemplo, pode-se escrever

L]

3
i

pu Ays2 ' : (51)
w

3
]

- p v Ax/2 ‘ (52)
S .
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Para avaliagdo da variavel nas sub-faces do elemento de fluxo, ¢é
utilizada.uma aproximacio que pondera os dois valores limites da variavel, dada

por

: ¢.f = afd)r.,oo + (1 - ,Ocr) ¢f,0 . ) 7 (53)
onde o subscrito f representa as sub-facesa, b, c, d, ¢f(n é o valor limite
quando o numero -de Peclet da malha tende a infinito, ¢[0 é o valor limitev
quando o numero de Peclet tende a zero e . é um fator peso. Logo, o MSUS é um
. esquema hibrido que leva em conta os efeitos de convecgdo e difusédo.

Os valores de ¢ o © ¢ o sdo obtidos admitindo-se perfis lineares
a a, ) .

para as componentes de velocidadé para todos oé contornos do elemento de fluxo,

e podem ser obtidos por interpolagdo dos valorésvde ¢ nos pontos W, P, S e SV,

ilﬁstrados na FIGURA 9. 0 valor de ¢a¢n é obtido de um esquema "upwind” na
direc¢io do vetor velocidade com interpolagdo dos valores de ¢ nos pontos W, P,

SW e S conforme o sentido dé vetor-velocidade. 0 valor devqba’o é obtido através.
de inferpolaqéo linear dos valores nos duatro»pontos nodais. do elemento W, P,

_SW'e S.

0 valor de « é detérmina&o é partir da sélucéo da equacgdo diferencial
parcial obtidé"igﬁalandé—se= os -terhos conQectivo e difusivo.. Este método
permite a ocofréncia dé- coeficientes negativoé_ nas equa¢des aproximadas,
podendo gerar oscil#cées nio fisicas na ‘'solugdo, ou problemas de instabilidade.

Huggt [47] propés. o esquema -MWUS- que emprega a. mesma moléculé
computacional utilizada no MSUS. Este eséuema ndo gera coeficientes negativos,
suprimindo consequentemente as oscilaq6e5>‘n§o -fisicas ou problemas de

instabilidades. -

0 valor de ¢a, no esquema MWUS, é obtido por
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a a, 0

¢ =a¢ + (1 - a) ¢ (54)
a,0 .
onde « é um fator peso dado por
. o = max (a';.a-, o, «) v - . ; : (55)
a b d .

0 valor de ¢a;m é obtidd,por interpolacdo dos valores de ¢' nos pontos
W e SW, pendo como.pésé as vazodes méssicas nos pontos w-e .SW, e nas sub-faces
b e c, se u> 0 ou nos pontos P e S evéub-faces d e‘c se u < 0. 0 valor de
¢a,oﬁ é obtido através de ﬁma média aritmética entre os valores de ¢ nos
pontos P e W.

0 esquema proposto por Huget {47] é muitq. semelhante ao esquema
hibrido utilizando-se de fator peso para ponderar a influéncia da convecgéo: ou

difusdo no problema em estudo, nio garantindo a conservagdo da variavel nas

faces do volume de controle.

2.2.5 - Formulagao apresentada por Ghia et al. [28]

| 0 método ap}esentgdo por Ghia et al.:[28]:baseia—se na geragéo de uma
malha”adaptativa; ievaﬁdo—sé ém Eénta a influéncia do fenémeno fisico, posto
‘que ‘ a  e§uéQéo; de'vge;éqéob da- maiha Vderiva ~da eﬁuaqéo‘ da - conservagdo de

. quantidade.de movimento.

" Frequentemente,” devido as varias interacdes de fendémenos que ocorrem ...

no escoamento,'a'esfruturd das linﬁaéwde fluxo torna-se complexa, ocorrendo-
fegiées de gréndes distorcgdes no‘espQCQménto das linhas de fluxo dé massa.
Qﬁando as estruturas destes escoamentos s@o conhecidas previamente, é possivel
a construgdo de um sistema de coordenadas curvilineas, que ée conforme com as
fronteiras, que fornega o adequado agrupamento entre as linhas da malha para.a

solugdo do problema fisico. Para a maioria dos problemas complexos, entretanto,
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o campo de escoamento n8o é conhecido previamente, sendo necessario, nestes
casos,v promover um acoplamento dinémico entre a solugdo do escoamento e o
sistema de coordenadas curQilineas que se conformam com a fronteira do problema
fisico.

No método em questdo, os termos convectivosvnas equagdes de trénsporte
s8o aproximados por diferengas centraiS;‘O principio desta metodologia €é a
obtencdo de uma equagdo para a geragdo Qe malhas, através da minimizagdo dos
coeficientes dos termos convecfivos nasv equagdes de transporte, de modo a
fornecer ﬁma equagdo para a geracéo da malha andloga a de Poisson, usada para a
ger&qéo de malhas pelé método eliptico. |

A énfase -dada pelo estudo de Ghia et al. [28] foi a geracdo de malhas
adaptativas dependentes do escoamento, sendo esta malha adequada a problemas
envolvendo elevados numeros de ngnolds e escoamentos com regides criticas como
ondas de choque, separacgiao e -outras importantes ocorréncias no escoamento.

A‘configuraqéo, o fendmeno fisico, os parametros do escoamento e o
nuimero de pontos da malha necessitam sempre influenciar a malha adaptatiﬁa a
" ser- gerada, bara que a mesma apresenfe as seguintes caracteristicas:” a) uma
“fracéao desejével do nﬁmero total de pontos deve. migrar'contingamente, de modo
a manter uma resolugdo satisfaté;ia nas escalas fisicas de comprimento em. todas
as regides criticas e b) a precigéo e‘efiéiéncia da solugido obtida usandoveste,
proéédimento precisam sér:. maiqfes que " nos procedimentos  de éolu¢éo
convenéionais,_de malhas fixas, sem o conhecimento aﬁteriqr .da solugdo. - do
éscoamento. | |

0 método bésico proposto por Ghia 'et al. [28},v para a solugdo de
pfobieﬁas viscosos, usando malhas adaptativas, sera apresentado para problemaé
unidimensionais, podendo esta  formulagdo ser estendida para casos
.bidimensionais. A equagdo de conservagdo para escoamentos unidimensionais, com

elevados numeros de Reynolds, na forma n3o conservativa, no plano fisico (x,t),
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é dada por
‘u  + P(x,u)u + R(x,u)u = S(x) + Tu : ' (56)
XX b4 v t :
onde os subscritos representam derivadas parciais. As variaveis independentes
(x,t) no plano fisico sio transformadas para (£€,T) no plano computacional por

uma fungdo mapeamento dada por
T=t; £€=€& (xt) . . v (57)
Para este sistema, o Jjacobiano da transformaqéofj J, o espaqamehto

local e a velocidade da malha sdo dados pelas‘equagéesif§8), (59) e (60),

respectivamente.

J = xE gx (58)
Ax = Xe A€ : (59)
X, =- &6 o (60)

A forma transformadé da equagdo (56) pode ser escrita como

u€§€i+[éxx + ng _ Tgt] Us *Ru =5 +._Tu-r.:. .' o ) ' (61)

Expressando -a equacio (61) em termos das métricas na forma invérsa, temos

- (P + Tx ) x2 ] 1 u. +J%Ru=17° [s + Tu } (62) .
T X v T

ge ~ ["s& £

A equagio (62) é resolvida na malha adaptativa que é obtida usando o

critério que serd discutido a seguir.
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Para escoamentos com elevados numeros de Reynolds, o coeficiente
sublinhado equagdo (62) torna-se grande comparativamente aos termos viscosos.
Nestas circunstancias, torna-se dificil a obtengdo de solugdo para a equagdo
(62), livre dé oscilagdes usando discretizagdo por diferengas centrais para ug.
Neste método proposto, o critério da malha adaptati?a usado consiste em
minimizar os coeficientes dos termos convectivos na equagdo (62), resultando

nas seguintes equacdes para a geragcdo da malha e para o  escoamento,

- respectivamente:
5 A
X (P + Tx) =0 (63)
33 T g
1 2, _ .2 |
l.lgg Rc ;g ug. + JRu = J [S + TUT] ’ : (64)

A equagio (63) é dependente do escoamento através do coeficiente P do
termo convectivo nao linear na equagéo (56). 0 fator Rc é o residuo na equacdo
coordenada em qﬁalquer estégiq do procedimento de solugio.

- A solugio numérica deste épnjunto de equagdes fornecerd a solugdo
desejada' de u(x;t),_,em uma =malha adaptativa apropriada, dependendo do
'escdaﬁenﬁé, gefada pela equacio (63).

h | Ghia et al.. [48] estudaram és éfeitos do aumento da magnitudé do termo:
foﬁtefna ‘equacdo de Pqisson que‘gévérﬁa .és coordenadas. Eles mostraram que
'pafa o casé’limite, has'equaqées unidiménsibnais transformadas, onde o termo
fante‘torqé—sé_da dréém"de 10, a'soluqéo‘numériba da éduagéo da malha apresenta
um ;ohpbrtameﬁto oséilatério, quando as derivadas de priméira ordem xE sdo
discretizadas por diferencgas bcentrais. .Eles sugerem o uso de diferentes

"upwind” para os termos x, na equagdo de geragido de coordenadas transformadas.

3

0 algoritmo numérico resultante possui trés passos basicos:
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a) As derivadas de primeira ordem na equagdo (63), para geragdo ‘da
"malha, sdo aproximadas usando-se diferengas "upwind” para os termos xg e as
técnicas implicitas, como o algoritmo de Thomas [49]), para ‘a‘ obtengao da
solugado.

b) Usando esta malha instanténea, o residuo.Rd é calcﬁlado psgndofse

diferengas centrais para os termos X O residuo R sera nulo somente no caso
. : c .

£
onde a equagdo da: malha for resolvida usando aproximagdes por diferencgas
centrais para os termos xé.

c) A equacdo do escoamento é resolvidavusando a técnica iﬁplicitavcom
aproximagéo por diferengas centrais para todos os termos das derivadas

espaciais. A solugdo das equagdes algébricas em diferencas finitas é obtida,

novamente, pelo. algoritmo de Thomas.

Este procedimehto é repétido de maneira sequencial até que o critério
de éonvergéncia seja alcangado, obtendo-se a malha adaptativa e a séluqéo do
escoamento u(x,t) nesta malha.

Tendo ‘em'-visté que no presente trabalho utilizam-se malhas -
VadaptatiVas? teve—sé csmov:objétivo, no iniéio deste trabalho, explorar as
idéias de Ghié‘et él:,I48j.'Eﬁtr¢ténto, bs_reéultados obtidos éom este esquema

"~resultaram'em'grandes distorqées,entre as linhas da malha.

é.éfs —,Formulagéo'aprésentada por‘Schneider é-Raw [5d1

Um novo ésquemé“cbmputééiqnal para prédiééosdé escoamento de fluido -
utilizando-se variaveis. primitivas é apresentadoApor'Schneider e.Raw [50]. A
formulagéo retém a flexibilidade geométrica do ﬁétodo de elementos finitos e
’deriva as’ equagdes algébrica; discretas governantes pela utilizaqéé dos
balangos ae conservagdo aplicados a volumes de controle discretos,vdistribuidos

através de todo dominio de céalculo.
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0 trabalho apreséntado por Schneider e Raw ({50} utiliza wvariaveis
- co-localizadas, ou seja, todas as variaveis es£éo armazenadas no mesmo ponto.
Um novo método de fechamento, para relaéionar os valbres dasvvariéveis nas
faces ‘com os das Yariéveis nos pontos.dos volumes_de controle, é introduzido
para discretizagédo dasv'éduac6es: diferénciais governantes. = A equagdo de
'conservaqéo,da quantidade'dg movimento . pode sef,escrita para um ponto situado

na face do volume de controle da seguinte forma:

— - uWVu =8 ‘ (65)
. i u :

Se a coordenada ao longo da linha de:corrente, s, for utilizada;'onde,

ds = -4 dx + —— dy - (66)

N N

entdo, a eqﬁaqéo (65) pode ser escrita como

pau S du - : . . o )
i i 8P 2 )
st Pl g 3%, W =8, - (67)

onde

Ivl (u N v2)1/2 : . ) o : (68)

" Para cadé termo da equacdo (67)”‘é, realizada uma aproximaqéo. para»;f*'

Vébtencéo.da'eqﬁacéo'doélbontos'situados.nas.facéshdds volumes de controle. CS‘LQ'

termos fonte e transiente. sdo aproximaﬁos de maneira convencional. Para
aproximaqéd‘dos termos difusivos e gradientes de pressdo sdo utilizadas funq6e§
‘de !interpdlagéo, _éscritas ‘nos pontos situados nas faces dos volumes de
controle.

Para avaliagdo dos termos convectivos é wutilizada a seguinte
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aproximagao:

aui . ulfacel uu' ‘ .
PV 5o = V| = (69)

onde L é o comprimento de escala da convecgdo e u representa o valor “upwind”
. u
de u.
‘Para a direcdo de escoamento indicada na FIGURA 10a, o valor de u ¢é
. u

interpolado entre ué.é u,, podendo ser expresso por
1 1 '
u = E; u, + [1 ] u, _ (70)

onde E1 e E2 sfo as distancias indicadas na referida figura. Para a diregdo de
escoamento indicada na FIGURA 10b, onde o segmento de linha na diregio de
"upwind” intercepta a base do quadrante, ¢é feita uma interpolagdo entre os

valores de u| que pode ser expressa por

eul -,
face2 face4d

m

- - E , , . . v
1 _ 1 o o
uu - E; glfaceZ-+ [1 E;] ulfaqe4 : (71)

_com E1 e E2 invdica'dos‘vvna'_F'Ig;URA 10b.

No cagd‘:repfésentado pelé‘ FIGURA iObffio valor de u, depende dos .
valorés:Qa“Qeloqidéde_ngs faces e‘néé‘nos pdntos_do volume de controle. Em
. todos os casbs aé‘direqao_dp escoamento, a interpolagdo é feita na base do
sub—volume.devcontrqle onde as linhas de correﬁte local, passando através do
ponto situado na 'face do volume de controle, intercepta esta base. A
'intersecqéo é feita utilizando-se os. valores mais préximos, ou seja, valores
nos pontos ou na face. O comprimento de escala da convecgdo é obtido do ponto

situado na face do. volume de controle em questdo até o ponfo apropriado de
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interseccdo com a face do sub-volume de controle.

T —wku/facel -
u/face2 \ 1=
—_ %
)(‘_u/foce3

\
|

a) Possivel diregdo de escoamento

b) Outra possibilidade de direqéé de escoamento

FiGURA iOv—_Esquema tipico para a construcdo do."skew upwind” para

diferentes diregdes de escoamento.
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Substituindo-se as aproximagdes citadas acima, na equéqéo (67),
obtém~se a equagio para a. velocidade na face desejada. Como cada uma das
eqﬁaqées pode referir-se- a mais de um ponto situado na face do volume de
controle, ter-se-a4 um sistema de.équaqéesvacopladas. A equagdo obtida para
avaliacdo  da velocidade na face do  volume de controle_ contém ‘todas as
influéncias fisicas necessarias, ou-Seja,-influénciasAdas velocidades e das
pressdes nos pontos vizinhos. A.formulaqéo proposta por Schneider e Raw [50]
nao apfesenta oscilacdo na solugéo, tendo. sido testada em alguns problemas no

- contexto de elementos finitos. |

A formulacgdo apresentada por Scﬁneider ekRaw [50], apesar de estar
baseada nas leis. de conservagio, ¢ bastante- complexa para implementagao,
utilizando—ée muitaé condicionantes dependendo da diregdo do vetor velocidade,

‘para a avaliagdo de ¢ nas faces do_Volumevde controle.

2.2.7 - Formuléggo apresentada por Schneider [51]

Schneider [51] apresenta uma formulagdoc, em coordenadas cartesianas,
que utiliza osvprincipios de conservagdo para a avaliagéo dg varidvel nas faces
~do voiume de controle,rno‘a%raﬁjo de vafiéQéis,co-localizadas.

A équaqﬁo de éohéérvaéﬁd ge uma Vafiével ¢ pode ser dada por
e 8 b, o
pu g - " — ~B"=0 S _ : (72)
ax2 . v _ , :
onde B¢'év6 termé fﬁnte volu;é£;icﬁiéQuivalente para a‘vafiéVéi'¢;
- A. equacgio t72) podé sef viéta"comé uma equagdo localmente

¢

unidimensional, com o -termo fonte B representando o termo fonte volumétrico
real, ou pode ser vista como uma equagdo real para ¢, sendo que os termos que

ndo aparecem ha equacdo sdo incluidos no termo fonte volumétrico equivalente.

‘No caso da. equagdo da conservagdo de quantidade de movimento, o termo
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fonte B¢'conteré o gradiente de pressdao na diregdo x ou y, como apropriado.
Schneider- [51)  propde a substituigio da equagdo (72).discretizada, ou seja{
equaééo para avaliagdo de ¢ na face do volume vde controle na equagdo da
conservagao da'massa,-gerando-se desta forma, uma equagéo contendo a influéncia
. das veIocidades e pressaeévlocaiizadas nos pontos vizinhos. Esta inclusdo da
componente do g'radiente. de pressdo no termo B¢ é que fornece o necessario
acoplamento entre a velocidade -e pressdo, dispensando o uso de métodos
especiaisrpara o_tratémento do acoblamento. bresséo-velbéidade.. Desta forma,
para a equagédo de cqnsefvaqéo de quaptidade'de movimento na diregdo x, o termo -

fonte B¢ sera dado pela seguinte equaqéo:

| _ , . .
B“.=—§—§+r¢-6——‘25+s“» _ ' (73)
ay - '

que inclui o gradiente de pressdo, a difusdo lateral, isto é, na diregdo y, e o
termo fonte volumétrico real. A convecgdo lateral (diregdo y) foi omitida deste
termo fonfe equivalenﬁe, pois sua 'inclusdo  gera problemas de instabilidade na
7“501u¢50; confofme reiéta:Schneider [51].

0 grahde atrétivoadesfa fofmﬁlagab é o fato de estar’baéeada nas
equaqées>‘3e >éoﬁs¢fvacéo, levando em conté 'a. correta influéncia dos termos
coﬁvéctiVost.difﬁsivos, fbnfe'e de pfésséo, é ménos>de uma das componentes do
'termo“céﬁveétivb;‘na'avalia¢§o de ¢ na face do:volume de controle:

ijférmulaéébi proposta neste trabélho também é obtida das iei§  de
_ conéervaééo,ghgs éonfém'ﬁodos oS térhos da'équaqéo diferencial, incluindo a'u
cohveggéo la£eral, ‘utilizando méfddos especiais para o tratamento do

acoplamento pressdo-velocidade.

2.2.8 - Formulégéo apresentada por Ulson de Souza [30]

Ulson de Souza [30] apresenta uma formulagdo, em coordenadas
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generalizadas, que utiliza o arranjo de variadveis co-localizadas na malha
compﬁtacional, sendo proposta a fungdo de interpolagéo completa, que poésui a
dimensionalidade quevo problema requer e coﬁiém todas as influéncias fisicas
presentes na equagio diferencial a sef resolvida.

A funcgdo de interpdléqéo completa. é obtida da prépria equagdo de_
conservagao, escrita ‘para a Hface ‘do volume de controle, com og termos
transiente, éonvectivo, difusivo, de pressdo e fonte.

A equacgdo de conservagdo da quantidade de movimento, escrita para a

face leste do volume de controle, conforme ilustra a FIGURA 11, € dada por

p 8¢ '. ap| ag| . ol _
_[j'gf] ) + pU 3 ) + pV an e+rP = (74)
8 8¢ a 26 ~
55[‘31 sz] o a—n[C4 55] R
" onde
ab _ b, B (- 99) , 8 (. 09
sT? = 5%+ -—[c2 an] + n(cz ag] : . (75).

Cada termo da equacéo (745 é aproximado como mostrado a seguir:

a) Termo transiente: é .aproximado por diferenga para tras, de maneira

que

e e ’ - | (76)

onde o superscrito (o) denota a variavel tomada da iteragdo anterior.
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FIGURA 11 - Notacido utilizada na funcio de inte_vrpolac;iov completa [30].
b) Termo fonte:  é aproximado .util'izando—se interpolagdo linear entre
os valores de S¢ nos pontos P e E e diferenga central para todas- as
derivadas, obténdo—s"e
CZeN (¢NE - ¢N)

st?| = 4 :
¢ (AneN * AT)eS + 2AT’e) (AgNE * AEN).

(77)

Cles (¢sx~: - ¢s) A ' '46"21::' (¢N§ - ¢sx~:) - o
(A€, + Ag.) (Bnye * B+ 2.M'E)(A_gP +8g)

2P

ac (9, - 4) (7 0g)|, 0|, + (7 89|, s°|,
_ . . |
(Ans + AnN + ?Anp)(AEP + A«";'E)

[y a8) |+ (7 28)] ]
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Os subscritos eN e eS referem-se as faces e dos volumes de controle N e S,

‘respectivamente.
Os termos de gradiente de pressio, difusivo e convectivo séo
aproximados utilizando-se o esquema de diferenga central, para a obtengdo de

todas as derivadas.

c) Termos de gradiente de pressio:

“up | } 2 y§|e ' FI; AS)'NE Py ¥ (fr AE)'N Pye
Ple = G v 720 |
eN e Ty )|+ (7 00| ]
(78)
- Ty 28) | Py + Uy 28)[ PSE} + ’ yn'e (Py -~ Pp)
(7 28)|_ + (7 a6)] ) (A, + AE.)
e,
v _ . '2 XE‘I.e | (W AE)‘NE PN * (G AE)'N PNE
Pl, = a9+ 2600 - i}
BTy T B e [y 88)], + (7 88)] ]
| - , (79)
_ (J; Ag)'sE Pg * ({E'Ag)ls PéE - Z.ane (Pz-f PP)
C1d7 06)] ¢ dFae)| ] - (8g v Be)
d) Termo drif'rusbi.,v'o: -
9_|c o9 ~=j§é -¢PA€E +'¢EAEP B ¢e (A€P'4:A§E) (80)
& |1 BEf| T Te | (A + BE_) BE BE_
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.a_. [C 9_@] l = 2 Ctlne ' (G Ag)INE ¢N * (G Ag)IN ¢NE _ ¢ -
n |74 o (&n_ + O ) An_ [y Ag)lN + (7 Aig)lnsl e
2 c4se -y 28) |, ¢ * Wy 88) | .
RS IR A : (81)
e e eS h ‘ [(I’; A&)Is + (W AE)'SE]
.e) Te-r‘mo convectivo:
| (¢ - ) |
ool _ _ E P . : .
e P E_ : .
e,
a9| _ 2p_ V. (7 88)], ¢, * Ty 00| 0,
onj_  (An_ + Bn__ + 28n ) er; AE)INE + ({y A§)|N]
Iz AEHSE ¢s + ({y AE)|S ¢SE

_ (83)
Y 88) |, + (7 08)] ) o -

'-»Substi'tuindd—seyb as expressdes - dadas pelas equagdes (76) a (83) na
equ'a(;éo. “(74), resulta

e 0.0 .. e e ‘e, e e e ¢ U
- a = a +a +a¢ +a¢.+a¢p +a + 3 +b (84)
e¢e e¢e o P¢P o E¢E' ) S¢S N¢N NE¢NE SE¢SE e

Muito embora a pr‘*voposigéo da fungdo de 'in’gerpolac;ao completa, por
leoh de Souza t30]«’_ sejé baseada nas equa(;Ses .dé conservacgio, garantindo'
localmente em cada‘face do volume de controle a conservagio das grandezas
fisicas em questido, esta fﬁrmulaqéo apresenta coeficientes bastante complgxos

na equacgido discretizada, sendoAde dificil implementacdo.
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2.2.9 - Formulagdo apresentada por Varejao [31]

Varejdo [31] -apresenta uma formulagdo denominada “Flux-Spline”. Neste
esquema, a distribuigdo da_Variével dependente é obtida através de uma forma
simélificgda da'équaqéo diferenéigl governante.

A equacgio de-conservéqéo que contém convecgio e ‘difusio unidimensional

em regime permanente pode ser dada por
onde J representa o fluxo convectivo e difusivo dado por

3 =pup - 1?2 (86)

Para obter a variagdo de ¢ no volume de controle, é necessario admitir

um perfil para J. O esquema exponencial admite que o fluxo total é uniforme

entire &ois .pontos dé malha.‘ Esta hipétesé leva é ﬁm perfil lineér para

" problemas " de. condugdo” puré e  a_ um perfil exponencial para problemas de
" convecgdo-difusdo.

A "fO'esquema ”Flux-Spiine7 eété'baS§§éo_na hjpétese de que, dentro do

  vq1umé”d§ACpﬁtro1ey“o flux0'totai Qariallinearhenteﬁconfdrme ilustra a FIGURA

porftl

J=J + J _ -7J) = ) (87)



FIGURA 12 - Distribuigiio linear para J.
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Suybstituindo-se. a equacio (87) na.equacgio (86), obtém-se uma equagdo. _

diferencial governante cuja solugdo é dada por

P = a + bx ¥ c-egp-(pui—)~

T
| J 9 -3 r®
onde a=— 4 i1 R
: o (pu). (pu) &8x_~ {pu)
-”J-+1 = g
b= o
3 '-_(pu_)i.Axi
oy g o-ayp o
c ¢_ i il i A)_(+ i
i (pu_)_i (pu)i Axi , i (pu)
e,
Ax
P = (pu)i —

exp (—P:)

(88)

(89)

(90).

(91)

(92)
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A equacgido (88) fornece a variagdo de ¢ dentro do volume de controle.
Para dois volumes de controle adjacentes, os perfis de ¢ devem
fornecer um Unico valor ¢ na interface, de maneira que,
+ - S
¢y =9 o o o . - (93)
onde ¢; e ¢: sdo os valores de ¢ nas interfaces .esquerda e direita,

-respectivamente, do volume de controle centrado em i.

Desta forma, o fluxo Ji pode ser escrito como

I, = ¢i~i,—-E1¢t)-+ B, (Jy - J,0+ ¢ S I : : (94)
onde
Di = Hi exp (Pi_l) _ N | ' | | (95)
E =H exp (- P;) o : ’ : (96)
. '(A§i)2‘1‘ I . | v
B, = —g— —3 H,6 (-P)) o - (97)
. i - v
1
ek | -
" C = ——"_'—~HGA(P ) = . = ’ : o (98)
S S AX{—1 _ F¢, i i-1". » -
S
e," ‘
+ . .
Ax. 1 -1 o ) o
L | S (99)
A @) ' "
i- i-1
A(P) = exp (P)-1 (100)
_ exp(P) (P-1) + 1 " (101)

2

G(P)
, P
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Na equagdo (94), a expressdo (Diq)i__1 - Ei¢i) é¢ idéntica a obtida para
0 esquema - exponencial. Os termos Bi e Ci sio contribuigdes adiéionais do
“esquema “Flux-Spline", baseado na variégéo linear do fluxo total. O esquema'
proposto por Varejdo [31] pode ser. estendido para situaééés multidimehsionais.

Este esﬁuema, embora trazehdqvcontfibﬁiqées ao esquema exponencial,
nao le?a em qonta_ a ' influéncia do. termo »fonte e do_ gradiente de
pressédexpiicitaﬁénte na fungdo de interpolagéo.

"0 esquema LOADS (”Locally Anélytic Differencing Scheme”), desenvolvido
‘por Wong e Raithby [33], difere do ésquemab "Fqu—Sbline" no calculo da.
constante S que aparece na equagdo (85), sendo exatamente igual ao ultimo

quando o fluxo massico é constante, conforme relata Nieckele [32].-

2.2.10 - Formulagdo proposta por Nieckele [32]

Nieckele [32] propde uma formulagio denominada de CENTR2, sendo uma
versdo modificada do esquema de diferenga central.

Os ‘esquemas de diferenqa éeptral sio desenvolvidos utilizando-se
expansdo em série de Taylor, onde os termos de segunda ordem sdo desprezados..
Um caminho equ'iva_lent_é péra'desehvolvef éstes';esquemas. é .admitir um pevr.fil

‘linear para as varidveis dependentes entre pontos adjaéentesvna malha. Assim,
¢ =a+bx . - o o (102)

'O'peffil do'fluxo.bbde‘ser'obtidorsubstituinddlse esta éxpresséé na
equacgido (86), resultando em’um ééf}il linear. N |

Como ja 'discutido  anteriorment¢,> 65' esquemas de diferenga central
apresenfam problemas de oscilagdo ou instabilidade na Solucéo quando elevados
numeros de  Peclet estdo envolvidos, sendo que o§ coeficientes da equagéo
discretizada tornam-se negativos duandb Pe > 2.

Para superar este problema, diversos esquemas sdo utilizados, como por
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exemplo o esquema hibrido, mas normalmente a ordem da preciséo ¢ reduzida. Para
manter a ordem de precisdo do esquema de diferenca central, Nieckele [32]
propde uma versio simplifiéada deste esquema, CENTRZ.

A idéia basica é rearranjar os termos da vequaqéo discretizada de
maneira que os coeficientes sejam - sempre positivos, como oé coeficientes do
esquema hibrido.

Os 'termos-.negativos, fardo. parte do térmo fonte. Assim a ‘equagao.

discretizada pode ser escrita como

395 ='éE¢E rad,t aN¢N * as¢s tb (103)
onde
a =a +a +a +a -SAxAy . . (104)
P E W N ‘S P - .
b = Sc AxAy + B | | (105)
'

sendo Sc e Sp (Sp < 0) constantes da linearizagdo do termo fonte, ou seja,
S = Sc + Spg, . ' o : _ (106)

No esquema CENTRZr_bs coeficientes pbdem ser dados por:

‘a_="[10, A 11 + [[-F_, 0115 a = [[0, AJ} + [[F, 011

[
I

110, AT+ [(-F_, 0l]; a

¢ = [0, A1l + [[F, 0 1] (o)

®
I

(10, -A 11(p, - ¢) + [0, -A 1] (g - ¢) +
+ 100, -A_11(p, - ¢) + [0, , AL - 8) " (108)

Por exemplo, para a face oeste, tem-se que
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§ Ff by
Aw = Dw B aw’Pw'; Dvé T TAx !
. W
(109).
Fw
F" = (pu)“Ay i P o= DR
, -
+ . -
Ax (1+5 ) Ax (1 -S ) u
o = -1 uw g uw S - w
W 2 AXi 2 AXi ? | uw Iuwl

onde Aii, A§i e Axi estfo ilustrados na FIGURA 12.

Este método melhora significativamente os resultados obtidos
utilizando-se_c: ésqﬁema de diferenga centfal, n3o apresenténdo.problema de
convergéncia, quando elevados numeros de Peclet estio envolvidos. Entretanto,
problemas de “over be undershoots” ainda est3o presentes, sendo que este
esquema ndo pode ser utilizado en toda faixa devnﬁméros de Peclet.

Convém'Salientaf que, neste esduema, a funcgio de interpolagdo proposta
ndo possui a influéncia do termo fonte e do gradiente de pressdo na avaliagdo
das propriedades nas faéesvdb,yolume de‘controie. |

Neste capituio"foram abreSentadas vvérias formulagdes desenvolvidas
para minimiéar a. difuséo ﬁuﬁéricai

o] esquemaA'SUDS,'-prppbsté 'por'.ﬁaithby (71, consi%ﬁe. em. um esqueﬁa
"upwind” ﬁa direcéd"ao: vetor vélocidaae, 'apfeséntando 'grandes-verros quando
baixp nﬁmer¢  de Reynolds- ogﬁ:Peciet estéo envolvidoé é a' poséibilidade da
ocorréncia de coefidientes negativos debendendo da difééﬁo’do vetor veiocidéde.
0 eéquema SUWDS apresenta melhores resultados que o SUDS, quando o numero de
' Peclet da malha é baixo, pois considera a presenga dos termos difusivos e
‘convectivos'para a avaliaééo de ¢ na face do volume dé controlé.

0 esquema VUDS, proposto por Lillington [27], é uma extensdo do

esquema SUDS, com a incorporagido da contribuicdo do termo fonte, podendo
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apresentar coeficientes negativos dependendo da direqéo do vetor velocidade.

A proposi;éo realizada por Hassan et al. . [14] é de facil
implementagéo, mas néo possui embasamento fisico pois os coeficientes da
equagio forém altera@os arbitrariamente para garantir a bositividade- dos
coeficientes. |

Os esquemas MSUS e MWUS, propostoé por Huget [47], avaliam ¢ na face
do Volume "de controle através da ponderaqéo' dos dois valores limites da
vériével,v‘ou éeja,',quandob-o: nﬁméro de Peclet tende a zero ou infinito,
introduzindo um fator peso. Estes esquemas séo:semelhan£es ao esquema hibrido
mas ndo garantem a conservagdo da variavel na face do volume de controle;

| Ghia et al.-[28].prop6em um esquema para gefaqéo de malhas adaptativas
através da minimizacio dos coeficientes dos termos convectivos nas equagdes de
ﬁfansporte, podendo gerar grahdes distorgées entre as linhas da malha.

:No;coﬁtexto de elementos finitos, Schneider e Raw-[SOj propdem uma
nova .fungdo de interpolag3o baseada nas leis de conservagio, sendo bastante
complexa bara .implementaqéo, utilizando-se muitas condicionantes, para é
" avaliagdo de ¢ nas faces do volume de coﬁtrole, dependendd da direc¢do do vetor
velocidade;

'Schneider [51] apresenta . uma fungio de interpo;a§éo baseada nos
prhuﬁpioslde conservacgao - mas que-néo contém a cohvecqéoélateral pois. sua
‘incluséo'leva a problemas dé instabilidade na soluééo." |

“,A'funqéo de inferpolaqéo completa; proposta~ﬁor,Uison de Souza [30], é
;."Obtida da equagao dé conservagdo escrita para a facé do volume de CoﬁtrOIer.COm
os termos difusivo, convectivo,.transiénte, de pressdo e fonte, apfesenfando
coeficientes bastante complexos na equagdo discretizada, sendo de dificil
implementaqéo.

0 esquema ”Flux—Spline", proposto por Varejio [31}, admite que o fluxo

total dentro do volume de controle varia linearmente. Este esquema, que €& uma
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extensdo do esquema exponencial, ndo leva em conta explicitamente a influéncia
do termo fonte e do gradienté de pressido na fungdo. de interpolacgdo.

Nieckéle [32] brdpﬁe uma versdo modificada do esquema de diferenga
central, _deﬁbminada _CENTRZ, onde os termos da equécéo discretizada s3o
‘rearranjadbs de mddobque'os.coeficientes sejam sempre. positivos, sendo que os
termos negativos fardo pafte do termo fonte. Novamente, esta fungdo de
'interpolaqéo ndo possui a influéncia dos termos de pressio e fonte.

- A seguir sera apresenfada a formulagdo proposta.por este autor, que
procurou levar em consideragio os aspeétos relevantes apontados por outros
autores em suas formulagdes, tentando incorporar os avangos e eliminar os
problemas encontrados pelos mesmos. No contexto do método delvolumes finitos, é
proposta uma ‘formulaqéo, em coordenadas generalizadas, que se conformam ao
dominio de calculo, utilizando malhas adaptativas.'O presente trabalho visa
minimizar o-problema de'difuséo»numérica, pelo alinhamento das linhas da malha
as linhas de corrente e pela utilizagdo de uma fungdo interpolagio baseada

nos principios de conservagio.
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CAPITULO 3

FORMULACAO ‘PROPOSTA
3.1 - EqﬁAgﬁEs GOVERNANTES

As equagdes governanfes do problema de escoamento de fluidos

newtonianos podem ser escritas para um escalar ¢ como

o) + 8 (pug) + PP =5 (rPag) 45?1 O (110)

A equacdo (110) repfesenta a equagao da conservaqéa da massa”quando

_.P¢_= S¢ = Ove ¢ = 1. As componentés da equagdo da conservagao da quantidade

de movimento sdo obtidas fazéndo-se ¢.=u, v, w, éom o apropriado tefmo fonie'
que inclui o gradiente de pressdo. O termo F¢‘representa d broduto;dé.massa
especifica pela difusividade da propriedade transportada emf{éénsideraééo.

No QUADRO 1 sdo apresehtadas' as’ equivaléncias entfé os ’térgos da
equagdo (110) e os termos das equagdes de conservagio cdrrespondentes, escritas
nqu;stéma cartesiano de coordenadas.

| O_interesse maior do presehie.irabalho;concentra—se na investigacdo de
uma metodologia numérica, eficaz no tratamento de problemas‘de difusdo numérica
e néao h;v modelagem de um dado bproblema fisico enm 'particular. Dar-se-a
preferéﬁcia{ bortﬁntd; éd(uso.dé equaqées'éimplificadas, para possibilitar uma’
maiof fécilidade de observagdo dos procedimentos numéricos implementados.
» Salienta-se, entretanto, que os procedimenfos numéricoé propostos,

utilizando equagdes com simplificagdes, podem ser estendidos a casos gerais,

quando for de interesse.
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QUADRO 1 - Equivaléncia entre os termos da equagdo (110) e as equacdes

de conservacdo correspondentes.

. b ¢ " o9
1 | o o o
u u ‘ g; Bx
Considerando-se - o Fescoamento bidimensional de um fluido

incompressivel, as equagdes de conservagdo podem ser expressas por

Equacgdo da conservagdo da massa

(p) 2

ax (pu) + g§ (py) =0 | , ’ . (111)

QJ'QJ
o

tEquaCéo'da éOnseranéo'da quantidade de movimento na diteqéo X

8. R ] fﬂ 8P _ 8 ( 8u] .8 ([ 0du :
3% (pu)»+ = (puu) + 3y (pvu) -+ 3% = 5§'[“ ——} f.gy [p»gy].+ B . (112)

Equaqéo daféonservdqéo da quantidade de movimento.na diregdo y

3 3 PR P _ 8 av) . 8 av)
3T (pv) + = (puv) + 3y {(pvv) + 3y - % (u 5;] + 3y [u 5;] + By (113)

Os' termos transientes das equagbes de conservagdo serdo mantidos,-
mesmo para os casos onde o problema seja em regime permanente, para efeito dos

avangos iterativos da solugdo.
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As equagdes (111) a (113) podem, ainda, ser reescritas na forma

I

Q

a8, ] ) b _ 8 (¢ 8] .8 [0 %) . ¢
S Gz o)+ e o PP = B (%) 5 (P53 wo

3.2 - TRANSFORMAGAO DAS EQUAGOES GOVERNANTES -

Na modelagem':de ‘problemas de "escoamento de _fluidos, a escolha do
" sistema dé coordenadas é um fator importante para o sucesso do ésquema numérico
empregado, podéndo afet;f a preCiSﬁOIdOS resultados obtidos. A>utilizé¢éo dé
sistemas de coordénadas cartesianas  apresenta grandes limitag¢des pois séo
.adequados apenas ~ a geometrias cujas ~fronteiras coincidem com o sistema
coordenado, ou.interpolaqées deverido ser feitas nas fronteiras para aplicagédo
das. condigdes de contorno. A falta de precisdio na aplicagdo das condigdes de
contorno pode levar a solugdes bastante imprecisas perto da fronteira,
exatamente na regiéo onde os parametros de intereses s30 calculados.

Assim, -é& escolhida a utilizagéo do sistema de coordenadas
generalizada; (€,7m) de forma‘que as fronteiras da regifo de solugdo coincidam
com as linhaS.de—é ou‘n éonstéﬁtes, faéilitando a-aplicaqéo das cqnai¢6es de

contorno.

A utilizacgio. de coordenadas generalizadas: (g,ﬁ) permité que
determinadas daractéristicas "importantes do escoamento sejém exploradas na

fungdo de interpolaééo,_em beneficio do aprimoramento da qualidade‘da solucio;

por exemplo, o alinhamento das linhas coordenadas na direcdo do vetor

vélbcigade.
| © Uma descricido geométrica e intefprefagéo fisica de aigumas relaqéés
matematicas, eﬁvol;endo a fransformaqéo de coordenadas, pode ser Visté em.[52]
e no no Apéndice A da refeféncia [53].

A partif da equagdo (114), utilizando-se a regra da cadeia, com

algumas manipulacgdes matemdticas, obtém-se



1 8(pg a8 a °

3 '—é-?ﬂ + 6_€ (pUg) + Fn (pVg) + P¢ =

_ 9 - 9¢ . 8¢ 8 |~ 98¢ ¢ o
T3 [Cl B3 * G 55] * [C4 am Cs B€ ] *S

onde,
C1 = o J F¢
- - ¢
C2 = B JT
o ¢
C4‘—7.JI'
- - - ¢
C5 = C2 g JT
e
pY = opP y aP

& Yn " 3 Ve

};vz.a_lix -—__a_Iix
an "€ 9§ "7
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(115)

(116)
(117)
(118)

(119) -

(120)

(121)

" As seguintes relacgdes, entre as métricas da transformacdo, podem ser

obtidas [53]:

) EX'= JYn .
n¥,= - ?éj_;
= xéJ; ;>'”

‘'sendo’ que os componentes do tensor métrico podem ser dados por

(122)

(123)
(124)

(125)

(126)
(127)

(128)
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0 jacobiano da transformagdo é dado por

J=€n -€n - (129)
y y .

P =1/i=xy -xy ' : , (130)

As velocidades U e V s3o as componentes contravariantes do vetor

velocidade sem normalizagio métrica dadas por

U=uy - vx : - . (131)
7 n -

V = wvx (132)

g~ We
A vazido qﬁe atravessa a lihha de £ constante ao.longo do ¢omprimento
An é dada por UAn, enquantb que a vazdo que atravessa a linha de 7 constante ao
‘longo do comprimento A£ é.dadabpor VAE.
N Pode—sé es&rever, pértanto,_o segﬁinte conjﬁnto de_eQuaqées paré a
modelagem de problemas tbidimeﬁsionais de. 'eécoamento ~ de _fluidos, com
transferéncia de calor7em'c6§rdenédasggeneralizadas: .
‘Equaqéovda coﬁservaééo»da maésa N

au ey _ I S ‘
Fromeo | - . (133).

Equagido da consefvaqéo.da quantidade de movimento na diregio x

18 8 .8 .y ._ _ &P aP
J 3t (pul} + EE'(pUU) + 3 (qu)_f 3 yn + an yE +
3 du | ‘6u a du 8u u
* 3 [C1 % * C, 55] * g [C4 Fr C, EE} +S _ (134)
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Equacdo da conservag¢do da quantidade de movimento na diregéo y

6P - 8P -

Q

8 (ov) + L (puv) + L (o) =

1
J 3t € an 3 *n " am g T

8 av ... av) .8 (. av 8 v
+5§{C13—€+C26_n)+8—n[cza_€+c455]+S' - (13%)

3.3 - DISCRETIZAGAO DAS EQUAGOES GOVERNANTES

A equaééo (115), a qual repfesenta os balanqoé diferenciéié' de
conservagéo da massa, quantidade de movimento nas diregdes x.e y, e da énergia,
dependendo do parametro admitido para ¢, pode ser aproximada de diversas
formas. O método que utiliza a.aproximacéo resﬁltante da integracdo da equagdo
(115); sobre o volume de controle de dimensdes unitarias A€ e An, éo longo do
intervalo de tempo-At, respeita o principio de conservagéo.a nivel de volume de
controle, sendo pottanto o procedimento adotado..

Para a aprokimaqéo dos termos difusivos nas faces do volume de
controlg, uma nova alternativa ¢é& proposta neste‘ trabalho. Nos esquemas.
tradiéionais,.os termés difﬁsiVos ﬁa.diréqéé E‘é n_saovtratédosrdekméﬁeira
diferenté,.sendo que um toma parte dos‘coeficientgs da equ#qéo discretizada e o
6utro{ em alguns esquémas, é%coloéado no termo fohte.'Neste trabalho;'os'termos
difﬁsivos na"difecéé Emé.ﬁ,Seréo tratéééskde Uma;ﬁ;neira homégéneé;rséndovahbosw
»méntidos nés'coeficientes da ééuagédvdiSCfetizada;

':Oé ﬁermos difusivég'da-équaééo (115) podem ser relacionadoévcéa as

derivadas nas diregbes normais as faces pelas expressdes

9

1 3¢ 3¢

= c & o 136
on], mr¢[1a§+cza"] . e
sl . 1 (. 8¢ a6
=¥ =. c ==X ol 137
dn . Iy F¢ [ 2 8€ * C4 an] ¢ )
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Expressdes andlogas as equagdes (136) e (137) podem ser obtidas para
as faces oeste e sul do volume de controle.

Substituindo 65 iermos difusivos da equagdo (115) peias expressdes
correspondentes as derivadas normais e fazendo-se a integragido da equag3o
resulténte,. no volume de controle e' no intervalo de tempo At, obtém-se a

equagdo (138).

' ) i - t+At v
&e nn v n+1 n ‘T)n
Lo |, )] e
gw Vns ' \ . N ‘ns ‘e w
t+At ge . : t+At o
INCECIES RN IR
e /g L o : t n; :
| | t+At. ge : .
+ [g% r? JGJ_ dndt + (g% r? I}] + [gg ré J?] dgdt +
W ¢ Ew n 8
U M e | |
_ s p : .
+ _[3— -_j_} dndgdt , (138)
t Ew TI-S | |

Para a obtencdo da equacéo'(138),,a integragdo no tempo é feita do-
instante t ao t + At, sendd quevpédeﬁécritos e, W, n, S, represeﬁtam as faces

do.  volume de controle leste, \oéste; _nérte ‘e sul, respectivamente, c¢conforme.

ilustra a FIGURA 13.

e o R e
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FIGURA 13 - Representacio do volume de controle no plano transformado.

Para a realizacdo das integragdes restantes, sdo admitidas as

hipétesés tradicionais [53], fornecendo

: i' ‘n+1 - na C “"- g :
o fee ). _ |po- _ *n+6 n+B _ +n*6 n+O _ *n+O@ n+6
- [[AtJ]P : (AtJ]P] Agbm =m T mmi b T g

" +n+@ ,n+0 ‘1 8¢
f ms '¢s * [55

e (] w

n;ef ) g+9 - ;;é n+0
_(r¢ JET] ,+'g§ (r¢ J&;] ] An +

w

A n+0 n;G .
. |8¢ ¢ ¢
+'[6n (rn J;T] * 53

. n+6 ,
o e

s

| 0 " n+6 : -
B E e
P pd o ; '
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onde ﬁn, mg, m_, ﬁw representam SS fluxos de massa através das faces norte,
sul, leste e oeste,‘respectivamente.

Devidb o-fato dos valores das variaveis estarem armazenados nos pontos
centrais do volﬁme' de controle; .é necessario fazer—sé uma estimativa dos
valores destas vatiéveis e de suas derivédas nas faces.dos mesmos. Cabe lembrar
VqUe a equaqéo de balénqé integrada é escrita'eh fuhgéo da variévei'¢ na faée,

de suas derivadas nas diregdes normais e dos fluxos de massa, avaliados nas

faces do volume de controle.

3.3.1 Aproximagao do fluxo convegtivo na interface

A éscolha da estratégia a ser  adotada para a realizagdo das
aproximéQGeQ naé faces do vélume de controle é um fator de grande importancia
para assegurar a estabilidade e a precisdo do esquema numériéo. No presente
_ trabalho sera usada uma fungdo de 'intgrpqlaqéo, com suporte na equagdo
‘ diferencial, levando em cénta os efeitos difusivoé, convectivos e a influéncia
do termo fonte e de pressdo. Esta fungio é simples, de facil implementagdo,
podendo ser obtida escrevendo—ée a equacgdo da conservagdo da quantidade de
_moQimento péra a.face do vo}ﬁme_de cénfrole; coﬁo épresentado é'seguir.

A equagdo (115) escfita para a face leste do volume de controle,

~

considerando-se estado estaciondrio e malhas quasi-ortogonais, B8 = 0, resulta

. 2 - - . .
o _c 8¢ .5 -0o (140)
el le 6&2 7 : . .

onde B® é dado pela equagao

-~ - 2 .
B =p? - _¢c 28, ¥ (141)
~ 4de 3n2 e dn .

Esta equagdo diferencial ordinaria de segunda ordem, unidimensional,
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contém as informagdes dos termos difusivo e convectivo na diregdo m, presséo e

- ~ . ° ‘. . e
a influéncia do termo fonte no coeficiente B .

" "Fazendo-se as seguintes adimensionalizagdes:

e - £ - &
&~ &,
N pU AL
Pee =- €
C
le
g'e _ -B°ag’
, C
le

a equacgdo (140) reduz-se a

Speede & g

dg’  d€

cuja solugdo é

*e

*
pe® ¢

B

¢ =.F1 thZ exp [Pée gf]-+

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

0 parémefro P;e;épo'nﬁméro de Peclet, definido“pé1a equacio (143), avaliado na

féce.leste do volume de- controle. Determinando-se o valor- das constantes F1 e .

2

obtém-se

F, pela“substitﬁiqéo das seguintes condiqﬁes,de'contorno:

. (147) .-

(148)
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6=¢ + o, +
P *e E e
A Pe”
. (pe®e")
BE|1-e"° o ,
+= . N S | (189

Fazendo-se a hipbotese de malhas regulares, a superficie do volume de

. » ' -
controle corresponde a Eé'= 1/2, resultando na seguinte equacgdo para ¢ :

*e *e *e
ePev _ e(Pe /2) , e(Pe /2) _ 1

¢e = ¢P P;e * ¢E P;e *

e 1 e -1

, (Pe®/2) - . . -
+ g |1 P (150)
e 2 *e
l Pe” 1J Pe

A equacdo (150) pode ser reescrita na forma
6 =g +ase +b?BC | , (151)
e PP E'E. e . .

-onde -

- (1 ‘o ] R (152)

a® = ‘1;(l_a] (153)
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%
' (Pe®/2) @ :
- _1_ 1-e - % - : (154)
pe® pe® . : Pe® .
ie* .
Pe/2 . :
1 _ e -1 (155)
2 P;e .
e 1
=1 - a° - (156)
E . .
= [l—ae] L ‘ (157)
2 E *e
_Pe

- Fazendo-se a aproximagio do termo fonte, utilizando diferencas

centrais, obtém-se a seguinte equacgio:

*e

;.2¢P - 2¢E) ? ZE*_v(¢N M ¢Nt - ?s _'¢s

N I c
e + 1 P E + 4e
C - -C . 2 . : 2C
le o le

-p?

le

(¢N + ¢NE +. ¢S * ¢SE -

pV
° ) (158)

E

le

-A'ﬁfUngﬁdz dg interpdla¢éo aqui proposta, denominada WUDS-E, & uma

_exténsid da

formulagéo WUDS, "recaindo nesta -ultima quando B € for.nulo. o

esquema WUDS-E, através da andlise da equagdo (151), considera, . além das

componentes
coordenadas,
difusivos e

desta forma,

dos termos difusivos e convectivos na direcdo de uma das
a influéncia do termo de pressio, fonte e componentes dos termos
convectivos na diregdo da outra linha coordenada, minimizando,

os erros de difusio numérica.
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3.3.1.1 - Estudo de casos limites
Considerando-se o problema. de escoamento bidimensional com TP =0 e

S¢ = 0, com « = y, constantes no dominio e 8 = 0 (malha ortogonal), a equagio

(151) se torna

- ) 1 - e *e o .

¢e - [2 * oCe] ¢P * (i ae] ¢E * *e B _(159)

v Pe

~onde v
o B*e ] 'Pve ( . _
~4C Pt P T % ¢SE) *
le
1 ‘a4 : - -
+ > (¢Nxf ¢NE + ¢S + ¢SE 2¢P 2¢E) | : (160)
Definindo-se
¢+ ¢

- P E :
_¢x = _ (161)
3 = N NE .'SE - 'S o . S : : (162)

y ) 4 . _

T v - - _ - S
R =& NE = 5B e oL : (163) " -
y . 4 o o .
pUBE -
Pe® = pe® = % (164) .

x C .

. le

e PVBE L
Pe = (165)

y C

le
pode-se escrevér que

%o *a _ _ ’ o
B =-P'R +2 (3 -3) o (166)



74

v s s * *e
Para o caso limite Pe® — 0 e Pe. — 0, tem-se que
b y

« =0  n : | : | (167)
a_ = i/g = a’ (168)
bf = 1/8 , | vv‘ | | o (169)
BT=2 @ o S I '- - am

3= .1
¢_Z¢+Z¢ | _ | (171)

'O valor da variavel ¢; na face leste do volume:de controle; é obtid§
através de - uma média.pqnderada considerando 75% da interpolagao linear na
direcdo x ($¥) e -25% da‘influéncig dos pontos vizinhos na direcio y (ay). Q
esquema WUDS neste caso se_réddz‘a Ex, néo,leVando‘gm-conta a influéncia dos
termos vizinhos na. direcao &, "desconsiderando a> difuséo na‘ Qireqéo normal.
Cénvém éalieqtar qué;bpa;a"casqé”de“difus§o p§rg, os térmOsrconveétiyps sdo
nulos. Logo, a-e$colha_dé;fgn§éo dé interpoléqéo ﬁﬁo’infiﬁenéia os résultados; '

Para o caso‘de;difﬁSéq pﬁra uhidimehsional; a funqéd dé interpolaqé§ :
WUDS;E se.féduz'a'interpolaqéo linear na direcéo x ($x).»

_Considérando'o caso limite unidimensional P;e —> o, tem—éevque
. . x
« =1/2 - : : (172)

a® =1 , ' (173)
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a®=0=1b? a | (174)

¢ =9 (175)

que representa 6_mesmo compprtamento do esqﬁema “upwind”. Para estg caso, O
esqueha WUDS iambémvse reduz ao esquema "ubwjnd”. |

Conside?#ndq o caso limite Bidimensionalﬂ_Pg: — o' e Pé: — « , a
equacio (159)»se reduz a

+ + . : :

¢ =¢, + ?5—8—,EE - i——s—f— - (176)

Nota-se, na equagdo (176), a presenca de um térmo negativo, que pode
ser respéhsével pela ocorréncia de discretos "over"” e "undershoots”, na solugdo
de alguns problemas. |

| Conformevée_pbde'verificar,.através da anélise da equagdo (159), a

fuh?éo‘ de vinperpoléééa WUbS—E llevé em conta a. influéncia da convecgdo na
;_Qiréééq nérhal_ iatréQéé do termo B*é), a qual é desprezadad na majoria dgs
formula¢6es.~Esﬁéra—§é;'desta forma, minimizar os grros‘de difuséo numérica.

Uma‘eqanQO'anélogé-pode ser obtida para a face oeste
¢ = a'e + a'¢ + S4: : - (177)
w WHW -~ PP w . ) ’

onde
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pe” - (Pe"/2)
ar = . : (178)
*N -
ePe -1
. (P*"/Z) . . . i »
at =& ' (179)
P *yw : . .
Pe
e 1
* . .
(Pe /2)
p? = L | 1-e 7,1 - (180)
w *yw *u 2
-Pe Pe
e -1
B 8 N S¢lw * S¢.|P . Ciu ( | +
= - = + -
C f C 2 - 2C ¢Nw ¢N * ¢sw ¢s
iw 1w iw
_ PV, ' | '
- 2¢w - 2¢P) - 4C1 (¢NH * ¢N - ¢sw - ¢s) (181)
. W ) .

A equagdo para a interpolacdo nas faces norte e -sul é  obtida
explicitando~-se os termos em 7 da equagdo de conservagdo escrita para um
escalar geral, em coordenadas generalizadas, mantendo-se os demais termos do

termo fonte. A equagdo diferencial resultante, ‘na forma adimensional, relativa

a face norte, ‘¢ dada por

2 ' ' : v : .
89 .pgn 2 Lphio S | (182)

2 . * .
an dn

onde

no=(n-mn)/n -m) (183)
o o1 (6 o 80, 2
B =C——{P-S—C'—E+pU6—-] (184)
: an in 35 . n € J1,
v . .
pet = £ nAn | (185)
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Resolvendo-se a equagdo diferencial e substituindo as condigdes de

contorno

. . . . R -
n =0 ; ¢'=¢P ' : ' (186)
m =1 ¢=9 | | | (187)
resulta
Pe (Pénn*) (Pénn*)
. e e 1
¢ =9, - + @, — +
Pe Pe
e -1 e 1
inﬂ
*n (Pen)
+B 11 e + . (188)
pe” pe” . '
e 1

Fazendo~se a hipdétese de malhas regulares, a localizagdo da face norte do
volume de controle encontra-se em n* = 1/2, obtendo-se a seguinte equacido de
n .

interpolagio para a face norte:

C 2% e a4+ p? ET ) R
¢n -:aN¢N * ap¢p +_bn B , e (189)
onde
' -'e(Pé“/z) | | BT o
Pe” : _— ,
L e - 1
~ *n
: JFe e(Pe /2)
3, = . (191)
pe” : ' _
€
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»*
(Pe"/2) :
pt = 1 Jl-e + L (192)
n *n *n 2
Pe Pe -

S R

*n _ in _ _. _
B =-¢ 2T *2¢ [¢NE * et Pun 2¢P 2¢N:|
4n - 4n 4n ‘ }
p YU ' , _
T 4C4n [¢NE * ¢E - ¢Nw - ¢w] : : (193)

Uma equacgido andloga pode. ser obtida para a face sul

_ _s s ¢ *s
?S = a9, rad bl B ' (194)
onde
J(Pe2)
a) = . : (195)
= .
ePe» 1
*g s .
Pe™ e(Pe /2) » v
N - | . (196)
pos o v
e 1
o (PeS/2) - ’
. : o
-t Ji-e ML : | 197
s *g ¥ 2 :
: Pe: Pe .o .
- e _1
B*s Pqf)ls | S¢'P * quIS 1s ‘ | 2
- C 2 C 2 C [¢E by v Ot b, T 20, T ¢s]
4s as 4s
p U '
- ic, [¢E t e T b ¢sw]~ : (198)
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3.3.2 - Aproximagdo do fluxo difusivo na interface

A aproximacdo das derivadas na diregdo normal as faces dos volumes de
cont}ole"é realizada com um esquema numéfico onde quatro pbntos s3o escolhidos
entre os seis vizinhos a face em~questéo, em funcdo do angulo formado entre as
“linhas da. malha. Esta estrétégia visa avaliar adequadamente os termos
difusivos da equagdo de conservagéo, através de uma'iﬁterpolaqéo 1iﬁear éntré
os pohtosfvizinhos, ao longo da diregio normal a faée do volume de controle. A
FIGURA 14 ilustra o esquema de aproximacio para a derivada na diregdo normal a

) . : : B L, . ' L]
face norte;, no caso onde o angulo entre as linhas da malha, 6, é maior que 90 .

A equacgao para a apfoximaqéo‘dg g% n é dada por .
%ﬁi - ?I”A';_% | : (199)
n
onde

¢2 = ifg—;—;fg' (201)
Ya =6y -b B - ; - (202)
: . aZAn sén;§~?1 :. l_ ’ :v : ‘ . : , ," , o : (205)
AL = An cosa fa o - (204)

Substituindo as equagdes (200), (201), (204) em (199), considerando-se

AE = An = 1, obtém-se,



80

14 - 2t Py T 2% T P9 | (205)

on n. cos Q (a + b) Jx

Os énguios 6 e Q podem ser obtidos através das seguintes relagdes:

cos@ = B o : ' . (206)
Iy {a '

-cosQl = _r - . : (207)
Ja 4y J 3

B  FIGURA 14 - Eéquema'délaproximéqéo de g% n{'para e > 90°.
| e SR o 3¢
A FIGURA 15 ilustra o esquema numérico para a determinagdo de nl no

n
. “a . . o N
caso onde o angulo entre as linhas da malha seja menor que 90 . Para este caso,

os pontos envolvidos na aproximacgio de g% na face norte sio NW, N, P e E.
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FIGURA 15 - Esquema de aproximagdo de g% , para 6 < 90°.
. n

Analogamente ao esquema para a aprox1maqao das derivadas na diregédo
normal a face norte, obtem—se a aprox1maqao das derlvadas na dlreqao normal as
faces sul,-leste e oeste.

, P

Convem sallentar que o esquema proposto para o calculo de 3n Das faces
do volume de controle para o caso de malhas ortogonals recal nas formulagdes
tradicibnais como por exemplo .0 ‘esquema WUDS com B =

. 3¢ ' B

A proposta de calculo de 7n nas faces do volume de controle retem
total consisténcia com os parametros geométricos, considerando-se a diregdo
normal as faces na malha computacional, leva em conta o &angulo entre as linhas
coordenadas, calculando adequadamente (—9) quando malhas nio ortogonais estdo

_envolvidas.

Uma outra alternativa, nio adotada neste trabalho, para a avaliagdo de
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, utilizando-se a funcio .de interpolacdo do esquema WUDS-E, poderia ser

e

obtida através de B

3

*. .
=172

d¢

8n

_ 1 (o 8, )| .1 (. 2 |
T [C’a_g"+_czgﬁ]le_mr¢ [Clﬁ_”e | (208)

' *
Derivando-se a equagdo (149) com relagdo a € e substituindo-se

(face leste do vo1ume de controle), obtém-se

—Pe® pet/2 - (Pe® Pec,2
% = ¢ € + ¢ € +
oe” P pe° E pe®
€ e -1 -1
*o ke *e '
+B _J-Pe Pe /2 (209)
*e *e
Pe Pe ‘ i
' e -1
Do esquema WUDS, tem-se que
"P;efeP;e/Z | - - S |
B = —p— ' ' - ' - (210)
. e .
Pe
e -1

Assim a equagdo (209) ‘pode ser escritabcomo'v

“xe

B .

*e
e

8¢ _ B _ . .
gg: . f Be(?E ¢P) *

{a - B;T} @

~Para o caso em que P;e — 0, B =1, a equagdo (211) se reduz a
. e

3¢ le '



83

Para o caso em que Pée — w, B =0, a equagido (211) se reduz a
. e

8¢

8¢

=0 ' . ) ' (213)

‘e

- O esquema WUDS-E, se cbmpérado ao WUDS, . seria equivalente a usar Be=1,

a ’ ' "
para calcular o termo 5% sem desprezar nenhuma de suas componentes, ndo sendo
[
fos : s . d¢ .
portanto necessaria a avaliagdo de n separadamente, utilizando-se algum

e

procedimento,espécial, ja que a fungdo de_ihterpolaqéo nao dependé de m. Desta
forma, o fluxo difusivo & sempre mantido, independente do Pe envolvido.

.Substituindo-se as expressdes obtidas para a aproximagdo da variavel ¢
nas faces do..yolumev de controle e de suas derivadas na equagdo (139),
fazendo-se 6 = 1, para formulagio implicita, obtém-se

0.0 ‘
a . = a + a + a + a + a + a ) + a +
P¢P P¢P e¢E w¢w n¢N - s¢S ne¢NE nw¢NW

va ¢_+a ¢ + p? - L[P¢] : ) . (214)
- se SE sW SW: P P S ) )
onde
o, I ' | |
-0 P o
&% T8ty S N o (215)
. P
L A S s T
M e : n n n . - 8 s s
a =-m a - . - ‘ +
€ € (a" +b") $&n cos Q@ (a° +b®). {a cos Q
. . : s
F¢ Ja af
+ £ ° _ - . (216)

(a° + b°) {7 cos @
e



ne’

nw

s¢

sSw
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sy b PG b
M w n n n s s s
= m aw - - s s *
" (a" + b") {a cos Q (a~ + b)) »f&s cos Q
.n
I"¢ Joo a"
+ hel W — (217)
(a¥ + b" I;w cos 0
s r?fa e s e v
M n e e e W w w
=-m aN - e’ e - w w *
n (a° +b°) {y cos Q (a +b)~r§wcosQ
€
I'¢ AP a”
+ - 20 — (218)
(a” + b") f&n cos Q
s ia v° s r® e b
. s . e e e w w . w
=n aS - e - w W *
s (a +b°)~rar_ecos‘Q (a +b)ﬁ’"cosQ
l"¢ ﬁ a® v
+ = ° : (219)
(a® + b%) »I'Es cos Q
sz b s r® iz b°
- n n n . e e e . (220)
(a" +b") da cos @ (a° +b°%) {7 cos Q
. n .
s* iy o s r® Ix b ,
= & 2 A . . L. (221)
(a” +,br.‘).ﬁn_ cos @ (a" +b") 47. cos Q
s 1?7 b s r® fa be -
= e R (222)
(a® + b?) J_&S cos § (a® + b%) ¥y cos Q
s 1?7 b° s ¥ iz b :
= s S s W W w (223)
“(a® +b%) J_&s cos @ (a" +b") ﬁw cos Q :
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b2 =m B™® - m B b? -n Bbp? +m BT %4 L[S¢] (224)
P w w n n e e s s P
o : . , -
a, = a + ¥ a, (225)
i=nb
(1 - _COS@ - _ '
5 = S ‘ . (226)
| )
: ,il + cosf ‘
st = - - (227)
-\ S J ‘ '

As funcdes dadas pelas equaqﬁés (226) e (227) foram propostas, de modo
‘a gafantir que a equagdo (214) seja valida para ambos os casos, 0 > 90°.e
e <'90°, sendo que, quando uma dada condigdo se verifica, os termos associados
a outra sdo automaticamente eliﬁinados. Os subscritos e, w, n e s, da equagdo
(214), referem-se as faces leste, oeste, norte e sﬁl do»volume de controle,
respectivamente.

Com o oﬁjetivo de adimensionalizar o tempo, presente na equagdo (215),
com o Atmm(_da_formulaq§o éxp1icita, utiliza—sg‘a fbrmulaqéo-ﬁ, descritavem
detalhes nas referéncias>[53,54]. fazéndo-Se e =0, navéquaqéo (214), obtém-se
a formulaqﬁo,expliciﬁg é; para gafantirV a positividadé dos coeficientes, é&

-necessario que,

. ;pp Ag on-
At = __;__;_74= At v L X (228)
’ a_ J- somax . T '
P P *
-onde
. . . . , . ;
i=nb ! )

e At é o valor maximo do avango de tempo, em uma formulacio explicita.
max
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E comum a introdugdo do fator E, definido por

X

E = At / At o | T (230)
ma ) ..

onde At & o avango de tempo empregado na formulagdo em uso.

Na formulagio explicifa, o valor de E deve ser menor ou igual &
upidade e, na implicita, ?ode ser maior que a. unidade.

Utilizando-se as'ééuagﬁes (228), (229) é'(230), pode-se escrever a

equagio (214), .na forma,

a
_ % 0
3% = ey % * ae¢£ vag o rad rad A bt At
. L g [pf ' _ .
* ase¢>Sl-: + asw¢SW * bP L[pP (231)
onde
a =a’+a ' (232)
P p. °p .
. *
o_ % 2, e . ' S
8= iy = | (233)

No préximogcapitulo, séré apreseﬁtado o método de'soiuqéo, abordando a
_obten@éoidds»gqué§6es dé‘#qpsé;vaqéo em téfﬁog'de.U e'V,aé ﬁbfenééo da equaqéér
péré a ﬁresséo} o] prééedimento»de solugdo, é_métodoldé géraqép de malhas, assim .
;omb sgféé_diécuéidas as condigdes de contorhove:destacadoﬁ‘aiguns'deﬁaiheé

numéricos considerados relevantes.
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CAPITULO 4

METODO DE SOLUCAO E DETALHES NUMERICOS

Neste‘ capitulo, serdo apresentadas as equaqﬁes da conservacio da
quantidade de movimento, nas diregdes x e y, em termos das componentes
contravé}iantes, U e V; dovvetor velocidéde, dbravante denominadas apenas de
componentes contravariantes, a obteng¢do da equagéo para a pressdo, bem como,
serdo discutidas as condigoes delcontorno e o método'bara éeraqéovde malha
coincidente com a fungdo de corrente. Ainda neéfe capitulo sera apresentado o

procedimenio de solugio.
4.1 - DISPOSICZO DAS VARIAVEIS NA MALHA COMPUTACIONAL

Diferéntes estratégias de localizagdo das variéVeis u, v, T, P, p na
maihé .coﬁputaéional pod;h éer adotadas.v Uma déécfi¢56 jdetalhada sobfe as
élternativas para.a loéalizacéo aas variaveis Aependéntes na malha é realizada
po% Shih, Tan e Hwangi[ssl; Maliska et al. [56] e mais recentemente por Silva
[10]. : I : o , : v

,v Neste >£rabaihoJ épéﬁés as vcaracteriéticas p%incipais do métqdo
empregado serdo apresentédas‘ Defalhes podem éer vistos eﬁ [56].

'Cdﬁ o objetivolde-éxemplificar o afranj&yde Qafiéveis.desenééhfradés,
com malha cartesiana, trés volﬁmes de controle distintos sdo empregados para a
integracgdo das eqﬁaqées de conservacgdo, sendo um volume de controle para a
componente do vetor velocidade u, outro para a compoﬁente v e um terceiro para
as variaveis p, P e T, conforme ilustra a FIGURA 16. Neste arranjo, a presséo_

encontra-se armazenada. nas faces dos volumes de controle das componentes do
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vetor velocidade, o que garante a influéncia do correto gradiente de pressdo na

discretizacido da equacio de conservagio da quantidade de movimento.

(-] r-._‘., e .--.-..l [ ]
1 (
|| |
il
duve =
////j G 44VA|
I/ // V. 2
ALY
///// DALY, p.d
A % ¢ p L4

4
vy vy PRE—

[+
| \\{\“
A\
\S\‘ N
\§§\ L
UL

Il - voLume oE conTroLE PARA v

I

- VOLUME DE CONTROLE PARA u

/////,v - VOLUME DE CONTROLE PARA P,T P

FIGURA 16 - Volumes de controle para u, v, T, P é'p, no arranjo de

variaveis desencontradas.

Pbr- pulfomfladé, as éoﬁpoﬁenteé do ivétor .;elocidéde. encontram—sé
localizadas nas‘féces'do volume de contfdle"para a densidade, elimihando~se a
necessidade de‘realiéaqéo de médias nas velbbidadeé quando da discretizagio da
equagdo da conservagio da massa. \ | |

Nas discretizacdes em coordenadas curvilineas generalizadas, a questéo
do armazenamento das variaveis na malha computacional é ainda mais relevante,
uma vez que o fluxo méssico em cadaAﬁma das faces db volume de controle é

fungdo das componentes contravariantes da velocidade, componente U para as

faces w e e e componente V, para as faces s e n. Estas componentes s&o,
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entretanto, fungdes das duas componentes carteéianas, u e v. Este fato traz a
necessidade do armazenamento ou Aa estimativa de u e v em cada uma das faces do
volume de controle, péra.possibilitar o calculo das componentes contravariantes
da velocidade, para posterior.célculo.do fluxo de massa. E bom relembrar que as
componentes cartesianas, u e v, sdo as variaveis dependentes_no'problema;

Nd présente trabalhé -é vutiliééda a. dispésiqéo das variaveis
desencontradas proposta pOrAMaliska [53], como mostrado na FIGURA 17, onde u e

v estdo localizadas na mesma posigdo.

FIGURA 17 - Esquema da localizaqéo’das variéveié na malha.

.. Convém salientar que a fungdo de interpolagdo WUDS-E pode ser
impiehentada'tanto no arranjo de variaveis co—locélizadas quanto no érranjo de

variéveis desencontradas.
4.2 - EQUACKO DA CONSERVAQKO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO EM TERMOS DE U ~ V

No capitulo anterior, as equag¢des aproximadas no plano transformado,
que expressam a conservacido da quantidade de movimento, foram obtidas em termos

das variaveis dependentes u e v.
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Visando eliminar as dificuldades de convergéncia deste conjunto de

equacdes, devido a disposicdo das variaveis na malha adotada neste trabalho

.[53], sera utilizada a formulagdo (U-V) proposta por Maliska [53].

A partir da equagdo (231), escrita para u e v, e das equagdes (131) e

(132), fazendo-se uso das definicdes dadas pelas equacdes (126), (127) e (128),

obtém-se a equagdo da conservac¢io- da quantidade de movimento, nas diregdes x e

y, em termos das variaveis (U-V), ou seja,

=]
o

*]
‘v C

[+¥]

? |
v acluw
o

.. | e
[ NE (y )P -‘VNE(xn)P] T
. ap

U

asw

[ SE (y )P - Ysz(x )P] * ;U_
P

(234)

(235)

(236)
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v . v
- a a
Vo =% [VE (Xg)p N us(yg)P] M [Vw (xg)P - uw(yg)p] *
%p : ' 3p
v v
a_ - a_. E
+ ;V [vN (xg)P_— uN(yE)P] + ;;_[vs (xg)P - us(yE)P] +
P ' P ‘

v . ) v

a a L .
ne ! N ‘nw
M [VNE (XE)P UNE(YE)P] * ;V— [va‘(xE)P unw(yg)P} *
ap ’ ) . . . P . ,
Y ' v ‘ '-B:
se SW
M [VSE (XE)P USE(YE)P] MRS [vsw (XE)P_ usw(yE)P] Ty (237)
a a a
P _ P P
u v,
Os termos fonte BP e Bp_sao expressos por
u 0 v o] .
u w2 Y v 2 Vp ;
R o +_(_1’TI‘~:T]' O - (8
v 0 . v 0
v _[v "% Y " w . %p Yp ' ' RO
B = o)+ ) e - 5 - B v (239)
onde as seguintes relacgdes se verificam.'7
é: = a: =_a: calculados no volume de controle de u
-‘a:-= a; =>a: caléuladOS no volume de controle de v~ S (240)

Considerando-se que o método a ser utilizado neste trabalho, para o
tratamento do acoplamento pressio-velocidade, €& o método PRIME.- "Pressure
Implicit Momentum Explicit" [53], que resolve a equagdo de conservagdo de

quantidade. de movimento de maneira explicita, a formulaqéo (U-V) assim
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apresentada se torna adequada.
4.3 - OBTENQKO DA EQUAgKb PARA A PRESSAO

A equagdo da conservagio da massa para o volume de controle, ilustrado

na FIGURA 13, é dada por
pU -pU +pV -pV =0 N (241)
e e wow n n s s : )

Pode-se escrever as seguintes expressbes, analogas as equagdes (234) e
(235), para as componentes contravariantes nas faces do volume de controle para
conservagdao da massa, admitindo-se aproximacdo de .segunda ordem para o

gradiente de pressao:

u =0 [[ “a,] (P, - P) [ £ ] (P +P_-P pSE)] (242)
: a’ e 42’ . , ,
P .
-0 e - _{ B P _p ‘
0, =0, - (&) e -0 - (] e r - n 0] IERNCIEY
a 1 43 W
v=\7—[['?—']‘(1>7-1>)—[—'3—] (P +P -FP —P)] (244)
_n n . v ) N P . 4aV n ,N,E E NW W i
I, _ .?r ' _ (.8 o ‘ _ _
V.=V [[—7 ] (P, - P) [ L ] (P, + P - P, Psw)] (245)
: aP s . 43 s -

A equacgdo da pressdo é obtida pela substituigdo das equa¢6es (242) a
(245) na equacgdo da conéervagéo da massa (241) que, apds algumas manipulagdes

algébricas, torna-se



onde

P = aPP + apP + aPP + aPP + a
P e E w W n N s S
+ " P P P + b
nw NW se SE sw SW
=.[ @ } _ [ B ] + [ B ]
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(251)

(252)

'.(253)

" (254)

(255)

(256)
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A equagdo da pressio assim.obtida depende de nove pontos da malha
computacional, P, N, W, E,S, NE, NW, SW, SE, para malhas nio ortogonais,
recéihdb em um esquema de éinco pontos péra o caso de malhas ortogonais, onde a
componente do tensor ‘métfico, B, é nula. Para a solucdo deste sistema de
equaqées' lineares é& utilizado o método MSI, proposto por Schneider e

Zedan [57].
4.4 ~ CONDICOES DE CONTORNO

Para a obtencdo da solugido das equagdes de conservagio discretizadas
apresentadas‘no CAPITULO 3 deste trabalho, é necessaria a implementacdo das

condigdes de contorno na forma discretizada.

4.4.1 -_Condigaes dé Contorno para.a‘Velocidade

As condiqées de contofno.séo.dependentes da’ posigdo das variaveis na
malha, podendo estar situadas ou nio sobre as ffonteiras do déminio de calculo.
Com o objetivo de se estabelecer uma unica equacdo para representar todos os
pontos do domini; de calculo, incluindo os volﬁmes dé fronteira, sera adotada a
técﬁica dqs volumes ficticios. |

Na FIGURA 18 é ahreseﬁtada a disposicgdo dos volumes de controlé dos
bbﬁfo; ficticios no‘blano transforﬁadé, péra.a froﬁfeifa oeste.

Para a qiscusééo 'da' aplicacédo das condiééésl de ‘contorno, sera
exemplificédo o proéediﬁenfé‘adofado para a face Q do QOiumé de.controlé P,
ilustrado na FIGURA 18. | | | |

No caso éndé és componentes da vélocidade cartesianas séo prescritas,

a equacgdo para o volume de cdntrole W é dada por

u =2u - u ' (257)
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FRONTEIRA
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FIGURA 18 - Pontos ficticios para avaliacgido da velocidade no contorno.

Quando é prescrita a derivada nula da velocidade, a equagdo para o

volume de controle W resulta em
u =u ~ N : (258)

474f2r7*ﬁé£ermina956 dbs Gbédiéntes dgiPrgss§o no c;nforno;
| “Pér; a soiuééo da.eqUAQéo deTCOnéefvaqéo aé duantidadé dé moviméﬁtb,
faz-se necessaria a'évaliaqéé'do gradiente de b;esséovnosxvolume§>de coﬁtrole
situados na frénteiravdo dominio de calculo.

0 procedimento adotado para a aproximag@o da pressdo na fronteira sera
ilustr;do para o volume de controle da velocidade v, conforhé mosfra a FIGURA
19.

Para a avaliéqéo de [gg}, serd proposto um perfil parabdlico para a



pressido, dado pela equag

éo (259).

P(E) = a + alg + a2§2 -
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(259)

Aplicando-se a equagdo (259) aos pontos 1, 2 e 3, ilustrados na FIGURA

19, obtém-se um sistema de equagdes que resolvido fornece as seguintes

expressdes para os coeficientes:

3 5 15
a,=gP 1 Pz * g Pa
a =-pP + 3P -2P
1 T2
Pl » P3
%" z Ptz
/
A T
/]
: N . . NE
Ar— B =
A Vnr | R -
f/l s | -2 1
T } - ~
U Uw /] | Ue_'
R il =t === at
A R R
. t . N - :'
s ]
1 - e
¥ 'ﬂs' ai'FSE
—~—L ] -

FIGURA 19 - Avaliacdo do gradiente de pressdo no contorno.

(260)

(261)

(262)
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A partir da derivacdo da equagdo (259), as seguintes equagdes podem

ser obtidés:

8P) , .

(—a-z]r = a]_ | (263)

Py _ ‘2 '3 1 (8P

[&]3 =22 [ﬁ]f, | | (264)
P

aprP _ 2 : _ 1 i _ .

[-3?]»3 =-3Jp +2P -5 , | - (265)

Os gradientes de pressdo para as outras faces sdo obtidos atraves de

um procédimento analogo, sendo apresentado por Perez [52].

. 4.4.3 - Condi;ﬁo de Contorno para a Pressao

Considerando o volume de controle centrado em P, ilustrado na FIGURA
19,.ser§o discutidos os casos de veloéidade prescrita e derivada da velocidade
nula, para a fécé oeste.

A forma de obtencdo da equagdo da preéséo, para os volumes - de
fronteira [53], dispensa o uso de cdndiqéo de cbntorno para a pressio, uma vez
que a eqdaqéo da presééo é obtida bela substituicdo da equagdo da. conservagao
da'quantidade'do"moQimehto né ééuéééq“da consérvaqéo‘dé massa, COmo &escrito na =
segio 4L3.‘As'preés§es nas fronteiras sio nécesséfias'épenas para o calculo dos
zgradientes de pressio que épérécem nas eqﬁagées'db mévimento.-Esta necessidéde’
aparece quahdo'sisfémas de cobrdenadas nao ortégdnais ééo empregadds, ou quando
o arranjo de variéveis,é co-localizado, neste ﬁltimo'caéo, independente do
" sistema de coordenadas. Péra o. arranjo desenconfrado, com sistemas de
coordenadés ortogonais, as pressdes nas fronteiras nunca sdo requeridas.

Para o caso de velocidade prescrita; serd substituido na equagdo da

conservagdo da massa o valor desta velocidade na face w, que ndo precisara ser
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avaliada pela respectiva equagio da conservagdo da quantidade de movimento.
Para o caso da derivada da velocidade prescrita, o valor da velocidade na face
w é tomado‘como sendo igual éb‘valor da velocidade na face e deste volume de
controle. Desta forma, nio é necessaria a prescricdo da pressdo no contorno,
conformé acima explicado.

As equacéés da bfeéséo resultantes para” oé volumes de controle
situados sobre év'frOnteira, para as condiqéestde veloéidade 'pre5crita ou

derivada da velocidade nula, sdo apresentadas por Perez [52].
4.5 - METODO PARA O TRATAMENTO DO ACOPLAMENTO PRESSAO-VELOCIDADE

.Na forﬁulacéo incompressivel, onde a massa.especifica é constahte ou
fuﬁcéo da temperatura, a equagdo de estado .passa a ser a equa@éov para a
determinaqéo da massa especifica quando ésta ¢ fungdo da temperatura.‘ A
velocidade & deferminada pela equagdo .da conservagdo da quantidade de
moviménto. E necessario entdo obter uma equagdo para o avango da pressdo, no
procedimento iterativo de solucgdo.

bivéréos-métodos de trétamento douacoplamento p}esséo;Qelocidade.séo
apresentados em [54]. Nb presente trabalho, o métodé'PRIME "Pressure Implicit
M&mentdm Explicit"” [53] é empregado para o tratamento do acoplamento presséo-
yeiocidadé-_NeSté &étodo,-aS.vglpcidadeé ﬁ.e G das equagdes (234) e“f235).séo
f@madas da iteracao anterior,‘ é‘.intrOduZidas na equagao da"conservécéq da
hassa, gérando a equaqéo da pf?gééof Resolviao éste sis£ema de equaqéeé, o noQo
campo de pressdes é substituiédﬁgasiequacées.(234) e (235), péra cérrigir as
velocidades.

No trabalho de Franga Filho [58] é feito um estudo comparativo entre
métodos para o tratameﬁto do acoplamento éregséo—§elocidade. No trabalho dé

Franga Filho [58] ¢é avaliado o desempenho dos métodos ségregados SIMPLE,

SIMPLER, SIMPLEC e PRIME, comparativamente ao método de abordagem simulténea,
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CELS, tendo sido proposto um método implicito para a solugdo das equagdes (234)

e (235) do método PRIME, através de manipulagdes matemdticas destas equacgdes.

6] aigoritmo -iterativo para a solugdo .do sistema de equagdes de

conservagao

a)

"b)

c)

d)

e)

f)

o

. h):

adotado neste trabalho sera descrito a seguir.

Estimér 65 campos de velocidade e presééo.

Calcular os coeficientes das  equagdes de 'conservaqao dav
quantidade'de movimento nas diregdes x e y, na formulagdo u, v,

que'éeréo o§ héémos para avformulagéo'U; V.

Caicular as Veldcjdades '6 e G das equagdes (236) a (237),

utilizando 6 campo de velocidades cartesianas da iteracgdo

anterior.

‘Resolver a equagédo da pressdo (o método MSI & utilizado).

Corrigir as velocidades U e V com este novo campo de pressodes,
através das equacdes (234) e (235).
Calcular U nas faces norte e sul através da média entre as quatro

U vizinhas. Calcular V nas .faces oeste e leste através da média

entre as quatro V vizinhas. Estas componentes U, V ndo tomam

parte da equagdo da conservagéo da'maSSa,

Calcular as velocidade. u e v, a partir das componentes

__qonﬁravériantes_da velocidade,‘equaqées'(131) e (132).

Retornar ao item (b) até a convergéhcia do campo de velocidades.

O critério de convergéncia adotado por Maliska [53] foi o utilizado no

presente trabalho, sendo dado pela equagio

¢

¢n+1'_ ¢n

: < 10™° : (266)
min .

- ¢
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4.6 - GERAQKO DE MALHAS

Com o objetivo de minimizaqéo‘do problema de difusio numérica, sdo
geradas, neste trabalho, as linhas cdordenadasiorientadas ab_longo da linha de
corrente. Para a determinacdo das linhas de corrente, é necessario o
éonhécimehto prévio ‘da soluqéé do problema em questio que, obviamente, ndo é
conhecida. Portanto, é utilizada malha adaptativa, que se modifica em fungdo da

solugdo obtida em cada iteracgao.

"FIGURAVZO - Linhas de correntes do escoaménto.

Linhas de corrente sdo curvas tangentes ao vetor velocidade em cada
ponto e, portanto, nido existe escoamento de fluidos através da mesma.

Défine-se a fungdo corrente, ¥, a partir das equagdes

_ %y - :
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ve-% | (268)

As linhas correspondéntes a linha de ¢ constante sdo linhas de

corrente do escoamento. A 'diférenga (wz - W;) entre as duas linhés de

correntes, ilustradas na FIGURA 20, fornece a vazdo volumétrica d¢ fluido que
escoa entre estéé.linﬁéé. |

‘ A vazdo massica dé fluido atrayés da drea' s, que liga as linhas de

corrente, pode ser expressa por

ds : (269)

Se
"
S———

R )
<b
= N7

s e A s . ' . >
onde ds é a distancia ao longo de s, unindo as linhas de corrente e n ¢é a
normal a ds, dirigida para fora.

A funcdo corrente se relaciona com a vazdo massica através da equagio
m= (g, - ylp | | (270)

As equacgdes acima, escritas para um elemento infinitesimal de maséa,
podem ser dadas por

dm = pdy =p V. nds = : (271)
 ou ainda, para o SisteMa de coordenadas carfesianés,
dy = udy - vdx . | : (272)

Escrevendo-se a equacgio (272), no sistema de coordenadas generalizadas

. (€, 1), obtém-se

dy = Udn - Vd&§ ' (273)
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onde U e V sdo as componentes contravariantes, sem normalizagdo métrica, do
vetor velocidade.

Integrando-se a equagio (273), ao longﬁ’de‘todo o dominio, obtém-se a
distribuig¢do do campo da-funqab de corrente é, consequentemente, as linhas de
corfente, qué‘dario origem aos novos valores das coordenadas €. Para obtengdo
dos novos valores das coordenadas m, é utilizado um método algébrico. -

Obtido o novo sistema de coordenadas (E', 7n), séo efetUados os
célculos'dé iteragdo seguinte, para obtengcdo de novos‘campos de velocidades,
repetindo—ée este processo até que sejé alcangada a conQergéncia‘ desejada.
Desta forma, a malha final obtida estaré alinhada com as linhas de corrente do
problema em estudo.

Nas regides de reéirculaqio, é escolhida uma estratégia simples e de
fécil implementacgdo, sendo féalizada uma ihterpolaqéo entre a linha de corrente
que tangencia a recirculacdo e o contorno. As Qelocidades nestas regides de
recirculéqéo sao baixas, séndo que OS erros oriundos da avaliagdo da variavel
na face.do volume de controle séovreduzidoé. Maiorés detalhes serdo vistos na
secgao 5.2,_ quando» élguns problemas seréao analisados, utilizando-se esta

estratégia de_adaptéqéo.
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CAPITULO 5

ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS

Neste capitulo -seréo diséﬁtidoé . 0s problemas escolhidos para- a
invesfigaqéo -da formqlaqéor WUDS-E,  proposta; e apresentados os resultados
numéricos obtidos. Conforme apreseﬁtado novCapitulo de Introducgdo, o presente
tfabaiho procura atacar a difusao numérica atfavés de ‘duas estratégias. Uma
délas é a utilizagéo da .formulaqéo WUDSfE em malhasv fixas, seguindo o
procedimento tradi;ional de procurar diminuir a difuséo numéfica atraQés da
melhoria .da fungdo de interpoiaqéé. A outra delas é, ainda mantendo a
formulagio WUDS—E; procuraf alinhar as linhas coordenadas com o escoamento,
- adaptando-se a malha, eliminando-se toda a quéstéo da aproximagdo do fluxo
conQeétiQo na ihterfacé eﬁ§ol§endo pontos diagonais Qizinhos {métodos "“skew").
A primeira estratégié_éAbém mais geral e pode ser facilmente implementada nos
programas existentes e estendida para trés dimensdes, enquanto que a segunda
estratégia, abes;r.déiser gficiente; restringe—sévé brqblemasvbidimensionais.
'vDesta;forma,‘bs re§u1£aaaé serég agrupados ém duas claSsesj_os obtidos péré
a;aiiaqéo da variéyel ¢ navface do volume de‘contro1e e os fesﬁltadds obtidos
>,empfegénao malhas adép£adas ao escoamento;

Pfocurou—se, na escolha dos problemas de teste, aqueles que possuém
solucdo bem estabelecida na literatura, através de solugdes analiticas ou

solugdes com malhas muito refinadas, para confrontagio com os resultados

"numéricos obtidos.
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5.1 - AVALIAGAO DA FUNGAO DE INTERPOLAGAO PROPOSTA (WUDS-E)

Visando a investigagdo do 'comportamento da fungdo de interpolagio
proposta, baseada nas equagdes de conservagdo, para avaliagdo das variaveis nas
faces-doé Volumes de . controle, foram selecionados probiemas de teste que serao.
a seguir'deécritos, e aprésentados oé.fesﬁltados numéricoé'obtidos, para os

diversos casos estudados.

511.1‘; Cavidade éuadrada céh fiuxo de massa éfravés das frdnteifas

A obtencdo da solugdo deste problema, usando a formulagdo WUDS-E, tem
éomo objetivo apenas téstar a corregdo da implementagdo do algoritmo
computacional, uma vez éue paré tal prbblema existe a solugdo analitica e as
comparagdes podem ser‘ feitaé com precisao.

Shih et al. [55] apresentam a solugdo do problema da cavidade
quadrada, com termo fbnte na equagao da conservacgao dé quantidade de movimento,

cujas equagdes governantes sao:

V.V =0 | C(274)
_1 2 - 8P | o
?.3u = Re V-u = + gl(x, vy, Re) ‘ , ‘ (275}
1 2 8P : ' :
v.ﬁv = & Vv 3y + gz(x, y, Re) | (276)
onde,
gl(x, y, Re) = 4x3y2_+ 2xy2 - 4y/Re : (277)
e,
gz(x, y, Re) = 4x2y3 + 2x2y + 4x/Re (278)
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sendo que- Re é o numero de Reynolds do escoamento calculado com relagdo ao
comprimento da cavidade quadrada e a uma velocidade de referéncia.

A'soiuqéo exata déste copjﬁntovdé eqﬁaqﬁes é dada por

1-1(x,.y) = :2hx2y, ,v(x,y)»=b- 2xy2, PFx,y)-’-— xzy2 (279)
considerando—sé as seguintes condig¢bes de contorno:

u(1,y) - 2y¥ u(x,l) := 2x2, u(lfy) = —2y2, v(x,bl) =. -2x v (‘280)7

e zero para os demais velOcidades, éonforme ilustra a FIGURA 21.

v (x,1) z2x2

vix,1) = -?_x\

u =0 u(l,y)=2y
v.‘:O\ - o : o ./v(l,y)=_2y2

BRVES

Figura 21 - Cavidade quadrada com fluxo de massa através das

fronteiras.

Este problema foi resolvido empregando-se o esquema  WUDS-E, para
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Re = 1, considerando-se a velocidade de referéncia unitéria, conforme Shih et
al. [55], sendo os resultaddé obtidos, para a - componente cartesiana da
veloéidade, u, tomaaa ao iongo da diagonal que une 6 banto inferior eSquefao ao
canto,supérior direito, r, bomparados com os valores exatos dados pela equagdo
(279), na FIGURA 22. |
- | VFVerifica—se na FIGURA Zé.umé excelente concordincia entre os valores.
da componente de velocidade,vu, obtidoé numéricamente com o esquema WUDS-E e a
solugdo exata, onde o erro relativo maximo é de b,OS% relativgmente a
'Qelociaade héxima. |

"Na FIGURA 23 sdo apresentadas és linhas de corrente obtidés com a
formulaqéb WUDS-E, malha.10x10, pafa,ovmesmo problema, sendo coincidentes com
os resuitados obtidos com‘a.soluqﬁo exafa.

u (m/s)
00 02 04 06 08 1P 12 14 16 18 20

1 '} 1 " I It i L 2

\

O 4| i ] 10 x ]O
)
-+ EXATA

FIGURA 22 - Valores da componente de velocidadé, u, ao longo da

diagonal, obtidos com o esquema WUDS-E e analiticamente.
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. 10x 10

FIGURA 23 - Linhas de corrente obtidas com a formulagdo WUDS-E, para o
 _ problema da cavidade qUadradé com' fluxo de massa através

" das fronteiras.

5.1.2 - Cavidade quadrada com perfil “polinomial na velocidade da parede
‘superior
Um outro problema bidimensional, com solugdo exata, & também

apresentado por Shih et al. [55]. Este prob1ema trata de uma cavidade quadrada,
com um perfil polinohial para a componente da velocidade, u, na parede superior

. e velocidades nulas nas demais paredes, conforme mostrado na FIGURA 24.
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‘u(x,1)=16 (x*-25% xz)

2N

=

ys

FIGURA 24 - Cavidade quadrada com perfil polinomial na velocidade da

parede superior.

" As equagbes governantes deste problema s3o:

iv=0 | o | (281)
V.%u = %g vy 5'2231 .~jvf"A". . § , _' o (282)
Fv=1v&-% 5k vy, Re) | C (283)

Re ay

As condicSes de contorno para as velocidade u e v sdo velocidades
nulas para todas as paredes, exceto para a parede superior onde a velocidade é

dada por
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ulx, 1) = 16(x* - 2x° + x°) (284)

0 termo fonte B(x,y,Re); presente na equacéo (283), é dado por

B(x,y,Re) = - gg [24F(x) + 27 (x) g’ (y) + f”’(x) g(y)] -
_ s [Fz(x) G, (v) - g(y) g (¥) -Fl(x)] - | (285)
onde
F(x) = x* - 2x° + %° (286)
gly) =yt -y (287)
F(x) ='Jf(xjdx = O,sz - 0,5x4 + x°/3 ' (288)
BN | 2 6 5 4 3 2
F1(x) = f(x) £’ (x) - [f’(x)] = - 4x 4+ 12%° - 14X + 8%~ -2% (289)
. ' 2 ‘
F,(x) = If(x) £ (x) dx = 0,5 [f(x)] | (290)
Gl(y) = gly) g7’ (y) - g’ (y) g’ly) = - 24y5>+ 8y3 - 4y (291)

e a notacgdo (’)'ha5~funqéeé.f(x) e gly) iﬁdiéq;deriyada com relagio a x e y,
respectivamente. 32’?‘ » ' :',{1:;i ;1"
A solugdo éféfa'deéte cohjunto de.equagééé'diferenciais, satisfazendo

as condig¢des de contorno citadas, é dada por

ulx,y) 8f(x) g’ (y) = 8(x4 - 2x3 + xz) (4y3 - 2y) (292)

-8f" (x) gly) = -8(4x° - 6x° + 2x) (y* - y%) (293)

vix,y)
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P(x,y,Re) = & [F‘(x) g (y) + £ (x) g ('y)] + 64 Fz(x){g(y) g y) -

2 ' v
- [g’ (y)] } , (294)

Os resultados obtidos paré- este problema em questio, utilizando a
formulagdo WUDS-E para Re = 1, ao longo da linha -vertical passando pelo centro
do dominio de calculo, séo apresehtados nas FIGURAS 25 e 26, mostrando os

perfis de velocidade e pressdo, respectivamente.

e 10 x10
-0,6 -+ EXATA

FIGURA 25 - Valorgs da componente de velocidade, u, ao longo da linha
vertical passando pelo centro do dominio de calculo,

obtidos com o esquema WUDS-E e analiticamente.
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Px IO2
(kg /(m.s2))

T

250,00

200,00+

T

150,00

100,00} -

+ 10 x 10
——EXATA

50,00

o 1 ) ! 1 -1 2 1 -
0,2 04 0,6 o8- ¥y 10

Y(m):';;}_-_

FIGURA 26 - Valores da press3o, P, ao longo da linha central vertical,
passéndo pelo centro do dominio de calculo, obtidos com o

" esquema WUDS-E e analiticamente.

Pode ser verificada, naAs FIGQI;AS 25 e 26, a 6tima concordadncia entre a
solugdo numérica obtida, empregando-se o esquema WUDS-E e;a solucéo‘analitica
onde o erro Ifelativo maximo encontrado, para a malha 10x10, é de 2% e, para a
malha 20%x20, inferior a 1% relativamente a velocidéde maxima, enquanto que,
relativamente & pressio maxima, o erro maximo obtido, com malha 10x10, é 1,3%

e com malha 20x20 é inferior a 1,0%.
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As linhas de corrente deste problema utilizando-se malha 10x10 e 20x20
sdo apresentadas nas FIGURAS 27 e 28, respectivamente. O valor minimo da fungéo
de correnfe no vérticé.central é.dé —0,1250, conforme relatam Shih et  al.
[55]. O erro relativo obtido com a solugdo numérica, eﬁpregando a formulacao
WUDS~-E, para as mélhas 10x10 e 20x20, é menor que O, 2%, paré ambos o0s casos,
com relagdo a fungdo de corrente minima exaté.

Os reduzidos erros obtidos na solugdo dos problemas apresentados por
Shih et al. [55] mostram QUe a implementacéo do algoritmo computacional foi

realizada corretamente.

IOiIO

FIGURA 27 - Linhas de corrente obtidas com a formulag¢do WUDS-E para o
problema da cavidade quadrada, com perfil polinomial para

a velocidade na parede superior. Malha 10x10.
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FIGURA 28 - Linhas de corrente obtidas.com a formulaqéd WUDS-E para o
_problema da cavidade’de'quadrada, com perfil polinomial

para a yelocidade na parede superior. Malha 20x20.

5.1.3 - 'Transpérte convectivo/difusivo com velocidade constaﬁte' de um
escalar com perfil degrau | -

Um esquema do prbblema do escoamento com velocidade uniforme e perfil
degrau de um escdlar ¢ é apresentado na FIGURA 29, onde uma variagdo degrau,
no perfil de um escalar, imposta pelas condigées de contorno, ¢ transmitida
para dentro do dominio de calculo, pelo efeito da convecgdo. Efeitos difusivos

est8o presentes e podem alterar a distribuicdo de ¢ no. dominio. O problema,
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.anélisado por Raithby [7], possui solugdo ahalitica aproximada e constitui-se,
portanto, em um bom problema teste.

A magnitude da velocidade é V = 500, Re = 250, fazendo um &ngulo € com
a horizontal, sendo o dominio‘de calculeo uma regido quadrada com L = Q,5. Este
problema é resolvido usando-se os mesmos parimetros empregados pd?-Hugetv[47] e
Ulson de Souza [30]. A densidade do fluido, p; e o coeficiente de difusédo, F¢,
para oS casos testados foram unitarios, sendo obtidés resultados -para os

angulos 6 = 0, 11,3°, 30,9 e 45,

x=0.25
ys Ax
/ o Dy/2
® ® [ ] [ ] ®
g=1
’/ ]
(] . . _ o.-’(r . Dy
~
. V. . _ 1 \e
- —~
1 ’ /”r ////////’
° _— e ) . °
"t 8-0
L )
[ ] ® [ ] [ ] [ ]
: F
// | Taye
(0,0 L : X
le

FIGURA 29 - Variacgdo degrau no perfil de um escalar.

A equacdo diferencial parcial que governa este problema, em

coordenadas cartesianas, é dada por
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a(pug) , 3(pveg) _ 8 [rq’gg] , 8 [Fd’@] (295)
ay

ax ay ax ax ay
onde u = Vcos® e v = VsenB® e ¢ representa um escalar qualquer. As condigdes de
contorno para ¢ sio especificadas como ¢ = 1 para toda a regido do contorno
"acima da linha paralela ao fluxo passando através do centro do dominio em um
angulo 6 com a horizontal e ¢ = 0 abaixo desta linha.

Os resultados numéricos foram obtidos ao longo da secg¢do x = 0,25, com
a formulacdo WUDS-E, utilizando-se trés diferentes malhas 5x5, 15x15 e 45x45.
Efetivamente, os numeros de incdégnitas para ¢ sdo 4x5, 14x15 e 44x45, conforme
disposicido de ¢ mostrada na FIGURA 29. Estes resultados numéricos foram
comparados com. os dados obtidos a partir do perfil analitico aproximado

"apresentado por Raithby [7]

172 Ay -y Ju - xv ‘
¢ = —;— 1 + erf [% [ %] [ ° ” (296)
r Iy - yc)v + xul

onde

y == (1 - tane) (297)

[+

L R

Os resultados dos eéquemas SUDS 7] e MWUS [47], extraidos da
referéncia [47], com malhas 5x5, 15x15 e 45x45, serdo apresentados para
comparagdo com os obtidos com o esquema WUDS-E.

A formulacdo proposta neste trabalho contempla todas as informagdes
constantes da equagdo diferencial que se quer resolver. Neste problema
especifico, nfo existem os efeitos dos termos fonte, de pressido e transiente.
Restam os efeitos difusivos e éonvectivos em ambas as direcbes. Pode-se
observar, entretanto, pela solugdo do problema, que os termos difusivos também

desempenham um papel de menor importancia, sendo a distribuicdo de ¢ no dominio
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praticamente um degrau. De fato, testes que foram realizados mostraram que a
difusio lateral, incluida ou nio na fungdo de interpolagdo, ndo influencia a
solugdo do problema.

Como efeito importante, resta a convecgdo lateral, que é o efeito que
se procura levar em consideragdo quando esquemas "“skew” s&o empregados. Este
efeito, quandd nio tratado adequadamente, resulta em difusdo numérica. Nos
resultados que se seguem, o esquema WUDS-E é empregado considerando-se a
convecgdo lateral e também a desprezando ( CL=0"). Assim, é possivel avaliar o
efeito de se tratar a conveccido lateral explicitamente na formulagdo WUDS-E e,
de uma forma implicita, mas bem mais complexa, nas formulagdes "skew".

Os resultados obtidos com malhas 5x5, 15x15 e 45x45, com a formulagéao
WUDS-E, WUDS-E(CL=0), SUDS e MWUS, para o caso de 8 = 0°, sdo apresentados nas
FIGURAS 30, 31, 32 e 33, respectivamente, sendo que as FIGURAS 30 e 31 sdo
idénticas. Estas figuras sido idénticas porque, para 8 = O°, neste problema, o
esquema WUDS-E(CL=0) é& idéntico ao esquema WUDS.

As FIGURAS 34 a 37, 38 a 41 e 42 a 45 apresentam os resultados com as
mesmas metodologias, diferenciando-se apenas no angulo do escoamento com a
horizontal, que é de 11,30, 30,9° e 450, respectivamente. Nas FIGURAS 34, 38 e
42, verifica-se a ocorréncia de discretos "over” e "undershoots” quando se
utiliza o esquema WUDS-E, que pode ser resultante da presenga de um termo
negativo na fungdo de interpolagdo, conforme ilustra a equagdo (176). Em todos
os graficos, a linha cheia representa a solugdo analitica de [7].

A seguir é apresentado um critério para quantificagdo do erro das
solugBes quando comparadas com a solugdo analitica. O critério escolhido foi a
capacidade dos métodos em reproduzir o gradiente do perfil de ¢. Logicamente,
estg parametro ndo é absoluto pois sabe-se que diferengas centrais conseguem
captar bem os gradientes de um salto de ¢, apresentando, eptretanto, "under" e
“overshoots”. A avaliacgdo dos métodos deve ser feita, consequentemente, com

base neste critério e também na observagdo das curvas correspondentes.
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I\ _
WUDS-E (5x 5) , 6:0°" WUDS-E (15 x 15),0 = 0°
1.0k
9
0,51
oot
L 1 e — ] t ,
0,00 0,25 0,50 600 625 55
ylm o - y(m)
(a) ' , . (b)

§ ‘
‘ WUDS-E (45x 45),8= 0°
1,0+ '
]
0,5¢
0,0F
1 1 1 -
0,00 0,25 0,50

y(m)

(c)

I
(@)

FIGURA 30 - Resultados obtidos com a formulacdo WUDS-E, (2} com

malhas: (a) 5x5, (b) 15x15 e (c) 45x45.
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[
WUDS-E (CL=0) (5 -0°
) (5% 5) ,6:0 WUDS~E (CL=0)(15x15),8=0°
Wor 10
p /]
Qs 0,5+
0,0 00+
i 1 1 - 1 1 Lo
0,00 0,25 0,50 0,00 925 050
y(m) . y(m)

(a) .

05

-_0,0

(b)

WUDS-E (CL=0) (45 x 45),6=0°

. 0po . q25

1 Il H —

y(m) - 00

(c)

FIGURA 31 - Resultados obtidos com a imposigdo da convecgdo lateral

nula no esquema WUDS-E, 6 =0°, com malhas: (a) 5x5, (b)

15x15 e (c) A45x45.
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4
| P»
6:=0°
SUDS (5 x 5), - SUDS (15x 15), @=0°
1ol 10 ‘
ﬂ. g
asl 0,5
ook 0,0
- y ) 1 - 1 . { 1 -
000 - 0,25 050 Q00 425 450
y (m) | - ¥im)

(a) . : (b)

4
1,0
]
OS5
00F
g . 1 ——
0,00 0,25 0,50

y(m)

(c)

FIGURA 32 - Resultados obtidos com o esquema SUDS, g = Oo, com malhas;

(a) 5%5, (b) 15x15 e (c) 45x4s5,
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f ) [
MWUS (5 x 5) , 6=0° B ’ MWUS (15 x15), 8:0°

Yo
0,5+
0,0

_1 ! | : 1 : .

000 0,25 v 050 000 0,25 0,50

y(m) , y(m)
(a) (b)

MWUS (45 x 45), = 0°

- (e)

FIGURA 33 - Resultados obtidos com o esquema MWUS, 6 = O°, com malhas:

_(a) 5x5, (b) 15x15 e (c) 45x45.
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B _ i
_ . WUDS-E (5x5) ,6=1,3° C . WUDS-E (15x15),0:=11,3°
o 1ok
/]
0,5+ 0S5
00f - 00
] 1 1 o | 1 ( |
0,00 025 a50 0,00 0,25 050
v : : y(m) y({m)

(a) o (b)

. WUDS-E (45x45), © = 11,3°

a5

0,0

A - 5 1 - .
. 0,00 0,25 050
y(m}

(c)

FIGURA 34 - Resultados obtidos com a formulacdo WUDS-E, @ = 11,3, com

malhas: (a) 5x5, (b) 15x15 e (c) 45x45.
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WUDS~E (CL=0) {45 x 45), 6= 1,3°
1,0
»
o5F -
- 0,0F
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 FIGURA 35 - Resultados obtidos com a imposigdo da convecgdo lateral
nula, no esquema WUDS-E, 8 = 11,30, com malhas: (a) 5x5,

(b) 15x15 e (c) 45x45.



1,0

a5

0,0

123

3 Co- : Y . o
SUDS (5 x 5), ©=11,3° SUDS (15 x15), © = 113°

i 1,0t '
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1 i ! o I 1 |
000 025 () 0,50 0,00 0,25 0,50

(a) . t (b)
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_0,5 ]

0,0

1 1 '|' Py
0,00 0,25 0,50
: y{m)
(e)

o .

FIGURA 36 ~ Resultados obtidos com o esquema SUDS, 6 = 11,3°, com

malhas: (a) 5x5, (b) 15x15 e (c) 45x45.
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i A o
MWUS (5 x 5) ,©=11,3° MWUS (15x15) , © = 11,3°
10F ‘ 10
o5t - os|
0,0} . 00
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MWUS (45 x 45), 0 =11,3°
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]
05+
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1 ! L
0,00 025 - 050
y(m)
(c)
o
=11,3, com

FIGURA 37 - Resultados obtidos com o esquema -MWUS, 6

malhas: (a) 5x5, (b) 15x15 e (c) 45x45.



/ "WUDS-E (5x5) ,8:309°
10+
05+
00 -
0.00 0,25 G

(a)

b} wuDS-E (15x 15),6:309°
10k
05+
oof
L » — -
0,00 625 .50
' y(m)
(b)

i
10F
ﬁ .
o5 F
00r
) 1 L
0,00 025 0,50

{c)

(-2

FIGURA 38 - Resultados obtidos com a formulacao WUDS-E, 6 = 30,9 , com

malhas: (a) 5x5, (5)

15x15 e (c) 45x45.
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WUDS-E(CL=0) (5x5) ,6=30,9° \' , »
Lo WUDS-E (CL =0)(15x15), 6=30,9°
td N I'O- )
]
..
Qs o5
oor oof °
: . 4" - 1 | | .
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FIGURA 39 - Resultados obtidos com a imposigdo da convecgdo lateral
nula, no esquema WUDS-E, 8 = 30,9°, com malhas: (a) 5x5,

(b) 15x15 e (c) 45x45.
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. FIGURA 40 - Resultados obtidos com o esquema SUDS,

1 | .
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(a) (b)
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0,00 ’ 0,25 050
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]

e = 30,9, com

malhas: (a) 5x5, (b) 15x15 e (c) 45x45.
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malhas:

(a) 5x5,

[ : : Iy , .
r - MWUS (6 x5) , 6=30,9° ) MWUS (15 x I5),9=30,9°
10 '
‘B
0,0
1 ] L o ! 1 |
0,00 025 0,50 0.00 025 -
' y(m) ' ! g ‘y{m) 0.50
(a) (b))~
)
MWUS (45 x 45), 8=30,9°
10r
']
asf
aof
1 1 |-
0,00 0,25 0,50
y{(m) '
(c)
FIGURA 41 —'Reéultados obtidos com o esquema MWUS, 6 = 30,90, com

{(b) 15x15 e (c) 45x45.
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FIGURA 42 - Resultados obtidos com a formulacio WUDS-E, 6 = 450, com

malhas: (a) 5x5, (b) 15x15 e (c) 45x45.
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FIGURA 43 - Resultados obtidos com a imposigdo da conveccio lateral
nula, no ésquema WUDS-E, 6 = 45°, com malhas: (a) 5x5,

(b) 15%15 e {(c) 45x45.

N
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SUDS (5x5) , ©:245°

SUDS (15x15), 8:=45°
10F
p :
0,5F
00+
0,00 025 o
y ) 5
y (m) ' y(m) %0
(a) . (b)

- SUDS (45 x45), © = 45°
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FIGURA 44 - Resultados obtidos com o esquema SUDS, 68 = 45°,com malhas:

(a) 5x5, (b) 15x15 e (c) 45x45.
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FIGURA 45 - Resultados obtidos com o esquema MWUS, 6 = 450, com

malhas: (a) 5x5, (b) 15x15 e (c) 45x%45.
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Utilizando-se o critério do gradiente, o erro é dado por

3, - ),

E(%) = . x 100 (298)
(5] |
ay
yf
onde
¢* = ¢ obtido pela equagdo (296)
¢ = ¢ obtido numericamente

v, = 0,25

As FIGURAS 46, 47, 48 e 49 apresentam os erros relativos obtidos com
"os esquemas estudados, malhas 5x5, 15x15 e 45x45, para os casos de © =02
'11,3°, 30,9° e 45°, respectivamente.

As solugdes obtidas com 8 = Of, empfegando—se malha 15x15, com todos
os esquemas estudadds,"apfésentam boa concordancia :com o .perfil analitico .
‘mostrando, neste :éaso,' pouca diferehca entre és resultados obtidos pela.
-fofﬁulaqio proposta e os deﬁais'esquemas. Em'putras palavras, quando a malha
ésté élinhadaA com ;o--éscéamento, aj‘maigri£'~dosi esquémas disponiveis na
literatura oferece bdnsvresuitédos. Logiqémehte, 6é{mais simples devem ser os
empregados neste'casd; | -

Para 6 = 11,30,'as solugdes obfidaS'séo novamente semelhanteé quando
observadas de forma globai. Com base no critério adotédo, os erros computados
com o esquema WUDS-E foram inferiores aos obtidos com os outros esquemas, para
todas as malhas. Observa-se, neste caso, o aparecimento de discretos valores
negativos de ¢, quando a formulagdo WUDS-E é utilizada, desaparecendo com O

refinamento da malha. E importante destacar o papel da convecgdo lateral na
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fungdo de interpolagdo. Uma comparagdo entre as FIGURAS 34b e 35b revela esta

~questao.
ERRO (%)}
100}
sol ' 6=0°
60 o
WUDS-E '
WUDS-E (CL=0)
SuD$
MWUS
40¢. ‘ B
. WUDS-E
' /WUDS-E (CL=0)
MWUS
oo+ SuDS
5x5 15x15

45x45 MALHA

FIGURA 46 - Erro relativo obtido com os esquemas estudados, com malha

5x5, 15x15 e 45x45, para o caso de 8 = 0°.
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ERRO(%)

100"

9= 11,3°

80

60

MWUS

40
WUDS-E (CL=0)

SuDs

201

5x5 v 15x15 © 45x45 MALHA

FIGURA 47 - Erro relativo obtido com os esquemas estudados, com malha

SxS, .15x15 e 45x45, para o caso de 6 = 11,3°.

N -]
Nas solugdes obtidas com 8 = 30,9 , observa-se, comparativamente -aos
casos anteriores, uma maior discrepancia entre os resultados numéricos e o
perfil analitico. A presenca de valores negativos de ¢ & ainda verificada para

este caso, quando a formulacdo WUDS-E é empregada.. Observa-se a ocorréncia
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ainda mais acentuada de "overshooting” quande o esquema SUDS ¢é empregado.
Analisando-se a FIGURA 48, verifica-se que os erros relativos obtidos neste
trabalho sdo da mesma ordem que o esquemé MWUS, sendo maiores que o esquema

SUDS. -

ERRO (%) 4

100

80
6:=30,9°

60
' WUDS-E (CL=0)

>

40

20 WUDS ~E

5x5 - 15x15 - » ~ 45x45 MALHA~

FIGURA 48 - Erro relativo obtido com os esquemas estudados, com malha

5x5, 15x15 e 45x45, para o caso de 8 = 30,9°f
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4
ERRO (%)

100

6:=45°
80+ ‘

60
/WUDS-E {cL=0)

40

S20F T NG N mwus
5x5 . T5x15 45x45 MALHA

FIGURA 49 - Efro'relativo obtido com os esquemas estudados, com malha

5x5, 15x15 e 45x45, para o caso de 6 = 45°.

Para'o‘caso de 8 = 45°, que representa o maior &ngulo entre o vetor
velocidade e as linhas da malha, o erro obtido-com a formulagdo WUDS-E, com

malha 15x15, é superior aos obtidos com esquemas MWUS e SUDS, enquanto que, com
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malha 45x45, é inferior ao esquema MWUS e idéntico ao esquema SUDS.

Uma importante observacdo é que, para todos os casos de malha e
angulos estudados; os resulfédos obtidos com a imposiqéo da convecgao lateral
nula, na fungdo de interpolagéo proposta, WUDS-E(CL=0), resultaram em
vmaiofés erros na solucdo obtida, mostrando a grande importancia da presenga
dé ébnvecgéO' ﬁav fungéov de interpoiaqéo. a'qual - foi despreiada .por
Schneider [51].

Uma andlise das FIGURAS 34 a 37. mais uma vez revela que, para malha
15x15, os esquemas sdo equivalenteé; com kligeira superioridade do MWUS. ‘A
questdo da convecgdo lateral fica novamente evidenciada, n&o sendo possivel
obter-se bons resultados, mesmo com a malha 45x45. E importante atentar para o
fato que a fungdo de interpolagdo WUDS-E(CL=C) é equivalente, neste problema
onde a difusio lateral é de menor importéncia, a fungéo dé interpolagdo WUDS e
aos esquemas exponenciais hibridos unidimensionais [2], largamente empregados
na literatura. As FIGURASv 39c e. 43c méstram, ‘portanto, como seriam esteé
resultados seriamente contaminados 'com difusdo numéricé, posto que os
resultadosv deste problema, obtidos por Hﬁéet, {471, cdm o esquema EDS, " sédo
semelhanteé as réferidas figuras. | |

Naé FIGURAS 50 e 51, sdo apresentados os perfis de ¢ obtidos para © ;
45°, utilizando—se malhas 45x45, com fofmulaqéo WUDS-E e WUDS-E(CL=0),
resbec£ivameh?e;ﬁ0‘perfil‘de ¢, obtidé com a.maihav60260; pode.ger.adhitido
bomo_soluqéo,ge referéncié por ser ihdependente da malha, ou seja,. a'soluééq
obtidé coﬁ‘malhé-ﬁais refihada_néo ~se modificé,’sendo este perfil apresentadé
na FIGURA 52. | | |

A difuséb nuhérica, neste exemplo, serd quantificada através da médida
da disténciavdenqtada por d [30], compreendida entre ¢ = 0,1 e ¢ = 0,9, em x=
0,25,'comparativamente a solugdo obtida com a malha 60x60.

_ Os erros obtidos nesta avaliagio, para as malhas 5x5, 15x15 e 45x45,

foram de 129,1%, 34,6% e 0,0%, utilizando-se o esquema WUDS-E, enquanto que,
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com a imposicdo de convecgdo lateral nula, WUDS-E(CL=0), para as mesmas malhas,
os erros obtidos foram de 190,9%, 147,3% e 54,6%, respectivamente,

Em todés oS c#sos estudados pode ser verifiééda uma>expréssivé reduqéo'
nov valor do erro )calculado 'quando a formulagédo WUDS—E é utiiizada,
comparativamente a imposigdo da convecgdo lateral ‘nula na funcdo de

interpolacdo, WUDS-E(CL=0).

' ©9:45° 45x45  WUDS-E

FIGURA 50 - Campo numérico de ¢ obtido com malha 45x45 e 6 = 45°, com

o esquema WUDS-E.

Como Jjad salientado, o tratamento da convecgdo lateral nos métodos
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"skeQ" carrega implicitamente a influéncia dos pontos vizinhos, tornando o
esquema bastante complexo e alterando a natureza da matriz de coeficientes.

A formulagdo WUDS-E é equivalente mas extremamente mais simples, sendo
facilmente introduzida nos programas computacionais. existentes que wusam

esquemas exponenciais hibridos. A vantagem é a simplicidade.

=45 45x 45 WUDS-E (CL-0)

FIGURA 51 - Campo numérico de ¢ obtido com malha 45x45 e 6 = 4S°, com

a imposigdo da convecgdo lateral nula, WUDS-E(CL=0).
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6= 45° 60 x60 WUDS-E

FIGURA 52 - Campo numérico de ¢ obtido com malha 60x60 e 6 = 45 , com

o esquema WUDS-E.

5.1.4 - Cavidade quadrada com a parede superior movendo-se com velocidade
constante |
A fungdo de interpolacgdo proposta, WUDS-E, sera empregada agora na
solﬁgéo do problema.cléssico da cavidade gquadrada bidimensional isotérmica, de

dimensdo L, com a parede superior movendo-se com velocidade U, constante. Unm
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esquema deste problema, apresentando as condig¢gdes de contorno, é ilustrado na
FIGURA 53.

Este problema foi resglvido adﬁitindo?se as hipoteses de fluido newto-
niano e incompfessivel, eséoamento laminar, propriedades fisicas constantes.
- Estas hipéteses sdo as usuais neste problema uma vez que o intéresse na solugéo

é apenas como objeto de comparagiao.

u=0

: uz=0
v=0\ Y v=0
_ L
' PUL
Re = —7—
yd

=¥

. ‘\uﬁ'O

V.=

FIGURA 53 - Cavidade quadrada bidimensional.

Os resultados obtidos,‘utilizando—se malhas 20x20, 30x30 e 40x40, para
~os valores do numero de Reynolds de 400 e 1000, sdo comparados com os resulta-
dos de Ghia et al. [59], obtidos com malha 257x257 e 129x129 para os casos de

Re = 400 e 1000, " respectivamente. O perfil da componente cartesiana da
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velocidade, u, ao longo da linha vertical central, para todos os casos
éstudados, é apresentado na FIGURA 54, [60]. A linha continua representa a
solugdo obtida por Ghia el al. [59]. |

Pode ser observado na -FIGURA 54 que os.resultados numéricos obtidos
com a formulacéo WUDS-E . aproximam-se dos:Tresultados obtidos por Ghia et al.
[59] a medida em qué se ﬁ£ilizam malhas mais}refinadas, conforme o esperado
para qualquer algoritmthCQm o aumento do nﬁmerovde Peclet da malha, diminui a

concordiancia entre os resultados numéricos obtidos e os apresentados por Ghia

et al. [59].
[
u (m/s) _ulm/s)
-1p -'o,‘e-oie -04 02 o,_c—>—5,l’2 04 0 08 10 ~10-08-0,6-04 -02 QO 02 Q4 0§ O8 10
: —
09
Re=400 Re =1000
40 x 40 40 x 40
30 x 30 30 x 30
20 x 20 4 20x20

FIGURA 54 - Resultados numéricos obtidos com a formulacgcdo WUDS-E e por

Ghia et al. [59], para Re = 400 e Re = 1000.

Os erros maximos obtidos na solucdo empregando-se a formulagdo WUDS-E,
comparativamente aos resultados apresentados por Ghia et al. [59], séo

mostrados no QUADRO 2.



144

QUADRO 2 - Erros relativos obtidos na solugdo da cavidade quadrada,

com Re = 400 e Re = 1000 e malhas 20x20, 30x30 e-40x40.

Nimero de Reynolds | Erro relativo maximo (%)

20%x20 | 30x30 40x40

400 45,0 | 35,0 27,0

1000 64,0 56,0 48,0

As linhas de corrente relativas a ‘solucdo do problema da cavidade,

para malha 40x40 e Re =-iOOO, podem ser vistas na FIGURAASS.

40 x 40 . Re = 1000

FIGURA 55 - Linhas de corrente obtidas com a formulagdo proposta para

o problema da cavidade quadrada, malha 40x40 e Re = 1000.
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Os resultados deste problema, para o caso de Re = 1000, com malhas
10x10 e 20x20, utilizando-se a metodologia proposta, WUDS-E, e os esquemas EDS
(s}, subs 7], e MWUS [47], sdo apresentados nas FIGURAS 56,57, 58 e 59,
respectivamente. Nestés figuras, a linha continua representa os dados obtidos
por Schreiber et al. [61], com malha 141x141, enquanto que as linhas de
éoffente obtidas coh‘-maiha 10x10 e7'20x20 sdo abresenfédas em (a) e (b),
respectivamente e o pérfil da componente u, ao.longo da.linha central vertical,
com malhas 10x10 e 20%x20, em (c).

| Conformeb apregénfado nb‘ Capitulo-v3v déste trabalho, -é' fun¢5o de
interpolacao proposta, WUDS-E; introduz um termo B que contém as componentes
laterais dos termos convectivo e difusivo, pressido e fonte, sendo todos os
termos aproximados por diferenga central.

Uma outra estratégia-para a aproximagdo do termo convectivo, presente
no termo fonte da fungdo de interpolagdo WUDS-E, foi proposta, sendo utilizado
o ésquema "upwind" paravtal aproximacgio, denominado neste caso de WUDS-E(UP).

A fungdo de interpolagio WUDS-E(UP) é dada por

s = (_;_ . “e]"’p +[% - “e] 4 + =B | (299)

onde « e Pe® estdo definidos nas equagdes (155) e (143),. respectivamente, e o

termo fonte B*e, neste caso, é dado por

*e

e - re [- (1+8) —s . (1-8) =n
= + z[qsy - ¢XJ - Pey [¢x - [ 5>— 6+ —> ¢y” (300)

y

onde ax, Ey, P;e séq dados pelas equagdes (161), (162) e (165) respectivamente,

y
sendo que os termos 8, 5: e ¢ sdo dados pelas equacdes (301), (302) e (303).
: y
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WUDS-E 20 x-20

(a)

100

0,5

(b)

WUDS-E
10 x 10..

+ 20 x20 -
—Schreiber et o [61]

-1,0

1,0

(c)

FIGURA 56 - Resultados obtidos com o esquema WUDS-E,

e 20x20, Re

1000.

com malhas 10x10
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EDS, 10 x 10 : ’ EDS, 20 x 20

,'(a') ‘ ' (b)

1,0 .
A
L
0,5} . EDS
“e 10 x 10
+ 20x 20
——Schreiber et al. [61]
0,0L— —
-1,0 0,0 1,0

cl=

(c)

FIGURA 57 - Resultados obtidos com o esquema EDS, com malhas 10x10 e

. 20x20, Re = 1000.



SUDS, 10 x 10

SuDS, 20 x 20
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(a)

101

<

0,5

. - SUDS
* 10x 10

F - +20%20

e ——Schreiber- ef al [6]]

L]

0,0

FIGURA 585~ Resultados obtidos com o esguema SUDS,

1,0

0,0 ‘ ' 10

cle

{c)

20%20, Re = 1000.

(b)

com malhas 10x10 e



MWUS, 10 x 10

MWUS, 20 x 20

(b)

- mMwus
s 10 x 10
+ 20 x 20

" '——Schreiber et al. [61]

(a)
1pr
» A
L
0,5\
0,0-
-1,0

0,0 0

cl=

(c)
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FIGURA 59 - Resultados obtidos com o esquema MWUS, com malhas 10x10 e

20x20, Re

= 1000.
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\" .
8 = — ‘ (301)
Tv |
¢+ ¢ - :
¢ = L E | - ~ (302)
y 2
S =_SE 'S - :
¢, = — . _ (303)

O perfil da componente da velocidade, u, ao longo da linha " central
vertical do dominio de calculo, obtido com malha 20x20, com a utilizé(;éo do

‘esquema WUDS-E e WUDS-E(UP) é ilustrado na FIGURA 60.

1,0r
R
L
0,5+
+ 20 x 20 - WUDS-E
® 20 x 20- WUDS-E (UP)
—Schreiber et o. [61] -
0,0 — - - . 1
10 . - .. 0,0 : 1,0
u

FIGURA 60 - Perfil da componente de velocidade, u, ao longo da linha

central vertical do dominio, Re = 1000.
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Conforme pode ser visto na FIGURA 60, para este problema em estudo, a
proposigido da aproximagdo do termo convectivo lateral na funqéo de
interpolagéo, atfavés do eéduemé “upwind”, WUDS-E(UP), fornece resultados que.
apresentam melhor - concordancia com os resultados obtidos por Schreiber
et al. [61], 'comparétivamentef a ﬁtilizaqéo - do esquema de diferenga
central. |

Um paréametro importante, neste problema, para a comparagﬁov'do
. desempenho de diversos métodos é a avaliacio do valor de ¢hn: no centro do
vérfice principal [47].

0 valor de wmin obtido por "Schreiber et al. [611 para Re = 1000 é
de —0,11603, venquanto que o valor obtido por Ghia et al. [59] é de
-0,11793. Para.é analise dos-resultados, sera utilizado o valor obtido
através da média entre os dqis wm“x citados acima correspondendo ao valor de
—0,11695;

| | O QUADRO 3 apresenta os valores ae wm“{ obtidos com os esquemas
estudados para o caso das malhas 10x10 e 20x20, bem como os erros relativos
obtidos 'cdm estes esquemas, calculédos com referéncia ao valor médio de
-0, 11695. | | |

Convém salientar gque o valor de wmin obtiéo com . o esquema WUDS-E,
maiha' 40x40, foi de~'—0,0819, correspondenéo‘ a um -erro relativo de 30,0%,
‘enéuanto que, com o ééqueﬁa WUDé—E(UPj; foi Ae ;d,6874:cqfrespoﬁdehdo é um erro
relativo de 25’3%" |

Analisando?se o QUADRO 3; pode-se verificar éue o esquema SUDS
'apresenta 0s maiores erros no célculonde wm“; para.émbas as malhas emprégadas.
Os menores erros foram obtidos com o esquema WUDS-E(UP), mostrando, neste
problema, que a estratégia adotada para a aproximagido do termo convectivo
lateral, contido no termo fonte da funcd@o de interpolagdo, também influencia a

Vsoluqéo.



QUADRO 3 - Erros relativos obtidos no valor de wmln

Re = 1000.
ESQUEMA| MALHA | ¥ _ ERRC %
m

EDS 10x10 |-0,0494| 57,8
20%X20 |-0,0677] 42,1

SUDS 10x10 |-0,0370{ 68,4
20x20 |-0,0577| 50,7

MWUS 10x10 |-0,0456] 61,0
20x20 |-0,0643| 45,0

WUDS-E | 10x10 |-0,0400| 65,9
20x20 |-0,0611| 47,8

WUDS-E | 10x10 |-0,0558| 52,3
(UP) 20x20 |-0,0715| 38,9

5.1.5 - Cavidade quadrada com difusao pura
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para o caso de

Considerando-se o fato que a funcdo de interpolacgdo proposta, WUDS-E,

contém a presenca dos termos difusivo e convectivo laterais, press@o e fonte,

foi escolhido um conjunto de problemas com o objetivo de analisar a influéncia

de cada um destes termos isoladamente.

Os dois primeiros problemas a serem testados visam a verificagdo da

corregdo do algoritmo computacional,

O problema da cavidade quadrada com difusdo pura,

ja implementado com o esquema WUDS-E.

bidimensional,

regime permanente, com termo fonte nulo [32] é ilustrado na FIGURA 61.
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v ® =0
1,0
@=0
P01 $:0
n® = Const.
00 \ 03 1,0 T
P=sen (T x/L)

FIGURA 61 - Cavidade quadrada com difusdo pura.

A equacdo governante deste problema é dada por

3 (b 89) , 2 [ 29) . |
% (F 5;] + 3y [F 5;] = 0 . (304)
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Para as condigdes de contorno ilustradas na FIGURA 61, considerando-se

o coeficiente de difusao F¢ constante, o perfil de ¢ exato é dado por

senh[nH/L (1~y/H)] (305)

¢ex(x,y) = gen(nx/L)

senh [mH/L)

FIGURA 62 - Perfil de ¢ ao longo da linha central vertical.
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Este problema foi resolvido, com uma malha 10x10, em um dominio
quadrado de comprimento unitario. O perfil de ¢ obtido ao longo da linha
central vertical, utilizando-se o ésquema WUDS-E, é apresentado na FIGURA 62,

onde a linha cheia representa a solugdo exata.

Neste exemplo foi computado o erro maximo, € , conforme a seguinte
max
equagao:
¢exato ¢obtido
c = (306)
max ¢ - ¢
max min
max
O erro maximo, € , obtido foi 0,3% , comparativamente a solugdo
max
exata.

5.1.6 - Cavidade quadrada com difusao pura e termo fonte varidvel no dominio
Ainda com os mesmos objetivos do teste anterior, neste item, ¢

resolvido o problema bidimensional da cavidade quadrada, em regime permanente,

com difusfio pura e termo fonte variavel no dominio computacional [32], cuja

equagdo governante é dada por

5 (nd 00) . 8 (u#38) . b _ ‘
% [r 5;] + 5; [F 5;) +S" =0 (307)
onde
S¢ = -2 F¢ exp(x)} exply) (308)

Este probiema é ilustrado na FIGURA 63, sendo que a solugdo exata é

dada por



156

¢ex (x,y) = exp(x) exply) (309)

Os resultados obtidos, com uma malha 10x10, ao longo da linha central
vertical, sdo 1ilustrados na FIGURA 64, cujo erro maximo, comparando-se a

solugdo numérica com a solugdo exata, é da ordem de O, 03%.

yi
1,0
P=c" ¢

0,5+

T §=-2 % etey

//
— - —» X
0,0 _ 0,5 1,0

FIGURA 63 - Cavidade quadrada com difusdo pura e termo fonte variavel

no dominio de calculo.
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501

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

FIGURA 64 - Perfil de ¢ ao longo da linha central vertical.

5.1.7 - Cavidade quadrada com convecgéo, difusao e termo fonte variavel no
dominio
Com o objetivo de avaliar a infiuéncia dos termos convectivo, difusivo
e fonte variavel no dominio na funcido de interpolagdo, foi resolvido o problema
da cavidade quadrada ilustrada na FIGURA 65.
A equagdo governante do problema da cavidade quadrada, em regime

permanente, com convecgdo, difusdc e termo fonte é dada por

3 3 _d ¢ 3¢ d ¢ o¢ ¢
2w + 5 v = & [r -3;] .5 (r 5}7] +s (310)
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Para o.campo de velocidades dado por

i

ulx,y) = - Vy (1 -y - x)? (311)

vix,y) = Vx (1-x01-yH% (312)

e termo fonte dado por

oo |
P 22 -y | (313)
R L - ' e . . - Lo N ) .

a solucdo exata é expressa através da equacgio

6 = (1-x301 - y?) ' (314)

ex

onde -1 = x.=1e -1 =y = i, conforme ilustra a FIGURA 65. Este problema foi

apresentado por Nieckele [32].

1,0 o

- / p=(1-x2)(1-y?%)
/ S a==v oy (1-y3) (1-x%)2
Yy » S T x(1-x2) (1-y%)?
-S¢=-g-]:3—(2—x2-y2)
. S (2 myT)

E N C R S
-1,0

FIGURA 65 - Cavidade quadrada com convecgdo, difusdo e termo fonte

variavel no dominio.
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O perfil de ¢, ao longo da linha central vertical do dominio, obtido
com malha 10x10, com o esquema WUDS-E, para o caso de Re = 100, & ilustrado na

FIGURA 66, sendo que Re é calculado com relagdo ao comprimento L da cavidade.

10 _
il ¥ ¥
+ T
] .
' +
Re = 100
0.5 - : + WUDS-E
—— EXATA
0,0 - 1 1 1 .
-10 e ‘ 0,0 .05 10

FIGURA 66 - Perfil de ¢ ao longo da linha central vertical.

A influéncia do nﬁmefo de Reynolds>'no-.cél§u16 de .emax, da&o pela
>equag§o (306), pode ser verificada na FIGURA 67. Nesfa linha, s3o apresentados
os resultados‘ obtidos com os esquemas WUDS-E, WUDS-E(UP), “upwind”, EDS,
"Flux-Spline"” e SUDS. Conforme pode ser verifigado, os esquemas “upwind” e EDS

"apresentam os maiores valores de € , para toda a faixa de numero de Reynolds
max

estudado, enquanto que o esquema "Flux-Spline”, neste probléma, apresenta os
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menores erros.

Para Re < 10, os esquemas WUDS-E(UP), WUDS-E e SUDS_ apresentam
solugdes de qualidade semelhaﬁte, nio havendo diferenga >signifibatiVa no

cidlculo de € ax’ conforme mostra-a FiGURA 67. Na faixa de 10 < Re < 200, as
m :

diferencas entre tais esquemas sfo mais evidentes, sendo que o esquema SUDS

apresenta os maiores valores de emax, enquantb que © esquema WUDS4E(UP)

apresenta os menores erros. Para Re > 200 e Re < 1000, .os esquemas tendem a

valores de € . semelhantes.
L ‘max

A existéncia de efeitos convectivos neste problema mostra claramente a
necessidade da utilizacgdo de fungdes de interpolaqéo»qUe avaliem adequadamente

estes efeiltos.

102
10t
]OO:_ 4
o\o -
~ 10k
» " F
e F
E C
w T .
10-2:_ - /
- /e WUDS-E (uP)
i : ‘+ . WUDS-E a
_3 . - . . .
107 / RN Upwind
s/ EDS v
4 - Lo Flux- Spline
- ‘—-— SUDS
- ]0-4 NS RETIT | o1y gl ot roasd o141t
107! 10° 10! 10% 10°
Re
FIGURA 67 - Influéncia do numero de Reynolds em €, para diversos

esquemas.
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5.1.8 - Escoamento entre duas placas planas e paralelasbcom restricao de secgao
Neéte teste sera reSolvido.o escoamento bidimensional de um fluido
'incompressivélb e isotérmico com propriedades fisicas constantes entre duas ,
placas plénas paraleias de largura infinita, com restrigao dé secgdo. A escolha
deste problemé tem como objetivo»a'anélise do desempenho da formulacido WUDS-E,
em coordenadas genéralizadas,, para o ‘caéb de. halhas” ndo ortogonais e ndo
vigualmeﬁte 'espaqadas.i Em' virtude da restriqéo de secgdo existente neéte
problema, os efeitos vda‘fpresséo sdo marcantes, sendo portanto analisada a
influéncia‘do gradiente de pressao ha:funqéo'de'iﬁtefpolaqéo WUDS-E.

‘As paredes superior e inferiof sdo impermeaveis, sendo a condigdo de
entrada, em x = 0, dada por um escoamento com velocidade constante, U, unitaria
e a condigdo de séida é parabélicé. Devido a simetria do problema, seré feito
um corte longitudinal e resolvida somente a metade do dominio de calculo, sendo
ﬁrescrita derivada nula para a .velocidade no contorno sul. O desenho
esqueméticordesﬁe'problema, apresentando os parametros geométricos, é mostrado
na FIGURA 68, onde 2H = 0,0191 m, L = 0,05 m, 2h =v0,0102 m. Peric et al. [62]
resolvem um problema semelhante utilizando as mesmas cOndiéaes geométricas.

Na solug¢do deste ptoblema foram emﬁregédas maihas néo uniformes e ndo
ortoéonais, com diferentes tamanhoé de malha como 10x30, 20x60 e 40x120. O
numero de Reynolds:para'e;te pfoblema~é definido coﬁ base em U e no parametro
geométrico igual a 2H. | | | | | |

| Os resulta&os'numéricos.aovlongo das’éecqées A-A e B-B, obﬁidos com
malha»leSO, Re'; 400, com é formulagido WUDS-E, com.o-esquema WUDS e com a
imposig¢do do gradiente de pressao nulé na 'funqao de interpola#éo, sdo
apresentados na FIGURA 69; onde a linha contihua representa os resultados
obtidés com uma malha bastante refinada, 40x120. Na FIGURA 70, siao épresentados
os resultados obtidos com estes esquemas, com malha 20x60. Os resultados
obtidos, para Re = 1000, ao longo das secgdes A-A e B-B, com malhas 10x30 e

20x60, sio apresentados nas FIGURAS 71 e 72, respectivamente. A imposigdo do
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gradiente de pressdo nulo na fungdo de interpolacio ¢é denominada de
WUDS-E (VP=0).
vhy o u=0
_ /V=° /A . _
: = — 4 V _ .
w2y : — 77 , B 2u
: | A AV &5 . . . 3X ™
. vz=0. 177 )
v . P
— H 77 ' ¢ =0
I'l 1:>11 h
f —
LT -
v=0 B8 X
A \\ du
R a :o
L y

MTH

ARAR

FIGURA 68 - Esqdema de escoamento entre duas placas planas paralelas

com restrigdo de seccgio, com malhas 10x30 e 20x60.
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Observa-se nas FIGURAS 69 e 70 que os resultados obtidos utilizando-se

a malha 10x30 apresentam maior discrepéncia do que os obtidos com malha 20x60,.

.com relaééo é.soluqéc; obtida com a malha 4O;<120.7.Este éomportamen”to é nmais

evidente no§ resultados apresentados nas FIGURA 71 e 72, devido ao aumento do
numero de Re&nolds e, consequéntemente, dos éféitéé convectivos.

| Os erros relativos maximos éom relagdo a velocidade maxima, obtidos

com os esqguemas WUDS-E, WUDS-E(JP=0) ‘e WUDS, tendo como referéncia a solucio

obtida com a mélha’40x120, ao longo das secgdes A-A e B-B, séd 'apresentados no

QUADRO 4 e QUADRO 5, respectivamente.

QUADRO 4 - Erfos relativos maximos obtidos para as'éecqées A-A e B-B
no escoamento - entre placas paralelas com restrigdo de

secgio, com Re = 400.

FORMULAGAO| MALHA SECGAO | ERRO REL.
- MAX. (%)
o A-A 5,5
3 . 10x30 B-B 3.0
 WUDS-E :
S . A-A 1,5
| 20x60 ) g 1,5
o . A-A 6,0
o | 1030 pp. 6,5
WUDS-E | —
| A-A 2,0
(vP=0) | 2060 B-B 2.5
' A-A 5,5
10x30 B-B 4,0
WUDS :
A-A 3,0
20x60 B-B 3o
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[
+3
rx10 (m)
Re = 400
7 B ' e 10 x 30 WUDS-E
“1 + 10 x 30 WUDS-E (VP=0)
» 4 10 x 30 WUDS
= 40 x 120 WUDS-E
80}
60}
4p}-
20r
L L

-02 00 02 04 06 08 1,0 12 14 16 18 u(m/s)

Re = 400

k : o e 10 x 30 wuDps-E
rx 10 (m) a o ‘ +.10 x 30 wWUDS—E (VP =0)

X

X
4 10 x 30 WUDS
+* 40 x 120 WUDS-E

00 1 1 f I | PR | 1 1 Y PYSRR |

g
00 02 04 06 08 1,0 1,2 L4 1,6 18 20 22 24 2,6 ulm/s)
FIGURA 69 - Resultados numéricos obtidos ao longo das secglBes A-A e

B-B com Re = 400, para a malha 10x30.
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+3
r x10 (m)
Re = 400
10,0 | e 20 x 60 WUDS-E
. © 4+ 20x60 WUDS-E (VP:=0)
\ o 7 a4 20x60 WUDS
A o L - #-40x 120 WUDS-E -
8,0- B
60f
4,0
:
20}
\ 1

1 /] | . 1
-2 00 G2 04 06 o08 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 u(m/s)

Re = 400

20 x 60 WUDS-E -

20 x 60 WUDS-E (VP=0)
20 x 60 WUDS _
40 x 120 WUDS-E -

+3
rx10(m)

50

. *:_~> + °

4,0
30t -

2P

L b 1 i 1 1 ] 1 i - . 1 1

1 X&¥
0,0 02 04 06 08 10 1,2 1,4 1,6 1,8 20 22 24 26 2,8 u(m/s)

FIGURA 70 - Resultados»_numéficos obtidos ao longo das secgles A-A e

. B-B com Re = 400, para a malha 20x60.
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r x10 (m)

A+

8,0 -

6,0}

4,0+

20t
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Re = 1000

e 10 x 30 WUDS-E

+ 10 x 30 WUDS-E (VP=0)
4 10x 30 WUDS
% 40 x120 WUDS-E

1

-0,2 00 02 04 0,6

08 1,0 1,2 %4 16 1,8 u(m/s)

Re = 1000

e 10 x 30 WUDS-E

" 10 x 30 wupS-E (VP:=0)
10 x 30 WUDS

WUDS-E

FIGURA 71 - Resultados numéricos obtidos ao longo das seccgdes A-A e

B-B,

com Re

1000, para a malha 10x30.
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+3
rx10 (m)|
Re= 1000

e 20 x 60 WUDS-E -.
" + 20 x 60 WUDS-E (VP:=0)

A 20 x 60. WUDS
_ 40 %120 WUDS-E
8,0t '
6,0t B}
40r
20F
—_ 1 1 1 1 R L 3 PR 1 i

-02 00 02 04 06 08 1,0 1,2 14 16 1,8 u(m/s)

. Re =1000
+3
10 L
rx10 (m) e 20 x 60 WUDS-E
+ 20 x 60 WUDS-E(VP:=0)
4 20 x 60 WUDS
%40 X120 WUDS-E.
50 P .
40F
-
20-
10k
0,0 1] 1 ] 1 1 1 1 1 1 ‘A

_ + 1 Il
00 02 04 06 08 10 L2 1,4 16 1,8 20 2,2 2,4 26 u(m/s)

FIGURA 72 - Resultados numéricos obtidos ao longo das secgbes A-A e

B-B, com Re = 1000, para a malha 20x60.
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QUADRO 5 - Erros relativos maximos obtidos para as secgdes A-A e B-B,
no escoamento entre placas paralelas com restrigdo de

secgdo, com Re = 1000.

FORMULAGAO| MALHA SECGCAO | ERRO REL.
- MAX. (%)
' A-A 8,0
10x30 B-B 45
 WUDS-E
. A-A 4,5
20x60 B-B 1.0
' A-A ,0
10x30 B-B 11.0
WUDS-E
_ : A-A 4,5
(¥P=0) 20%60 BB 65
' A-A 9,0
| 1px3o B-B 6.5
WUDS
A-A 5,0
20x60 B-B 15

Analisando—ée as FIGURAS 69 e 70, bem como o QUADRO 4, para Re = 400,
verifica~-se que os resultados obtidos com o esquema WUDS apresentam maior
discrepépcia compgrativaﬁente aos obtidos com o esquema WUDS-E, em ambas as
seccOes e malhas utilizadas..Esté'éoﬁportamento também é encontrado no caso de
Re = 1000, conforme moséram as'FIGURAS 71 e 72;“bem»como o QUADRO 5. Convéﬁ
salientar.qqe eéta discrépéncia encontrada nos resultados obtidos cém 0 esquema
WUDS é mais acentuada na secgéo B-B. Os resultad;s obtidos impéndo—se o
gradiente de pressdo nulo, WUDS—E(§P=O), apresentam uma grande discrepancia éom
relacdo aos resultados obtidos coﬁ malha 40x120, comparativamente aos obtidos
com o esquema WUDS-E, para ambos os numeros de Reynolds estudados, ndo séndo
encontrada nenhuma explicacéo para este comportamento, apesar do grande numero

de testes efetuados. Este problema estudado mostra a grande importéncia da
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presenga do gradiente de pressdo na fungdo de interpolacgéo.

Neste problema estudado, ‘a formulagdo WUDS-E apresentou bom
desempenho, sem problemas de cOnvergéhcia, para os casos de malha e numeros de
Reynolds -apresentados. Considerando-se que as malhas utilizadas para a obtengao
das solucdes sfo ndo uniformes e nio ortogonais, neste problema pode-se testar

com sucesso a formulagéo WUDS-E 'em coordenadas generaliZadas.
5.2 - ESQUEMA WUDS-E COM' MALHA ADAPTATIVA

Os prbblemas apresentados na secgio anterior foram escolhidos visando
a analise da fungéo de interpolaqéo proposta, WUDS-E, em malhas cartesianas e
nao ortogonais;'obténdo-se bons resultados. Nesta sécqéo, com o objetivo de
minimizar oé erros de difuséo numérica, & utilizado um esquema de geragdo de
malhas adaptativas, alinhando—se uma das linhas coordenadas comv o vetor
velocidade. Aliando-se a utilizagdo '~ da fungido de interpolaqéd desenvolvida,
que € simples, mas contém todas as influéncias fisicas relevantes do problema
em estudo, com o alinhamento da malha, obtém-se uma importante ferramenta para
a minimizagao dé difusdo numérica. |

0 esquema de malha adaptativa proposto, em fungdo da realimentagdo da
'soiuqéo .do sistema de  equagdbes do problema hidrodinémiéo,- gerando
iterativamente linhas coordenadas que se alihham as préprias linhas de corrente
db escoamentp, serd empregado em dois problemés escolhidos para avaliagdo db
seu desempenho.

A seguir os problemas nos quais foram empregados o esquema de malha
adaptativa proposto serao descritos e apresentados os resultados numéricos

obtidos, para os varios casos estudados.

5.2.1 - Escoamento entre duas placas planas paralelas, em angulo de 90°

Este problema trata do escoamento de wum fluido incompressivel
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newtoniano, com propriedades fisicas constantes, isotérmico, entré duas placas
planas paralelas, dé largura. infinita, em &angulo de 90°. Um esquema deste
probléma, apresentando os parametros geométricos, pode ser visto na FIGURA 73.
As condiqéesvde contorno deéte problema sido de'velocidade'prescrita no contorno
oeste, velocidadeé ‘'nulas nas fronteiras norté e sul e condicdo de saida

parabdlica na fronteira leste.

N . |
\\\ \ '1 \ \ x X 2
10 N N NN
N
™~ \\ B
N N \\v A
] NN
S~ N
\.
TN
| ..\\\‘
yb '\\\*-\*\,\g
.ff‘?
v )
X rl .
1.0 -

FIGURA 73 - Escoamento entre duas placas planas paralelas, em angulo

de 90°.
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A solugado deste problema foi obtida para um perfil de velocidade na
entrada, face oeste, unitario e uniforme, com Re = 1000, sendo que o numero de
Reynolds é calculaao com base na -velopidade unitaria de éntrada e no
comprimento unitario [63].

A malha inicial propqsta para a_obtenqéo da solugdo e a malha obtida
apbés quatro iteréqées ééd apresentadas na FIGURA 73 e ?IGURA 74,
respectivamente, sendo’ que a . variavel | ITMAA denota o .nﬁmero de
adaptagdesrealizadas na mélﬁa ‘acrescido da wunidade, . relativamente a malha"
’ inicial.  Portanto, 1ITMAA =1 rebresenta a malha inicial sem édaptagéo e

ITMAA = 5 representa a malha obtida apés quatro adaptaqées.

10 x10 ITMAA=5 Re=1000.

N 1 -6-. ;
\ — \ 7

AN \\\

~—

b | \\\\\

FIGURA 74 - Malha obtida apés quatro adaptacdes na solugdo do escoa-

mento entre duas placas planas paralelas em éngulo'90°.
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Pela analise das linhas de corrente obtidas com. uma malha inicial
60x60, apresentadas na FIGURA 75, »pode ser verificada a presenga de duas
regides de recirculaqéb. Nestas regiées,v a‘ adéptagéo. da malha é realizada
fazendo-se uma iﬁterﬁolaqéo entre a linha de corrente que tangencia a
recirculagido e o contorno do dominio do problema fisico. Foi_éscolhida esta
estrafégia visando obter—se-.uma metodologia simples,u geral e de facil
implementacdo. Nas regiéés de vrecirculagéo, as velocidades s&o baixas e os
erros envolvidos na avaliagido do termo convectivo da equagdo de conservagdo séo
_ reduZidos. Porténto, desconéiderar o aiinhaménto da malha ~com o vetor

velocidade nestas regides é uma estratégia plausivel.

60 x 60 Re= 1000 ITMAA =1

FIGURA 75 - Linhas de corrente do escoamento entre duas placas planas

paralelas, em angulo de 900, obtidas com malha 60x60.
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Uma outra alternativa para o tratamento das regides de recirculagdo é
a utilizagdo de sistemas embutidos, conforme Thompson et al. [64]), onde nas
regides de recirculagdo é gerado um novo sistema de coordenadas alinhadas as

linhas do escoamento, como por exemplo o ilustrado na FIGURA 76.

FIGURA 76 - Sistema de coordenadas embutidas.

Provaveimente avutilizagéé-do’eSQUeﬁa dé coordeﬁadas éﬁgutidas deQe
A~fornecerﬂresultados-mais precisos nestas regiées de recirculaqéo, mas por outré
lado tornarér o programa computacionai' extremamente  dependente do problema
fisico, perdendo a fléxiﬁilidade . generalidade desejadas, e introduzindo;
certamente,.grande dose de complexidade. Desta forma esta alternativa ndo é
utili;ada neste trabalho. |

As solugdes obtidas com as malhas 10x10, 20x20 e 60x60, assim como as
solugdes obtidas com a malha 10x10 apés quatro adaptagdes, para as duas secgdes

escolhidas (secgdo A-A e B-B, mostradas na FIGURA 73) sdo apresentadas na
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FIGURA 77 e FIGURA 78.

[ 4
185 1,8F°
18t 16f
14+ 1,4F
12 127
10+ - 1,0
0,8+ ‘; 0.8+
ot 0,6
0,41 0,4F
o2+ 0,2}
01 701 T .1 T T - Rt | 010 ] ‘. v ~ ! ! T
103/ 02 03 04 05 rim) NS 62 03 04 05 r(m)
] - SN
02f FORMULAGRO WUDS-E o TOEF FORMULAGRO WuDS-E
i + 10 x 10 (ITMAA=5) 1 | + 10 x 10 (I TMAA =5)
o4 o 10 x10 (ITMAA=D) - 04" o 20x20 (1TMAA =1)
A 60 x 60 (ITMAA=1) , : - A 60x60 (ITMAA =1)

FIGURA 77 - Perfis da componente cartesiana da velocidade,'u,.ao longo
da secgio A-A, obtidos com malhas 10x10, 20x20, 60x60 e

10x10 apds quatro adaptacgdes..

Obserya—se, na FIGURA 77, qué os resultados obtidos com a malha 10x10
adaptada apresentam melhor concordancia com os resultados obtidos utilizando-se
uma malha 20x20, comparativamente aos obtidos com malha 1bx10 sem adaptagdo. O
bom desempenhoc da adapta¢do da malha pode ser verificado pela analise da

solucdo obtida com a malha 10x10 inicial, comparativamente a solugdo obtida com
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a malha 10x10 com quatro adaptagbes, apresentadas na FIGURA 77. Os resultados-
obtidos com a malha 10x10 adapfada diétanciam—se dos resultados obtidos com a
malha 10210’Sem‘adaptaqéo, aproximando-se marcadaménte da solucdo obtida com a
malha 60x60.

Em virtude da estratégia'escolhida para'geragéo de malhaé-nas regides
de recirbulégéo, interpolahdo-ée.la linha de. corrénte que téngencia a
recirculagdo e ky contorno do problema fisico, grandes espagamentos entre. as
linhas.coordenadas ocorrério, resultando, consequentemente, ‘em grandes erros de
‘disCretiéacéo nestas regides.

Na.FIGURA 78, pode~se observar que,:fora das regibdes de recirculagéio,
'a solugdo obtida com malha 10x10 adaptada é melhor que'a obtida com maiha
20x20. Observa-se ainda, neéta‘figura, queba solugdo obtida com malha 10x10

‘adaptada é melhor que a soluqéo obtida com malha 10x10 sem adéptagéo.

As solucgdes obtidas com malha 10x16, empregando-se a formulacdo WUDS-E
e a formulaééo WUDS, ambas com quatro adaptagdes, juntamente com a solugdo
'obtida com malha 60x60vnas segdes A-A e B-B, sdo apresentadas na FIGURA 79.

A solucao obtida empregando—se a formulagdo WUDS, com adapta¢éo da .
ﬁalha, témbém‘aprésenta melhoresvresultados do qﬁeioé obtidos-éoh 5 éoluqéo sem
adaptagéo,'compafativamente é‘soluqéo'obtidé com.a malha 60x60, conforme podev
ser vefificédo na FIGURAv 79. Pode éer 'notado;  neéta" figura, que a solugao
obtida_com glformulaqéo QUDS—E adaptadé ap;ésgnta meihdres resultados que os
obtidos jcém a .formuiagéo* WUDS com édaptacéo, mostrando mais uma vez.-a
influéncia dé utiliZaqéojdo ésqdemé.de?méihas adaﬁtativas proposto.

| 6] tempo de processamento necesséfio paré a obtencdo da solugdo do
problema em estudo, utilizando o compufador .IBM 3090, com _malha 10x10 sem
adéptégéo,'ZOxZO, 60x60 e 10x1d com quatro adaptagdes é 15, 130, 4090, e 44s,
respectivamente, mostrando a economia . Ae témpo de 'processamenfoA quando se

emprega a técnica de adaptagdo proposta.
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FORMULAGAO - WUDS - E

e -
o8k "~ + 10 x 10 (ITMAA=5)
© 10 x 10 (ITMAA=1)
A 60 x 60 (ITMAA=1)

044
™~
\‘o
0,2 o
: : . NS
. (<] ’
01 T T T T \ \,\‘ —b -
0] 02 03 04 QW’-, r(m)
_0'2_ \O/'
. FORMULACAO  WUDS-E
10+ + 10 x 10 (ITMAA=5)
- o 20 x20 (ITMAA =1)
; o8t © A 60 x60 (ITMAA =1)
3 [k

FIGURA 78 - Perfis da componente cartesiana da velocidade, u, ao longo

da seccgdo B-B, obtidos com malhas 10x10,'20x20, 60x60 e

10x10 apdés quatro adaptagoes.
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o 10 x 10 (ITMAA=5)- [wuDS]
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FIGURA 79 - Perfis da componente cartesiana da velocidade, u, ao longo
da secgdes A-A e B-B, obtidos com malhas 60x60 e 10x10,

‘ap6s quatro adaptagdes, utilizando a formulagdo WUDS-E e

WUDS.
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Os erros relativos er(%) obtidos no calculo da componente da
velocidade.cartesiana, u, maxima na secgdo, com referéncia a esta componente de
velocidade maxima obtida com malha 60x60, calculados nos diversos casos
estudados, relativos as secgdes A-A e B-B, sdo apresentados nos QUADRO 6ve
QUADRO 7, respectivamente. Estes erros forém calculados fora da regiép de

recirculacgdo.

QUADRO 6 - Erros relativos , ef(%) ,. obtidos no calculo da
componente da "velocidade cartesiana, u, maxima na'seccéo,
com referéncia a esta componente de vélocidade, obtida com

malha 60x60, seccdo A-A.

Malha v e;(%)
10x10 19,78
10x10(* ) | 9,34
20x20 6,04
60x60 -

10x10(**) | :11,54

(*) com ‘quatro adaptacbes [WUDS-E].
(**) com quatro adaptacdes [WUDS].

Devido»ao fato dés“linhas de corrente se concentrarem nas regides dé
alta velocidade onde a‘convecqéo'é.dominanie, concentrando, portanto, as linhas
“da-malha adaptativa, verifica-se que os erros numéricos sio reduzidos quando
comparados com oOsS erros.obtidos com uma malha sem adaptagdo. Em virtude de
utilizar-se um numero fiko_devpontos na malha, ocorre um maior espagamento
entre as linhas da malha adaptada, nas regites de recirculacéo{ Como era de se
esperar, a solugdo obtida com malha adaptada apfésenta maiqr erro do que a

obtida com malhas refinadas nas regides de recirculagdo.
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QUADRO 7 - Erros relativos , € (4) , obtidos no calculo da
r

componehté da velocidade cartesiana, u, maxima na secgdo,

com referéncia a esta componente de velocidade, obtida com

malha 60x60,fsecqéo B-B.

Malha er(%)

10x10 - 22,53

10x10(* ) <1,00

20x20 = 5,63
60%60 -
10x10(**) 8, 45

(*) com quatro adaptagdes [WUDS-E].
(**) com quatro adaptagdes [WUDS].

Com o objetivo de quantificar a difuséo'numérica, a expressdo para o
coeficienté de faisa'"Qifﬁséo apresentéda por Vahlv'DaVis .e Mallinson tll].
equagdo (3}, em cobrdénadas cartesianas; é éstendida para coordenadas
generalizadas; |

| Oncoeficieﬁte da’falsa difusdo inﬁroduzidé ﬁd_mé£odo_numérico, em
.coordenadas generalizadas, é dado por | |

2
r.1 +I'm

(315)

-onde 1 e m sfdo os cossenos diretores do vetor velocidade com relagdo aos eixos

coordenados [65] e T'. e Fn}sﬁo os coeficientes de falsa difusfo nas diregdes &

3

e mn, respectivamente, sendo dados por
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e = Egéé ' " (316)
r, = E%éﬂ | | (317)

xgu + ygv

1 = cosé = . (318)
' PN
X U+ yv _ .
m=-——2 7 - , (319)
{o |V] |

sendo 8 o 3ngulo entre o vetor velocidade e o eixo £.

Substituindo-se as equagdes (316) a (319) na equagido (315), obtém-se

r = pPUAEVAD (320)

£ : 2 2
2[ uAg (x u + ygv] + Vin [x u+y v] ]>
L UE LA

'Para o caso de malhas cartesianas, a equagdo (320) recai na equagéo
(3).

0 Eampo do cqéficiénte de falsg difusao Ff féi obtido para o_éaso de
malha 10x10, sem adaptaééo (ITMAA=1) e apés 4 adaptaq6§s (ITMAA=S), sendo os
resultados apfésentédos naé FIGURAS -80 e 81, respectivamente.

Convém‘salientar QUe a»utilizéééo da estratégia de malha adaptatiya,
alinhando-se as  1inhas coordenadas : com ‘felaqéoA ao vetor . velocidade, redué
expreési&amente o coeficiente de falsa difusido, cémparativamente a utilizagdo -
. de malha fixa, conforhe ilustram_as FIGQRAS 80 e 81. Apesar da presenga .de
reduzidos valores Ff no dominio, quando malhas adaptativas s8o utilizadas,
verifica—se que o0s haiores coeficientes de falsa difusio se ‘localizam nas
regi6es de recirculacgdo, em virtude do grande espagamento entre as linhas

coordenadas al existentes.
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FIGURA 80. - Campo do cbefibienfe devfalsa difusdo, sem adaptagdo  da

malha. -
Com o objefi?o'de se obter uma andlise global da falsa difusdo em todo

o dominio computacional, foi calculado um coeficiente de falsa difusdo médio,

através de
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onde N é o numero de pontos total no dominio e Ffi é o valor de Fr no ponto i

do dominio.

0,002
0,003
0,004
0,006
0,008

FIGURA 81 - Campo do coeficiente de falsa difusdo, com adaptagdo da

malha, ITMAA=S.

A FIGURA 82 apresenta o valor de FT obtido em fungdo do numero de

adaptagdes utilizado (ITMAA).
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n (100

16,0

8,0+

ITMAA

FIGURA 82 - Influéncia do numero de adaptagdes de malha no valor de FT

Analisando-se .a - FIGURA 82, verifica-se que, apbés 4 adaptagdes
(ITMAA¥5), o] vaiér de’FT'se tofna.éonétaﬁte, havendévuma>redu¢§o de 9 vezes‘
no valor de rT, comparativamentevao valor de FT obﬁido com malha sem adaptacgéao.

A utiiizaqéo daiestfatégia de malhas adabtativas proposta mostrou
ser; neste caso estudado, Qma técnicé‘ eficaé 'paraA mélhorarr a qualidade da
solucgdo de prbblémas:cém convec§§o dominanie. A soluqéo,do problema em estudo,
utiiizando-se uﬁa ‘malha ‘10xiO adaptada, abresenta boa concordancia com . a
solugdo obtida com a malha éOxZO, com a vaﬁtagem de apresenfar uma e#pressi?a

redugdo no tempo de processamento.

5.2.2 - Escoamento na regido anular entre dois cilindros concentricos
Este problema trata do escoamento laminar de um fluido newtoniano

incompressivel, isotérmico, com propriedades fisicas constantes, no espacgo
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compreendido entre dois cilindros verticais coaxiais, onde o cilindro externo
gira com velocidade constante S%) e o cilindro internc é estacionario. Um
esquema do problema em estudo pode ser visto na FIGURA 83.

A solugido analitica deste problema [66] é

Gilindro
interior
estacionario

FIGURA 83 - Escoamento na regido anular entre dois cilindros
concéntricos, onde o cilindro externo gira com velocidade

angular Qo e o cilindro interno é estacionario.

(332)
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Devido a simetria do pfoblema, a solugdo foi obtidé somente para‘um
quadrante do dominio de céalculo. As condigdes de contorno empregadas foram
velocidade anguiar QO, preécrita para é fronteira nbrte,,vélocidade nula na
fronteira sul, perfis de velécidade exatos para as fronteiras leste e oeste.

A solucdo numérica deste problema, empregando a fungdo de interpolagido
WUDS-E, foi obtidé utiliéandé*se malhés 1Qx10, 20x20 e 10x10‘com adaptacgdo. As
malhas 10210 sem adaptagdo, 20x20 é 10x10 adaptada s3o apresentadas nas FIGURAS

84, 85 e 86, respectivamente.

. .
/ 75,5 10x10
ITMAA=

FIGURA 84 - Malha 10x10 sem adaptagdo empregada na solugdo do escoa-

mento na regido anular entre dois cilindros concéntricos.
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R O
ESNS .
e NN

FIGURA 85 - Malha 20x20 sem adaptacio empregada na solugido do escoa-

mento na regido anular entre dois cilindros concéntricos.

A FIGURA 87 apresenta as linhas de corrente do escoamento obtidas com
a utilizagdo da formulaqéé WUDS-E com malha 20x20.

Os resultados analiticos, assim como os resultados numéricos obtidos,



187

utilizando a formulagdo WUDS-E, para as malhas 10x10 sem adaptagédo, 20x20 e
10x10 adaptada ao longo da direciio r (indicada na FIGURA 83) para os angulos de

'14,5°, 45° e 75,50, sdo apresentados nas FIGURAS>88, 89 e 90, respectiVamente.

. A velocidade angular Vg foi calculada a partir das componentes

cartesianas da velocidade.

FIGURA 86 - Malha 10x10 adaptada, empregada na solugdo do escoamento

na regifo anular entre dois cilindros concéntricos.
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20 x 20
ITMAA=]

FIGURA 87 - Linhas de corrente do escoamento obtidas com a formulacgao

WUDS-E, malha 20x20.

.Pode ser observada, na FIGURA 88, uma boa concordiancia entre os
resultadOS‘numéficos bbtidos e os resultédos aﬁalificbs. Oé erroé relativbs
maximos calculados'para'as malhas 10x10, 20%20 e 10x10' adaptada, relativamente
aos énéqlés 45n e 75,50; sdo apresentados no QUADRO 8.

Pode-se observar no_QUADRO 8; qﬁe a solucdo numérica obtida com uma
malha 10x1i0 adaﬁtada, pafa o angulo de 75,5°,‘apresenta uma expréssiva redugao
do erro relativp, comparativamente & solugdo numérica obtida com malha 10x10
sem adaptaqéo..Este mesmo comportamento ndo se verifica para o angulo de 450,
como era de se esperar, considerando-se que, na maiha inicial, nesta posigdo,

v6 apresenta bom alinhamento com as linhas da malha.
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4
0,6f
“ast .
9 " 8:14,5°
) -
N
g O4t
S
0,3
® 10 x10
0,2} x 10 x 10
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001 ...002 003 " .0p4 - 0,05 0,06
r{(m)

FiGURA 88 - Resultados analiticos e numéricos obtidos com malhas

do escoa-

10x10, 20%x20 e 10x10 adaptada, para 6 = 14,5°,

mento no espago-:anular entre dois cilindros concéntricos.

QUADRO 8 - Erros relativos maximos obtidos no calculo da velocidade

~ .angular Vg» Para as malhas 10x10, 20x20 e 10x10 adaptada,

com angulos 45° e 75,5°;

Erro relativo (%)

malha) 4010 | 20x20 | 10x10(*)

o

45 3, 07 3,17 2,27

75,5 21,39 1,96 3,88

(*) com adaptacio
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‘FIGURA 89 - Resultados analiticos e numéricos obtidos com malhas
10x10, 20x20 e 10x10 adaptada, para 8 = 45°, do escoamento

no espago anular entre dois cilindros concéntricos.

No QUADRC 9 séo apresenta&os o tempo dé pfocessamento para a obtengédo
da soluééo empregando;se"as mélhés 10#10,’20¥éb e 10x10 com adaptaqéo,’assim
como. o devio padrido e erros maximos relativos no dominio de calculo.

Com base no QUADRO 8 pode-se verificar que a solugdo numérica ébtida
com utilizagéo da malha 10x10 adaptada, comparativamenﬁe a solugdo obtida com

malha 10x10 sem adapta¢do, apresenta um erro maximo relativo consideravelmente

menor, reduzindo-o a menos da metade.
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A solugdo obtida com malha 10x10 adaptada aproxima-se da solugdo
obtida com malha 20x20, com a vantagem do tempo de processamento computacional
ser, para o primeiro‘ caso, da ordem de seis vezes menor, mostrando ser, a

estratégia de adaptagdo, um procedimento atrativo para a mihimizagdo dos erros

" numéricos.

4 .
Qsér
Q51 ,
6=75,5°
_. 04r
0
~
£
> a3+
o2+ ® 10x 10
x 1010
(ITMAA=2)
"ok ADx 2
Q0 —

T T T c T = T
0,01 002 003 004 0p5 006
f'fr(m)

FIGURA 90 - Resultados analiticos e numéricos obtidos com malhas
10x10, 20%x20 e 10x10 adaptada, para 6 = 75,5: do escoamen-

to no espago anular entre dois cilindros concéntricos.
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QUADRO 9 - Tempo de processamento para a obtengdo da solugdo, desvio
padréo e erro maximo relativo, com o emprego das malhas
1010, 20x20 e 10x10 adaptada, . para o escoamento na regiao

anular. entre dois cilindros concéntricos.

S . Desvio : Erro méximo
Malha tempo(s) Padrao relativo'[vel
[ve]’ ‘(A)
(m/s)
10x10 11,97 | 5,9365,107° 26, 34
20x20 159, 11 2,2819.107° 11,46
10x10(*) $ 27,41 4,7763.10™% 11,53

(*) com adaptacéo
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

A utilizagdo de métodos numéricos para a obtengdo da solugdo de
problemas envolvendo escoamento de fluidos é ﬁma ferfamenta potente e qe uso
.céAa _véi mais. infensd naé diQeréas dreas da engenharia, em virtude das
dificuldades encontrédas na obtencdo da solugdo analitica.

Independentemente do método numérico utilizado, muitos detalhes podem
influenciar a solugdo do problema, tais_como: a qﬁalidade da discretizagdo, o
arranjo das variéveis.mna malha computacional, as diferentes vfunqées ~de
interpolagdo das variaveis no - dominio de calculo, entre outros. Dos. trés
éitadoé, o de mais dificii tratamento é o da apliéagéo da fungdo de
interpolaqéd, uma vez que O Uso de funcgdes nio adequadas.introduz a chamada
difusdo numérica, muitas vezes em quantidade que destréi a qualidade da
soluqéo;v

Neste trabalho, duas linhas - principais foram abordadas, visando
contribuir na'qﬁestéo da minihi?aqéo da difus3o numérica; a préposigéo de uma.
funqéd qe inferpolaqéo para a.estimafiva_das.variéveis e de”seus fluxos nas
faces do volume de conirole e a prdeSigéofde'uh’ééquema de malhas adaptativas

que resulta no alinhamento das 1linhas .da malha com a direg¢io do vetor

- velocidade. -

A funcdo de interpolagdo proposta tem a vantagem de. ser baseada,
exclusivamente nas equacdes de conservagio, sem utilizagdo de fungdes peso,
_comuns a muitos métodos que ndo possuéﬁ a fundamentacdo fisica consistente. A
fungdo de interpolagéd proposta, WUDS-E, é uma extensio do esquema WUDS e

preserva, no termo fonte, a influéncia dos termos convectivo, difusivo e de
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pressdo, remanescentes da equagdo de conservagdo. Mesmo mantendq a influéncia
destes termos explicitamente no termo fonte, os testes mostraram marcante
influéncia dos mesmos sobre os resuitaaos. Como'consequéncia, a fuhqéo proposta
é simples, de'féﬁil implementacgéo, sendo_poésivél incorporid-la nos programas
vcompufacionais existentes com grande facilidade.

Uma série de-testes; com o objefivo de analisar’ﬁa plenitude a fungéo
de interpolaqéo, foram realizados, sendo avaliada a influéncia dos diversos
termos presentes na funcido de interpolagdo, como, por exemplo, termos
con?ectivo, difusivo, de pfesséo e fohte.

Os dois pfimeiros “testes ° tiveram como meta a  yerificaQéo da
‘implementagdo computacional de todo o eéquema numérico. Eles tratam da solugdo
analitica das equag¢des do movimento ém duas:dimensées ém uma cavidade quadrada,
cujas condicées de contorno e‘termos fontes variam na fronteira é'no dominio,
respectivamente, e sﬁo_eépecificados por polindmios.

A influéncia do termo.convectivo na diregdo normal a ﬁma das'linhas
coordenadas, na fuﬁqéo de interpolagéd, foi analisada na solugdo do problema do
escoamento com velocidade uniforme e variagdo degrau no perfil de um escalar,
to'qual possui solucéb.ahalitica éproximada, apresentada por Réithby [7]. Em
todoé .08 casos.'de' malha e véngﬁlov estudados, os resultados obtidos com a
imposiqéo da conve&géo lateral nula, na fungdo de interpolagdo WUDS-E,
_resulfaram em maiores erros na‘sgluqéo obtida, ﬁostrando a importancia da
presenga da conveqcéo latéral"na fungio de.interpblaqéo. Comparativamente a
qutros esquemas empregados na soluglo deste broblema de convecgao dominante;
como por exemplo, os esquemas MWUS, SUDS, etc., 6 eéquema WUDS-E apresentou
desempenho compardvel, possuindo a grande vantagem da simplicidade.

Na solugdo do probiema da cavidade quadrada com a parede superjor
movendo-se com velocidade constante, mais uma vez o esquema WUDS—Evapresentou
desempenho comparéavel a outros esquemas que possuem nivel de sofisticagéo

superior em sua concepcio.
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O problema da difusio pura e termo {onte nulo ou yariével, no dominio
de uma cavidadé quadrada, foi resolvido utilizando-se o esquema WUDS-E,
ap}esentando muito boa ﬁoncordéncia com.o0s reéultados obtidos analiticamente.

.0 problema da cavidadévquadrada, coh conveccio, difusdo e termo fonte
variavel no dominio; foi resolvido utilizando-se o esquéma WUDS-E. Neste caso,
os resultados obtidos utilizaﬁdo-se' os‘ esduemas' "upwind” ou exponencial
apresentaram grande discrepancia quando comparados,com a solucgdo analitica,
enqﬁanto que os resultados obtidos como os esquemas WUDS-E, WUDS-E(UP) e SUDS
apresentah 6 mesmo compoftahénfo em toda a faixa de Re estudada, aproximando—ée
dos'resﬁltados analiticos. O método‘"Flux—Spline", neste problema, apresenta os

‘menores erros.

Visando analisar a influéncia do gradiente de pressido na fungdo de
- interpolagéo, bém como;~éstender a metodqlogia-para coordenadasugeneralizadas,
foi resolvido o problema do escoamento entre duas placas planas e paralelas com
restrigdo de seccdo.

Os resultados obtidos impondo-se -0 gradiente de pressdo 'nulo, no
esquema WUDS-E, apresentam uma maior discrepancia do que os obtidos com o
esquema WUDS-E, com relacao aoé résu1tad6s obtidos com malha béstante ref inada,
mostrando a necessidade da manutengdo do gradiente de pressio na. fungdo de
interpolaqéo; 

_ Nos  es§uémas‘ tradicionais éue utilizam funqéb de interpolagao

. unidimensional, o gradiente.da variavel ¢‘ﬁas'faces do volume de controle é
'ogtido através da derivaéio»da expressido de ¢. Neste trabalho, é proposto um
novo esquema que péndera a influéncia dbs pontos vizinhos a face, na direqéo
normal, para avaliagdo do gradiente da propriedade transportada na diregédo
normal a face do volume de controle, avaliando adequadamente tal termo, quando
malhas n8o ortogonais estdo presentes, néo apresentando o carater
unidimensional caracteristico das formulagdes tradicionais.

0 esquema de malhas adaptativas .proposto mostrou ser uma eficiente
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estratégia para a reduqao da difusdo numérica, conforme evidenciam oS
resultados obtidos no escoamento entre duas placés planas paralelas em angulo
de 90" e no escoaménto na regido anular entré.dois cilindros concéntricos.
Nestes 'dois problemas, uma expressiva reduqéo no tempo computacional foi
conseguida considerando-se a obtengdo de.uma solugdo, utilizando malha menos
réfinada com adaptaééo, de qualidade semelhante a 6btida ‘com malha mais
refinada,‘Sem adaptacgao. |

“Uma impoftante caracteristica apresentada pela.metodologia proposta é
o fato de néq se ter encontrado nenhum problema de instabiliaade, em todos os
casos de teste estudados.

O bom desempenho da metodologia proposta, nos diversos problemas
testados, -aliando—se a utilizaqéo da func¢do de interpolagio WUDS-E com a
esfratégia de malhas adaptativas, gerando linhas coordenadas na diregao do
vetor velocidade, sugere a indipacéo. do esquema proposto como uma boa
alternativa para a minimizagdo da difusdo numérica.

Como sugestdes .para a continuidade do bresente’ trabalho, pode-se’
investigar a utilizéqéo de um sistema de coordenadas embutidas ouvmultiblocos
nas regides devrecirculaééo, visahdo melhérar as soluqées”néstas regides. Os

estudos realizados podem ser estendidos para escoamentos compressiveis.
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