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R E S U M O

As equações de Nav ie r- St o ke s e conservação da energia 

cinética turbulenta são aplicadas ao escoamento turbu l en t o incom- 

pressível, co m pl e ta m en te  desenvo lvido, no interior de tubo.

Os modelos matemá ti c os  foram adaptados de modelos o r i g i 

nalmente empregados na solução da camada limite sobre placa plana. 

A mo de la çã o aplica-se ã tensão t u r b u l e n t a , aos termos de p ro du çã o 

difusão e dissãpação na equação da energia cinética t u rb u le nt a  .

As equações referidas foram obtidas em c oo rd enadas cilíjn 

dricas, par ti nd o-se da - forma vetorial e depois tensorial, incluin_ 

do finalmente as simplif icações  inerentes ao problema.

Como o sistema a ser re solvido co mp õe-se de equa çõ es 

di ferencia is  ordinárias não lineares, não é passível de solução ana 

lítica. Nestas ci rcunstâncias, para contorna r esta d i fi c ul d ad e ou 

esta i m po s sibilid ad e de solução analítica, utiliza -se o m étodo nume 

rico de diferenças finitas.



V

Dentre os resultados obtidos, o coeficiente de fricção, 

a distr ibuição de velocidade, bem como a distribu iç ão  de tensão 

tu rbu le nt a a pr es e nt a m um c om p or ta me nto satisfatório, para os divejr 

sos números de Reynolds. A d i s t ri bu i çã o  de energia ciné ti ca t u r b u 

lenta concorda com os valores ex p er i m e n t á i s  apenas no as pe cto q u a 

litativo, com algumas d i sc re pa ncias no aspecto quantitativo.



A B S T R A C T

The N a v i e r- S to k es  and the tu r bu le n t kinetic energy e q u a 

tions for the incom pr es sible, tur bulent and fully develo pe d pipe 

flow, were solved by a finite difference procedure. Ma t he m a t i c a l  

models for the tu rbulent shear stress and for the di ffusion and dis 

sipation of the t u rb ul ent kinetic energy in the f lat-pla te  boun dary 

layer were modified and used in the calculation of the pipe flow.

The equations were obtained firstly in vectorial form, 

then in tensorial form and finally in cyl indric al  coordinates.

Friction coefficient and the d istrib ut io ns of the mean 

velocity, turbulent shear stress and turbulent kinetic energy were 

obtained at different Reynolds numbers. Those numerical results

were compared with ex periment al  data and the agr eement was good in 

whole cross section of the flow.



C A P Í T U L O  1

I N T R O D U Ç A  O

Em 1904, Ludwig P r a n d t 1 introduziu um con ceito re v ol uc i o 

nario na Mecân ic a dos Fluidos, relat ivo ao escoamento de fl uidos re 

ais ao longo de um contorno sólido. Segundo o mesmo o efeit o da vi£ 

cdsidadé é considerável  em apenas uma região bastant e fina chamada 

"camada limite" junto ao referido contorno. A partir deste ponto , 

os es co ame ntos passaram a ser tra tados como viscosos no int er i or  da 

camada limite e ideais fora da mesma.

Por outro lado, Osborne Reynolds (1883) demonstrou, atra 

vés de seu clássico experimento, a existência de dois tipos de esco 

amentos: o laminar e o turbulento.

A partir dos conceitos acima, os esforços foram c o n c e n 

trados na solução das equações relativas âs camadas limites la minar 

e turbulenta, existindo um grande número de trabalhos teór icos e e_x 

pe rimentais já publicados neste sentido.

0 escoamento laminar devido à sua relativa s i m p l i c i d a d e  

em relação ao turbulento, foi desde cedo abordado, e sol uções ainda
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q u e  a p r o x i m a d a s ,  f o r a m  o b t i d a S é

0 mesmo não ocorre u com o escoamento t u r b u l e n t o ,de maior 

co mplexidade p o r - ser um es coa mento de caráter randômico . Devido às 

fl utuações e à al e a to r ie da d e destas flutuações apr e se nt a da s  pelas 

componen tes da velocidad e e pela pressão, sérias d i f i cu ld a de s  são 

in troduzidas na resolução das equ ações refere ntes a este tipo de 

e s c o a m e n t o .

Re ynolds sugeriu que este mo vi mento al ea tó ri o fosse d e 

composto em uma parte média e uma parte flutuante. A p a rt ir  daí, a 

camada limite passou a ser calculada somente com base nos' va lores 

médios do escoa me nt o para a aplicação direta em engenharia, como 

por exemplo, no cálculo do coefici en te  de fricção.

Mas, com a introd ução deste conceito de valor médio e 

flutuante, novas incógni tas surgem devido a não li ne aridade das

equações. Na equação de Nav ie r-Stokes  surge o termo chamado "tensão 

turbulenta de R e y n o l d s”, cujas componentes são médias de duplas 

correlações entre componentes das flutu ações de velocidade.

A i nd e te rm in açio pode ser resol vida com a i n tr o du ç ão  das 

hipóteses de f ec ha mento ou modelos, que consistem em rel aç õe s m a t e 

máticas entre certas incógnitas, tornando o problema de t er m i n a d o  

(número de equações igual ao número de incógnitas).

B ou ss in esq deu o primeiro passo neste sentido com a i n 

trodução do conceito de "viscosidade turbulenta", a partir de uma 

analogia entre a tensão viscosa e a tensão turbul enta de Re ynolds .

Prandtl (19 2 50 propôs a hip ótese do "comprimento de m i s 

t u r a”, que relaciona a viscosid ade .turbulenta com o gr a d ie n te  de v£
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locidade média, como mo de lo para o tensor de Reynolds.

Von Kármán (1930), i nt ro du ziu a chamada "hipótese de s i 

mil aridade", exp ressand o o co mp rimento de mistura em função da p r i 

meira e segunda derivada da v el oc id ade média.

ü processo consistia, em última análise, na busca de m o d £  

los para a tensão turbulenta, que p o ss i b i l i t a s s e m  a solução da eq u£  

ção de N a v i e r - S t o K e s .

Com o advento das mod er na s máq uinas de comp ut a ç ão  s u r g i 

ram inúmeros trabalhos sobre a resolução de sistemas de equações 

diferenciais parciais não lineares. É este avanço re pe rc ut i u f a v o 

ravelmente na Mecánica dos Fluidos, p a r t i c u l a r m e n t e  no cálculo de 

escoamen tos turbulentos. Novas equações foram criadas a partir 

da equação de Navier-Sto ke s e novos modelos foram testados, a b r a n 

gendo a solução de camada limite em placa plana, camada limite com 

grad iente de pressão, escoamento em tubo, etc.

0 presente trabalho consiste em mais uma co n tr i b u i ç ã o  à 

solução de es coamento turbulento. Com este objetivo, faz parte de 

uma linha de pesquisa do Curso de Pós -G r ad u aç ã o em E n g e n h a r i a  M e c â 

nica da Un iversidade Federal de Santa Catarina, sendo pr ec e d i d o  p e 

los trabalhos de Pereira Filho [ 12 ] , Dutra [ 05 ], Ferreira [ 0 6*] e 

Lima [ 11 ] .

Pereira Filho [1 2 ]] resolveu um sistema composto por q u a 

tro equações: equação da continuidade, quantid ad e  de m o v i m e n t ú . e n e r  

gia cinética turbulenta e equação da c onserva çã o da taxa de dissipa_ 

ção da energia cinética turbulenta, aplicadas a um escoa me nt o inconn 

pressível em uma camada limite tu rbulenta bidimensional, em placa
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plana e també m corn gradiente de pressão.

Dutra [05] abordou o prob lema de escoament o i nc ompre s s_í . 

vel em uma camada limite turbu le nt a sobre superficies curvas, em re 

gime permanente, utilizando as equ ações da co n tinuida de  e c o n s e r v a 

ção da qu an ti dade de movimento. Para co n tornar  o p roblem a de fe- 

chamsntq, modelou a vi scos id ad e turbule nt a em duas equações, para 

duas regiões distintas do escoamento: a região junto â p arede e a 

r egião afast ada da parede.

Fe rreira [ 06 ] res olveu um sistema composto por três equa 

ções fundamentais: equação da continuidade, cons ervação da quantida_ 

de de mo v imento e conservação da energia cinética tu rb ulenta. Estas 

equações: ; foram aplicadas ao es co a me n to  inc ompressív el  em uma c a m a 

da limite tur bulenta  sobre s uperfíc ie s curvas. Seus modelos, b a s e a 

dos em .'.'Be c kwith e Bushnell [02_] incluia m o conceito de p a râ m e t r o  

de estrutura e relações entre a d issipaç ão  viscosa e a energia cin_é 

tica tur bulenta e entre o termo de difusão e o gr ad ie nt e de energia 

cinética.

Lima [11 J resolveu as equações da continuidade, c o n s e r 

vação da q ua nt idade de m o vi me nt o e da energia, para 0 ■ esc o a m e n t o  

turbulento in co mp ressív el  em camada limite b id im e n s i o n a l  sobre 

placa plana e também sobre sup er f í ci e s c u r v a s . Introdu zi u mo de los 

relativos à vis cosidad e turbulenta e ã di fusi b il i da de  té rm ica t u r 

bulenta.

Este trabalho, por sua vez, surgiu do interesse em dar 

contin ui dade ao objetivo inicial de resolução de es c oa me ntos turbjj 

lentos. R e fe re -s e o mesmo ao escoame nt o turbulento i n co m p r e s s í v e l  

no interi or  de um tubo de paredes lisas, com perfil de v e l o c i d a d e
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co mpleta me n te  desenvolvido. Duas equações o integram:

- Equação de Navier-S to ke s, na direção axial do escoamento;

- Equação da con se rvação da energia cinética turbulenta.

Os modelos utilizados são ad ap tados de Beckw it h e Bu sh nell 

[02j , também utilizados por F erreira  [06] , e ainda com uma es 

cala de turbulência aprese nt a da  por K o n st a nt i no v  [ 09] .



C A P I T U L O  2

EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA

Neste capítulo são aprese nt ad as as equações u t i l i z a 

das na solução do p r o b l e m a. 0 conceito de valor médio e fl u tuante  

é i n tr od uzido e a equação da c o ns er vação da energia c in ét ica t u r 

bulenta é obtida. As equações que inicia lm ente estão na forma v e 

torial são repr esentad as  em seguida na forma tensorial e finalmeji 

te ap li cadas ao sistema de coo rd en adas cilindricas, com i n t r o d u 

ção das simplificaçõe s físicas do problema .

2.1 - Equaçõ es  Básicas na Forma Vetorial

As equações básicas do problema são obtidas a partir  

das seguintes equações fundamentais:

a) Equação da Co ntinuidade :

V . V = 0 (1 )

b) Equação de Na vier-Stokes (despr ezando-se as forças de campo] :



As equações são re lativas ao escoamento t u r b u l e n t o  

instantâneo, com var iáveis de va lor i n stantâ ne o que a p r e s e n t a m  flu 

tuações aleatórias, i m p o s s ib il i ta n do  a solução destas equações.

Procur a nd o  viabili za r  a solução de esc oa mentos  t u r b u 

lentos, torna-se comum a introdução do processo de média temporal. 

Através da mesma, as va riáveis são repr es entadas  por um va lo r m é 

dio mais um valor flutuante, conforme o Apêndice 1.

Ob tém-se por uma m an i p u l a ç ã o  matem á ti c a adequada, a 

equação de Navier -S t ok e s para o escoa me nt o médio, as equações da 

co ntinuidade para o escoa mento médio e flutuante e ainda a e q u a 

ção da co ns erv ação da energia cin ética turbulenta. As equações 

ap res en ta m a seguinte forma:

a) Equação da Contin ui da de - es coamento  médio :

V.V = 0 (3)

b) Equação da Continui da de  - es co amento flutuante :

V . v = 0

c) Equação de Navi er -S toKes - esco am e n to  médio :

V.CV V) + V . C v ~ v ) = - -  VP + v V 2V 
~ ~ ~ *- P

d) Equação da Conservação da Energia Cin ética Turbulenta  :

A energia cinética turbu lenta ( QO , representa uma ener-

(4)

C 50
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gia cinética por unidade de massa e é definida do seguinte modo

A equação da co n se rv aç ão para esta var iável é derivad a 

da equação de N a vi er -S tokes para o escoam en to  flutuante, equação 

( A 1 .7 3 . Esta é m u l t i p l i c a d a  es c al a rm en t e por v , com a post_e

rior aplicação do processo de média, resul tando em :

+ V  V . V Q - V D ( 6 3

1 - -
Q = — ( v.v 3 - energia cinética t u rb u le nt a  i n st a n t a n e a  ;

V  D = v  V v : V v - taxa de dissi pa ção viscosa

2'. 2 ̂  Obt enção dás Equações na Forma Tensorial :

Aplic ando os conceitos tensor ia is  [07] , ao sistema de 

equações proposto, obtém-se as mesmas ainda em coor de na das g e n é r i 

cas, na forma tensorial, con forme o Apêndice 2. As c om po nentes das 

ve locidades média e fl ut ua nte apar ec em  na forma co nt ravariante.

a3 Equação da Contin ui dade - escoament o médio :

V -J * vJ rji ' ° (7)

b) Equação da C on t inuidad e - escoa mento fl ut uante :

v -j + vJ rji = 0 (83



g

onde é o símbolo de Christoffel [o7J .

ç) Equação de Ne vi er-Sto ke s :

{ (  vJ v 1 + v1 v.1 + v j  v k r * .  + ( vJ v1) , ^  ♦ v V  +

+* '/Jvk-rW ï ïj = ■ i P'l gJi * VlvJ-li E11 * 2VÎK fJj gki

- ?3-l TU  H k  * F1K, i i"1 * V1 rL  rKl S"1 ‘

v 1 rj rk Pmi ) e ( 9 )4lk lifn g J ~i ' l9J

onde g ^  e g . .  §io as componentes do tensor métrico, de base. con-
4* J

tra variante © eoviriante, respect ivament e;  e^ é o vetor de base c o 

variante.

d ) Equação d a Cqnstrvação da Energi a Cinética Turbulenta :

V 1 Q,. ♦ v M  y]. gli + v ivj v 1 r j j  g mi + t v iQ ).± +

+ v j Q r * .  * - -  ( v j P) , . - 1  vJp r 1. + 
j! P 3 p j i

+ V {Q,ji g Ji - 0 , j g 1 1 } - V D (10)

vO =v {vJ,1vk ,1 gjk g11 . 2 y k rjj g.n g 11

♦ v V  rn r" g g 1 1 }
1 kl Êmn g 1



2 . 3 -  Sistema de Coordenad as  Utilizado e Si mp li fi c aç õe s  do P r ob le ma

Como o prob le ma em estudo r ef er e-se a um escoament o no 

interio r de um tubo cilindrico, co ns i de r ou -s e  mais adequado o uso de 

coordenadas cilindricas. Este sistema apres en ta  as c om po nentes (r,0,z) 

sendo "r" a coord enada radial, " 0” o ángulo polar e ”z" a co or de n a d a  

coin cidente com o eixo do tubo.

Partindo da hipótese de um escoa me n to  compl et a m en t e dese_n 

volvido e axi-simétrico, várias s i mp li f ic a çõ e s podem ser introduzidas 

nas equações, que seriam :

-A veloc id ade m e d i a n a  direção z ( V Z 0, seria função de r, 

somente : V Z = \JZ [r) ¡

 ̂  ̂ "“17 -_0
-As velocidades medias nas direções r e  9 ( V e V ), seriam  

nulas ;

-O val or  médio do produto de duas qu a nt id ad es flutuantes v X v^ , 

seria função de r, somente: v Xv^ = f ( r ) .

2.4 - E q u a ç õ e s  em Coo rd ena das Cilindricas

10

A partir das equações (7),(8),(9) e (10), na forma t e n s o 

rial. pode-se r e p r e s e n t a - las em coo rd enadas cilindricas, e x pr e ss a nd o-  

se os seus índices em função das com ponentes deste sistema de coorde 

nadas. A d m i t i n d o - se em seguida as s im plif ic aç ões consid eradas a n t e 

riormente, o resultado, conforme o Apéndice 3, seria:



a) Equação da Continuidade - escoa m e nt o flutuante

11

1 , r. 1 6 2 n

"v r v r + v v '0 + v 'z = 0
( 11  )

b) Equação da Co ntinuidade - esco am en to médio :

vz,2 = ü ( 1 2 )

c) Equação de Nav ier-St ok es  - . e s c o a m e n t o  médio

compone nte na direção r

1 , r r ,
— ( r v v ) , 
r r

1 6 0 
— v v 
r

1 -  

P P ' r
(13)

componente na direção 0

1  1  p 
P r 2 6

(14)

componente  na direção z

1 , r z ,
— ( r v v ), 
r r - -  P, + 7  ( r y z , ) , o z r r r

(15)

d) Equação da Conserva ção da Energia Cinética T ur bulenta  :

Segundo o resultado obtido no Apên di ce 3» a equação (10) 

resulta em :

v rv 2 V Z ,r * 1  fr v r (Q+£)]. (16)

onde :



- o primeir o termo represen ta  a p r od uç ão de energia cinéti ca  tu_r 

bulen ta j

- o segundo termo, a difusão por pr es sã o e por energia cinética;

- o terceiro termo, a difusão vi scosa ¡

- o quarto termo repre se nta a taxa de di ss ip aç ã o viscos a ; 

e a i n d a :

■ñ 1 r r r  ®  ̂  ̂ z z i0 = — ( v v  + v v  + v v  ) J

o 1 , r r 0 0 z z . 0 = 2- ( v v  + v v  + v v  j

— r r 0 0 z z 1 r r
Z? = v , v , + v , v , + v , v , + — v , a V ,ft + 

r r r r r r ? o tí
r

1 0  0 1 z z r r 0 0
+ —  v ,fiV ,Q + V , q V , q + V , v , +  V . V , + 

2 ü t) 2 b tí Z Z Z Z
r r

z z 2 0 r 2 r 0 . 1 0 0  1 r r
+ v , v , + —  v , Q v - — v , « v + — v v + — v v 

Z  Z r 2 0 r 2 0 r 2 r 2

e) Simpl if ic ações A d i c i o n a i s :

De acordo com o Apêndice 3, as com ponentes da equação de 

Na vier-Stokes podem ser simplificadas, obtend o- se  os seguintes resu_l 

tados :

direção 0 :

0 r n 
v v = ü

- direção r
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- direção z :

v rv 2 - V V 2 , = ~  u * 2 (17)
r K

onde u* representa a v el oc idade de fricção : u* =

0 sistema de equações a ser re so lv id o é composto 

pelas equações (16) e (17).



C A P Í T U L O  3

HIPÕTESES DE FECHAMENTO

O sistema formado pelas equações (161 e (17) nao é 

passível de solução, pois apresen ta  para apenas duas equações , um 

maior número de incógnitas. Valores médios do produto entre quanti, 

dades flutuantes não ap re s en t am  um compor ta me nto con hecido , sendo 

portanto res ponsáveis pelo excesso de variáveis.

B us ca ndo-se uma solução viável, lança-se mão das hipóte 

ses de fechamento com a i n cl us ão dé relações ou modelos m a t e m á t i 

cos que exprimem estas quantida de s desco nh ec idas em função das 

variáveis V z e 0 , ve loc id a de  m édia e energia cin ética tur 

bulenta.

Os modelos utilizad os  são baseado s em Beck with e Bushnell 

£02 ]. Estes modelos foram in i ci a lm en t e utilizados por Glushko cita 

do por [0 2], na solução do esc oamento da camada limite em placa 

plana .

3 . 1 -  Inversão da Coorde na da  Radial

Beckwith, e Bushnell [ Q 2 } utilizaram em suas .'equações . e 

c o ns e qu e nt e me nt e  em seus r e sp ec ti vos modelos, um sistema de coorde
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nadas cartesianas. Neste sistema a compo nente p e r p e nd i cu l ar  à pare-

co or denadas cilindric as  o ralo cresce em sentido co nt ra rio (centro 

para a parede), torna-sé fnais c o nv e n i e n t e  adotar um sistema no qual

o cr esci me nt o ocorra da parede para o centro. Com este obje tivo p o 

de- se - defin ir urna nova coorden ad a "y" com a mesma direção, mas s e n 

tido c o nt rá rio a "r”, tal que :

y = R - r

Di ferenc ia n do  esta relação, obtém-se : 

dy = - dr

I n t r o d u z i n d o - se estas mudanças, o sistema formad o por 

(16) e (17) ficaria do seguinte modo (lembrando que atual me nt e a 

única variável in d ep en dente é ”y" ) :

- equação de Navier-Stokes, direção z :

de sólida crescia com o a f a st am e nt o  da parede. Como no sistema de

~ r
A c om ponent e da f lu tu açao de v elocidad e v , passa a ser 

yrep res en tada por v , com :

v y V
r

(18)

equação da energia cinética t urbulen ta  :



3.2 - M o d e l o s  Uti lizados

a) Componente do tensor de Reynolds

= y h í R ) e Rq q dy
(20)

onde 3 é urna co nstante igual a 0,2; H(R ] é uma função dada por

H(R ) 
. q

R q
para □ < < 0 , 7 5

Ri.

R n 2 '• Rn
( - 0,75 ) para 0 , 7 5 1 - ^ -  < 1,25

R <o q 0

R»
para 1 , 2 5 < < <» 

R 1o
(21 )

sendo R^ urna constante  igual a 110j o número de Reynolds turbjj 

lento local, definido por :

__ j_
i Q 2

(2 2 )
v

e sendo % urna escala de tu rbul en ci a que, segundo K o n s t a n t i n o v

[ 09 ] pode ser ca lculada por :

(23)

b) Taxa de dissip aç ã o viscosa



vD = Cj a Q / £ 2 , onde

1 7

á = v(1 + H(K R ) 3 K R )
Q q

(24)

C.j . e K. são constantes e H(K R ). obedece a mesma função (21), com 

um ar gumento igual a KR^ em lugar de Rq.

c )  D i f u s ã o  t o t a l  :

Segund o Beckwith e Bus hnell [ 02 ], a difusão total ê 

funçã o do gradiente de energia cin ética t ur bu le nta e pode ser expires 

sa do seguinte m o d o :

1 d
R-y dy

(R-y) v y (Q+-2-)
V  d

R-y dy
(R-y)

dQ
dy

1 d

R-y dy
(R-y ) a

dQ
dy

o n d e  a  a s s u m e  o m e s m o  v a l o F  d o  i t e m  a n t e r i o r .

S u bs t it ui ndo estes re su l ta d os  nas equações (18) e (19) ,

obtem-s e :

equação de Navier-.Sto-kes - direção z :

R-y * 2
u *  = VK H(R ) 6 R + 1

. q p

dV
dy

(25)

equação da energia cinética t u r b u l e n ta
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y z dV 
v J v —

—  Z
1 d

dy R - y dy
d£
dy

+ c I a  Q
£2 (26)

3. 3_  CondiçSes de Contorno

a) C o ns ider an do  a hipótese de não d e s li z am e nt o junto à parede 

do tubo, tanto a ve lo c i d a d e  média axial, como as co mp onentes fl utuan 

tes apres en tam valor nulo neste local, ou seja :

- para y=0 ou r=R : V Z = 0 ¡ v ^ v Z = 0  ; Q = O

b) Co ns i de ra ndo a axi- si m et r ia  do problema, as seguintes hipóte 

ses podem ser adotadas :

d Q „ dVZ „
- para y = R ou r-0 : ^ =0 j ——r =0 ;

dy dy

- su bstituindo a con di çã o de der ivada nula da veloc id ad e média 

no centro do tubo, definida acima, na equação ( 10 ), surge a segu in te  

condição de contorno :

y z
v v =0 para r=0 ou y=R .



.CAPÍTULO 4

TRATAMENTO NUMÉRICO

O sistema de equações obtido no capítulo anterio r é f o r 

mado por equações difer en ci ais or di nárias não lineares e será s o l u 

cionado com o auxilio de uiti m é t od o  numérico.

Este méto do baseia-se no método implícito de di fere n ça s  

finitas. Visando este tipo de solução, as equações serão adimens io - 

nalizadas e discretiz ad as  neste capítulo. A partir da d i s c r e t i z a ç ã o  

a equação da energia cinética turb ul e n ta  a pr ès enta-se, para os v a 

rios pontos, como urna matriz de forma tridiagonal [ 01'^, que será 

utilizada como recurso adic ional de solução.

Finalmente  será e la b o r a d o  um fluxograma contendo os pa_s 

sos principáis de todo o p r o ce di m en t o de cálculo numérico, com a 

po st erior utilização do meio de co mp utação disponível, o FO RT RA N  IV.

4 .1 _ A d i m e n s i o n a lização

0 sistema formado pelas equações principais [25} e C26) 

e pelas equações auxili ar es  (20).(21),(22),(23) e (24) será adimen- 

sionaliza do  a partir da def inição das seguintes va ri áveis :
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V = vz /  v zmax , 0 = Q / u * 2 i

V Y VZ = v y v 2 / u * 2 t V = V / u'

a* = o/CR VZm a x ] { <0 = u V  V 2max ;

n  = y./R Re = 2 R * V Zm a x /v ;

I = £/R * u*y 1 . 1 ' n y = = — ¢) Re n

Estas relações são in ic i al m en t e in troduzidas nas e quações  

auxili ares e em seguida nas prin ci pa is .

a) Equações  A u x i l i a r e s  :

A equação  [22] que define R^, o número de Re y no ld s  t u r 

bulento local, já enco ntra-se na forma adimensio na l e pode ser escri 

ta em função das va ri á ve i s a-dimensionais :

(27)

A escala de tur bu lê ncia d ef in ida na equação (23) pode ser 

escrita do seguinte mods ;

% *  = Z / R  = 0 , 3 7  - 0,24 (1-n)2 - 0,13 (1-n) (28)

Pela equação (24) o valor de a* será :

a’ a

R V max

RÏÏ H(K R q ) B K  R q ) (29)
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Por sua v e z , o valor a d im e ns io nal de - v ^v Z , da

(.20 ) será :

-VYVZ - — --  • — --  H [R )( B.  £
u * 2 q q  dr|

b] Equações Prin ci p a is  :

equação de N a v i e r^ S to k es  na direção z, equação (25.]

•R (p~ n) u * 2 = V ( H ( R ) 3 R q + 1] ^  » ouR q ■ q R dr)

i-n ------- (H (R ) 3 R +1]
<p2Re q q dr^

equação da energia cinética turbule nt a :

Introduzindo-^se as variáv ei s na equação (26] :

—z

VYVZ u
«2. max dV _ 1 r d_ 

R dn R(i--n) R dr)
R (1-nía* V

rrZ
max

u*2 dQ 
R R drí

+ c i a* Vmax R u * 2 Q 

R 2 l*2

Di vidind o- se  esta ex pressão por u*2 V ^ a x /R

VYVZ ~
drj 1 -r) dn dn

* d Q V  C ia *Q
* 2

4 . 2 _ D i se r e t i z a ç ã o

equação

(30)

(31 )

+

(32 3

Devido as qondições pecu 1iare s do problema, as equações 

gerais resultaram em função de apenas uma variável in de penden te  y ,
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a coordenada radial para o tubo. A solução das equações consis ti r á 

portanto, em d et e rm i na r as d i s t r i b u i ç õ e s  das variáveis de pe n d en t es  

com y .

Com vistas à ap licação do métod o numérico de d i fe r e n ç a s  

finitas, as equações devem ser d i s c r e t i z a d a s . Este proc esso c o n s i s 

tirá, em primeiro lugar, na d e fi ni ção de uma grade g e om é tr ic a  para 

a coordenada radial r| a partir de sua divisão em um de t er m i n a d o  

número de pontos. A seguir, as equaç ões dis cr etizada s serão a p l i c a 

das a todos os pontos possíveis da grade. Para os pontos extremos 

serão es tabelec id as  condições de cont orno necessárias à solução e 

já aprese ntadas no item 3.3 .

4.2.1 - Definição da Grade

Em escoament os  turbulentos, conforme [ 13 ] , e x i s t e m  três 

regiões até certo ponto distintas ao longo do raio, que seriam: sub 

camada viscosa, junto à parede j a região intermediária, d es ig nada 

por s ub-cama da  de transição ou de superposição; região de e s c o a m e n 

to com pl et amente tur bulento ao centro.

A região central, de e s co am e n t o  co mp le tamente tu rb u le n to  

ocupa grande parte do raio do t u b o , sendo ás demais bastante p r ó x i 

mas da parede. Em razão desta proximidade, as duas primeiras regiões 

são de grande importâ nc ia  neste estudo pois no interior 'd as  mesmas 

é que ocorrem os maiores gr adie n te s das variáveis do escoamento, c£ 

mo velocidade média, energia c inética  turbulenta e tensão turbulenta. 

Assim, deve-se esco lh er  uma grade cuja malha possua pequenos e s p a 

çamentos para que um número a de qu ad o de pontos seja atingido, forne 

cendo as informações necessárias para o conhecimento da e s tr ut ura
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do esc oamento  nestas regiões. Pòr outro lado, a.parte c e n t ra l  do tu

uma região maior, não sendo n ecessár ia  a utiliz aç ão  de e s p a ça m en to s  

tão pequenos, que a c a rr et a ri a m um de ma s ia d o número de pontos. Optou- 

se, então, por uma grade dé e s p a ça me n to s  variáveis.

Está variação sérá baseada em uma progr es são g e om ét r ic a  

de razão S e defini da  da seguinte maneira :

mente. Conhecido o número de Reyno ld s do escoam en to  e a c on stante 4> 

pode-se calcular o valor de T] co r re s p o n d e n t e  a y + * 1  ¡

Por outro lado o último termo da progressão geométrica se 

relaciona com o segundo termo :

bo apresenta- uma menor v aria çã o dos p ar âmetros  do e sc oament o ' para

- o primeiro interva lo  junto ã parede foi definido como i n i c i 

ando em y + = 0 (.-11=0 ] e termin an do  em um valor de y + = 1, a pr ox im ada-

o valor do número de pontos total (m3 da grade será e s c o l h i 

do de modo a fornece r um valor adequado para a razão S, e assim a

co ordenada n assume valores nos m pontos, como rjj » com j variand o 

de 1 a m. Neste caso e rjm = 1 . ri2 teria um valor c o r r e s p o n 

dente a y =. 1 {
+

os demais pontos da grade serão definidos pela progre s sã o

geométrica

n s n  5 n = s n3 2 1* 3

m- 2
mas, como n = 1 

m
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i 1

Com a obtenção do valor de S, a grade estará de fi nida e 

as equações poderão ser d i sc r e t i z a d a s  para esta grade.

Para os vários números de Reyn olds a serem usados, esco- 

lheu-se um número total de cem pontos, resul ta ndo em valores de S 

a p ro x im a da m en te  dentro de uma faixa permis sí ve l definida por Cebeci 

e Smith, citados por F erreira  £ 06 ] .

4 . 2 . 2 -  Equações na Forma Disc reta

A di sc re t iz a çã o  será feita em torno de um ponto j q u a l 

quer. Uma função F neste ponto seria de signada por Fj .

As deriv adas de .F em re lação a Tl seriam :

- derivada central :

É L
dn

- ~ F j-1 
j A n . + A n j M

( 34 )

entre os pontos j e j + 1 í do mesmo modo :

- derivada crescente
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dF_
dfi

F 4 - - F,
J + 1 j 

únj
C 3 5 )

- derivada segunda, usando a d e fi ni çã o de pontos j + 1/2 

j-1/2 C A é uma função qualquer ) :

É_ fA 1L 
dn L dTi

[* —
dnj Ij + 1/2 [' dF

dn j-1/2

1
2 j+Anj-l'

Aj + 1/2
-  fj ;  

A n ,

Fj - F j-i] 1 

A n j-1 J i  (An +An,
A j-1/2

Para os pontos j+1/2 e j-1/2 :

a j + 1 / 2  . v y ., ti j-1/2

A . + A . ,
J J -1

Su bstituin do  estés valores :

d
dn A

dF
dn

CA. + A . .) 
J J+1-

F J.*1 " F j 

Anj

F j ' F i-1- C A .  + A . , ) -¿-T----i—¡-
J J-1 A n j-1

4 V A n j - i

(36)

Com base nestes resultados o sistema de equações pode ser 

d iscretizado em torno do ponto j. Como o método de cálculo é i t e r a 

tivo, a variável referente à energia cinética turbulenta média terá 

mais um índice Ci), relativo à iteração. As equações assumem a s e 

guinte forma :

= 0 , 37 - 0 , 24 -C.1-.rij 3 a - 0,13 C1 - n j ) C 37 3
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Rq - ï *  RG 4‘ lCi . j :2
(3 80

è  [1 + H ( K R ) 6 K R

qJ V

C 3 9 r

V - V 
2 1+1 1-1 

• VYVZ = — -- HCR ) e .•
j ¢)2 Re q j q j n j n j-1

C 400

Para a di st r ib u iç ão  de ve loci d ad e  média, a parti r da equa 

ção de Nav ie r- StoKes :

H ( R ) P R  + 1 

• qj qJ

V / - * v • , j + 1 j - 1
Ari . + Ari . „ 

J 'j-1
(41)

usando-se o conceito de derivada central; ou

¢)2 Re
H ( R (42)

usando-se o conceito de der iv ad a crescente .

Aplicando a equação da energia cinética t ur bu lenta ao

ponto j, iteração i+1 :

v i*i ' V i  1-VYV7 -J— ----—i----* — 1
j Anj ♦ Arij -1 1 -»j

( ! 1 -rij )Oj * “j . , 1

(V l . J * - 1  ~ ‘’l- I . J ) . a * » { 1 -n . . ) a* „)
An 'j-1 j-1

fq i + i , j " q i H , j - i  '

AV i
Aüj * C i = ° (43)

Definindo os seguintes valores :
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*J ' loj 1 T T f1 a j ' i : A n j . U n ^ A K j . , ) -- 1 ( 4 4 >

C J ' (“j - ■ 1451

BJ - A3 - CJ * 1 (46)

V i  ‘ V 1-1□ . = VYVZ .  ̂ J j (47) 
J 3 n j ,. A V 1

a equação (43) pode ser escrita como :

A, CL „ . + B. Q. . . + C. Q. „ . , = D. , (48)
j w i+1,j+1 j i + 1,J j w i+1,j-1 j

cuja solução fornece a d i st r i b u i ç ã o  de j-

Ap li c an do -se a equação (48) para os pontos j = 2 até 

j = m-1, obtém-se um sistema de equa çõ es  lineares, com m-2 equações 

e m-2 incógnitas, cuja matriz r ep r es e n t a t i v a  é conhecida como matriz 

■tridiagonal- [ 01 ] . Sua solução é dada por :

Q . „ . = G . Q . „ . + GP . , ( 4 9 )
i + 1 .j j 1 + 1 ,J+1 J

" A 1
onde: G = B ■ + C J.g----  ; C 50 3

j j j-1 -

GPi = D -Í ' C J G P j-1 C 51 )

B J * C j G 3-1

ü valor de sconhec id o da equação (49) é sempre + j e

o cálculo inicia-se no ponto j= m - 1 ,  pois j+1 = m é  um ponto conhe 

eido como condição de contorno .
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As condições de contorno défin idas no item 3.3 a s 

sumem a seguinte forma :

-para n = 0 (r=R) j Ql+1>1 =0 J V Y V Z i  =0 ; =0

-para n = 1 Cr=Q) j VYVZ = 0 j V m = 1 . r m m

a - dQA condição ~

? i + '1 , m g i + 1 , m-1 1

=0 pode ser descrita por

n = i

como Q. „ não é conhecido para o cálculo de Q . . ., optou-se
1 + 1 ,m K 1 + 1 ,m-1 p

p ela c o n d i ç ã o :

pois a distribuiçã o Q já é conhecida
1 $ J

»
Com a con dição Q. =0, os termos definidos ñas equa

X ̂  t. $ \ “■

ções (50] e (51) seriam, para o ponto 1 : .

4 . 3 -  Valor das Constante s :

No pro blema surgem quatro constantes, in tr od uzidas  

com os modelos. Um bom a j ustamen to  entre os resultadas previstos 

pelas equações mo de la da s e os dados ex perim e nt a is  irá de p en d er  

dos valores assumidos por estas constantes. Os valores inicial- 

mente usados, conforme Beckwith e Bushnell £ 02 J , são :
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C, = 3,93 ; K = 0,4 j 3 = 0,2 ; R = 110 
" qo

Outra constante, d e pe n de nt e  do numéro de Re y no l ds  é

a relação ¢ = u*/ V Zmax . Seu val or  pode ser obtido da equação

(56) aplicada a r = 0, ' onde ri = 1 ou y + = d> Re/2 e V Z = V Z ou V = 1.
max

R esultaria na seguinte relação im plícita :

1 = <j> (2,5 S,oge V 5,5) (52)

4 . 4 - Co nv ergênci a e Perfis Iniciais

Como o método de solução é iterativo, há n e ce ss i da d e 

de se arbitrar perfis iniciais para as variá veis do problema. a 

busca da solução consiste em ut i li z ar  as equações i t e r a t i v a m e n 

te, comp ar ando-se  os resultados em cada i t e r a ç ã o . Deste modo o ob 

jetivo a ser atingido é a convergência, que é consegu id a quando a 

di ferença entre as duas últimas iterações atinge um va lor menor 

que uma certa t o l e r â n c i a e s t i p u l a d a .  Todo este processo de c o n ver 

gincia está ’baseado na variável energia cinética turbu l en t a (Q).

A to ler ância e é ca lc ulada para todos os pontos j = 2 

até m, em cada iteração. Como 0 assume valores sempre po si ti vo s :

¡Qi+1 i - Oi J
e . = ——... '3---- (53)

i. J

A conver gência é atingida quando a tol erância para c_a 

da ponto for menor ou igual ao valor 0,001, es colhido :

e <_ 0,001 para j = 2,m
J
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0 perfil inicial para a veloc i da d e média longitu di na l 

Vj , foi obtido a partir da d i s tr i bu i çã o apr esentada  por Welty, 

W'icks e Wilson [ 16 ] :

V = <j) y + para Q < y + < 5 (54)

V = ¢) (5 Aog' .y+ - 3,05) para 5 < y + <_ 30 (55)

V = i(i (2,5 i og g y + + 5,5) para y + > 30 (56)

A partir da d i st r ib ui çã o de veloc i da d e o perfil inici_ 

al para a tensão t ur bu lenta (VYVZ) foi obtido da equação de Navier- 

Sto kes (18).

Com a introdu çã o do conceito "parâmetro de e s t r u t u r a’,’

aqui designado por PESTR e utilizado por Fer reira £ 06 ]«o perfil

inicial Q, . pode ser obtido por :
i > J

Q . = 2. PESTR. "VYVZ ; (57)
' « J J

onde PESTR assume um valor aproximado de 0,15 .

4 . 5 -  F luxograma :

A seguir será ap resentado um roteiro contendo os p a s 

sos principais do programa numérico.

a) Início do programa
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a.1 -definição do valor das c onstant es  do problema ; 

a . 2 -cálculo do valor de <j) pela equação (52) )

a . 3 -obtenção da: grade com cálcul o da razão da pr ogr essão g e o m é 

trica S, dos valores n. para j variand o de 1 até m e Ari.,
J J

. para j varian do  de 1 a m-1 j

a . 4 -cálculo dos perfis iniciais V., VYVZ. e Q . ;
J J 1 • J

a. 5 -cálculo de £* , com j v ar ia ndo de 1 até m-1 , pela equação (37);

a. 6 -interpolação dos valores ex p er im e nt a is  p e l o’ método de

Lagrange, através da subro ti na  PREDI F , com o objetivo de ada_p 

tá-los à grade do prob le ma  ¡

a . 7 -impressão dos perfis iniciais e exp er im en tais .

b) Processo iterativo interno :

b.1 -definição das condições de contorno ;

b.2 -cálculo de R ̂  pela e q u a ç ã o -(38) e otj » equação (39) ;

b.3 -cálculo de , j=2 a m-1, através do processo de matriz

t r i d i agonal, equações (49), (50) e ( 5 1 ) ;

b.4 -teste.de convergência, equação (53). Se não houve c o n v e r g ê n 

cia, o processo deve ser repe ti do a partir do item b.1, com 

a nova di stribui çã o Q^ + ,|  ̂• Se houve convergência, o processo 

interno está concluido.

c) Processo iterativo externo : inclui o processo iterativo intei: 

no .

c.1 -processo iterativo interno ;

c . 2 -cálculo de R e H ( R a ), equações (38) e (21), a partir da
q j 4j 

última dis tr ib uição j *

c . 3 -cálculo de V. pelas equações (41) ou (42) e VYVZ pela equa- 

ção .(40) ;
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c.4 -teste de con v e rg ên c ia  : se houve mais de uma iteração no pro

cesso interno, a co nv e rg ê nc ia  não está assegurada pois houve 

m o di f ic aç ões na di st ri b ui çã o  Q . .  .. 0 processo é r e in ic i ad o
1 + I I J

a partir do item c.1 acima, com o s n o v o s  valores de V e
«j

VYVZj calculados. Mas se houve somente uma iteração no p r o 

cesso, interno, si g n i f i c a q u e o . s  valores de V, e V Y V Z .  calcu-
J J

lados no processo externo não m o d i f i c a m  mais a d i st r i b u i ç ã o  

Q ̂  + ̂ dentro de uma certa tolerância, e o processo c o n v e r 

giu.

d) Resultado s finais :

d.1 -cálculo dos termos produção, difusão e dissipação, integrantes

da equação da energia cinética tu rb u le n ta  j

d.2 -cálculo da veloc id ade média na seção do escoamento ¡

d . 3 -cálculo do coe fi ci ente de fricção ;

d. 4 -impressão dos resultados finais, com o uso da subrotina

PLOTTER para a t ra ça gem de gráficos envolve nd o as va r iá v ei s 

do problema .

Todos os passos podem ser mostrad os  re s um i da m en t e no 

diagrama de blocos da figura .(4.1].
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Definição das Constantes e da GTade 

Perfis Iniciais

PREDIF

Impressão dos Perfis Iniciais e Experimentais^

Iterativo Externo

t
Processo Iterativo Interno

Cálculo de Rqj e ctj
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Não

\ saida dos Resultados j
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C£ , PROD, DIFPQ, DIFV e DISS .
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FIG. 4.1 - Diagrama de blocos referente ao programa numérico.



C A P Í T U L O  5

ANÁLISE DOS RESULTADOS

ü teste final de qua lq u er  esquema numérico é a sua apli 

cação a problemas, para os quais existam dados experim en tais. Por 

intermedio de comparações: com estes dados, pode-se rejeitar ou ajus 

tar o método. Como o modela ut i li za do  no presente trabalho de mc ns - 

trou-se váli do quando de sua ap li ca ção ao cálculo dos p ar á me tr o s da 

camada limite turbulenta  sobre su p er fi cies curvas [0 6 ] , a sua exten 

são ao escoa me nt o interno de mesma natureza deverá c o m p or t ar -s e  de 

forma análoga, pela semelhança física existente.

Seguindo e s t a l i n h a  dé raciocínio, a fim de que o m é t o 

do numérico ap r es en tado possa ser analisado, vários p ar âm etros do 

escoamento interno em um tubo ci rc ular foram calculados e são a p r e 

sentados como resultados finais.

5.1 - Resul ta dos Obtidos

0 prob le ma numérico foi resolvido para vários números de 

Reynolds. C o n si d er an d o- s e todos estes casos em conjunto, o número de 

gráficos resultantes foi excessivo, e somente alguns serão a p resenta  

dos no presente texto. Os resultados finais são os seguintes:
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-perfil universal de veloc id ad e ( V + ) ;

-d istribuição da tensão tu rbulent a de Reynold s (VYVZ) j 

-coeficiente de fr icção (C^,) ¡

-distribuição ’ da’, energia cinética turbu l en t a (Q) j

-distribuição dos termos co mpo ne n te s  da equação da energia ci n é ti c a 

turbulenta (PROD, DIFPQ, DISS, DIFV) .

5.2 - Discussão dos Resultados

Métodos numéricos aprese nt a m limitações, pela sua n a t u 

reza. Com o uso de modelos m a temát ic os  simula-se o co mp ort am e nt o  de 

vários termos das equações, havendo uma certa aproximação i nc lu ida 

neste procedimento. Apesar desta e de outras a p r o x i m a ç õ e s , es pe ra-se 

obter um quadro geral em termos" de veloci da de  média, tensão turbuleri 

ta e energia cinética turbule nt a que forn eç a importantes inf or m aç õ es  

acerca da estru tu ra  do escoamento  turbulento.

5.2.1 - Perfil de Velocidade

A veloc i da d e média axial do e sc oament o está r e p r e s e n t a 

da por V + , a dis tr i bu i çã o  universal de velocidade, em função da esca 

la da parede (y+ ). Seu c ompor ta me nto b astant e satis fatório pode ser 

observado nas figuras (5.01) e (5.02) para Re = 5x1o1* e Re = 5 x 1 0 5 , 

respectivamente. A distribui çã o escolhida como padrão de compara çã o 

consta da distribuição universal de ve lo cidade na forma implícita, 

desenvolvida por Spalding e ap re sentada por White [l7], com a seguin

te forma :

+ .
+ ( 0 , 4 V + ) 2 

2y + = V + + 0,1108[e° '4V -1-0 , 4V



FIGURA 5.01 - Distrib ui çã o universal de velocidade

FIGURA 5.02 - Distri bu ição universal de ve locidade



P róximo a parede v er i f i c a - s e  a melhor c o n c o r d â n c i a .Afas ' 

tando-se desta ocorrem pequenos de sa j us t es  na subcamada de transi-, 

ção e depois na camada de t ur bu lência completa. Vale lembrar que a 

equação usada como padrão de c om p ar aç ã o não e exata e também 

que a di s tr i bu iç ã o de v el ocidade  foi c a lc ul ada a partir da c o n d i 

ção de veloc idade nula na parede. Como este cálculo é feito ponto 

a ponto pelo process o descrito, ocorre um acúmulo pr og r es s iv o de 

e r r o s , no sentido pa r ed e -c e nt ro  do tubo. A menos destas peq ue na s 

discrepancias, o re sultado é excelente.

5.2.2 - Dis t r ib ui ç ão  da Tensão Tu rb u le n ta  de Reynolds

A equação de conse rv aç ão da qu a nt i da d e. de  m o v i me n to  (18), 

apresenta do lado esq uerdo a soma de dois termos: o primeiro repre 

senta a tensão t ur bulent a e o segundo, a tensão cisalhante v i s c o 

sa. A equação garante que a soma das duas tensões apresenta um v a 

lor máximo na parede (t q ) e decresce linearmente até um valor nulo 

no centro do tubo. 0 valor de cada uma das tensões não pode ser ob 

tido diretam en te  da equação (18), como já foi comentado, lançando- 

se mão da modelação.

Os resultados obtidos para a tensão turbulenta estão a- 

present ados nas figuras (5.03), (5.04), (5.05) e (5.06), em ; r e 

giões próximas e afastadas da parede, para Re = 5 x 1 0 If e R e = 5 x 1 0 s .

A equação ajustada aos valores exp er i me n ta i s para estes número s de 

Reynolds são a pr e sentado s por Laufer ["IO]*

A tensão turbulenta ca lculada possui um bom c om po r ta m en  

to para a região afas ta da d a . p a r e d e. Para pontos próximos da p a r e 

de, observam-se certos afasta me nt os da distrib ui çã o experimental.
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xima a parede.

/

FIGURA 5.04 - Distri bu iç ão de tensão turbulenta, região afas 

t a da da p a r e d e .



‘V
YV

Z 
--

/v
 

/u*
 

"VY
VZ

 = 
“v

*v
Yu

*
0 ,9  

08 

0,7 

0,6 

0,5  

0,4 

0 ,3  

02 

0,1 

0.0
’ o 10 20 30 40 50 60  70 80 90  y+ 100

FIGURA 5.05 - Di s tr ibuição de tensão turbulenta, região pró 

xima à parede.

1,0 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0
0  0,1 0,2 C*3 0,4 0,5 Q6 0,7 0,8 0,9 1,0

y / R

FIGURA 5.06 - Distrib ui çã o de tensão turbulenta, região afas 

tada da parede.

39
i



40

Este co m po r ta me n to  parece e stranh o a princípio, pois a 

distribu iç ão  de v el o ci da d e ap r es en ta seu melhor ajuste junto ã p a 

rede. Na verdade a tensão t ur bulenta  obtida por Laufer £ 1 0 ] não 

está compl et a m en t e de acordo com a tensão turbul en ta  obtida pela 

substi tu ição da d i st r ib ui ç ão  de v e lo c id a de  média na equação de 

Navier-Stokes- (1 8 ) .

A partir da di st ribuição  de tensão turbulenta, po de -s e 

es tipular o valor da tensão viscosa. Em grande parte do raio do tu_ 

bo (longe da parede), a tensão viscosa é desprezível, em c o m p a r a 

ção com a turbulenta. A situação inversa ocorre na chamada subcama 

da viscosa, onde os efeitos viscosos são predominantes. Nesta sub_ 

camada a tensão turbu le nta de cresce até um valor nulo junto à p a 

rede .

5.2.3 - Co ef ici ente de Fricção

Por definição, conforme R e y n olds E 13 ] :

T

c

2 med

onde t q é a tensão cisalhante  na parede do tuboj

^med ^ a v e l°cidade média na seção de escoamento ; 

p é a massa especí fi ca  do fluido.

A v el o ci d ad e média ad i me n si o na l pode ser ca lc ulada p e 

la distribui çã o de v el oc id ade Vj :

vz . - nJ + 1 + n i
( V j + 1 + Vj 1 (1- -^— ^2----^  An j

med m — 1
V . = = i
med ÿ"Z j

max



As definiçõ es  da v e lo c id ad e  de fr icção u * e da const an  

te 4> permitem  que o c oe fi ciente de fr icção seja escrito da seguin 

te forma :

Para efeito de .comparação o c oe fi ciente de fr icção ca_l 

culado pela equação (59) para os vários numéros de Reynolds é apre_ 

sentado no quadro ( 5 .1 ), j un tamente com o mesmo c oe ficient e c a l 

culado pelas seguintes equações apresen ta da s por White f 17 ] :

- segundo Blasius : .

-1/4
C„ = 0.0791 (Re V ,) para CRe.V .3 < 10** ; (60)
f mea mea

segundo P r a n d ti :

1 ~ 2,0 £og (Re V . V T c T  ) - 0 , 8  (61)
ío med f

segundo White :

-2,5
Cf ï 0,255 ( Re Vmed ) (62)

D bserva nd o- se o quadro (5.1), concl ui -se que o valor 

de calculado pelo probl em a apresen ta  uma boa precisão para qual 

quer número de Reynolds. 0 erro máximo apr esentado, em torno de 

3%, tem a mesma m ag ni tude do erro previst o por White [l 7] , pela 

equação (62), quando comparadas  com a equação (61).
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Re

E q u a ç ã o  C60)  

( B l a s i u s )

E q u a ç ã o ( 6 1 )  

( P r a n d t l )

E q u a ç ã o  ( 6 2 )  

( W h i t e )

E q u a ç ã o  ( 5 9 )  

( c a l c u l a d o )

1 X IO* 0 , 00 83 8 0 , 0 0 8 2 2 0 , 0 0 8 4 9 0 , 0 0 8 4 5

2 X 1 0 “ 0 , 0 0 7 0 2 0* ,00683 0 , 0 0 7  03 0 , 0 0 7 0 6

3 X .10* 0 , 0 0 6 3 3 0 , 0 0 6 1 7 0 , 0 0 6 3 2 0 , 0 0 6 3 3

4 X 1 0 1* 0 , 0 0 5 8 8 0 , 0 0 5 7 5 0 , 0 0 5 8 8 0 , 0 0 5 8 8

5 X 1 0 " 0 , 0 0 5 5 5 0 , 0 0 5 4 5 0 , 0 0 5 5 7 0 , 0 0  556

1 X 1 0 5 0 , 0 0 4 6 5 0 , 0 0 4 6 7 0 , 0 0 4 7 4 0 , 0 0 4 7 2

2 X 1 0 s - 0 , 0 0 4 0 4 0 , 0 0 4 0 8 O*, 004 05

3 X 1 0 5 - 0 , 0 0 3 7 2 0 , 0 0 3 7 5 0, -00372

4 X 10 5 - 0 , 0 0 3 5 2 0 , 0 0 3 5 3 0 , 0 0 3 5 1

5 X I O 5 - 0 , 0 0 3 3 8 0 , 0 0 3 3 8 0 , 0 0 3 3 6

7 X 1 0 5 0 , 0 0 3 1 8 0 , 0 0 3 1 7 0 , 0 0 3 1 5

1 X 1 0 6 - 0 , 0 0 2 9 8 0 , 0 0  29 6 0 , 0 0 2 9  5

QUADRO 5.1 - Comparação entre os diversos valores previstos 

para o coeficiente de fricção (C^) .
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5 . 2 . 4  - Distribui ção de Energia C i nética T u ç b u 1 enta

Nos gráficos de di st r ib u iç ã o da energia cinética  turbu 

lenta, para pontos próximos e afastados, da parede, figuras (5.08) 

a (5.11), obser va -se um cr es cim ento rápido junto ã parede, atingin 

do um máximo por volta de y = 20, Em seguida ocorre uma d i m i n u i 

ção lenta em direção ao centro do tubo, Este compo rt a m en t o está de 

acordo com o ve rifi c ad o exp er im entalme nt e.

C on s iderand o o raio do tubo, a energia cinética apresen 

ta distribuições diferentes para di ferentes números de Reynolds  co 

mo seria de se esperar. Com o aumento do número de Reynolds o p o n 

to de máxima energia cinética ap roxi ma -s e da parede como pode ser 

visto na figura (5.07). Neste caso a subcamada viscosa tem sua.es-' 

pessura diminuida, levando consigo a região de sup e r po si ç ão  e a re 

gião de tu rbulência c o m p l e t a se expand e.

FIGURA 5.07 - D i st r ib ui çã o de energia cinética turbulenta p a 

ra os vários números de.Reynolds.
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Referente  ao aspecto qua li t a ti v o q c o m p or t am e nt o do mo 

delo é excelente. No tocante ao aspecto quantitativo, ve r i fi c a - se 

que, para uma região comp r e en di d a entre 10 < y < 200, o valor o b 

tido através do modelo não conc orda pe rf e it a me n te  com os va lores 

experimentais. Vários testes foram realizados, v ar ia ndo-se o valor 

das constantes do modelo a fim de m e l h or a r este co mp o rt a me nt o  . Es - 

te tipo de pr o ce di mento alterava se ns i ve l me nt e  os valores da v e l o 

cidade média. A única melh or ia obtida ocorreu com a fixação de um 

valor para a con stante em torno de 4,4, que foi usado p o s t e r i o r  

mente. Decidiu-se fi na l me n te  m anter a precisão no cálculo da v e l o 

cidade média em detrimento de erros relativos à d i s tr i bu iç ã o de e- 

nergia cinética . ,

ajo
Q

6fl
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4.0

3.0

2.0

\fl

O
0  IO 20 30 40  50 60 70  80 y+ 90

\ . .  .. '-'"s

FIG URA 5.00 - Distribui çã o de energia cinética t u r b u 

lenta para a região próxima da parede.
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lenta para a região próxima da parede.
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FIGURA 5.11 - Distri bu ição de energia cinética t ur bu le nta p£ 

ra a região, afastada da parede.

'5.2.5 - Balanço da Energia C i n é ti ca . Tu r bu l en ta

Este balanço energ ét ic o reáliza-se com base na equaçã o 

(19), sendo descrito peló Apéndice 4.

Após o cálculo da distribuiç ão  de energia ciné tica tur 

bulenta os termos componentes deste balanço podem ser obtidos. 0 

so matório dos termos para um dete rminado ponto do raio, que repre 

senta o balanço, deve ser nulo conform e a equação :

PROD + DIFPQ. + DIFV. + DISS = 0 
J ; J J J

(A4 .1 )

0 escoamento médio possui uma certa energia que, pelo 

fato de ser viscoso, vai sendo c o n s u m i d a . Uma parcela deste c o n s u 

mo ocorre por ação m o le cu l ar  direta., de corrente do g r adient e de vj3



locldade média na direção r a d i a l . À outra parcela de co ns um o ocor- 

re na man ut e n çã o  do escoamento turbulento, que do ponto de vista 

deste passa a ser chamada de produção (PROD). 0 balanço em d i s c u s 

são refere-se somente a esta parcela de energia produzida para o 

e BCoamento turbulento,

Esta energia da t ur b ul ê nc i a não apresenta uma taxa de 

produção constant e ao longo do raio do tubo. Do mesmo modo a sua 

dissipação vi sc os a (OISS), também não apresenta dis t ri b ui ç ão  c o n s 

tante. Nem sempre toda. a energia pr oduzida  é consumida no mesmo pon

to, ocorrendo t ra ns porte de um ponto para outro, em termos de uma 

difusão viscosa (DIFV), ou em termos de uma difusão tu rb u l e n t a  de 

pressão e energia cinética, aqui m od e la do s em conjunto e d e s i g n a 

dos por OIFPQ.

Os resultados ex pe rim e nt ai s  deste balanço ob tid os por 

Laufer [10]] são apr ese nt ad os nas figuras (5.12) e (5.13). Os r e 

sultados calculados estão-nas figuras (5.14) a (5.17). Nestas fi 

guras, a parte negativa indicada por GANHO, representa a energia  

cinética dispohível, através da produção ou difusão para este p o n 

to. A parte positiva indicada por PERDA, representa o modo pelo 

qual a energia cinética vai ser extraída daquele ponto, por d i s s i 

pação viscosa ou por "difusão para outro ponto.

As seguintes conclusões podem ser tiradas :

a) através da quase totalidade da seção transversal, com ex ceç ão 

da região central, a taxa de p rodução  de energia cinétic a t u r 

bulent a para um de t er mi na do ponto é ap ro x im ad a me n te  c o n t r a b a l a n ç a 

da pela taxa de dissi pa çã o desta energia j

47
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FIGURA 5 ; 12 - Ba lanço energético segundo Laüfer, 

região próxima ã parede.

FIGURA 5.13 - Balanço energetico segundo Laufer>.. região 

afastada da parede.
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b) todas as quatro formas de taxa de energia atingem.s eu  m á xi m o 

proximo do limite externo da suboa ma da  viscosa (y em torno de 

1 0 )  i

c) Este ponto tam bém aparenta ser o local a partir do qual a e n e r 

gia cinética é difundida em direção ã parede e também em d i r e 

ção ao centro do tubo ;

d) junto ã parede a dissipação é compens ad a pela difusão v i s c o s a  e 

ao centro, pela difusão turbulenta.

Do co mp ort a me nt o  das di s t ri b ui ç õe s calculadas conclui-

se o seguinte :

a) a produção de energia cinética turbul en t a apresenta um com p or t a 

mento bastante sa tisfató ri o em todos os pontos do escoamento, 

com relação aos dados ex pe rim en t ai s  disponíveis.

b) a dissipaç ão  e a difusão viscosa apres e nt a m um com p or t am en t o 

real apenas no aspecto q u a l i t a t i v o , com algumas d i s c r e p a n c i a s  

no aspecto quantitativo, p r i n c i pa l me n te  nas pr ox imidades  da p a 

rede;

c) a difusão turbu le nta não concorda com 'os'dados e x p e r im e nt ai s  na 

regiã o-da parede. Talvez neste termo ocorra a maior falha da mo 

delação, a c arretan do  inclusive falhas na distribuição  de ener - 

giá cin ét ic a como foi verificado.
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FIG UR A 5.14 - Balanço energé ti co  calculado, região 

próxima à parede.
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tada da p a r e d e .



5.3 - Conclusões

Os resultados en co ntrados para o escoam en to  t u r b u l e n t o  

.no i nterior  de tubos, quando comparados com os resultados e x p e r i 

mentais de Laufer [ l o ] » são tidos como bons.

Com boa precisão fo ram d et e rminad os  os perfis de v e l o 

cidade, de tensão tu rbulenta e o coe ficiente  de fricção. Para a 

energia cinética turbulenta ocorrem desvios nas regiões próximas- 

ã parede, p r i n ci p al m en te  para baixos números de Reynolds. Esta 

distribuição não muito perfeita afeta os termos de difusão e d i s 

sipação da equação da energia cinética turbulenta.

Acred i ta - se  que um a p r i m or a me n to  do c ompo rt am ento do 

modelo seja possível, princi p a lm en t e com úm estudo mais det al h ad o  

em torno do valor das constantes. T ambém novas funções podem  ser 

introduzidas, como foi o caso da escala de tur bulência a p r e s e n t a 

da por Ko ns ta n ti no v  [09] .

Além das recomen dações acima, futuros trabalhos podem 

ser realizados a partir deste, para os seguintes casos:

-escoamento turbu lento no interior de tubo, com troca de massa a- 

través da paredej

-escoamento turb ul e nt o  em tubo con ve rgente  ou divergente; 

-escoamento t urbulent o em tubo com troca de calor na parede.
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A P Ê N D I C E  1

PROCESSO DE MÉDIA

A l .1 - De co m po si ção de Reynolds

Como foi admitido an te riormente, uma variável instantânea 

pode ser decompo st a  em uma quantidade média e uma quantidade flutuar^ 

te. Para a vel oc id ade do escoamento:

; V = V + V ;

onde a barra sobre po st a indica o valor médio e a letra m i n ú s c u l a  , o 

valor flutuante.'

A v e lo c id ad e  média V é in te r pr e ta d a como uma v e l o c i d a 

de média temporal, de- actrdo com [l5] e definida por:

V = £im %  
T T

V dt
T -VOO t

0

Se gundo esta d e f i n i ç ã o , o valor méd io de uma q u an ti d ad e  

flutuante seria zero. Por exemplo, para a flutu aç ão  de v e l o c i d a d e  :



S 6

¿im y
T->oo

to +T
(V. - V) dt = 0 (Al .2 3

*0

Para que a média • temporal faça sentido, as in te grais aci 

ma devem ser in de pendentes de tQ . Esta ind ep en dê n ci a é obtida a 

partir da consid er ação de um escoame nt o mëdio em regime perma n e nt e , 

t a l q u e :

av
Õ Y  = 0 (A 1 .3)

A d ec o mposiç ão  de Reynolds também a p li ca -s e às demais v a 

riáveis do problema » como pressão, energia cinética t ur bu lenta e . ta 

xa de di s si p a ç ã o  :

P = P + p ;

Q = Q + q ;

D = P + d .

Al. 2'- Introdução dos Conceitos nas Equações

a) Equação da Continuidade :

V.V = ü ( 1 J

como V = V + V :

V.(V + v) = V.V + V.v = 0  (.Al .43

Aplicando o conceito de valor médio a esta equação :

V.V + V.v = V . V + V . v = 0 •



Mas V = O , conforme a equação (A1.2) e :

V. V = 0 . C 3 )

Subtraindo a equação (3) da equação (A1.4) :

V . v = 0 : ; (4)

que implica na validade da equação da contin ui da de para as f l u t u a 

ções.

b) Equação de Nav ie r -S t oK e s :

- escoame nto médio :

* 3V
^  + (V.V)V = VP + v V 2V . "(2 D
d t — p ^

Intro du zi ndo-se o conceito de valor médio :

57

I? (ü*ü> * EV + v).VJ (V + v] = ^  VCP+p] + V V2(V + vJ j

o u a i n d a

3V 3 V _  _  _  _

3T  + 3T  + (~*V ) y + + ( v . V ) V + ( v . V ) v

= — (VP + Vp) + v ( V 2 V + V2 v) C A 1 .53
P ~

Considerando o resul tado apre sentado pela equação (Al.3),- o valor 

médio desta equação sera :
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P
t A 1 .6)

que rep resenta a equação de Na vi e r- S to ke s  para o escoa me nt o médio.

V.CV V) = (V.V)V + (V.V)V j 

e com base na equação da co n tinuid ad e (3), pode- se  afirmar que :

V.CV V) = CV.VJV .

Do mesmo modo :

V.Cv v) = Cv.V)v

S ub s tituind o em CA1.6) :

V. CV V) + V. (717) >  “ £  VP + v V2 V C 5 )

escoamento  flutuante : Sub traindo a equação CA1.6) da equação CA1.5)

Os termos do lado esquerdo podem ser t r an sformado s,  pela 

ocorr ên ci a da seguinte ig ualdade :

obtém-se a equação de N a v ie r -S t oK e s para o

escoa me nt o flutuante, com a seguinte forma

— Vp + v V2 v 
P

CA1 .7)

c) Equação da Con servação da En ergia Cinética Turbul en ta
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£ obt ida mu 11 i p 1 i cando s e esc a la r me nt e  a equação (A1.7) 

por v e ap li c an do -se o proce sso de média ao r es ul tado desta o p e 

ração :

1  L _
2 91

(v..v) + v.( V.V)v + v . (v .V )V  + v.(v.V)v

v.Vp ■+ V v . V 2v (A1 .8)

Co nsider an do  a hipótese de um e sc oa mento médio em regime 

permanente, o primeiro termo a esq uerda possui valor nulo. Al gu ns dos 

demais termos desta equação podem ser m od if icados com base nos seguijn 

tes re sultados :

V 2 V = V.(Vv) j

j  v *[ = — V 
2 *

(Vv).V + j  V . ( V . V V )

V. £( Vv ) . vj = |j7.(Vv)j*.v + Vv : Vv

com este resultado :

V . V 2 V =|V. (Vv)J.v = j  V. |j(v.v)J - Vv : Vv

= V . (VQ) - D

A energia cinética turbulen ta  e a taxa de 

cosa, respectivamente, são de finidas por :

ao vis



60

V D = V ( V v :V v )

Por sua vez, o segundo termo da equação CA1.8) pode ser escrita como:

v. (V.V)v = V.^(Vv).vJ = V.V(-1 v.v) = V.VQ

0 quarto termo

v.Cv .V Ov  = V . Vv ) . vj = V.. V í—  v.v) = v.VQ ,

onde Q rep resenta a energia cinética t ur bu lenta instantânea. Este 

resultado ainda pode ser si mp li ficado :

V. C vQ ) = (V .V )Q + v.VQ

como V.v = 0 ,

v. VQ = V . C v Q ]

De modú análogo, o quinto termo pode ser escrito como

v.Vp = V.(v p)

Introduzindo os resultados acima na equação C A 1 .8 ),obtém- 

se a equação da c on se rvação  dã energia cin ét ic a turbulenta :

V .VQ + V .(V .V )V + V . (v Q ) = — V.Cvpl + 
~ ~ ~ „ p „

+ V V.VQ - vD (6 )



APÊNDICE 2 

EQUAÇÕES NA FORMA TENSORIAL

A2.1- Equação da Continu id ad e

-para o escoamento médio :

Usando as comp on en tes con tr a v ar i an t es  da ve l oc i da de  [[07 ] , 

a*equação- (31 teria a seguinte forma :

V.V = (Vj e . ) . e 1 = vf. é . . e x .+ V J r*'. e - . e 1 =
3 æ i ~j i ~j ~ ji ~SL ~

= v í .  ô1. + v j  r * .  s] = . . + v j  r 3;. = o ; (7)
i J J 1  I J J 1

onde ô . representa o delta de K r o ne cRer £ 07 3 • 
J

-para as flutuações, a exemplo do item acima

v.V = vf + vJ = o

A 2 .2 _ Equação de Navier-Stok.es - Escoamento Médio

V . 1V  V) + V , ( V V ) = — VP + V  V 2V C 5 ]
P



Para o primeira termo :

''•‘ü lvJ vk S k ’-s 1 ' lvJ vk Sj S k 1 -!-?1

- CVJ v k e . ) , ,  â.f ■+ v j  VK e . r *  6* 
~j i K ~ j Kl I

= (Vj V 1 ),. e. .+ V J V 1.'"fí. e. + V j V k T* . e.
j i ”A Ki ~ j

= Í W ) . .  + V ^ V 1 Tj. + V j V k . rt,l e. 
L 1 ¿i KiJ ~j

O segundo termo, a exemplo do primeiro termo, teria 

guinte forma :

V . (V v) = f c V 1 j ,. + v ^ v 1 H . + v J v K r*.
~ ~ |_ i ¿i Ki_

e .

Terceiro termo :

VP = T "  ÍP) e± P p
P, . e 1 ="- P , . g lJ e . 

P i ~ P i B ~3

Quarto termo



6 3

s '  * ï t  . v», r j j ,  EJ i ek - r j k *

’ v * r L i  i;J! -K * r Ki e Ji ; m - ^  r 4j r í m ;eml H k 1 ■

= v ( v J M  g M  * 2 v í K rj^ g ki - 7 Í t r * K g ik .

* ^  r u . i  s Ki * r L  rKi smi - v " t Í k r L  « mi) íj

R e agru pa nd o estes termos, obtém-se a equação de Navier- 

Stokes na forma tensorial :

[cv^v1 ),. + v ^ v 1 r-j. + v'^vk rj. + ( v ^ 1 ) ,. ♦ v ^ v 1 r j , + v J v K rj. e 
L 1 ¿1 ki i SLi kl ~j 

= —  F  e + v tvJ -+ 2 \/̂  r j +
p r *i. g ®j V . 'JU g * V 'k £i Ê V ' H i K  2

* V * rÍK.i S K1 * v * r L  rJKi ®ml - ^  r ÍK r ïm 6m l ) e (9)

A 2 .3 . Equação da Conservação da Energia Cinética :

.-1
V.VQ + v.Cv .V íV + V.CvQ) = -jj V.Cvp) + V V.VQ - \>D , C 6 3

Primeiro termo :

V.VQ = V 1 e . . f -  CO D e j * V1 e . . Q , , e J = V 1 Q, ó-j = V 1 Q
** 1  OiC j  ** J  ~  J  X 1

Segundo termo :

ï- (̂ V)y = vi 2i- CvJ !r  fe !ki v* =
k

yi !i vJ -Ic CV<1 = vi !i vJ • (v'j ?Á + v~ r : - e }
~n „m

I j ~m



Terceiro termo

7 * Cv0) = Jx  Cv/J S j . 131*!1 = (vJ°3'i + v J° rji

CvJ QJ ,± 6* + v J Q . . rji & l  . « (vÍQ ) , i ♦ v j Q Tj.

Quarto termo :

-1 n f— , - 1 3
— V .(v p ) = — -K—
p ~ P 3a;,

( v^ ej p ) .e* = ^  £(vJ'p ) ^  ej .e*

* v3p r ji S j t - Y j
-1 ( vJp) . . '  - I V p  r 1 .
P J P J1

Quinto termo

V V.VQ = V "òx.
C.Q ) e^l . e 

j ~ -1 ~
1 _  
3íC

i _ 3 
V 3 œ . [°-j s J] - s l

= V (Q, . . e ^ . e 1 - Q-. H  . e ^ . e 1 ] =
J  1  ~  ** J  1 X  ■*- ^  .

■ v (0 -ji gJ1 - °-3 r L  síl>

Sexto termo

VZ? = V (Vv : Vv)

Apenas a título de ilustração este termo será d e s e n v o l 

vido, pois nas equações constará como um termo global.

t (
D
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= v |~( vî e j e* + v^ e.. e* ) ( v^n e, e^+ v k r n '
ji ~rn ~ %  ~k ~

■ a 6 6 *
k£ ~n ~ J

- v ^  .ï
11 j K _n ii, j k rm ii, 

-, >-ik g * v ‘i v k¿g jn 8 * l" v -¿ r ü  Bmk «

■ 1. k _m- r n 11 I r J k
v v r ji r k* g mn g J ‘ V L “'i V ’ Í. E Jk g

ii.

- j k T,n ii j k -m _n ii, "1
* 2 vV  r ik g Jn g * v v rji F ki g mn g J C A 2 .1 1

Com a reunião dos termos desenvol vi d os  acima> surge a se_ 

guinte equação :

V 1 Q, i + v 1v J V? g 9í + v Xv j V1  r ; 4 g^, + (viQ) , + v J Q T
"■* "l¡ ga  * r5i

‘~P t v J p K j " P vJp T Ji + ví<3'ji gJÍ " °'J T il B U I - v 0  Í'1'O.J



A P Ê N D I C E  3

EQUAÇÕES EM COORDENADAS CILÍNDRICAS

As equações na forma tensorial podem ser p a r t i c u l a r i 

zadas para co ordenadas cilíndricas. Neste sistema, as co mp o n en t es

- - — r -—0 —
contravariantes da velocidade media sao designa da s por V , V e V ;j

r 0 z 
para a flutuaçao, v . v e v  ,

Como as componentes na direção .0 em notação te nsorial 

são apenas velocidades angulares, faz-se neces sá ri a uma t r a n s f o r m ^

_0 Q
ção para velocidades tangenciais, sub s ti t ui n do  V e v em no tação

_Q 0
tensorial por V /r e v /r , r es pe ctivame nt e,  onde os novos valo-

_Q  Q  *

res V e v r ep re sentam  velocidades tangen ci ai s .

Para o sistema de coordenadas cilíndricas, algumas con 

siderações adicionais podem ser feitas, segundo Flügge £ 07 "•

-os únicos símbolos de Christoffel não nulos são :

r r r e re _ i  ,
ee r 1 re " 0r r
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-as componentes não nulas do tensor métric o são :

rr . 2 00 _ 1 zz .
g « g rr = 1, ; g 0e = r , g - -  , g = g 22 = 1

A3'./1 - Equação da C on t inuidad e :

V *j + Vj r ji = ° * • C 7 3

Em coordenadas cilíndricas

— p —0
Como V = V = ü , resulta em

V * z = 0 } (12)

que está de acordo com a hipótese de que V Z é função do raio somen 

t e . „

A 3 .2 - Equação .de Navi er -S tokes - equação ( 9 )

-Componen te  r Cquando j for igual a r) :

Prim ei ro  termo :

( V j V 1 ) # i ' = ( V r V 1 ) = 0 ,

—r
pois V e nula .
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Segundo termo :

vA V1 = y1 V1 = v0 v9 r g0 = o

—0
pois V é nula

Terceiro termo :

v J v k r í ,  = v r  v k r * .  = o ; cvr  = en
K 1 K1

Quarto termo

, i i , , r i , , r r , . r 0 .  r r z v , r r ,
( v v ) , . = ( v v ) , . * ( v v ) , + l v v ) , Q + l v v J, = ( v v ), j

i i r tí z r

r Q r z
pois v v e v v sao funções de r , somente

Quinto termo :

A i  pj A i  -r 0 0 _r
v v - í.i ‘ v v ¿i * v v r ée ‘

0 0 - r
subst ituindo v por v /v , conforme a consid er ação inicial e Fqq

pelo seu valor :

a i rj -1 0 ôv v  r  „ .  = — v v  
¿i r

Sexto termo :

j k r i r k r i r r _0 1 r r
v J v r Ki - v V r Ri ■ V V r r6 - -  v v
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Sétimo termo

- 1 i i - 1 — r i - 1  — rr - 1
f p -i g J1 = i  P-i g - j  P * r 8 "  * ?  P , r

Oitavo termo :

V V Í¿Í gl± = V \lT,l± g£ i  = □ i CVr  = 0)

Nono termo

2 *  A  r t i  * Ki  ■ 2 v V -k í u  «k l  • * W Í e r J e g "  -o ,( .ve.oí

Décimo termo

V V V  ’rik gik = - V V ^£ r iK gik = ° 1 fvr = 0)

Décimo primeiro termo :

"  v * r i k , i  s k i  ■ V v * T j k i l  gk i  -V Ve r ^ 9 _. g9 i  -o,  t v e ■ o i

Décimo segundo termo :

^ r L rJKi r ^ ' . v V -  r 9e r j e . g98 = c -  ,

poi s V r = 0

Décimo terceiro termo :

Tjí r,k mi -Tri, _r „k mi 776-^ ^9 mi n
■ v V r i k  im g ■ - v V r i k  im g -  v V r ee im g * 0 !

(V9 - 0)



7 0

Com a reunião dos termos não nulos, a equação de Navier- 

Stokes, componente r, resulta em :

r r r, 1 0 0  1 r r  -1 — ,. „,
Cv v ], - — v v + — v v = — P, (13)

r r r p r

-Componente 9 (quando j for igual a 0 ) :

Primeiro termo

C V 1 3 , i = (V0 V 1 },.. = 0 ; (Ve = 0)

Segundo termo :

Va v1 = v^v1 r 9 . = v r v9 r 9 + vev r  r 9 =o ; ( v r =v9 = cn
Ai £i r0 0r

Ter ceiro termo :

v J v k r j .  = v9 v k r j .  - o (v9 = cn
ki kl

Quarto termo

r j i i r 6 1 i f 9 r i , 0  0, , 0 Z.( V V ) , . = ( V V ) , = ( V V J , + ( V V ) Q + ( V V J , j
i i r ü z

Su bstitu in do  v 9 por v 9 /r e c on si derando  que v 9 v 9 e v 9 v Z são fujn 

ções de r somente :

, j i ,  1 f 0 r .  1 0 T
C v v ) , . =  — (v v J, - —, v v 

i r r r 2

Quinto termo :

i i r j 1 1  V Q r 0 p 0 o r ' 0
V V r¿i . v V r t . . v V r r6 * w  r,. ,
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0 9
su bstituindo v por v /r

ü i r j 2 0 r
V  V  - - 2 v  V

Sexto termo :

j k r i 0 k _i 0 r r 0 1 0 r
V  V  r k l  = V V  r h l  v  v V  r r e ' “ 2 v ■ '

6 0 
após substituir v por v /r

Sétimo termo :

“1  p gj* =-1 p E 0i =‘1  p g 60 =‘1 1  p 
p ' i  Ê p ' i g P . ' 0  Ê P r 2 . ’ 0

Oitavo termo

v v í A i . g Al = w ! u  g l1 = 0 j C V 9 = 0)

Nono termo :

-1—0 —r
pois V = V = 0

Décimo termo :

- v v J ,  r j k gi k  ~ vV\  r * K gl k  v o , :  , t Ve - oi

Décimo primeiro termo
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+ V V e r® g rr = 0 ; ( V e = V r = 0) . 
6 r , r ■

Décimo segundo termo :

V yí r L  rJKi ^ = ’V‘ rL  r Ki 8mi ■ 0 ;

—£ „ — j¿ “Z
pois V sera nao nulo somente se £=z (V = V }, o que im pl ic a ri a em 

r = 0, para q ua isqu er  valores de k e m.

Décimo terceiro termo

- vv<1  r ÍK r L  sml 4  4  * ml ■ ° >

pela mesma razão apre s en t ad a  no termo precedente

Reagrupan do  os termos, a co mp on en t e 0 ficaria em

1 , 0 r , 2 9 r -1 1
?  (V V ) , r . - 2 V V . -  - 2 P . 9 ( 1 4 )

Componente na direção z ( quando j for igual a z]

Primeiro termo

CV^V1 )., = (VZV Í ), ■= (VZV r ), + (VZ V 9 )' + ÍVZV Z ), = 0  ; 
i 1 r y z

T» —0 — 2 «.
pois V = V = 0 e V » z = 0» pela equ a ç a o (12)
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Segundo termo :

V* V 1 r JM  . v V  rjj.'- o , ( t zu  ■ o)

Terceiro termo :

vJ v k tI . = v z v k r *  = vz v r  r® = o * ( v r  = o )
ki ki r0

Quarto termo

, j 1 V r Z 1 . . z  r. , Z 0 . , z z , z r .>
Cv°v = Cv v (v v J, + (v v j,Q +(v v ), = [v v ), ¡

i a r a z r

pois os derhais termos são funções de r, somente

Quinto termo :

&  i T.j A i  _ 2  , „Z ■ ■ „ ,
V  V  r¿i ■ V V r M  = o , Í r - o >

Sexto termo

i k i z k . pi z r _0 1 z r
V  V r kl - v V r ki - v V rr6 - -  „ v

Sétimo termo :

-1 — ji -1 — zi -1 .•*=■' zz -1 — 
p P -i g * 9 P ’i g '■ p P-z B ' p P 'z

Oitavo termo :



Nono t er mo :

2 .v v î k r ii gkl ■ 2 v v -k r L  gkI - 0 "■ < T lt - ° >

Decimo termo

— 1 T.X, -LIS 7T¿ n Jv lis —Z _r
' v ’i í k  g = ~ v \i í k  g * r  ee g

Décimo primeiro termo :

V V * r¿K.i gkl ■ V A l k , l  s'" ■ ' r L  = ° >

Décimo segundo termo

v vl r L  rJKi ^  r L  r Ki s'"1 > ' r Ki -°1

Décimo terceiro termo:

- * v * tL rL  6rai " sk 8mi *0 ' ( ' ú  -:i

Rea gr up ando estes termos :

-  ( r v Zvr ) . = P, + -  C r vf ) ,
r r p z r r r

A 3 . 3 -  Equação da Cons ervação da Energía Cinética Turbulenta 

equação (10)

Primeiro termo



Segundo termo:

i j 77í- z r —z z r —z
v v V,J g u  = v V V , r g z2 . v v V , r

Terceiro termo :

i j — H T̂ m i j — z T.m .. . ■ ■ r.mv vJ v r „ . g . = v v j  v r  . g . =0 ; c r  .
£j mi zj mi Zj

Quarto termo

C v 1Q ), = (vr Q), + Cv0 Q ) , fi CvZ Q), = (vr Q), 
X r o z

6 z
sabendo-se que v Q' e v Q são somente fu nçõ es de

Quinto termo :

v^Q T jj . v r fl r ®9 .  i  v r 0

Sexto termo

•1 c j v 1 , T .. '1 f 0 . ■ ■ 1 ■ , z ,
-  (v p ) . j -  -  (V p ) , r - -  (v p ) ï  - -  (V p ) , z

pois v r p e v^p são funções de r, somente

Sétimo termo :



Oitavo termo :

V O . J .  B J 1  .  V t ) . r r  g r r  -  V 0 ,  r r

Nono termo :

v o.. g 11 - - v Q . r r ¡ e g9e - v 1  jj.r

Décimo termo

1 K r m P n i & ,
’ v v r ji r KJt 6mn 6 > l A 2 -1 )

■primeira parte :

r r rr 0 9 rr z z rr
= V 'r V 'r g rr g + v ’r v ’r g08 g + v 'r v 'r g z z g +

. r r 00 0 0 0 0 z z Qú
* V '0 V '0 g rr g + V '0V '0 g 00 g + V '0V , 0 g zz g90

+

 ̂ , r r zz  ̂ 0 0 zz z z zz
* 2 u ’z g rr 8 .* v -z "'z «98 * v -z v 'z g zz «

8 0
Substi tu indo v por v /r e as com po nentes do tensor métri co  pelos 

seus valores :
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8 0 z z
v, z v » z + v ' z v ' z

-segunda parte :

n J k _n i£ „ j k _ j ii
i £k 8 j n - 2 v ’i u ik g J j

- r 0 r r 00 ' 0 0 r 0 r.r ■;
2 - e r ee g rr g * 2 v ’r v r r e gee 8 *

n 0 r „0 0 0
* 2 v > 0 v 9 r g 00 8

9 O
Substituin do  v por v /r

-2 r 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0
■ 7 2  V '0V + 7  v * r v " 7 2  v v + 7 2  v *ev

-terceira parte :

j k .m „n iZ j k pm . -n 1 1v j v r . .  r. 0 g g v-’ v r . .  r .  . g g
j i k& bmn & ji ki 6 mm 6

0 0 r r r r 00 r r 0 ' 0  00
" v v ee ee 6r r  g * v v r r e r r e gee 8

0 0.,0 p 0 rr
V V 0r 0r g 80 g

0 0
S ub s ti tu in do v por v /r e o s  demais valores :

1 r r 2 0 0 
—2 v v + — v v
r r

Re ag ru pa ndo as partes relativas ao décimo termo

■=r , r r 0 0 z z 1 r r
v D = - v C v , v , + v . v , + v, v, + -  v , A v , Q + 

r r r r r r r 2 t) b



A equação da con servaçã o da energia cinética tu r bu l e n t a  

ficaria em :

2 r T/Z 1 ,  r 0 , -1 1 , r ;. 
v v V, + — r v Q), = — — (r v p), + 

r r r p r K r

+ V — ( r Q , ), - V D -, 
r r r

de o u tro modo :

r z —z 
v v V, + 

r H - r v r CQ+£) - v — ( r Q , ) , + v D - 0 
, r r r r

(16)

A3.4. Simplificações Adici onais

As compon en te s d-a equação de N a v i e r - S t o k e s  podem ser sim 

plificadas, conforme o pr o ce di mento a seguir :

- equação de Na vi er - St o Ke s  - direção 0

Segundo Daily e Harleman Q 0 4 j ,  devido a simetria axial 

do problema, a variação da pressão média com o ângulo 0 seria nula:

3P —
30 = 0 5 ou P '0 = 0

A equação (14) com P , g -=0/, resulta em :



„ 0 r - _
Como v v e funçao apenas do raio, pode-se a f i rm a r que.*

d , 0 r 2 0 r _
-r— ( v v l  + — v v = 0 
dr r

Esta equação pode ser integrada* obten do -se o seg ui nt e

resultado

0 r C
v v = —

r 2

0 ronde C e uma constante. Usando a condição de contorno de que v v 

apresenta um valor finito em r=0, conclu i- se  que a co ns tante C d e 

ve ser nula, e :

A r - 0

- equação de Navier -S to kes - direção r :

De rivand o- se  pa r ci al mente a equação C13 D em re la çã o a z

1 8  f3 , v r , 
[ï; Cr v v >.

1 9 , 0 0 . - 1  3 , 3 p .  
— 3— Cv V ) = — 3— t-*—) 
r dz p 3 z dr

que pode ser colocada na seguinte forma

1 3 , 0 0 ,
— -R—  I V V J r 3z

■1 i _  (IP)
p 3 r 3 z

T T 0 0Como v v e v v são funçõe s de r somente, co nf orme

já foi admitido
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Isto implica na nulidade dé todo o lado esquerdo da

equação anterior. Em consequência, do lado direito :

<L (IE j = o
3r 3z

3P ~
re sultando que g-j- não é função do raio

-equação de N a vi er -Stokes  - direção z :

-  (r v r vz ), - -  (r V Z ), = “7- P, (15 3
r r r r r p z

Segundo 0 item anter io r P » z . n ão depende de r; p o r t a n 

to, 0 lado direito da equação (15) também não dependerá de r. Sem 

esta dep en dência a equação pode ser integrada em r, r e su l ta n do  :

, r z dV . - 1 — r 2 _
r ( v v - v j-- ) = — P , ■=■ + C

dr p z 2

onde C é uma c o n s t a n t e . 0 valor desta con stante pode ser obtido 

aplicando-se. a equação ao ■■ponto. r = 0 (centro do tubo) , r e su lt a nd o  

em C=0. A equação resultaria em :

_,T7Zr z dV -1 r -
v v ■“ V -r—  = -  -  P, 

dr P 2 z

Esta equação, por sua vez, pode ser aplicada ao ponto

r z - - ,
r = R , onde v v t e r a u m  valor nulo, pois na parede d o tubo nao ha

flutuações de ve lo cidade :

v # !
dr

= "I ñ  p

r=R P 2 z

. dV0 valor - y -—  
dr

representa a tensão cisalhante nà parede
r = R

I



do t u b o , designada por T :
o

= - V
d V z

o dr
r = R

S ub s tituind o este valor na última equação

T = -R p .

T o 2 * z '

T o -1 - R p 
0U —  - p 2 P 'z

A raiz quad ra da da razão T Q/p é definida como : ' "veloci. 

dade de f r i c ç ã o”, desig na da  por u*, ou seja :

T
0 _ u* 2
P

0 gradiente da pressão média na direção z . pode ser re 

presentado por :

p = ü * 2 
r *z R

Substitu in do  este re sultado na equação em estudo:

jTtZr z d V r * »
v v - V = u * z ¡ (17)

que é a equação de Na vier-Sto ke s ña direção , a x i a 1 do escoa me nto 

em urna forma simplificada  .



B A LAN ÇO E N E R G É T I C O  

DA EQUAÇÃO DA E N E R G I A  C I N É T I C A  T U R B U L E N T A  

A conservação da energia cinética turbulenta pode ser 

prevista pela seguinte equação :

A P Ê N D I C E  4

+ V D =0 j (1 9 )

onde :

- o primeiro termo repre senta a produção de energia cinética t u r 

bulenta (PROD) ;

- o segundo termo, a difusão de energia através da en ergia cinéti 

ca e energia de pressão (D I F P Q ) ;

- o terceiro termo, a difusão viscosa (DIFV) ;

- o quarto termo, a taxa de d i s s i p a ç ã o  (DISS) .

Pela equação (19) o b se rv a -s e  que os quatro termos e s 

tão em eq uilíbr io  para qua lq ue r valor de y, tal que:

- para qual qu er ponto j :

v yv z Ê l l  + _ l _
dy R-y dy
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PROD , + DIFPQ. + DIFV. + DISS . =0 
j J J J

Devido a importância que r ep re s e n t a m  para a analise 

e compreensão do escoamento, to rn a-se conv e ni en t e que se ob tenha 

a di stribuição de cada um deles ao longo do raio do tubo.

Após a introdução dos mo de los os termos a p r e s e n t a m - s e  

da seguinte forma :

dV
PROD. = VYVZ. 5 -  

J J cin

DIFV . 
J

DIFPQ . 
J

DISS . 
J

1 -n j

d
dn

,„ , 2 dQ 
(1'nl R ?  dïï

HCK R ) 6 K R
- n . dn L Re ^

dQ 
q dn.

Para comparação com dados experimentais, os termos

acima devem ser r e pr es entados nas mesmas escalas utilizadas por 

Hinze [ OB^"- Esta t ransfo rm aç ão constar ia  de uma multiplicação, 

pelos seguintes fatores :

-próximo ã parede
<j>2Re

- l o n g e d a parede
1_

<P
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