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SIMBOLOGIA

Coe?iciehteé-da_quaqu (48)
Constante para a taxa de dissipagdo
Coeficiente de fricgdo

Taxa de dissipagac viscosa

“Taxa de dissipagao viscosa - forma.adimensional

Taxa dewdifuséb.por pressac e energia cinética

Taxa de difusao viscosa -

Vetor de base contravariante

Vetor de base covariante

Componente contravariante do tensor métrico

Componente covariante de tensor métrico

Coeficientes definidos nas equagoes (50) e (51)
Fuhcéq definida pela equacgao (21) 
Constante da equagao (24), igual a 0,4

Escala devturbuléncia, defihida pela equacao [23j>'

Nimero maximo de pontos da grade -
Pressao

~Parametro de estrutura

Taxa de produgdo da equagdo da energia cinética-tur

bulenta

. Energia cinética turbulenta-
‘Enérgiafbinéfiéa'thbuienta‘adihénéiona]

'Coofdenada radial
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Raio.interﬁo do tubo

Nimero de Reynolds baseado no diametro e na velocida
dé héxima v |

Nﬁmafo_de Reynods da turbuléncia local

Consﬁaﬁte da equacao (21), igﬁal'a 110

Razao da progressé§ geométrica de definigao da.grade.
Veloéidade de fricgao

Vetor veloecidade

‘Componente . da velocidade media na direqéo J

Compdnénte da flutuagdo de velocidade na direcgao j

Velocidade média adimensional ; V=Vz/vzﬁax .

'~ Maxima velocidade média axial
‘Velocidade média adimensional ; V* = VZ/u*

‘Componente adimensiohal do tensor de Reynolds

Coordenada radial com-of{gem'na parede do tubo
Coordenadafradial adimehsionaiizada por: y¥ = y u*/v
Coordenada axial

Fungao définida,peia'equaqéo (24)

°Constante'iﬁtroduzida com a modelagao, igual a 0,2

Simbolo de Christoffel

Delta de Kfonecker

Valor“dos intervalos da coordenada nj-

Tolerancia définida,na equacao (53)

Coordenada radial adimensional, igual a y/R
Coordenada angular

Viscosidade absoluta

' Viscosidade_ciﬂémética
Massa especifica do fluido

Tensao cisalhante na parede do tubo



iii

Razdo entre a velocidade de fricgdo e aiveiocidade?

maxima do esceamento

“Valor méﬂib definido pela equagao (A1.1)

Derivada parcial em relagdo a coordenada j
Componente -covariante na direcdo j

Componente contravariante na diregao j

' Grandeza vetorial



R.-E'S U M O

As equagoes de- Navier-Stokes e conservagao da energia
cinética turbulenta sao aplicadés ao escoamento turbulento incom-

pressivel, completamenté?desenvolvido, no interior de tubo.

Os modelos mafeméficos foram‘édaptados de modelos origi-
nalmente empregados na solugao da camédaviimité.sobre placa plana.
A modelagdo aplica-se a tensdo- turbulenta,aos termos de produgao

difusdo e diésipaqéo na equagao da énergia cinética turbulenta .

As equacgoes.referidas foram obtidas em coordenadas ciliﬂ
‘dricas, partindo-se da . forma vetorial e depois tensorial, incluin

do finalmente as simplifibaqaes inerentes ao problema}

Como o sisteﬁa‘a ser.resolvido COmpSe~se- de . : equagdes
diferenciais ordinarias ndo lineares, nao €& passivel de solugdo ana
1{tica. Nestas cirCunsténbiaé; para.contbrnafAesta dificuldade _ ou
esta impossibilidade QestIUQéo analftica, utiliza—sé o métoda numé

rico de diferengas finitas.



Dentre os resultados obtidos, 0 00éfi¢iente de. fricgapg,
a distribuiqéo de velocidaae; bem como.a distribuiqéo‘de tensao
turbulenta apresentam um comportamento sétisfatério, ﬁéra os diver
sos nameros de Reynolds. A'distribuiqéo de energia'cinética tUrbq- -
lenta éoncorda com 0S vélofés‘experimentaié apenas no aspecto dua-

litativo, com algumas discrepancias no aspectb quantitafivo.



ABSTRACT

The Navier-Stokes and the turbﬁlent‘kinetic'eﬁergy equa-
tions for the incompressible, turbulent and fully:devéloped pipe
flow, were solved by a finite'difference.procedufe. ’Mathehatical
models for the turbulent sheaf'étress and for the diffusion aﬁd dis
éipation‘0f thé tUrbulent'kinétic‘energy in the flat-plafe boﬁhaary
layér)were modified and used~inithe{9§icﬁlétidn of the pipe fiqw.

»'The_equations wére:obtained firstly in.yectofial" form,
then'in tensorial form and finally in'cylindrical coordinates.,

‘_Frictionvcoefficient?and the diétributionsiofvthe  mean
‘Yelocity, turbulént shear stress énd turbulent Riﬁéfic‘ehergy  wefé
obtained at different Reynolds numbeérs., Those numerica1 o reéults
wére;compared.with experimental data and thé agreement Qas:godd ‘in

whole cross section of the ?low.



CAPTTULO 1
INTRODUCADO

Em 1904, Ludwig Préhdtljintroduziu um'cqnceitovrevolucig‘
ndrioc na Mecanica dos Fluidos, relativo;ao escoamento de fluidos re
ais ao longo de uh contorno solido. Segundo o mesmqfo efeito da vig
cosidads é'considérével em_apenas-ﬁma regiéo bastaﬁte fina chamada
fcamada iimitef junto ao‘referidq contorno. A partir deste ponto -,
os escoamentos paséaram a Eer tratados como viscosos .no interiqf da

camada limite e ideais fora da mesma.

Por outre lado, Osborne Reynolds (1883) demonstroq, atra
vés de seu classico experimento, a existéncia de dois tipos de esco

-

amentos: o laminar e o turbulento.

A partir dos conceitos acima, os\esforgos_?dram'concen -
trados na solugao das equagdes relativas as camadas limites laminar
e turbulenta, existindo um grande ndmero de trabalhos tedricos e ex

periméntais ja publicadoé‘neSte sentido.

O‘escoamento laminar devido & sua relativa simplicidade .

em'relaqéo-ab-tqrbulento,'foi desde .cedo abordado, e sblugées aindé.



~que aproxlimadas, foram obtidas.

0 mesmo nao ocorreu com o escoamento turbulento,de maior

complexidade por-ser um escoamento de cardter randomico. Devido as

flutuacbes e & aleatoriedade destas flutuagdes apresentadas pelas
_componentes da velocidade e pela pressao, sérias dificuldades sdo -
introduzidas na resolugdo das equagoes referentes a este tipo . de

escoamento.’

Réynolds sugeriu que este movimento aieatério fosse de-
composto em uma parte media e uma pérte flutuante. A partir -daf, a
camada limité passou a ser célculada somente com base.nos' ~valores
médios dd escdamento para a.éplicagéo direfa em engenharia,, como

por exemplo, no calculo do coeficiente de fricgao.

Mas, cdm a introduqéﬁ.deste cqnceitd de valor médio e
fiutuante, novas incdgnitas surgem devido é nao linearidade das
equagéés. Na equagao de Navier-Stdkes sufgé-o termo.chamado ?tehséo
thfﬁulenta de.Réyholdéf, ngas componentes sao médias - de duplés

correlagoes entre cqmponentes das flutuagoes de velocidade.

A indeterminagao pode ser resolvida com a introducgdo das
hipoteses de fechamento ou modelos, que consistem em relagoes mate-
maticas entre certas incégnitaé, tornando o problema - determinado

(ndmero de equagbes igual. ao nimero de incdgnitas]).

Boussinesq. deu o primeiro passo neste sentido com a in-

trodugao do conceito de "viscosidade turbulenta”, a partir de .uma

~analogia entre a tensdo:viscosa e a ténséo.turbulenta‘de Reynolds . -

Prandtl (19259 bnopﬁs-é'hipéteseJdo ”cdhprimento de mis- -

tura”™, que relaciona a viscosidade;%urbuienta com o gradiente de ve

- de



locidade média, como modelo para o temsor de Reynolds.

Von Karman (1830), introduziu~agchamadé-"hipétese devsif‘

milaridade”, expressando o comprimento de mistura em fungdo da pri-

meira e segunda derivada da velocidade média.

0 processo consistia em dltima andlise, na busca de mode

los para a tensao turbulenta, que possibilitassem a-solugdo da equg'

cdo de Navier-Stokes.

Com o advento das moderﬁas'méquinas'de-COmputaqéo surgi-
ram inlmeros trabalhos sobre a resolugao de sistemas de _equacgoes
diferenciais parciais nado lineares. E‘eSfe avanqovrepercutiu favo-
ravelmente na Mecanica dos.Fluidos, particularmente no cadlculo. de
escoamentbs turbUlentos. Novas equa;éesbforam criadas a “ilpartir
da equa¢éo deFNavier-Stokes e novos modelos foram testados, abran-
géndOjansolugéo de cahada iimité em'placavplana, camada limite_.com

gradiente_de pressao, escoamento em tubo, etc.

0 presente trabalho consiste em mais uma contribuigao a

soluqéo de escoamento turbulento. Com éste objetivo,  faz parte de

uma linha de pesquisa do Curso'devPés-Graduaqéo em Engenharia Meca-

nica da Universidade Federal de Santa Capérina, sendo preéedido pe-

'los trabalhos de Pereira-Filho‘[12],vDQtra fos],Férreira [ o8] e

Lima [11] .

Pefeira Filho[lz] resolveu um sistema composto por qua-
tro equagbes: equagao da continuidade, quantidade de movimento,ener
gia cinética turbulenta e equagao da‘conservagéo da taxa de dissipa

gao da energia cinética turbulenta, aplicadas a um.escoamento incom

pressfivel em uma camada limite turbulenta bidimensional, em. placa’

ig



plana‘e também com.gradiente. de pressao.

'Dutra:[o5] ‘abordoﬁ_o problema de escoamentb incompressi;
vei*em ﬁma 5amada'limite turbulentavéobre‘supérficies curQas,_em re
gime permanente, utilizando'as.equagées da.coﬁtinuidadeve conserva-
§éo da quéntidade de movimento.. Para éontornar'O'ﬁroblema de.  fe-
chamento, modelou a viscosidade turbulenta em duas equagoes, para

duas regioces distintas do escoamento: a regiao junto a parede e a.

- regido afastada da parede.

'Ferreifav[UGJPesolveu um sistema_composto por trés edug
goes fundamentais: equacéoida continuidade, conservacao da quantida
. de de movimento e consérvagéo.da'energia cinética turbulenta. Estés

equagﬁes_uforam'apliCédas a0 escoamento incompressivel em uma cama-
dé iimite turbuienta sobre superficies'curvésQ Seus modelos, basea-
vdos.em. Beckw1th e Bushnell [02] incluiam o conceito de ‘barémetré
de ‘estrutura e ‘relagoes entre a dissipagao viscosa e'é'energia ciné
‘tica turbulenta e entre o termo de difusao e o gradiente de energia

-

cinetica.

Lima [11] resolveu as equagdes da continuidade, conser-

vagao da quantidade de movimento e da energia, para o -escoamento
turbulento incompressfivel em camada 1limite bidimensional sobre
placa plana e também sobre superficies curvas. Introduziu - modelos

relativos a viscosidade turbulenta e & cdifusibilidade térmica tur-

bulenta.

Este trabalho, por sua vez, surgiu do interesse em  dar
continuidade ao objetivo inicial de resolugao de escoamentos turbu
lentos. Refere-se o mesmo ao escoamento turbulento incompressivel

no interior‘de,um tubo de paredes 1isés;'com perfil de velocidade



completamente desenvolvido. Duas equaq&es o integram:-

- Equagao devNavier*StQKes, na direqéo,axiai do espoaménto;-

- Equagao da conservagao da energia cinética turbulenta.

DOs modelos'utilizados sao adaptados de Beckwith e.Bushnéll
[02] , também. utilizados por Ferreira ‘[05] , e ainda com uma es

cala de turbuléncia apresentada por Konstantinov [09]



CAPITULO 2
'EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA

Neste capitulo §é0 apresentadas as equagbes utiliza-
das na solqgéo do problema. -0 conceito de valor médid efFlutuante
e introduzido e a equagao da conégrvaqéo da energia cinéticé tur-
puienta é obtida. As equégﬁés que inicialmehte estdo na forma ve-
\tdrial 550 représentadas em.seguida na forma tensorial elfinalmeﬂ
te aplicadas ao sistema de coordenaaés cilindficasiléom intrqdu—

gao das simplificagdes fisicas do problema .

2.1 - Eqﬁaqﬁes Basicas na Forma Vetorial

As equa§5es bdsicas do problema sao obtidas a partir

dés seguintes equagoes +undamentais:
a) Equagdo da Continuidade :
BAREN: . T N , BRCE N

b) Equagdo de Navier-Stokes (desprezando-se as forgas de_éampol :



Y

' _ - .1 | 2. ' - -
Tt W L P . vVRY @
As equagbes sao relativas ao escoamento turbulento

‘instantaneo, com variaveis de valor instantadneo que apresentam flu

tuagbes aleatdrias, impossibilitando a solugao destaS'eQuaqées;

Procurando viabilizar a solugao de escoamentos turbu-
lentos, torna-se comum a introdugao do processo de média temporal..
Através da mesma, as variaveis sao representadas por um valor me-

dio mais um valor flutuante, conforme o Apéndice 1.

-Obtém-se‘por uma manipulagéo matemética,adequada,vv a
equagao de Navier-Stokes para o escoamento medio, és.équagées da
continuidade para o escoamento médio e flutqante e ainda a equa-
-wcéb dé conservaééo da énergié-cinética turbﬁlenta. As lequaGaeS

apresentam a seguinte forma:

_aj Equaééo.davContihﬁidéde - escoamenﬁo medio
VY= o 3 o - (3)
b) Equagdo da Continuidade -  escoamento flﬁtuante :
v;g =0 l '_ - | | | (4]
é] Equagao de.Navier-Stokes .-.'escoamento medio :
v;tY_YJ,; 'V,fy'ylfa - V% VP o+ v VY o : AtsJ

d].Eqanéobda Conservaqéo_da'Energia_Cihética Turbulenta

A energia cinética furbulenta'(ﬁd,7representalmm enér-



gla cinética por unidade de massa e é definida do seguinte modo :

e [ p—
v o= 3 ( vev )
A equacdo da conservagdo para esta variidvel é derivada
da equagdo de Navier-Stokes para o escoamento flutuante, = equacgao
CA1.7 ) . Esta é multiplicada escalarmente por v , com a poste

rior aplicagdo do processo de média, resultando em :

v . (v .9 ¥ + VVG + AW - - ARSI
FVV.YT -vD : o D (8)
Q = % (.y.y ) | - energia;@inética turbulenta instanténea H
Q D =V VQ‘vag- ;'téxa de.dissipagéb Viscoéa

2.2+~ 0btencac das Equagdes na Forma Tenscrial :

Aplicando os conceitos tensoriais [07] , ao sistema de
equagoes proposto, obtém-se as mesmas ainda em coordenadas genéri-
cas, na forma tensorial, conforme o Apéndice 2. As componentes das

velocidades média e flutuante aparecem na forma contravariante.

J Ji

a) Equagdo da Continuidade - escoamento médio
wo.gd gl , 3 B
Ve, + V r.. =20 . e
3 ji | » , S , (7)
b) Equagdo da Continuidade - escoamento flutuante :
i+ vt - o e



_onde r;i § o simbolo de Christoffel [07].

c) Equagao de Navier-Stokes

ORI AN WP 2 v N R v B v UPIV RV SR s

£ 11 ki Ve vty e
* VJVk'rii} €5 7 % F,i glt e, + VFVj-li gli eV, rii'gkl +
) vj’l rik gik.+ v ng.i;gkl - v r:m Fii g
- v, rf ™) B ’_» - (9)
onde gijv é gij.SéO as compohenfegnd;‘ténsor métrico, de base con-

~ travariante e covariante, respectivamente; e, € o vetor de base co-

variante.

d) Equacao da Conmservagao da Energia Cinética Turbulenta

v, o« vi Tl 815 * VlVJ'vl.Pijgmi ' (’ViQ'];i .

sovdg rE e o 13 VT
veQ i 35 (v p)fj P v-p PJl +
= i = 3 11, = , ST,
+v}{0.31 g 0., Ty, 87 -vD . . (10)
onde 0= 3 (yv) = = VivJ g ;
= _ 3 ' il 3 kK n _ i1
vD =V {v aqVoag gjk g + 2 Vig v vrkl gjn g +
RVE PR, B 114



10

2.3 - Sistema de Coordenadas Utilizado e Simplificagoes do Problema

Como o_problemé em estudb refere-se a_um escoaménto‘_ no
interior .de.um tubo cilfndricb, considerou-se mais.adeqﬁado 6 uso de
" coordenadas cilindricas. Este sistema apresenta aé comppnentes(ri%z]
sendo fr" a coordenada radial, "6" o angulo poiar e "z" a ﬁoordenada

coincidente com o eixo do tubo.

Partindo da hipdtese de um escoamento completaméente desen
volvido e axi-simétrico, varias simplificagoes podem ser introduzidas
nas equagoes, que seriam :

"

-A velocidade média na diregéao 2z ( V° ), seria fungéao de r,

-

somente ¢+ V© = V7 (r)

-As velocidades médias nas diregoes r e 6 ( (VAN Ve‘], seriam

nulas ;

-0 valor médio do produto de duas'quantidades flutuantes vlyq ,
seria fungéao de r, somente:‘v1 J - flr).

2.4 - Equagbes em Coordenadas Cilindricas

A partir das equagdes (7),(8),(9) e (10), na forma tenso-
rial pode-se representg-las em coordenadés cilindricas,; expressando-
- se os seus indices. em funqéo.das-éompohentes'deste sistema de coorde

nadas. Admitindo-se em seguida as simplificagégs consideradas ante-

riormente, o resultado, conforme o Apéndice 3, seria:



19

a) Equagéo'dé Continuidade - escoamento flutuante :
1 r, .1 8 z . : '
'i': ( Vv ],r + T \) ) + Vv 12 = 0 . . [11)
b) Equagdo da Continuidade - escoamento médio
4 C_ . » L ) ’
ve,, =0 : _ - (12)
' c) Equagdo de Navier-Stokes ~-. escoamento médio

- componente na diregdo r

1 T, : o1

= (r v v ')‘r T vV = -3 P,r (13]

- componente na diregéo 8

1 (v vl ],r + 2 voul = - 11 'E'e -(14)
r2 P L2

-~ 'componente na diregdo z

1 T Z R T R

= ("r viv l.r = 5 P., *+ 7 {(r VoL ). : (15)

d) ‘Equagéao da Conservagado da Energia Cinetica Turbulenta
Segundo o resultado obtido no Apéndice 3, a equagao (10)
resulta em

————

. 1 7. . T : S - = ' :
»vrv. Vit e [r v (‘:’*_%J]'r"ﬂ%'( r8, ). _+vD =0 ~18)
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- oupriméiroftermo representa 'a producéoidevenergia cihética tqgfﬂ
bUienta i |

- 0 segundo termo, a difuséo por pressaoc e por energia'cihética;’

- o terceiro termo, a difusdo viscosa |

- 0o quarto termo representa a taxa de dissipagao viscosa ;

e -ainda :
- 1 r 6 © z z
Q. =g (vv + vv + vy 3
' 1 8 z .z .
Q = 5 ( vivi + vv + viv )
. r r 6 8 z z 1 r r
= v v + v v + v v + — Vv v +
D lr ’r Jr Jr Jr Jr 2 Je le
- r
s .ve ve 2 vZ, v*© + vh, vl + ve ve +
2 »:e )e 2 :e )e ’Z-",Z :Z 'Z
r r
z z 6 r 2 r 6. 1 ) 1 ror
VTV, v =y g VT =, Vi,gV it = vV o+ = Vv
r2 r r? r2

e) Simplificagbes Adicionais

De acordo com o Apéndice 3, as componentes da equagao de
Navier-Stokes podem ser simplificadas, obtendo-se osvségUintes resul

tados

.

- diregéo

cvl @
o ]
r——
QJ' [ 9]
N0}
—
[}
o
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- diregao z :

JEVARY - v V©5, = L u*? (17)
. r . R
onde u* representa a velocidade de fricgao : u* = -
0O sistema de eguagies a ser‘resolvido e composto

pelas equacg0es (16) e (17).



CAPITULO 3
HIPOTESES DE FECHAMENTO

-

D sistema formado pelas equagdes (168) e (17) nao &

passivel de solugado, pois apresenta para apenas duas equagbes , um

‘maior nimero de incdgnitas. Valores médios do produto entre quanti

dades flutuantes nao apresentam um comportamento conhecido , sendo

portanto responsaveis pelo excesso de variaveis.

Buscando-se uma-solugao viavel, langca-se mdo das hipdte

ses de fechamento com a inclusao dée relagoes ou modelos matemati-

cos que exprimem estas quantidades desconhecidas em fungao das

." . -_— — . - . . . R o .‘ - Y
variaveis V e 0 , velocidade media e energia cinetica tur
bulenta.

Os modelos utilizados s3do baseados em Beckwith e Bushnell
.[02 ]. Estes modelos foram inicialmente utilizados porGlUshMJ cita
‘do por [02], na solugdo do escoamento da camada limite ém placa

plana.

3.1 - Inversio da Coordenada Radial

Beckwith e Bushnell [02] utilizaram em suas equagdes.e

consequentemente em seus respectivos modelos, um sistema de coorde

na



15

nadas carfesianas. Neste sistema a componente perpendiculaf.é pare- =
:de s6lida crescia com o afastamento da parede. LComo no:sistema | de
coordenadas cilindricas Q;réio éresce em sentido contrario (centro
para a parede), tornaﬁ§93mais convenienté adotar um sistema no qual
o érescimento ocorra da parede para o centro. Com‘este objetivo po-

de-se=xdefinir uma nova coordenada "y" com a mesma diregdo, mas sen- -

tido contrdrio a "r”, tal que :

Diferenciando esta relagao, obtém-se :
dy = - dr

A componente da flutuagdo de velocidade vr, passa a ‘ser

representada por vy, com :

vo= o - T
Introduzindo-se estas mudangas, o sistema formado por

(16) e (17) ficaria do seguinte modo (lembrando que atualmente " a

Gnica varidvel independente & "y" ) :

- equagado de Navier-Stokes, diPBQéO'Z.:

*x2

VIV %lru (18)

- equagao da energia cinética turbulenta :
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y,z dv 14 [(r-y) oY 2
vov oy * Ry Gy [[R yl v (@ + 0 ]] +
-l [ (R y) == YJ + VD 0 | _ (19)

3.2 _Modelos Utilizados

a) Componente do tensor de Reynolds :

dv?

q dy

_ (20)

- p v o=y H(Rd) 8 R

onde.B e uma constante igual a 0,2; H(Rq] € uma fungao dada por

(

R R
ﬁﬂ, para Df:ﬁﬂ < 0,75
qO q°
H(R ) = < —é-.‘l - ﬁ—cl - 0,75.)° para cx,75<-§E <1,25
- qO qO Ay
. ' Rq .
1 o para 1,25< = < v (21)

o

s.em:l'o_Rq0 uma 'constahte igual a 110; Rq o ndmero de Reyholds turbu

lento local, definido por

1 .
= 5 , ‘ .
R = 219 | - | - | (22)
.a - v - :
e sendo £ wuma escala de turbuléncia que, segun,do- Konstantinov

[ 09'-] pode ser calculada por
2

L _ _ n |  -1>__‘ AR
2= 0,37 0,24 1 - %)) 0,13 (1 - F° | (23)

'b]-’Taxa‘ de dissipagao viscosa :
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vD = C. o Q7 1? , ondé_:
o = v(1+H(K R K R ‘ ' ;
o= v (K q) B q) _ v v v(24]

C, ek s@o constantes e H(K'Rq]_obedece a mesma fungao (21), com

um argumento igual a KRq em lugar de Rq.
c) Difusao total

‘Segundo Beckwith e Bushnell Loz], a difuséo'total é
fungao do gradiente de energla cinética turbulenta e pode Ser expres
'sa do seguinte modo :

(R- y Byl - M d -
(R-y} v [Q+p] R-y dy [(R y]

A d
R-y dy

01Q

< ||

| SR |
1]

QIDI

1 d
= R-y dy LFR ylo
‘onde 0 assume o mesmo valor do item anterior.

Substituihdo estes resultados nas equacgoes (18) e (19)

bl

obtém-se :
- equagdo de Navier-Stokes - diregdo z
. z =z .
ROy y*2 - yh ' dVv, dv
R U vH(Rq] B Rq‘ dy + dy ou
R’y" 2 ' e dV? | -
—% u*? = v {H(R_ ) BR_ + 1 — : ' (25
R [ a’ BRq ] dy g )

- equagado da energia cinética turbulénta_-
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_ —z S o —
vz dv- 1. d [, 9 | ,Che @ _ ., -
V'V dy T R-y dy [(R-y) e 30 | * =33 ° | (28)

3.3_ Condicbes de Contorno

‘a) Considerando a hipdtese de nao deslizamenfo junto a parede

do tubo,. tanto a velocidadeﬁmédia axial, como as componentes flutuan

tes apresentam valor nulo neste local, ou seja

- para y=0 ou

b) Considerando a axi-simetria do problema, as seguintes hipdte.

ses podem ser adotadas :

: = z
- ‘ = i = = _CLQ. = . E’l.. = -
para y=R .ou r 0‘. dy (A dy g

- substituindo a condigdo de derivada nula da velocidade média
hQ’centrO'db tubo, définidévacima, na equagao (18), surge a seguinte

condigao de contorno

<
i
2

0 ou.

wYv? =0 para r



CAPITULO 4 -

- TRATAMENTO NUMERICO

0 sistema de equagdes obtido no capitulo anterior é for- -
mado por equagoes diferenciais ordindrias nao lineares e serd solu-

cionado com o auxilio de um método numérico. -

Este método baseia*se_ndimétodo-iﬁplicifq de diferengas
finitas. Visahdo este tipo de solugao, as eqanées‘serébbadimensio_
‘nalizédés e diécretizédaénneste cépituid. A partir da discretizagéb
a equagao da energia cinéticabturbulenta apfesenta-se,'paré os va-

rios pontos, como uma matriz de forma tridiagonal [ Dl'], que sera

utilizada como recurso adicional de solugéd.

Finalmente serd elaborado um fluxograma contendo os - pas
sos principais de todo o procedimento de cédlculo numérico, com a

posterior utilizagdo do meio de computagdo disponivel, o FORTRAN IV.

4.1 - Adimensionalizagao -

0 sistema formadd.pelas eqan6es principais (25) e (26}
e pelas equagbes auxiliares (20),(21),(22),(23) e (24) serad adimen-

sionalizado a partir da definigdo das seguintes variaveis :
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- % _— . . -—

Vo= V27 Vohax Q =0/ u*?

vyvz = vz w2 N VA VA AR T I
o =z . Tz
o = a/(R Vipax) ¢ = ut/ Vipax s
. o=z

n = y/R. _ Re = 2R V7payx/V 5

¥ v : ' - : + _u*y _ 1_ 

2 = 2/R o | o y == "3 ) Re‘n_

Estas relagoes sao inicialmente introduzidas nas equagodes

auxiliares e em seguida nas. principais.
a) Equacgoes Auxiliares

A equacgao (22) que’definé Rq, o] nGmerQ' de Reynolds. tur-
bulento local, ja& encontra-se na forma adimensicnal e:pode ser escri
ta em fungio das variaveis adimensionais

R X RU* (DT 1 7
g . v

dRe 2* Q (27)

N|

Arescala de turbuléncia definida na equagao (23) pode ser

‘escrita do seguinte mode 1

£* = /R = 0,37 - 0,24 (1-1)% - 0,13 (1-n)* o (28)
Pela equagao (24) o valor de a* sera :
. . a ) Z-— ’ ] ' o . . ‘ . .
il g5 (1P HIKRDBK RY o (29)

max
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o e z ‘ -
Por sua vez; o valor adimensional de v-vyv , da equagao

(20) sera s

- dv

an’ (30)

Yy - o _
VYVZ = - H(R )8 Rg
b) Equagdes Principais

- equaqéd de Navier-Stokes na direcgéo z; equagao(25) :

L : gz
*2 _ __ma)gv El_\./_
u v(H(Rq) B Rg*1) R gn o

R (1-n)
R

1-n = —=—(H (R JBR_+1) L - BEENELE
n q B q . (31
- equa@éo‘da energia cinetica turbulenta
Introduzindo-se as varidveis na equagao (28) :
-z
Vmax dv 1 1 d 2 da] .

7 ‘ ¥2_Me» dv.o - 1 1. d o _ * T2 H* ay
vz ut 2R S - a2 dn;[R[1 nla* Voay R g

Dividindo-se esta expressao por u*ZVEaX/R

Cia*g

_ “2*2

. dv - 1 d (. a1a*d0 ’ o '
\ = e =} - [ Rt A = . .
vyvz T=n dn [[1 n) dan- 0 _ (32)

dn

4.2 _'Discretizagao

‘Devido 3s condigdes peculiares do problema, as equagoes

gerais resultaram em fungao de apenas uma variavel independente vy ,
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afcoordenada radial para thubo. A solugao das equagﬁesivconsistiré
portanto, embdeterminar as distribuiqaes das variaveis dependentes

com V.

Com vistas ébaplicagéovdo método numérico de diferengas
finitas, as equagbes ‘devem ser disdretizadaé. Este processo conéisf
tiré, em primeiro lugar, na définigéo deiumaagf@de-geométrica para
a coordénada radial n a partir de sua diQiséo em um detefminado
nimero de pontos. A seguir, as equagaés discretizadas seréo.aplica-
das a todos os pontos possiveis da grade. Para os ponfos ektremos
seréo estabelecidas condi@Bes de contorno necessarias a solugao ' e

ja apresentadas no item 3.3 .

4.2,1 - Definigdo da Grade .

Em escoamentos turbulentos, conforme [ 13 ],existem tres
regides até certo ponto distintas ao longo do raio, que seriam: sub

camada viscosa,'junto 3 parede; a regido intermediéria, designada
por sub-camada de transi¢ao ou de suﬁerﬁosigéo; regiac de escoamen-
tb cdmpletamente turbulento ao centro.

A regiao centrél, de.escoahento completamente turbulentb
ocupa grande parte ao raiovdo.tubof sendo as demais bastante perif
mas da parede. Em-rézéo desta prdximidade; as duas primeiras regices
sao de grande importéncia neste estudo ﬁois no iﬁterior'das mesmas
€ que ocorrem os maiores gradientesrdaé variévéis dd escoamento, co
mo velocidade média, energia cinéticé.turbulenta e tensao turbulenta.
vAssim, deve-se escolher uma grade cuja_malha possua pequends espé-
'bﬁamentos para que um ndmero adequado:de.pontoé seja atingido.vforng."

cendo as informagoOes necessadrias para o conhecimento da  estrutura
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do eséoamentO»nestas regiﬁés. Pﬁr outro iado. a.partekcéﬁtral ao tu
bo apresenta;uma,manor~Variaqéq¥dbsjpafémetrbé'dO’escoamento“* para
uma regiao maior, nao §eﬁdD nece§§étia a utilizagao de espaqamenfos
téo pequenos, que acarrétariam um demasiado nimero dé'pﬁntos. Optou-

se, entdo, por uma grade de espacamentos variaveis.

Esta variacgao sera baseada em uma ‘progressao geomeétrica

de razédo S e definida da seguinte maneira :-

~ o primeiro intervalo junto a parede foi definido como inici-
.ando em vyf=0-0n=03, e terminando.em um valor de y+=1, aproximada-
mente. Conhecido o nidmero de Reynolds do escoamento e a constante ¢

pode-se calcular o valor de n correspondente a yfv%,1 3

- o valor do ndmero de pontos total (m) da grade sera escolhi-
do de modo a fornecer um valor adequado para a razao S, e assim a
coordenada n assume valores nos m pontos, como nj,-com j = variando

de 1 a m. Neste caso nb=0 e n =1, n, teria um valor correspon-
1 'm 2

dente a -y+ =1 ;
- 0s demais pontos da grade Seréb definidos pela progressao
geomeétrica :
n,=s8n smn =3 L R S Np.2

Por outro lado o Gltimo termo da progresséao geométrica se

relaciona com o segundo termo :

n =n S 3 mas, como nm= 1
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;] - B .
—)m-2 ' (33
n, | | _ | (33)

5 = (

Com‘afobteh¢éo do valor de S, a grade estara definida e

as equagOes poderdo ser discretizadas para esta grade.

Para -0s varios nimeros de Reynolds a serem usados, esco-
lheu-se um numero total de cem pontos, resultando em valores de S
aproximadamente dentro de uma faixa permissivel definida por Cebeci

e Smith, citados por Ferreira [ 06 ].

4.2.2 - Equagoes na Forma Discreta

A discretizagéo sera feita em torno de um ponto j quél—

quer. Uma fungao F neste ponto seria designada por‘Fjv.

As derivadas de F em relagao an seriam

- derivada central :

caf | Favyr T Py
d j An.+ An.
dn |j gt ANy

(34)

onde : An_.=n

37 Myey™o0

, seria o valor do intervalo

J

entre os pontos j e j*1 ; do mesmo modo :

An =

-1 RIS

- derivada crescente @
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df | . FJ+1 Fi (35]' 
dan 3 Anj .
- derivada segunda, usando a definidéo de pontos ‘j+1/2 ' e .
j-1/2 ( A & uma fungao qualguer )
| [ gl - [ ]
9_'_[,\-95]’ - dnilg+1/2 L" dnllj-1/2
- an . e : =
. 3 7 (Any+dng_p)
[A ) Fj+1 - Fj o  AFj.; an1r . .
j*1/2 An, j-1/2  An,_ il
. 3 S R 2_[Anj+Anj_1]
Para os pontos j+1/2 e j-1/2
' A, + A
A, + A ) _ 3 -3
AJ+1/2 = J+12 J ' Aj-1/2 2
Substituindo estes valores
-7 F.,, - F F, - F

d dfF |._ , _J*1 J J j-1

= —-_— 1= : . . e = (A A, ——————
) Loy apen ST ayp D]

1 :
b QU —
Anijn (38)

j-1

Com base nestes resultados o sistema de equacgoes pode ser
diécretizado em torno do ponto j. Como o método de céléuio € ifera-
“tivo, a variavel referente a energia cinética turbulehta média tera .
mais. um fndicé (i), relatiVo & iteragao. As equagOes assumem a se-’

guinte forma :

2* = 0,37 - 0,24 (1-n,)% - 0,13i 1- 4 o . (37
| 10,24 (1-n) ___(_nj).v |  (7]
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R o1 ¢ Re L7 (Q )% o | : |  (38)
qj B 30 | | |
k2 | ) . . . .
J ] .
Y} v
_ 2 o 3+ 3= —
-VYVZ , = H(R_ ) B R (40) .

Para a distribuigao de velocidade média, a partir da equa

- gao de NavierfStoKes‘:

V -

(1-n.) = —2 [H(R ) B R+ 1] ae1 ” Vg | (41)
-— . - | . »
j ¢2Re F 9y ,Anj * Anj_1 , .

usardo-se o conceito de derivada central; ou

o Vieqg = Vi |
[Hth VB R, 4] e (42)

(1-n,) = - _
A
3

usando-se. o conceito de derivada crescente

Aplicando a equagdo da energia cinética turbulgnta ao

ponto j, iteragao i+1

vV, , -V , : . ,
- -3+ ji-1 1 o g - *
VYVZ, g * T [((1 ngdog ¢ (om0 el )
N J-1 J \ .
. Q Q.. . .
i+1,3+1 i+q,3 - _ ; * P * -
( Anj ) = (01 “J)'“j_*~(1 nj_1) aj_1)_
O n s - Biia ' S |
i+1,3 i+1,3-1 L R * o *2 =0
( o Anj_1 ' ']]”Anj +‘Anj_1': ¢ %y Qi+j,j / 2J 0 (43)

Definindo os seguintes valores :
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1 * 1 o :
A (o + AR ) - e 3 (44)
1-n, +1° An,(An,+4An, ) 2 2
o3 ny J nj ___nj_ ns_4 __
1.‘.n' ; .
-1 1.
c, = (a* + 72 ar ) e ) (45)
1-n, j-1" A (An,+A ) : .
J J nJ J ”-3-1- nJ nj_1 | |
B, =-A, - C, - C, o /%2 (46)
370 J 175007 ’
Vv \ .
) 3+1 3-1 _ o |
D, = VWZ, mr—rn ; | | | (47)
3. 1 ‘
a ‘equacgao (43) pode ser eécrita como
Ay Q5ua, 00 " B3 Qauq 3 " C5 Q40,590 7 05 o (48)
cuja soluqéo,fofnece~a-distribuigéo.de Qi¥1 j°
Aplicando-se a equagao (48) paré os pontos j = 2 até
'j = m-1, obtém-se um sistema de eqﬁagées lineares, com m-2 equagoes

e m-2 incognitas, cuja matriz representativa € conhecida como matriz

tridiagonal [ 01 ].‘Sua solugao & dada por

Qi+1,j B Gj. Qi+1,j+’| * Gpj ’,, : . , (49)
. ‘ -Aj s
onde: Gj * T T §. _ 3 ‘ (50)
J J-1 .
6Py = 3 o3 Tyt R (51)
. B,-+ C, G, _ : ‘ : » '
BN T Bt
0 valor desconhecido da equagao (49) é :sempre Qi+1bj e
o calculo inicia-se no ponto j= m-1 ', pois j+1 = m~ & um ponto cohhg

cido como condigéo de contorno .
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As  condigées de contorno definidas no item 3.3 as-

sumem a seguinte forma =

-para n = 0 (r=R) ; Qi+1,1 =0 ; VYVZ1 =0 V1 =0
-para n =-1 (r=0) ; VYVZm = 0 ; Vm =1 .,

; . o~ df . .

A condigao In =0 pode ser descrita por :

Min=1 °
Yer,m T Yieq,mo

c:omo-QiM'm nao e conhecido para ovcalculo de Qi+1,m-1' optou-se
peld condigdo :

-pois

. goes

4.3 -

Q - Q.

we

i+1,m i,m-1

a distribuigdo Q, , Ja & conhecida.
‘Com a condigéo’Qi

11 éU, oS termoé definidosnasemqg

(50) e (51) seriam, para o ponto 1 :

Valor das Constantes :

No probiema surgem quatro constantes, introduzidas

com os modelos. Um bom ajustamento entre os resultados previstos

pelas equacbes modeladas e os dados experimentais ird . depender

dos valores assumidos por estas constantes. 0Os valores dinicial-

mente usados, conforme Beckwith e Bpshnell' [ 02 ], séo';
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C.=23,93 ; K =20,4 ;3 B =20,2"; Ry, 110

Outra constante, dependente do nimero de Reynolds &

z

a relagao ¢ = u*/ V max ° Seu valor pode ser obtido da equagao
(56) aplicada a r=0, onde n=1.0u y+ =¢ Re/2 e vt = V;a* ou V=1.
Resultaria na seguinte relacgao implicita :

1= ¢ (2,5 tog_ &R+ 5,50 | 3 (52)

4.4 - Convergéncia e Perfis Iniciais

Como o método de solugdo & iterativo, ha necessidade

de se afbitrar perfis iniciais para. as yariéveis'do problema. A

busca da solugao consiste em utilizar as equagdes iteratiyamen-

.te. comparando#se os‘fesultadOS em cada iteraqéo;‘Deste‘moao o ob
jetiyo a ser atingido e a convergéhcia,hque & conseguida quandb a

‘di¥efeﬁqa ehfre . as duas dltimas iteraqaes atinge um valor . menor
.que Uma_certé toleréncia estipulada. Tﬁdo este pfOGQSSO'de conve£

géncia estd baseado na variavel energia cinética turbulenta (Q).
‘A tolerancia € € calculada para todos os pontos j = 2
até m, em cada iteragao. Como Q assume valores sempre positivos :

9500,5 Qi'jl . | ‘ 5 (53)

€y =

A convergéncia € atingida quando a tolerancia para ca

da ponto for menor oq igual ao_valor 0,001, escolhido :

€ < 0,001 para.- j = 2,m



0 perfil inicial para a velocidade -média longitudinal
Vj , foi obtido a partir da distribuigédo apresentada por Welty,
Wicks e Wilson [ 16 ]:

+ : +
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V=1¢vy para 0 <y <5 (547
Vo= ¢ (5 fog_y’ - 3,05) para 5 < y < 30 (55)

. + . } N . ! + . X N ' R
V=4¢ (2,5 Rogey + 5,5) para y > 30 (56) .

A partir da distribuigao de velocidade o perfil inici

al para a tensao turbulenta (VYVZ) foi obtido da equagao de Navier-

Stokes (18).

Com a introdugdo do conceito "parametro de estrutura’.

agui designado por PESTR e ufilizado por Ferreira [ 06 ],o perfil

_inicial 9,

’

pode ser obtido por

. = 2,PESTRs ~VYVZ 3 L ) (57)
Q1,J J _ ‘

°

onde PESTR assume um valor aproximado de 0,15 .

4,5 - Fluxsgrama : . .

A seguir sera apresentado um roteiro contendo os pas-

sos principais do programa numérico.

a) Inicio do programa

suc
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a;1 ~-definigao do valor das constantes .do problema ;
- a.2 -cédlculo do valor de'¢_peia equagéo_tSZ] 3
_a.3'-dbteh¢éo”da'gréde com calculo da razdo da progressao geomé-

trica S, dosvvalores'nj para J variando de 1 até m e Anj,
',para j variando de 1 a m-1 ;

a.4 -calculo dos perfis-iniciais Vj’ VYVZj e 01 ;

a.5 -calculo de 23 , com j variando de 1 até m-1 ,pela equagao (37);

.
3

a.b —interpoiagéo dbs valores gxperimentaiS" pelo’ método - de
Lagrange, através da subrotina PREDIF, com o objetivo de-adap
ta-los a grade do problema ;

a.7 -impressao dos perfis iniciais e experimentais .
b) Processo iterativo interno

b.1 -definigdo das condigdes de contorno ;

b.2 -calculo de Rq pela equacao- (38) e a; , equacao (39) ;
~ J
‘b.3 -cadlculo de Q

tridiagonal, equagdes (49), (50) e (51) ;

iv1,3 ° j=2 a_m?1; através do processo de matriz

b.4 -teste.de convergéncia, equaqéo.(SSJ}'Se nao houve convergéen-
cia, o processo deve ser repetido a partir do item b.1, com

a‘nova distribuigao Qi+1 j.»SermuVe-convergéncia, 0 processo
. N ] .

interno estd concluido.

c) Processo iterativo externo : inclui o processo iterativo inter
no.

c.1 -processo iterativo interno ;

c.2 -calculo de R e H(R
a3 93

), equagoes (38) e (21), a partir da

.
’

ultima dlstrlbu%qap Qi+1;j

c.3'—cél¢ulo de Vj‘pelas equagdes (41) ou (42) e VYVZ pela equa- .

J
gao .(40) ;
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c.4 -teste.de»convepgéncia‘: se houve mais de uma iferaqéo no pro
qessb interno, a cbnvergéﬁcié nao esté.assegﬁrada pois houve
ﬂﬁ%difiﬁagﬁes na distribuiqéo’01+1‘j. 0 proéesso é reiniciado
a partir do item c.1 acima;;com 0s novos valores: de _-Vj e
VYVZj'calculados. Mas se houve somente uma itéraqéo.no pro-
cesso. interno, significa que. os valores de Vj e VXVZJ calcu-
lados ‘no procésso externo ndo modificam mais a distribuigao
Qi+1,j dentro de uma certa tolerancia, e o processo conver-

giu.

d) Resultados finais

d.1 -cédlculo dos termos.prodﬁ;éo,-difuééo e dissipagdo, integrantes

da eqﬁagéo da energiavcinétiéa turbulenta ;
d.2 -célcuio da velocidade média na segé0 do escoamento ;
d.3 -calculo do coeficiente.de fricgdo ;
"d.4 =impressao dos resulfédos-finais, com o uso da subrotina
PLOTTER para a tragagem de graficos envolvendo as variaveis
do problema . |

Todés os paésos podem ser mostrados resumidamente .no

diagrama de blocos da figura (4.1].'{
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Célculo'de-qu e o}

. 1
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i+l,j

Sim

- Convergéncia

Célculd=de‘qu'e H(qu)

1

Eq. Q. Movimento ~ Vj

Equagao (40) - VYVZj

Nao .
: Convergencia

Sim

C¢. PROD, DIFPQ, DIFV e DISS

\(Saida_dos.Resultados//

"FIG. 4.1 - Diagrama de blocos referente ao

——{PLOTTERI

programa numérico.



CAPITULO 5

ANALISE DOS RESULTADOS

.0 feste'final‘de qualquer ésduema numérico 6 a sua apli

. cagao a problemas, para os quais existam dados expériméntais. Por
intermédio‘de comparagées'com.esfeSVdados, pode-se rejeitar ou gjui
tar o método. Como o modelo utilizado‘ﬁp presente trabalho demcns-
trou-se.vélido guando de sua aplicagao ao célcqu dos parametros da
e;madé iimite £urbulenta sobrevsuggrficiés curvas [DS], a sua exten

sao ao escoamento interno de mesma natureza devera comportar-se de

forma analoga, pela semelhanga fisica existente,

Seguindo esta linha de raciocinio, a fim de que o méto-
do numérico apresentado possa ser analisado, varios parametros do
escoamento interno em um tubo circular foram calculados e séo apre-

sentados como resultados finais.

5.1 - Resultados Obtidos

0 problema numérico foi resolvido para varios ndmeros de
Reynolds. Considerando-se todos éstes casos em conjunto, o nimero de
graficos resultantes foi excessivo, e somente alguns serao apresenta -

dos no presente texto. Os resultados finais s30 os seguintes:
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-perfil universal de velocidade (V') ;

-distriﬁuigéo da ténsédlturbulenta de Reynolds (VYVZ) ;

-coeficiente de fricgéﬁa{ﬁf]-; |
-distribﬁiqéo'daﬁeﬁergia;cinéfiCa furbulenta (Q)

:-distribuigéo dos termos componentes da eqdaqéo da energia cinética

turbulenta (PROD, DIFPQ@, DISS, DIFV).

5.2 - Discussao dos Resultados

Métodoé numéricos apresentam limitagaes, pela sua natu-
reza. Com a] uéo_de m0d8105'mateméficos simula-se o comhoftamento de
varios térmos daS'eqanBes, havénd0 uma certa aproximagao incluida -
neste procedimento. Apesar desta e de outras aproximagoes, espera-se
obter um quadro geral em termos de velocidadé média; tensao turbulen
~ta e energia cinética turbulenta que fornega importantes informagaes

acerca da estrutura do escoamento -turbulento.

5.2.1 - Perfil de Velocidade

A velocidade meédia axial do escoamento estda representa-
da por V*, a distribuigao universal de velocidade, ém ?ungéo davesci
la da pafede (y+)f Seu coﬁportamento'bastente Satis?atério pode  ser
observado has.figuras t$.01] e (5.02]'paré Re = 5x10% e Re = 5x10°% ,
respectivamente. A,distribuigéo eécolhida como padraoc de comparacao
‘coﬁsta da distribuigéo univérsal de velocidade na forma implicita,
desenvolvida bof Spalding e apresentada por White [}7]; com a seguin-
te forma: | .

) . v. + . .- +,.2 . + 3
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Proximo E:parede‘Verifica—sé a melhor:concofdénbia.Afa5 €
tando-se destavocorrem pegquenos deééjustesvna subcamada de transi-.
gao e depois na camada de turbulénciabpompleta. Vale.iembrér‘que a
éduagéo usada como padrao de cdmparaqéo‘héo  é exata e tahbém
que a distribuigéo‘de velocidade foi calculada a.partir da ~condi-
¢ao de velocidade nula na parede. Como este calculo & feito ponto -
a ponto pelo processo deScrito; gcorre uﬁ acumulo pfogressivo de

erros, no sentido parede-centro do tubo. A menos destas pequenas

discrepancias, o resultado € excelente.

5.2.2 - Distribuigado da Tensao Turbulenta de Reynolds

A equagéoude‘conservagéo‘da quantidade.de movimento (18),
apresenia‘do lado esquerdo a soma de dois termos: o primeiro repre
senta a tensao turbulenta eko’segundo, a tenséO'cisaihante‘ visco-
sa. A equacgao garante que a soma’daé'duas_tenséeé apresentavum va-
‘lbf mS*ih§ na parede (TO] e decfesce linearmente até um valoranIO
ho centro‘do tubo. 0O valor de cada uma.das ténsées nao pode éer.oE
tido diretamente da equégéo (18), como.jé Foi‘boheﬁtado, langando-
se mdo da modelagéo. | o

Os resultados obtidos:para a tenséo turbuienta estao a-
presentados nas figuras (5.03), (5.04}, (5.05) e [S.DB]; em = re-
.giBes pféXihas e afastadas da parede, pafa Re=5x10" " e | Re=5x10°7,
A equacao  ajustada aosvvalores ekpérimentais para estes'nGmeros de

Reynolds s&o apresentados por Laufer [10].

A tensao turbulenta calculada possui um bom comportamen
to para a regiao afastada da_pafede. Para pontos pféximos da pare-

de, observam-se certos afastamentos da distribuicdo experimental.
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Este comportamento:parecé estranho a-brincfpio, pois a

distribuigao de velocidade apresenta seu melhor ajuste junto & pa-

rede. Na verdade a tensao turbulenta obtida por Laufer [lO]-'-néo
_esta completamente de acordo com a tensao turbulenta obtida pela
substituigao da distribuicao de velocidade média na equacgao de

Navier-Stokes- (18) .

A partir da distriﬁuigéo de tensao turbulenﬁa, pode-se
estipular o Valor da tensao viscosa. Em gréndé parﬁé do raio do tu
bo (longe da paredei; a tensdo viscosa & desprezivéi, em. compara-
gao com a turbulenta. A situagao inversa ocorre ha chamada subcama
da viscosa, onde os efeitOSvViSCQSOS sao predominantes. Nesfa suE
camada a tensao turbulenta decresce até um valor nulo junto a pé—

rede.

5.2.3 -~ Coeficiente de Fricgao

Por definigdo, conforme Reynolds [ 13]:

—_—
f 1' p‘ —22
2 med

onde To‘é,a tensao cisalhante na parede do'tubo;
vZ

med € @ velocidade média na secdao de escoamento ;

[ey

P e a massa especifica do fluido.

A velocidade média adimensional pode ser‘célculada'pe-“

'1la distribuicdo de velocidade V

j'.:
v o= Vnes ‘"’5;'1 It v Myaq * "y
med © gz g1 [ Vi oy R A e, |

max
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As definigdes da velocidade:de fricgdo u* e da constan
te ¢permitem que o cceficienfefde'Fribqao;Seja escrito da seguin

te forma :

. (59)
med

Para efeito de .comparacdo o-.coeficiente de fricgdo cal
culado pela equacao (59) para os Vérios’nGmBFOS de Reynolds ¢€ apqg'
sentado noIQUadro ‘[5.1j, jﬁhtémenté.comjofmesmo coeficiente cal-

culado pelas seguintes equacgoes apresentadas por White [17]

- segundo Blasius

. -1/4 )
4
= d - . < ;
Cf 0.0791 (Re Vmed] _ para (Re Vmedl 10 | (60)
- segundo Prandtl
1 = 2,0 Rfog (Re V. V4T ) - 0,8 (81)
. .
- segundo White
: 3 , -2,5
Cf ~ 0,255_[»2pg10R9-Vm9d (62)

Observando-se o quadro {(5.,1), conclui—sé gue o valor

.F

de C_ calculado pelo problema apresenta uma boa precisao para gual
" quer nimero de Reynolds. O erro”méximd apresentado, em torno de

3%, tem a mesma magnitudeﬁdo errc previsto por White [T?])‘ pela

‘eqqaqéo (62), quando comparadas com a equaqéo,{81l,v
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EQuagﬁo(62)

- _,Eqﬁégéo (60) Eqﬁagéo(61) Equacgdo (59)
Re In (Blésius) (Prandtl), L(White) (calculado)

1 x 10 0,00838 0,00822 0,00849 6,60845

2 x 10 i 0,00702 0,00683 0,00703 0.00706

3x 10 | 0,00635 0,00617 10,00652 | 0,00633

4 x 10" 1 0,00588 '0,00575, 0,00588 0;90588

5 x 10* | 0,00555 0,00545 0,00557,‘ 10,00556

] x 10° £0,00465 0,00467 | 0,00474 _0,00472

2 x 10° -  0,00404 10,00408 0,00405

3 x10° - 10,00372 0,00375 0,00372

4 x 10° - £0,00352 0,00353 .0;00351

5 x 10°% - 0,00338 '0,06338 | 10,00336

7 x 10° - . d,00318 0,06317f 0;60315

1 x 10° - 0,00298 | 0,00296 0,00295

QUADRO 5.1 - Comparagao entre os diversos valores previstos

para o coeficiente de fricgdo (Cg) -
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5.2.4 - Distribuicédo de Energia . Cinética Turbulenta

Nos gréfiqos de distribuigao da energia cinética tufbg
lenté, paré.pontOS'brékihoé e afastédoévda parede,»figﬁras' tS.UB]
a (5.11), observa-se um crescimento r5pid0 jUnto a parede, atingiﬂb
do um méaximo por volta de y+ = 20, Em seguida ocorre uma diminui-
¢ao lenta em diregao ao centro do tubo; Este comportamento esta de

acordec com o verificado experimentalmente.

Considerando o raio dq fuﬁo, a energia cinétipa apresen
ta distribuigoes difereﬁtes para diferentes numeros de Reynolds co
mo seria de se esperar. Com o aumento do numero de Reynolds o pon-
to de maxima energia cinética aproxima-se da parede como pode - ser
visto na figura (5.07). Neste‘caso'a subcamada viscosa tem sua es-
pessura'diminuida,lgvando»consigo a regiéo devsuperposian e'a'rg

giao de turbuléncia completa se expande,

Q
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6,0 N r— ° ""‘-—g -
1IN T |
' ’ /\ / ) /\\o .
4.0 I \),z\ P \Fo\',go |
V ' / / R \Nx.%_"--—'—j ———————— dL-————._...
sorl—f—F A -
| o / / . — Re = 2x100 -
2,0 H——f+— — : f——— —t= Re = 5x10*
! °/ / o / , —o— Re = 1x10°
"oy /l*' = - ' ——— Re = 5x10°
x | ] i
| ° / , . - o |
% %o Qo2 003 004 y/R OPS

FIGURA 5.07 - Distribuigao de energia cinética turbulenta pa-

ra os variocs ndmeros de Reynolds.
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Referente ao aspecto qualitativo o comportahento.do-mgn
delo éﬁexcglente. No tocénte ao aspecto quantitativo, verifica -se
ﬁuél-péfa'uma‘regiéovcohpreeﬁdidé entre 10 < y' < 200, o valor ob-
tido através do modelq.néo;conCOrda”perfeitamente com bs Valpres
experimentais. Varios testes foram realizados, variando?se o valor
das cohstantes do modela-a.Fim de melhorér éste'comportamento. Es-
te tipo de procedimento alterava sensivelmente os valores da velo-
cidade média. A Unica melhoria obtida ocorreu com a fixagao de um
valor para a constéﬁte C1.em tornq de 4,4, que foi usado posterior
mente. Depidiu;se finalmente manter a precisao no cdlculo da velo-
cidade médiabem detrimento de erros relativos a distribuicdo de e-

" nergia cinética.
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Q .
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60 A B ey
° 7/ N~
. / ~ -~ -
5,0 /_ : I ek SR
/ | it
4,0 ///'" — . v . ‘ P -
3,0 A : - . B
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‘ // ~-=<=- Distribuigdo Calculadal
O, | — Dados de LAUFER
/
o / il i : A — _
o] 10 20 30 40 50 60 - 70 80 y+ 90 .

T ey RN

—

FIGURA 5.08 - Distribuigdo de energia cinética turbu-

lenta para a regido proxima da parede.



~!

8,0

"o . , - < _ -1 P = 00435
- === Distribuigdo Calculada
6,0 ﬂ\\ : ‘ —— Dados .de LAUFER
o\ -
50—\~
\
. \
4,0\ - -
\\
3'0 , .‘\ S :
\Q" - -
2,0 A :k = R
. Tz~
. \'\\.::...'
1,0 T T ) - . 7 T |
o o 02 a3 048 05 06 07 08 09 o IO

FIGURA 5.09 - Distribuigcdo de energia cinética turbulenta pa

ra a regido afastada da parede.
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FIGURA 5.11 - Distribuigaoc de energia cinética turbulenta pa

‘ra a regiao afastada da parede.

'5.2.5 - Balango da Energia Cinética Turbulenta

Este balango energéetico réaliza-se com base na equagao
(19), sendo descrito pelo Apéndice 4.

Apés o cdlculo da distribuigao de energia cinética tur

bulenta os termos compohentes.aeste balanpo podem ser obtidos. 0
somatdrio dos termos para um determinado ponto do raio, que repre
_senta o -balango, deve ser nulo cbnforme_a equagao : .
PROD, + DIFPQ, + DIFV, + DISS =0 - (A4.,1)
J J J J

0 escoamento médio possui umé certa energia que, pelo
fato de ser viscoso, vai sendo -consumida. Uma parcela deste consu-

mg ocorre por agéo'molecularﬂdireta, décorrente do gradiente de ve
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 locidade.média.na‘diregéo'radial; A outra parcela de consumo ocor-
re na manutengao do escoamenfo turbulento, que dd ponto de vista
deste passa a ser chamada de produgdo (PROD). O balango em discus-

séo refere-se somente a esta parcela de energia produzida para o

escoamento turbulento.

_Esta eneréia da turbuléncia nao aﬁfesénfa uma'faxa de
produgéo constante ao longo do raio do tubo. Db mesmo modo a sua
~dissipagao viscosa (DISS), tambem nSp apresenta diétribuigéo cons-
'.fante: Neh sempfe toda. a energia-ﬁroduzida e cdnsﬁmida no'méamnpon?
ito, ocorrendo transporte de um ponto parévoutro; em termos de uma
difusdo viscosa (DIFV), ou em termos de uma difusao turbulenta de
nresséo e energia cinética, aqui modelados em conjunto e designa-

dos por DIFPQ.

Os resultados exbérimehtais deste balango obtidos. por
Léufef [10] sao apresentadés nas figufas (5.12) e (5.13). 0s re-
sultados calculados estao-nas figqras (5.14) a (5.17). :Nestas fi
guras, a_parte negativa indicada por GANHO, represénta a energia
cinética dispotivel, através da produgéo ou difuséo para eétevpon—
to. A pafte pOsitiva.indicada pdr PERDA, representa o modo pelo
qual 3 energia cinetica vai ser_extraida daguele ponto, pér dissi-

pacac viscosa ou por "difusdo para outro ponto.
As ‘seguintes conclusoes podem ser tiradas :

" a) através da quase totalidade da segao transversal, com = excegao
da regiao central, a taxa de produgao de energié cinética tur-

bulenta para um determinado ponto € aproximadamente contrabalanga-

da pela taxa de dissipagado desta energia(
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todas as quatro formas de taxa de ‘energia atingem seu maximo
_ . L. _ . + o
proximo do limite externo da suboamada viscosa (y- em torno. de

10)

Estevponto_também'apareﬂté'ser 0 local a partir do qual a ener-

gia cinética é difundida em diregado a parede e também em dire-

Gédo ao centro do tubo ;

junto a parede a dissipagao € compensada pela difusao viscosa e

' ao centro, pela difusao turbulenta.

Do comportamento das distribuigoes calculadas conclui-

0 seguinte

a produgdo de energia cinética turbulenta apresenta um comporta
mento bastante satisfatdrio em todos os pontos do escoamento,
com-relaqéo‘aos dados experimentais disponiveis.

a dissipagédo e a difusdo viscosa apresentam um comportamento
real apenas no aspecto gualitativo, com algumas discrepancias

no aspecto quantitativo, principalmente nas proximidades da pa-

rede;

a difusado turbulenta nao concorda com os dados experimentais na
regido da parede. Talvez neste termo ocorra a maior falha da mo
delagado, acarretando inclusive falhas na distribuigao de ener - .

gia cinética como foi verificado,
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‘5.3 - Conclusodes

Os resultados encontrados para o escoamento turbulento
.no interior de tubos, quando comparados com os resultados experi-

mentais de Laufer [10], sdo tidos ‘como bons.

Com boa precisao foram determinados os perfis dg velo-
cidéde; de tensao turbulenta e bvcoeficienteVde.FriCQéo. Para a
'energiavcinética turbUlenta ocorrem.desvios nas regides prdximas.
a ﬁaréde, principélmente'para baixos hﬁmerosbde Reynolds. Esta
distribuigao nao muito perfeita afeta os termos de difusao e dis-

sipagao da equagao da energia cinetica turbulenta.

Acredita-se que Um aprimoramento do comportamento - do
modelo seja possivel, principélmente‘comNUm,estudo mais.detalhado
em torno do valor das constantes. Também novas fungoes podém ser
‘ihtrodﬁéidas,-comolfoi d caso dé escala de:turbuléncia apresénta-»
da por Konstantinov IOQ].

Além das recomendagoes acima, futuros trabalhos - podem

ser realizados a partir deste, -para os seguintes casos:

-escoamento turbulento no interior de tubo, com troca de massa a-
través da parede;
-escoamento turbulento em tubo convergente ou divergente;

-escoamento turbulento em tubo com troca de calor na parede.
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APENDICE 1

PROCESSO DE MEDIA

Al.l1- Decomposigao de Reynolds

Como foi admitido anteriormente, uma variavel instantanea
pode ser decomposta em uma quantidade média ‘e uma quantidade flutuan

te. . Para a velocidade do escoamento:

[
1"
<)
+
1<
.

.

onde a barra sobreposta indica o valor médio e a Ietra mindscula , o
valor flutuante.

A velocidade média V é‘inferpretada como uma velocida-
de media temporal,de'acbrdo.com [15] e definida por:

- t 4T ] o S L
V.= %im = J AT | | (A1.1)

Segundo esta definigdo, o valor médio de uma quantidade

flutuante seria zero. Pof'exemplo; pafa a flutuacao de velocidade :.



5B -

a g +T |

Péra que a média/temporal‘féga sentido, as integrais aci
ma devem ser independentes de to . Esta independéhcia & obtida a
partir da consideragéo de um escoamento médioc em regime permanente ,

tal que :

Q
<l

(A1.3)

.
1
o

Q
!

‘A decomposigdo de Reynolds também aplica-se as demais va-
riaveis do problema , como pressdo, energia cinética turbulenta e. ta

xa de dissipacgao

)
"
ol
+
o
-

Q=-6+q ;

(w]
i
B~
+
o

Al.2 - introduqéo dos Conceitos nas Equacgdes

a) Equacgdo da Continuidade

(1]

<1
[ ]
<
]
o

v ‘('\7‘+'v) =V U+ Vv =0 . , | (A1.4)

Aplicando o conceito de valor médio a esta équaqéo

|

VW +Vw = VWV +VV =0
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vWW=0. | S | ' o (3)

Vovo=0 ; o . | - (41

qUévimplica na-Vélidade da eqhagéoida'dontinuidadé para as flutua-

gles.
b]_qugqéb_de NaVief-StoKes

- escoamento médio

e +'(Y_V]yvfi%,YP + v VRV L | (2)

Introduzindo-se o conceito de valor medio

(o3 K5
ct

(V+y) + [[V+v] v ’tY+\~/J =-‘% V(P+p) +. v V3A(V+v) 5

ou ainda

V. Jv o - v

3¢ Pt WLNIT (LW e TV e (vl Ty -
- =1 5, 2T . 2 : . g ' )
=35 (VP + Vp) + v (VSV + Vov) : o (A1.5)
Considerando 0 resultado,apresentado pela equagado (A1.3), .o valor

médio, desta equagdo serd :
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R 5 VP 4 VY o  (A1.8)
que representa a equaqéo'de Navier-Stokes para o escoamento médio.

- 0s termos do lado esquerdo podem ser transformados, pela.

ocorréncia da seguinte igualdade

e com base na equagao da continuidade (3],»podé-se afirmar que :
V.(V V) = (V.V)V
0o mesmo modo :

V. lv v] = (v ,V]v

Substituindo em (A1.6)

V.VV) + V. (V) = - % VF o+ v V2V i (5)
- escoamento flutuante : Subtraindo a equagao (A1.6) da equagao (A1.5)
obtém—se'avequacéo de Navier-Stokes para 0

escoamento flutuante, com a seguinte. forma -:

5%-& [Y;V]Y + [V'V]Y + (v.Vilv - (!.V]! =
=‘% Vp o+ v Vv o - (A1.7)

c) Equagao da Conservagdo da Energia Cinética Turbulenta:
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E obtida multiplicando-se escalarmente a equagédo (A1.7)
.por v e apliCando—sé o processo.de média ao resultado desta - ope-

ragao :

1
2 9t

(A1.8)

Considerando a hipOtese de um escoamento médio em regime
permanente, o primeiro. termo 3 esquerds possui valor nulo. Alguns dos
demais termos desta equagdo podem ser modificados com base nos seguin

tes resultados

V2y = V.(Vv)

po[vam] g (o] - @ -
.= V.f(VV].V} =v[V.[Vg)].v + VY : VY ;
com este resultddo :
: v .-szv=[V. [VY)]'Y = % V°EV(Y‘Y]] f'V! : Vv =

=V0(V5) '5

A energia.-cinética turbulenta e a taxa de dissipagdo vis

cosa, respectivamente, sdc definidas por :

N —
g
®
1<
-e

9 -
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Pur “sua Vez, o segundo termo da equacac (A1.8) pode ser escrito como:

ve@uy = V. tvna] - V(g Vo) = V.VG
0 gquarto termo :
velv Vv = v.[(Vv).v] ?'V;Vf% v,vl} = v.VQ ,

onde @ representa a energia cinética turbulenta instantanea.

resultado ainda pode ser simplificado

v.(vQ) = (V.vig + Vv.ve 5
como-V.v = 0 ,
v.VQ = V.(V0)

De modo analogo, 0 quinto termo pode.-ser escrito

Vp = V.V p)

~

<

Intrgduzindo os resultados acima na equacéao [A1.8],

se a equagao da conservagao da energia cinética turbulenta :

1
P

VVG o+ v (v.TIV o+ (V) = L v R+

"+ V. V.0 - vD

Este

como

obtém-

‘(sj



APENDICE 2

EQUACOES NA FORMA TENSORIAL

A2.1- Equacgdo da Continuidade

-para o escoamento medio :

‘Usando as componentes contravariantes da velocidade[ 07 1.

'a‘equagéd1(3] teria a seguinte forma

v v.=v§— v(Vj e.].ei = V§;~e..ei + Vj F%; e .
= V; st o+ VI F%.,Gl = V; + v F%; =
i 7] ji "% J ji

. .onde 6; repreéehta‘0 delta de Kronecker [ 07]. .

-para as flutuagoes, a exemplo do item acima

vj Pi =0

Vo mviy o v Ty

A2.2 _ Equagdo-~de Navier-Stokes = »Escoamehto Médio

VAV V) + v (v V)

(7)

(8)

(5)
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.Para o primeiro termo :

T < e T i, iy 1
V,[y V) axi (v Ej v EK)°§ (v® v gj Ek]’i'§ =
. ) g 1, gigk . % gb .

(vd v EJ]’i GK + VYV gj I‘ki 62
L R P s | =j ok i )

(vJ v ]fi.g EIAAAAY) Pji g, * V Y Fkl e
- [l vy, . v 1‘j P 2 IV e

L ’l 2«1 ki ~]

0 segundo termo, a exemplo do primeiro termo, teria a se

guinte forma :

Terceiro termo

1
°

Quarto termo

= V.%;i _[V%J e e 23 Sk 2 5 )

= v (V%jiv?zvfj + V%J,p;ixgk fé - v%j f§k e, Ek -
+-V%iv r;,j e o) o T Tﬁj,i e’ + VT, .r[:i S el
-:VR rf & gm ) .gi, =

L3 im



"
<
<|

_VR'. 'I'j : g + V

.Stokes

v (V3

21 L

21 & 'K

Lk, 1

rk

3
rl

m

i &

L
Tk

m
iy 8

Y 'rlk T g “} e
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'Reagrupando estes termos, obtém-se a equagdo de Navier-

na forma tensorial

Lo
VoV in

Yoyt

rv (VI

v rik ; 80V

T

+ VTR T

g3 91 8

K
im

L1

“+

~d
I“ki

i
ki

2 T

mi

+ (vjvll,i-+v2'v1 24

J ki =3
' Tpe 87 - Vi

=L ] k mi
Vo T Tim 8 ) g

A2.3. Equagao_da ConserVagéo da Energia Cinética :

VVg o+ ViV + V.(V8) =75 V.(YR) ¢ v V.G - VD
Primeiro termo
V.G = v 8 (Ej ed =Tl e, T, e =vVi.§ §J
~* ~i* 3xj = i A 3 i
Segundo termo
| Vet o do o5
Volv VIV = v gy (v gy Bxk eV e, =
. 3 9 ;Q T 3 - =L S _
v e y 5% (v 432) = Ve v, Fv’j ey *+ V sz e )

rd w3

L ik
g

K

+

J

(9)

(8)



.13 R T3 ot ome
VOV V‘j Bgy * V'V y Plj By v

Terceiro termo

—— e

V{;Q‘) - %Ei(yj ey M.t = (o eplet ¢ w0 e eg.et T
- o, 5% Jo riy si' - i, + g iy
anrto termo :
E V.F?E] -2 351 th éiip].gi -1 [ECE;], e .ol
< vl i1 fl'fi} - %(:j—;]’J 35;3; le

Quinto termo

- j i _ = J g1,
=V (Q'Jl g -E QDJ I‘il E .E ] =
= v (@, gt -7, 3,

vD = v (VY 1+ Vv)

Apenas a tfitulo de ilustragio este termo sera . desenvol-

. vido, pois nas equagoes constara como um termo globai.

. . : o T —7 _3__ - T
v (Vv V¥? = v {v- Sj? S ..aletvv fk] e ]‘
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ool e e oI e, il e e e ]
=v[vgi Vig 84k 12, v‘,j‘i -\/k rzﬂgjn g12+'vjv§2vP?i K giz +

+ vjvk P?i PEZ & n gil.] =y [ viy v,2 ng giz +

. 2-v?iQk Tok E4n gt ;Jvkjf?i Teg Emn giz‘] | (A2.1)

Com a reunido dos termos desenvolvidos acima, surge a se

guinte equagao

=1 = J =% J o oam 1 . i i )
ViiQ,y + vy V’j ggy tV VTV sz Bt (viQl,, + v@ rji
-3 I R, = it _ = LI % S

=3 (v p]‘j' 5 v'p T * v, g Q, Tiz g7 )-vD F1p)

ji ji J



- APENDICE 3

‘EQUAQOES EM COORDENADAS CILINDRICAS

As equacdes na forma tensorial podem ser particulari-

zadas para coordenadas cilindricas. Neste sistema, as  componentes

contravariantes da velocidade média sao designadas por Vr, Ve e'V€;

~ para a flutuagao, v, ve.e‘vz .

Como as componentes na diregao 8 em notagao tensorial
- sao apenas. velocidades angulares, faz-se necessaria uma transforma v
S : : s . . —0 8 . -
gao para velocidades tangenciais, substituindo V' e v  em notagao
=6, = - e, . oy '
tensoriel por V /r e v /r , respectivamente, onde os novos valo-

res Ve e ve representam~velocidades;tahgenciais.

3

Para o sistema de coordenadas cilindricas, algumas con

sideraqﬁes adicionalis podem ser feitas, segundo Fligge [ 07'];  _
-0s Gnicos simbolos de Christoffel nao nulos sao -

Pge'= -r ;' r' =T =7



-as componentes:nao-nulas do tensor metrico sao :

Véj + VJ Pii_ = 0 ) (7)
Em coordénad;s cilindricas

vfr + V?G * v%z.+.vr.rgé' =.Dv

Eomo Vr\= 7 -0 , resulta em

Vi  = 0 (12)

‘que estd de acordo com a hipéfese de que VA fungao do raio somen

te.

A3.2 - Equagao .de Navier-Stokes

-Eomponente r (quando j for

-

Primeiro termo

v vy,

. e
5 (vi.v ]’i

pois Vvl & nula .

- equagao (9)

igual a ri

"
D.
-
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Segundo termo
o] hoioar | o8 o8 or
V© v in = V"V rZit v-.v' T =0
-0 -

pois V' e nula .

Terceiro termo

VeVt T ViVt Ty o 5 (v 0)

Quarto termo

wivh,, - (vivty,. = vivhy, +.(vrve),‘ + (vrvzi; =(vivhy, s
: i i ; r : 0 z r

. r 6 r z - s
pois v'v e v.v sao fungoes de r. , somente.

, Quinto'termo

1 .3 _ &1 v _ 8 '
vV Fliv, vTv T = Vv T

r

substituindo Vo porgve/r , conforme a consideragaoc inicial e L

pelo seu valor

i .3 _ -1 88
vy PZi = 7 VvV
Sexto termo
T ki K o1 r .0 T



Sétimo termo
-1 31 -1 = ri -1 = rr
- P". = - P; = - Pj
o *i 8 0 & R r &
Oitavo termo :
= i =r 0 R
\Y V’Ri 1g _v'v'li £ = 0
Nono termo
o ki =% r ki
2\)V.k I‘zig_ —2\)V,k_I'Mg
Décimo termo
T 9l pR ik U or & ik
Décimo primeiro termo
—2 3 ki _ _ =% .r ki
VvV Tek,i 8 Y Tok,1 v
Décimo segundo termo
-2 ok i omi __ =% _k . md
vV brﬁm Fki g =vV PZm I'ki
pois VF =0
Décimo terceiro termo ‘:
=4 h| k  mi - .r k
-vV . , = -y ]
VI Tok Tym 80 = -0V Ty Ty
(v =0)

r

(V' - 0)
2\?V?e'rgel

= ; [v

v gé;i.gei
=\;Vr Fge.fgé_

mi=_\xverge r

v

8]

)
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Com a reunido dos termos nac nulos, a equacac de Navier-'

Stdkes,,componente_r, resulta em :

= .

Fr, _1 88 .1 TT .-1 5 |
(v’ v ].r VoV vy D P.r : (13)
-Componente 6 (quando j for igual a 6 )
Primeiro termo:
(W yh,, - @, -0 s @ 2o
Segundo termo
% =i i _ of=i 8 _ —r—6 _6 —8or 8 . —r —6 _
VIV Ty s VU Ty = TV T ¢ TV Tg m0 5 (VST - o)
Terceiro termo:
VAR TLNE C R A VLN T R € VA0
ki ‘ “ ki v _ _
Quarﬁo termo
(vJvi], = (vevll. = (vevrl. + (vevel, + (vevzl, ]

i i - 'r 5] _ iz
Substituindo ve por ve/r e considerando due vevebe' vevzr‘séovqu
goes de r somente

(vJvi],i-= 1 (vevr], -1 vevr'
r r r?
Quihtqvtermb
"vzvi  FJ - vzvi re » Vrve re . vﬁvr Fe .
: S L1 : . ro ~ “@fr

21



0 -8

substituindo. v por v /r
L i 4] 2. 8 r
viv r = = vV .
21 r?
Sextb termo
J ok i _ 6 k i -
vV Pki v.v Fki' v
. \ \ G 0
apos substituir v por v /r
Sétimo termo:
1= 31 -1 = 81 -1
- P‘ = - P’ "
o ‘18 B i 8 o
Oitavo termo
e DR = 24
V Vigs 8 VVigi B
Nqno termo :
=2 i ki _ —% .8
Z}LV,k rli g 2\)V,k rli
pois Ve = VP =0
Décimo termo
BV VA S SPEL SIS . B

. ik 'L ik

Décimo primeiro termo

ik
g

71

6 r
rd 2 v !
66 -1 1 =
g = 3 ';2 P.,-e
;s (V-0
_ ..oT o0 60 -
=0 5 (V-0

. ‘,‘
d
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=L .3 ki =% .8 ki  —=r .8 86
v V ,rlk’i g Y Plk.i v Vv Pre;e g +
R vA S O S B VAR VA D
fr,r v
~Décimo segundo termo
=% ok j mi- =% ok 8 - mi-_
v Vv Flm Fki g =VvV Flm Fki‘ g 0 3
pois V" serd ndo nulo somente se %=z (Vz= V%), o que implicaria em
‘F;m'= 0, para quaisquer valores de k e m.’
Décimo”terceirq termo
v -2 .3 K mi- - __ 42 3] k mi. _
vy I‘zk- I‘img .— vVT T I‘img =0 ;

‘'pela mesma razao apresentada no termo precedente.

‘Reagrupando os termos, a componente 6 ficaria em

(ve

-

\% ]lr + ';2 V \) = 3 2 Pne ) » [14]

o I R

-Caomponente na direcao z ( quando j for igual a z)

Primeiro termo :

(Wvh, - wEh,, - TR, o« W0, « (TR, =0
i i , 8 2
. e - , o
Vi =0 e V,_ =20, pela equagao (12)

. pols V' =
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Segundo termo :

vt i rii I=.‘\7’LVi r'zi.'-f-:*o' ; (T, = 0
Terceira termo:
v ory -V AN I vr. rd, S0, (V-0
Ouartb termq
:(VjviJ;i = [vzvi],ir='gvzyr];r +(vzveJ,e+(vsz];z =(vzvr1,r {

pois os demais termos sdo fungoes de r, somente.

Quinto termo :

R G T _ oz
v»v» rli = y v T = 0. ; (’r = 0 )

Sexto termo . :

Jj Kk i - k i _ zr -1 r

vov rki viv. rki vy Pre = v

'Sétimo termo
-1 = ji -1 = zi -1 = zz _ -1 =

o Pai g = 0 Pti g - -’D Plz g - 0 P'Z-

~Oitavo tefmo
=3 i | =z 21 =2z rr_ =z
v Vs g v V'li,g v V’rr g | Y V’rr
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Nono termo

ki =1

=g j _ z - ki ' z
Décimo termo
o34 ik =z & ik __ =z 1 00 v —z
vV'Z'Pik g : vViz rik g = Vv'r pee g = = V'r
Décimo primeiro termo
-2 5 ki _ | =R,z - ki _ oz
VVT Tk, B V VT ek, "0 (g =0
Décimo segundo termo
o =% ki omi_ o ok z. o mi z
vV er I'Ki. g | vV I‘ij I‘ki g =0 ; (.Pki =0)
Décimo téréeiro termo:
N v k mi __ —2  z kK mi _ z
vV rlk I'im g. vV I_‘SLk Pim g. = =0 ;5 - ( rzk..;g]
Reagrupand0 estes termos
- [. r v v ) = --1- .P_ + y ( r vz y: E ’ ol
"r o 'z r 'r’’r ' . (15)

- A3.3- quaqéo da Conservacdo da Energia Cinética Turbulenta. -

equagao (10) .

g Primeiro”termo :



23 ®mi VRV Ty By 70 Zj

Quarto termo:

(vibl,i - i), tv°Q1;9v+ vl = o), s

sabendo-se'que vemﬁ'e v'Q sao somente fungoes de r .

Quinto termo &

3 - L
v Q'rji v Q Pre -V Q
Sexto termo
oL T N KO- SN RO LT

., . T 0 ~ ~ -
pois v p e v p saoc fungoes de r, somente.

- vip FY:L' - - 6 r

[
[W8
ke B
<
o
'
H D
D
1
]
ol
i
<
ol
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- Ji _ - rr _ -
v Q‘ji g A Q’rr g \Y Q’rr
Nono termo
T J 2i _ _ = r 86 _ 1 =
Décimortermd
Cum 3K i% 3 K .n i2
v D v [v.i Vg gjk + 2 Vi v sz g4 8
J kK - pm rn i
+ vy i1 k% Smn B ) (A2.1)
-primeira parte
I K t% N E R £
V'i V’2 gjk_g V’i V'i ‘gjj g
. Vf ' rr ;6 VL rro, o, v rr
'r ’r Err 'r V'r Beg 'p Vor 837 B
T Y 5 8 08 z z
*Veg Vg Bl Bt V.gV.g Bgg B * VigV.g g, 808+
. v S zz VG VG ‘ o zz + vZ 2 zz  _
Vog Vegz EBpp B8 vz V*z Epp & vz Vi 8,5, 8
Substituindo ve por ve/r e as componentes do tensor métrico pelos
seus valores
= vf v, + VvV, Vv, - 2 v, ve + l veve + Vf vV, +
r r T r r r r2 r r
1 r . r 1 ] 1 'z z
tr2 VreVre T T, Vie¥Yre T T2 VreVre T Vez Vez 7



K 3 i1
1 vV Tig 8458

{1

r 6 ' . 'v‘. , rr -
2 VigV 'PGB Err g_. * 2 v"-r v Pre €gp & ot

+ 2 V?e vt Pgr Bgg g’

Substituindo ve por ve/r

N
Dl -

5

"2 ot 8, 2 Ve o2 VGVQ . 2 VB Ve
r2 '8 r ‘r r? r2 86
-terceira'parte
Vjvﬁ r?i P:g gmn glz B VJVK,F?i rzi.éam gl .
= vV gy T ey, o F VI Tl .rié ?ee geé '
v ve rgr rgr .gSG grr -

21 Vrvr + 2y VS
r2 P2 :
" Reagrupando as partes relativas ao décimo termo
5 r r©r 0. 0 .z z 1 "r . r
-vD = ~v (v, v, =+ v, v, v, oV, =y,
r.'r ’r r . r r

r2

gVrg

+
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1 z
+ = v,V + VAV + v v + v v +
r2 907’8 rz2 676" 'z "'z 'z "'z
0 1 rr 0 2 6 ©
+ VW, Ve_ +t = VvV + = vy - =y, v + = vyv,.v ]
z 'z 2 r2 rz 9 r2 0

A equagado da conservagdo da energia cinética turbulenta

ficaria em

Zr =z 1 r I r.
v v Vit 7 (r v Q].r =5 T (r v p],r +
1 - -
+ V- (I'Q, ), ’\)D 3
r r'’r
de ocutro modo
vivZ V% 4 1 [} vl (g+2) } _—\)1 (r @, ), +vD =0 (16)
r- r P , T r r'r R :

A3.4. Simplificagoes Adicionais

As componentés da equagao de Navier-Stokes podem ser sim
plificadas, conforme o procedimento a seguir

'- equagao.de Navier-Stokes - 'diregéb.67

Segundo Daily e Harleman [ 04], devido a simetria axial

do problema, a variagdo da pressao média com o angulo 0 seria nula:

)
o

@
o
i
o
o
_—=
o]
-
@
i
o

A equagdo (14) com ﬁ,e'=0‘, resulta em

1 [Vevr)‘ . —Z'VBJ' 0
r r r2
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8 r .. ~ . .
Como v'v' ‘e fungao apenas do raio, pode-se afirmar que:

Esta Equagéo pode ser integrada,; obtendo-se o seguinte:

resultado. :

- _ , - 6
onde € e uma constante. Usando a condigao de contorno de quew/vr

- ‘apresenta um valor finito em r=0, conclui-se que a constante C de-

ve ser nula, e

"ARY = 0
: FqQaQ5ode NgvierfStokes - diregao rvi
Derivando—ée parcialmente é eduaqéo (;BJvem relaqéobé ;:
12 [%; Lr:vrv?)] -1 %; Lve.\./e']";%- -g-; .(g—ff >
que pode gér colocha na ;eguintevforha
18 J. 2 T T 18 T8, _ -1 3P, )
T 3;.[r FES (v‘v J].-.; EEA[V.V ) = 3 37 (523

. "rr 886 . T : o .
Como v v e v v sao fungoes de r somente, conforme

Ja& foi admitido :

"
(e}

S (viv )
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Isto implica na nulidade de todo o lédo esquerdo da -

‘équaqéc_anterior. Em consequéncia, do lado direito

@
ol

b

3
P (

Q>
N

o}

resultando que %; nao € fungao do raio .

-equagédo de Navier-Stokes - diregéo z :

z -

¥ (r V%, =17, (15)
r r p

1. T 2 :
— (r v v?), -
r ~’r : z

Segundo o item anterior F’z nao depende de r; portan-
to, o lado direito da equagao (15) também nédo dependerd de r. Sem

esta dependéncia a equagao pode ser integrada em r, resultando :

-

ro(vIvE o-v8y o 2 P, s C
dr o z 2
. onde C é uma constante. 0 valor desta constante pode ser obtido
‘aplicando-se a eguagao ao ponto r=0 (centro do tubo),  resultando

em C=0. A equagao resultaria em :

-1 r =
=5 3 P,

Esta'equagép, por sua vez, pode ser aplicada ao ‘ponto

v . — ) o . | . i i
r=R, onde v v tera um valor nulo, pois na parede do tubo nao ha

flutuagées de velocidade :

o dv® _ 1R 3
T S 52 Py
r=R '
-0 valor --u e represehta a tensao cisalhante na »parede




do[fubo; designada por' T :

- _u-dvz
0 | dr r=R
Substituindo este valor na Gltima equagao : e
s ..R - v
To = 2 P,Z H
T
o .17 R §
ou ) b 7 P.z

A raiz quadrada da razao T,/0 € definida como:ﬂ"veioCi'
dade de fricgao”, designada por u*, ou seja
2

To ‘
—— = u*
o .

0 gradiente da pressaoc média na direqSo,z.pode ser re-

presentadb'por :

'.-— ’ = -_2_3 k2
P'z_ R u

SGbStituindo este resultado na equa¢éo.em estudo:

[
[

que € a equagao de;Navier—Stokesbha difegéo;ékial do escoamento ,

em:-uma fofmaYSimpliFicada .

8%
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BALANCO ENERGETICO
“DA'EQUAQAO DA ENERGIA CINETICA TURBULENTA

A conservacgao da energiavcinética turbulenta pode ser

prevista pelavsegdinte'equégécv:

v7v dy + R-y dy [(R y) vf[Q+p) T Roy dy (R-y) Iy o+
+vD =0 ; ) S (19)

onde :

-0 primeiroatgrho,representa a produgao de energia cinéfica'tur—
’bulenfa (PROD) ; " |

- o segundo termo, a difusao de énergia através da energia binéti
ca.e energia -de pre{séo (DIFPQ) |

- o terceiro termo, a difusao viscosa (DIFV) ;

o quarto'termo,'a taxa devdissipaqéo (DISS)..

Pela équagéd (19) observa-se que os guatro termos es-

tac em equilibric para gualquer valor de vy, talvqﬁe:

- 'para qualquer ponto j



PROD, + DIFPQ, + DIFV, + DISS, =0 (A4 1)
J v ] J :
Devido. a impbfténcia'que representam para a  analise
e compreensdo do escoamento, torna-se conveniente que se obtenha

a distribuigéo de cada um deles ao longo do raio do tubo.

83 -

Apos a introdugao dos modelos os termos apresentam-se -

da seguinte forma

PROD, = VYVZ, 91! ;
J J dnj,
: h|
oot [y 2odalt
DIFV, = 30— dn[[1 Nl a5 dn] B
- b _ “ 13
-1 d 2 ‘ : dgQ
DIFPQ, = E_J(1-n) = H(K R K R Sx
. QJ 1-n, dn [. nJ Re q]B q dn] .
3 . : h]
- c a’fQ'
_ y 3 Vi1,
DISSj — 7
. | 2

Para comparagao com dados experimentais, os.
‘acima .devem ser representados nas mesmas escalas utilizadas
Hinze [ 08]. Esta transformagdo constaria de uma

pelos seguintes fatores :

fproglmo a parede $7Re

" -longe da parede

.1
9

termos -
©por-.

multiplicagao .~
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