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RESUMO

No presente trabalho € desenvolvido um procedimento
para a determinacao da matriz de rigidez de um elemento de viga
curva espessa através do pricipio da energia potencial minima
aplicada a elementos finitos.

O campo de deslocamentos é prescrito por polinomios
e o modelo de interpolacao € determinado através de uma compara-
c¢ao entre diversas formulagoes, usando diferentes expansoes poli
nomiails. .

Como caso limite da viga curva, sao analisadas tres
vigas retas com diferentes relagoes dimensionais usando-se as
formulagoes propostas.

Finalmente € proposto um modelo de interpolacgdo e
sua formulacao € aplicada a uma viga curva de grande curvatu-
ra, determinando-se deslocamentos e solicitacoecs internas que

sao comparadas com resultados encontrados na literatura.
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ABSTRACT

A procedure for the evaluation of the stiffness
matrix for a thick curved beam element is developed, by means
of the minimum potential energy principle, applied to finite
elements.

The displacement field is prescribed throgh
polynomial expansions, and the interpolation model 1is
determined by comparison of results obtained by the use of a
sample of different expansions.

As curved beam a limiting case, three cases of
straight beams, with different dimensional ratios are analised,
employng the approach here proposed.

Finally, an interpolation model is proposed and
applied to a curved beam with great curvature. Displacements
and internal stresses are determined and the results are

compared with those found in the literature.



1. INTRODUCAO

1.1 - Apresentacgao

Pontes ferroviarias e rodoviarias, grandes equipamentos
de movimentagao de terra e mineragao e muitas outras aplicacoes
da engenharia estrutural, tem forgado a analise de vigas curvas
de secoes so6lidas ou vazadas, abertas ou techadas.

Como na maioria dos problemas estruturais, repete-se no
caso das vigas curvas, o sucesso alcangado pelo metodo dos elemen
tos finitos devido a sua grande versatilidade em modelar estrutu-
ras sob as mais diversas condicoes de carregamento e vinculacao.
Particularmente, o problema de vigas curvas tem solugao satisfato
ria com o uso de elementos solidos isoparametricos. Tais elemen-
tos requerem, entretanto, malhas bastante refinadas o que os tor-
nar. antieconomicos para aplicacoes praticas, apesar da grande pre
cisao alcangada por eles.

RazGes economicas tem entao motivado o desenvolvimento
de elementos curvos com caracteristicas de viga, que permitam o}
uso de malhas menos refinadas , possibilitando assim solugoes
mais economicas embora com menor acuidade que a obtida com os ele

mentos solidos isoparamétricos.

1.2 - Definicao do problema

Com o presente trabalho se pretende desenvolver um ele-
mento finito de viga curva com boa sensibilidade as solicitacdes
torcionais, flexionais e cisalhantes através do método dos deslo-
camentos.

Se uma viga de sec¢ao nao circular for solicitada a tor-
Gao, ocorrera o empenamento da Segao e,caso O torque seja varia-
vel ou uma das segoes da viga for restrita ao empenamento, este
sera variavel ao longo do eixo da viga.

Embora alguns autores considerem pequena a influencia

do empenamento nas vigas curvas de secgdao so6lida dando maior enfa-



se ao cisalhamento transversal |8|, a torgao nao uniforme e o ci-
salhamento transversal sao solicitacoes predominantes em vigas
curvas com grande curvatura inicial carregadas transversalmente
ao plano de curvatura. Outros desprezam a influencia do cisalha-
mento, dando maior enfase as solicitagoes torcionais, sob certas
condigoes de carregamento |4]|. Na referencia |8| o autor nao faz
restricao quanto as dimensoes da viga ao passo que em |4] o traba
lho € desenvolvido com vigas de grande curvatura.

O problema fica entao estabelecido como sendo o desen-
volvimento de um elemento finito de viga curva que possa modelar,
com malhas relativamente grossas, vigas curvas com cargas fora

do plano de curvatura.
1.3 - Analise Bibliografica

Os métodos energéticos tém sido largamente usados na
solugao analitica de vigas curvas.

Hogan |10 apresenta solugdes analiticas para uma am-
pla variedade de situagoes geométricas e de carregamentoenvolven
do vigas curvas circulares. Infelizmente, o autor limitou-se a
apresentacao de um extenso formulario, nao fornecendo maiores de
talhes acerca do desenvolvimento analitico e das hipoteses formu
ladas.

Langhaar |4| apresenta a solucdao para uma situagao par
ticular onde uma viga curva € submetida a um torgue uniforme ao
longo do eixo. O desenvolvimento € baseado no principio dos tra
balhos virtuais. Através de uma fungdo de tensao convenientemen-
te definida, obtém-se a equagao de Euler-Lagrange do funcional
em termos da fungdo tensdo, que € entdo expandida em série de
Fourier. Os coeficientes sao determinados por um grupo de equa-
¢oes diferenciais, resultantes da substituicao da série na equa-
cao de Euler-Lagrange. Na sua analise, despreza o efeito do cisa
lhamento na diregao da carga.

Young |12]| apresenta uma analise para vigas curvas
quaisquer, Partindo dos coeficientes de flexibilidade para vigas
retas, divide a estrutura em pequenos trechos e determina a ma-

triz de flexibilidade da estrutura global.
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Nitzsche e Miller |8]| apresentam solucoes para vigas
curvas circulares de segao aberta e fechada, através da solucdo
das equacoes diferenciais de equilibrio.

Reddy |l7|, apresenta o desenvolvimento da matriz de
rigidez de um elemento curvo em arco de circunferencia, através
da solugao exata das equagoes diferenciais que relacionam momen-
tos e deslocamentos de uma segao da viga.

Williams |13

solucoes para anéis circulares finos.

, através do mesmo processo, apresenta

Douglas e Gambrell |14| apresentam comparagao entre
dois sistemas de analise de vigas mestras curvas, usadas na cons
trugao de pontes. Um dos sistemas € desenvolvido utilizando-se
as equagoes de equilibrio e compatibilidade, condigoes de contor
no, relagoes momentos-deslocamentos e fornece solucoes para mo-
mentos, torques, forgas cortantes, deslocamentos e rotagoes da
estrutura, levando em conta os efeitos de torcao nao uniforme |,
resultante de restrigoes ao empenamento.

Perry |15| usa também o método da rigidez para obter
a matriz de rigidez de um tubo encurvado, de acordo com o Asme
Boiller and Pressure Vessel Code-Section III.

Ferguson e Clark iSI desenvolveram um elemento solido
isoparamétrico para aplicagao em vigas curvas, entre outras.In
felizmente os autores nao fornecem detalhes acerca da convergen-
cia de deslocamentos e tensoes, bem como, da formulagao do campo
de deslocamentos.

Sabir |16| apresenta um elemento baseado em campos de
deformagdo independentes. Utiliza na sua analise a hipotese que
as deformagoes da viga decorrentes de carregamentos no plano de
curvatura, sao independentes daquelas resultantes de carregamen-
tos transversais ao plano de curvatura. O autor apresenta resul-

tados apenas para vigas com pequenas curvaturas.



2. ANALISE DE HASTES CURVAS E DEFINICAO DO MODELO DE UM ELEMENTO

2.1 - Introdugao

Inicialmente € desenvolvida a teoria geral de deforma-
cao das hastes curvas e sao determinadas as relagoes deformagodes-
deslocamentos para uma haste curva genérica, em termos da sua
curvatura. principal e da torgao da linha de referencia da haste
indeformada.

A seguir sao especificadas as caracteristicas geométri
cas do elemento de haste curva e seu sistema de referencia. Desen
volve-se entao, com estas caracteristicas, as relacbes deforma-
coes-deslocamentos para a geometria proposta e finalmente obtem-
se as relagoes deformagoes-deslocamentos, simplificadas atraves

das hipoteses formuladas acerca das deformagdes da haste.
2.2 - Relagoes deformagoes-deslocamentos nas hastes curvas

2.2.1 - Geometria diferencial das hastes curvas

A figura 2.1 mostra uma haste curva nas posigoes inde-

formada e deformada.

ot

Linha de -~
referéncia

Figura 2.1 - Segmento de haste curva; (a) configuragao indeforma

da; (b) configuragao deformada.



Na configuracao indeformada, o vetor posigcao e os veto-
res tangentes as linhas de coordenadas num ponto qualquer da has-
te, sao dados por |2]:

=1
I

~1

o)
bol

1,x2,x3) (2.1a)

g. = 1 . (2.2a)

para pontos fora da linha de referencia, sendo X, XZ’ XS, compri
mentos de arco ao longo das linhas de coordenadas e

a
()5 = (a)

X .
1

Para pontos sobre a linha de referencia, tem-se:

T =T [ (2.3a)
ro ro(tl,0,0)

[¢]
it

gi(xl,o,O) (2.4a)

Analogamente, na configuragao deformada, define-se:

R = R(Xl’XZ’XS) (2.1b)

C; = R, (2.2b)
e

Ro = Ro(xl,0,0) (2.3b)

B, = G, (x;,0,0) (2.4b)

Usando as definigoes (2.1a) e (2.1b), o vetor deslocamento de um

ponto qualquer da haste & dado por:
V=R-T1 (2.5)

O vetor Gi pode ser reescrito na forma:



G. =1 . +V . =g. +7¥ . (2.6a,b)

Da maneira como foram definidos em (2.4a), os vetores
tangentes as linhas de coordenddas nos pontos sobre a linha de re

ferencia (xl,0,0), sao ortonormais, ou seja,

&85 = 84y | (2.7a)

onde dij e o-delta de Kronecker.

Derivando-se (2.7a) em relacgao a Xy obtem-se:
Xp = 8182 7 €102 1
X3 = el,1°63 = -61'63,1 (2.8a,b,c)
TT%2,10%3 7 T2 %31
onde: XZ’ X3 - componentes da curvatura principal da linha de re
ferencia na configuracao indeformada.
T - torcgao da linha de referencia na configuragao in-
deformada.

Na configuracao indeformada, o vetor posigao de um pon-

to qualquer fora da linha de referencia pode ser escrito na forma
(2.9)

Os vetores tangentes as linhas de coordenadas fora da linha de re
ferencia sao obtidos pela aplicacao da definigao (2.2a) na equa-
gép (2.9) para i = 1,3. Considerando as definigoes das componen-

tes de curvatura e da torc¢ao da linha de referencia na configura-

¢ao indeformada, equacgoes (2.8), obtém-se: (Apendice Al.1)
g, = o e+ R €y * Y €5 (2.10a)

g, = @ (2.10b)



g7 = € (2.10c)
onde
a = (1 - Xz Xy - X3 XS)
B = -xg T (2.10d,e,£)
Y =X, T
Nota-se pelas relacoes (2.10a,d,e,f) que o vetor gl nao & unita-
rio e, se houver torcao inicial, ele nao ¢ perpendicular a segao

transversal.

Representando por s, o comprimento de arco na linha de
coordenada Xy fora da linha de referencia, as componentes do ten-
sor métrico associado ao estado indeformado, consideradas as rela

goes (2.2a) e (2.10a,b,c), sao expressas por:

ds
g = BB, = (—2)% = a4 g% 42 = A2 (2.11a.b,c,d)
11 1°°1 4
X
1
L d52 2
gyp = 8,:8, = ()7 =1 (2.11e,£f,g)
dx2
o ds3 2
8773 = 3-8z = (E——) =1 (2.11h,i,j)
X3
S dsy
812 = 818, * (E——) = B (2.11k,1,m)
X
2
o ds1 2
813 = 81-8z % (—) = (2.11n,0,p)
dx
3
L ds2 2
8y3 = 8,:87 = (—)7 =0 (2.11q,1,s)
dx3

As derivadas dos vetores tangente gi. sao dadas por
(Apendice Al.1):



81 1 = (@ - B Xy -y Xg)&p + (B ) *aX,-y e,

* iy raXg 8 T)es (2.12a)
g1 2 = X, e * T &g (2.12b)
g1 3 = X5 & - T €, (2.12¢)
82 1 7 X, e; * T & (2.124)
82 , = 82,30 (2.12e,f)
g3, = X3 & - T8, | (2.12¢)
83 , = 83 5 =0 (2.12h,1i)

Se (u,v,w) sao as projecoes do vetor deslocamento de um
ponto generico P sobre os vetores tangentes as linhas de coordena
das no ponto P considerado, na configuracao indeformada, o vetor

deslocamento do ponto P e expresso por |2,3]:

(2.13)

Substituindo-se (2.13) em (2.5) e reorganizando os termos, obtem-
se o vetor posigao do ponto P na configuragao deformada sob a for

ma:

(2.14)

Os vetores tangentes as linhas de coordenadas na configuracao de-
formada, definigdo (2.2b), sao entao expressos por: (Apendice
Al.2)



u o

6, = {[1+ /A Ja+ —= - xZ(BA“ + V) - xs(lxE + W)} By
u B X, au
# {[1+ (u/A) (I8 + 1L TR E I S-S
b A A k]
. YY1 8 u X5 ou -
+ {1+ (@A) qJy + == (V) £ w1} 8y
: A A A ’
...(2.15a)
Xz u o ~
G, = EI(U/A),Z - ]el + [1 + B(u/A)’z) + v,zj e, *
v frtw/m) o+ IXE rw o, 1 g (2.15b)
= X3u ~ ' T U ~
O3 = le(u/A) 5 - =1 & + [BwA) 5 - v &
+ [1 + y(u/A) 7t W 3] és (2.15¢)

As componentes do tensor metrico associado ao estado deformado

sao expressas por: (Apendice Al.3)

= = 2 2 u o i B u y u
G1-Gy = A" + 24 (u/A),1 + 20 A - X, ( A + v) - XS( A +w)] o+
u B 4 u Xz au Uy q
+ 28 22 T(L__+ w) + + v 1] + ZY[ LIRS
A A : ’ A
X, au
Bl ey e B T e P et
A A H b 9

+ (Y 1)2] + X% [(_8__.9_ + V)Z + (g'__l:l.)zl + X%[(Y u + W)Z +
? A A A
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(R
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Z(u/A)’1 {u/A(o a 1t B B LYY 1) +

X[ - 8) &= v] + X[a-v) ¥ -w]+c[(B-v) 2+
A A A

V- w] + vV + W

2 u B u
Yo+ =—{X, [0 4( + v) +
1 A 2 ,1 A

1

B

2 U 74 X, ["a,l(YAu v W) o+ Y, AL

’1 A A

B u

T[—B’I(Y 4oy w) + Y,l(

+v)] ¢+ B Vv, vy oW

2 2 b

u X2 ou
X, Xs (LY + w) - 1vy(
A A

+ V,l) + X2 aiv,l +

X, au

TB( 5

u

+w,l)+X o W }+2V[X2X3(YA + W) +

3 » 1

A

X3 ou X2 au
oW 1)] - 2wt (
’ A

2

o A I O N (IR R

[(w/A) | N | (2.16a)

£ 28(u/A) 5 * 2V, ¢ (u/A) 2 (X3 + %y +

2
2(u/A) 5 [ (yt - a X,) + BV , vy W 2] +
? A * 3

[(u/A) ALY+ (v ) (2.16b)

3

,2)
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Gy Gy = 1+ 2Y(u/A) 5 *+ 2w  + (w/A) 5 (x5 + 1)

+ Z(U/A),3 [- -;—i— (BT + a XS) + B Vo3 oy W,S-] +
2 2 2 2T u v 3
+ [u/A) 5 A]" ¢ (v )7+ (w )7+ : (2.16¢)
b ? ? A

- - 2
GyeGy = (W/A) 5 AT+ v g -twr B+ (WA + v o] oy w

i B " i(“/A),ZE aa gt BBty y gt alXB ot

R RNCO PR TR R e

+ v) +

P X e ] - els (R e s v ER e ]y
A A A

B u XS au

B u,
A

B u XS au u o u B u
+ v) + ] + = {- XZ(_—.) ) + )(2 D(Z( + v) +
A A A A A

+ 1

X, au
B u + v) + 3
A A

"‘T(

+ XS(YAU + w)] +T[(XXE),1 + w,lj} +

2
(u/A),l(u/A),2 AT+ VvV + wopW o, (2.16d)

-+

- 2 u
Gl'GS = (u/A)’3 AT+ woptoTvot y[1 + (u/A)’1 + w,3]+ X Y o1t Bv 3+

k]

+ i(U/A),3 Lo o« " BB Yy * a(X,B + Xq v)] +
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+

(u/A),3 {B V’1 YW oS a[XZ(B u

+ V) o+ X (W] -
k4 A A

T[B(u + w) + Y(B u V):l} + v SE(E_E) 1 - T(:{_‘}_ + W)+
A A , A A

X, au X, au
2 u B u 3
+ :l + w,SE(——Y )’1 + 1( + V) + 1 +
A A A A
u . o u u B u
+ X () ¢ Xo[Xg (B + w) + X, ( + V)] +
X, u
+

o[- (&2 1" S R
A A A

2

- V,lj} +

2
(u/A),1 (u/A),3 A® + V,1 Vo3 + W

+

(2.16¢€)

GGy = w o+ v g+ BIU/A) 5+ Y(W/A) , + (u/A) ,(u/A) 5 A% +

+ V,2 Vo3 + WO W oo + i {(U/A)’S(TY - X2 a) +
XZ X3 u
+ (U/A),Z(—TB - X3 a) - T(v,2 + W 3) - ———X——— } o+

+

(W/A) L(B v g+ v w ) + (WA 5BV , *yw,)

b

«..(2.16£)

2.2.2 - Relagoes deformagoes-deslocamentos

Para linhas de coordenadas nao ortogonais as componen-

tes das deformagoes sao definidas pelas relacoes |1]:
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3R 3R 9% of

asi asj asi Ssj

), i=1,3; j=1,3 (2.17)

=1
Eij 5 (

onde S5 € o comprimento de arco ao longo da linha de coordenada
x, na configuracao indeformada. De acordo com (2.11d,g) o com-
primento de arco em cada uma das linhas de coordenadas & expres

so por

ds1 = A dx1
ds2 = dx2 (2.18a,b,c)
ds3 = dx3

Desenvolvendo as relagoes (2.17), com auxilio das defi-

nicoes (2:2a,b) e das relacoes (2.11), obtem-se as componentes de

deformagcao da haste na forma

G, . O,
1 .71 1
e = = ( -1 (2.19a)
117 I
1
“22 " G, . 8, -1 (2.19b)
- 1 o o - 2.19
33 7 (Gg . G5 - 1) (2.19¢)
€1y " ElX (G, - Gy - 8) (2.194d)
1
813 = ';—A (Gl . C:’) - Y) (2.196)
_ 1 £
€,5 = = (G, - G5) (2.19f)
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Substituindo-se (2.10d,e) e (2.16) nas equagoes (2.19) tem-se as
relagoes deformagoes-deslocamentos da haste curva generica em ter
mos das componentes da curvatura e da torgao da haste e dos para-
metros o, B e y. Entao:

811=(U/A),1+a_2'[ ,l_xz(Bu"'V)_Xs(

Yu+w):[+
A A

u B X, ou u 'y
+ B [ 1 T(—Y-—u-+w) + 2 + v ] +1—-[ 1
2 1 2
A" - A A A ’ A A

X, Qu
B u, V) + 3
A A

+ 1(

cw 1 s @/ [ e e

+ (Y’l)z] + X% [(&XE + V)2+(G,AU)2] + X%[(l;\_u_ + W)z +

A . »

+BB’,.1+YY,1)+X2[(a~8)i—-V]+X3 [(a-Y)i*W—_]*“

+T[(B _Y) i-+v—w] +V1+W,1} + ZAU {XZEO‘,l (%-&V)-&-

B a u Y au

+ 1 :I + X3 [—OL I(L—u + w) + a1 ] + T["B l(Lu + w)+

A ’ A A ) A
fy BT e v ey g Xy Xy p (R e w) -

2 A 3 3 3 kl A
XZ ou X3 ou
k] k] A b ?
X, au X, au

2

+ 2v [XZ X3(XXB + w) + 1 3 + w,i)] - 2wt ( + V,l) +
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R OV I N )2} (2.20a)
2 3

S22 % Vg * BLUA) 5 S AT G ¢ ) e /A, Bt - Xy
2 2
(v ,) (w ) ™04 W
BV, YW ﬂ + l[(u/A) Zfﬂz + 2 + 22 + 2
’ ’ 2 ’ 2 2 A
.. (2.20Db)

(NSRRI

(w/a? xF + H + @/ g [- Ser +

1 2
+ OLXB) + B Vgt w,sj + E [(u/A)’3 A]C +

2 2
(v 3) (w 3) TuVv
+ — T + ’ (2.20¢)
2 2 A
£ - L {(u/A) A2 + v - fw + B[ (u/A) + v ] o+ w +
12 - 5, ,2 .1 ,1 ,2 L
u u
+XB,1+X(U/A)’2 [0!,(1’1+ B 8,1+YY,1+0‘(X28+X3 Y)]+

+ (U/A),z {8 VYW - o XZ(BAU V) o+ X3(XXE + w)] -

-l )y ER e v A - e
A A ’ A

A
X, au X, au
+ L 1+ w 2[(l_u) LY T(B gy v) + 3 ] +
A ’ A A A
u a u u u
T R XZEXZ(BA +ov) + Xs(lX" +w)] o+
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+ T[(u) 1 + T(B u + V) +
A A
+ (W/A) [ u/A) A v v vt w oW ) (2.204)

= L {(u/n) A s Wyt TV o4 \([:(u/A)’1 + w’3] + 8 vog ot

€
2 A >3

13

qu

u .
oL W glea g w8 Y g a(XgE s Xy ]

B

+

(WA ;{8 v+ yw - alXl Au + V) o+ x3(YA“ + W] -

3

(Y + W) + (B Y
A A

+v)]}+v3[(§_9_)1__,((¥u+w)+
’ A A

X, o u X, ¢ u
Ll ew g [ e By e 2
’ A A A

1+

Xy B oxg D+ W) » xR e ] -
34, 1 03 Y AN 1

u
A A

X, u

g

_V1]}+

- e (e -
A A

+

) _
(u/A),l (u/A),3 A® + VQVogtwg W,B} (2.20e)

Cpy = W, Vgt BQUA) g Y(u/A) L ¢ (wA) , (w/A) g AT s

+ i {/a) 5 (ty - X, o) -

(u/A),2 (-18 - X3 o) - T(v,2 + w,3) - X2 X3 i} +
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FU/A) , (B Y gty W ) (WA g(B Y,y w )

... (2.201f)

2.3 - 0 modelo de elemento de haste curva e suas relagoes deforma
goes-deslocamentos.

O elemento tem sua formulagao baseada na geometria de
um segmento de haste circular plana. A figura 2.2 apresenta o sis
tema intrinseco de coordenadas e os parametros dimensionais do
elemento.

H/2

v

H/2

L X3

Figura Z.2 - Segmento de haste circular plana; sistemas de referen

clia e dimensoes.

Em relagao ao sistema (1,2,3), o vetor posigao de um
ponto P qualquer da haste, equagao (2.la), € dado por:

T = il(Ro * Xg)sen 0 + iz X, * (RO + Xz)cos © 33 (2.21)
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onde R, € o0 raio da linha de referencia X
Em relacao ao sistema [Xl’XZ’XS)’ tem-se:

x, + C
R
0
onde C € o semi-comprimento da linha de referencia da haste na

configuragao indeformada. Substituindo-se (a) em (2.21) obtém-se:

x, + C X, + C

=~ . = ' 1 - -~ 1 <~
T = 11(Ro + xs)sen (—_E_——) i, X, * 13(R0 + xs)cos (~—E——-)1

o) ‘ o)

3

...(2.21a)

Esta; juntamente com a definigao (2.2a), fornece os vetores tan-

gentes as linhas de coordenadas fora da linha de referencia na

forma:
(R + x) x, + C (R + x.) x, + C.
él = 11__._9___.__5._ cos (_1____) = 'i3 O 3 sen (._._]:_.__._.)
Ro Ro R, Ro
g, = i, (2.22a,b,c)
X4 + C ~ Xq + C |
g, = 1, sen (———) + 1., cos ( )
3 1 3
R R
o) 0

Para pontos sobre a linha de referencia, as equacGes (2.4a) e
(2.22) resultam:

_ X, + C _ Xy ¥ C

e, = 1, cos ( ) - 1, sen ( )
1 1 R 3 R

- o 0
e, = 1, (2.23a,b,c)

_ X4 + C ~ X, * C

e; = 1; sen ( )+ 13 cos ( )
R R
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cujas derivadas em relagao a x, ficam dadas por:

1

e1 - L [-1, sen ( 1 ) - 1., cos ( 1 )]
, 1 R 1 3
0 Ro Ro
52,1 =0 (2.24a,b,c)
X, + C x, + C
ez 1= 1 [il cos (———) - 13 sen (—l~———J]
T Ro Ro Ro

As equagoes (2.8) das componentes de curvatura e torgao da haste,

juntamente com (2.23) e (2.24), implicam em:

><
n

-1/R (2.25a,b,c)

As constantes a, B e y das equacoes (2.10) sao dadas entao por:

X
a =1+ 3
R
0
B =0 (2.26a,b,c)
y =0

- e = A’ (b)

0 que resulta
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A= (1 + —2) (2.27)

A partir das expressoes (2.25), (2.26) e (2.27), as re-

lagoes deformacoes-deslocamentos, equagoes (2.20), resultam:

R ZR
€11 = —L2 u 1Y —L 17 (w2 + uz) + ° _u 1 [l—(w -
RO * Xg R+ X RO RO tXg ’ Ro
‘ 2 1 2 2 2
S S U R TR AU DA TE AR S T
o

...(2.28a)

1 Y/ 2
f22 = V2t S L e v pf e e 7] (2.28b)
1 1 2 2
Eyq =W gt u = [(u 3)2 + (v )%+ (w )7](2.280)
) (R + X) 1] 2 ) ’ H
0 3

812=""—1‘_‘[u2A+V1+'L1_'(w_w2)-'——L"'"(u+w)+

2 A ? ’ R ’ R + x

0 o] 3
+Alu ju, +y LV, W 2)] (2.28d)
u ., w u w

€13 = _..];__ [u 3 A + W 1 - 1 u - ?3 - ’3 -

2 A R_+ Xz Ro + Xz RO

u W
] R X (u’l ' -R~) ' A(u71 u’3 * V’l V73 * W,l w,S)J
0 3 0
...(2.28¢)

1 YU
eg3 =~ Vg v w - ’ FU LUtV )V gt W L]

2 ’ : (RO + X3) > > ’ ’ * 1)

(2.28%)
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2.4 - Hipoteses simplificativas e as relacoes deformacoes-desloca
mentos simplificadas.

As equacoes (2.28) apresentam as relagoes deformagoes -
deslocamentos para o segmento de haste curva plana da figura 2.2.

Estas relagoes foram obtidas usando a formulagao lagran
geana para a definigao do vetor deslocamento de um ponto generico
e, na forma em que se apresentam, séo_completas e exatas, porém
nao lineares.

Para uma primeira aproximagao, que € o objetivo do pre-
sente trabalho, formular-se-ao algumas hipoteses simplificativas
de modo a se obter relagoes deformagoes-deslocamentos lineares.
Algumas destas hipoteses ja foram formuladas em solucoes classi
cas de problemas envolvendo vigas curvas.

Sao consideradas validas as seguintes hipoteses acerca
das deformacgoes da haste:

1. Existe relacao linear entre deformagao e deslocamento, ou seja

os deslocamentos que ocorrem na haste sao pequenos.

2. As secgoOes transversais da haste sao bi-simetricas e os eixos
de coordenadas no plano da secao,coincidem com os eixos princi

pais de inercia.

3. Para pequenas deformacoes, as tensoes cisalhantes resultantes
da distorgao da segao transversal, na diregao paralela ao seu
plano inicial, sao pequenas quando comparadas aquelas resultan
tes do empenamento da segao na diregao normal, e podem ser des

prezadas |4,5].

Sob estas condigoes, as relagoes deformagoes-deslocamen

tos da haste , equacoes (2.28), podem ser reescritas como:

Bl T T U (2.29a)

- (2.29b)
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€17 = W 3 | (2.29¢)
1 Ro
€1, = = (u,z + V,l) (2.294d)
2 R + x
0 3
1 Ro u
€15 = ; (u,S + T w,l) - - (2.29¢)
0 3 o] X3
. =2 (v _+w_)=0  (2.29e,f)
23 2 ,3 ’2 . ’

i/

Estas relagoes recaem naquelas apresentadas por
Langhaar |4|, bastando para isto que se faga a correspondéencia en
tre o sistema de referencia aqui estabelecido e aquele usado na
referencia citada.

As equagoes (2.29) podem ser arranjadas como um opera-
dor matricial na forma:

e} = Cegs p = [B*]¢ v (2.30a,b)

sendo



(*] =

1
Ro * XS
0
9
BXS
0
Ro 9

1
Z(Ro + x3)8x1

23

(2.31)

O operador diferencial (2.31) define as relagoes defor-

macoes-deslocamentos da haste curva da figura 2.2, levando em con

sideragao as hipoteses formuladas no item 2.4. A disposicao

das

relagoes deformagoes-deslocamentos na forma (2.31) visa facilitar

a determinagao das relagoes entre deformagoes e deslocamentos no-

dais e parametros nao nodais do elemento, necessarias para obten-

c¢ao da energia potencial deste.
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3. FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO DE VIGA CURVA

3.1 - Introdugao

Neste capitulo & apresentada a teoria do método de ele-
mentos finitos usada na formulagao da matriz de rigidez do elemen
to.

As funcgoes de interpolacao dos deslocamentos sao especi
ficadas e € obtida a matriz das relagdes deslocamentos no elemen-
to em termos dos seus deslocamentos nodais e parametros nao no-
dais. Com o uso destas relagoes e das relagoes deformagoOes-deslo-
camentos obtidas no capitulo anterior, sao obtidas as matrizes de
deformagdes e tensoes no elemento. Através do principio da energi
a potencial total, €& obtida a matriz de rigidez do elemento em
termos dos deslocamentos nodais e parametros nao nodais.

Finalmente € apresentado o processo de condensagao esta
tica dos parametros nao nodais do elemento visando a obtengao das
matrizes de rigidez e tensoes em termos dos deslocamentos nodais

do elemento.

3.2 - Graus de liberdade do elemento

3.2.1 - Formulagao com 12 graus de liberdade

0 elemento possui 2 nos e 12 graus de liberdade. Os nos
sao localizados nos pontos inicial e final da linha centroidal do
elemento, sendo que em cada um deles sao prescritos 3 deslocamen-
tos e 3 rotagoes nodais. A especificagao destes graus de liberda-
de visa satisfazer as condigoes de continuidade de deslocamentos
e rotacoes inter-elementos e também a facilitar a prescrigao de
condicoes de contorno.

Alem das hipoteses acerca das deformagoes, formuladas
no capitulo anteior, supde-se ainda que as segOes transversais i-
nicialmente planas, permanegam planas apos serem solicitadas a

flexao simples, o que permite que as rotacgoes nodais nas diregoes
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dos eixos principais de inercia da segao, sejaﬁ descritas por:
2 Uz (3.1a)
0, = u o, (3.1b)

A hipotese (3), formulada no capitulo anterior resulta
em

w’2 = -V’S (a)

0 que permite que a rotagao nodal da segao na diregao normal a es
ta, seja descrita por

Ol =W o, (3.1c)

Os graus de liberdade de rotagao do elemento sao apresentados na

figura 3.1. Na figura 3.1c, foi omitido o empenamento da secao

2

embora este esteja presente na formulacao do elemento.

(a) (b) (c)

Eigura 3.1 - (a) rotagao da segao na diregao 3; (b) rotacao da se

cao na diregao 2; (c¢) rotagao da secdao na direcao 1.
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3.2.2 - Formulagao com 16 graus de liberdade

Nesta formulacao continuam validas as hipoOteses e defi-
nicoes desenvolvidas na formulagao anterior.

Acrescenta-se porém, como graus de liberdade adicionais,
as inclinagoes nodais da linha centroidal segundo os planos (1,3)
e (1,2), (Figura 3.2).

Plano (1,2) Plano (1,3)
2,v
Linha centroidal — flexdo ‘puro _
A
~ I
Y
'3 w
B3=63+y !
Linha centroidal — flexao com cisalhamento
Figura 3.2 - Inclinagoes da linha centroidal do elemento sob fle-

xao pura e flexao com cisalhamento.

Esta formulacao € mais adequada quando se deseja conhe-
cer as inclinacgoes 82 e 83 porem dificulta a prescrigao de condi-
coes de contorno nos nos engastados, quando a viga esta solicita-
da com cargas que provocam cisalhamento. Essas inclinagoes nodais

sao descritas por:
82 =W (3.2a)

83 =V (3.2b)
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3.3 - DeformagOes e tensoes no elemento em termos dos deslocamen-
tos nodais.
3.3.1 - Matriz das funcoes de interpolacgao

O vetor deslocamentos no elemento em termos dos desloca

mentos nodais e parametros nao nodais pode ser expresso na forma

u [Nl j H1] (zero)
8y = ¢ v ) = [N] {8} = [N i HY) (s}
W (zero) [N3 ! H3]

sendo

u, v, w - deslocamentos nas diregoes 1, 2 e 3, respecti

vamente

[N] - matriz das fungbes de interpolagao

{6} - vetor deslocamentos nodais e parametros nao
nodais.

e os superscritos 1, 2 e 3 significam fungoes de interpolagao de

u, Vv € w, respectivamente, as quals podem ser postas sob a forma:

k _ k k k k k
N® = [Nj; Ny, Nyg ... Nij .- Nl
(3.4a,b)
k _ k k k k k
B = [Hy; Hy, Hyg Hij Hind
Os elementos das matrizes (3.4a,b) sao dados por
k _ _k k
Nl] - alj lPl(XZ,X3) (b] (Xl)
(3.5a,b)
k _ .k k
Hij = bl_'] d)i(Xz,X3) F’(Xl)

onde
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a§j, b?j - coeficientes constantes das componentes de interpola-
gao

wE(XZ’XSJ - i-ésima componente polinomial no plano da secio.

¢j(x1) - j-eésima componente das fungdoes de interpolacao na di-
recao axial

£(xy) - fungao de interpolacao na direcao axial que satisfaz
condigoes de contorno homogeneas nos nos.

m, n - numero de funcgoesy e ¢ respectivamente

3.3.2 - Campbs de deformagao e tensao no elemento em termos dos

deslocamentos nodais.

No capitulo anterior foram desenvolvidas as relagoes de
formagoes-deslocamentos no elemento, equagao (2.31). Estas rela-
goes quando aplicadas ao vetor deslocamento, equacao (3.3b), re-

sultam:
{e} = [B*] [N] {8} = [B] {68} (3.6a,b)

Sendo a = RO/(RO + x3) e b = 1/(RO + X3) obtem-se, tendo em conta
(3.3¢c),

| :
| |
| i
i |
|

; |

[B] = o] o [e] LN e

| |
: |
| i
| |
| .
l :
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Com o objetivo de facilitar o processo de condensacgao
estatica dos parametros nd3o nodais, a matriz [B] € submetida, du-
rante o processo computacional, a uma reordenagao de suas colunas

de tal forma que o vetor {8} seja expresso na forma

6
{8} = =g (3.7)
s |
onde :
{8} - vetor dos deslocamentos nodais do elemento
{8} - vetor des parametros nao nodais do elemento.

Para um material homogeneo e isotropico, a matriz das

propriedades elasticas assume a forma |6,7]:

1 N N 0 0 7
1-v 1-v
1 Y 0 0
1-v
[c E(1-v) 1 0 0 (3.8)
(1+v) (1-2v)
1-2v
. —_— 0
(sim.) 2(1-v)
1-2v
- 0 2(1-v) -

sendo:
E - modulo de elasticidade do material

v - coeficiente de Poisson

Usando as equagoes (3.6b), (3.8) e a Lei de Hooke, o ve

tor tensoes € eXxpresso por:
{o} = [c] [B] {8} = [8] (¢} (3.9a,b)

onde
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-S € a matriz tensao em um ponto do elemento em termos dos deslo-

camentos nodais e parametros nao nodais, expressa por:

{s] = E(1-2)

onde

a[Nl : nlj 1
a v [Nl : Hl] 1
(1-v) ?
NCNR N SV T .
(1-v) '
1-2v 1. 1
i~———l[N PH ]'Z

c2(1-v)

(1-29) rd g gdg _ INYiHID]

2(1-v) 2 ’

v n%ind)

bl
H ]’2

{el

E v

(L + V(1 - 2v)

3.4 - Matriz de rigidez do elemento

3.4.1 - Energia potencial total do elemento

N

-
(oS u®) « 22 (N 1] )
{1-v) ’
bv i3 wd » A i nd) D
(1-v) (1-v) .

[ i) o s N1 )
(1-v)

(0]

a(l-2v) [N35 H3]
2(1-v)

.. (3.9¢)

Na ausencia de forgas de corpo e estados de deformacao

inicial, a energia potencial total de um corpo elastico linear e

dada por |6]:
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no= 2 ! (e}’ (o} av - ‘ Mt 3} dsq (3.10)
2
onde:
{e} - campo de deformagoes
{0} - campo de tensoes
{T}T - forgas de superficie atuando na regiao S4 do con-
torno

{8} - campo de deslocamentos

Substituindo-se (3.3b), (3.7b) e (3.9a) em (3.10) e rea
lizando o processo variacional para obtengao da primeira variagao
do funcional w |6|, obtem-se:

[K] {8} = {F} (3.11)
sendo
[K] - matriz de rigidez intrinseca do elemento, expressa
por
K] = | 817 [c] [Blav (3.11a)
v

{6} - vetor deslocamentos nodais e parametros nao nodais

{F} - vetor forga resultante

3.4.2 - Matriz de rigidez intrinseca do elemento em termos dos

deslocamentos nodais.

A equacao (3.7) permite reescrever a equagao (3.11) na
forma:
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Bt S D S S (3.12)

Operando (3.12) de modo a obter-se uma relagao em termos
dos deslocamentos nodais do elemento |6,7|, resulta,

(K] {8} = (F} (3.13)
onde
-1 T
[KJ = [K11] - [Klzj“[Kzzj [KIZ]
(8) = [k, (F}y - [k,.]7 Y[k, )T (8} (3.14a.b,c)
22 22 12 ' i
, = - -1 .=
{F} = {F} - [Klzj LKZZJ {F}
e
[K] - matriz de rigidez intrinseca do elemento em termos dos

deslocamentos nodais
{3} - parametros nao nodais do elemento em termos dos desloca-
mentos nodais e forgas nodais

{F} - forcas nodais resultantes.

3.4.3 - Matrizes de tensoes em termos dos deslocamentos nodais

A distribuigao das tensces no elemento em termos dos

deslocamentos nodais e parametros nao nodais, pode ser reescrita
como:

o} = [[sq1 i [, 4 - (3.15a)

Substituindo~se (3.14b) em (3.15a) resulta
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o} = [08,] - [0 [ky,0) 61+ [5,] T,p] ™ B3 (3.150)

ou ainda
: S §
. -1 -1 _ e {o.
{o} = [[Sl] "'I:Kzz] [Klzj i [52] [Kzz:[ (P3¢ = [S]
: 1 1
. ..{(3.15c,d)
sendo: !
[S] - matriz de tensoes no elemento em termos dos desloca-

mentos nodais.

3.5 - Processo computacional

Para realizar os procedimentos analiticos desenvol
vidos na determinacdo das matrizes de deformagoes, tensoes e
rigidez do elemento, foi elaborado um programa digital em FORTRAN
IV, cuja descricao da sua estrutura € apresentada, resumidameﬂ—
te, no Apendice A2.

0 élgoritimo realiza numericamente, através do pro-
cesso de Gauss-Legendre, a integracao indicada na equacgao (3.11a).
Aproveitando a simetria da matriz do integrando dessa equagao,
calcula-se apenas a parte triangular superior da matriz, cujos
elementos sao alocados numa matriz wunidimensional. O processo de
condensagao estatica dos parametros nao nodais das matrizes de Ti
gidez e tensoes, a montagem da matriz global da estrutura, a in-
trodugao das condigoes de contorno e a solucao do sistema resul-
tante, bem como a determinacao das solicitagOes internas a estru-
tura, sao realizados de forma a explorar a simetria e esparsida-
de da matriz de rigidez global da estrutura.

Alguns procedimentos sao considerados padrao em pro-
gramas de elementos finitos e foram omitidos no desenvolvimento
analitico por ndo apresentarem caracteristicas especiais na pre-

sente aplicacgao.
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T s e

4. ANALISE DE RESULTADOS

4.1 - Introdugao

Neste capitulo sdo analisados os resultados de desloca
mentos de algumas formulagoes, diferentes entre si pelas funcgoes
de interpolagao. A aplicagao dessas formulagoes as vigas retas
surge da necessidade da investigacao de um modelo de interpola
gao que, formado por polinomios, possa conferir ao elemento ' a
sensibilidade as deformagoes transversais e torcionais que predo
minam nas vigas curvas com grandes curvaturas iniciais. Ademais,
o comportamento da viga curva deve tender ao da viga reta quando
a curvatura tende a zero.

Em todas formulagOes apresentadas e assegurada a vali-
dade das hipoteses acerca dos deslocamentos e deformagoes, formu
ladas anteriormente.

Todos os resultados numericos apresentados foram obti-
dos com um programa de elementos finitos de pequeno porte, espe-
cialmente desenvolvido para esta finalidade e cuja descrigao en-

contra-se no Apendice A2.

4.2 - Modelos de interpolagao dos deslocamentos

Sao propostos e analisados 4 modelos de interpolagao.
Em todos eles, a interpolacdo na direcao axial do elemento € for
mada por uma familia de polinomios de Hermite do 3° grau. Em re-

lacao as equacgoes (3.5a,b), tem-se:

2, (x;) = 0,25(x3 - 3x, + 2) (4.1a)
b,(x;) = 0,25(-x3 + 3x, + 2) (4.1b)
0. (x)) = 0,25(x3 - xX - x; + 1) (4.1c)
8,(x)) = 0,25(x; + x> - x; - 1) (4.1d)

£(x1) = (1 - x5)? (4.1e)
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4.2.1 -~ Modelo de interpolagao I

Este modelo usa um conjunto de polinomios completos do
32 grau em X, e X; para interpolagao do deslocamento u. As fun-
goes de interpolagao.para v e w devem ser tais que preservem a

hipotese €,, = 0 e uma das maneiras € forma-las por grupos de po

23 .
linomios sem termos cruzadoes. Assim, tem-se:

1, _ 2 3 2 3
{vy"} = {1, Xy, Xz, X3, XyXg, X3, X5, X5Xg, X,X3, x3}

21 _ 2 3
{v°} = {1, Xy, Xg, X5, xz} (4.2a,b,c)
(v3) = {1, x 2 X3y

4.2.2 - Modelo de interpolacgao II

Este modelo usa um conjunto de polinomios incompletos,

porém com termos simetricos, do 3? grau em x., e X para interpo-

2
lagao do deslocamento u. Esta formulacao inclui apenas as compo-
nentes polinomiais que permitem os modos de deslocamento u, v e
W que ocorrem nas solicitacoes a flexao, cisalhamento e torgao.
Além disso, continuam validas as restrigoes aos campos de deslo-
camentos v e w, formuladas para o modelo de interpolagao I. As-

sim, tem-se:

1, _ 3 2 3

{v~} = {1, Xos Xz, XoXg, X5, XoXz, X)Xz, x3}
2, _ 3

{v~} = {1, Xy Xz, XZ} (4.3a,b,c)
3y _ 3

{v°} = {1, Xy, Xz, x3}

4.2.3 ~ Modelo de interpolagao III

Neste modelo, a interpolacao do deslocamento u em X, e

2
X7 € feita por polinomios incompletos sem termos cruzados.Os des
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locamentos v e w sao interpolados com o mesmo grupo de polino-

mios do modelo II. Assim, tem-se:

1, _ 2 2 3 3
{v ) = {1, X,, Xz, X5, Xz, Xo, XS}
(v2) = {1, x,, x,, x3) (4.4a,b,c)
b 2, 3’ 2 . k] *
3¢ _ 3
{qj } - {1, XZ’ XS’ XZ)}

4.2.4 - Modelo de interpolacao IV

Neste modelo, o grupo de polinomios de interpolacao do
deslocamento u € o mesmo usado no modelo I. Uma outra maneira de

preservar a hipotese €,, = 0 € mostrada no Apendice A3. Dessa ma-

23
neira, pode-se formular um grupo de fungoes mais completo para in

terpolar os deslocamentos v e w, na forma:

1, _ 2 2 3 3 2 2 3
{v*} = {1, Xy, Xz, X5, X Xg, Xz, X5, X5, X5Xz, XoXz, XS}

21 _ 2 .2 2 2 3 3
{v*} = {1, Xoy Xz, XoXg, x3/2, x2/2, XXz, X Xz, x2/3, x3/3}
3y _ 2 2 3 2 2 3
{v7} = {1, Xys Xg, x2/2, XX, x2/2, x2/3, X5Xg, XXz, x3/3}

...(4.5a,b,c)

4.3 - Aplicacoes em vigas retas

Os modelos propostos foram testados em vigas longas,me

dias e curtas.
a) Viga longa (L/H > 10)

A figura 4.1 apresenta uma viga longa engastada numa
das extremidades, sendo a outra livre. A viga e submetida, isola

damente, a uma forma normal N, um momento fletor M uma carga

3’
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F, e um torque T, concentrados na extremidade livre como mostra a

mesma figura.

As tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 apresentam os resultados

de deslocamentos e/ou rotagoes da extremidade livre e os valores
usados na comparagao dos resultados sao aqueles fornecidos pelas

teorias encontradas nos textos de resistencia dos materiais.

My s

La9m

PAVAUNANISZAY NN

£+21510"0 n/m?
¥= 0.0

H=0.3m

Fig. 4.1 - Viga longa engastada; Dimensoes e carregamento.

Tabela 4.1 - Esforgo normal; deslocamento u da extremidade livre

N¢ EL. II ITI 1V
1 - 4,2328 -
4,2329 4,2329 4.2329

Valor exato: u = 4,2329 x 1078 m
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Tabela 4.2 - Flexao pura; deslocamento v e rotacao 04 da extremi-
dade livre

N° de I I1I III IV
Elementos
v @3 A 63 A 93 A 93
1 1,800/4,499411,800(4,4994|1,7881|4,4855| - -
2 1,800{4,4994({1,800(4,4994{1,800 |4,4994| - -
3 - - - - 11,800 |4,4994(1,7822|4,4664
Valor exato: v = 1,8050x10'4 m; 0, = 4,5125x10°° rd; M, = 800 Nm

Tabela 4.3 - Flexao com cisalhamento; deslocamento v da extremida

de livre.
N° EL. I 1 111 IV
1 1,2027 1,2027 1,1908 -
1,2027 1,2027 1,2027 -
3 - . 1,2027 1,1900
Valor exato: v = 1,2050 x 10~ % m F, = 100 N

Tabela 4.4 - Viga sob torcao; angulo de torcao da extremidade 1li-

vre.
N® EL. I I1 111 IV
1 4,5959 - 4,5151 .
2 5.0956 4,5151 4,5151 -
3 5,0956 - - 4,5150
Valor exato: 0, = 5,1520 x 107° rd T = 800 Nm

Pelq.anélise das tabelas anteriores nota-se que os cam-
pos de deslocaméntos propostos, tiveram comportamento semelhante
sob solicitagoes normais, flexionais e cisalhantes, para uma viga
~com uma relagao L/H > 10.

Na torgao, o melhor resultado foi obtido com o uso da

formulacao I com erro de 1,09%, enquanto que as demais formula-
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¢Oes apresentaram erros superiores a 10%.
b) Viga media (L/H = 10)

A figura 4.2 apresenta uma viga media engastada numa
das extremidades e tendo a outra livre. A viga e submetida a uma
carga concentrada F, na extremidade livre e a tabela 4.5 apresen-
ta os valores obtidos para o deslocamento v da extremidade livre,
com o uso da formulagao I.

— —
<

AANAVAN ANV AN AN
AN N

H=0.8m

NS

N\

L=8m

8=0.3m

E= 2lx|0'oN/m2
?”-0‘0

Fig. 4.2 - Viga media; dimensoes e carregamento.

Tabela 4.5 -~ Flexao com c¢isalhamento; deslocamento v da extremida
de 1livre; L/H = 10; F, = 1000 N.

2
N¢ EL. I
1 6,3845
2 ‘ 6,3925
3 66,3907

Valor exato: v = 6,3873 x 107° m
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Para uma viga com L/H = 10, os resultados sao semelhan-
tes para todas as formulagoes sendo que, a que apresenta menor er
ro, 0,081%, e a formulacao I.

Observa-se na tabela 4.5 que a malha com 4 elementos,on
de cada elemento tem uma relacao L/H = 2,5, apresenta piores re-
sultados que a malha com 2 elementos onde cada elemento tem uma
relagao L/H = 5.

c) Viga curta (L/H = 5)

A analise da viga curta & feita de maneira idéntica 2
da viga media, mantendo-se a mesma condigao de carregamento e au-
mentandc-se a altura da segao para H = 1,6 m. A tabela 4.6 apre-
senta os valores obtidos para o deslocamento v da extremidade 1li-

vre, com o uso da formulacao I.

Tabela 4.6 - Flexdo com cisalhamento; deslocamento v da extremida
de livre; L/H = 5; F = 1000 N

N¢ EL. I
1 8,1250
2 | 8,1220
4 8,1128
Valor exato: v = 8,1269 x 10-6 m

Novamente neste caso, os melhores resultados foram obti
dos com a formulacgao I, com erro 0,023%.

Pela analise da tabela 4.6, nota-se que, apesar da gran
de precisdo no calculo do deslocamento v obtida com o uso de ape-
nas 1 elemento com relacao L/H = 5, o refino da malha para 2 e 4
elementos com relagoes L/H = 2,5 e L/H = 1,25, respectivamente,
provoca um enrijecimento da estrutura. Tal enrijecimento foi tam-
bém observado no caso da viga meédia modelada com 4 elementos com
relacao L/H = 2,5.

Na viga longa com carga concentrada na extremidade 1li-
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vre, o momento fletor em pontos proximos a ela € pequeno em compa
racdo aos pontos proximos do engéste. Os resultados obtidos com a
formulacdo I mostram que o elemento representou bem os deslocamen
tos de corpo rigido, predominantes nessa regiao onde o momento

fletor & pequeno |11|. Tal raciocInio conduz a conclusao que a
formulacdo I, ndo satisfaz plenamente os estados de deformagao

constante, predominantes quando o elemento tem comprimento peque-

no e restringe a sua aplicacao a casos onde a relagao L/H > 2,5.

4.4 - Aplicagoes em vigas curvas

Na aplicagac em vigas curvas foi usada a formulagao I,
que manteve o melhor desempenho global nas aplicaglOes as vigas re
tas. O conjunto de polinomios de interpolagao {vl} do deslocamen-
to u foi expandido e inclui todas componentes polinomiails em X, e

Xz de grau até 5 inclusive. O conjunto {Wl} assume a forma:

1, 2 2 3 2 2 3 4
{v-} = {1, Xos Xg, X5, X,Xg, Xz, X5, X5Xg, XXz, Xz, Xg, X)Xz,
2.2 3 4 5 4 3.2 2.3 4 5 '
X5X3, X Xz, Xz, X5, X,Xg, X5X3, X)Xz, X,Xx, XB} (4.24d)
Os resultados obtidos sdo comparados com os da referen-
cia |10], tomados como exatos. As equacGes apresentadas nessa re-

ferencia foram obtidas atraves do Teorema de Castigliano e despre
zando-se o efeito cisalhante devido as cargas transversais. As de
mais hipoteses sao as mesmas formuladas no presente trabalho, em-
bora o autor nao fornega detalhes acerca das limitagoes e do de-
senvolvimento do extenso formulario quc aprescnta.
A figura 4.7 apresenta uma viga curva engastada numa

das extremidades tendo a outra livre. As tabelas 4.7, 4.8 e 4.9 a
presentam os resultados de deslocamento v, angulo de tcrgao @1 e
angulo de giro 0+ da secao na extremidade livre, respectivamente.
As tabelas 4.10, 4.11 e 4.12 apresentam os resultados de solicita

¢oes internas.



Fig.

6 2
E=10 N/m
v=0.0

v
7

H=L5m

Bﬂlm

4.7 - Viga curva engastada.

Tabela 4.7 - Deslocamento v da‘extremidade livre

N¢ EL. I ERRO(%)
1 4,5676 12,5
2 5,0093 4,04
4 5,0835 2,62
8 4,9348 5,47

3

Valor exato: v = §5,2202 x 10 “ m

Tabela 4.8 - Angulo de torcdo 9, da extremidade livre.

N¢ EL. I ERRO( %)
1 1,1599 20,69

2 1,4279 2,41

4 1,4780 1,06

8 1,4109 5,53

4

Valor exato: Ol = 1,4625 x 10

rd

42
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Tabela 4.9 - Angulo de giro ©; da secdo na extremidade livre.

N° EL I ERRO( %)

1 4,4382 14,41

2 4,8903 5,69

4 4,9822 3,92

8 4,7577 8,25
Valor exato: 0g = 5,1854 x 1074 rd

Tabela 4.10 - Distribuicao do esforco cortante V,, momento fletor

Mf3 e torque T na viga; malha com 8 elementos.

o (9 V,(N) | ERRO(%) T(Nm) | ERRO(%) | Mf, (Nm) | ERRO(%)
0 1,0000 0,0 9,9999 0,001 9,9992 0,018
11,25 | 1,0000 0,0 8,0490 0,001 9,8072 0,007
22,5 1,0000 0,0 6,1730 0,003 9,2384 0,004
33,75 | 1,0000 0,0 4,4442 0,002 8,3145 0,002
45,0 1,0003 0,030 2,9290 0,003 7,0715 0,006
56,25 | 1,0005 0,050 1,6854 0,006 5,5557 0,0
67,5 1,0005 0,050 0,7613 0,011 3,8269 0,003
78,75 | 1,0000 0,0 0,1922 0,026 1,9509 0,0
90,0 1,0000 0,0 0,0 - 0,0 -

No caso de vigas retas observa-se um enrijecimento da
estrutura quando a relacao L/H do elemento & 2,5. No caso de vi-
gas curvas o enrijecimento foi observado para L/H = 1,31. Recomen
da-se o uso desta formulagao preservando sempre uma relacao L/H
do elemento, maior ou igual a 2,62, que € o valor correspondente
a malha de 4 elementos.

Nota-se nas tabelas 4.10, 4.11 e 4.12 que ha uma conver
gencia bastante boa na:determinacdao das solicitagdes internas da
estrutura.
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Isto ratifica a afirmagao anterior de que os estados de

deformagao constante do elemento nao sao plenamente satisfeitos

pela formulagao proposta.

Tabela 4.11 - Distribuicao do esforco cortante V

momento fletor

2 3
Mf., e torque T na viga; malha com 4 elementos.

o(9 V,(N) | ERRO(%) T(Nm) | ERRO(%) | Mf, (Nm) | ERRO(%)
0 0,9999 0,010 10,0100 0,100 10,0690 0,690
22,5 0,9999 0,010 6,2392 1,069 9,3368 1,061
45,0 1,0000 0,0 2,9584 0,997 7,1638 1,311
67,5 1,0000 0,0 0,7656 0,578 3,8822 1,488
90,0 1,0000 0,0 0,0 - 0,0 -

Tabela 4.12 - Distribuicao do esforgo cortante VZ’ momento fletor

Mf3 e torque T na viga; malha com 2 elementos.

0(°) vV, (V) ERRO(%) T (Nm) ERRO(%) | Mf, (Nm) | ERRO(%)

0 1,0000 10,1020 | 1,020 | 10,0710 0,710
45 1,0000 , 2,9599 | 1,058 7,1679 1,369
90 1,0000 , 0,0 - 0,0 -
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5. CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Os resultados apresentados mostram que a formulagao
proposta oferece boa acuidade na determinacao dos deslocamentos,
rotagoes e solicitacoes internas em vigas curvas. Tal formulacgado
pofém, se mostrou inadequada a determinacgao direta das tensoes
no elemento, em parte devido as limitacoes do principio variacilo
nal usado, que permite boa convergencia para deslocamentos nao
assegurando convergéncia para tensdes. (Apéndice A4).

Tambeém o fato de o elemento ter apenas 2 nds dispostos
no eixo baricentrico da viga, ndo permite que se refine as ma-
lhas no plano da segao, limitando o refino apenas a direcao a-
xial da estrutura.

Atraves de um esquema apropriado, o calculo de  ten-
soes pode ser realizado utilizando-se os valores obtidos para as
solicitagoes internas da estrutura, como forma de complementar a
formulagao apresentada.

Outras formas de implementar a formulagao apresentada
sao a investigacao, em maior profundidade, dos modos de desloca-
mentos rigidos e estados de deformacdo constante, para inclui-los
explicitamente nos campos de deslocamento, bem como, a definicao
dos graus de liberdade do elemento em relacdao a linha neutra do
mesmo, Assim, pode-se desenvolver fungoes de interpolacao de or-
dem superior na direcgao axial do elemento, tornando-o adequado
para aplicagoes com malhas ainda mais grosseiras. Alem disso, po-
de-se estender a formulacao apresentada a outras formas de secgao
transversal.

Outras formulacoes semelhantes podem ser desenvolvidas
com a prescricao de um campo de deformacoes compativel, do qual
seria obtido um campo de deslocamento mais proximo do comporta-
mento real da viga, possibilitando melhor convergencia pontual
para determinacgao direta das tensoes,

’ Uma formulagdo baseada num elemento com 8§ nos e com
um campo de deslocamento de ordem inferior, permite o refino das
malhas também no plano da secdo, podendo também solucionar satis

fatoriamente o problema.
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Al - VETORES TANGENTES AS LINHAS DE COORDENADAS FORA DA LINHA DE
REFERENCIA (Xl,0,0)
Al.1 - Configuracao indeformada

O vetor posigcao de um ponto fora da linha de referencia

(x1,0,0), definido na equag@o (2.9), & dado por:

Aplicando-se a r as definicdes (2.4a) e (2.2a), obtem-

se, para i = 1,.3:

g, = r,2 = e, ‘ (Al.1-1a,b,c)

Em relacao aos vetores (él, 52, 53), 0os vetores tangen-
tes as linhas de coordenadas fora da linha de referencia (xl,0,0)

podem ser expressos por:
g, = (B5-e9)8; + (8;-8,)8, + (8;.85)eq Al.1-2)

onde 1 = 1, 3. Efetuando os produtos internos indicados na equa-
cao (Al.1-2) para i = 1, 3 e levando em consideracdao a definigao
da curvatura e da torgdo iniciais, equacdes (2.8), obtem-se os

vetores tangentes na forma

gy, = €3 (Al.1-3a,b,c)



onde

Q
I}

As derivadas dos

das na forma:

onde

Eara i,j

¢ao iniciais,

gl,l

gi,j

1,j

(gi,--

J

€)e;
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vetores tangentes g., podem ser coloca

+ (éi’j'éz)éz + (éi,j‘és)és (A1.1_4)
o
© iy T
X .
J

Operando a equagao (Al.1-4) usando as equagoes (Al.1-3)

= 1, 3 e observando as definigoes da curvatura e tor-

equacoes (2.8), tem-se:

B

+

X, = ¥ Xg)eq + (84 * aX, - Y&, +
o Xz * BT)Es (Al.1-5a)
TS (A1.1-5b)
T % (Al.1-5c)
T e (Al.1-5d)

(A1.1-5€)

(Al.1-5f)
T %2 (Al.1-5g)
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g3 , = 0 (Al.1-5h)

B3 5 = 0 (Al.1-51i)

Al.2 - Configuragao deformada

Na configuragao deformada, o vetor posigcao de um ponto
fora da linha de referencia (xl,0,0) e dado pela equacao (2.14),
e 0s vetores tangentes as linhas de coordenadas, definidos na e-
quagao (2.255, sao dados por:

(Al.2-1)

que apos efetuadas as operagdes indicadas tendo em conta as equa-
goes (2.10) e (Al.1-6), fornece

u a
1 s
Gl = {[1 + (u/A),lja + - )(2(-@-;—ll + V) - XS(XXH + w)}e1 +
u B . X, au
+ {[1 + (u/A) 1]8 + 1 (L_E + W) + Z + v 1} éz +
. 2 A A A 2
u y X, au
F L Iy 2 B ey s 2wy 6
2 A A k4

««.(Al.2-2a)

Xz_u

(op]
1

) [_'u(u/A)’2 - ] . 1+ B(u/A),2 v ] e, *

~

T u -
+ w,zj €q (Al.2-2b)

+ [Y(U/A)’Z +

X3 u T u R
3 {oc(u/A),~7> - A }el + {B(u/A),S - —X_ + v _} e, +

(op]
]
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+ {1 + y(u/A) 3 * W te

Al.3 - Determinagao das componentes Gi'Gj das relagoes deforma-

¢oes-deslocamentos.

As componentes Gi’Gj definem a metrica do espago de co-
ordenadas na configuragao deformada. Com os valores de Gi dados
nas equagoes (Al.2-2), estas componentes sao expressas poT:

)

u o

5,46, = A%+ 2A2(u/A)’1 + Za[—-—A—’—-l— - XZ(—B—A—u v V) - XS(Y—;E + W)+

u B X, ou uy
Y SV JR Y e
A ’ A
X, au
LRI S R L R E PR L B
P XEIEE s 2 e AN A e e (T .
A A

A

2

+
~
™~
—
—
'—<
o]

R R G L IR 1077 B - IR
A 1 ’

+ B8+ vy )+ X[~ B) i -v] ¢ X [@ - ) i -

u
2 u B u o u Y u
+ == {X,[a (= +v) + B, —] + X;[~0 ,( + W) o+
A 2 ,1 ,1 A 3 , 1 A
Y 4 oau

+

A ] + TE_B,l(YAu + w) + Y,l(BAu + V)] + B,l V’1 +
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XZ au

2 XX, BEE ¢ W) - 1y

Y 1Yo s B0 TV ) Xy av g

X, ou
TB( 2

+

u
tw )+ Xgaw )2y [x2x3(1K~ + W) +
ou X
+ w,l)] - 2wt (

X au
3 2 2
fv o) v e v

A

+ T( 2

... (Al.3-1a)

6,8, = 1+ 28(u/A) , + 2v , + (W/A)°(X5 + %) + Z(u/A),ZEi(YT -

a X)) + BV, ¢+ yw ] [wa) , AR e v )t e

2 2T u w,2

+
—~
=

(A1.3-1b)
A

[op]
[#p]
]
—

R I (O R R I O B e G

3

2

2
taXg) v B v gty w ]+ [(WA) AT+ (v ) e
2 2T u v 3
CINEE: ; (Al.3-1c)
’ A

6,.6, = (u/A) , X

1°G, tVog s Twe B[1 + (u/A),1 + V,ZJ Py W oot

+

i B 1 * L (u/A) loa * BBty Yyt alX,BH
? A 2 9 9 ?

B u + V) +

* Xy )]+ (u/A) , {8 Vitywqo- o [X, (
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+

Xs(u + w)] - T[B(u + W) + Y(M + V)]} +
A A A

B u u XZ au u
v L[ ) -t =Wy s T +w = 4+
’ A A A ’ A

b

+

X. au
B u v) + 3 ] u {_XZ(Q_E)
A A A A

+

T(

B u
1 XX ( ~ v) *

X, au

B u 3

+

+ T(

+ v) +

X.(l—u+w) + (Y__l:l.) W }+
ORI 5

' 2
(u/A),l(u/A),2 A° + v’1 v + W W

+

(A1.3-1d)

(w/A) 5 A% v w v T v y[l e (WA) gt w ] e B g

u u
X Y,l + X (U/A)‘gta a,l + B B,l + Y Y,l + G(Xz B +

g u

+ XS Y)] + (u/A),3 {R v 1 + oy W 1 - oL[Xz(

2 3

+ V) +

¥ Xs(Y e w)]- B v w) oy (B e ]y ey 3[(§—E) 1”
A A A s A s

o u

X2
- T(u 4 W) +
A

+w3[(u)l+—f(8u+v)+
’ A A

X, ou

3 o u)

A

]+ 2 - X
A A

A I o R O LI

B u qu
+ T[—(-————) 1 + T(I__E+w) - 4. - v 1]} +
A A A ?

s (u/A) ;(u/A) 4 Al ey (Al.3-1e)
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WtV g r BU/A) g v Y(u/A) v (W/A) L(u/A) g AT s

u
+ VooV g + W, W +X {(u/A),3 (ty - Xz a) +
XZ X3 u
+ (u/A) (-t8 - X, a) - (v , +w ) - —=2—=2 1} +
, 2 3 , 2 » 3 A

/A, BV gty W ) (U/A) o (BYV o, oty W)

... (A1.3-1f)
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A2 - PROGRAMA TESTE

A2.1 - Introdugao

Para testar o modelo de elemento finito proposto, foi
desenvolvido um programa de elementos finitos, de pequeno porte,
cuja estrutura funcional & mostrada na figura A2.1. Este -programa
na sua forma atual, determina deslocamentos e tensoes de estrutu
ras compostas de vigas curvas, que possuam um numero maximo de 16
elementos.

O processo de condensagao estatica dos parametros nao
nodais e a solugao do sistema sao realizados por 2 subrotinas do
programa SIMELF |9| atualmente sendo desenvolvido na UFSC.

O programa utiliza elementos iguais na modelagem das es
truturas e admite apenas cargas nodais. Tais restrigoes nao preju
dicam a generalidade do elemento uma vez que as mesmas solicita-
goes internas resultantes de carregamentos mais gerais, podem ser

testadas apenas com cargas concentradas nos nos da estrutura.

A2.2 - Descrigcao do programa teste

A2.2.1 - Leitura de dados do problema

Na fase 1, sdao lidos apenas os dados relativos as op-
goes usadas, ao elemento e a estrutura. Os dados de condigoes de
contorno e carregamento, sao lidos no momento de sua utilizacao,
na fase 3 do programa.

Os dados iniciais relativos ao elemento e a estrutura,
sao usados na determinacdo das propriedades elasticas do elemento,
na distribuigao dos pontos de integragao do processo de Gauss-Le-
gendre. e no dimensionamento e enderegamento dos conjuntos de valo

res obtidos nas diversas fases de execugao do programa.
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Fase 1

do elemento

]
H
Leitura de dados i
]
!
{

e tensoes em termos dos deslocamen-
tos nodais e parametros nao nodais

]
!
i
|
Obtengao das matrizes de deformagoes i
|

ase 2

Obtengao da matriz de rigidez intrin
seca no ponto

!

'| Redugao da matriz de rigidez e das ma |!
'l trizes de tensdes; montagem da matriz |!
| de rigidez global da estrutura; pres- |!
1| crigcao de condigoes de contorno; solu |! Fase 3
| ¢do do sistema; calculo de forgas no- |l

| dais.

l

'

I

l |
Impressao de re- !

! sultados de des- !
' locamentos no- '
! dais, tensdes e !
: forgas nodais re l
| |
] !
[ |
: :

way

Figura AZ.1
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A2.2.2 - Ciclo de integragao

Na fase 2 sao calculadas as matrizes de deformagoes, e-
quagao (3.7b), tensoes, equacao (3.9b) e rigidez. Estas matrizes
sao calculadas em cada um dos pontos de integracao prescritos e
as matrizes de tensoes sdao arquivadas na memoria auxiliar em dis-
co,” para posterior calculo das tensdes nesses pontos. Ao final do
ciclo de integracgdo, obtém-se a matriz de rigidez intrinseca como

resultado da integragao da equagao (3.1la).

A2.2.3 - Solugao do sistema

Na fase 3 sao efetuadas a condensagdo estatica dos para
metros ndo nodais e a reducgao das matrizes de tensdes do elemento.
A seguir e montada a matriz de rigidez global da estrutura, sao
prescritas as condig¢des de contorno e carregamento, determinados
os deslocamentos, forgas nodais, tensoes nos pontos usados na in-
tegracdo da matriz de rigidez e as solicitagOes internas nos nos

da estrutura.
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A3 - Deformagoes no elemento em termos dos deslocamentos nodais.

A3.1 - ConsideracOes sobre a hipotese €,3 = 0

No Capitulo II, Equagao (3.3c), o vetor deslocamentos no e
lemento em termos dos deslocamentos nodais foil expresso na for-

ma:
u N int ( zero )
(6} =¢{ v 5 = N 1] 18} (a)
| W | ( zero ) [NBEHS] |

onde o vetor deslocamentos nodais {8} € formado por

([])

2
{6} =< [u] S (A3.1-1)
3
x[“]/
sendo

[1J « : . - :

u - vetor deslocamentos nodais e parametros nao nodais
associado as fung¢les de interpolagdo do deslocamen-
to u no elemento.

[uz} - vetor deslocamentos nodais e parametros nao nodais
associado . as fungoes de interpolacdo do deslocamen-
to v no elemento.

3 . ~ - .

[u ] - vetor deslocamentos nodais e parametros nao nodais:

associado as fungoes de interpolacdao do deslocamen-
to w no elemento.

Atraves das relacdes deformagoes- deslocamentos, equagao
(2.31), obtém-se, sendo a = RO/(RO+x3) e b= 1/(Ro+x3),
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‘11 S0 B e
- [e] JSES I O B N0
_ L NS 3T
< €13 > - [e] i 0] : INTiH7] 5 < W21 (A3.1-2)
e\, he'] , ) ] X
IS PR B T o IS (v
e INTPHT =N 1]} [€] EaLN:HJ,l .~
F23) L [o] T 5 I |

Da Hipotese (3) do Capitulo II, resulta

€13 ~ [NZ “2],5 {UZ} + [N5 HBJ’Z w3} = 0 (A3.1-3)

e para que seja possivel assegurar a validade dessa hipdtese ao
longo de todo o elemento sera necessario que:
2 3,3

SO I ST (A3.1-4)

, 2

que permite reescrever a equagao (A3.1-3) na forma:
2,2 3.3 2 2,2 3,3 3

ez = [FINTHHT] o+ INGHT] 3% = [FINHT] o+ NHT] 5 J{u7} = 0

... (A3.1-5)

A equacao (A3-4) representa a igualdade entre duas matri-

zes linha, Conseqllentemente elas deverdao ter um numero igual de e-

lementos, ou seja, quaisquer familias de fungoes de interpolagao u

sadas para os deslocamentos v e w deverao conter o mesmo numero de
elementos e satisfazer a equacdo A3.1-4,

Na equacao A3.1-5, os elementos nulos das matrizes .linha

apresentadas, estao associados a fungdes de interpolagdo que  nao

influenciam na deformagao € e, conseqllentemente, nao estao sujei

23
tos as restrigoes impostas pela Hipotese (3) do Capitulo II.
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A3.2 - Montagem da matriz das relagoes deformacoes-deslocamentos

nodais

A equagao A3.1-2 pode ser reordenada na forma:

CAREC FENOR R S RN O i
22 fo] i[NZJ,zg [eJ§ (6] itHZJ 2 o |
£ (0] [o] §£N31 3 (0] [0] §[H31,3 [uV1>
<e12>: '], i[NZJ 15 o] OIS N
ers| |IN'T 5B J' [e] nm 1’[H11,3~be11§ [e] §£H31,1 [u™] |
e2s) | e '[N] _-;[N] I ) izﬂzj,sitﬂﬁ,;
.. (A3.2-1)

onde

"1, Y], [u"] - deslocamentos nodais

n ~ ~ .
W'l - parametros nao nodais

As equacgoes A3.1-4 e A3.1-5, juntamente com A3.2-1, resul

tam em

(;1;\ [y 5 i (0] Eb[NSJ fta[HS] ftuuj\

°22 [6] ENZJ,ZE (6] %—[HZJ o| |

<5335= [e] i [o] i[NSJ,:ﬂi 1] <[UW]> (A3.2-1)
| | W ,f[NZJ . W RO

S o1 I’y | ] ) :
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A equagao A3.2-1 assegura a validade da Hipotese (3) for
mulada no Capitulo II ao longo de todo o elemento. A linha 623=0
e omitida por ser esta deformagdo idénticamente nula segundo a
referida hipotese. O segundo e terceiro grupos de colunas da e
quagaoA3.,2-1 nao estao sujeitos as restrigdoes dessa hipdtese, e

portanto nao obedecem a equagao A3.1-5.
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A4 - RESULTADOS DE TENSOLS

A4.1 - Introdugao

Como foi enfatizado nas conclusoes, a presente for
mulacao nao apresentou resultados satisfatorios para as tensoes
no elemento. Verificou-se que apenas as tensoes normais a segao
sao avaliadas satisfatoriamente pelo modelo apresentado.

Neste apendice sao apresentados os resultados de
tensoes obtidas com a formulagao I aplicada a vigas retas. De
vido ao grandé volume de dados de saida de tensoes no elemento,
foram selecionados alguns pontos da estrutura, nos quais & calcu
lada a tensdo através da teoria apresentada nos textos de resis

tencia dos materiais e comparada com os dados do modelo proposto.

A4.2 - Localizagao dos pontos onde sao calculadas as tensoes na

viga longa.

2
4
Y
. { I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 F5 =IOOON
| P 1 i SR L L
ol !
M
Z
A4
,077 1,077 1,077 1,077
1,813 1,813 1,813 1,813
2m 2m 2m 2m
Figura Ad4.1 - Distribuig¢ao dos pontos ao longo do

eixo da viga longa.

Cada um dos pontos sobre o eixo da viga, define
uma secao, cuja distribuicao de seus pontos € dada na figura
Ad.Z.



2
oE |
12 1 i0 9 Q £
‘;— + "\L —f— “_';é-“ o g.

Q
3 8| 7 6/ 5 g
T + + + Q| E
o e
SEILTRE TR S
0,051 0,051
0,129 0,129
0,15m 0,15m
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Figura A4.2 - Distribuigao dos pontos na secdo da

viga longa.

Na figura A4.3 estao representadas as convencgoes
para as tensoes normais e de cizalhamento.
2
;
622 |
52| 12
323 (TII
613
% 4 |
B3
0=
3 / 33
Figura A4.3 - Convengao para as tensoes resultantes

nos

pontos de integracao.
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A4.3 - Localizagao dos pontos onde sao calculadas as tensoes na
viga média.

=

AN

4 F,=I000N
£ & 1 2 3 4 5
o 4 —+ - —+ —+ —+ ,
ol 4

,6

Z

: !— 2154.m 2,154 m

- 3,625m 3,625m
4m 4m

Figura A4.4 - Distribuicao dos pontos ao longo do

eixo da viga média, com L/H=10.

A distribuicao dos pontos em cada uma das secgoes

transversais ao longo da viga média € dada na Figura A4.5.

2
o & | e d
T e
J'l—z |T|~ ‘L_o §+—T s °
o
kS
o
3
»
[}
g |l |
3 e
m e
o |o
4 3 2
s I e
0,081 0,081
0,429 | ot29
-
0,I15m 0,i8m

Figura A4.5 - Distribuigao dos pontos na secao da

viga média.
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A4.4 - Localizacdo dos pontos onde sdo calculadas as tensdes

na viga curta.

F, = I00ON

N
ol

,6 m

2R 200 AN N AN
+
—+
!
1
_f. IS
o

2,154m 2,/54m ’

3,625m 3,625m

Figura A4.6 - Distribuigao dos pontos ao longo do ei

xo da viga curta com L/H=5.

A distribuigao dos pontos em cada uma das secdes

transversais da viga é dada na Figura A4.7.

2
he lTs |4+— |34_ 2
[} E
o @
© | S
in_z " |o_*_ Sj__"_ ©
~N
M~
N
(o]
3
N
~
N
'JFB “IJ & 5 °
b
° |5
=] -~
(o]
4 3 2 !
£
6,051 0,051
0,129 0,129 !
Oj%m 0,15m
Figura A4.7 - Distribuicao dos pontos na secao da vi-

ga curta,
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