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RESUMPO

O objetivo deste trabalho € a analise de
problemas lineares de conducao de calor em materiais ‘:aniso-
trOpicos e ou heterogeneos, sob regime transiente, atraves
de dominios bidimensionais com qualquer tipo de geometria ou
dominios tridimensionais axisimétricos. As condigoes de con-
torno e a geracao interna de calor admitidas sdao constantes
com o tempo. A resolugao do problema & obtida por analise mo
dal e o método numérico utilizado & a técnica de elementos
finitos segundo a formulacao de Galerkin. Opcionalmente pode
ser acionado um método de resolucdao reduzido, denominado. Mé
todo Economizador de Stoker, que permite uma diminuigao nos
custos de processamento do programa. |
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ABSTRACT

The object of this papper is the unsteady
linear heat conduction analysis throught anisotropic and/or
heterogeneous matter, in either two-dimensional fields with
any kind of geometry or three - dimensional fields with axial
symmetry. The _boundary conditions and the internal heat
generation are supposed time - independent. The solution is
obtained by modal analysis employing the finite element
method under Galerkin formulation. Optionally, it can be
used with a reduced resolution method called Stoker
Economizing Method wich allows a decrease on the program

processing costs.
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1 - INTRODUCHO

Sabe-se que em estruturas termicamente carrega-
das e possivél muitas vezes desacoplar as equacOes termo-elésticas
daquelas que descrevem a distribuigao de temperatura. Assim, & de-
sejavel resolver o problema de transmissdo de calor e usar os va-
1ores das temperaturasﬂfesultantes para determinar os campos de
tensao e deformagao da estrutura. | Desse modo, propoe-se aqui um
programa numé;ico capaz de equacionar problemas liheares de condu-
cao de calor através de materiais anisotropicos em dominios bidi-
mensionais, sejam superficies de contorno qualquer ou solidos axi-
simétricos, em regime transiente ou permanente, submetidos a con-
digOes de carregamento térmico constantes com o tempo, admitindo

ainda a existencia de fontes. internas de gerac3o de calor.. Tais

- L - . - , k3 :
condigoes se classificam em dois grupos basicos :

1. Condigbes de contorno especificadas (condigbes de Dirichlet) -

temperaturas especificadas no contorno .

2. Condigbes de contorno naturais (condigGes de Cauchy) =
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2.1. fluxo de calor especificado no contorno e/ou condi-
-~ '3 . . * - Id o
cO0es adiabaticas especificadas através de isolamento térmico ou

pela existéncia de planos de simetria (fluxo nulo) ;

2.2. convecgao especificada no contorno .

Visando o maximo aproveitamento do sistema de
resolug@o numérica proposto, foi prevista a possibilidade de equa-
cionar problemas de condugao de calor nao lineares em regime per-
manente atraves de materiais de condutividade térmica variavel com

a temperatura .

Foi utilizado como técnica de resolucdo o método
dos elementos finitos, a fim de manter a uniformidade do conjunto
a gue pertence este trabalho. Trata-sé do sistema de calculo es=-
trutural desenvolvido pelo Grupo de Analise Qe Tensdes do Depar-
tamento de Engenharia Mecanica da UFSC para o estudo do comporta-
mento dos vasos de pressao de reatores nucleares, particularmente
durante as operagdbes de inicio e término de funcionamento. Este
trabalho &€ uma de suas etapas preliminares e tem comq objetivo
central a analise dos longos transientes térmicos que se estabe-

lecem nestas ocasioes .
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0 método dos elementos finitos surgiu ha cerca de
vinte anos nos ceniros de pesquisa nqrte-americanos; derivado dos
métodos matricizis de analise estrutural. O desenvolvimento de
computadores digitais com grande velocidade de processamento es-
tendeu sua aplicac3o aos problemas que envolvem analise de campos

o . . [4 . ‘ » .
ou do continuum, seja em engenharia, fisica ou matematica..

Esta modalidade de calculc oferece uma variedade
grande de opgGes tanto para a formulac@o quanto para a resolugao
doe problema, sendo importante gque se defina precisamente o objeti=-
vo a ser alcangado, ja que este sera a norma que ird orientar a

selegao dos recursos gue serao empregados .
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2 - PESQUISA BIBLIOGRAFICA

A resolugao do sistema matricial de equagbes di-
ferenciais de um problema fisico, formulado por elementos finitos,
requer normalmente um trabalho consideravel de andlise e processa-
mento de dados. Desta forma, a pesquisa bibliografica orientou-se
na diregao dos metodos de resolucgao que, para o p;oblema especifi-
co, rednam de forma equilibrada eficiéncia, custos aceitaveis e

facilidade de processamento .

s . 'y £ . ~
Existem dols enfoques possiveils para a resolugao

da equagao matricial obtida por elementos: finitos :

1°, TIntegrac3o direta da equagao através de procedimentos
numéricos iterativos do tipo "step=-by-step". Dentre estes sao
tidos como mais importantes o método das diferencas centrais, o
de Houbolt, o de Wilson e ainda o de Newmark, todos apresentados

por Bathe e Wilson (Ref. 8) .
2¢, Analise modal do transiente térmico .

A resolugao do transiente térmico obtida atraves
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de analise modal elimina as caracteristicas indesejaveis dos meto-
dos iterativos, suprimindo os errds acumulados e oferecendo a pos=-
sibilidade de se obter o transiente para qualquer tempo, sem ne=-
cessitar o calculo dos instantes intermediarios. entre a origem e o
instante desejado, ‘sendo vantajosa para gradientes extensos. Por
outro lado, a-detenminagéo'da temperatura nos instantes iniciais
do transiente, para o mesmo nivel de precisBo obtido em periodos
maiores, exige malhas mais refinadas (maior nimero de autovalores)
encarecendo assim o processo. Para tais faixas de tempo o processo
iterativo é mais econdmico dentro da mesma precis@o (Ref., 8) .
Considerando-se que a grande limitag@o ao emprego
dos elementos finitos é sua tendéncia a altos custos operacionais,
mesmo nos casos mais simples onde nao sao exigidas malhas refina=-
das, fica evidente a necessidade de metodos de resolugio por ana-
lise modal capazes:zde proporcionar resultados suficientemente pré-
‘cisos a custos aceitaveis. Estes métodos t&m maiorr utilidade nos
problemas em que o analista possua informagdes bara identificar
com certeza os pontos da malha onde existam nos com graus de li-
berdade supérfluos ao longo de todo o transiente e que possamser

s e ' /4 .«
suprimidos sem causar perda sensivel na precisao dos resultados .
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Esta eliminag@o seletiva de ndos tem como objetivo a redugao de

custos pela redugao da ordem matricial do problema .

0 processo economizador mais difundido e de me-
nor eficacia e o chamado "CondEnségﬁo Estatica® por Bathe e
Wilson (Ref. 8) ou "Condensag@ao" por Huebner (Ref. 7), no qual é
diminuida a ordem das matrizes por eliminag3o gaussiana dos nds
que podem ser desconsiderados de modo a nao comprometer as condi-
goes de compatibilidade da fung@3o interpoladora usada. Estes nas
sdo sempre internos ao elemento., Esta técnica pode ser aplicada a
elementos sem nos internos desde que se crie, por aglutinagao, um
novo eiemento no qual existam nds internos que possam ser elimi-

nados .

Outra opgao € o procedimento de Gallagher e
mallet (Ref. 2) que opera a redugao de ofdem da equagao matricial

do problema em trés etapas distintas :

1¢, A malha nodal resultante da discretizagzo do dominio
de soluc3o € estruturada em varios subdominios. Isto & feito com
base no julgamentb prévio do possivel comportamento fisico do

problema, O analista divide o dominio em regides de comportamento
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térmico semelhante e as subdivisBes ou sub-estruturas formadas
trabalhar3o como se fossem super-elementos na nova configuragao

estabelecida .

29, Os graus de liberdade supérfluos de cada sub-estrutura

~ ° - ’ ~ L4 .
sao suprimidos atraves de condensagao estatica ,

3e., £ efetuada uma redugdo adicional na ordem da eguago
matricial baseada na analise modal do transiente térmico. Esta
etapa e denominada "Sintese Nodal" e se fundamenta nas obras de

Hurty (Ref. 4), Craig e Bampton (Ref. 5) .

A proposta selecionada como a mais adequada para
lser utilizada neste trabalho foi a de Stoker: (Ref. 1), apresenta-
da no Capitulo 4, Influiram na escolha sua simplicidade operacio-
nal e maior facilidade de programagao se comparada ao método de

Gallagher e Mallet .
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3 - FORMULACAC POR ELEMENTDS FINITOS DO PROBLEMA DE CONDUGCAD DE

CALOR

3.1 - INTRODUGAO

A resolucdo de um problema fisico por elementos
finitos apresenta como primeira etapa a escolha da formulagao

- . ° . ~ £ .
mais conveniente, existindo quatro opgoes possiveis :

12, Formulacao direta ou fisica - possui mais valor his-
térico do que pratico, tendo sido usada no infcio da pesquisa conm
elementos finitos. .Faz uso do conjunto de equagdes fisicas do

‘sistema considerado e, devido a sua simplicidade, & muito (til

como introdugao ao estudo dos elementos finitos .

29f Formulagao variacional - baseada no calculo variacio-
nal, e utilizéda extremizando ou tornando estacionarioc um dado
funcional ou sistema de funcionazis, Tem como limitag3o pratica a
exigéncia de um funcional desenvolvido para o tipo especifico de

problema em estudo .



27

3¢, metodo dos fesiduos ponderados ou de Galerkin -
baseadb nas equagBes.diferenciaiS? que governam o sistema, nEo
necessita de qualquer tipo de principio variacional para sua a=-
plicagao, servindo tanto a sistemas lineares como a nao lineares.

-~ ° ” - -
£ a formulagao mais versatil entre as existentes .

42, Formulagao do balango energético = como o processo
anterior, n3ao incide em principios variacionais,. Baseia-se no
sistema de equagbes obtido do balango energetico e/ou mecanico do
sistema, sendo adequada aos casos em que a representagao por
equagbes diferenciais torna-se problemética, como a;ontece nos

sistemas termo-mecanicos ..

Os problémas de condugao de calor em regime es-
tacionario admitem enfoque variacional, pois s3o descritos atra-
vés de equagbes diferenciais elipticas para as quais existem fun-
cionais ja estabelecidos., Entretanto o caso transiente & expresso
por equagdoes diferenciais parabolicas para as quais n3o existem

funcionais desenvolvidos, Deste modo a formulagao de Galerkin

torna-se uma imposig3o ao problema agqui analisado .
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3.2 - EQUACUDES DIFERENCIAIS DO PROBLEMA

A analise dos fenomenos de transferéncia de ca-
lor & toda desenvolvida a partir da equagioc da conservacio da

energia térmica que sob notag3o difefencial toma a forma
daT > 1
p Cp T + 99 =Q ( )

Particularizando a equagido basica (1) para o
problema de condugdo térmica em solidos heterogéneos e isotropi-

cos obtem-se

"aT
P dt

oC = v.(KVT) + Q - (2)

A equagdo (2) aplicada a um dominio bidimensio-
nal descrito por coordenadas cartesianas fornece a equagao do

problema proposto ( eq. 3 ) .
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aT .
) + 3y (Ky —3§-) + 0 (3)

3T _ 3

3T
PCp 3t~ T ox

(Kx

Como ja foi mencionado na Introdugd3o, o sistema
de programas desenvolvido resolve duas situagbes basicas da

equagao (3) :

[ - * . [4 -
1?, Regime transiente onde a condutividade térmica é so=
mente fungdo do espago, caracterizando um problema linear de con-

ducao de calor ,

] : . - ’»
2, Regime permanente onde a condutividade termica & fun-
gao de temperatura, caracterizando um problema nao linear de con-

‘dugao de calor .,

s~ [ 4 . ~
As condigoes de contorno do dominio de solugao

D, (Fig. 1) possiveis para o problema linear szo :

l., Temperatura T especificada sobre "a regido c) do

contorno ¢

(4)

T = T(x,y) sobre c, e t>0

2. Fluxo de calor q especificado sobre a regiao cp do
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V

n
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<
0
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Bx

FIGURA l. Dominio bidimensional 02 . ciU c2U Cz = C .

2
T

FIG. 2. Dominio tridimensional axissimétrico.Ds_. slU szﬂ Sa= S

(Seccao reta)



contorno cC .

9T T

RKx 5% Px * Ky =53~ 0y + @ =0 sobrec, e t0 (5)

3. Trocas térmicas por convecg2o, especificadas sobre a

regiao cg3 do contorno c para um coeficiente de transmiss3@o de

calor por convecgao h e uma temperatura ambiente T, o

T 3T ~ _
Kx 3% "x + Ky 5y~ By * h(FT = TJ) =0 sobrec, e t>0 (s8)
. As variaveis K, , K, representam a condutivida-

X? Uy

. 4 Py ’ . ’ ~ °
de termica segundo os eixos X, y' e n,, ny sao 0s cossenos di-

I 4 o ~
retores da normal N ao contorno ¢ do dominio de solugao Dy

A condigdo inicial do transiente sobre o dominie

de splugdo Dy para t =0 e T = Tolx,y) «

De maneira analoga, para o dominio tridimensio-
nal axissimétrico D3 delimitado pelo contorno s (Fig. 2), a

equagao da condug@o do calor em regime transiente assume, segundo



o desenvolvimento do Apéndice 1, a forma

oT

) 5'1') 3
32

5 (Kr T + (K, r a T

9t

) + rQ = rpCy

admitindo como condigoes de contorno :

I, Temperatura T especificada sobre a regizo
contorno s

T = T(r,z) sobre s e t>0

1

2, Fluxo de calor gq especificado sobre a regiao

contorno s .

aT ' 3T :
Kr x 57 0, t K, r 5z D, T @ =0 sobre s, e t>0

¥

32

(7)

Sl do

(8)

5'2 do

(9)

rd . ~ « e
3. Trocas termicas: por convecgao especificadas sobre a

regiis s; do contorno s para um coeficiente de transmiss3o de

R ~ v -
calor por convecgao h e uma temperatura ambiente T, o
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Ky r'g ‘i‘-’nr-s-Kz r%‘%“z*rﬁ(T‘Tw) =0 sobre s3 e t>0 (10)

K

, Trepresentam a condutivida-

As varidveis K,

4 . . : ~ °
de termica segundo os elxos r, Z e nr, N; sao O0S cOossenos di-

. . [ 4 - ~
retores da normal N ao contorno s do dominio de solucao 03 .

A condic@o inicial do transiente sobre o dominio

de solugdo Dgz para t =0 e T = To(r,z) .

3.3 - ELEMENTOS E FUNCOES INTERPOLADORAS EMPREGADOS

A qualidade da analise numérica efetuada péla
tecnica dos elementos finitos & em grande parte dependente do ti-
po dé elemento -bem como das fungtes interpoladoras selecionados .
Entretanto, a aplicac@o recente deste método a termotécnica ainda

nao criou respaldo para a utilizacdo de solugbes mais elaboradas.

Neste trabalho foram empregados elementos
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triangulares com fungtes de interpoiaé%o lineares, o que represen-
ta a escolha mais simples possivel para um problema bidimensional.
Criam-se assim condigoOes de c0mparag59 para pesquisas posteriores
onde o emprego de fungBes interpoladoras nao lineares e o uso de
elementos mais complexos possam estabelecer bases mais solidas

3 - -~ -~ - ’
pera a utilizagao economica do metodo .

’ () ~ -
As formulas e outras 1informagoes referentes as
fungﬁes interpoladoras e ao elemento selecionados aparecem no

Apendice 2 .

3.4 - FORMULACAO POR ELEMENTOS FINITOS DA EQUAGAD MATRICIAL DO

PROBLEMA

A modelagao matricial, por elementos finitos, de
problemas fisicos descritos por equagdes diferenciais parabolicas
tem como principal- meio de implementagao a técnica de Galerkin.

. ’ ‘ . ~
Esta técnica pode ser apresentada atraves de sua .aplicag3o a um
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caso generico sintetizado pela relacao

£(¢) ~g = 0 (11)

18
onde £ € um operador diferencial, ¢ & a variavel de campo de-
finida sobre o dominio de solugdo e g € fungao de variaveis

independentes .

A formulagao da equagao matricial db problema
através do metodo de Galerkin supde inicialmente que seja valida
a substituic@o da solugBo exata ¢ a ser calculada por uma certa

solucdo aproximada § definida pela relagdo (12) ,
6= T (Ng ¢5) (12)

B » -~ 3 .

onde Nj e a fungao interpoladora, ¢; representa o valor da
'3 . . - - - - 14

variavel independente no ponto i do dominio e m € o nimero de

pontos usados na discretizagdo do dominio de solugdo .

-~

Sendo ¢ uma solucao aproximada,

£E($) - g # O
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ou

onde R & o erro residual decorrente do uso da solugdo aproxima-

-~

da ¢ no sistema de equagbes do problema ..

A minimizac3o do erro residual € obtida através

da relacao (13)

f{e(¢) - g)N; D = [ R.N; dD = 0 |, (13)

onde m € o nimero de pontos discretos do dominio considerado e
N; e uma fungao peso que atua no sentido de anular a express@o
(13), diminuindo em consequéncia o erro fesiﬁual. 0 método de
Galerkin se caracteriza por utilizar a fungao de interpolagao do

elemento como fungao peso minimizadora de R .

As expressoes (11), (12) e (¥3) s3o validas em
qualquers ponto ou conjunto de pontos do dominio.. Com base neste
fato particulariza-se a formulag3o de Galerkin para o fenomeno de

condugdo de calorr através: de um elemento "e" de modo que a
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equacao (12) seja dada por

m
fb)(x,y,t)_ = I Nj(x,y) Ti(e)

. » ~ * - 3
onde T(e)(x,y,t) e a solugao aproximada sobre o elemento bidi-
. ’ , ’ . ~ ~
mensional, m e o numerc de nos do elemento, Nj sao as fungoes
interpoladoras usadas na definig3o do elemento e Tj & o ualor

’»
da temperatura em cada um dos m nos do elemento .

Sob notagao matricial tem-se

.1(6) (x Yy it) = (N)(e) {T}(e) (14)

onde (N)(e) sao as fungoes interpoladoras definidas sobre o
elemento genérico (e) e {7 }(e) sao as temperaturas nodais do

elemento (e) .
A equacao (13) para um elemento (e) serd

[ ey - ¢)) I\f‘;) ae) = o , (15)

p @)

i=1, 2, soeg M .
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A solugdo para todo o dominio & obtida pelo so-
matorio das solugoes para cada um dos elementos: componentes da

malha .

T(x,y,t) = fb)(x,y,t) ’

W ™3

4
com N = numero total de elementos .

Prosseguindo, substitui-se em (I5) a equagdo di-

ferencial do problema (eq. 3) definida para um elemento, obtendo

fe) 3® 21®) ¢
2L 2 320 w9 aeqy

=0 (16)

A equagao (16) deduzida para um elemento interno
do dominio, n3o considera os fendmenos térmicos tipicos do con=-
torno como fluxos de calor por convecgao ou fluxos especificadbs
de calor trocados com o meio ambiente., Para incluir ds efeitos
do contorno na eqpagéo‘(ls) é suficiente desdobra-la através do

teorema de Green, conforme o Apéndice 3, chegando-se a equagao
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(17), com um termo referente ao fluxo total de calor que passa
pelas fronteiras: do dominio, seja por convecgdo seja por fluxo

especificado, Este termo & representado por uma integral de linha

sobre o contorno ..

2 7)o 27®) aNj a7
- K em———— — -
i(i)( xox Tax T KyTay ey ) %xdy I[)(é)p °p Ni 5 9y *

ol ' . (e)
+(£) ®x 3% Dx * Ky == nyIN; dc(z) +D(£)j Nj Q7'd,dy =0 (17)

i; = 1’ 2-', eoey m
sendo ca(e) o segmento do contorno ¢, (Fig. 1), definido

por um elemento (e) conforme a Fig. 3 .

FITGURA 3. cgf): trecho do centorno C4 correspondente a um

unico EIEmentor cd = czu c3 o
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As condigoes de contorno qde se deseja incluir
sbo apresentadas pelas equagoes (5) e (6), gque podem ser agrupa=-

» . ~
das em uma unica relagao sob-a forma

e) ' e) -
B'I( B'I( - _q(E) - h( ,I(e)_ Tw) (18)

Finalmente, substituindo~-se o integrando da in-
tegral de linha da equagao (17) pelo segundo membre da igualdade
(18), introduz-se na equagao (17) as condigEeS‘que atuam no con=-
torno c¢4 . Reescrevendo a equaggo (17) com esta modificagao e

substituindo T(e) conforme a relagao (14), chega-se a

8 x

: aN @) ;mye) ONi AN (), ) 9Ni
/! )_( Ky (=) (T} +_ Ky(-——ay AT} '—a-§—)dxdy +

-If)(f N OF d, +§ v, + A OOy, - Brenpae +
e) @) €4

*Il e cp(N)(e){ ¥®)n; day = 0 , (19)

)
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A expressao obtida admite ainda uma notag3o mais
compactada se colocada totalmente sob forma matricial., Para isto

~ L4 . - . "
sao necessarias as seguintes deflinigoes :

1 - matriz influencia para a condutividade térmica no

elemento
(e) -
(Ky) = | [Kkij]
onde
: IN: oN - ON. IN .
.. = 1 ] 1 ] .
Kiei ; f{_)(Kx x 3 x v & Ty Ty 4&dy (20)

2 ‘= Watriz influencia para a condutancia térmica no

elemento

) -
(Kc)e S [Kciil

onde

Keijj = ffoc NyN.dd (21)
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3 - matriz influéncia para convecgas no contorno do

elemento

(ﬁ)@) - {ﬁij]

onde

f=

ij = [ hN; Ny der | (22)

d)

4 - fatriz i#nfluéncia para temperaturas ambientes nos

trechos do elemento onde ocorre transmiss3o de calor por convec-

cao
onde
Ty = f h Teo Ni d (e) (23)
&) =3 |
3
S - matriz influéncia parea a geracao interna de calor no
elemento
()® . {Qi}
onde

Q; = [[ QNj ddy ~ » (24)
e
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6 - Matriz influéncia para fluxo de calor especificado no

contorno do elemento
{qu) - {qé}

onde

(25)

Substituindo as relagtes (20) a (25) na equagZo

(12) chega-se a

(Kk)(e) {T}(e)_ {Q}(e)-l' {q}(e)+ (ﬁ)(e) {T}(e)+

( (@ daT
{Tm}e)"‘ (Kc)e) {a__t_}e) =
Fazendo

(A®= - ®)® ,

(8®= &)+ @)

(O®= (qf®- (0 - (T,

(e) ()

estendendo a validade de (A) , (B)

(26)

a todo
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o dominio de solugdo, de modo que

n . ,
(A) = =z (a)®) (matriz condutancia termica)
e=1
n . . . '] ’
(B) = % (B)@) - (matriz condutividade termica)
e=1
n » .
{cy = T {cfb) (vetor carga térmica)
e=1

e considerando ainda que

. .
(T} = s {be) (vetor temperatura)
e=1
- n . n
{T} = I {Tﬁb) = I {%%#?) (vetor derivada pri-
. e=1 e=1

meira da temperatura em relagao ao tempo) ,
reescreve~se a relagao (26) sob a forma
(a) {T} + (B) {T} + {c} = {0} (27)

que resume a equagao matricial do problema analisado ,
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’ . . . -
Convem ressaltar que a matriz (B) apesar de
referenciada como "matriz condutividade térmica" engloba fenome=-

nos de condugao e convecgao .

A resolugao das integrais (20) a (25) encontra-
se no Apendice 4 e a apresentagdo do caso tridimensional axissi-
métrico, por ser uma pequena variagao do desenvolvimento feito

para o caso bidimensienal, encontra-se no Apendice 5 .
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4 - RESOLUCAOC

4.1 - RESOLUGCAO DE UM TRANSIENTE TERMICO POR ANALISE mMODAL

Para solucionar um sistema.de equagdes diferen=-

s _ o 3 s = 20 . . . ?
ciais lineares na forma matricial por analise modal, & desejavel
o desacoplamento do conjunto de equagtes do sistema de maneira a

possibilitar seu manuseio individual .

o processo desacoplador usado por  Stoker

(Ref. 1) baseado na pre-multiplicag3o da equagao matricial (27)

pela matriz condutividade termica invertida (8j! , cria a neces-

sidade de um meétodo computaciomal que calcule autova;ores e aufo-

vetores em matriieS* n3o simetricas, Tais-recursos s3o0 complexos
e caros .

A soluc3o adotada foi a utilizag3o do método proposto

pelo Prof. Domingos Boechat Alves (Ref. 10) capaz de desacoplar o

sistema matricial de equagdes do problema e determinar seus
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autovalores e autovetores através do conjunto de subrotinas CLVT,
DPCHOL e DEIGEN. O sistema & desacoplado sem que suas matrizes
~percam a simetria, através da decomposig@o da matriz condutivi-
dade térmica (B pela técnica. conhecida como  "Redug3o de
Cholesky", seguida de duas transformagseé de coordenadas que se

encontram detalhadas no decorrer deste capitulo .

A reduc3o de Cholesky (Ref. 10) & uma técnica
para. o calculo da matriz triangular inferior e n3o singular (R)
com rj; = 0 , Mi<j , efetuada pela subrotina DPCHOL, tal que

(R) seja capaz de tornar verdadeira a igualdade

® = (® ®°" (28)

Substituindo a relagZo (28) na equagdo (27)

chega~se a

(&) {T} + (R) R (T} + {c} = {0} (29)

A primeira transformag@o de coordenadas do sise

tema se baseia no fato de que sendo (R) uma matriz n3o singular,
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existira sempre um vetor {S} que como o veter temperatura {F}

sera func3o do tempo e

(R) (T} = (s} (30)

Explicitando o vetor temperatura e sua derivada

em fungao do tempo na forma

t-l
{T} ((R) ) ({s} (31)

(T} (R)H) " H(8) (32)

obtém-se a transformagdo de coordenadas conveniente gque, substi-

tuida na equagio (29), resulta na forma

(A)((R)t)-l{é} + (R){S} + {Cc} = {0} (33)

A nova configuragao da equagao matricial do sis-

tema, se pré-multiplicada pela matriz (R)™ 1, estarad desacoplada a

menos de seu termo em {S} , ja que em (34) o vetor incognita{ S}
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esfé multiplicado pela matriz unitaria () e o vetor carga tér-

mica {C} & conhecido .

® 7@ (RY ) + (@is) + @ e = (o) (34)
Fazendo
®-l@ !t = ()

obtem-se a forma mais compacta
(D){S} + (D)(S) + (R)"LC) = (0} (35)

£ importante salientar que a transformagao im-
plementada manteve a simetria das matrizes do sistema, ja que (D)

. . » .. .
sera uma matriz simetrica sempre que (A) assim o for ,

A segunda transformagao de coordenadas do siste-
ma, obtida atraveés da analise modal, completa o desacoplamento e

~ -« B - .
segue a sequencia de operagoes descrita abaixo .

Supoe-se que o vetor {5} , representativo da
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. . ) . £
temperatura no novo sistema de coordenadas, possa ser substituildo

pela combinag@o linear:

{s} = (V) {2} (36)

onde a matriz (V) representa o conjunto de autovetores da ma-
triz (D) e o vetor- {Z} e um multiplicador fung3o do tempo, de

modo gqgue

4S} = ) (2 (37)

A determinagac dos autovetores (V) e dos auto-
valores {)} da matriz (D) é efetﬁada pelas subrotinass CLVT e
DEIGEN, constituindo a parte mais exﬁensa e importante de todq o
processo de'vresolugéo por computador do sistema matricial de e~

quacoes .

Substituindo as relagtes (36) e (37) na equacdo
(35) e prée-multiplicando a igualdade assim formada pela matriz de

autovetores invertida (V¥ )_lchega-se_h relagao
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W I Wizl + @iz} + M@ e = {0 (38)

Os autovalores ()} e autovetores (y) da ma=-
triz condutancia termica (D) s3o por definig3o0 o vetor e a

matriz capazes de satisfazer a igualdade

() - MW ) {2y = (0} (39)

onde

Ay = (@

Evidentemente, a solug3o trivial para a equagao

(33) n3o tem valor pratico, restando
a) = (V) "(dywW (40)
A relacdo (40) substituida na equag3o (38) for-

nece o sistema matricial de equagdoes diferenciais lineares desg-

coplado, ja que ()) & uma matriz diagonal .
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() {z} + (D){z} + {F} = {0} (41)

.onde

F} = M It

(R) “{C}
0 sistema matricial desacoplado de T equagdes

diferenciais lineares; representadoc pela equacac (41), pode ser

melhor visuyalizado em sus forma desdobrada

- - 7 - -1 (.0 () )
A o ... 0 rﬁl 1 0 ...0 z, fl 0
o o a2z o o 1= £- 0
— ' E_ - r4 . - \ rJ' A r L J
onde cada equagao
: zj £y

sera resolvida individualmente através de integrac3o direta se-

gundo a relag3do (42) (Ref. 13) ,
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t T t

z, =[(cI+ j - —% exp(] %%) dr) exp(~- J %E) (42)
o 0

| dd

o

sendo CI a constante de integragao .

Admitindo-se apenas. condigoes de contorno cons-
tantes com o tempo, _ﬁs termos f; do vetor carga termica também
serao constantes: com o tempo. Este fato somadovb nao variagao dos
autovalores ); durante o transiente, torna possivel a simplifi-

cacao da relagao (42) desenvolvida no Apéndice 6, que leva a nova

forma

:_)) + £;( exp(- t;.) - 1)

1 1

z; = CI ( exp(-

Uma vez obtidos todos os T componentes do ve-
tor solugdo {Z} s3o necessarias duas mudangas de coordenadas
para que se retorne ao sistema original. Pela combinagéo»das
transformagoes (30) e (36) chega-se a relagd3o que soluciona o

problema

(= (b tmie (43)



54&

&.2 - METODO ECONOMIZADOR : ANALISE MODAL APROXIMADA ATRAUfS DE

MATRIZES REDUZIDAS

0 método economizador de Stoken;(Reﬁ. 1) supde
gue o regime transiente possa ser obtido, de forma aproximada,
através de uma combinacio linear de temperaturas estacionarias
resultantes da aplicagao de forgas térmicas unitarias a um sub-
conjunto de nos pequenc em relagao a malha total, A maneira dife-
renciada com que cada um destes subconjuntos nodais reage a mesma
excitagd@o padrao, funciona como peso multiplicador na combinagao

° - - ’
linear gque simula o transiente termico .

o ’ - - -~
0_processo economizador e baseado na divisao dos

nos da malha em trés grupos mutuamente exclusivos. :

1. NOos com temperaturas especificadas .

- o Ao 3 -~
2. Nos "mestres", pertencentes as regioes onde a variagao
. L4 - s ~
de temperatura se processara mals rapldamente e/ou onde ocorrerao
- - »
os gradientes mais acentuados, bem como todos os nos que tenham

fluxo de calor q # 0, geragao interna- @ ou trocas: de calor
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por convecgao especificados, Estes h0os e as grandezas a eles re-

lacionadas. s3ao identificados pelo sub-indice 1 .

' d - . ~ -
3. Nos "secundarios", que sao os  demails nos da malha,

identificados pelo sub-indice 2 .

~ . rd -
A selegao correta dos nos mestres & vital na
e ~ ’ . I 4 Py .
aplicagaoc do metodo economizador, £ possivel esquematizar os tie-

pos de nos que devem ser considerados mestres da seguinte forma:

1, Nbs situados no contorno do dominio com condig3o de

isolamento termico prescrita ;

Id . L4
2., Qualquer no da malha por onde ocorrera entrada ou sai-

da de calor do sistema considerado ;

3, Nos situados nas regides da malha onde se supde que se

A

estabelecerao os gradientes mais pronunciados: ;
’ ° - ~
4, Nos situados nas regioes da malha onde se supoe que as

- ~ ‘ , -~ - (4 -
variagoes de temperatura serao mais rapidas .

» s [ 4 Py . .
Os nos incluldos nas duas primeiras categorias
sao de determinagZo exata, o mesmo nao acontecendo com os nos dos

[ 4 . - o N . [ .
itens 3 e 4, selecionadns com base na experiencia do usuario .
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A medida que os gradiéntes.sﬁ acentuam ou que a
temperatura variarmais rapidamente, aumenta o numero minimo de
nos necessarios para rep;oduiir numericamente o fenomeno com fi-
delidade. A definig@o deste nimero 'minimo de nds, apenas o uso

, |
continuo do método pode oferecer .

0 sistema economizador pode ser empregado com
~ o A Y - [4 .
vantagem mesmo nao havendo experiencia anterior do usuario, desde
» . ’ . Y . .
que o numero de nos desconsiderados (secundarios) seja mantido a

£ :
Nl1vels Seqguros .,

Todo o processamento numérico e feito apenas pa-
ra os nos mestres, o que reduz a ordem das matrizes a serenm
computadas. Depois de resolvido o sistema para os pontos selecio-
nados como mestres, sao calculadasras temperaturas: para os_nés
secundarios atraveés da ‘relacdo (50). Este procedimento evita o
calculo de autovalores e autovetores para as matrizes representa-

tivas. da malha completa .

0 tratamento matematico dado pelo método econo-
mizador ao problema se 1inicia com o particionamento da matrdiz

condutividade térmica (B) e do vetor temperatura {T} em termos
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4
de nbs mestres e secundarios: ma.forma

(B11) 2 B |- {1}
(B) = |ecene o, {T}y =¢....% .
(B21) : (B22) | 1T

-~ [ 4 . . ~ . .
Supoe-se possivel a simulag3o do transiente ter-
mico baseada na resolugao do problema permanente originado pela
: ~ 14 * e 22 . ’
aplicacao de forgas termicas unitarias ao conjunto de nos mestres

e representado por

(B11) : G| |1 (1) |
.o..o.: ooooooooooo = * s e ) (44)
(By1) ¢ (Byy)| |9, (0)
: - (1)
onde a matriz (J) representa:as temperaturas estaticas e ...

(0);

rd rd - . . o . . - » X
e a carga termica unitaria aplicada somente aos nos mestres .

Da relacao (44) obtém-se as igualdades

(By)Wyy) + (Bp)(3,) = (1) (45)

(B, ) (@,)) + (By) (3, = (0) (45)
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Tsolando na expressao (46) o valor de ( Jy)

v -1
= - (8, (B, | (47)

e substituindo-o na -equag3o (45) chega-se a

-1 _ _ -1 ..
(3300 7 = By = (B (By,) "(By)) (48)

As relagoes (47) e (48) demonstram a possibili-
dade de obteng3o das temperaturas estaticas (J) a partir das

grandezas fisicas sempre conhecidas da matriz condutividade ter-

mica B) .

Sendo objetivo do desenvolvimento a obteng@o do
vetor de temperaturas transientes {T} através de c0mbinagaes
Iineares de temperaturas estéticas:(J), propoe-se a relacgao (49)
na gual o vetor {M} representa as constantes de proporcionalidade

entre {T} e (J) ;

Ty = (@) | (49)
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particionando (49)

(2)) @,
ceee = eeces { M}
{TZ} (321)

é possivel isolar o valor do vetor { Ty}

-1
{TZ} = (JZI)(JII) {Tl} (SU)'

AR igualdade (50) pode ser montada na seguinte

forma

{Tl‘}_ (1)
U R ceees | AT} (51)

{r,} [JZl)[Ju]‘l

A relagao entre as temperaturas mestres e secun-
darias, se utilizada sob a forma (51), torna possivel a obtengdo
das- equacoes do problema em fungao apenas das temperaturas. prin-

cipais (T3} .

Substituindo o vetor (T} pela relagao (51) na
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equacao geral do problema (eq. 27), chega-se a

(B) feveenennn SRS D IR ¢:) I PPN .o| (T} )} =(0}  (52)

A equacdo (52) apresenta, em relagdo a equagao
(27), a perda de simetria das matrizes multiplicadoras dos veto-
res {%} e {T} . Como & salientado no item 4,1, a simétria de
tais matrizes e muito importante para a resolugao do sistema., Vi-
sando restaurar a simetria perdida, € utilizada a propriedade das

matrizes simetricas pela qual

(1) = @)

Prée-multiplicando- a equagdo (52) por

obtém-se, sem perda de generalidade, a forma simetrica (53) para

a equagao geral do problema .



L(I)é(Jlg'l (312):| () |

+ EUg(Ju)-l(Jlg)(B) N Kt

e

+ EI)E(JH)-I(J@\ {(c} = {0}
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(53)

Adotando uma notagao mais compacta, reescreve-se

a igualdade (53) como

(AT} + (BO(T;} + {C} = {0}

(54)

onde o sub-indice r simboliza a redug®o realizada ao se obter a

~ L4 .
equagao em termos apenas dos nos mestres ,

ST |
@A) = |@IEJIE ) [@) [ceeenitnnn.
CPR I
.. e e ] @ ]
B) =@ (le-)J B) |.cevvn-. i
| (3,909

(55)

(56)
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) = [(1)§(311>“1(J12)] ) | (s7)

A expressao (56) pode ser reduzida algebrica-

mente a

®) = @7}

conforme se demonstra no Apéendice 8 .

0 método economizador proposto neste trabalho e
sintetizado pela equagao (54), que tem sua resolugao apresentada

no item 4.1 .
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5 - PROGRAMAS UTILIZADOS

5.1 - GENERALIDADES

0 método de calculo apresentado neste trabalho
s0 tem sua implementacao poss{vel atraves de computadores eletrd-
nicos de médio ou grande porte. S&o usados dois programas: basicos
que sintetizam a aplicagdo da tecnica dos elementos finitos,
escritoé em FORTRAN-IV e processados no 1BmM/360 da UFSC e no

Burrougs B-6700 da UnB. O programa DINAMICO trata dos problemas
de condugao de calor transientes e o programa ESTATICO dos pro=

blemas de condugdo de calor em regime permanente .

No programa DINAMICO o sistema de leitura de da-
dos, a montagem das matrizes de condutividade e de condutancia
térmica, do vetor carga térmica e a inclus3o das condigbes de
contorno foram modelados com base no programa de Huebner (Ref;?);

0 sistema de subnotinaé- responsavel pela redugdo de Cholesky e
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pela analise modal do transiente térmico (CLVT, DPCHOL e DEIGEN)
é de autoria do Prof, Domingos Boechat Alves. A subrotina CHAP,
que realiza a inversao de matrizes, & do Prof. Clovis Sperb de
Barcellos. As subrotinas MATMLT e MATVEC, que efetuam a multipli-
cacao de matrizes e de matrizes por vetores respectivamente, sao
proposicdes de B. Carnahan, H. A. Luther e J., 0. Wilkes (Ref.14).
A subrotina PARTIC, reéponsével pela particaoc das matrizes foi
desenvolvida durante a :ealizagéo do trabalho sob a orientacao do

Prof. Clovis Sperb de Barcellos .

No programa ESTATICO as subrotinas SOLVE e
SOLMIX, que resolvem um sistema de equagdes lineares por elimina-

¢30 gaussiana, s3o de autoria do Prof. J. F. Booker (Ref. 7) .

5.2 - APLICACHBES BASICAS

Existem trés tipos basicos de problemas que po-

dem ser resolvidos por este sistema :
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* ~ ’ . . s :
1. Problemas transientes de condugcao termica bidimensio-
. . . . . ’ . . L
nais ou tridimensionais axissimetricos, 1lineares, atraves de
Y . . - . [ 4 - £ .
materiais heterogeneos e anlsotroplicos, em domlnios com gqualquer

tipo de geometria ,

~ ’ . . - . 'y Py .
2. Problemas de condugao termica bidimensionais ou tridi-
o . - 'Y [ - . [4 - . .
mensionais axissimetricos, lineares, atraves de materiais hetero-
. ’ . : [ 4 .
geneos e anisotropicos, sob regime permanente, em dominios com

gualquer tipo de geometria .

3. Problermas de‘condugéo termica bidimensionais ou tridi-
mensionais axissimétricos, n3o0 lineares em decorréncia de sua
condutividade térmica variavel com a temperatura, através de ma-
teriais heterogéneos e anisotropicos, sob regime permanente, em

dominios com qualquer tipo de geometria .

0 primeiro tipo de problema & resolvido pelo
programa DINAMICO, podendo ou n3o ser usado o sistema economiza-

dor., O desenvolvimento da solugao € o apresentado no Capitulo 4 ,
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5.3 - PROGRAMA ESTATICO

0O programa ESTATICO & uma variante do proposto
por Huebner (Ref. 7), que analisa fendomenos de condug3o térmica
linear, bidimensional, sob regime permanente, com seu campo de
aplicagao ampliado de modo a resolver também problemas de condu=-

~ I d - ~e . L4 . .
gao termica n3o lineares, através de calculo iterativo .

A n3o linearidade que se pretende resolver é a in-
troduzida por  condutividade térmica variavel com a temperatura.
0 programa, cujo processo de solugao € o mesmo do caso linear,
resolve inicialmente o problema com a condutividade especificada.
pelo analista, Com o primeiro campo de temperaturas obtido s3@o
czlculadas as temperaturas médias de cada elemento através da mé-
dia aritméticé de suas temperaturas nodais., Com base na tempera-
tura média o programa‘determina a nova condutividade térmica por
interpolag@o na tabela correspondente ac material de cada elemen-

to .

0 processo iterativo €& interrompido de duas
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formas:
1 - no fim da quinta iteragao ;

2 - guando o erro relativo percentual definido pela rela-

can (58) for menor ou igual a @,005 ,

Ta - T
Ep = -2 "2 300 (58)

M-

onde T, € a temperatura calculada nz Oltima iteragds e Th

a temperatura calculada na penGltima iteracas ,

As dués condigpes de suficiencia que encerram o
processo iterativo foram arbitradas apos uma seérie de testes que
demonstraram o comportamento fortemente convergente do sistema, o
que pode ser avaliado pelo fato de o programa nao ter ido além da
quarta itefagéo em nenhum dos testes efdtuadons, funcionando sem~-
pre o critério de erro‘minimo para a interrupgao do processo ite-
rativo, apesar da severidade desta condigZ@oc que impoe erros meno=~

res ou iguais a 0,005% .
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5.4 = PRINCIPAIS LIMITACDES

A 1imitagBc comum aos programas DINAMICO e
ESTATICO é o emprego compulsorio do elemento triangular trinodal
bidimensional, o mais simples e menos eficiente dos elementos bi=

dimensionais ,

5.,4,1 - Limitagbes do programa ESTATICO

0 programa ESTATICO em sua versao atual apresen=

ta as seguintes restrigoes :

1. Sua capacidade de resolucac de problemas de conducao de
calor € restrita a n2o linearidade introduzida pela condutividade
térmica variavel com a temperatura, ndao sendo ainda aplicavel a

problemas com condicdes de contorno. que envolvam radiacZo .
2. Esta programado com tabelas de condutividade termie
ce apenas para seis materiais, numa faixa de temperatura que vai

de 709 a 1500°F, Em consequéncia, para ser aplicado a outros
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materiais que n2o sejam o ago carbono, ago austenitico desde o
18Cr-8Ni até o 25Cr-20Ni, ago alto-cromo de 12Cr a 17Cr, aco

baixo-cromo com 3% no maximo de Cr, aluminio e niguel-cromo-
ferro, sera necessaria a inclus®@o de tabelas correspondentes aos
novos materiais, | De maneira analoga, faixas de temperatura fora
do intervaelo 70°F a 1500°F ou escalas de temperatura em ou-
tros sistemas de unidades devera ser incluidas no programa se

’ -
necessarlas o

5.4,2 - LlimitacOes do programa DINAMICO

0 programa DINAMICO em sua versdo atual apresens

ta as seguintes restrigoes :

1. Pode ser aplicado apenas a problemas de condug@o de ca-
lor lineares, excluindo-se quaisgquer condigoes de contorno envol=-
o ~ . [ 4 . .« -
vendo radiagao e propriedades fisicas variaveis com a temperatura.
. . ? ~
Carregamento térmico variavel com o tempo, apesar de nao alterar
- - . I 4 -~ ..
a linearidade do problema, tambem n2o & aceito mas pode ser imple-

’ * ~ -
mentado atraves de processos de integragao mais elaborados .
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2. 0 calculo dos instantes iniciais do transiente com ra-
zoavel precis3o tende a altos custos pela exigéncia de malhas

muito refinadas .

3. A eficiéncia do processo economizador empregado e sem-

pre porporcinnzl a experigncia do analiste em formar antecipada-
s ’ . ® ’ -

mente uma ideia aproximada do provavel comportamento do transien-

. L4 -
te termico .
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6 - RESULTADOS

6.1 - INTRODUCZAD

Neste capitulo est3o expostos e analisados os
resultados obtidos com os programas ESTATICO e DINAMICO em diver-

sas situacoes de uso .

A apresenta;%o dos resultados segue sempre a
mesma sequencia, iniciando com a descrig@ao do problema, sua geo-
metria, suas constantes fisicas, a carga térmica atuante e as
condigdes de contorno existentes. A seguir €& determinada a malha
de elementos finitos usada na discretizag2o do dominio. Finalmen<
te, com base nas tabelas onde est3o condensados os resultados de
~cada caso, anslisa-se a gualidade da sclugao encontrada por com-
paragao com sclugtes analiticas ou numéricas obtidas para o mesmo

problema .

Sendo uma caracteristica do método empregado o

uso de equagoes dimensionalizadas, o aparecimento de unidades ora
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no Sistema Tnglés ora no Sistema Internacional é imposig3o das

solugbes usadas para comparagao .

6.2 - REGIME PERMANENTE

6.2.1 - Descrigao do problema

0 problema térmico permanente € originado em uma
placa retangular de espessura unitaria (Fig. 4), com comprimento
cinco vezes maior que a largura, tendo trés de seus lados isola-
dos iermicamente enquanto o lado restante & mantido a uma tempe-
ratura constantg. Supoe-se as superficies da placa totalmente
i;oladas-do meio .

A carga térmica atuante se manifesta através de
uma taxa de geracdo interna de cazlor uniformemente distribuida
pelo dominio de solugZo .

A - condutividade térmica K foi considerada va=-

riavel com a temperatura e os primeiros resultados s3o os que
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correspondem ao problema com condutividade térmica constante .
\

6.2.2 - Discretizagao do dominio

A malha usada ¢é: composta por vinte elementios
com dezoito nés. O trecho 4o contorna: com temperatura especifi-
cada & constitufdo pelos ndés 16, 17 e 18. Os demais nés do con-

torno sao mantidos sob isolamento térmico .
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Yy A
(ft)

Tie = 70°F

T17.= 70°F
>T18 = 70°F
P

(ft)

1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

FIGURA 4. Discretizagao do dominio do problema permanente,

9T(x,1) -0 3‘1‘(0,2) =0 9T(x,0) _ 0
oy r o ox ’ oy -

6.2.3 - Analise dos resultados

Os resultados numéricos obtidos pelo programa
ESTATICO® foram confrontados com a sblug%o analitica de Kirchoff
para a equagao estéticaida condﬁgéo de calor'eh sélidqs heteroge-
neos e isotropicos com condutividade térmica varidvel (Ref. 11).
Para tanto usou-se o erro percentual relativo definido pela rela-

3o (60) (ver item 6.3.3 ) .
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» ) ’ ¢ . R ’ . .
onde A e o resultado analitico e B e o resultado numerico

calculadb pelo programa ESTATITO .

As tabelas 1 e 2 apresentam respectivamente os
resultados obtidos para placas de agd'carbono submetidas a gradi-
entes-de 1500°F a 70°F e BOOOF a 70°F, causados por niveis de

geracao interna de calor de 2880 Btu/’h-ft3 e 1670 Btu/h-f‘t3 .

As tabelas 3 e 4 apresentam respectivamente os
resultados obtidos para placas de ago baixo-cromo submetidas aos
mesmos gradientes que as placas de ago carbomo, originados por

fontes de geragao internza de calor de 2093'Btu/h—ft3 e

1089 Btu/h=-ft3
0 exame dos resultados apresentados nas tabelas

1, 2, 3 e 4 leva as seguintes conclusdes :

1. A resolucdo iterativa do problema de condug3o térmica
ndo linear por elementos finitos, apresenta convergéncia muito
rapida mesmo para materiais que, como o ago earbono; snf;em as
maiores variagoes de condufividade térmica constatadas entre os
metais, para um mesmo acréscimo de temperatura .

2. O programa ESTATICO demonstrou boa precisao



considerando-se que o errc médio apresentado em relacao a solugao
anal{tica de Kirchoff oscilou entre 0,4% e 0,5% para o ago baixo=
cromo e entre 2,6% e 3,1% para o aco carbono, sob gradientes gue

abrangem desde 1500°F ateée a temperautra ambiente (70°F) .

3. Observando nas tabelas 1 e 2 os erros percentuais obti-
dos para as placas de ago carbono, sob os diferentes gradientes,
pode. se afirmar'que para gradientes nao muito acentuyados, mesmo em
materiais com coeficiente de condutividade térmica bastante va-
ridvel com a temperatura, & possivel considerar K constante e ob-
ter uma aproximac3o razoavel nos-resu;tados. £ evidente que para
materiais com K mais estavel como o aco baixo-cromo (tabelas 3 e
&) esta aproximac3o € ainda melhor, Nos casos mais simples, prine
cipalmente em problemas com gradientes curtos, e possivel consi-
dErér K coﬁstante sem incorrer em erros significativos. Entre-
tanto, a determihagéo de ﬁormas~precisas para este procedimento

necessita de um estudo mais cuidadoso ..
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mETODOS  EMPREGADOS
ELEMENTOS FINITOS ERRO PERCENTUAL
X nos KIRCHOFF | | _const. k=k (T ) k=const.| k=k(T)
0,0} 1,2,3 1500 1190 1545,5 20,67 3,03
1,0} 4,5,6 1422 1144 1466 19,55 3,09
2,0} 7,8,9 1206 10089 1242 16,33 2,99
3,0{10,11,12 887 785 914 11,50 3,04
4,0113,14,15 500 472 514 5,60 2,80
TABELA 1. TEmperaturas nodais (°F) calculadas em regime perma-

nente para uma placa de ago carbono com @

mETODOS

2880 Btu h

-1

£173,

EMPREGADOS
ELEMENTOS FINITOS ERRO PERCENTUAL
x | nos KIRCHOFF [\ _const. | k=k(T) | k=const.| k=k(T)
0,0{1,2,3 800,0 719,0 824.,9 10,13 3,11
1,0 4,5,6 766,8 692,7 7%0,1 9,66 3,04
2,0 7,8,9 €669,7 614,8 689,5 8,20 2,96
3,0110,11,12 515,4- 485,1 529,8 5,88 2,79
4,0113,14,15 312,4 303,5 320,6 2,85 2,62
Temperaturas nodais (°F) calculadas em regime perma-

TARBELA 2.

nente para uma placa de ago carbono

com

Q@ = 1670 Btu h~! £t~3,




MmETODOS  EMPREGADOS
ELEMENTOS FINITOS ERRO PERCENTUAL
X nés . | KIRCHOFF k=const. | k=k(T) k=const.] k=k(T)
0,0f 1,2,3 1500,0 1446,2 1507,3 | 3,59 0,49
1,0| 4,5,6 1440,5 1390,5 1447,0 3,47 0,45
2,0| 7,8,9 | 1263,4 1225,5 1268,9 3,0 0,44
3,0|10,11,12 972,0 950,3 976,2 2,23 0,44
14,0{13,14,15 571,9 565,2 574 ,2 1,17 @, 40

TABELA 3. Temperaturas nodais (°F) calculadas em regime permanen-

te para uma placa de ago baixo-cromo com Q = 2093 Btu h-1 ft-s‘ .
mETODOS  EMPREGADOS

ELEMENTOS FINTTOS ERRO PERCENTUAL

X nos KIRCHOFF | . const. k=k(T) k=const.| k=k(T)|
0,0| 1,2,3 800,0 786,0 803,6 1,75 0,45
1,0} 4,5,6 770,3 75%,1 773,4 1,7 0,40
2,0| 7,8,9 681,2 671,2 684,0 1,47 0,41
3,0(10,11,12 533,68 528,0 535,9° |- 1,09 0,39
4,0|13,14,15 329,4 327,6 330,6 | 0,55 0,36

TABELA 4. Temperaturas nodais (©°F) calculadas em regime permanen-

te para uma placa de ago baixo-cromo com Q = 1089 Btu Rl
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6.3 - REGIME TRANSIENTE

6.3.1 - Descricao do problema.

0 transiente analisado desenvolve-se na placa
retangular de espessura unitaria esquematizada na fig. 5, sendo a
proporgcac entre o comprimento e a largura de 5 para 2. A pega e
inicialmente isolada do‘meio e mantida a I0C0°C . O problema tem
inficio quando € removido o isolamento de um dos lados e se esta-
belece um processo convectivo com o ambiente a 0°C . Supoe-se as

superficies da placa totalmente isnladas do meio .

Os parametros fisicos de condutividade e condu-

K 'y ’ - . € e ~ -
tancia teérmicas, massa e calor especifico sao os seguintes :

o 8

Modulo de Biot: Bi = T{I: = 2

" pifusividade térmica: o = K = 1
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6.3.2 - Discretizac3o do dominio

0,4 -
3 16 ~
“ h
0,2 & v
[ 2 5 14 17/]
N T“
5 18| "V
0,0 ¢ g—f =
0,2 0,8 1,0

FIGURA 5. Discretizacio do dominio de solug3o do problema em

regime transiente 6.3. aT(:3(0’4) =0, Ezégézl =0, 3T;i;0) =0

A malha usada & composta por vinte éIementos com
dezoito nos. 0 trecho do contorno submetido 2 convecclo & consti-
tuido pelos nos 16, 17 e 18 , O isolamento térpice & mantido nos

nos 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 13 e 15 .

Foram calculadas as temperaturas para-os seguin-

L] L L] ’ ) [4 - >
tes tempos adimensionals expressos pelo modulo de Fourier :

Fo
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n
Q
-
[
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Definindo-se um comprimento ¢ =._§_ , adimens
sional, onde L € o comprimento total do dominio e x & um pon-

to generico, analisou-se o comportamento térrico da placa para os

pontos

¢ - (0,0), (0,2), (0,4), (0,6), (0,8), (1,0) .

6.3.3 - Analise dos resultados

O0s resultados numéricos obtidos pelo programa
DINAMICO foram comparados com a solugao analitica expressa pelas
cartas unidimensionais da condug3c térmica transiente para pla=

cas planas de Boelter, Cherry, Johnson e Martinelli (Ref. 12) ,

A geometria da placa bem como as condigoes de
contorno atuantes permitem a hipotese: de condugdo unidimensional
. db calor para efeito de comparagao dos resultados com a solugo

analitica .

Para a avaliagao dos resultzdos obtidos foram

usados trés tipos de erro :
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1. Erro absoluto Ea

Ea A-B , (59)

sendo A o resultado analitico e B o resultade numérico obtido

pelo programa DINAMICO em cada no .

2. Erro relativo percentual Ep :

ep = 2=F 00, (60)

R

A e B com o mesmo significade do item anterior .

3. Desvio padrac DP :

(61)

Il - ’ L) )
sendo Aj e By respectivamente os valores analiticos e numéricos
calculados para todos os Nd nos - de temperatura desconhecida, em

cada instante do transiente .

4 'Y .
Tambem foram considerados para cada instante os

valores medios dos erros absolutos e relativos
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Nd
R Eai
fa = 41— (62)
Nd
Nd
.2 Ep;
E_P = _i=1 (63)
nd

Justifica-se a diversidade de parametros. usadds
na avaliagc3o do desempenho do programa DINANICO por ter sido es~
te o primeiro teste efetivo da consisténcia do sistema de resolu=-

~ 'Y 5 . ) L4 .-
c&o por analise modal de transientes téermicos .,

Na apresentag2c dos resultados, o valor calcula-

do por elementos finitos:em cada ponto do tempo <t e do espago
£ & sempre a média aritmética das temperaturas dos trés naos que
constituem a secg3do considerada da placa, Exemplificando: para
£ = 0,4 em qualgquer tempo Fp, a temperatura langadg'né tabelXa é
a média aritmeética das temperaturas calculadas. pelo programa

DINAMICO para os n65‘1§ 8e8,

Da tabela 5, que condensa os resultados do pro-

- . -~ ! ' 4 - . -~
blema a2nalisade, sao possiveils as seguintes conclusoes
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X Fo = 1,3 Fo = 1,4
v Tefr. | El, | Ea Ep |[Tebr.| El. | Ea | Ep
0,0| 265 |260,7/4,3 |1,62 | 233 231,7|1,3 |0,56|
0,2| 254 | 254 | o | o | 225| 226 | -1 }o,44]
0,4| 241 236 5 12,07 | 215| 210 | 5 12,33
0,6/ 208 | 208 | o | o 186 | 185 | 1 10,54/
0,8]| 175 | 169 6 13,43 ] 155 | 151 | 4 2,58
1,0| 126 |123,3| 2,7 |2,14 | 112 |109,3| 2,7 |2,41
DP = 3,80 DP = 2,94
% Ep B | B
3 1,54 2,17 1,33
TABELA 5. (Continuagao)
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I. Considerando gue em nenhum instante do transiente o er=-
ro percentual médio Eb atingiu 1,6% , que o maior erro absolu-
to medio .Ea foi de 11:1,59°C num gradiente de aproximadamente
930°C, pode se concluir que o sistema de cédlculo montado & con-

£l - - » -
sistente e apresenta boa precisao numerica .

2. Como eré esperado, os erros nac apresentaram tendéncia
a crescer com o desenvolvimento do transiente, Atingiu-se assim
um dos objetivos propostos due € um metodo apropriado para o cal~
culo de transientes prolongados sem o inconveniente acimulo de

» . 5 *
erros apresentado pelos metodos iterativos .

3. Tendéncia a erros maiores nos instantes iniciais do
® ’ . s ° A s ‘ [4 - -~
transiente, comprovando a deficliencia caracteristica da resolugao

por analise modal ,

6.4 - REGIME TRANSIENTE ATRAVES DO mETODO ECONOMIZADOR

6.4.1 - Descrigdo do problema
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0 transiente a ser calculado se origina em uma
placa de magnésio quadrada, com espessura unitéria, mantida ini=
cialmente a uma te~peraturea uniforme de 50°F.‘ Subitamente s3o
especificadas tewperaturas em seus quatro 1lados de maneira que
trés deles permanegam a O0° e o restante a 200°. Supondo que
ndo ha gualguer troca de calor com o ambiente através das super-
ficies superior e inferior da placa, deseja-se saber a distribui-

~ 4
gcao de temperatura que se estabelecera com o passar do tempo .

As constantes fisicas da placa s3o as seguintes:
condutividade térmica K = 99 Btu/h-ft-°F
€ q- + 3
massa especifica p = 109 1lbm/ft

calor especifico c, = 0,232 Btu/lbm-oF

6.4.2 - Discretizag3o do dominio de solucZo

A malha usada, esquematizada na Fig. 6, €& com=
posta por 72 elementos com 49 nos., O contorno subpetide a

temperatura de OOF & constituido pelos nos 8, 14, 15, 21, 22 ,



S0

T = 0OF
1 2 4
) 141
13
46
T = 2000F 9 4 T =09
L5
48
7 AN NI J
T = 0OF

FIGURA 6. Modelagao por elementos finitos para o problena

proposto no item 6.4

28, 29, 35, 36, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48 e 49, O contorno sub-
metido a temperatura de 2000F & constituido pelos nos l, 2, 3, 4,

5, 6 e 77,

0 problema foi resolvido para quatro distribui-
cdes diferentes de nos npestres e secundarios, além da soluc3o
usando a malha inteira como base para comparagao dos resultados,
As quatro aplicagoes do método economizador tiveram as seguintes

configuragoes :
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L 39

33
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O

FIGURA 7. Configuragio "quatro nos secundarios" .

17 131

Fan
4

19 133

o
<
Fa
\Y
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\

FIGURA 8. Configuragio "sete nds

secundarios (a)* .
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L 22 &>
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FIGURA 9., Configuragao "sete nos secundarios (b)" .
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FIGURA 10. Configurag3o  "nove nos secundarios” .
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1. Quatro nds secundarics (Fig. 7) .
2, Sete nos secundarios (a) (Fig. 8) .
3, Sete nos secundarios (b) (Fig. 9) .

4, Nove nos secundarios (Fig. 10) .

6.4.3 - Analise dos resultados

Os resultados obtidos pelo programa DIRAMICO
foram comparados com a solugao obtida por - J. R. Welty (Ref. 9)
pelo método das diferengas finitas e est3o apresentados nas tabez
las 6, 7 e 8 que correspondem respectivamente_és.distribuigaes de

temperatura para os instantes t = 0,004 h ; 0,008 h ; 0,012 h .

Os criterios usados na avaliagao dos erros sao
oé definidos pelas relagSés (59), (GC), (61), (62) e (63) ;
Observa-se nas tabelas 6, 7 e 8 que :
1. ﬁs erros nao crescem ao longo do transiente., A tendéen-

” . . - - £ - - - . L4
cia. e de erros relativamente maiores no inicio, diminuindo ate um

nivel de estabilidade .
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Zr_Hé grande diferenga na‘qualidade das solugoes apresen=
tadas pelszs duas configuracoes com sete nos secundarios. A malha
(2) oferece um otimo padrdo de confiabilidade, resumido por um
desvio padrZo que nao ultrapassa £0,870F, enguanto (b) apresenta

para o melhor resultado um desvio padrio de't19,17or (t=0,008h) .

3, Comparazndo as- solugoes apresentades  pelas malhas
"quatro nos secundarios" e "sete nos secundarios (a)", constata -
se que a primeira leva ligeira vantagem no instante inicial sendo
superada pele segunda nos demzis instantes, também por peguena

diferenga .

4. Os resultedos das malhas "sete nds secundérios (b)" e
» [ 4 IS -
"nove nos secundarios", mesmo apresentando niveis de erro gue os
desqualificam, trazem uma informagdo importante que e a superio-

ridade da segunda malha sobre a primeira ,

S5« Apesar de os resultadns ponto a ponto das. malhas "sete
I d . ( ’ . .
nos secundarios (b)* e "nove nes: secundarios™ se mostrarem multo
ruins, os erros médios Ea e Ep s%o pequenos e as temperaturas

médias das placas se mantém dentro de limites razoaveis ao longo

do transiente .
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.

(t = 0,004 h)

- Sistema economizador.

Problema transiente

TABELA 6.
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(t =

~ Sistema economizador.

Problema transiente

TABELA 7.
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(t = 0,012 h)

Sistema economizador.

Problema transiente ~

TABELA 8.
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Aparentemente os fatos resumidos nos {tens 2, 3
e 4 contrariam a expectativa de uma perda na gqualidade da solu-
c3o a medida que se diminue a ordem da equagio matricial pelo au=-
mento do ndmero de nos seCUndéfios. Em linhas gerais, & isto que
se verifica desde gue a selecao dos nos secundarios se faga core

retamente ,

0 critérie de selegdo dos nds secundarios é a
importancia secundaria dos mesmos no estsbelecimento do campo
térmico. Nos sitﬁados em regides de‘ maior gradiente s3o sempre
pontos importantes que nao devem ser eliminados sob pena de per-

das graves: nos resultados .

Neste problema as condigoes de contorno tornam
simples‘a lnczlizagdo da regiao de maior variag@o de temperatura,
que se situa na linhz média que une o lado mantido a 200°F ao la-
do oposto, constituida pelos nAs &, 11, 18, 25, 32, 39 e 46:, De=-
ve ser salientado que o no 25, apesar de situado na regi3do de
maior variagado termica, mantém sua temperatura inalterada do ini-
cio ao fim do transiente., Este comportamento & motivado pela.i-

gualdade entre a tepmperatura inicial e a temperatura media
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~ ’ o Py
durante todo o processo e pela localizagao central do no, Justi=-
ficandn sua escolha camo secundario nas quatro configuragoes es-
. ~ - - -~
tudadas. Com base nestas colocagoes, & simples a explicag3do dos

- - 4
fenomenos resumidos nos itens 2, 3 e 4 ,

. -~ 4 .
A configuragdo "sete nos secundarios {a)" tem
» L4 - P4 . k3
apenas um no secundario na regiao de maior gradiente, enqguanto
- ~ . -~ [ 4 . - F - -
que a2 configuragao (b) <tem tres. Dail a maior eficiencia da pri-

- - -~ -
meira em relagan a segunda .,

Como ja foi mencionado, uma carcteristica da a-
nalise modal € a rélagéo de prrporgdo entre o nimero de nos cone
gideradns e a precisgo dos resultados no inicio do transiente, A
malha "quatro nos secundarios", por apresentar maior ngmero de
nos mestres qgue a "sete nos secundarios (a)", tem melhor resposta
para a parte inicial do transiente; Esta tendencia se inverte a
partir do instante t = 0,008 h- guando prevalece a melhor sele=-

- ’ .
¢30 de nos secundarios da segunda malha .

. _
0 item 3 apresenta um resultado surpreendente

- .. L4 r' 4 -
pois as duzs malhas tem o mesmo nimero de nos secundarios sobre a

o . Py -~ ’
regiao de maior variagan de temperatura, tendo a malha "nove nos
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secundarios", mesmo com dois nos mestres a menos, levado a resul-
tados levemente superiores aocs da walha "sete nés.secundérios
(b)" nos trés instantes calculados; A explicag3o para o fato esta
baseada na sensibilidade do célculo de autovalores a diregges
preferenciais introduzides ou inerentes a malha de elementos fi-
nitns; A configuragan com nove nos secundérios eguilibra a ten-
déncia a uma direg3o dominante, o que n@o acontece com a malha
"sete nos secundarios (b)"™, que tem todos os seus nos secundariss

dispostos aé longo da regiao de maior gradiente ,

6.5 - Regime transiente - Coordenadas cilfndri;as

6.5.1 - Descric3o do problema tridimensional axissimétrico

C problema transiente analisado desenvolve-se em
um cilindro com altura igual ao raio e isolado termicamente do

meio em suas extremidades superior e inferior, conforme a figura
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FIGURA 1l. Sistema de coordenadas cilindricas e topologia da

malha de elementos finitos. %%(r,l)=0, %g(r,0)=0, %%(0,z)=0 .

11. A peca é inicialmente isolada do meio e méntida a loo0oC, O
problema tem iniclo quando o cilindro € subitamente colocado em
cnntacto com um ambiente a 0°C, ao qual comega a ceder calor por

convecgao.,

- [ 4 - Id - - ~
As propriedades fisicas necessarias a resolugao



do problema s@o definidas pelzs relagoes

modulo de Biot Bi

- - - ’ - i
Difusividade termica ao =

6.5.2 - Discretizacdo do dominio

A malha usada €& composta por 50 elementos e
36 nos. O trecho do contorno submetido a cohvecg%o e constituido
pelns nés 31, 32, 33, 34, 35 e 36 » Os nos 1, 7, 13, 19 e 25 s3o
isolados por imposicao do problema; O0s nos 2, 3, 4, 5, 6, 12, 18,
24 e 30 s3o isolados de modo a simular a simetria do dominio, ja

que ;gI(UbZ) =0 e §L{r,ﬂ) =0 ;
I

Foram calculadas as temperaturas. para os seguin-

tes tempos adimensionezis expressos pelo modulo de Fourier

L 1]

Fo = a; = 0,1 ; 0,2 ;0,3 30,6 ;0,53 0,6 3; 0,773 0,83
L

Q
-
\0
e
[
-
Q
we
[
-
[
we
[
-
N
L
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. . . . . = r
Definiu-se um raio adimensional R = = onde R
'Y > . ® .-
e 0 reio dn cilindro e r um panto intermediario entre R e ze=

ro., Foram calculedes as te—mpersturas para R = 0,0 ; 0,2 ; 0,4;

6.5.3 - Analise dos resultados

Os resultados numéricos obtides pelo programa
DINAMICC feram comparados com a snlugao analitica expressa pelas
cartes unidimensionais da condugas de calor em regime transiente
para cilindros de Boelter, Cherry, Jonhson e Martinelli (Ref. 11),
uma vez que a geometria do dominio e as condigoes de contorno

permitem a hipotese da condugao unidimensional do calor .

Os resultados apresentados na Tabela 9 e na fi-

gura 12 permitem as seguintes conclusoes :

. - - - » -
1, 0Os resultados obtidos na regiao do cilindro proxima ao
eixo z ate R = 0,2 s@o ruins. Na regi3o correspondente a

R.= 0,4 ainda predomina um nivel de erro consideravel com
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Ea = 14,3% para Ffo = 1,2 , Na faixa formada por valores entre
R=0,6 e R=1 os erros sio minimos . Este comportamento ja
era esperado pois a utilizagao do raio médio ¥ do elemento na
resolucao do problema, conforme apresenta o ApéndiceAS, e um fa-
tor de geragan de erros muito pronunciados na regi%q proxima ao

eixo z .

- . - Q‘ & - -
2. Considerando a deficiencla inerente ao processo de re-
-~ - - - » - —_— s -
solugao gue utlliza o raio medio r, os resultadns obtidos permi=
. . . [ 4 . Py *
tem concluir que o sistema desenvolvido para dominios tridimen=

- - - - L4 -
sionais funciona satisfatoriamente ,

3. Fica evidenciado pelos ftens 1 e 2 que a faixa de uti-
lizacao eficiente do método proposto tem inicie para valores de R
oscilando em torno de 0,4 . Variagoes sobre este limite existirio

de acordo com cada.situag@oc de uso do programa .
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FIGURA 12 - Resultados do problema tridimensional axissimetrico



107

TR A
q
900
700
500
- T o
= = 0.0
o)
300 1 o
s - 1O .
200 Analitiéo 0 o
Elementos finitos . o
100 . ] 1 1 11 1 1 1 1 1 1 IE>

t (h)

T°F) /\

1600

800

600 Analitico o

Elementos finitos

(o]
.

400 -

300 [~

200 =

100 1

FIGURA 12 - (Continuacao)



108

T (°F)/\
900
700
Analitico o
500 - Elementos finitos
300
T .
= %
200
1 —
57 - 10
1 1 l | | | | | 1 | | |
100 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1=
t (h)
T(OF)A
[
%800
' Analitico o
5800 Elementos finitbs
400
n -
R
200 [ B_l_l -
(o]
00 1 ! L ! 1 I l | ! [ { L{>
1 0,1 0,2 0,5 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 "

FIGURA 12 - (Continuagao)



108

6.6 - CALCULO DO CAMPO DE TEMPERATURAS NA SECCAOD RETA DE UMA PA

DE TURBINA

6.6.1 = Descric@o do problema

£ analisade neste Item o problema proposto por

tivingood e Sams, apresentado por Schneider (Ref. 15, p. 162) .

0 objetive da analise € a determinacao dn campo
de tempefaturas que se estabelece na secgao reta da-pé de turbina
a gés  esquematizada na figura 13. A pa & atravessada no sentido
longitudinal por dois dutos: de refrigerag@o por onde circula agua
a 2009 . Llivingood e Sams estudam o problemz da condugdo perma -

» Y . - -~
nente de calor através de técnicas de relaxagao .

Com o objetivo de testar o funcionamento do pro-
grama DINﬁmICU'em dominios de contorno irregular, foram feitas
algumas alteragoes na proposta original, de forma a reconstituir
o periodo que se inicia com a entrada da turbina em funcionamento
e perdura até as 1aminas entrarem em equilibrie térmico, qﬁando ﬁ

campo de temperatura se estabelece de forma permanente .
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Fara a resolug2o do problema foram feitas as se=-

guintes hipoteses simplificativas :

- [ 4 - ~ .
1. Todas as propriedades fislcas sao constantes e corres =

pondem ao campo permanente de temperatura .

. £ . .
2. No inicio do transiente o campo de temperatura da pé e

uniforme e igual a 200°F .

. 3 [ 4 s ’ - Py
3. 0 inicio do problema se da guando a turbina é acionada,
o que provoca o estabelecimento instantaneo de uma temperatura

ambiente de 2000°F .

- »’ - -~
4, A pa so troca calor com o meioc por convecgas, atraves
dos dutos de refrigeragds e pela superficie externa em contacto

com o ambiente a>2000°F .

As constantes fisicas tomadas s3o :

condutividade térmica K = 15 Btu/h-ft-°F
massa especifica p = 488 lbm/f’t3

calor especifico ¢, = 0,11 Btu/lbm=°F

temperatura da agua de refrigeragie T 200°F

temperatura ambiente Ty = 2000°F
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coeficiente de pelicula h nos tubos de

refrigeragdo = 2370 Btu/h-ftz-oF

O coeficiente de pelicula na superficie externa
da pa varia entre 176 e 390 Btu/h-ftz-OF conforme o ponto

. 'y ~ [ 4 - - -~
considerado do contcrno. As dimensces do dominio e a variagao de

R ao longo do contorno estaos detalhadas na figura 13 .

6.6.2 = Discretizag@o do dominio de solugao

A figura 14 apresenta a malha com 165 elementos

e 121 nos usadz na discretizac®o do dominio .

6.6.3 - Analise dos resultados

A duragaoc de 0,02 horas (72 segundos) do tran-

> » » >
siente, bem como @&s temperaturas medias da pa nos instantes
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calculadrs estao ilustradns na figura 15. Optou-se pela apresen=-
tagdo dos resultados através das linhas isotérmicas indicadoras
do campo de temperatura na pa em diferentes instantes do tran-
siente, por nao existir outra solugdo ge permita uma comparagao

ponto a ponto além da apresentada por Schneider (Ref, 15) sob a
forma de um gréfico com as isotermas correspondentes ao campo de

temperatura da pa (Fig. 28) .

A solug3o por elementos finitos esta contida nas
figuras 16 a 27 gue mostram respectivamente os resultadns obtidens

para os instantes t = C¢,0001; 0,0002; ...; 0,0009%; 0,001; 0,02 h .

Comparando a figura 27 que representa o campo de
temperatura permanente na pa com o resultado proposto pnr Livin -
gond e Sams na figura 28, observa-se que a distribuigac e a forma
das isotermas sao semelhantes em ambos os casos. Porém nas-
regices do contorno, em particular noss bordos de ataque e fuga, e

o » . - »
na parte superior da pa, existem diferengas de ate 100 F entre

as: duas snlugoes .

Um exame da figura 13 mostra gque nas regices

" onde a malha empregada por Livingood e Sams n3ao teém flexibilidade
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3 ’ . Py 3
suficiente para modelar o cnntorno e que se verificam as diferen-

£ - ~ .
¢as sensivels na comparagan das figuras 26 e 28 ,
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FIGURA 13. Secc3o reta da pa de turbina ,

FIGURA 28. Campo permanente de temperatura

sequndo Livingood e Sams
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e 165 elementos .

IGURA 14. Discretizagao do perfil em 121 nods
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FIGURA 15. Variacgao da temperatura média da pa ao longo do tempo .
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FIGURA 16

Campo de temperatura na pa apos 0,0001 h .

FIGURA 17 00

Campo de temperatura na pa apos 0,0002 h .
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Campo de temperatura na pa apos 0,0004 h .



FIGURA 20

Campo de temperaturé.na pa apds 0,0005 h .

FIGURA 21

Campo de temperatura na pa apos 0,0006 h .
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FIGURA 22

FIGURA 23

Campo de temperatura na pa apos 0,0008 h .
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FIGURA 24

Campo de temperatura na pa apos 0,0009 h .

FIGURA 25 1400

Campo de temperatura na pa apds 0,001 h .




FIGURA 26

Campo de temperatura na pa apos 0,002 h .

FIGURA 27

Campo de temperatura na pa apos 0,02 h .

(Regime permanente)l
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7 - CONCLUSTES E SUGESTUES PARA TRABALHOS FUTURCS

7.1 - 0 mETODD DE ELEMENTOS FINITOS COMO INSTRUMENTC DE ANALISE

TERMICA

0 grau de vprecisén dns resultados obtidns e a
facilidade de discretizagdo e montagem da malhé, mesﬁo sobre do-
minios heterogéneos com contornn irregular e caracteristicas ani-
sntropicas, confirmaram plenz-ente a versatilidade e seguranca da
tecnica de elementos finitns aplicada a anélise'térmica; ffesmo as
li~itagnes presentes no sistema criadc, como a necessidade de
condigfes de contnrnn cnnstantes com o tempo ou a exigéncia de 1i
nearidade em problemas sob regime transiente, nas s3o restrigoes
inerentes ao metodo. Entretanto san li~itagdes indiretas causa-
das pela exigencia de centros de processamento de grande porte .

A utilizacdo do método dos elementos finitos &

obtida com o sacrificio da simplicidade de programagas e dos bai-

xos custos de processamento, exigindo sempre um volume de dados
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» » .
de entrada superinr a qualquer outro processo de calculs numericso,

£ evidents que, montado o sistema, sua aplica=-
can fica facilitada, Ainda assim nao é conveniente o uso indise
criminadn desta técnica, principalmente pela diferenga nns custns
de processamento se comparada aos metodns convencinnais de célculo

, .
numerico .

De modo geral ponde ser afirmado que preoblemas de
raatjug 2o térmica com geometria regular, sejam placas retangulares

» 3 Y . 4 . Y -~ :
v guadradas, snlidns axissimetricos e configuragoes obtidas por

;ﬁpcsigén de dominins com cnnterno regular, admitem soluc3o mais
simples e ecnnomica, dehtrn dns.meSmOS'niveis‘de confiabilidade ,
atraveés de diferengas finitas. O campo de aplicag3o dos elementos
finitns surge a medida que os contorno do dominio tomam formas:
meis complexas, impossibilitando o uso dos métodos numéricos tra=-

dicionais,

7.2 = SUGESTODES
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7.2.1 - Quanto an elemento

fm ceral, sofisticando~se o elemento por acreés-
cimo de nos e de graus de liberdade atraves de fungtes interpola-
dsras de ordem msis elevada, diminui-se o nimero total de ele-.
miiitns necessarinos para a discretizagds do dominio. Porém este
§ bcediment0 tem un limite além dn qual o ganho obtido n3c com
pensa o trebalhn exigido. Segundo Huebner (Ref, 7), elerentos
que necessita~ fungnes interpnladcras com ordem superior a 3 rara=-
mente s3o viaveis., Dentro deste limite poderiz se desenvolver um
estudo comparative do desempenho de elementos triangulares com
fungbes de interpolag3o lineares, quadraticas e cibicas (Fig. 29)
estabelecendo padrees de aplicag@o & analise de problemas de con=

duga@o de calor.

0 estudn sugerido pnde ainda ser ampliado de ma=-
neira a utilizar também elementos retangulares, gque apesar de sua
ineficiencia na modelagio de contornos curvos ou irregulares,
aﬁresentam facilidade de implementag2o de suas fungoes interpola=-

doras se comparadns com elementos triangulares, especizlmente nrs
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casos quadraticos ou cubicose. Esta ampliagao pode ser feita atra-

vés da montage~ de um sistema que use elementos triangulares no

. > £ o
cnrntarne da melha deixando o espago interno do domlnio para os

elementns retangulares (Fig. 30) .

(2) (b) (c)

FIGURA 29, Formagnes classicas dns elementos triangulares :
(a2) linear com trés nds. (b) guadratico com seis nds.

(c) cibico com quatro nes. (d) cdbico com dez nés .

l 2 l 2 3. 1 2 ; 4
N ~ A\ [ A4 A4
12 ¢
11 g
5 9 8
4° °z & © % 16 T, T °q
(a) (b) (c)

FIGURA 30, Caonfiguragoes classicas de elementos retangulares :
(2) linear com gquatro nos, (b) quadratico com cito nos .

r'd . rd
(¢) cibice com doze nos ,
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2 3 2 3 4

Fi:URA 30a, Elementos isoparamétricos.

(a) Triangular. (b) Quadrilétero .

A Gltima etapa deste estudo & a implementag3o
dns elepentos isoparamétricos. Tais elementos, formades por seg-
mentns curvos, mndelam perfeitamente qualquer tipo de contorno
sem a necessidade de malhas refinadas, Em contrapartida,suas fun=-

coes: interpoladoras s@o mais complexas, encarecendo sua aplica-

gao .

7.2.2 - Quanto as condigoes de contorno

I

Uma das 1limitagSes do programa DINAMICO ja men-
cionada, & a imposigZo de condigaes‘de contorno constantes com o

tempo. Esta restrigao pode ser eliminada com as seguintes modi=-
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ficacoes no programa

’ N
1. 0 vetor carga termica deve ser adaptado pars receber os

- ’ >
termos variavels com o tempo .

2. Inclus@o de um subprograma capaz de resolver a equagsao
(42) correspondente ao problema com condigbes de contorno varia =-

veis com o tempo .
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APENDICE 1

FORMULACRO DO PROSLEMA TRIDIMENSIONAL AXISSIMETRICO

A egquac3o da condugio de calor em spolidos hete-

~ 4 -
rogeneos e isotropicos

pc. 5= = v . (KVT) + Q | (2)

Py [ 4 -
sob coordenadas cilindricas assume a forma

3T _ 2 3T 1 3
PSSt T ket osER T A
1 d 3T 3 aT
+ — A L. LA
5 36 K0 39) T 37Kz 3p) * O
e e e s 3T o
Em problemas axissipmetricos — =0 . Logo a e~
96
quacao correspondente sera
8T _ _3 aT L3 _ 9 aT
% 3 T2 r(Kr ar) + r at(Kr T+ az(Kz az) +Q
ou
3T _ 3 3T 3 3 aT
TPt T o (Ky ar) +’ar(Kr s az(KZ az) *rQ
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FIGURA 31. Coordenadas cilindricas .

. . I
Reordenando convenientemente os termos obtem-se

a equagan

oT ] aT 9 aT
- ) + az(r Kz 32

) + T Q (7)

As cnndigctes de contorno admitidas s@o :

1. Temperatura especificada T = T(r,z) .

2. Fluxo de calor especificado r q , Na fronteira do do-

minio se estabelece a igualdade

ou
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3. Fluxo de calor por convecgao T qy . Na fronteira do

dominio se estabelece a igualdade

- Gc + T ap = 0
G
3T aT S m o -
rKrarnr+er znz+rh(T Tco) = 0

Adntou-se a convengao proposta por Arpaci (Ref.
11) para o sentido positivo e negativo dos fluxos de calor esgue-

matizados nas figuras 32 e 33 deste apéndice .

o }

FIGURA 32. Fluxo de calor especificade r gq .
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s

FIGURA 33. Fluxo de caler por convecgao r gy
! h L ]
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APENDICE 2

FUNCOES INTERPOLADORAS

0 elemento usado neste trabalho e triangular com
trés nos distribufdos em seus vertices (Fig. 24). As fungoes in=-
terpoladoras sao lineares, conferindo a cada no um grau de liber=-

dade .

(X2vy2)

(Xl’yl)

(XB’yS)

FIGURA 34 , Elemento triangular trinodal, com um grau de

liberdade por no .

FuncOes interpoladoras correspondentes 3



— b )
N2(X2 ,Yz) = 'Z—A—' (a2 + 2X + Czy
) 1
N3(x3,y3) = Py (a3 + b3x + c3y)
onde
[ .
L x5 ¥
4 = 1 X, Y,
1 x Yy
L 3 73
Os parametros constantes a, b, ¢ sao dados
3] = X¥3 T X3¥, o by =¥, - Y3 1
3y, = X3¥y) T Xy¥3 by =¥3 " Yy« S,
a3 = X¥, T XYy o by =¥y — ¥y C3

por :

136
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APENDICE 3

DEDUCAD DA EQUACRO (17) A PARTIR DA EQUACAD (16)

Para maior clareza separou-se a eguagao (16) se-

~ gundo 6s componentes

37®)
1) AR 2Ky 5% ) dxdy
De
. 3 a7
ze) H( Moy ®y gy )y
De .
3e) [/ N; Qdxdy ,
5
e)
49) [l e Ni-%g dxdy .
£

Com base no Teorema de Green integra-se por

partes o primeiro componente, de forma que
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u = ¢ N; dy e du = Ti( § N, ay)ax
(e) (e)
Ca . (_:4
_ 3 a1®) _ 5 rfe)
dv = EE(KX T ) dx e v = Ky % !

nbtendo a igualdade

3 37 5 e
ﬂf Ny SE(KX 3;) dxdy = ﬁ( Ky 3% N; dy +
De ce)
4
a7®) aN; _ s ) ()
R A
D c4
) aNy
- f(i)Kx % % dxdy
D
nnde dy = n, ac®) .

Repetindo © procedimento com o segundo termo

de mndo que
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