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RESUMO

Nesta dissertagio realizamos um estudo dos efeitos provoéados pela deformagio nas
transicoes de fase apresentadas pelos modelos de Lipkin ¢ de Moszkowski. Utilizamos
o ﬁxétodo variacional, viﬁ estados coerentes, e discutimos a validade e oonve.niéncia da
“utilizagdo destes no contextp das algebras quanticas. |
| Utilizando o Principio Variacional 'Dépende’nte do Tempo (TDVP) obtivemos as equa-
¢oes de movimento para o modclo de Moszkowski q-deformado e, utilizando estas equa,gées,‘

procuramos analisar os efeitos provocados pela deformagao na dinamica deste modelo.
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ABSTRACT

In this work we analyse the effects of the ¢-deformation in the phase tranéitions of thé
Lipkin model and the Moszkowski model. We use the variational method, via q-deformed
coherent states, and we dis‘cussvthe validity and the convenience of this approach.

By using the time dependent variational principle (TDVP) we obtain the equations
6f motion for the Moszkov:ski model and, with the help of these equations, we study the

. - changes introduced by the deformation in the dynamics of this model.



RESUMO

Nesta dissertagao fealizamoé um estudo dos efeitos provocados pela deformagio nas
transigﬁes de fase dpresentadas peios modelos de Lipkin e de Moszkowski. Utilizamos
o método variacional, via estados coerentes, é discutimos a validade e conveniéna;:ia da
utilizacdo destes no contexto das algebras quanticas.

Utilizando o Principio Variacional Dependente do Tempo (TDVP) obtivemos as equa-
" ¢oes de movimento para o modelo de Moszkowski g-deformado e, utilizando estas equagoes,

procuramos analisar os efeitos provocados pela deformagao na dinadmica deste modelo.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Objetivos

As 3lgebras quanticas tém sido objeto de diversos artigos na literatura recente. Nesta
dissertagao procuramo$ analisar os efeitos da deformagao em modelos exatamentes solﬁvéis
e, principalmente, discutir a validade e conveniéncia de se utilizar os estados coerentes
como func¢des de teste quando aplicamos o método variacional, no contexto das algebras
quanticas. Também faz parte desta dissertagﬁé um estudo sobre a dindmica do modelo de

Moszkowski g-deformado®:2.

Mais especiﬁcamente, no capitulo II realizamos um estudo variacional do modelo
de Lipkin g-deformado, via estados coerentes, como o realizado na ref.?>. Um estudo
semelhante é apresentado no capitulo III, s6 que agora para o modelo de Moszkowski
q-deformado. O capitulo IV é dedicado ao estudo da dindmica do model(; de Moszkowski
q—defomado, utilizando o PrinéipioVa.riaciona.l Dependente do Tempo (TDVP), como j

realizado para o modelo de Lipkin q-deformado?*.

Nas segoes seguintes deste capitulo faremos uma breve discussdo sobre o principio
variacional, estados coerentes e algebras quanticas, topicos que serdo abordados e utilizados

diversas vezes nos capitulos seguintes.



1.2 O Principio Variacional Geral

De acordo com o Principio Variacional Geral a resolugéio da equagéo variacional
$E[f]=0 |, | (L.1)

onde

(¢ | H | )

B = 5T

é equivalente a resolucéo da equagio de Schrdinger H | ¢) = E | %).

Este método,.entretanto, nofmalmente produz resultados aproximados pois, ao solu-
cionarmos a equacao (1.1), nés restringimos | %) a um conjunto de fung¢des de teste. Se as
‘auto-fungdes do operador H estiverem contidas no nosso conjunto de funcdes de teste, os
resultados obtidos serao exatos. Porém, quanto mais distaﬁtes do nosso conjunto estiverem °
as auto-fungdes, mais dista.ntes dos resultados exatos serdo os resultados obtidos.

Se decompusermos a nossa fungao de teste em termos de auto-estados do operador H,
ou seja, |

[9) =) an|¥a)

n=0

com H | ¢,) = E, | ¢,), podemos escrever:

En,n' a;l_anEn6nn’ > En |a,, I2 Ey

E =
el kel

= FEy

assim

E[y] > Eo. | | (1.2)
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Como podemos ver pela equagéo (1.2), Ey é um limite inferior para o valor de Efy).

Portanto quanto menor o resultado obtido pela equagéo (1.1) mais préximo de Ey.

Quando minimizamos E[y] sobre o nosso conjunto de funcdes de teste, obtemos
primeiramente o estado fundamental (ou um valor aproximado para o estado fundamental).
Para obter o primeiro estado excitado é necessério obter o minimo E [1] sobre um conjunto
de funcdes que seja ortogonal a | ). Ou seja, impomos a condigao (¥ | tho) = 0. Seguindo
este raciocinio vemos que para calcular o ’segundo estado éxcitacio precisaremos de duas
condi¢oes ({2 | ¥1) = 0 e (32 | 1) = 0), e assim por diante. A imposi;éo dessas oondi§6es _
complica bastante os cilculos o que faz com que este método seja utilizado principalmente

para obter o estado fundamental.

1.3 Estados Coerentes

Um conjunto de estados coerentes foi usado pela primeira vez por Schr('idinger em 1926,
no estudo do limite semicléassico do oscilador harmoénico. O conceito de estado coerente,
entretanto, s6 foi introduzido por Glauber® em 1963, para o grupo de Heisenberg-Weyl
(W1). Este conceito foi posteriormente generalizado por Perelomov® para qualquer grupo
de Lie. |

Na élgebra wl temos como gera,doreé a,al, I, que satisfazem as relagoes :

[e,al]=T ; [a,I}=[t,]]=0. (1.3)



Definindo-se o operador N = ata, em uma basc de auto-estados do operador N temos :
Nimp=nln)

at |n)y=vn+1|n+1) , (1.4)

aln)=vn|n-1)

O estado coerente | z) da algebra wl foi definido :

n=0

1= l0=) Tin . 1)
E facil observar utilizando (1.4) que
Cald=zlz) , at]x)=-—1z) . O (16)

A partir das equagoes (1.6) podemos deduzir a acao dos operadores a,a’ no espago de
Bargmann’ (espago cuja base é composta por estados coerentes). As funcdes de onda

nessa representacio sao dadas por

P(z) = (2 | ¥)

temos entao

a(e) = (2 | ol | ) = 2(z | 9) = 29(z),
; (L.7)
w(z) =@ la|¥) = =2 | 9) = 4(c),

e, portanto

al ==z , a=—. - (1.8)
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A representagéo no espago de Bargmann também pode ser-usada em conexao com
outras élgebras de Lie. No caso da algebra su(2) temos os operadores Jy,J- e J; que

satisfazem as relagoes de comutagéao
(J4,J-]=2J, ; (e J2] =Ty . ' (1.9)
A aco desses operadores em uma base | jm) é:

I | jm) =m|jm)

(1.10)
Je |jm) = V(i Fm)GEm+1)|jm£1)
O estado coerente | z) da dlgebra su(2) é definido®®
_ zJ « s\ s En']z . . '
|2)=e +|J—J>—§ T 1i-4) - (1.11)

De forma analoga a que fizemos anteriormente pode-se deduzir a agao dos operadores
J+,J-, J,, no espago de Bargmann.
E importante notar que os estados coerentes, devido ao fato de serem um somatério

de todos os estados da base, séo convenientes na descricdo de propriedades coletivas.

1.4 Algebras Quanticas

As 4lgebras quanticas®1°

sao generalizacdes das algebras de Lie usﬁais, pela introducéo
de um certo parametro ¢. Quando fazemos o limite ¢ — 1, retornamos as algebras de Lie
usuais. Em correspondéncia com a élgebra su(2), nés temos a dlgebra quantica suy(2)?,

cﬁjos geradores (J4, J- e J;) obedecem as seguintes relagdes de comutagio :

[Te,J]=[20] 3 o Js] =40 (1.12)



onde
¢ —q* '
x| = — 1.13
o = 425 (113
Obviamente, se escrevermos q = e”, teremos
senh(rz)
[27] - senh(r) ’ (1.14) v
e se escrevermos ¢ = €'", teremos
., _ sen(rz) o
[z] = sen(7) (1.15)
Nas equacoes (1.13), (1.14) e (1.15), é facil observar que
lim[z] =2
g—1
A acio dos operadores J4,J— e J; em uma base | jm) passa a ser:
J: | jm) =m|jm) :
: (1.16)

Jelim)=VFmli£m+1]|jm£1).

De maneira analoga & utilizada para definir os estados coerentes das algebras de Lie
. 'usuais pode-se também definir os estados coerentes das dlgebras quanticas!!*2, Na dlgebra

quantica su4,(2) a defini¢ao é a seguinte:

=™ 1= = Y. S5 1) (117)
n=0

onde

)t = [r]n - 1. [1]. ' (1.18)
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O interesse no estudo das algebras quanticas em correlagdo com problemas fisicos
aumentou consideravelmente desde o estudo do oscilador harménico q-deformado®, e a-
plicagbes dessas dlgebras tém sido desenvolvidas em diversas dreas da fisica. Modelos
exatamente soldveis, em sua versdo deformada, tém sido estudados com o objetivo de se
tentéx compreender o efeito que a deférmaqéo provoca nas propriedades dos sistemas;, e
sobre a possibilidade de se relacionar o parametro ¢ com alguma grandeza fisica. Como
exemplo, podemos citar os estudos sobre a influéncia da deformagio na transicio de fase
do regime-vibracional para o regime rotacional no modelo de Lipkin su4(2)? e no modelo

de Moszkowski su4(2) ® sug(2)2.



CAPITULO II
MODELO DE LIPKIN - MESHKOV - GLICK (LMG)

2.1 O Modelo LMG

O modelo LMG!? representa um sistema de N férmions distribuidos em dois niveis
N-vezes degenerados, sepafa.dbs por uma energia €. A Hamiltoniana pode ser escrita:
o 1‘ |
H= 562 oa},,a,, + §V Z a;‘,,a;,aapr_,a,_, | (2.1)
po pp'o _
onde V especifica a intensidade da interagio entre as particulas, o niimero quantico o indica
o nivel de energia e pode assumir 0s vélores +1 (para o nivel superior) e —1 (para o nivel
inferior), e p é o niimero quantico que especifica 6 estado de um férmion no nivel o.
Como pada pa.rticulavl.)ode ocupar dois estados, para N particulas teremos um total
de 2N estados. A resolucdo do problema envolveria, portanto, a diagonalizacio de uma
matriz 2V x 2¥. Contudo a simetria do problema permite uma considerdvel redugéo nesse
numero. Se o estado‘ de uma particula for especificado por um vetor de spin, o operador de
transi¢ao de um estado para outro pode ser descrito por uma matriz de Pauli. Podemos

formular todo o problema em termos de operadores de pseudo-spin a partir das seguintes

definigoes :

P

| Jy = Z a;‘,+1ap—1 J. = Z a;_lap+1 J. = 3 Zaa;,a,, , (2.2)
P po

onde

TATAES TN | | | (2.3)



9

‘[Jz,J;I:]=’.‘tJi . v (2.4)

Os operadores (2.2) satisfazem as mesmas regras de comutagéo do momento angular

(dlgebra su(2)) e a Hamiltoniana (2.1) pode ser expressa em termos desses operadores :
1
H=el, + §V(Ji +J%) . (2.5)

O operador J, dé a metade da diferenga entre o nitmero de férmions dos dois niveis. Assim
o valor méaximo de J, e, consequentemente, de J é % A solucdo do problema envolve,

portanto, a diagonalizacdo de uma matriz de ordem N + 1 (—% <J. < %)
2.2 O Modelo LMG g-Deformado

O modelo LMG g-deformado!? pode ser obtido se considerarmos que os operadores
de pseudo-spin (J4, J—, J;) séo geradores da dlgebra suy(2), ao invés da algebra su(2). As

relagoes de comutagdo entre os geradores dessa algebra sio:
[J+,d-] =[27.] (o Ja] = £Ja _ (2.6)

onde [z] estd definido pela equagéo (1.13).
A acao desses operadores em um vetor de uma base | jm) é dada pela equagio (1.16).

A resolugao exata do p:oblema ¢é andloga a resolucio para o caso héo deformado.
2.3 Solugao Variacional do Modelo LMG q-Deformado

O célculo do estado fundamental do modelo LMG q-deformado pode ser feito utili-

zando-se um método variacional®. Para isso utilizamos o estado coerente de su4(2), dado
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por'':

|z) =€ |j—j) | (2.7

onde € = Yo £ € )l = [nl[n — 1]..[1].

Assim

zJ)"
zﬁ;;? | i=i)

- n=0

_li=a #([2])% i 22([24)(25 - 1][2])* |

O e DM Emr N | ~
] m};_,-z ’ (u il ) 1 28)
Deﬁnindo.:'
n [n]! ’
[el= [ — kR (2.9)
. obtemos .
SN A THN LN
|z) = : 2™ | jm), (2.10)
m;z—j [-7 —'m] d : .
cuja norma é:
(z]2)= Z Z (Jm [ - m'] : A [j _2_.7'm]E #m | im)
- Z {J —2—jm] (ZE)Hm | _ (2.11)

m=-—j
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ou scja
25~1
(z]2) = [1(+)zz]2’ = JI 0 + g% 2%23) (2.12)
k=0
onde a g-binomial é dada por
a(+)8" =3 m b, | , (2.13)
=0 ' '

-O estado de minima energia é obtido a partir da expresséo:

By _ (12 32)
€ ZEC (z | 2)

Cmin [@ld2)  V ((2]T2]2) | (2] J2]2)
‘zec{_ 12) +2e( AEETE )} (2-14)

A agdo dos operadores de pseudospin da algebra suy(2) no espago de Bargmann é dada

por11,12
119 = (s =) e 19 @)
I =Dzl ¥ (2.16)

(2| T | 9) = (=¢72" D + 2j)2Le2)(z | ¥) (217)

onde | ¥) é um estado arbitrario,

L1 f(z) = f(q7'2) , (2.18)

f(gz) - f(g7 %)
Zf() ( _ _1)

(2.19)
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é a q-derivada.

: . . . J
Para obtermos o minimo da expressio (2.14), calculamos primeiro %’;‘fl :

=g (e -9)e19)

(z|J:]2) _ 1 AR 2k—2j41 >
A2 lz) AL+ PRt 2z) *5: 7 H (1+¢7797 22)

k=0

2j—1 2j-1

(2| J:]2) . 1 " : = 2k—2j+1 2k —2j+1 =
- — — . z z II 14 T 2z
AN vRrEeT=rre RPN | s :
k! Ak
2j—1 2k—2j+1 5
zlJ, |z J ) ,
(z1J:12) _ q 2. (2.20)

(z]2) 2 T4 g*2itisg

2 ‘ . .
Antes de calcular (zgl‘ziz) ¢ conveniente obtermos o resultado da aplicagio da g-derivada

em uma q-binomial

. 25-1
- D.i(+)2z]% = D, [ @+ ¥+ 2z).,
: k=0

Aplicando a defini¢do da g-derivada, dada em (2.19), temos

251 2k—254+1, 5 2j—1 2k—-2j4+1 -1, =
. -1y j 1=l j
D,[1(+)zz]? = 11k=0 (1+qg — gzz) _ k=0 (1+g¢ — g zz)
z(g—¢q71) z(g—¢71)
D.[1(+)=2¥ = 22jl1(+)=2 . (2.21)

2 2 .
Em sequéncia calculamos (Z(I;II; I;) e (z(ljlt;z):'

(2] 72 |2) _ De(Difz]2)
(z12) =17

= 22[25][25 - 1)[1(+)22)> 2
(2| 2)
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22(2)(25 — YIS (1 + ¢k —2+323)
2J—l(l+q2k 2j+123)

22[25][25 — 1](1 + g U322)(1 4 g7 U 823)... ..(14¢¥323)
(14 g~ 2H2E) (1 + ¢ 2+322)...  ..(1 4 ¢¥i1237)

(2172 2) 22(24](2 - 1]
12)  (L+a5*izz) (1 + ¢¥-122) (2.22)
R 121 PRii- |
(= |+z)A — (z]|2) (1 + ¢-2+123)(1 + g29-123) (2.23)

Para obtencdo do minimo da expressdao (2.14) parametrizamos o nimero complexo z da

seguinte forma :

6 .
z= tgie'd’ - ' (2.24)

onde § € [0,7] e ¢ € [0,27r];

Substituindo (2.24) na expressao (2.20), e lembrando que j = -121 obtemos

N-
(z | J. I z) _ g 1 ]_\r_
(z|2) "3 Z gN—1-2k os? & 1 5en?8 5 (2.25)
De forma analoga temos
{2]J%]2) _ sen’§cos® §N][N ~ le~2% (2.26)
(z]2) (cos? -g— + q‘N‘*".‘senzg)(cos2 g + qN‘lsenZ%) :
e .
(z1J312) __ sem§cos §IN|IN — 1]e*¢ (2.27)

(z]|2)  (cos? g + g N+1sen?8)(cos? & + gN1sen? gy



Somando as expressoes (2.26) e (2.27) temos

(z| J% + J:|z) | | scn?@[N][N — 1] cos 2¢
(2] 2) -

2(cos? & + g~N+1sen28)(cos? & + gN-1sen?f)’

A expressao (2.14) pode, entdo ser reescrita na forma

Eo = mn senngNw) _y + X sen?8 cos 26Cn(6)
€ 0,¢ 2 2

4
onde
N-1 1
Bn(6) = :
n(8) k§=:0 gN—1=2k cos? & sen??
v -1
Cn(8) = '
~(0) 2(cos? § + g=N+1sen?£)(cos? § + gN~1sen?$)
e x=YM

€
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(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

No que se refere a varidvel ¢, o minimo € facilmente obtido a partir das equagoes : |

(%) _ & (%)
d

©-
)
Y
~N

A%

=]

Estas equagoes implicam que

sen2¢0 =0 e cos2¢<0

cuja solugdo é ¢ = 5. O minimo na varidvel @ foi obtido numericamente.

(2.32)

(2.33)



2.4 Resultados e Conclusoces

Com os resultados obtidos foram tragados graficos para N = 16 particulas (pag. 16) e

N = 100 particulas (pag. 17). Observando esses graficos notamos que o método variacional

(linke tracejada no grdﬁcb) produz resultados que se aproximam dos resultados exatos &

medida que aumenta o niimero de particulas. Inversamente, quz;mto.maior a .deformagﬁo
piores os resultados obtidos por este método.

| Também notamos que a deformacéo tende a tornar menos acentuada a transigao de

fase que possivelmente ocorre. Pode-se concluir, a partir da observagao do grafico da pégina -

17, que esta transi¢ao tende a ser suprimida para valores altos de deformagao .
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N=16

T I T I T T T T T rTrrrryrrrrr Ty iy rrrrT T T rT T 7T T T i i T i i T T T rTT i orTrd

2Eo/Ne

-2.5 lllril|_l||111|1|1H||1||1111T11I11||111|1H111T|1
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 3.0

X

Modelo de Lipkin com N = 16 particulas. Os resultados exatos sio representados por

linha cheia e os resultados variacionais por linha tracejada.
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N=100

TIT]71_111‘I1I|I,lIlll_lllllll1l1llllll]lTIlll]llllll

W . 7 =
Z -1.0
~~ |

o

S |
N -
~1.3
~1.5
~1.8 —
....{
~2.0

-2.5 T I O P I I I O O A

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

X

Modelo de Lipkin com N = 100 particulas. Os resultados exatos sdo representados por

linha cheia e os resultados variacionais por linha tracejada.
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'CAPITULO 11

MODELO DE MOSZKOWSKI

3.1 O Modelo de Moszkowski

O modelo de Moszkowski! descreve um sistema composto por dois tipos de particulas
(N, particulas dq tipo a e N; particulas do tipo b), distribuidas, cada tipo, em dois niveis de
energia N-vezes degenerados. Assim temos N, particulas do tipo a ocupando dois niveis de
energia e N} particulas do tipo b ocupando outros dois niveis. A Hamiltoniana do modelo

pode ser escrita :

H ='e(J;(a) — J,(vb)) +V(JI2+JY) | (3.1)

onde

"

Te=3(Ii@+T(e) + J+(B)+J_(b))

~2
| (3.2).

= -EB@-1@ + LO-10)

V é a intensidade da interacao entre as particulas, e € é a diferenga de energia entre os dois

niveis.

" Os operadores de pseudospin (J4, J_, J;) podem ser definidos em termos dos opera-
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dores de criacao ot e aniquilagio a :
1 f
J.(a) = 3 Z 00 p0py
.7 po
Ti(a) =3 aprapy - (3.3)
P ,

J_(a)= Z a;_lapﬂ
P

onde o nimero quantico ¢ especiﬁéa o nivel de energia da partiéula (+1 para o mivel
superior e —1 para o nivel inferior), p é o nimero quantico que especifica o est.ado de uma
pa.rti'cula no nivel o, e a = aou b.

Esses operadores obedecem as seguintes relagoes de comutagao :

[T4+(a), J-(B)] = 2J.(a)éap
(3.4)

[J:(a), J(B)] = £ J4(a)bap-
Reescrevemos a Hamiltoniana em termos desses operadores substituindo (3.2) na ex-

pressao (3.1):

H = e(J.(a) - J:(8)) + %{h(a)J-(a) + T-(@)J (@) + T4 (B)T—(B) + J_(5)J(b)
+ 204 (a)J_(b) + 2J+(_b)J_(a)}. | (3.5)

O operador J.(a) da a metade da diferenga entre o nimero de particulas do tipo a nos
dois niveis. O valor maximo para J.(a) ,e consequentemente para J(a), sera 5-2-& (todas as
particulas do tipo a em um mesmo nivel). Analogamente, o valor maximo para J,(b) , e

para J(b), serd L\,}
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A Hamiltoniana do modelo de Moszkowski pode ser exatamente diagonalizada emn umna

base | jm) dada por:

N, N,
| $as) =| 5-ma) | 5 ma)
onde
e Mo No oy Na
a 2 b 2 b °* 2
Ny N Ny
=Ty the g

3.2 O Modelo de Moszkowski q-Deformado

- Podemos introduzir uma deformacéo quantica no modelo de Moszkowski? se conside-
rarmos que os operadores Ji(a), J-(a), J;{a) sdo geradores da algebra .;uq(2) ® suq(2), -

obedecendo as seguintes relagoes de comutagao :

[J+(a), J-(B)] = [2J:(a)]bas

[J:(e), J+(B)] = £Tx(a)éap

(3.6)

onde [z] é dada por (1.13) e ¢ é o parametro de deformagéo da algebra. Quando ¢ — 1

retornamos as relagoes de comutagdo da dlgebra su(2) @ su(2).

A Hamiltoniana do modelo de Moszkowski q-deformado pode ser exatamente diago-
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nalizada em uma base | ym), onde a aplicagao dos operadores J4(a), J_(a), J.(a) resulta:

Ne Ny . [[N. ][N 1, N N,
Ji(a) | 5 ma) | 5 ms) = \/ 3 ~ ™| |3 +ma+1- | 5ma +1) | 5rm)

Ne Ny o [[Na, T[N 1, N N (3.7)
I-(a) | 5-ma) | —2-mb)—.-\/b 5 +ma. 2 —ma+1- | 5ma=1) | — M)

Ne No . N. o N
J:(a) | —i—m“) l o ) = Ma l 2 ma) | 5 my)

Para J(b), J-(b), J;(b) os resultados s&o analogos e, quando ¢ — 1, retornamos aos resul-

tados usuais da a’lgébra su(2) ® su(2) .
3.3 Solugao Variacional do Modelo de Moszkowski g-Deformado

Assim como no caso do modelo de Lipkih, o estado fundamental do modelo de

Moszkowski pode ser calculado por método variacional. Utilizamos para isso o estado

coerente da algebra suy(2) ® suq(2) dado por?
| 2) =] 22)® | 2) =| zaz) = g+ D2 MO | jo —ja) | b — ) (3.8)

A norma do estado coerente | z) é
(21 2) = (za | zalles | 28) = [1(+)zaZa P [U(+)202]
2ja—1 25, ~1

= H (14 g**F 23414, 3,) H (14 g*F 20+l 52 (3.9)
k=0 k=0

O estado fundamental é obtido a partir da expressao:

Eo _ min (z|€—|z)}
e =zeC (z | 2)
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_min [E10@12)_ E10®12) V[ ] Is@)@]2)
zec Gl Gl T2\ Gl

(1 I-(@)e(a) [2) | (1 TeBI-() | 2) | (= 1 T- (B ()| 2
L T R 2 P R S S

| 2] Jdréal)i)_w)'l 2, 2| JJ}(:?JZE(G) | z>) } (3.10)
A acio dos operadores de pseudospin no espaco de Bargmann é dada por!b12:
C 1@ = (s —da) G 1) e
(21 J-(@) | 9) = D (= | ¥) | 1)
(2| T4(0) | 9) = (~4™22 22D, + [2jalzal o)z | 4) (3.13)

onde | ¢) é um estado arbitrario, nglf(z(,) = f(qg7 24), D, éa q—defivada ea=aoub.

(z}J4(a)J-

EB] (@I2)  por conveniéncia

Iniciaremos o célculo da expresséo (3.10) calculando

vamos considerar N = N = N, o que implica que jo = jp = j.

(z | Jp(a)J—(a) | z) _ (=4"%20Ds, +[2§]ZeLg-1) (2| Ds, | 2)

(z ] 2) | (z ] 2)
_ (—q‘zjngza + [2j]zan_-x) D, [1(+)2474)%
[1(+)zafa]2j
_ —q %2724)(25 - 1)[1(H)2aZa]V 7 | (25720 Ze[1(+)g 7 20 2]
[I(+)zaZa]? [1(+)z02,)%
(z | J4(a)J-(a) | 2) _ —q~227225](25 — 1] [2)%2a2a
12 O ez + 1 nza) | (L4 g za7a) (3.14)

Para obtermos <zljf((bz?lg(b)lz) basta que troquemos os indices a por b na expressao (3.14).
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Antes de calcularmos {32= ((a )ljf ()12) ¢ conveniente calcularmos o resultado da apli-

cacio da g-derivada em um produto de fungdes :

f(g2)g(qz) — f(g7'2)g9(q7"2)

D. {f(2)9(2)} =

g ~q¢7)
_ flez)g(g?) — f(q '2)9(g7"2) + {f(qZ)g(q 2) — f(q2)g(q 'z)}
2g—g7")
_ {£(e?) = £(a72)} o(a™2) + £(a2) {9(a2) — 9(a'2))
2g—-¢7)

D, {(=)a()} = D. {f(2)} 9(a™') + f(@2)D: {9()} . (319)

(I (@) Iy (a)lz) |, (=lJ-(B)Iu(B)]z)
(z]2) :

Podemos agora calcular (z]2)

(z| J_(a)J4(a) | z) _ De(—g"¥22D., +(2j]2aL -1 )(za | 2a)
) (ZIZ) . - (za|za)

_ =¥ D., (2D., [W(+)zaza™) | D, ([24)za[l(+)g " 2a2a])
A(#)zazal” [1(+)zaza]*

_ =¢7¥D,, (22215 ) | D, (MCH1 7l (24)2)
B(F)zaza]2 A(+)zaZa]

Aplicando (3.15) temos

(| J(a)J4(a) |2) _ . (1271072 — ¢727[2]) 2o Za[1(+)g 20 24|71
(z]z) a [211{1 " [1(4)zaZa]>

_ q—2j+2[2j - 1]2353 [1(4)zq ga]2j—2
[1(‘+)za2a]2j
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(1 I(@Is(@) | 2) oo f . ((2i) = g¥[2]) zae
= 12) "[2’]{” (T T220)

R — 13 16
(14 ¢ 2 252,)(1 + g2 1 2024) | -16)

Trocando os indices a por b na equagéo (3.16) obtemos (=] ((bz)]g.(b‘)m . Falta calcularmos

(zldp () I_(B)]2) , (2]I3(B)T_(a)]z)
(z]z) (2]2) '

(LI (B) [ 2)  {za | T5(0) | za)(ea | -(0) [ 29) (20 1 T=(@) [20)) (a0 1 J-(8) [ 20)
1) (z12) B G

(De(za | 7)) Das(in | 20)
1%

(2] J4(a)I-(6) [ 2) _ [27]*ZszalL(+)2aZa]2~ [1(+)2p5]27
(z]2) _ [1(+)2aZa ]2 [1(+) 2 2 )2

(3.17)

A expressido para (z“i(:z)‘i;(a)lz) é obtida trocando a por b na expressao (3.17).

O célculo de & ‘z; f;’)) 2) foi realizado no capitulo II (equagio (2.20)) e resulta em:

(z | Ju(a) | 2)  HZ gh-ritiy g,
(z] 2) o 1+ Pkt 202,

— (3.18)

onde @ = a ou b.
Para o cédlculo do minimo da expressao (3.10) é conveniente parametrizarmos os

nimeros complexos z, € 2 :

6 . .
2q = tg§8'¢ ; 2 = tgLe® : (3.19)



onde 6,7 € [0,7] e ¢, € [0,2x].
Vamos ,entao obter a expressao (3.10) em fuhcéo de 8, ¢, e . Iniciamos substituindo

(3.19) na expressio (3.14) :

(2| J4(a)d_(a) | 2) _ ~¢Ntg*(§)[N]IN 1] [N)*tg*(3)
(2] 2) (1+ g~ V¥1tg%(3)) (1+ gV 'tg%(3)) ~ (1+¢V'tg%(3))

) g Naent(OININ - 1
(cosz(g) + q"N“”lsenz(g)) (cosz(g) + qN—lsenZ(g))

| [N]Zsen?(g)
" (cos?(£) + ¢N-1sen2(9))

(3.20)

Para obtermos (ZIJ‘*((?Ii;(b)Jz) basta trocarmos 8 e ¢ por v e 3, respectivamente. Em

sequéncia, utilizando (3.19), vamos reescrever (3.16), (3.17) e (3.18):

(|- (@)Js@) 2} _ {1 L (Mg~ - M) te*(5)

{z]2) (1+ qN“tyz(g))
B g~ NN - 1]tg*($) }
(1+¢N*Htg2(3)) 1+ ¢V tg%(9) |
ou seja,
(z | J_(a)J4+(a) | 2) [N]([N]g~? — ¢~N[2]) sen?(%)

CIE R

(cosz(g) + qN‘lsen2(§))

) N[N = 1]g~N+2sen*(£)
(cos2(g-) + q“N‘*'l.sen?(g—)) (cosz(g—) + qN‘lsen2(—g))

(3.21)

(21 T (@I-(0) 12) _ iy 81,07 o
Tela T PG

Hi}:)z (1 + qzk—N+2tg2(-g)) (1 + q2k-—N+2tg2(:21))
nivz—ol (1 + q2k-—N+ltg2(_g.)) (1 + q2k—N+1tg2(_;())
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isto &,

(z | J+§:)|J"—)(b) | 2) %[N]zscno«z( n’yc'w B)

HQ’=—02 (cos?(3) + ¢*F N +2sen?(3)) (cos?(]) + ¢**~N*2sen?(1)) (3.22)
N (cos2(§) + N sen?($)) (cos?(F) + g N isent(3)

e finalmente,

(z17:(a) | 2) - sen? | 1 N
(le) ( ); qN 1_2k0082(%)+sen2(g) 2 . (323)

Trocando os indices 8 e ¢ por 7 e 3, e vice-versa ,nas expressoes (3.21),(3.22) e (3.23),
Gl OO IO @) ¢ Bl

G EB) Assim, a expressao (3.10) pode ser

teremos

reescrita na seguinte forma :

B mn ﬁ{A(e) A0+ L2 (BO) + B6) + W) cos(s ~ HIC)C0) | (329
onde
A(a) = sen®(3) ,;, ek 0082(1%) el (3.25)
PO o i)
o q{§:1]Z: —;!()I)J(rci?jfgfql'—lsen%%)) @20
ey = @ T (o) + N 3sen(3) -

I1i5 (cos?(§) + ¢4~ N+1sen?($))

e no célculo de B(a) utilizamos que [z — y] = [z]¢™¥ — ¢~ *[y].
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O minimo da expressao (3.10), no que se refere as variaveis ¢ e 3, é obtido analitica-
mente ¢ resulta em (¢ — ) = 7. Para a obtengao da minimo nas varidveis 6 ¢ v foram

utilizados métodos numéricos.
3.4 Resultados e Conclusoes

Com os resultados calculados foram tragados gréficos para N, = N = 20 particulas
(pag. 28) e N, = Ny = 50 particulas (pag. 29). As conclusdes que podemos tirar da
observacgio desses graficos sao semelhantes as conclusGes obtidas no capitulo II p—ara o
modelo de Lipkin. Os resultados obtidos a partir do método Qa.riacional (linka tracejada
nos grdficos) se aproximam dos resultados exatos & medida que aumenta o nﬁmero de
particulas. A transi¢do de faée que possivelmente ocorre no modelo de Moszkowski (em
torno d¢ x = 1 nos gréficos), torna-se menos acentuada com a introdugao da deformacao

e tende a ser suprimida para valores altos de gq.
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Na=Nb=20

1—1‘1 T T T T T T Yy T T T T T T P 7T 7T T T T T T I T T T 3T T T T T T T Y T Y T T T 7 7T I T T 177

x —1.0 ——\- 3
e ] |
™~ a Ny
@) _ _
L g0 — .
. _

—1.5 — =

_ \\\\ ]

_ \\\ _

—-1.8 — \\\—

i ~

7 \\\ \\ q:’] ,l -

—2.0 — \\\ V\\ i

- \\\ \\\\\ |

- oL S

: \\\\ \\\\:

~2.3 — \\q:‘; N

] \\\. |

—2.5 — -

—d —

—2.8 — —
S5 T30 s s e e 0 e e e

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

X

Modelo de Moszkowski com N, = Ny = 20 particulas. Os résultados exatos sao represen-

tados por linha cheia e os resultados variacionais por linha tracejada.
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Na=Nb=50

T T T T T T I T T I rTrrrrrrrr T T i T T T T T T T T i T T r T T T T T i T Iy I 7T I 1od
w -1.0 i ]
pad ’ ]
~. - —-

~ . \ S ==so_ i
e i S sl q=1.2 _

Ll_l . N R~ \~\\
1.2 4 W S
7 N Ssol =g
— \\ ‘ \\ -
] N ]
-15 — N, TRl 4
- AN T
N e '~
E N g=1.1 -
_ . -
— k\ —
—-1.8 N -
— N |
i N\ ﬁ

N
p— N —
N
— \ -
N
~2.0 — N\ i
i NG i
] Y i
- Ny 1 5
‘2.3'— \\\C:l— —
_ . i
—d N —
i N\ i
— ‘\\ —
N

-2.5 W
- N
. N
—2.8 — -
_ | i
-3.0 T llll[llll|l.lll]lllllllll[l]‘lllll||IIlll|lll

0.0 1.0 2.0 3.0 0 - 4.0 5.0
X

Modelo de Moszkowski com N, = Ny = 50 parficulas. Os resultados exatos s&o represen-

tados por linha cheia e os resultados variacionais por linha tracejada.
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CAPITULO 1V
DINAMICA DO MODELO DE MOSZKOWSKI q-DEFORMADO

4.1 O Principio Variacional Dependente do Tempo (TDVP)

Até o momento muitos trabalhos foram feitos sobre a influéncia da deformacao nos
niveis de energia e nas transi¢oes de fase verificadas em alguns sistemas. Muito pouco foi
estudado sobre a inﬂ}léncia da deformagéo na dinémicd desses sistemas. Um estudo deste
tipo é feito na referéncia 4, onde é enfocada a dindmica do modelo de Lipkin g-deformado.
Seguindo os mesmos passos vamos, neste capitulo, realizar um estudo sobre a dinémiéa do
modelo de Moszkowski g-deformado.

Com o objetivo de obter as equ¢des de movimento para .o modelo aplicamos o TDVP,

ou seja,
12
6S=6/ Ldt =0 , - (4.1)
-
onde a densidade lagrangeana é definida em termos de estados coerentes!®:

10 i, 0 .8 8 .9
L={z]| 5 —H|z)= §(za85a +Z"az,, ~ g -—zbazb)ln(z |2y —H (4.2)

com

(| H |2)

M= (4.3)

e o estado coerente | z) =| z,) | zp) =| za(1)) | 2z8(t)) é, neste caso, uma fungdo do-tempo.
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Ai)licando as equagoes de Euler-Lagrange a expressao (4.2), obtemos:

oH

(. O . 0
(Z 02,07, +z’_’az;,az,,> n(z12) - 5, =0

. & . &
' '(z“ 32207, 28203,

Y ,
z (za 57.50 + zp 3Ebazb) In{z | z) —

. 2 . O
¢ (za 02,032 + 2 azbafb_

)ln(zlz)-}—g;f:O

- (4.4)
OH :
i

0K

)ln(zlz)—l— =0

A norma do estado coerente da dlgebra su,(2) ® su,(2) é dada pela expressao (3.9). Com

isso podemos calcular os coeficientes que aparecem nas equagoes (4.4):

0? 0

2ja—1 g2k —2at1

Z (1+q2k 2]n+12 Za )2

2 251 g2k —2ivt1
92,078 In(z | z) = Z 1+ qzk 2”+lzbzb)2
? o?
== l = 0.‘
02,07 ln(z I z) 0z,0z n(z ' z)

Gz 17 = o ((zb o7, | ">) = o

2j.—1 _9.
i: zank 27.+1
1 + q2k—2ja+1za2a

k=0

(4.5)

(4.6)

(4.7)

Substituindo (4.5), (4.6) e (4.7) nas equagbes (4.4), estas podem ser reescritas da seguinte

formas:
) z OH
Z2q = (7 — < a-_ ) P
g(za, za) aZa
. 7 oM .
Zp =

g(zbygb)-a?b ’

—i OH
9(2a,%a) 0z,

-1  OH

(4.8)

o 9(zp,2) Oz’
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onde

) 52 2jo—1 g2k —a+1 ,
g(za,za) = azo-a— Z I z Z (1 + q2k 2Jo+12 20)2 ’ (4'9) .

e a = a,b. Definindo o parénteses generalizado de Poisson!®:

{{AvB}}.(‘za,fa) {A B}(Za,la)7 (4'10)

(za’%v)

onde {4, B}(;,,s.) € o parénteses de Poisson usual

0A 0B 0A 0B ‘
{A7.B}(Za;2a) - (aza aga - aza aza> (411)
podemos reescrever as equagdes (4.8), obtendo:
— {{Za,H}}( Za,%4) 3 - {{ze,H}}(-a,-a),
(4.12)

zp = {{zb’H}}(zb,Eb) 3 zb = {{ZIHH}}(:,,,E,,)-

E conveniente utilizarmos a mesma parametrizagdo dos capitulos anteriores para z, e
Zp, OU S€ja
0i¢ T

zq =tg—e ; 2, =tg—e (4.13)

2 2
onde 8,v € [0,7] e ¢, € [0,27]. Com a parametrizacdo vamos, entio, reescrever as

- equagdes (4.12). Partindo das equacdes (4.8) podemos escrever:

0255  02a ; i 6_7'( 67'{ dé
36T 36" iy { 36 9z, T 94 a,,a} (4.14)
0%, 0%,  —i [OH 00  OH 0
A YR e { 50 9z, ?Ea_za}‘ (4.15)



Calculamos, entdo, os coeficientes das equagdes (4.14) e (4.15)

?_Z_a__(aia) 136620 o . Oza _ 9z, *——'t?—“” i16
6 \a6) 272 g \ag ) TrYW3 o (4.16)
09 of e~
aza - (62‘1) _ a (ZGTCth ZaZa) = "—g (4‘17)
0% (88\" _ 0 . i,z i 0
0zq (62) - aza_("élnz) = geolgge . (4.18)
Substituindo (4.16), (4.17) e (4.18) nas equvagées (4.14) e (4.15) obtemos
o § it itglewg o 1 oM iG]
92 B 9(z4,%4) | sec2f 98 ° 2 g2 ¢ | (4.19)
26 . g . ,
SeC” 3 —ivg _ i ¢ 0 _is; _ .t € oM 6 _igOH
2 ) z 926 ¢ g(za, za) sec? ¢ 0o 2COtg2 a¢ (420)
Estas equagoes implicam que
. —cos? 8cotal
§ o o8 250 95 OH _ ~1 OH dan)
9(za,2,) Od  §(8) 94
P cos? COtgg OH -1 9H
P gGa) 08 g(9) 96’ (4.22)
onde
G(6
98 = cotg2 coszg Z (1 +q2k 2j+1¢g2 0)2 (4.23)

Reescrevemos as equagdes (4.12) da seguinte forma

= {{Qsﬂ}}(e,m . ¢ ={{¢, "} }0.9) (4.24)
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onde

AP 6w = 554 Blas - (4.25)

De maneira andloga temos

y={nH s B8 = {8, H}} (.- (4.26)

4.2 Aplicacao ao Modelo de Moszkowski g-Deformado

O modelo de Moszkowski foi discutido no capitulo anterior, sua Hamiltoniana é dada

pela equacao (3.5). A densidade Hamiltoniana é

[l
H“{ (=] 2) }

_ gz (1T0) |2 V(2] T3(a)] ()] 2)
(z | 2) (z12) 2¢ (zl2)

(z|T-(a)Js(a) | 2) | (2] T4(B)T-(B) |2) , (2]J-(B)T+(b)]2)

(z]2) | (] 2) (z]2)
L2 7 +((Za,l)g(b) =) , 2] JJF((zb)‘i;(a) | z)) } (427

Apds a parametriza,gé,o dos ntimeros complexos z, e z temos como resultado
M= AB) ~ AG) + (60 +BO) [Ncos(6 = BIC(NCB)  (428)

-~ onde y = K[e—]\ﬂ e, A(a), B(a), e C(a) ;onde a = 8,~, sao dados, respectiiramente pelas

equacoes (3.25), (3.26) e (3.27). Substituindo a Hamiltoniana do modelo de Moszkowski
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g-deformado nas equagdes (4.24) e (4.26) vamos, enfim, obter as equagdes de movimento:

- —1 x[N] _
G—ﬁ)— 5 sen(_d) BYC(7)C(8)

. —10406) x_[0B(6) cos 80(9)
b= 52 25(0){ P6). 1 (Meostp — )0 250 }

(4.29)
1 x[N],

Ay:g() 2

.1 8A(y)  x_ [8B(y) o 60(7)
b= o 2@(7){ 5y T Nleosé = BCO=5 = }

sen(¢ - BIC(7)C(6)

onde
N-1
JA(9) . 1—gN-1-2k
50 = A(G) 0.5 sen? §sen02 i 1*2"coszo+sen20)2
0B(9) send
= N N -2
a0 2(cos? £ + gN~1sen?§)? {[ 1+ ]
B 0.5[N — 1]V (1 + ¢*)sen? + [2N — 2]¢~N(1 + ¢*)sen* s
(cos? % + q—N'“senzg)2 v
N-2
‘ 60(0) q2k—N+2 -1
56 = cotg® C(6) + send C(6) Z Y qzl—‘N"‘?seng
N-1 ~N+1 -1 .
— senbC(6
| sendC(6) ’Z:o cos? & 0 +q21 N+2seng
e ngy) , algs’) agg-y) sao analogos.
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4.3 Calculo da Flutuacao do Operaydor J.

A influéncia do parametro de deformagéo q sobre o niimero de particulas excitadas

pode ser analizada calculando-se a flutuagiao do operador J;, que é definido:

AT, = <z|J3|z>_(<z‘|Jz|z>>2 | (4.30)

(2] 2) (=] 2)

onde
= J.(a)® + J.(b)" +2J:(a)J.(b). (4.31)
Iniciamos calculando <zl‘]<zz(|‘;)) z) (Zlizz(ll;)) l2), Del (3.11) tiramos que
v 9 .
(| {;(‘az) 12) _ (zjza) ( 66 - j) (.é?_ - j) (el 2a)
isto &,
CAEACS L . zj)zf i Z (razag?—241)"
(z]2) (1 +q2" 2112, 2, ) (14 q2F—2i+1z,3,)?
271z gk 2 .2‘
+ (;, (1 +q2k—2j+lza2a)) +3° (4.32)

Trocando os indices a por b na equagédo (4.32) temos (z J(’z(l?)zlz) . Em seguida vamos, entédo

calcular (ZlZJZEGI)J) (b)lz)

12mn Ol - s {(ai i) e >} w2 ) ! »}

271 _ oy 25—1 _ o
0 Jz: zazaqzk 2;5+1 i: Zbeqzk 25+1
o g ) \ & O )

221_1 20Zaq2F 2+ 5y 2k =25+ -
—_— 2 . : ~a~aq : ~b~bq ' "
! <(1 + ¢2k-21+1z,7,) + (1 + 252141 3, 3,) +25° (4.33)

k=0
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9 o
O célculo de ( (z(lle,z )z>) foi feito utilizando a equagao (2.20), do capitulo IL

2j—1 s 2k—2j+1 2j-1 = 2k—2j+1 2
(z)J. | 2 ZaZag?* ™Y azgt T
(z]J:]2) Z e+ Y M _y; (4.34)
(z | 2) L+ g2 z02) = (1+ g2 a%)

Substituindo (4.32), (4.33) e (4.34) nas equacdo (4.30) obtemos, finalmente, a flutuacao do

operador J,:

271 o gZk=2j+1 2j-1 k—2j
20244 J szbqZ 27+1
AJ, = Ll
5= k}; (14 q2k—2it1z,z,)? + ;) (1 + 2F-2i%1z,5)2 (4.35)

Parametrizando os ntimeros z, e 2, de acordo com a equagdo (4.13), a equagdo (4.35) fica

da seguinte forma:

N- N-1 .
83,2\ 3 i T + Y ey (49
- 1+q2k N+1tg28yz P (1 + g2k—N+1tg22)2

4.4 Resultados e Conclusoes

Utilizando os estados coerentes da algebra suq(2) ® suq(2), obtemos uma dindmica

generalizada!®

analoga ao caso nao deformado. Isto aplicado ao modelo de Moszkowski
g-deformado nos permitiu obter as equagoes da evolu¢io temporal do modelo, dadas vem'
(4.29). Estas equagbes permitem obter curvas da energia em fun¢dio dos angulos 6,7 e
# — . Com auxilio destas equagdes obtivemos a evolu¢do no tempo da flutuacio do ope-

rador J,, que como vimos no capitulo III, estd relacionado com a diferenca entre o niimero

de particulas nos dois niveis.
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Foram tracados trés graficos. No primeiro deles (pag. 39) AJ, é tragado em funcgao

do tempo para N = 8, N = 30, e N = 50 particulas com a energia por particula man-
tida constante (E/N = —0.5 MeV). Como se pode ver, o comportamento do sistema é
qualitativamente o mesmo, indepehden’te do numero de particulas. Em seguida (pag. 40)
tracamos um grafico para N = 30 particulas, x = 2 e, ¢ = 1.0, 1.05, 1.2, e 1.5. Neste
grafico pode-se notar que, com o aumento da deformacéo ; AJ, oscila para_valores mais
baixos e, para valores altos de g, tende a se estabilizar em torno de um valor constante, ou
seja, o sistema tende a ficar estacionario. isto também pode ser visto no terceiro grafico

(pag. 41), onde tragamos AJ, em fungéo de 6.
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0.0 2.0 4.0 6.0 8.0
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Evolugéo temporal da flutuagdo do operador J, para diferentes ndmeros de particulas, com

g=1 ea energia por particula igual a —0.5 MeV.
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Evolugéo temporal da flutuagdo do operador J, com N, = Ny = 30 particulas, x = 2.
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Flutuagéio do operador J. em fun¢do de 8, com N, = Ny = 50 particulas.
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CAPITULO V

CONCLUSAO

O objetivo desta dissertagio foi (iescrever e analisar os efeitos introduzidos pela de-
formacdo nas propriedades de dois modelos exatamente soliveis, o modelo de Lipkin e
o modelo de Moszkowski. Também foi objeto de estudo nesta dissertagdo a utilizagio
de estados coerentes q-deformados como fung(”)eé de teste, quando utilizamos o método

variacional.

Observamos os efeitos provocados pela deformacéao nas transi(;ées de fase apresen-
tadas pelos modelos de Lipkin e de Moszkowski (capitulos II e III). Com a introducio da
deformagio a transi¢io de fase torna-se menos acentuada, tendendo a desaparecer com
o aumento da deformacdo . Neste estudo utilizamos estados coerentes e comparamos os
resultados obtidos através do método variacional com os. resultados exatos. Esta com-
paracao nos mostrou que o método variacional com esfados coerentes produz resultados
que se aproximam dos resultados exatos a medida que aumentamos o ntiimero de particuias.
Outra conveniéncia de utilizarmos estados coerentes no estudo de transigoes de fase é que

estes nos ddo um pardmetro de ordem natural na caracterizacdo dessas transicoes 3.

Sobre a dinamica do modelo de Moszkowski (capitulo IV), foi possivel observar, a par-
tir do cdlculo da flutuagdo do operador J, (relacionado com a diferenga entre o ndmero de
i)articulas nos dois niveis) e da evolugao temporal desse operador, utilizando as equacdes

de movimento obtidas, que o sistema tende a um estado estacionario a medida que aumen-

tamos o parametro de deformagéo . E importante ressaltar que nesse capitulo obtivemos
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16,4 e, a partir disso, fizemos o

uma dinamica generalizada analoga ao caso nao deformado
calculo das equagoes de movimento para o modelo de Moszkowski g-deformado.

Enfim, concluimos com a constatagdo de que, tendo em vista os objetivos propostos

para esta dissertagdo , estes foram plenamente atingidos.
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