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RESUMO

O presente trabalho descreve, analisa e interpreta alguns aspectos importantes de duas
técnicas de andlise espacial de fluxos muito conhecidas e utilizadas. SHo elas: o "Modelo
Gravitacional Entrépico” de distribuigo de wviagens e o "Problema dos Transportes” da
Programac#io Linear.

Inicialmente, s#io apresentadas algumas nogdes sobre o complexo processo de
planejamento de transportes, onde ¢ salientada a importincia da fase de previsiio da demanda e a
importincia do uso da modelagem matematica nesta etapa.

No capitulo 2, ¢ apresentado o Modelo Gravitacional, concebido por uma analogia com a
conhecida Lei da Gravitagio Universal , e ¢ feita a dedugio do Modelo Gravitacional Entrépico a
partir da resolugio do conhecido problema de maximizacio da entropia, através da utihizac#o do
Método dos Multiplicadores de Lagrange.

No capitulo 3, o "Problema dos Transportes” ¢ apresentado na sua forma onginal, fazendo-
se a seguir uma extens#o do mesmo & problematica da estimativa de matrizes de onigem-destino de
viagens de pessoas. A formulagio do problema dual comespondente €, entdio, apresentada
juntamente com a interpretagfio das suas varidveis duais, sendo que esta interpretacfio, vista como
uma influéncia exercida por estas varidveis sobre a funcgfio objetivo do problem# primal, &
mostrada através de um exemplo numérico aplicado num sistema simulado de cinco zonas de
trafego. Também neste capitulo, ¢ apreseniada uma analise dos pontos comuns entre o Modelo
Gravitacional Entr6pico e o Problema dos Transportes.

O capitulo 4 apresenta um modelo de otimizagio que, sob certas condigBes, pode ser
considerado como um "dual n#o-linear" do Modelo Gravitacional Entrépico, ac mesmo tempo em

que sugere 0 uso da entropia como uma medida de acessibilidade de um determinado sistema.

xiv



Ainda neste capitulo, os resultados obtidos através do uso do Modelo Gravitacional Entropico so
comparados com os resultados obtidos pela resolugHo direta de alguns problemas de otimizag#o,
utilizando-se um software de Programagio N#o-Linear. Tudo isto, para um sistema simulado de
cinco zonas de trafego.

Finalmente, no capitulo 5, ¢ feita uma aplicagiio pratica do "Modelo Gravitacional
Entropico” e do "Problema dos Transportes” para um sistema com quarenta e cinco zonas de
trafego, na regifio de Flonano6polis.

Levando-se em conta os resultados obtidos, pdde-se concluir que o Modelo Gravitacional
Entrépico de distribuiclio de wviagens, com uma fungfio de impedincia do tipo exponencial
negativa, embora sendo um método teoricamente consistente, pode conduzir a resultados diferentes
dos observados para o caso de viagens de pequena duragHo, em sistemas urbanos com grande
acessibilidade. Desta forma, recomenda-se uma atengio especial quando da aplicaglio do modelo
em sistemas que apresentem esta situag#o. Assim sendo, sfio recomendados maiores estudos sobre
a influéncia que os fatores "custo médio do sistema” e "entropia do sistema" (correspondente a este
custo médio) possam a vir a ter sobre o desempenho do Modelo Gravitacional Entrépico, uma vez
que, para uma situagfio de "entropia maxima" , o valor do pardmetro de impedincia "B" pode

atingir um valor muito préxamo a zero.



ABSTRACT

This works presents and describes some important aspects of two well known spatial
analysis techniques, that are: the Gravity Model of trip distribution and the Transportation
Problem of linear programming, |

Initially, the transport demand forecasting problem is situated within the transport
planning process.

Chapter two presents the derivation of the Gravity Model via the entropy
maximizing method, following the lines put foreward by Alan Wilson.

The Transport Problem of linear programming is analysed in chapter three, together
with its adaptation for estimating a passenger trip matrix. Also, its Dual is given followed
by the interpretation of its variables over a Simulated Zoning Zystem with five traffic
zones. Finally it is showed in this chapter some common points between the Gravity
Models and the Transport Problem of linear programming.

After examining an oftimizing problem which could be viewed as a "non-linear-
dual” of the Gravity Model, a comparison between the results obtained by the Gravity
Model and the ones obtained via Non-Linear Programuning, is carried out in chapter four.

Finally, a practical application of the Gravity Model and the Transport Problem is
carried out in chapter five, for a 45 zones system within the Florianopolis Region.
Important insights on the use of the Gravity Models are given.

A series of conclusions and recommendations for further research are presented in

chapter six.



1. INTRODUGAO

1.1. Consideracgdes Inicizis sobre o Processo de Pianejamento dos Transportes

Os problemas e as dificuldades, associados com a movimentag#o de pessoas e veiculos,
sfio evidentes no mundo atual e destacam-se diariamente na vida das pessoas, principalmente
aquelas residenfes em centros urbanos. De acordo com BRUTON (1979), embora esses
"problemas de transportes” ndo sejam novos, eles passaram a ter dimensdes mais dominantes
com o crescimento das populagSes urbanas e o aumento da utiliza¢io de veiculos motorizados.

O processo de planejamento dos transportes tem como objetivo principal minimizar estes
problemas citados anteriormente. O Bureau of Public Roads, citado em MELLO (1981), refere-se
a0 processo de planejamento dos transportes da seguinte forma:

"O processo de planejamento dos transportes diz respeito a todas as facilidades utilizadas
para a movimentacio de bens e pessoas, incluindo terminais e sistemas de controle de trifego. O
processo é baseado na coleta, analise e interpretagfio dos dados relativos as condi¢des existentes e
ao geu desenvolvimento historico, nas mefas e objetivos da comunidade, na previsdo do futuro
desenvolvimento urbano e na futura demanda por transpories. Inclui nifo apenas a preparagio do
planejamento, mas também revisdes periddicas e atualizagdes provenientes das modificagdes que
ocorrerem ao longo do tempo”.

No conceito visto acima, fica evidenciada a preocupagiio em se dar uma abordagem
sistémica ao processo de planejamento dos transportes, fixando os seus objetivos a partir de vérias
metas comunitarias (incluindo-se usudrios e nfo usuarios dos transportes) e levando-ge em conta

futuros desenvolvimentos.



1.2. Madelo, Sistema ¢ Melo Ambiente

Congiderando-se o quase sempre elevado custo para a implantag8o das diretrizes de um
plano de transportes, torma-se aconselhdvel que os objetivos sejam fixados dentro de uma visfio
sistémica, isto ¢, procurando atingir todos os demais subsistemas urbanos, agindo de forma
integrada com o3 mesmos, de modo a methorar a qualidade da vida urbana. Neste contexto,
convém que sejam uniformizados alguns conceitos que serfio utilizados neste trabalho, tais como:
modelo, sistema e meio ambiente.

Segundo HALL, FAGEN e CHADWIUCK, citados em NOVAES (1982), um sistema ¢
um conjunto de partes ou subsistemas interconectados, apresentando interdependéncia entre os
componentes e seus atributos. HUTCHINSON (1979) conceitua um sistema como sendo um
conjunto de elementos organizados que pode ter suas agBes dirigidas através de "entradas”
(inputs) em diregio a determinadas metas e objetivos. Para este mesmo autor, as pessoas que
vivem em uma determinada estrutura urbana interagem dentro de um contexto de "subsistemas
de atividades”. Como exemplos destes subsistemas de atividades, em uma estrutura urbana,
podem ser citados 0 subsistema residéncia-local de trabalho e o subsistema residéncia-comércio.
Alteraces nas caracterfsticas do sisiema de transporte, naturalmente, irfio influenciar a tendéncia
de interagBes dentro destes subsistemas de atividades.

O meio ambiente, por sua vez, pode ser definido como um conjunto de fatores exteriores a
um sisterna, e que tanto influencia como ¢ influenciado pelo comportamento deste sistema (vide
HUTCHINSON, 1979). |

Hutchinson afirma que o conhecimento sobre um sistema wrbano ¢ relativo e que por
conseguinte ele deve ser planejado como um conjunto de subsistemas semi-independentes, cujas
interagBes nfio sfo completamente compreendidas. Esta falta de conhecimento sobre muitos
sistemnas fez surgir o uso do conceito de "conjunto sistema-meio ambiente”, uma vez que a
diferenca entre sistema e meio ambiente ¢ bastante arbitraria e nfio ¢ perfeitamente delimitada.
Por isso, um dos desafios na delimitag#io de um problema de planejamento de transporte ¢ definir
a interface sistema-meio ambiente. Em principio, o planejador deve, de uma maneira geral, dingir
seus esforcos para a concepgiio de um sistema que consiga uma "integragfio maxima® ou "um
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certo grau de ajustamento” entre o sistema e o meio ambiente.

A figura 1.1 mostra esquematicamente o inter- relacionamento sistema-meio ambiente.

Os sistemas de transportes siio, via de regra, considerados como sistemas complexos por
possuirem um grande nimero de componentes que se imter-relacionam de forma dinfimica e

complexa. O estudo destes sistemas ¢ feito através do uso de modelos.

GRAU DE
NMEIO AMBIENTE
AJUSTAHENTO

INTERFACE

FIG. 1.1: Esquema do conjunto sistema-meio ambiente

FONTE: adapiada de HUTCHINSON (1979)

Um modelo ¢ uma representacio de um sistema ou de um de seus componentes, sendo
que esta representac¥o pode ser realizada através de varios tipos de linguagem: matemaﬁcé,
logica, grafica, fisica, etc. (NOVAES, 1982). Ou seja, partindo-se da realidade observada,
analisada através de uma oOtica coerente com uma determinada postura tedrica, procura-se
identificar e representar os elementos e relacdes relevantes do sistema. Com esses elementos ¢

relactes, estruturados através de tma lingnagem formal constroi-se uma representacio do
sisterna real, que ¢ chamada de modelo.



1.3. O Processo de Modelagem

Um processo de modelagem consiste, basicamente, em construir um modelo de um
sistema real existente como meio de analisar e compreender o comportamento e a evolugio do
mesmo. Este sistema em questfio pode existir efetivamente ou pode ainda estar em fase de
concepgio.

No caso do sistema existir efetivamente, na época de realizaglio de algum estudo sobre o
mesmo, o objetivo fundamental sera analisar o seu desempenho para buscar agdes no sentido de
aprimora-lo. No caso do sistema ainda n#o existir, o objetivo fundamental sera identificar a
melhor estrutura do sistema futuro. |

A complexidade de um sistema dito complexo resulta do fato de que normalmente seu
comportamento ¢ influenciado por uin ndmero muito grande de varidveis. Além disso, exiéte 0
agravante de que essa complexidade tende a aumentar, em face das possiveis instabilidades dos
ambientes social, politico e econ6mico. |

ANDRADE (1989), salienta que mesmo um sistema real com um mimero muito grande
de varidveis, terdA o seu comportamento explicado por uma quantidade reduzida de varidveis
principais. Assim sendo, a simplificacfio de um sistema real em termos de um modelo, passard
primeiramente pela identificagio das chamadas varidveis principais. Este mesmo autor sugere a

figura 1.2 como uma representago dessa simplificacéio.

SISTEMA REAL

SISTEHR REDVUITDO BODELD
(raxridveis principai=)

FIG. 1.2: Representagéio da simplificagfio no processo de modelagem
FONTE: ANDRADE (1989)



Considerando-se o caso especifico da modelagem matemética, é sabido que a mesma ir4
requerer do planejador uma postura autocritica constante, pela qual ¢ verificada a cada passo a
verossimilha_ngg do modelo em relagfio 4 realidade a ser representada (ver NOVAES (1982)).

Por outro lado, a obtencio de dados adequados ao processo de modelagem ¢ algo dificil
nos paises em desenvolvimento (como ¢ o caso do Brasil), principalmente pela falta de recursos
financeiros e humanos qualificados. Mas mesmo assim, o uso de modelos matematicos nio deve
ser abandonado, pois o conhecimento das inter-relagles entre as varidveis, bem como a
identificagfio dos fatores relevantes e a avaliagio de futuras caracteristicas do sistema modelado
(mesmo que nfio possua toda a precisfio desejada) j4 constituem um grande avango.

LOWRY - citado em NOVAES (1982) - coloca da seguinte maneira as vantagens da
utilizacfio de modelos mateméaticos em planejamento:

*A vantagem potencial de um modelo matematico (contando com o auxilio do
computador) deriva principalmente da capacidade que o computador apresenta de tratar
simultaneamente as grandes quantidades de vandveis, propras do planejamémo abrangente: é
capaz de fornecer projectes necessaras, as solugBes normativas para os problemas ou, ainda, os
testes de politicas alternativas, levando em conta uma gama mais extensa de relagBes,

ramificacOes e realimentagtes do que seria possivel de ser tratada através das ferramentas mais

tradicionais do planejamento.”

1.4. Metodologia Geral de Planejamento de Transportes

A elaboragfio de um plano de transportes normalmente segue os seguintes passos:

a) Diagnéstico (definig8o do problema):

Esta etapa compreende a coleta de dados sobre a populag#io, atividade econfmica, uso do
solo, padrdes de trafego, facilidades e dificuldades existentes aos transportes. Esta fase baseia-se
em dados disponiveis na coleta de informagtes nos domicilios e em pontos importantes do
sistema viario. Este processo de coleta dos dados deve obedecer as técnicas estatisticas de

amostragem, sendo normalmente bastante grande o dispéndio de tempo e recursos humanos e
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financeiros. E importante frisar que estes dispéndios s#o justifichveis, uma vez que o uso de

modelos mateméticos exige uma detalbada e correta coleta de informag8es.

b) Previs®es:

-Nesta fase, basicamente, sio muito importantes os modelos de uso do solo e de previsio
da demanda de transporte.

Para a aplicagio dos modelos matemaéticos de uso do solo, normalmente a 4rea urbana ¢
dividida segundo suas atividades principais, como por exemplo em é4reas residenciais, 4reas
comerciais, dreas industriais, etc. E importante ressaltar que os modelos de previsio da demanda
de transporte dependerfio muito dos resultados apresentados pelos modelos de uso do solo.

Nommalmente, os modelos de previsfio da demanda de transporte sio desenvolvidos
através de quatro estagios, quais sejam: geracfio de viagens, distribuiclio de viagens, reparticiio
modal e alocagio de viagens a rede.

¢) Formulacfio de alternativas;

Nesta etapa, deverfio ser considerados sistemas alternativos de transportes, em
consonincia com os objetivos fixados na fase inicial do processo de planejamento. Devem ser
levadas em conta as possiveis altemativas tecnologicas, através da analise de suas capacidades
de atendimento ao volume da demanda prevista, dos custos de implantacéio e de operacio, da
vida til dos equipamentos, necessidades de dispéndios em moeda estrangeira, etc.

Em resumo, ¢ decisivo o perfeito conhecimento das possiveis alternativas tecnolégicas de
transportes, para que as alternativas recomendadas sejam vidveis de serem implantadas com
condi¢Bes técnicas e econdmicas adequadas, de forma que estas nfo venhan a ter, em pouco
tempo, suas capacidades esgotadas.

d) Programas de investimentos:
Nesta etapa, uma vez que as alternativas j4 devem ter sido selecionadas na etapa anterior,
normalmente devera ser feito um "programa plurianual de investimentos” levando-se em conta as
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prioridades estabelecidas na fase inicial do processo de planejamento.

e) ReavaliagBes (ou "feedbacks"):

O processo de planejamento de transportes nfio ¢ um processo estatico, devendo ser
peniodicamente reavaliado. Assim sendo, de tempos em tempos deverfio ser feitas venficacBes
nas pnoridades estabelecidas pelo plano, tendo como finalidade adapiar o plano as novas

situacBes que vlo surgindo dia a dia nos sistemas urbanos, como conseqiléncia de sua propria

dinfmica.
Na figura 1.3 s#io mostrados, de forma esquemética, os estagios do processo de

planejamento de transportes.

DIAGHOSTICO PREVISIO DA DEKAWDA
(DEFINICAG PO PROBLEMA}
* Geragho
* Distribuigdo
* Populagdo * Pepartigdo modal
* Economis ‘ * Alocaglo
¥ Uso do solo
* Trafego l
* Dificuldades
% Facilidades FORMULAGLO DE ALTERHATIVA
* Alrernativas
* gvaliagfo
% Seleglo

N
HETAS E OBJETIVOS

\

PROGRAMAS DE
— INVESTIEERTDS
PREVISORES
N BE‘V'AL;‘GﬁES
* Econonin A A
+ Umo do mole {FEEDBLCKS)

FIG. 1.3: Esquema dos estégios do processo de planejamento de transportes
FONTE: adaptade de MELLO (1981)

HUTCHINSON (1979), afirma que o fluxo usual das atividades envolvidas no processo
de previsio da demanda (fases de geragilo, distribuigo, reparti¢io modal e alocagfio) pode ser

esquematizado como indica a figura 1.4.
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FIG. 1.4: Seqifncia de atondades envobndas no processo de previsio da demanda de transportes
FONTE: adaptado de HUTCHINSON (1979)

1.5. A Medelagem da Demanda de Transporte

De acordo com NOVAES (1986), uma etapa de fundamental importdncia na anilise de
sistemas de iransportes é a da identifica¢fio e quantificacfio da demanda, que envolve a previsdo
da "resposia” dos usnérios s mudancas nos atributos dos sistemas de transportes.

Infelizmente, o processo de modelagem de transporte, embora essencial, muitas vezes
ainda é visto como uma "arfe imprecisa" principalmente nos paises em desenvolvimento, como o
Brasil. Um dos fatores que contribuem para esta visio € a falta de estatisticas fidedignas
disponiveis, as quais sfo muito importantes para se conseguii' satisfatorios graus de precisdo e
refinamento no processo de modelagem. E fato conhecido que, na maioria dos paises em
desenvolvimento, a coleta sistematica de dados relativos a fransporte ¢ praticamente inexistente

ou incipiente. Além disso, a maior parte das estatisticas limita- se a simples contagem de frafego,



raramente dispondo de dados sobre origem e destino.

Relativamente ao processo de previsio da demanda, ULYSSEA NETO (1991) afirma que
a concepgio, a especificacio e a calibragfo dos modelos que forem utilizados para explicar e
prever esta demanda, devem ser feitos mediante a utilizagio de métodos que tenham sido
largamente testados e que sejam aceitos pela comunidade cientifica. Assim sendo, neste trabalho
serd apresentado e tratado o processo de modelagem da demanda de transporte que utiliza o
método da maximizacho da entropia, dando-se énfase especial ao chamado Modelo
Gravitacional Entrépico de Distribuicio de Viagens, explorando-se suas inter-relagBes com

métodos de programac#io linear e nfo-linear.

1.5.1. Zoneamento de uma 4rea de estudos

Os estudos de demanda de transportes, envolvendo uma determinada regi&o,' comegam
pela reparticéio da regifio em areas menores denominadas zonas de trifego, com caracteristicas
socio-econdmicas e de transpories razoavelmente homogéneas. Este "zoneamento" tem a
finalidade de melhor estabelecer os fluxos de origem e destino das viagens. O polo principal de
atividades da zona de trafego ¢ denominado centréide. E importante frisar que a fronteira que
separa a regifio objeto de estudo das demais ¢ chamada "linha de contorno” ou "cordio externo”.

De acordo com MELLO (1975), nfio existe uma metodologia consagrada que permita
estabelecer o nimero ideal de zonas de trafego que irfio compor uma regifio. Entretanto, isto
normalmente ¢ feito considerando algumas caracteristicas especificas da regifio, como, por
exemplo, caracteristicas topograficas, densidade populacional, produgéo, volumes de trafego, etc.
Em outras palavras, as condigBes locais poderfio ser um parfimetro importante para estabelecer .o
numero de zonas de trafego que serfio definidas para a realizagfio dos estudos.

Dentro das zonas de trafego, normalmente s#o realizadas pesquisas visando a obteng#o de
dados que serfio Uteis nos estudos sobre transportes, como por exemplo:

-natureza das viagens,

-caracteristicas socio-econ0micas da populagéio,

-producfo e consumo;



-caracteristicas dos sistemas de transporte.

1.5.2. Estagios da previsfio da demanda de transportes
Conforme ja visto em 1.4, a demanda de transportes ¢ geralmente analisada através de
quatro estagios sucessivos, a saber:
. -geracHo de viagens;
-distribuic#io de viagens,
-reparticio modal;
-alocacio de viagens a rede.

A seguir, se mostrarda de uma forma objetiva, em que consiste cada um dos estagios

mencionados acima.

a) Geracfo de viagens:

Nesta fase da estimativa da demanda de transportes ¢ determinado o mimero de viagens
que se oniginam (produgfio) ou se destinam (atraciio) a cada zona de trafego.

O nimero de viagens produzidas ou atraidas em uma determinada zona de trafego sera
fung#o de uma séne de caracteristicas existenies na mesma, 0 gue torna muito importante um
zoneamento baseado em caracteristicas de homogeneidade (conforme foi exposto na subseglio
anterior).

O numero de viagens produzidas ou atraidas em uma zona de trafego em data presente
pode ser determinado através de pesquisas domiciliares e de origem-destino nas vias (sobre o
corddio externo). Entretanto, para um satisfatério planejamento de transportes, € necessano fazer-
se uma estimativa deste dado em época futura (horizonte de planejamento). Para isto, geralmente
sio empregados imodelos matematicos onde o numero de viagens ¢ relacionado s varidveis
socio-econdmicas da Area em estudo, como por exemplo: renda, nimero de habitantes, nimero de
empregos, indice de motonzagio, habitos com relagiio as viagens, etc. Assim, admitindo-se que
existam "n" zonas de trafego na area de estudos, a etapa de geracio fornece para uma data futura

os totais de viagens Pi produzidos pelas zonas 1=1,2,3...,n e os totais de viagens A} atraidos pelas
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zonas 3=1,2.3...,n. Nesta fase obtém-se, entfio, dois vetores: um de produgfio e outro de atraglio
de viagens, que podem ser transformados em vetores de origens e destinos, como indicam as

figuras 1.5a e 1.5b, respectivamente.

. [01 D, D,...D.]
0.

(al b)

Velor de origens Yetor de destinos de viagens

dc viagens

FIG. 1.5: Vetores de origens e destinos de viagens na fagse de geragiio.

b) Distribuigio de viagens:

Apoés definido o nimero de viagens, que sfio produzidas e atraidas pelasb zonas de trafego
que compdem a area em estudo (ou os vetores [Oi] e [Dj]), o estagio posterior ¢ a distribuigdo
destas viagens entre os potenciais pares de origem-destino. Determina-se, assim, uma matriz de
oxigem-dmtino.‘

Neste trabalho, sera dada atengdo especial a este estagio, o qual serd visto em maiores
detalhes na segfo 1.6.

¢) Repartigdo modal de viagens:
Nesta fase s#io determinadas as viagens por modo de fransporte. Os modelos
desenvolvidos neste estagio permitem fazer a divisdo do numero total de viagens, entre viagens
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feitas por transporte publico e privado, ou ainda entre diferentes modalidades de transporte, como
por exemplo, 6nibus, trem, metrd, etc.
Em geral, estes modelos sfio baseados na atratividade dos modos de transporte, medida

em funcfo de alguns atributos como, por exemplo, custos, tempo, conforto, seguranga, freqiéncia
das viagens, efc.

d) Alocacgiio de viagens a rede:

Baseada na caracterizagfo da rede vidria, nos tempos de viagem entre os pares de Q-D e
na capacidade de cada trecho da rede, o estagio de alocagio de viagens incumbe-se da
determinacio dos volumes de trafego nos trechos da rede.

1.6. A Etapa de Distribuiciio de Viagens

Esta etapa ¢ bastante importante para o planejador de transportes, pois através da mesma
¢ possivel se ter o conhecimento dos movimentos interzonais, de modo a se poder estabelecer a
freqiténcia de viagens realizadas entre as zonas de trafego.

De posse dos vetores de origem e de destino de viagens (ver figura 1.5) obtidos na fase de
geraclio ¢ possivel montar uma matriz de O-D de viagens com dimens#o n x n (ver figura 1.6),
onde cada elemento da mesma serd denotado por Ti) e expressard o mimero de viagens com
origem na zona "1" e com destino na zona *)".

O objetivo dos modelos de distribuigfio é o de determinar os elementos Tij's da matriz da
figura 1.6, sendo conhecidos os totais Oi's e Dy's.
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m's] D, | D, D, 4

FI1G. 1.6 : Matriz da distribuigdo de viagens

Os métodos utilizados para realizar a distribui¢io de viagens devem satisfazer a trés
equacgdes fundamentais:

zthIf.J.sz (1.2)
SRR

onde:
Dj = total de viagens com destino em "}";
Qi = total de viagens com origem em "i";

Tij = nimero de viagens com origem em "i" e com destino em "}";
3
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T = total de viagens no sistema.

As trés equacgBes vistas anteriormente constituem as chamadas Equacgdes de Consisténcia
de Fluxo.

Durante os ultimos anos, diversos procedimentos e métodos foram propostos,
desenvolvidos e usados para a obteng#io da matriz da figura 1.6. Todos estes procedimentos e
métodos tendem a se enquadrar em dois grupos principais (de acordo com BRUTON, 1979):

-Métodos de Fatores de Crescimento, nos quais fatores de crescimento sfo aplicados aos
movimentos interzonais levantados no ano base;

-Métodos Sintéticos, nos quais ¢ feita uma tentativa de se entender as relagBes causais
associadas aos movimentos, considerando-as como sendo andlogas a certas leis de
comportamento de fen6menos fisicos.

Em alguns modelos sintéticos, como € o caso do chamado Modelo Gravitacional, os
custos de transporte sfio considerados como sendo conhecidos "a priori”. Tem-se, entfio, uma

equacfio de consisténcia adicional, qual seja:
) vy U4

onde:
cij = custo de transporte entre uma origem "i" e um destino "j";

C = custo total de transporte no sistema.

Neste trabalho, serfio abordados, comparados e relacionados dois métodos de distribuigéio
de vingens (determinagiio da matriz O-D), quais sejam:
-0 Modelo Gravitacional Entropico;

-0 Problema dos Transportes.
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1.7. Objetivos Principais do Trabalho

Os principais objetivos deste trabalho s#o:

a) Descrever, analisar e interpretar alguns aspectos importantes do Modelo Gravitacional
Entrépico de distribuigio de viagens,

b) Aplicar o Modelo Gravitacional Entropico de Alan Wilson para estimar uma matriz de
O-D de viagens na regifio de Florian6polis;

¢) Analisar os resultados obtidos com o emprego do Modelo Gravitacional Entrépico,
comparando-os com os resultados obtidos através da resolugio do Problema dos Transportes da
Programac#o Linear,

d) Estudar o inter-relacionamento entre 0 Modelo Gravitacional Entrépico e o Problema
dos Transportes da Programac#o Linear.

¢) Comparar os resultados obtidos através do Modelo Gravitacional Entrépico, com os
resultados  obtidos pela resoluglo direta de alguns problemas de otimizaglio utilizando
programacio n#o-linear,

15



2. MODELO GRAVITACIONAL ENTROPICO DE
DISTRIBUICAO DE VIAGENS

2.1. Principio Bisico do Modelo Gravitacional

A conhecida Lei da Gravitagdo Universal de Newton pode ser enunciada da seguinte
forma: :

"Duas particulas materiais se atraem com uma forga diretamente proporcional ao produto
das suas massas e inversamente proporcional ac quadrado da distincia entre elas, estando a forga
dirigida segundo a reta que as une."

Desta forma, se duas particulas tém massas respectivamente iguais a my e my,

encontrando-se a uma distincia dy» uma da outra, a forga de atragiio F 5 sera:

Fp= G%gz ey
12

A constante G que aparece na equagfio (2.1) é denominada Constante Gravitacional ou
Constante de Newton. E uma constante universal, isto €, seu valor depende apenas do sistema
de umdades utilizado, sendo independente do meio onde se encontram as duas particulas.

De acordo com HARVEY (1969) - citado em NIJKAMP (1974) - o Modelo Grawvitacional
de Distribuigo de Viagens pode ser considerado como uma relagio tedrica que descreve o grau
de interag#io entre dois ou mais pontos, de maneira analoga ao fen6meno fisico da gravitaglo

universal. Assim sendo, a expressfio do Modelo Gravitacional ser4 analoga & expressiio da Lei da
Gravitagiio da Fisica Classica, devida a Isaac Newton.



MELLO (1975), afirma que quando o espago geografico ¢ associado a um espago sécio-
econdmico, espago este no qual as disiincias devem ser vencidas com um minimo custo de
transporte, surgirdio dois tipos de forgas:

-forgas que tenderdo a aglomerar as diversas grandezas deste espaco, como: baixos custos
de transporte, energia elétrica abundante, facilidades de comunicagfio, incentivos governamentais,
elc;

-forcas que tenderfio a fazer com que a interagio entre estas grandezas seja dificultada,
tais como: elevados custos de transporte, ma qualidade de mio-de-obra, falia de saneamento,
escassos meios de comunicagio, etc.

Deste modo, como na Fisica Newtoniana, hi uma atragfo entre as massas, que ¢
diretamente proporcional ao seu tamanho e inversamente proporcional a um "atrito" (ou
impedincia) existente entre elas. Este chamado "atrito" pode ser, por exemplo, a separaciio
espacial entre as massas.

De acordo com o que foi exposto anteriormente, a forma geral do Modelo Gravitacional

pode ser escrita, entfo, da seguinte forma:

r kmi.mj o)
L=k 22
y

dl:]ﬁ

onde cada termo representa o seguinte:

k : é uma constante de proporcionalidade;

B : ¢ um parmetro a ser calibrado;

Tij: representa uma "forga " de interaglio enire as massas,
mi, mj: massas representativas de dois pontos "i" e "j";

dij: representa a distincia entre "i" € "j".
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Num estudo de transportes, que ¢ o caso em quesido, os termos "massa” e "distincia",
mencionados acima, t€m os seguintes significados:

-MASSA:

Sendo "i" e "j", por exemplo, duas localidades, a massa deverd ser uma grandeza que as
represente. Ela pode assumir uma extensfo muito diversificada de valores, como: a populagio de
duas localidades, mimero de carros registrados, volume de vendas, etc. A escolha de uma ou de
outra forma de expressar a massa depender4 de muitos fatores como, por exemplo: finalidades do
estudo, correlago entre varidveis, dados estatisticos disponiveis, etc.

-DISTANCIA:

Normalmente, num estudo de transportes, o conceito do termo distincia ¢ mais amplo que
o de uma simples separagio flsica entre duas localidades. Neste caso, "distincia" deve ser
encarada como uma forga de oposig8o ao deslocamento das massas. A distincia, entfio, pode ser
um valor virtual expresso em quildmetros equivalentes, custo de transporte, tempo de viagem ou
qualquer outra medida que indique as forgas que sio contrarias aos deslocamentos de pessoas e
cargas.

Na Lei da Gravitagio Universal de Newton (equagio 2.1) , a qual expressa um fen6meno
fisico cujo comportamento ¢ regido por uma propriedade universal, tem-se a presenca de um
expoente "2". No Modelo Gravitacional (que é uma aproximagio analogica), este expoente "2"
normalmente ¢ substituido por um pardmetro "8", que devera ser estimado na calibragdo do
modelo. JA a constante gravitacional G ¢ substituida pelo termo "k", que ¢ uma constante de
proporcionalidade.

Considere-se, agora, as seguintes variaveis envolvidas em um;estudo de transportes:

Oi = numero de viagens originadas em uma determinada zona "i", representando o potencial de
produciio de viagens desta zona;
Dj = nimero de viagens atraidas por uma determinada zona "j", representando o potencial de

atraciio de viagens desta zona;

13



Tij = mimero de viagens entre as zonas "i" e "j",
cij = custo de viagem entre as zonas "i" e "}".
Fazendo-se uma analogia com a Lei da Gravitagio Universal, o Modelo Gravitacional

pode ser escrito da seguinte forma:

Oi‘Dj
];} =k ﬁ 2.3)
<

Esta analogia entre a Lei da Gravitagio Universal e o Modelo Gravitacional ¢ mostrada

esquematicamente na figura 2.1.

d12 cli
[l 1 [ i
f ] { 1
F1z T43
{a} Lei da Gravitvacdo Universal (h) HModelo Gravitacional

FIG. 2.1: Esquema indicando a analogia entre a Lei da Gravitaglo
Univerzal « o Modelo Gravitacional

Fonte: WILSOH {(1901)
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2.1.1. Generalidades sobre o modelo gravitacional

O Modelo Gravitacional (equagio 2.3) pode ser reescrito da seguinte forma:

T;=k.0,.D; C;P @4

A equaclio (2.4) pode ser linearizada com o emprego de transformagdes matematicas.
Assim, aplicando-se logaritmos a ambos os membros da equagio (2.4), chegar-se-4 a seguinte
expressdo:

mz;.j:mknnoi +lnDj—,3 Incz-j 2.5)

Na equago (2.5) os parimetros k e B podem ser determinados através de uma regressfo

linear, levando-se em consideragdo dados coletados em um determinado ano-base. Esta equaglo,
entretanto, nfo satisfaz 4s Equacdes de Consisténcia (equagdes 1.1a 1.4).

Para que as equagdes de consisténcia 1.1 e 1.2 sejam satisfeitas, sfo incorporados ao
Modelo Gravitacional fatores de equilibrio Ai e Bj. Desta forma, a formulagio do Modelo
Gravitacional tomar a seguinte forma (chamada Modelo Gravitacional Completo):

T;=4.0.B;D.fc) @6)

onde:

Tij = nimero de viagens da zona "i" para a zona "{",
Ai = fator de balanceamento relativo a origem "i",
Bj = fator de balanceamento relativo ao destino "j";

Oi = nimero de viagens que se originam em "i",;



Dj = nimero de viagens que se destinam 4 "}";
f(cij) = funcio de impedincia entre "i" e "j".

E importante frisar que a fungo de impedéncia f{cij) deve ser especificada de acordo com
a percepgdo que o usuirio tem em relagdo aos cﬁstos de transporte, encerrando um parimetro de
impedancia que respondera pela satisfagio da restrigiio 1.4.

Duas das mais comuns especificagSes de f{cij) sio dadas como segue:

a) Percepglo linear dos custos de transporte:

flgp=e i e

b) Percepgio logaritmica dos custos de transporte:
— ,3 —fIn C
Jg)=—F=c" = (28)
cﬁ

y

A forma geral destas fun¢des para diferentes valores de seus pardmetros ¢ mostrada na
figura 2.2.

E importante observar o fato de que a fungfio de impedincia do tipo exponencial negativa
(figura 2.2a) encerra a premissa de que os custos de transporte sfo percebidos de forma linear,
isto ¢, a influéncia dos acréscimos do custo de transporte sobre o niimero de viagens independe
dos valores absolutos destes custos. Segundo ULYSSEA NETO (1991) esta funglio de
impedéncia é mais apropriada para as 4reas urbanas, onde as distincias a serem percorridas sio
relativamente curtas. Este mesmo autor afirma que o tipo de fungio mostrada na figura 2.2b
(percepgdo logaritmica) é aconselbavel nos casos em que as distdncias a serem percorridas sejam

mais longas como, por exemplo, no transporte interurbano.
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FIG. 2.2a: Forma geral da fungo F(cij) = e"B-Cli
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FIG. 2.2b: Forma geral da funglio F(Cij) = e-B-In Cij




Desta forma, se for considerada uma percepgio linear dos custos de transporte, o chamado
Modelo Gravitacional Completo tomara a seguinte forma:
—_ ﬂ ci .

T;=#4.0,.B;De J (2.9)

E importante ressaltar que os fatores Ai, Bj ¢ § garantirio o cumprimento das restri¢Bes
dadas pelas equagBes (1.1) a (1.4).

2.1.2. O custo generalizado de viagem no modelo gravitacional

O Modelo Gravitacional utiliza uma medida de custo generalizado (cij) composta pelos
varios elementos que sio possiveis de influenciar a impedincia de viagem, ie., (f(cij)). Esta
medida do custo generalizado, segundo um trabalho realizado por A.G. Wilson e 0 Mathematical
Advisory Unit - MAU - do Ministério dos Transportes da Inglaterra (BRUTON, 1979), ¢ uma
func¥o linear dos seguintes elementos:

-tempo associado & viagem;

-distincia;

-tempo de viagem excedente (ou seja, o tempo gasto esperando ou se deslocando para um
determinado meio de transporte);,

-custo de estacionamento no destino da viagem;

=valor que o viajante associa ao tempo, distdncia e o tempo de viagem excedente.

Em termos gerais, o custo generalizado de transporte pode ser expresso da seguinte forma:

Cij :kl'ti]'+k2'EU'+k3‘dU'+cj+5 (2.10)



onde:

cij = custo generalizado da viagem da zona "i* para a zona "j" por um determinado modo de
ransporte;

tij = tempo de viagem entre a zona "i" e a zona "j" por um determinado modo de transporte;

Eij = tempo de viagem excedente, isto ¢, tempo de acesso ao modo e de espera nos terminais;

dij = distincia entre a zona "i" e a zona "j";

k1, k2, k3 = constantes representando o valor que o viajante associa ao tempo de viagem, tempo

de viagem excedente e distincia entre zonas, respectivamente;

¢j = custo de estacionamento no final da viagem;

8 = estatistica de calibracio que representa fatores tais como conforto e conveniéncia.

BRUTON (1979) afirma que uma das maneiras de operacionalizar o calculo do custo
generalizado ¢ expressa-lo em unidades de tempo, como segue:
kyEy; kydy;

.. C. -

_ y y, J,o
o=t 4 A 2.11
cz] ij kl + kl +k1+k1 (2.11)

Este mesmo autor lembra que ndo se atribui 0 mesmo valor ao tempo para todos os
propésitos de viagem. Normalmente, por exemplo, atribui-se valores monetarios diferentes
ao tempo de viagem gasto para se locomover ao trabalho e ao tempo de viagem gasto nas
viagens de lazer. Resumindo, entdo, na aplicagio do custo generalizado devem ser atribuidos

diferentes valores ao tempo para os varios propésitos de viagem.



2.2. Derivaciio do Modelo Gravitacional Através do Método da Maximizacio da Entropia
2.2.1. Os conceitos de entropia

Na literatura cientifica o conceito de entropia aparece com variadas acep¢des. Estas
variadas acepg¢des sdo apropriadas em distintos casos e para diferentes usos.

Para ORTUZAR (1988), ¢ importante distingtir dois casos gerais:

-entropia se referindo a uma medida objetiva ¢ mensurdvel de certa propriedade de um
sistema como, por exemplo, no enfoque da Termodinimica (NOVAES, 1982). '

-entropia nio estando diretamente associada 4 medida de uma determinada propriedade de
um sistema, sendo que as informaces acerca deste sistema quem possui ¢ o estudioso do mesmo.
Dentro desta segunda linha de pensamento sdio destacadas duas acepeBes: a entropia como
probabilidade (relacionada com a no¢lio de incerieza) e a entropia como esiado de uma
distribuiciio de probabilidade (WILSON, 1970 e ORTUZAR, 1988).

O segundo caso, mencionado anteriormente, ¢ o mais interessante dentro do contexto

deste trabalho e sera utilizado como ferramenta para a construgiio de modelos.

2.2.2. A relagio da entropia com probabilidade e incerteza

Considere-se um determinado "sistema de interesse”. E importante salientar que, no
contexto deste trabalho, um sistema de interesse pode ser um sistema urbano ou regional que
esteja sendo utilizado para estudo.

Inicialmente, é conveniente definir e especificar o que seja um ESTADO deste sistema de
interesse, e que informacgGes s¥o necessarias para caracterizar este mencionado estado.

Seja, entdo, um sisterna composto por uma grande quantidade de componentes, sendo
estes componentes distintos e estando perfeitamente separados. WILSON (1970) cita como
exemplo de mn‘sistema 'deste tipo um sistema gasoso e utiliza o conceito de eniropia para
descrever o seu estado. De acordo com ele, o estado deste sistema gasoso em questiio pode ser

completamente especificado pelas coordenadas e velocidade de cada particula do gas a qualquer
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tempo. Esta "microanalise", entretanto, ¢ dificultosa sob ﬁmitos aspectos, principalmente pela
quantidade muito grande de moléculas envolvidas.

Por outro lado, é possivel prever-se com uma precisdo adequada algumas das
propriedades de um sistema complexo desorganizado como um todo (o chamado "macroestado™).
Em outras palavras, assume-se o estado de um determinado sistema, como uma média estatistica
dos varios estados em que se encontram seus componentes.

Assim sendo, desenvolveu-se um ramo da Fisica, a Mecénica Estatistica, para estudar
sistemas com as caracteristicas do exemplificado anteriormente. Desta forma, tomou-se possivel
predizer propriedades macroscopicas de sistemas deste tipo, partindo-se de um estudo
microscopico. JAYNES (1957), citado em WILSON (1970), relata algumas destas técnicas de
analise que utilizam o conceito de entropia.

Quando se procura descrever o estado de um determinado sistema, pode-se ter, em
principio, as seguintes situagdes:

a) uma descrigio bem detalhada e completa, que permite chegar a especificacio dos
chamados "microestados", em que cada um dos mesmos ¢ wnico; convém salientar que cada
microestado representa uma descricfio bem definida do estado do sistema;

b) uma descrigio bem definida, porém niio tio detalhada quanto a anterior, permitindo
especificar um chamado "mesoestado”. E importante salientar que muitos microestados de um
sistema podem corresponder ao mesmo mesoestado;

¢) uma descri¢dio mais geral, formada por um conjunto de mesoestados, dando origem a
um chamado "macroestado”.

Considere-se um certo evento especifico "E" (uma certa conformacgio de particulas, por

exemplo) com uma probabilidade de ocorréncia "p". SHANNON (1949) - citado em ULYSSEA
NETO ( 1991) - introduziu a expressio

H{P]:—k.;pi.hlpi (2.12)

N
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como uma medida da incerteza associada com uma série de eventos 1 = 1, 2, .., n e cujas
probabilidades de ocorréncia sdo dadas pela distribuiciio de probabilidades {P] = [pj, p2, ., Pn}-
E importante observar que "k" ¢ uma constante positiva.

A medida H[P] ¢ definida como sendo a entropia da distribui¢do de probabilidades [P].
De fato, H[P] ¢ considerada como uma medida absoluta da incerteza associada com uma certa
distribui¢io de probabilidades (BATTY e MARCH, 1976 , citados em ULYSSEA NETO, 1991).
Dentre as propriedades de H[P], as mais importantes s¥o: a coricavidade, a simetria e a
aditividade. Por conseguinte, H[P] representa uma maneira’ eficiente de caracterizar um
macroestado de um sistema, que pode ser obtido a partir de uma série de diferentes microestados
tendo, cada qual, uma certa probabilidade de ocorréncia.

ULYSSEA NETO (1991), citando JAYNES (1957), diz que as médias estatisticas que
podem ser usadas para descrever o estado de sistemas complexos (isto é , descrever o
"macroestado”) podem ser obtidas pela maximizagio da entropia de Shannon, H[P], sujeita a um
conjunto de restrigGes lineares que representam aquilo que é realmente conhecido a nivel de
mesoestado e macroestado do sistema. Através da maximiza¢do de uma fungfio objetivo que
expresse a probabilidade de ocorréncia de um especifico macroestado, o procedimento sugerido
por Jaynes leva a solugiio mais provavel, dentre uma série de solugBes possiveis (isto €, capazes
de satisfazer o conjunto de restri¢Ses). Em se considerando os sistemas de interesse onde ocorrem
os fluxos de passageiros que serfo objeto de estudo, como sistemas complexos desorganizados,
sobre eles podem ser aplicadas as medidas e os procedimentos expostos acima.

Para tornar mais claro o que foi exposto até aqui, dentro do contexto deste trabatho, ¢
interessante considerar como exemplo um sistema de interesse especificado por uma mairiz
origem-destino, como mostra a figura 2.3. Em outras palavras, esta se considerando uma area de
estudos composta por i =1, 2,....n zonas de origem e destino. O mimero de viagens de uma zona
de origem "i" para uma zona de destino "j* ¢ denotado por Tij e a matriz de origem-destino por
{Tij}.
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FIG. 2.3: Matriz origem-destino como um gistenma de interezse

Em principio, é possivel identificar a cada viajante individualmente na matriz da figura
2.3; deste modo, a descrig#io mais detalhada possivel é a que descreve a origem e destino de cada

individuo. Esta seria uma descri¢fio de microestado.

Entretanto, pode ser que somente haja interesse pelo nimero total de viagens (Tij) entre as
zonas. Neste caso, se est4 diante de wma descrigo de mesoestado.

O terceiro nivel de agregacdo & o macroestado. Neste sistema em questilo, o macroestado
esté representado pelas restrigSes do sistema, isto ¢, os valores de Oi's e Dj's.

E importante dizer que muitos microestados produzem um mesoestado, e muitos
mesoestados produzem um macroestado. Este "arranjo hierirquico™ é representado na figura 2 4.

Este tipo de estrutura (fig. 2.4) é comum no desenvolvimento de modelos da Maximizag#o
da entropia (Wilson, 1970).
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MACROESTAD0

MESDESTADO 1T}
incivichao 1
MICROESTADD ndividuo 2
rividuo ri

FIG. 2.4: Estrutura hierargquica dog egstadog, para distintos
niveis de agregaglo

FONTE: adaptada de ORTUZAR (19988)

2.2.3. O método da maximiza¢io da entropia ¢ o modelo gravitacional de distribuigiio
de viagens

Levando-se em conta os propositos de realizagho de um planejamento de transportes,
existe o interesse em se determinar a "distribuicio de viagens" (mescestado), que ¢ a mais
provavel de ocorrer. Para que isto seja conseguido, de acordo com ULYSSEA NETO (1991), ¢
necessario encontrar uma medida da probabilidade de ocorréncia de uma distribuigiio genérica de
viagens {Tij}. Além disso, ¢ preciso encontrar uma forma de reduzir o conjunto de todas as
distnibuigdes possiveis a um conjunto de distribuigBes vidveis, levando-se em conia o
conhecimento que se tém, em principio, de algumas macropropriedades da distribuigéio espacial
de viagens no sistema.

A esséncia (ou suposig#io chave) do chamado Método da Maximizagio da Entropia ¢ a
hipétese de que todos os microestados sfo igualmente provaveis de ocorrerem, a n#o ser que
exista alguma informac#io adicional que diga o conirario. O nimero de microestados associados a

um mesoestado {Tij} ¢ dado por WILSON (1970), como:
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I ,
w{z;.j}~ —I;I—I—]TI_;J_' (2.13)

onde:

w{Tij} = nimero de microestados que s#o capazes de gerar uma distribui¢o de viagens {Tij};

T = mamero total de viagens no sistema;

E relevanie salientar que, as unicas matrizes {Tij} que s¥o permitidas, s#o as que
satisfazem as restrigSes de Oi e Dj a nivel de macroestado.

Existindo a suposi¢io de que todos os microestados s#o igualmente provaveis de ocorrer,
¢ intuitivo o fato de que o mesoestado mais provavel de ocorrer ¢ aquele que tem associado a
maior quantidade de microestados; em outras palavras, deve-se tentar maximizar w. Portanto,
para encontrar 0 mesoestado mais provavel, entre aqueles que satisfazem as restrigBes a nivel de
macroestado, basta maximizar w. Por quest8es de conveniéncia, é mais aconsethavel maximizar a
funclo In w, que, por ser uma fun¢Zo monétona de w, tem o mesmo maximo (ORTUZAR, 1988).

Assim sendo, Alan Wilson propds o seguinte problema de maximiza¢io (WILSON,
1970):

YA .
Max lnw{T--}zln _ (2.14)
i s
7] I;II}Z;J!
s.a:

22;.1- =0, (2.15)
J
zz;j = DJ- (2.16)
i
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Z’;—J-.c-- =C (2.17)

~{™
M

onde:

C = custo total das viagens no sistema;
T=7 > T, = total de viagens do sistema.
vy

Chamando-se de H a fungdo objetivo no problema de maximizagdo anterior, ficar-se-a

com:

H=In : (2.18)
1nn%'
tJ
Aplicando-se as propriedades operaténas dos logaritmos a equagio (2.18):
HE]IITFZZ]IIY}-! (2.19)
iy Y

Para uma maior facilidade de resolugfio, pode-se simplificar ainda mais a fungfo objetivo
(H}, fazendo-se uso, para isso, da Aproximagdo de Stirling. Esta aproximacio, para um nitnero
N relativamente grande, é a seguinte:

InNIz=NInN-N (2.20)
Assim sendo, de forma ansloga, para o caso de Tij:

=~ . 2.21
iy 127 InTy -7 =
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Substituindo a aproximacio da equagdo (2.21) na equagio (2.19), a funcio objetivo se

fornara:

(2.22)

Desta forma, o problema de maximizag#o proposto por Wilson - equagtes (2.14) a (2.17)
ficara:

Max H:lnT!~‘lZ§1;jln2;-J-+‘lZ§Z;j (2.;3)
8.8
2 T;=0; (2.24)
J
gﬂ;j =D; (2.25)
%j?qj.clj =C (2.26)

O termo In T! ¢ uma constante ¢, no problema de maximizagio, pode ser retirado da

fung%o sem nenhum problema.

Assim, o problema de maximizagio proposto ficara:

Max H= —ztjzjj Z;.J.ln Z;-j + §§ Z;-j .27
s.a:
?7}]' =0 (2.28)
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BFSC
i
gj T;=D; (2.29)
O problema antenior ainda pode ser reescrito da seguinte forma
8.a:
Oi —ZZ;J =0 (2.32)
J

O problema de maximizagfo dado pelas equagBes (2.31) a (2.34) pode ser resolvido
utilizando-se o Método dos Multiplicadores de Lagrange, que consiste em resolver-se um

problema com restrigdo como se fosse irrestrito, valendo-se, para isso, de uma fungdo chamada
FUNCAO DE LAGRANGE ou LAGRANGEANA (vide EHRLICH, 1982).

Para o problema restrito dado pelas equagbes (2.31) a (2.34), a fungio Lagrangeana ¢ a
seguinte:

= 1.(0. -5 T. AD . -5 T.. — G 2.35

L }iH—Ezj/lz(OZ %;];J)+§/LJ(DJ ?Z;])+,B(C z{:%ﬂ;} CU) (2.35)

onde:
A1 = multiplicadores de Lagrange associados com as restrigdes "1"(eq. 2.32),

j1j = multiplicadores de Lagrange associados com as restrigoes "j" (eq. 2.33);
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p = multiplicador de Lagrange associado com a resiri¢do de custo total (eq. 2.34).

E importante ressaltar o fato de que a Fungfio de Lagrange dada pela equagiio (2.35) ¢
uma funglo sem restrigdes e que sua maximizagdo corresponde 4 maximizagdo da funcdo dada
pela equagdio (2.31), sujeita as restrigdes dadas pelas equacgdes (2.32), (2.33) e (2.34).

A condigdo necessaria para se obter a maximizagdo da fungdo L - equagiio (2.35) - é a
anulagio de todas as suas derivadas primeiras, isto é:

% = (2.36)
% = 237)
% = (2.38)
j

%: 0 (239

Resolvendo-se as derivadas parciais, fem-se que:
%:—m%-){i—uj—ﬂcij (2.40)
%:oi—z];z;j (2.41)
| —% D, - ; T (2.42)



Igualando-se a zero a equagdo (2.40), chega-se a:

—A—p—fe. 3. M.
l:].:e : J ZJZQ le J

Fazendo-se as seguintes transformac8es:

—A.
4.0,=¢
__'Ll .
B.D.=e J
jPj=e
e substituindo na equacio (2.44), resulia:
B

zi':’%'(}i‘Bvi'Dj'e

—ﬂ.C: .

e Y

i

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

A equagio (2.47) é o Modelo Gravitacional Entropico de Alan Wilson. E inferessante

notar que a equacho (2.47) ¢ idéntica & equagiio (2.9) que foi obtida por analogia com a Lei da

gravitagfio Universal.

Igualtindo-se a zero as demais derivadas (que sio as derivadas da fung¢do de Lagrange em

relagdo aos multiplicadores de Lagrange) - equages (2.41) a (2.43) - se chegara as restrigdes

propostas inicialmente no problema de maximizagiio de Wilson (equagdes (2.15) a (2.17)). Outro

fato importante é que se pode obter os valores dos Fatores de Balanceamento Ai e Bj substituindo



o valor de Tij - equagiio (2.47) - nas equagdes de restrigio (2.15) e (2.16), chegando-se a:

._ﬁc -1
- Y
Ai— ?BJD‘}Q (2.48)
_ﬂcij -1
sz );A‘Oze 2.49)

2.2.4. Os fatores de balanceamentio do modelo gravitacional e a competicio espacial

Os fatores de balanceamento Ai's garantem que os totais marginais Oi's sejam satisfeitos,
a0 passo que os fatores de balanceamento Bi's garantem que os totais marginais 'Di's sejam
satisfeitos. WILSON (1970) - citado em ULYSSEA NETO (1988) - expSe a seguinte
interpretagfo para estes fatores de balanceamento:

Considere-se que a atratividade de uma zona de destino altere-se;, por exemplo, que uma
determinada zona "1" tenha a atratividade alierada para um novo valor "D1".

O novo numero de viagens que surgira enire as outras zonas "i" e a zona "1" sera:
—fc. ' _
T,=4.0,.B.Dpe ' (2.50)
Uma grande mudanga em "D1" implicaria em uma grande mudanga em todos os Til, se

os fatores de balanceamento ndo existissem. De fato, 0 que acontece ¢ que de acordo com a

. equagdo (2.48) os Ai's ndo terdo uma grande mudanga, porque "D1" é somente um termo do
conjunto que ¢ adicionado a todas as zonas de destino.

Desta maneira, os fatores de balanceamento Ai's sdo responsaveis por uma "diluigdo" da

atratividade exercida por "D)1", sendo esta atratividade competitiva exercida por todos os destinos
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alternativos em potencial. Conseqiientemente, uma competicio espacial esta caracterizada pela
atratividade global da zona, influenciada por sua acessibilidade interzonal. E importante notar
que o numero de viagens dentro deste sistema "zoneado" € suposto permanecer constante, isto é,
este sistema estd sendo idealizado como sendo um sistema fechado.

ULYSSEA NETO (1988), mais uma vez citando WILSON (1970), diz o seguinte:

"A funcdio dos Ai's é reduzir um pouco todas as viagens, compensadas por um aumento
nas viagens para a zona "1". O termo "Ai" pode ser considerado como um termo de competi¢do
que reduz a maior parte das viagens devidas a um aumento da atratividade de uma zona".

Do que foi exposto anteriormente, pode-se ver que, uma mudanca nos cij's ou na
atratividade de diversas zonas simultaneamente, produzird um processo de reajustamento muito

complexo no padrio de viagens, por causa dos fatores de balanceamento.

2.2.5, A calibraciio do modelo gravitacional

A calibragdio dos parimetros Ai's, Bj's e de 8 pode ser feita através de algum método
iterativo. A calibragio dos parimetros Ai's e Bj's é normalmente feita através do método de
FURNESS, mediante a resolugfo recursiva das equagdes (2.48) e (2.49). Para a determinac¥o do

parimetro 3, por outro lado, utiliza-se o Método das Secantes, cujos passos sdo mostrados a

seguir:

PASSO 1:

Inicia a primeira itera¢io fazendo n = 1 e estimando o primeiro valor de 8 como:

fgH=15/¢ (251
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T...c.. = .custo observado.

T'=%3 1. = total de viagens.
t ]

PASSO 2:

Com o primeiro valor estimado (1), calcula uma nova matriz de viagens, usando o

modelo gravitacional. Apés, calcula B(2):

,32 = ﬂl)

o l,_..Q\

onde:

— 1

TPR = total de viagens estimadas nesta iteragfo;
TPRij = viagens estimadas de "i" para "j" nesta iteracfo.

Aofinal, fazzn=n+1.

PASSO 3:

Da terceira iteragio em diante o valor de B é dado por:

gin+ 1y = Ae=en-11B(n) ~[c-clAn-D}

[en—cn-1]

—
2
)
o

Nar’

(2.53)

Ao final, faz: n=n + 1. Este passo é repetido até obter-se a convergéncia do método,

Durante a realizagio deste trabalho, fo1 desenvolvido um programa na linguagem

Cuickbasic, que reahiza a calibragio do Modelo Gravitacional Entrépico de Distribuigdo de



Viagens. Este programa pode ser visto no anexo 2. A figura 2.5 apresenta um fluxograma

simplificado deste programa.

2.2.6. Consideracies adicionais sobre o modelo gravitacional entrépico de distribuicio de
viagens

Os valores de Tij obtidos usando-se 0 Modelo Gravitacional Entropico de Distribuiciio de
viagens formam uma matriz de viagens {Tij} que satisfaz 4s restricdes do problema de
maximizac¢io proposto por Alan Wilson, maximizando a fungio objetivo In w{Tij}. Esta referida
matriz de viagens {Tij} (mesoestado) foi assumida como aquela que seﬂé a mais provavel de
ocofrer, pois era a que tihha 0 maior niimero de microestados associados a ela.

Em principio, considerou-se que nenhuma informa¢io era conhecida em relagio a
probabilidade de ocorréncia dos microestados. Assim sendo, assumiu-se que o menos
tendencioso a se fazer seria supor que todos os microestados seriam eqiiprovaveis de ocorreretn.

Outro fato interessante de ser mencionado ¢ que, durante a deduglo da expressiio do
Modelo Gravitacional Entropico, surgiram os termos Ai, pi e B (que sdo os chamados
Multiplicadores de Lagrange). A interpretacio destes termos sera vista mais adiante neste
trabalho, mas ja ¢é util adiantar que eles desempenham, no Modelo Gravitacional, fungio analoga

as chamadas varidveis duais, na Programagio Linear.
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FIG, 2.5: Fluxograma do programa de calibracao do modelo gravitacional
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3. O RELACIONAMENTOQO ENTRE O MODELO GRAVITACIONAL
ENTROPICO DE DISTRIBUICAO DE VIAGENS E O PROBLEMA
DOS TRANSPORTES DA PROGRAMACAO LINEAR

3.1. O Prablema das Transportes da Programaciio Linear

O "Problema dos Transportes” (PT) da programacHo linear, também conhecido como
"Problema de Hitchock”, foi originalmente concebido para determinar a distribuigio do fluxo de
produtos entre fontes de produgiio e consumo (HITCHCOCK, 1941).

O objetivo do PT é minimizar o custo total de transporte necessério para abastecer "n"
centros consumidores (destinos) a partir de "m" centros produtores (origens).

EHRLICH (1982) apresenta o Problema dos Transportes da seguinte forma:

. m n .
3.a:
n
Jg X;=q 3.2)
m
T X.=b, (.3)



onde:

al, a2, ... .am = quantidades disponiveis (oferta) em cada origem,
bl, b2, .. bn = quantidades requeridas (demanda) em cada destino;
cij = custo de transporte entre a origem "i" e o destino "j";

Xij = quantidade a ser transportada da origem "i" ao destino "j*,

C = custo total de transporte

A figura 3.1 mostra, de maneira esquematizada, a situagfio da qual trata o Problema dos

Transportes.
- | \
5 \\\&‘ —
\\\

»
” M| @
\\ T
™~ ] h
@ N ®

AN \
5 ] o

C | @

YONTES DB rrovocko CRERTROS CONSUMIDORES
{ORIGHNS) {DESTIHNOS)
{por exemplo, fébricas}) {por exemplo, depdsitos)

FI&. 3_1: Esguenn de= “origens” a “dastinoe”’ o Preblswe dos Transportes
BONTE: ENRLICH (1%02)
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As restri¢8es do Problema dos transportes podem ser representadas através do quadro da

figura 3.2.

destinos
1 z - - n QFBRTA
arigens
1 Xy | Xz - ks X1y a4
z Xz | oz - .. Xzn | a2
n Xl Xz . e . X 1 2
™ ]
DEMANDA b1 hz - - . bh ZIH' Ehl
int (3]

FIG. 3.2: Representacglo das restricfes do Prohlema dos Transportes
FONTE: PUCCINI {1989)

Observando-se o quadro da figura 3.2, pode-se ver que, ao se somar as "m" restrigSes de

oferta, obtém-se:

m n . _m 34
S A | oy

Da mesma forma, ao se somar as "n" restric8es de demanda, obtém-se:

nom 1 .
z Zw= 2 b G.5)

j:lt: J:]_
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Comparando-se as equagdes (3.4) e (3.5), obtém-se:

g g b‘ (3.6)
a. = . 3.6
=1t =17 ’

A equag#o (3.6) indica que o Problema dos Transportes padriio supde uma igualdade entre
oferta total e demanda total.

3.2. O Problema dos Transportes na Estimativa de Matrizes de Viagens de pessoas

A utilizag8o do PT na deferminagiio da distribuicéio espacial dos deslocamentos de pessoas
num cerfo sistema de inferesse da-se através de analogia. Os fluxos de mercadorias entre "i" e *}"
passam a ser vistos como o nimero de viagens de passageiros Tij enire zonas de origem "i" e
destino "j". O mimero de viagens que se origina em "i"* (denotado por Oi), e o miimero de viagens
que se destinam a "j" (denotado por Dj), correspondem, por analogia, aos niveis de produgiio e
demanda na formulac#o original.

Desta forma, o objetivo do PT passa a ser o de determinar wma distribuigio de viagens
[Tij] que minimize o custo total de viagens no sistema, a0 mesmo tempo em que os valores de Oi e
Dj sejam satisfeitos.

NLIKAMP (1974), apresenta a forma geral do "Problema dos Transportes”, em uma

analise de distribuicio de fluxos de pessoas entre zonas de produg#o e atragdo, da seguinte

maneira:
Min C=33c, I; 3.7
11
R |

s.a:
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onde:

C = custo total de transporte no sistema;

Tij = ntimero de viagens enire as origens "i" e os destinos "j";
Oi = niimero fotal de viagens originadas em cada zona "i";
Dj = nimero tofal de viagens destinadas a cada zona "j";

cij = custo de viagem entre cada origem "i" e cada destino "j".

3.3. O Problema Dual do Problema dos Transportes
3.3.1. A dualidade na programacio linear

A cada modelo de programagfio linear contendo coeficientes aij, bi e ¢j corresponde um
outro modelo, denominado DUAL, fonmado por esses mesmos coeficientes, porém dispostos de
maneira diferente. O modelo original é chamado de PRIMAL.

Para ficar mais claro o exposto anteriormente, considere-se o segninte problema de

programacfio linear (primal}:

Min  Z=C X +C X5+ +C Xy, (3.10)
s.a:

ay Xy +apa Xyt tay, Xy <by (3.11)

a21X1+a22X2+...+a2ang: 5 3.12)

a,1X; +am2X2+...+aman <by, (3.13)



Associando-se a cada restrigBio " do primal utna varidvel Yi, o problema dual é assim

definido:

Max D= blYl + bZYZ +.. by, Ty (3.14)
§.a:

a 11’1 +a2 11’2 +... +alem > C1 (3.15)

alel +a22Y2 +... +am2Ym > C2 (3.16)

alnYl + aanz +.. by 2 G, (3.17)

Comparando-se as equagdes (3.10) a (3.13) com as equagBes (3.14) a (3.17) pode-se
observar algumas relagSes entre elas:

-a fungo objetivo do dual é de maximizaglio, ao passo que a do primal é de minimizac¢io;

-0§ termos constanies das restrigBes do dual sfo os coeficientes da fungfio objetivo do
primal;

-0§ coeficientes da fungio objetivo do dual s8o og tenmos constantes das restrigbes do
primal;

-as restrigBes do dual s8o do tipo =, ao passo que as do primal s8o do tipo <,

-0 nimero de varidveis do dual ¢ ignal ao mimero de restrig8es do primal,

-0 lamero de restrigBes do dual é igual ao niimero de varidveis do primal,

-a matriz dos coeficientes do dual é a transposta da matriz dos coeficientes do primal.

Introduzindo-se a simbologia de somatério, os modelos primal e dual podem ser reescritos

de uma forma mais reduzida, como segue:
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-Modelo Primal:

n
f1 7= C.X. 318
Min Z J%ILU Xj (3.18)
s.a:
n
ZlaﬁX,- <b  (i=12,..m) (3.19)
J=r =
X]- >0 (j=12,...n) (3.20)
-Modelo Dual:
m
Max D= 3 b (3.21)
=1
5.4
m . . o
Elaijlg :_»Lj (j=12,...n) (3.22)
=0 (@=L2,..m) (3.23)

3.3.2. O dual do PT e sua interpretagio
Considere-se o modelo de programacio linear formado pelas equacdes (3.7) a (3.9), que € o
Problema dos Transportes em uma analise de distribuigdo de fluxos de pessoas. Associando-se a

cada restnicéio "i" deste problema (primal) uma vanavel dual €1 e a cada restrigio ")" uma vanavel

dual £j, o problema dual ¢ assim definido:
Max C :§0isi+§Dj5j (3.24)

s.8:
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Congidere-se, agora, uma matriz origem-destino como a da figura

problema dos transportes (primal) dado pelas equagdes (3.7) a (3.9).

£z-+

5=

(3.25)

3.3 para resolver o

o P b3 2 3 n Di's
L - e | e T, | o,
2 Ta | - | Tz Tan | 02
3 Ta | Ty - T3a 03
n Tt | The |Tmo - L0
Dijts Iny D, Dy LIPS T

FIG. 3.3: Matriz 0-D quo =zevh considorsda para rexoluCln do PY

Caso o nimero de viagens (Tij) da matriz da figura 3.3 seja alterado para (Tij + 1), Oi sera

alterado para (Oi + 1), o que exigirh que Dj seja alterado para (Dj + 1). A funglio objetivo

[equagdio (3.7)] sofrera, entAo, um incremento devido a este aumento de uma unidade, que pode

ser expresso da seguinte forma:

onde:

y

A--:si+§j

(3.26)

Aij = variagdo da fungdo objetivo C devida a um incremento de uma unidade em O1 e a um

incremento de uma unidade em Dj;
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€1 = variavel dual associada 4 restric8io "1";
£j = variavel dual associada 4 restrigio "}",

Dessa forma, A1) indica a alteragfio no valor da fungio objetivo custo total do sistema (C)
pela variagdo de uma unidade na quantidade de viagens Tij. Este valor é conhecido na literatura
como "sobre-pre¢o”, "pre¢o-sombra” ou "shadow-price"*.

A seguir, se fard uma tentativa de esclarecer melhor esta interpretacio econdmica das
varisveis duais através de um exemplo numérico (vide ULYSSEA NETO e PAIVA DE LIMA,
1992).

Seja um sistera com 5 zonas de trafego, com uma matriz simulada de viagens dada na

tabela 3.1.

Tabela 3.1

Matriz simulada de viagens

D 1 2 3 4 5 Ot's
8]

1 - 1220 1580 790 740 4330

2 . 1640 - 2450 1140 2130 7360

3 1550 2150 - 1320 3620 8640

4 510 1090 1040 - 1820 4460

5 960 2090 3440 1760 - 8250
Dy's 4660 6550 8510 5010 8310 33040

A tabela 3.2 mostra a matriz de custos interzonais para o sistema.

* Alguns autores, entretanto, reservam o termo "prego-sombra” parn as varidveis duais associadas its restrigtes explicitas
do problema de PL (como, p.ex. ki e &j no caso em tela), enguanto as varidveis duais associadas as restricGes de nfio-
negatividade (como, p. ex., Aij no caso em tela) stio chamadas "Custo de Oportunidade®.
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Tabela 3.2

Matriz de custos interzonais

1 2 3 5
0
1 - 8 15 4
2 16 - 4 22
3 29 13 - 17
4 27 8 16 13
5 19 11 18 -

problema dos transportes (primal) para este caso, obtém-se:

-Fungéio objetivo: C = 297010
-Matriz de viagens estimadas:

Utilizando-se o software "GAMS" (General Algebraic Modeling System) para resolver o

1 2 3 4 5 Oi's
)
1 - 0 0 0 4330 4330
2 0 - 7360 0 0 7360
3 0 0 - 5010 3630 8640
4 0 4110 0 - 350 4460
5 4660 2440 1150 0 - 8250
Dj's 4660 6550 8510 5010 8310 33040




Resolvendo-se o problema dual [equagdes (3.24) e (3.25)] encontra-se os seguintes valores

para as variaveis duais:

-Variaveis duais associadas as restrigfes "i™:

£1=2,e2=0; e3=15; g4=11; e5=14.

-Variaveis duais associadas as restrig8es "™
§1=5;82=-3; §3=4, &4 =-12; §5=2.

A interpretac3o econdmica das varidveis duais pode ser demonsirada resolvendo-se o

problema primal, considerando um aumento de uma unidade em duas células escolhidas ao acaso,

quais sejam as céhulas (2-5) e (4-2).

12 CASO: aumento de uma unidade em T25 (figura 3.4).

Novo valor de T25 = 2131. O valor de O2 passa a ser de 7631 e o valor de D5 passa a ser

de 8311.

D
]
\ ! 2 3 4 5 Oi's Aumento de uma unidade
L KA P
1 - li22ol1se0] 790] 740 4ﬁgfff
P 2l
9 1640} - [z450 11401 2131 7361 —}—) Aumento de uma unidade
emOZ
3 1550‘2151:!' - 1320]3520 8640
4 510‘ mgol 10s0] - Jiszal s4en
5 960} 2000f 3240} 1760} - 8250
DB‘S 4660] 655018510 § 50101 B313l 32041 ——>» Zureento de tna unidade
{ no total de visgens

’

Ammemo de ama unidade amD

g

FIG. 3.4: Iwnonto do wan wnddade na cdélula (2-3) da matxiz



Resolvendo-se o problema dos transportes (primal) para os valores incrementados de O2

D5 obtém-se:
Func#o objetivo: C = 297012
Como se v&, a fungo objetivo teve um incremento de (297012 - 297010) = 2.

Voltando ao problema dual [equagdes (3.24) e (3.25)] resolvido anteriormente, vé-se que:

Ays=5,+£=0+2=2

Logo, Ay 5 representa o aumento da fungiio objetivo custo total (C) devido a um incremento

de uma unidade na célula (2-5) da matriz (e que provocon um aumento de uma unidade em O2 e
de uma unidade em DS5).

22 CASO: aumento de uma unidade em T42 (figura 3.5).

Neste caso, o novo valor de T42 passa a ser 1091, O4 passa a ser 4461 ¢ D2 assume o
valor 6551. |

De maneira analoga ao primeiro caso, a resolugio do problema dos transportes (primal)
para os valores incrementados de O4 e D2 conduzem aos seguintes resultados:

Fungo objetivo: C = 297018

Neste caso, a fungio objetivo teve um incremento de (297018 - 297010) = 8.

Voltando ao problema dual, vé-se que:

A42:.€4+§2=11—3=8

Vé-se, pois, que A42 representa o aumento da fungio objetivo custo total devido a um

aumento de uma unidade na célula (4-2) da matriz.



1 ~ Jiza2o}i1za0 ] 780} 740} 4330
Aumento de
wmna widade o 1640 - 12450} 11402130} 7360
o Ta2
vt 3 1550|z150- - 1320} 3620] 8640
—_“a:-
Aumento de uma
4 ?1‘0_[1091 1040 - 1820 4461 Y unidade em Oy
5 ae0) zoog] 3940 | 17s0] - 8250

D]'S 4660} 655118510 | 5010)8310 33061—_—_’ Aumento de uma unidads
i no total de visgens

!

Aumento de uma unidade em O3

FI6. 3.53: lwmonto do wma unicdade na célula (1-2) da matriz

3.4. O Relacionamento do Modelo Gravitacional com o Problema dos Transportes

WILSON (1970)_ derivou o Modelo Gravitacional Entropice de distribuigio de viagens
através do método da maxarmmzac3o da entropia, resclvendo o problema dado pelas equacgBes
(2.27) a (2.30), vistas no capitulo 2.

A solugio deste problema foi obtida através do Método dos Multiplicadores de Lagrange,
obtendo-se como resultado o Modelo Gravitacional Entrépico de distribuigdo de viagens, dado
pelas equagdes (2.47 a (2.49).

Comparando-se a formulagdo do problema da maximizacdo da entropia com o Problema
dos Transportes, identificamos em pnmeiro lugar que ambos possuem restrigdes de fluxo
idénticas. De fato, as restricSes (2.28) e (2.29) sdo idénticas as restrigdes (3.8) e (3.9) podendo-se
dizer, portanto, que as solugles (matnizes O-D) enconfradas satisfazem as restriges de

consisténcia de fluxo, de forma 1déntica.

Em relagdo ao tratamento dos custos de transporte, entretanto, os dois métodos



assentam-se sobre premissas diferentes. Enquanto o Problema dos Transportes procura alocar o
maior nimero possivel de viagens nas células de menor custo, o Problema da Maximizacio da
Entropia procura alocar as viagens de forma a obter-se uma dispersfo maxima destas, no sistema.

O elo entre os dois métodos reside no fato de que a fungio objetivo no Problema dos
Transportes [equagio (3.7)] ¢ tida como uma restri¢io no Problema da Maximizagdo da Entropia
[equacdo (2.30)]. |

Assim sendo, a solugio do Problema da Maximizacio da Eniropia conduz a uma
distribuigio de viagens que satisfaz 4 restri¢io correspondente a uma certa despesa com viagens
no sistema, sendo esta despesa considerada como um valor conhecido "a priori". Na proxima
segHo zer ilustrado através de um exemplo numeérico, que esta soluglo situa-se entre as solugBes

que minimizam e maximizam o custo total de viagens e que s#o dadas pelo Problema dos

Trangportes.

3.4.1. O problema dos transportes como um caso extremo do modelo gravitacional

O pardmetro de impedincia "B", do modelo gravitacional, desempenha um papel
fundamental em relacdio a formagdio do padrio de distribuicdo espacial das viagens. Este
parimetro representa o elo existente entre 0 Método da Maximizag¥o da Entropia e o Problema
dos Transportes da programacio linear.

EVANS (1973) provou formalmente que quando 8 — +ww e § — -oo no Modelo
Gravitacional Entropico [equac¢des (2.47), (2.48) e (2.49)], o valor de C na equagiio (2.30) tende
para o valor minimo e maximo, respectivamente, obtidos com o Problema dos Transportes da
programac#o linear.

Apresentaremos a seguir, uma comprovagio empirica de que as solug8es extremas dadas
pelo Problema dos Transportes podem ser obtidas como solugBes particulares do Modelo
Gravitacional Entropico.

Congsidere-se a matriz simulada de viagens da tabela 3.1. Resolvendo-se, com o



auxilie do software "GAMS", os seguintes problemas de programacio linear:

Mn C=c..

gy
5.a:
?%:Q
2=,
e
Max C :C{I-.I;j
§.a:
%%:Q

obteve-se: Cmin = 297018 e Cmax = 575650, respectivamente.

O custo médio de transporte (¢) foi obtido da seguinte forma:

221G
7

c=

A

1

~MM

Assim sendo, obteve-se: ¢ yin = 8,99 € ¢ max = 17,42.

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Para executar ¢ processo de calibragio do Modelo Gravitacional Entropico de distribuigio

de viagens utilizou-se o software desenvolvido em linguagem Quickbasic e que pode ser visto ne

anexo 2.

Utilizando-se o programa de calibragio do modelo gravitacional e fazendo B tender para +

o0 & =0, obteve-ge os valores dados na tabela 33 ¢ o correspondente grafico mostrado na figura

3.6.
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Tabela 3.3

Valores de "B e dos Custos Médiocs correspondentes

BETA C.Medio BETA C.Medio BETA C.Medio
-19.,00 17,42 -2.50 17.36 14.00 8.94
-18,50 17.42 -2.00 17.34 14.50 8.94
-18,00 17,42 -1.50 17.31 15,00 £,94
-17.50 17.42 -1,00 17.22 15.50 8.94
-17.00 17.42 -0.50 16,86 16.00 8.94
-16.50 17.42 0.00 13,32 16.50 8.94
-16.00 17.42 0.50 9,17 17.00 8,94
~15.50 17.42 1,00 9.03 17.50 8.94
-15,00 17.42 1.50 9.01 18.00 8,94
-14.50 17.42 2.00 9,00 18.50 8.94
-14.00 17,42 2,50 8.99 19,00 8,94
-13.,50 17.42 3.00 8,98 19.50 8.94
-13.00 17.42 3,50 8,97 20,00 8,94
-12,50 17.42 4,00 8,96 20.50 8.94
-12,00 17.42 4.50 8.96 21.00 8,94
-11.50 17.42 5.00 8,96 21.50 8.94
-11.,00 17.42 5,50 8,95 22.00 8.94
-10.50 17.42 6.00 8.95 22.50 8.94
-10.,00 17,42 6.50 8.95 23.00 8.94
-9.50 17.42 7.00 8.95 23.50 8.94
-9,00 17.42 7.50 8,95 24,00 8,94
-8.50 17.42 8.00 8.95 24.50 8,94
-8,00 17.42 8.50 8.94 25,00 g,94
-7.50 17.42 9,00 8,94 25.50 8.94
-7.00 17.42 9,50 8,94 26,00 8.94
-6.50 17.42 10,00 8.94 26.50 8,94
-6,00 17.42 10,50 8,94 27.00 8.94
-5.50 17.42 11.00 8,94 27.50 8,94
-5,00 17.42 11.50 8.94 28.00 8.94
-4.,.50 17.41 12.00 8,94 28.50 8.94
-4.00 17,40 12,50 8,94 29,00 8,94
-3,50 17.39 13.00 8.94

-3,00 17,38 13,50 8.94
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FIG. 3.6: Grafico mostrando a variag3o do custo médio de viagens em fungiio do
pardmetro de impedincia "B".

Uma anilise dos valores de B e dos custos médic obtidos, leva a constatagio da
convergéncia do programa para uma solucio, dentro da faixa de valores de B.

Observando-se o grafico da figura 3.6, pode-se ver claramente que os valores limites de ¢
do modelo gravitacional [equagBes (2.47), (2.48) e (2.49)] s#o limitados inferior e superiormente
pelos valores de ¢ jip, € € max dados pela soluglio dos problemas (3.27) a (3.29) e (3.30) a (3.32).

Calibrando-se o modelo gravitacional [equacBes (2.47), (2.48) ¢ (2.49)], para a mairiz
simulada de viagens indicada na tabela 3.1, para ¢ — 8,94 (isto ¢, B — +o0), obteve-se a matriz
estimada de viagens dada pela tabela 3.4.



Tabela 3.4

Matriz estimada de viagens pelo Modelo Gravitacional

Entropico para ¢ —» 8,94

D 1 2 3 4 5 Oi's
O

1 - 0 0 0 4330 4330

2 0 - 7360 0 0 7360

3 0 82 0 4840 3718 8640

4 0 4188 3 - 269 4460

5 4670 2288 1101 0 - 8250
Di's 4670 6558 8464 5031 8317 33040

Analogamente, para ¢ — 17,42 (isto &, B —»-0), obteve-se a matriz estimada de viagens
dada pela tabela 3.5.
Tabela 3.5
Matriz estimada de viagens no Modelo Gravitacional
Eatrépico para ¢ —> 17,42
1 2 3 4 5 Oi's
0
1 - 0 0 4330 0 4330
2 0 - 0 644 6716 7360
3 886 6216 - 5 1533 8640
4 3804 1 648 - 7 4460
5 0 345 7897 8 - 8250
Dj's 4690 6562 8545 4987 8256 33040

J4 as matrizes estimadas de viagens, obtidas pela resolugio dos problemas de programacgio
linear [equag¢Bes (3.27) a (3.29) e (3.30) a (3.32)], sfo mostradas nas tabelas 3.6 e 3.7,

respectivamente.



Tabela 3.6

Matriz estimada de viagens pelo Problema dos Transportes (minimizagio)

D 1 2 3 4 5 O1's

1 - 0 0 0 4330 4330
2 0 - 7360 0 0 7360
3 0 0 - 5010 3630 8640
4 0 4110 0 - 350 4460
5 4660 2440 1150 0 - 8250
Dj's 4660 6550 8510 5010 8310 33040

Tabela 3.7
Matriz estimada de viagens no Problema dos Transportes (maximizagio)

D 1 2 3 4 5 Oi's

1 = 0 0 4330 0 4330
2 0 - 0 680 6680 7360
3 460 6550 - 0 1630 8640
4 4200 ¢ 260 - 0 4460
5 0 0 8250 0 - 8250
Dj's 4660 6550 8510 5010 8310 33040




As tabelas 3.4 a 3.7 mostram que quando B — +o0 e 8 — -0, 08 valores dos Tij's também
tendem para as solugBes exiremas dadas pelo "Problema dos Transportes”. WILSON e SENIOR
(1974) apresentam a verificagdo deste relacionamento como um teste de robustez a ser aplicado
aos programas de computador usados para calibrar modelos gravitacionais entropicos.

3.4.2. A interpretacic dos multiplicadores de Lagrange do modelo gravitacional entrépico
de distribuicfio de viagens

Como ja foi visto anteriormente, a solugiio do problema de maximizagiio da entropia,
proposto por Alan Wilson, através do Método dos Multiplicadores de Lagrange, conduzin ao
Modelo Gravitacional Entrépico de distribui¢#io de viagens:

— 3. .
T; AIOBDeﬁU (3.34)
onde:
A Ao -1
Az-zeol {EB .Dj.e ﬁcf} (3.35)
1
u. -1
J —Pe; |
Bi:eD. ={§z:Ai.Oz-.e ‘J} (3.36)
J

Os fatores Ai's e Bj's sdo chamados de fatores de balanceamento relativos 4s origens "i" e
aos destinos "j" , respectivamente. Estes fatores asseguram que as restri¢des de fluxo do problema
de maximizagiio da entropia [equagdes (2.26) e (2.27)] sejam satisfeitas. J4 os pariimetros Ad, yj e
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Os fatores Ai's e Bj's s3o chamados de fatores de balanceamento relativos as origens "i" e
aos destinos "j" , respectivamente. Estes fatores asseguram que as restri¢gdes de fluxo do problema
de maximizagiio da entropia [equagSes (2.28) e (2.29)] sejam satisfeitas. Ja os parimetros Ai, pj e
B sdo os Multiplicadores de Lagrange associados com as restriges (2.28), (2.29) e (2.30),
respectivamente.

Ser4 mostrado, agora, de uma maneira empirica, que os Multiplicadores de Lagrange Ai ,
pj e P desempenham, no Modelo Gravitacional, func#o andloga as variaveis duais &i e &j da
programacio linear [equag8es (3.24) e (3.25)).

Considere-se novamente a matriz simulada de viagens da tabela 3.1. E importante salientar
que, para este sistema considerado, tem-se:

T-—-%f‘jl}-]—:3304& C:§§Z;-j.cij:442970, ¢c=—==13,4071

3| Y

Executando-se o processo de calibragfio utilizando-se o programa do anexo 2, obtém-se:
Fungflo objetivo (Entropia): H = -214842,8086.
-Multiplicadores de Lagrange associados as restrigdes "i":

A1 =-83487; A2=-89598; A3=-92173; A4=-83793; A5=-9,1569.

-Multiplicadores de Lagrange associados as restrigSes "j™

pl1=19885; pn2=14916; p3=1,1521; p4 = 1,8554; u5=1,2072.
-Multiplicador de Lagrange associado a restri¢#o de custo total: p =-0,00311685
A interpretagio dos multiplicadores de Lagrange ficard evidenciada calibrando-se

novamente 0 Modelo Gravitacional para a mesma matriz simulada de viagens, mas considerando

wn aumento de uma unidade em duas células escolhidas ao acaso, quais sejam as células (3-4) e

(5-3).
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Novo valor de T34 = 1321. O valor de O3 passa a ser de 8641 e o valor de D4 passa a ser
de 5011. Os novos valores do total de viagens, do custo total do sistema e custo médio do sistema
Serfio:

T=33041, C=442973; c¢=13,4068.

Executando-se o processo de calibragsio, obtém-se:

Funclo objetivo (Entropia): H=-214850,1767.

Como se v&, a funco objetivo teve uma variaglio de [-214850,1767 - (-214842,8086)] _
-7,3681.

Considerando-se os Multiplicadores de Lagrange, vé-se que:

G34= Agt iy +fCyy =-9,2173+1,8554+(-0,0031685).(3) = -7.3714

Considerando-se a proximidade dos resultados obtidos (diferenga de 0,04 %), podemos ver
que 834 representa o aumento da fungiio objetivo entropia (H) devido a um aumento de uma
unidade na célula (3-4) da matriz.

29 CASO: aumento de uma unidade em T53.

Neste caso, o novo valor de T53 passa a ser 3441, O5 passa a ser 8251 e D3 assume o
valor 8551. Os novos valores do total de viagens, custo total do sistema e custo médio do sistema
passam a ser, respectivamente: 33041; 442988 e 13,4072.

Da mesma forma, o processo de calibrago para os valores incrementados de uma unidade
de O5 e D3, conduz aos seguintes resultados:

Fungiio objetivo (Entropia): H = -214850,8706.
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Neste caso, a fungio objetivo teve uma variagiio de [-214850,8706 - (-214842 8086)}
=.8,0620. ’

Voltando aos Multiplicadores de Lagrange:

Bs3 = As+ iy + gy =~9,1569+1,1521+(-0,0031685).(18) = -8,0618.

Vé-se, pois, que 853 representa o aumento da fungio objetivo entropia devido a um
aumento de uma unidade na céhula (5-3) da matriz.

Generalizando, entfio, pode-se dizer que, caso o nimero de viagens Tij seja alterado para
(Tij + 1), a fungfo objetivo {equagdo (2.25)] do problema de maximizac¢io de Alan Wilson sofrera

um incremento devido a este aumento de uma unidade, que pode ser expresso da seguinte forma:
51;’. = ,’{,i + )uJ. + ﬂ cg. (3.37)

onde:
i) = variaciio da funcio objetivo "H" devida a um incremento de uma unidade em Oi e a um
incremento de uma unidade em Dy,

Ai = multiplicador de Lagrange associado 4 restri¢io "i";
uj = multiplicador de Lagrange associado a restrigio "j".
B = muliiplicador de Lagrange associado a restrigio de custo total;
cij = custo de viagem da cé¢lula (i-j) incrementada.

Dessa forma_ 5ij indica a alteracfio no valor da funcdo objetivo entropia (H) pela variacio
de uina unidade na quantidade de viagens Tij. Isto mosira que os multiplicadores de Lagrange A,
nj e B desempenham, no modelo gravitacional, funclio ansloga as varidveis duais na programagio
linear. |
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O Multiplicador de Lagrange "", mais especificamente, est4 intimamente ligado ao custo
total de transporte do sistema. Uma interpretacio mais interessante de "B" pode ser conseguida
considerando-se novamente, a matriz simulada de viagens da tabela 3.1.

Executando-se o processo de calibragio através do programa do anexo 2, obtém-se:

-Funcio objetivo (Entropia): H = -214842,80862.

-Multiplicador de Lagrange associado ao custo total do sistema: 8 = -0,00317.

O relacionamento deste multiplicador de Lagrange com o custo total do sistema pode ser
demonstrado calibrando-se novamente 0 Modelo Gravitacional para a mesma matriz simulada de
viagens, mas considerando um aumento de uma unidade no custo total de transporte (C). Para esta
situago, obtém-se:

Fung#o objetivo (Entropia): H=-214842,81179.

Como pode-se observar, a funglio objetivo teve uma variagio de [-214842,81179 -
(-214842,80862)] = -0,00317 = p.

Desta forma, pode-se inierpretar o parimetro "8" como sendo a variacio que a fungio
objetivo entropia (H) ters, se o custo total do sistema for incrementado de uma unidade.

E importante mencionar que, em um determinado sistema, o estudo das variagdes da funglio
"H" (entropia) pode ser de muita utilidade, pois a mesma pode ser utilizada como uma medida de
"acessibilidade" [vide ERLANDER (1976)).
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4. UMA COMPARAGAO ENTRE O MODELO GRAVITACIONAL ENTROPICO E
OUTROS MODELOS DE DISTRIBUICAO

4.1. Introduciio

No capitulo 2, o problema de maximizag&o proposto por Alan Wilson foi resolvido através do
Método dos Multiplicadores de Lagrange, obtendo-se o Modelo Gravitacional Entrépico de
distribuigéio de viagens.

Neste capitulo, é apresentado um problema de otimizagdo proposto por Sven Erlander
(ERLANDER, 1976), o qual também ¢ resolvido através do Méfodo dos Multiplicadores de
Lagrange, chegando-se a uma outra forma de Modelo Gravitacional. Neste contexto, sdo
explorados os relacionamentos existentes entre esta wltima forma de Modelo Gravitacional e o
Modelo Gravitacional Enfrépico de Alan Wilson.

Além disso, este capitulo ainda apresenta o chamado "Problema Geométrico Dual”, proposto
por Peter Nijkamp, e s#o feitas algumas consideragdes a respeito do mesmo. _

Finalmente, & efetuada a seguinte comparagdo: s#o comparados os resultados obtidos através
da calibragio do Modelo Gravitacional Entrépico e os resultados obtidos através da resolugdo

direta (utilizando um software de programagéio nifo-linear) dos problemas de maximizagdo de Alan
Wilson e Geométrico Dual de Peter Nijkamp.



4.2. O Problema de Minimizac¢io Proposto por Erlander

ERLANDER (1976) apresenta o seguinte problema de minimiza¢#o:

Min C=Y e, T, @1
i J ' _
s.a:
%:2;] = Ot 4.2)
;sz =D, (4.3)
Ry dt 2Rl =H “9

onde:

C = custo total das viagens no sistema,;

H = entropia do sistema;

Cij = custo generalizado de viagem de uma zona "i* para uma zona "j",
Tij = nimero de viagens de uma zona "i" para uma zona "j";

Oi = nimero de viagens que se originam em "i"

Dj = mimero de viagens que se destinam a "j".

O problema dado pelas equagBes (4.1) a (4.4) pode ser reescrito da seguinte maneira:

Min C= }i; ?Czj' ];'j (4.5)
s.a:



D;-3T;;=0 @7

(4.8)

i
5
5

{
~{M
M
=~

]
(@n]

H+¥yy
tJ

O problema de minimizaglio dado pelas equagBes (4.5) a (4.8) serd resolvido através do
Método dos Multiplicadores de Lagrange. Para este problema, a chamada fun¢fio Lagrangeana ¢ a

seguinte:
L =chij'1;j+zai(0i “Zz;j)JrZ ’Ij(Dj’“ZI;j)Jf
1] i F, ] i .9)
+¢(H+>;§7}j-h‘1§j“§§7§j)
onde:

L' = fun¢io Lagrangeana do problema de minimizacdo de Erlander,

oi = multiplicadores de Lagrange associados com as restrigdes "i" [equagio (4.6)];

nj = multiplicadores de Lagrange associados com as restrigdes "j" [equaciio (4.7)];

¢ = multiplicador de Lagrange associado com a restri¢io de valor de entropia do sistema [equacio
(4.8)).

A fungo de Lagrange (L") ¢ uma fungfo sem restricles e sua minimizagfo corresponde 4
minimizaclio da fun¢lo dada pela equacio (4.1), sujeita as restricdes dadas pelas equagSes (4.2),
(43)e (4.4).

A condig#o necessaria para se obter a minimizaclio da func3o L' - equagio (49) - é a
anulagio de todas as suas derivadas primeiras, isto é:
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Igualando-se a zero a equagdo (4.14), chega-se a:

T R VR
Z;-J-:e¢ ¢ ¢ =e ¢.e¢.e (4.18)
Fazendo as seguintes transformagdes:
a;
F.0=e? (4.19)
7
Gj‘Dj =e .(4.20)
e substitnindo na equago (4.18):
G
_ ¢
z;j'_F;"Oi‘G]"D]"e 4.21)

A equagio (4.21) ¢ um Modelo Gravitacional e foi obtida de maneira analoga ao Modelo
Gravitacional Entropico de Alan Wilson [vide capitulo 2, equagio (2.47)].

Igualando-se a zero as demais derivadas (que sdo as derivadas da fung¢do de Lagrange em
relagio aos multiplicadores de Lagrange) - equagSes (4.15) a (4.17) - se chegard as restrig8es
propostas inicialmente no problema de minimizagio mostrado por Sven Erlander [equagBes (4.2) a

(4.4)). Também ¢ importante salientar que se pode obter os valores dos Fatores de Balanceamento
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Fi e Gj substituindo o valor de Tij - equagfio (4.21) - nas equagSes de restricdo (4.2) e (4.3),
chegando-se a:

PR |
i
F = §GJ-.Dj.e (4.22)
—c. 11
G
sz );_sz..Oz.e 4 (4.23)

E inferessanfe mencionar que estes fatores de balanceamento (Fi's e Gj's) siio anslogos aos

fatores de balanceamento do Modelo Gravitacional Entropico (Ai's e Bj's).

4.3. O Problema de Minimizac¢fic de Erlander como um Dual do Problema de Maximizagfio
de Wilson

Sejam as seguintes equagdes:

—A.—u —fc..
z;.j:e vty (4.24)
€
N
I;-j:e¢ ¢ ¢ (4.25)



As equagdes (4.24) e (4.25) correspondem, respectivamente, ds solugBes do Modelo
Gravitacional Entropico de Alan Wilson e ao Modelo Gravitacional oriundo do problema de
otimiza¢do mostrado por Sven Erlander.

Para que os dois modelos conduzam a mesma solugio (mesma matriz de O-D), € necessério

que haja a igualdade entre as equagdes (4.24) e (4.25). Uma das maneiras de se chegar a esta
igualdade é:

.
Ay =~ q; (4.26)
1
—_ :
ﬂj = ¢ | 4.27)
p=1 (4.28)
¢

Estabelecendo-se as relagdes anteriores, pode-se demonstrar que existird a seguinte relagio

enire as fun¢des Lagrangeanas dos dois modelos:

1

* 1
L=——L+H+=
¢

C 4.29
5 (¢ » )

onde:
L = Lagrangeano do problema de maximizagdo de Alan Wilson [equagdo (2.34)};
L' = Lagrangeano do problema de minimizac3o de Sven Erlander | equagdo {4.9)].
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E importante enfatizar o fato de que ambos os problemas de otimizag#o (maximizago de
Wilson e minimizago de Erlander) terfio a mesma solugo somente se as constantes "H" (entropia
do sistema) e "C" (custo total do sistema) sfio relacionadas conforme a equagiio (4.29). Neste caso,
segundo ERLANDER (1976), pode-ge dizer que um problema ¢ o dual do outro.

4.3.1. A interpretaciio dos multiplicadores de Lagrange no modelo gravitacional mostrado
por Erlander

Foi visto no capitulo 3 que os multiplicadores de Lagrange i, pj e p desempenham , no
Modelo Gravitacional Entrépico, funglio anfloga s variAveis duais na Progmmago Linear. Desta
forma, a combinacfio destes multiplicadores [equacdio (3.37)] indicava a alteragfio no valor da
funcio objetivo entropia (H) pela variag#io de uma unidade na quantidade de viagens Tij.

Serd mostrado, a seguir, que os Multiplicadores de Lagrange ai, 1j e ¢ desempenham uma
fungfio anAloga no modelo gravitacional mostrado por ERLANDER. A diferenga esta que, neste
caso, a combinagfio dos multiplicadores indicars a alteragfio no custo total do sistema (C) pela
variagfio de uma unidade na quantidade de viagens Tij.

Considere-se novamente a matriz simulada de viagens da tabela 3.1 (vide capitulo 3). E
importante salientar que, para este sistema considerado, tem-se:

3T.=33040 C=33T,=442970 c¢===134071
J 7]

=30y

Executando-se o processo de calibragifo (utilizando-se o programa do anexo 2) e fazendo uso

das relagdes (4.26), (4.27) e (4.28), ¢ possivel obter-se os multiplicadores de Lagrange do Modelo
Gravitacional de Erlander, a saber: -
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-Multiplicadores de Lagranpe associados ds restrigdes "i":
ol =-2634,2227,
o2 =-2827,0239;
a3 = -2908,2744;
o4 = -2643,8529,
o5 = -2889,2105.

-Multiplicadores de Lagrange associados as restrigSes "™

11 =627,4336;
12 = 470,6445;
13 = 363,5090;
04 = 585,4168;
15 = 380,9184.

-Multiplicador de Lagrange associado a restri¢@io de entropia: ¢ = -315,5230.

A interpretacio destes Multiplicadores de Lagrange ficard evidenciada considerando-se um
aumento de uma unidade em duas células escolhidas ao acaso, quais sejam as células (3-4) e (5-3).

19 caso: aumento de uma unidade em T34. '

Neste caso, o novo valor do custo total do sistema seré: C = Coriginal * [e34 x incremento] =
442970 + 3 x 1 = 442973.

Como se V&, o custo total feve um aumento de (442973 - 442970) = 3,00.

Considerando os Multiplicadores de Lagrange, vé-se que:

534 =yt - ¢.lnT34 =-2908,2744 4+ 585,4168 - (-315,5230).In1590=3,0168



29 caso: aumento de uma unidade em Ts3.

Neste caso, 0 novo valor do custo total do sistema sera: C = Coriginal * [¢53 X incremento}
= 442970 + 18 x 1 = 442988.

Obviamente, o custo fotal teve um aumento de (442988 - 442970) = 18,00.
Através do emprego dos Multiplicadores de Lagrange, chega-se a:

553 =0+ 1y ¢.lnT53 =-2889,2105+363,5090-(-315,5230).in3171=17,9825

Desta forma, enlJo, a combinag#o dos multiplicadores de Lagrange:
t

indica a variaglio do custo total do sistema (C) pelo aumento de uma unidade no ndmero de
viagens em uma célula qualquer (i-j) da matriz. Quando a entropia "H" e o cusio total "C"
relacionam-se conforme a equagio (4.29), este valor nada mais é do que o custo cij da célula que
foi incrementada.

Resumindo o que foi aqui exposto, pode-se dizer que a combinag8o dos multiplicadores i,
pj e P formecem a variag8o da entropia "H" (que ¢é a funglio objetivo do problema de maximizagio
de Wilson), enquanto que a combinagio dos multiplicadores o, nj e ¢ fomecem a variag8o do

custo total do sisterna "C" (que ¢ a fung8o objetivo do problema de minimizag#o de Sven Erlander).

4.4. C Relacionamento entre o Custo Generalizado de Transporte ¢ a Entropia nos dais
Maodelos Gravitacionais

Seja considerado novamente o sistema simulado de cinco zonas zonas de trafego e seus

custos interzonais (vide tabelas 3.1 e 3.2, no capitulo 3).
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Calibrando-se o Modelo Gravitacional Entropico de Alan Wilson, para diversos valores de

custo médio, dentro da faixa de convergéncia do modelo, obtém-se diversos valores de entropia,

como mostrado na fabela 4.1.

Tabela 4.1
Valores de Entropia para diversos valores de custos
obtidos pela calibragio do Modelo Gravitacional
Entropico de distribuig#o de viagens

Custo Médio do Sistema Custo Total do Sistemna Entropia (H)
8,99 297031,99 -237955,2799
9,00 297359,90 -237338,6262
9,50 313882,21 -228915,0098
10,00 330397,53 -224542,4701
10,50 346919,65 -221454 6763
11,00 363438,52 -219171,5180
11,50 379958,47 -217463,1783
12,00 396480,74 -216231,7038
12,50 41300264 -215423,2471
13,00 429517.49 -215007,9016
13,32 440092,19 -214945,2097**

13’4071 442966,99 -214955,5635
13,50 446039,90 -214979,6767
14,00 462557,10 -215344,6980
14,50 479080,63 -216126,5536
15,00 495601,61 -217373,6607
15,50 51211940 -219176,9251
16,00 528636,46 -221735,5679
16,50 545162,48 -225624,9593
17,00 561679,18 -233129,6414
17 42 575555 89 -249219,3669

* Custo médio observado.

**Maxima Entropia (§=0).

Utilizando-se os dados da tabela 4.1, obteve-se a figura 4.1, que expressa a forma do

relacionamento:

H=f(c) (431)
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FIG. 4.1: Custo Médio X Entropia para o sistema simulado de cinco zonas de Trafego

Na figura 4.1 pode-se identificar os casos limites do Modelo Gravitacional Entropico: os
extremos "A" e "C" slo, regpectivamente, as solugles do Problema dos Transportes da
Progratnag#o Linear para a minimizag#io e maximizagdo do custo total do sistema [vide equages
(327)a (3.29) e (3.30) a (3.32)]. O ponto "B" é a solug:ﬁo do problema de maximizago de Alan
Wilson [equagdes (2.12) a (2.15)] quando o pardmetro de impedéncia "$" assume o valor iefo.
Desta forma, a fun¢#io de impedincia assume o valor igual a unidade e, portanto, neste caso, os
custos "cij's"” nfo influenciam a distribuigio das viagens no sistema.

Seja considerado, agora, o problema de minimizagdo dado pelas equagBes (4.1) a (4.4).
Através deste problema de otimizag#io pode-se obter o valor minimo do custo generalizado toml. de
trangporte (C) correspondente a um determinado valor de entropia (H).

ERLANDER (1976) afirma que, se forem satisfeitas as relagSes (4.26), (4.27) e (4.28) entre
os dois modelos (Maximizagdo de WILSON e Minimizagio de ERLANDER), no trecho "AB" do
grafico da figura 4.1 ambos conduzirfio a solugdes idénticas. Afinma ainda este autor que, neste

intervalo, um problema ¢ o dual do outro.
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ERLANDER (1976) refere-se & entropia "H" como uma medida de "acessibilidade” de um
determinado sistema urbano. Segundo este autor, um pequeno valor da entropia no sistema
corresponderia a uma baixa acessibilidade do mesmo. Ao contririo, um grande valor da entropia,
corresponderia a uma grande acessibilidade.

Voltando ao grafico da figura 4.1, pode-se dizer que o modelo gravitacional entrépico produz
distribuigtes de viagens em rela¢#o as quais pode-se afirmar que:

a) no extremo "A" o valor da entropia ¢ baixo. Assim sendo, neste ponto, a acessibilidade ¢
baixa. Desta forma, neste caso, as origens e destinos das viagens do sistema serfio escolhidos pelos
individuos levando em conta fortemente considerac3es a respeito de "custo”.

b) o extremo "B", corresponde a um caso onde o custo de transporte ndo representa uma
restrigo. Isto significa que as origens e destinos das viagens serfo escolhidas por cada individuo

independente de qualquer consideragiio de custo, pois neste caso (grande valor da entropia) a
acessibilidade ¢ alta.

4.5. O Modelo de Distribui¢io Proposto por Nijkamp

NIKAMP (1974), introduzindo o conceito de "proporgfio de fluxo”, definiu a seguinte
equagdo:

pij==, (4.32)

onde:

pij = propor¢do do fluxo de viagens entre uma zona de origem "i" e uma zona de destino "j".
Tij = namero de viagens da zona "i" para a zona "j";

T = niimero total de viagens no sistema.
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Este mesmo autor substituiu a equaglio (4.32) junto as equagdes do problema de

maximizago de Alan Wilson [equagdes (2.25) a (2.28)] chegando ao seguinte modelo equivalente:

Max H = —§§(T i) In(T -pij)+§§(T .Dif) (4.33)
ga:
> Tij =0i (4.349)
; |
? Zz"j = Dj (4.35)
Y3 Tij.cij=C (4.36)
i

Os modelos resultantes da resolugio dos problemas dados pelas equages (2.25) a (2.28) e
(4.33) a (4.36) sflo equivalentes. Uma aplica¢fio destes dois modelos para o sistema de zonas de
trafego que estamos considerando neste trabalho comprovou esta equivaléncia, embora leves
discrepfincias nos resultados tivessem sido obtidas em decorréncia de arredondamentos numéricos.

A figura 4.2 mostra a distribuigfio de viagens obtida em cada um dos modelos.

Em relag8o ao valor marginal, associado a restri¢fio de custo total do sistema, encontramos:

-Problema de maximizagfo de Wilson: -0,00319;

-Modelo Equivalente (em termos de proporgdes de fluxos):-0,00378.

Fstas pequenas diferengas encontradas nos resultados obtidos pelos dois modelos foi causada

pelos arredondamentos numéricos que so efetuados na entmada de dados do modelo que utiliza o
conceito de "proporgiio de fluxo”.
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Fig. 4.2: Distribuig#io das viagens no "Modelo Original" e no "Modelo Equivalente”.

NLIKAMP (1974), através de artificios matematicos aplicados sobre o modelo dado

pelas equagdes (4.33) a (4.36), propds o seguinte modelo:

Max M=R(n7" ~InR)+In T 15,5 pij~ 55 pij.In pij + . 3,(In
tJ tJ tJ

s.a:

R=1
“R+¥ 3 pij=0
7]

O"R+ =0
TP S

79

T py)  (437)
i

(439

(4.39)

(4.40)



——-T-R+Zpij:0 (4.41)

C o

As varidveis desconhecidas no problema dado pelas equagBes (4.37) a (4.42) sido as
proporgdes de viagens pij's., e 0 valor da varidvel R ¢ considerado, em principio, como sendo igual
a unidade. Ainda segundo NIJKAMP (1974), este problema pertence a uma classe de Modelos de
Programagdo Geométrica e, mais precisamente, pode ser considerado como sendo um "Modelo
Geométrico Dual”.

Maiores informagdes sobre estes tipos de modelos podem ser encontradas em DUFFIN,
PETERSON e ZENER (1967) e em NOVAES (1978).

4.6. Comparaciio entre os Modelos de Programacfic Nfio-Linear ¢ o0 Modelo Gravitacional
Entrépico '

Nesta segfio se farh uma comparagio entre os resultados obtidos pela resolugio direta do
problema de maximizac#o de Alan Wilson e do Problema Geométrico Dual (em ambos os casos
utilizando um software de programag#io nio-linear) e o Modelo Gravitacional Entrépico de
distribuig#o.

E importante salientar que, para a calibragio do Modelo Gmavitacional Enirépico, foi
utilizado um programa desenvolvido pelo aufor na linguagem Quickbasic. Ja para a resolugfio dos
outros modelos, utilizou-se o software "GAMS".

A distribuigio de viagens obtida para cada modelo esta mosirada na figura 4.3.

O valor marginal, associado & restrigio de custo fotal, para cada modelo, ¢ mosirado a

seguir:
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>

-Problema de maximizagdo de Wilson, resolvido diretamente por programag#o nio-linear: -

0,00319

.
x

-Problema Geométrico Dual: -0,00378

-Modelo dmvitaci

: 8 =-0,00317.

dade dos resultados obtidos pelos

.

Pelo que foi exposto até aqui, fica evidente a pro

lagdo a0 Modelo Geométrico Dual deve-se aos
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"arredondamentos” numéricos j4 mencionados na sego 4.6, uma vez que este modelo utiliza

"proporgdes de fluxos".

modelos. A diferenca um pouco

Células o>

A
B

7

)

A: Problema de Maximizaglo de Wilson;

B: Problema Geométrico Dual,

C: Modelo Gravitacional Entrépico.

FIG. 4.3: Distribuigfio das viagens obtida nos trés modelos
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5. UMA APLICAGAO PARA O MUNICIPIQ DE FLORIANOPOLIS

S.1. Introduciio

Neste capitulo, serd utilizada uma matriz origem-destino obtida pelo GEIPOT, em
1977, pam a regifio de Florian6polis. Esta matriz foi pesquisada no horario de pico da
tarde (das 17h12min As 18h10min). Os dados referentes a esta matriz considerada foram
extraidos de DNER (1979).

Nas se¢Oes seguintes, serfio feitas, para esta matriz considerada, aplicagdes do
Problema dos Transportes, da Programagfio Linear, e do Modelo Gravitacional Entropico
de distribuigio de viagens, de Alan Wilson Concomitantemente, serffo feitas
consideracBes sobre os resultados obtidos, bem como serfio abordados os relacionamentos

entre os dois modelos considerados.

5.2. O Zoneamento Utilizado

O zoneamento utilizado neste trabalho foi realizado em 1977, pelo GEIPOT, na
regifio de Florianépolis [ver DNER (1979)]. Neste zoneamento, as zonas de trifego foram
determinadas a partir de aglutinagBes de setores censitdrios, de modo que, quando
necessério, pudessem ser feitas comparagBes entre as informagdes levantadas e os dados
dos Recenseamentos Gemis, do IBGE.

Outros critérios considerados pelo GEIPOT na realizag#io deste zoneamento foram:

-a compatibilizagio com o uso do solo e com as inten¢des de ocupaglio previstas
pelos orgfos de planejamento dos nnmicipios;

-a considerago aos obstaculos naturais (fopografia e hidrografia);



Desta forma, foram determinadas para o municipio de Florianbpolis 43 zonas de trafego,
sendo 31 zonas de trafego na regifio urbana de Floriandpolis (zonas 1 a 31, inclusive) e 12 zonas de
trafego no que se poderia chamar de regifo rural (zonas 32 a 43, inclusive). Neste trabalho, ainda
serlo consideradas duas zonas de trifego externas ao municipio de Floriandpolis (zonas 44 e 45),
ficando-se com uma matriz origem-destino global de dimenso 45 x 45. As duas zonas externas
consideradas estfio localizadas nos municipios de Biguagt e S#o José, respectivamente.

Para este zoneamento considerado, o qual é mostrado nas figuras 5.1a e 5.1b, 0 GEIPOT
apurou uma matriz origem-destino por todos os modos e motivos de viagens para o horério de pico
da tarde (17h12min 4s 18h10min). Esta matriz, que foi utilizada como exemplo de aplicagdo neste
trabalho, ¢ mostrada no anexo 3. Os totais marginais Oi's e Dj's s#io mostrados na tabela 5.1. Ja a
matriz de custos de viagem (neste caso, tempos de viagem) é mostrada no anexo 4.
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FIG. 5.1a: Zoneamento realizado pelo GEIPOT no municipio deFloriandpolis, em 1977
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FIO. 5.1b: Zoneamento realizado pelo GEIPOT na regifio urbana do mﬁnicipio de Florian6polis,

em 1977.
Tabela 5.1
Totais marginais Oi's e Dj's da matriz
observada no pico da tarde na regiao
de Florianépolis

O(1) = 1816 D(1) = 444
0(2) = 30990 D(2) = 765
D(3) = 1603 D(3) = 849
O(4) = 630 D(4) = 503
O{5) = 935 D(5) = 837
O{6) = 1192 D(6) = 1095
O(7) = 797 D(7) = 168
O(8) = 135 D(g) = 29
O(%) =.1201 D(9) = 803
O{10) = 10¢€8 D(10) = 1181
O(11) = 25 D(11) = 19
Q(12) = 505 D(12) = 848
0(13) = 296 D(13) = 393
0{14) = 667 D{14) = 1178
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Tabela 5.1{continuacdo)

O(15) = 128 D(15) = 460
0(16) = 447 D(16) = B55
O(17) = 207 D(17) = 662
o(18) = 299 D(18) = £83
O(19) = 379 D(19) = 773
0(20) = 1782 D(20) = 471
O(21) = 920 D(21) = 882
0(22) = 326 D(22) = 423
0(23) = 377 D(23) = 1174
O(24) = 209 D(24) = 509
O(25) = 90 D(25) = 254
O(26) = 580 D(26) = 951
0(27) = 84 D(27) = 459
O(28) = 94 D(28) = 393
O(29) = 377 D(29) = 611
O(30) = 378 D(30) = 732
O(31) = 463 D(31) = 814
o(32) = 181 D(32) = 15
0(33) = 335 D(33) = 169
0(34) = 170 D(34) = 254
0(35) = 17 D(35) = O
O(36) = 191 D(36) = 681
O(37) = 158 D(37) = 524
O(38) = 134 D(38) = 651
O(39) = 35 D(39) = 3
O(40) = 40 D(40) = 3
O(41) = 39 D(41) = 0
O(42) = 42 D(42) = O
0(43) = 10 D(43) = 0
O(44) = 86 D(44) = 14
0(45) = O D(45) = O

O custo médio do sistema foi determinado através da equaclio (3.33) obtendo-se o
valor de ¢=7,40 minutos. Para a obtengio deste valor com maior rapidez foi

desenvolvido um programa na linguagem Quickbasic, que ¢ mostrado no anexo 1.

5.3. A Aplicagiio do Problema dos Transportes para a Matriz O-D da Regifio de
Floriandpolis

Através da resoluclio do Problema dos Transportes [equacdes (3.27) a (3.29) e
(3.30) a (3.32)] obtém-se duas matrizes de viagens que correspondem, respectivamente, ds
configuragdes de custo total minimo e de custo total maximo para o sistema com 45 zonas
de trafego que esta sendo considerado. A distribuicdo das viagens ,em fungio do tempo de
duragio das mesmas, para estas matrizes, ¢ mostrada nas figuras 5.2 ¢ 5.3.
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A figura 5.4 mostra a distribuigéio das viagens observadas no sistema de 45 zona de
trafego que esta sendo considerado.
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FIG. 5.4: Viagens observadas X tempo de duraciio das vingens

Comparando as figuras 5.2, 5.3 e 5.4 ¢ evidente o fafo de que as matrizes obtidas
pela aplicagio do Problema dos Transportes, possuem configurages bem diferenfes da
matriz observada. Em principio, entfio, este modelo niio ¢ adequado para se obfer a
provavel matriz de viagens de pessoas que ocorrerd em um deferminado sistema urbano
(pelo menos a curfo prazo). O PT , todavia, pode ser muito util em situagBes em que é
possivel se ter (num médio a longo prazo) um certo confrole sobre as origens e destinos
das viagens (airavés, por exemplo, de uma certa politica de ocupag#o do solo urbano).

5.4. A Aplicagiio do Dual do Problema dos Transportes
Seja o problema dual dado pelas equagtes (3.24) e (3.25). Resolvendo-se este

problema para os fotais de viagens observadas para a regifio de Florian6polis (tabela 5.1)
chega-se aos valores das varifiveis duais indicados na fabela 5.2..
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Conforme ja foi mostrado no capitulo 3, a soma algébrica das varidveis duais i e &j

fornece o chamado "prego-sombra” (denotado por Aij). Estes pregos-sombra, para o

sistema de zonas de Floriandpolis que esta sendo considerado, s#o mostrados no anexo 5.
E importante frisar que a importincia do "problema dual” do Problema dos
Transportes estd no fato do mesmo indicar, para cada célula da matriz de O-D, a influéncia

que uma variagio de uma unidade trand ao custo total do sistema (em relago ao custo total

minimo obtido pelo Problema dos Transportes).

Tabela 5.2
Valores das variveis duais para a matriz O-D de Florian6polis

Valores de

Variavel Dual | Variavel Dual [ Valoresde | Variavel Dual | Varidvel Dual
Hiﬂe ﬂjﬂ si ;i Ni"e Ejﬂ si Ej

1 0,820 0 24 -3,890 6.430
2 1,620 0,010 25 -5.910 4,630
3 1,070 -1,190 26 -3,540 4,270
4 0,690 -0,690 27 -4.130 5,090
5 0,300 0,360 28 -4,290 4,790
6 0,640 0,190 29 -4,150 4,870
7 0,150 -0,330 30 4,110 4,210
8 0,720 0,070 31 3,750 5,060
9 0,810 0,590 32 0,970 3,180
10 0,280 0,100 33 -4.670 1,840
11 0,220 -0,380 34 -2,350 1,250
12 0,850 2,320 35 13,050 26,290
13 -1,740 0,190 36 -3,080 0,620
14 0,420 -0,180 37 2,770 10,810
15 0,370 0,210 38 1,280 4,430
16 1,190 0,940 39 -6,150 2,490
17 1,170 2,900 40 6,270 10,620
18 -2,610 1,530 41 7,380 12,080
19 0,150 3,930 42 2,640 12,990
20 -0.140 3.460 43 -3,060 1,560
21 -3,320 3,710 44 5,570 17,520
22 -2,610 1,960 45 6,220 13,850
23 -6,610 4,110 - - -
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$.5. O Primal do Problema dos Transportes como um caso extremo do Modelo
Gravitacional Entréopico de Distribuicio de Viagens

Considere-se os fotais marginais (Oi's e Dj's) e os custos inferzonais (cij's) pam a
regifio de Florisnopolis, em 1977. Resolvendo-se, com o auxilio do software "GAMS", os
problemas de programacfio linear (Problemas dos Transportes) dados, respectivamente,
pelas equagdes (3.27) a (3.29) e (3.30) a (3.32), obteve-se: Cmin = 4492459 minutos e
Cméx = 241263,70 minutos, onde C ¢ o custo total do sistema. Empregando-ze a relagfio
(3.33) foram obtidos os respectivos custos médios de transporte: s = 1,99 minutos e
Cmax = 10,70 minutos.

Utilizando-se o programa de calibragfio do Modelo Gravitacional Entropico, fazendo
P tender para +wo e -0, obteve-se o grifico mostrado na figura 5.5. Este grifico foi plotado

com base na tabela 5.3, onde os valores podem ser vistos de forma mais explicita.
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FIG. 5.5: Variag#o do Custo Médio em fung#o do parimetro "p"
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Tabela 5.3

Valores de "BETA" e dos CUSTOS MEDIOS correspondentes

BETA Cmédlo BETA Cmédio BETA Cmédio BETA Cmédio BETA Cmédio BETA Cmédio

-1,01 10212 051 98139 -001 80198 049 32054 099 25141 143 2289

-1 10207 05 98014 0 7,024 05 31771 1 25074 15 2286
099 10202 049 97887 001 77783 051 31501 101 25008 151 2283
098 10197 048 97757 002 76478 052 31241 102 24944 152 228
0,97 10191 047 987624 003 75112 053 30002 1 03 2488 153 2277
096 10,186 -046 07480 004 73692 054 30752 104 24818 154 2274
09 10,18 045 97349 005 72223 055 30522 105 24757 155 2272
094 10,175 044 97207 006 70714 056 303 106 24697 156 2260
093 10,169 043 07062 007 69173 057 3,0087 107 24638 157 2,266
092 10,163 042 06913 008 67611 058 29881 1 08 24581 {158 2264
081 10157 041 96761 009 66035 050 20683 1 09 24524 159 2261

09 10151 04 96604 01 64457 06 29492 A 24468 16 2,258
088 10,145 -030 96444 011 62885 061 29308 111 24414 161 2256
088 10,139 038 9628 012 61328 062 29120 112 2436 162 2253|
087 10133 .037 96111 013 59796 063 28957 1,13 24307 1,63 2,251
086 10,126 -036 95938 0,114 58205 064 28791 1 Jd4 24266 1,64 2,240
085 1012 035 9576 015 56832 065 283 115 24205 165 2246
084 10,113 034 95577 0,16 55412 066 28474 1 46 24155 166 2,244
083 10,106 -033 95389 017 5404 067 28323 117 24106 1,67 2 241
-0,82 101 032 95185 018 52719 068 28176 1,18 24057 168 2239
081 10093 031 04995 019 5145 069 2805 1,19 2401 169 2237

08 10086 03 04788 02 50235 07 27899 22,3963 1,7 2235
079 10078 029 84574 021 49074 071 27779 21 23917 1,71 2232

0,78 10071 028 094353 022 4796 072 27635
077 10064 027 94124 023 46912 073 27523
0,76 10056 026 93886 0,24 45908 074 27386
0,75 10042 025 93639 025 44954 075 27281
074 10041 024 063381 026 44048 076 27151
073 10033 -023 93111 027 43188 077 27051
0,72 10025 022 9283 028 42371 078 26927
071 10016 021 92534 029 41586 079 26834
0,7 10008 02 82224 03 4086 08 26715
069 09885 019 91887 031 40161 0, 81 2,8627
068 09908 0,18 91552 032 30408 082 26520
067 9982 -017 91187 0,33 38868 083 26416

23872 1,72 223
23827 1,73 2228
23784 174 2228
23741 175 2224
23608 176 2222
23657 177 22
23616 178 2218
23575 179 2216
23536 1,8 2214
23497 181 2212
23458 182 221
2342 183 2208

-

- -

-

-

-

BRILRLBBLLBBNRNEBR

1
1
1
066 99720 0,16 90799 034 38268 084 26335 1 23383 1,84 2206
065 99637 015 90387 035 37701 085 26244 1, 23346 1,85 2204|
064 89543 014 89947 036 3716 086 26154 1 2331 1,86 2202
063 09448 013 89477 037 36645 087 286065 1, 23275 1,87 2201
062 9935 012 88974 0,38 36155 088 25079 1, 2324 188 2,199
061 99251 011 88434 039 35689 089 25804 1, 23205 1,89 2197
06 9916 01 87854 04 35245 09 25812 14 23171 19 2165
059 08046 009 87229 041 34822 001 25731 141 23137 191 2104
058 98941 008 86556 042 34418 092 25652 1,42 23104 192 2192
057 98833 007 85835 043 34032 093 25574 1,43 23072 193 219
056 08723 006 85054 044 33665 004 25408 144 2304 194 2189
055 98611 005 84213 045 33313 095 25424 1,45 23008 195 2187
054 08497 004 83308 046 32977 096 25351 146 22077 14 96 2,185
053 9838 003 8234 047 32656 0097 2528 147 22046 1,97 2184
052 98261 -002 81303 048 32348 098 2521 148 22916 198 2,182




A figuma 5.5 evidencia o fato. de que a solugilo obtida pelo Modelo Gravitacional
Entr6pico de distribuigio de viagens, duplamente restrito, situa-se entre as solugdes que
minimizam e maximizam o custo total de viagens no sistema e que sdo dadas pelo
Problema dos Transportes. Em outras palavras, esta figura mostra claramente que os
valores limites de ¢ do Modelo Gravitacional [equagdes (2.46), (2.47) e (2.48)] sllo
limitados inferior e superiormente pelos valores de ¢ gyir, € € max dados pela solugio dos
problemas (3.27) a (3.29) e (3.30) a (3.32).

Calibrando-se o Modelo Gravitacional Entropico [equacBes (2.46), (2.47) e (2.48)],
para o sistema com 45 zonas de trafego, fazendo f—» +oo (isto &, ¢ — 1,99 minutos) e f —
-0 (isto &, ¢ — 10,70 minutos) obteve-se duas matrizes de viagens, uma para cada caso. A

distribuigio das viagens nestas matrizes, para cada caso, s#o mostradas nas figuras 5.6 ¢
5.7. '
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As viagens Tij's das matrizes das figuras 5.6 e 5.7 (Modelo Gravitacional Entrépico)
possuem uma distribvigo semelhante 4s das figuras 5.2 e 5.3 (Problemas dos
Transportes). Desta forma, pode-se afirmar que o Modelo Gmavitacional Entropico de
distribuigo de viagens tende a conduzir aos mesmos resultados do Problema dos

Transportes da Programagio Linear, quando o parimetro de impedincia p tender a +wv e -

w, respectivamente.

5.6. A Aplicaciio do Modelo Gravitacional Entrépico para a Matriz O-D da Regidio
de Florian6polis

Considere-se os tofais marginais Oi's e Dj's (tabela 5.1) obtidos da mairiz
origem-destino apurada para a regifio de Florian6polis em 1977 (anexo 3). Calibrando-se o
Modelo Gravitacional Entropico de distribuigiio de viagens, para o custo médio do sistema
(7,40 minutos), obtém-se os seguintes resultados:

-Custo Médio Estimado: 7,40 min;

-Multiplicador de Lagrange associado ao custo: 8 = 0,03786.

A matriz de viagens obtida através da calibmgfio do modelo ¢ mostrada no anexo 6.

A tabela 5.4 mostra os totais marginais Oi's e Dj's obtidos, enquanto que a tfabela 5.5
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mostra o3 fatores de balanceamento Ai's e Bj's do Modelo Gravitacional Os
Multiplicadores de Lagrange, associados as restricdes de origem e de destino, sdo
mostrados na tabela 5.6 e os chamados "Valores Implicitos” ou "Valores Incrementais”,

08 quais indicam a variag#o da entropia do sistema, so mostrados no anexo 7.

Tabela 5.4

Totails marginais obtidos através da calibracgio
do Modelo Gravitacional

OPR( 1 )= 1816 DPR( 1 )= 444
OPR( 2 )= 3090 DPR( 2 )= 7658
OPR( 3 )= 16032 DPR{ 3 )= 849
OPR( 4 )= 630 DPR( 4 )= 503
OPR( 5 )= 935 DPR({ 5 (= 837
OPR( 6 )= 1192 DPR( 6 )= 1095
OPR( 7 )= 797 DPR( 7 )= 168
OPR({ 8 )= 135 DFR({ 8 = 29
OPR{ ¢ )= 1201 DPFR( 3 )= 809
OPR( 10 )= 1068 DFR{ 10 )=1181
OPR( 11 )= 25 DPR( 11 )= 19
OPR{ 12 )= 505 DPR{ 12 )= 848
OPR{ 13 )= 2956 DPR( 13 )= 393
OPR( 14 )= 667 DPR( 14 }=1178
OPR( 15 )= 128 DPR( 15 )= 460
OPR{ 16 )= 447 DPR( 16 )= 855
OPR{ 17 }= 207 DPR{ 17 )= 6¢€2
OPR( 18 )= 299 DPR( 18 )= 683
OPR{ 19 )= 379 DPR( 13 )= 773
OPR( 20 )= 1782 DPR( 20 )= 471
OPR( 21 )= 920 DPFR{ 21 )= 882
OPR( 22 )= 326 DPR( 22 )= 423
OPR( 23 )= 377 DPR{ 23 )= 1174
OPR( 24 )= 209 DPR( 24 )= 509
OPR( 25 )= 90 DPR( 25 )= 254
OPR( 26 )= 580 DPFR( 26 )= 951
OPR( 27 )= 84 DPR( 27 )= 459
OPR({ 28 )= 94 DPR( 28 )= 393
OPR( 29 )= 77 DPR( 2% )= 611
OPR( 30 )= 378 DPR( 30 )= 732
OPR({ 31 j}= 463 DPR{ 31 )= 814
CPR{ 32 )= 181 DPR{ 32 )= 15
OPR( 32 )= 23329 DPR( 33 )= 169
OPR( 34 )= 170 DPR({ 24 )= 254
OPR( 35 )= 17 DPR{ 35 = 0
OPR( 36 )= 191 DFR{ 36 )= 681
OPR( 27 j}= 158 DPR( 37 )= 524
OPR{ 38 )= 134 DFR({ 38 )= 651
OPR( 39 )= 235 DPR({ 29 )= 3
OPER( 40 )= 40 DPR{ 40 )= 32
COPR{ 41 }= 29 DPR( 41 )= 0
OPR( 42 )= 42 DPR( 42 = 0
OPR( 43 )= 10 DPR( 43 )= 0O
CPR( 44 )= 86 DPR( 44 )= 14
OPR{ 45 )= O DPR( 45 )= O
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Fatores de balanceamento Ai‘'s e Bi's

Tabela 5.5

A( 1 )= 1.019919% B( 1 )= 5.312309E-05
A( 2 )= 1.054956 B( 2 )= 5.762812E-05
A( 3 )= 1.04969 B( 3 3= b5.261851E-05
Al 4 )= 1.042317 B( 4 )= 4.987764E-05
A( 5 )= 1.046912 B( 5 )= 5.03347%E-05
A( 6 )= 1.,065737 B( 6 )= 5.214442E-05
A( 7 )= 1.009932 B( 7 Y= 4.91345E-05
A( 8 )= 1.001143 B 8 )= 6.042465E-05
A{( 9 )= 1.058244 B( 9 j= 5,308004E-05
A( 10 )= 1.056553 B( 10 )= 5.164163E-05
A( 11 )= 1.021014 B( 11 )= 4.905624E-05
A( 12 )= 1.137428 B{ 12 )= 5.372139%E-05
A( 13 )= 1.03823 B( 13 )= 5.183%62E-05
A{( 14 )= 1.056423 B( 14 )= 5.,006404E-05
A( 15 )= 1.044224 B( 15 )= 4.825396E-05
A( 16 )= 1.049333 B( 16 )= 4.87669E-05
A( 17 )= 1.304206 B( 17 )= 5.8633B4E-05
A( 18 )= 1.277638 B( 18 )= 6.161631E-05
A( 18 )= 1.167409 B( 19 )= 5.603655E-05
A( 20 )= 1.210502 B( 20 )= 7.037835E-05
A( 21 )= 1.111451 B( 21 )= 5.469859E-05
A( 22 )= 1.048999 B( 22 )= 5.047555E-05
A( 23 )= 1.151358% B( 23 )= 5.47195%E-05
A( 24 )= 1.157226 B( 24 )= 5.808656E-05
A( 25 )= 1.100274 B( 25 )= 5,381266E-05
A( 26 )= 1.118003 B( 26 )= 5.4239E-05
A( 27 )= 1.18222 B( 27 )= 5.57133E-05
A( 28 )= 1.168222 B( 28 )= 5.78301E-05
A( 29 )= 1.248801 B( 29 )= 6.096225E-05
A{ 30 )= 1.158849 B( 30 )= ©5.458342E-05
A( 31 )= 1.163228 B( 31 )= ©5.643247E-05
A( 22 )= 1.6314 B( 32 )= 7.864477E-05
A( 33 )= 1.374315 B( 33 )= 6.310144E-05
A( 34 )= 1.30%812 B( 34 )= 6.217816E-05
A( 35 )= 2.906466 B( 35 )= 4.647856E-04
A{ 36 )= 1.155286 B( 36 )= ©6.603943E-05
A( 37 )= 1.715438 B( 37 )= 7.983384E-05
A( 38 )= 1.418923 B( 38 )= 6.824462E-05
A( 39 )= 1.%15721 B( 39 )= 9.878316E-05
A( 40 )= 1.967845 B( 40 )= 8.664089E-05
A{ 41 )= 2.346028 B( 41 }= 2.731387E-04
A( 42 )= 2.650922 B( 42 )= 1.548071E-04
A( 43 )= 1.580234 B( 43 )= 9.928215E-05
A( 44 )= 1.,828132 B( 44 )= 9.965219E-05
A( 45 )= 1.833766 B( 45 )= 8.875223E-05
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Tabela

5.6

Valores dos Multiplicadores de Lagrange para a matriz O-D

de Flonanopolis
Valores de "i" | Multiplicado- | Multiplicado- | Valores de "i" | Multiplicado- | Multiplicado-
e"" res de res de e"" res de res de
Lagrange "AM" | Lagrange "yj" Lagrange "M" | Lagrange "y"
1 -7,5241 3,7471 24 -5,4884 3,5211
2 -8,0894 3,1216 25 -4,5954 4,2927
3 -7,4281 3,1084 26 -6,4746 2,9645
4 -6,4872 3,6853 27 -4,5982 3,6663
S -6,8864 3,1670 28 -4,6988 3,7842
6 -7,1471 2,8630 29 -6,1544 3,2902
7 -6,6907 4,7970 30 -6,0821 3,2200
8 -4,9064 6,5277 31 -6,2889 3,0805
9 -7,1475 3,1479 32 -5,6879 6,7425
10 -7,0286 2,7971 33 -6,1321 4,5409
11 -3,2397 6,9781 34 -5,4057 4,1482
12 -6,3533 3,0888 35 -3,9002 0
13 -5,7279 3,8935 36 -5,3966 3,2659
14 -6,5577 2,8306 37 -5,6023 3,1741
15 ~4,8953 3,8078 38 -5.2477 3,1139
16 -6,1507 3,1774 39 -4,2054 8,1240
17 -5,5983 3,2489 40 -4,3658 8,2551
18 -5,9455 3,1681 41 -4,5163 0
19 -6,0923 3,1392 42 -4,7126 0
20 -7,6765 3,4068 43 -2,7602 0
21 -6,9300 3,0315 44 -5,0576 6,5748
22 -5,8348 3,8466 45 0 0
23 -6,0732 2,7451 - - -

A figura 5.8 mostra a distribui¢ho das viagens, em funciio do tempo de duragiio das

mesmas, para a mairiz apurada pelo GEIPOT e para a matriz prevista pelo Modelo
Gravitacional Entropico.

E importante observar que a matriz de viagens obtida através da calibragio do

Modelo Gravitacional Entropico de distribuicho de viagens (figura 5.8b) aproxima-se da

matriz de viagens apurada na pesquisa de trafego realizada pelo GEIPOT (figura 5.8a),

para esta situagio em que os tempos de duragio das viagens foram agrupados em




intervalos de dez em dez minutos. Esta matriz satisfaz as restricdes do problema de
maximizagfo proposto por Alan Wilson e pode ser assumida como aquela matriz que seria
a mais provivel de ocorrer para os valores de Oi's, Dj's e custo médio observados, pois,
considerando-se a equagio (2.11), esta matriz é a que apresenta o maior mimero de
microestados.
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FIG. 5.8a: Viagens Observadas (considerando infervalos de 10 em 10 minutos)
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FIG. 5.8b: Viagens Estimadas pelo Modelo Gravitacional
(considerando intervalos de 10 em 10 minutos)

Seja considerada, agora, a figura 5.9, que fambém mostra uma comparagio entre as
viagens observadas na pesquisa realizada pelo GEIPOT e as viagens estimadas pelo
Modelo Gravitacional Entropico. Nesta figura, enfretanto, os tempos de duragdo das
viagens foram agrupados em intervalos de cinco em cinco minutés.

Observando-se a figura 5.9, pode-se constatar que as distribuig3es estimadas pelo
Modelo Gravitacional Entrépico de distribuicfio de viagens (figura 5.9b) ndo coincidem
com as distribuig8es observadas (figura 5.9a), pama intervalos de tempo de duragiio das
viagens nas faixas de zero a cinco minutos e de cinco a dez minutos. Isto parece indicar
que, para valores de custo generalizado de transporfe muito pequenos, podem ocorrer
distorges nos resultados obtidos pelo Modelo Gravitacional Entrépico de distribuighio de
viagens. Este fato pode ter explica¢lio no fato de que, em determinados sistemas urbanos,
viagens de tempos de percurso muito pequenos, podem ser realizados pelos individuos
sem a utilizag#o de algum modo de transporte (isto é, as jornadas s#o realizadas "a pé").
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FIG. 5.9b: Viagens Estimadas pelo Modelo Gravitacional
(considerando intervalos de 5 em 5 minutos)



E importante observar que o custo médio deste sistema considerado corresponde a
um alfo valor de entropia "H ", como mostra o grafico da figura 5.10, plotado para diversos
valores de custos médios (vide tabela 5.7). Desta forma, considerando a entropia como
uma medida de acessibilidade, pode-se dizer que a calibragio foi realizada para wma
situaglio de alta acessibilidade do sistema. Desta forma, o valor do pardmetro de
impedancia f do Modelo Gravitacional Entrépico, para esta situago considerada, possui
um valor bem pequeno (mais precisamente 0,03786).

Neste ponto, ¢ importante relembrar o que foi exposto no capitulo 4, onde
fol visto que a situag#o em que o parimetro p assume o valor "zero" (a chamada solugo
trivial) corresponde a uma situagio em que a fungdo de impedancia assume valor igual a
unidade e, desta forma, os custos cij's nfo influenciam a distribuicdo das viagens no
sistema. Esta situagdio, portanto, em principio, corresponde a uma situagdo de alta
acessibilidade do sistema em que os individuos nio levam grandemente em conta o

aspecto "custo de viagem" para decidir as origens e destinos de suas viagens.
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Tabela 5.7

Valores de Entropia para diversos valores de custos obtidos pela
calibragiio do Modelo Gravitacional Entropico de distribuigdo
de viagens para o sistema 45 x 45 da regifio de Florianépolis

Custo Médio do Sistema Custo Total do Sistetna Entropia (H)
1,99 45076,17 -108538,9872
2,50 5634538 -83668,6277
3,00 67613,93 75175,0079
3,50 7888328 -69758 8194
4,00 90151,49 -65751,8513
4,50 101421,01 -62604,6698

500 112690,06 60071,2122
5,50 123959,12 -58020,8736
6,00 135228,04 -56380,9306
6,50 146497,26 -55113,0890
7,00 157765,99 -54204,0356
7,40* 166781,20 -53740,5323
7,50 169035,03 -53663,1262
7.90 178050,22 -53520,0496%*
8,00 180304,01 -53529,0720
8,50 191571,28 -53893,4311
9,00 202841,92 -54978.0233
9,50 214110,90 -57395,5481
10,00 225378,31 -62738,7905
10,50 23664759 -76022,1393
10,70 240704,73 -90127,1417

* Custo Médio Observado.

** Maxima Entropia (p=0).
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FIG. 5.10: Custo Médio X Entropia, para o sistema 45 x 45 (regifio de Florianépolis)

A figura 5.10 mostra, ainda, em termos de considerag®es de acessibilidade do
gistema, a "distdncia" existenfe entre a solugio encontrada utilizando o Modelo
Gravitacional Entropico (para o custo médio observado no sistema) e a solugio que seria
obtida pelo Problema dos Transportes da Programagio Linear. Esta ultima situagio
(minimizagdo) corresponderia a uma baixa acessibilidade do sistema, onde as
considerag@es de "custos de viagem" seriam levadas grandemente em consideragio.

A figura 5.11 mostra a funglo de impedineia do Modelo Gravitacional Entrépico de
distribuicdio de viagens pam o sistema 45 x 45 que estd sendo considerado.

E evidente o fato de que, neste sistema, para viagens de tempos de duragio muito
pequenos, a funcfo de impedincia assume valores proximos a unidade, nfio exercendo,
desta forma, influéncia sigpificativa na distribui¢#io de viagens.

Assim sendo, isto explica o fato das discrepincias observadas na distribuigiio das
viagens de pequena duraclio (obtidas pelo modelo gravitacional), em relagfio aos valores
observados (na pesquisa do GEIPOT).
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Considerando o exposto até aqui, seria interessante, como uma proposta de estudos
futuros, a aplicagio do Modelo Gravitacional Entropico para outros sistemas com diferentes
situagBes de custo médio em relagio ao valor da entropia (indicativo da acessibilidade do
sistena). E bem possivel que, 4 medida que o valor do parfmetro "B" afaste-se de zero, o
Modelo Gravitacional consiga distribuir, de uma maneira mais proxima a realidade
observada, as viagens de pequena duragio.
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FIG. 5.11: Fung¢o de Impedancia para o sistema 45 x 45 da regifo de Floriandpolis

103



6. CONCLUSOES E RECOMENDACOES

6.1. Conclusdes

As principais conclusBes que podem ser extraidas do presente trabalho estio relacionadas
a seguir:

-0O Problema dos Transportes da Programacg#o Linear pode ser visto como um caso limite
do Modelo Gravitacional Entropico de distribuigio de viagens,

-Em relagBo aos custos de transporte, os dois métodos assentam-se sobre premissas
diferentes: o Problema dos Transportes procura alocar o maior nimero possivel de viagens nas
células de menor custo da matriz e o Modelo Gravitacional procura alocar as viagens de forma a
obter-se uma dispersio maxima destas viagens no sistema,;

-0 elo de ligagéo enire o Problema dos Transportes e 0 Modelo Gravitacional Entropico ¢
o pardmetro de impedéncia "p",

-A estimativa das viagens entre cada par de origem-destino através do Problema dos
Transportes conduz a valores de custos totais de transportes (maximos e minimos), que se
constituem nos limites superiores e inferiores dos valores de custo total obtidos mediante
variagOes (para valores tendendo a +w e -oo, respectivamente) do parfimetro de impedincia "B" do
Modelo Grawvitacional;

-A combinag#o das varidveis duais, associadas ao problema dual do Problema dos

Transportes da Programac#o Linear, podem ser interpretadas como sendo o aumento que ocorrera



no custo total de transporte do sistema, devido ao aumento de uma unidade no nimero de viagens
ocorrido em uma determinada zona de origem e um determinado destino.

-Os Multiplicadores de Lagrange, que aparecem como termos integrantes do Modelo
Gravitacional Entropico, s#o anilogos as variaveis duais da Programac#o Linear, sendo que dois
destes multiplicadores (Al e ) estfio relacionados as quantidades totais de viagens nas origens e
nos destinos, respectivamente, enquanto que o multiplicador "B" relaciona-se intimamente com o
cusio total do sistema;,

-A combinagiio das vanaveis duais, no Problema dos Transportes, fornece os chamados
"precos-sombra”, os quais indicam a vanagdo da funglio objetivo Custo Total, enquanto a
combinagiio dos Multiplicadores de Lagrange, no Modelo Gravitacional Entropico, fornece os
chamados "Valores Implicitos ou Incrementais”, os quais indicam a vanag#o da funclio objetivo
Entropia,

-O Modelo Gravitacional Enﬁépico conduz praticamente aos mesmos resultados obtidos
pela resoluc#o direta do Problema de Maximizag#o de Alan Wilson e do Problema Geométrico
Dual, propdsto por Nykamp, ambos resolvidos através de um sofiware de Programacéo Nao-
Linear, fato este que ajuda a ratificar a idéia de que o Modelo Gravitacional Entrépico apresenta-
se como uma consistente e poderosa ferramenta para a estimativa de distribuigiio espacial de
fluxos de pessoas; |

-Na aplicagfio feita para a regifio de Florianopolis, o Modelo Gravitacional Entropico
apresentou resultados satisfatérios, para uma distribuicdo de custos de viagem de dez em dez
minutos; ja para uma distribuigiio de custos de cinco em cinco minutos, o modelo nfio conseguiu
representar satisfatoriamente a realidade observada nesta faixa de custos, mostrando que o modelo
deve ser usado com cuidado em sistemas onde se tém viagens de custos muito pequenos e ,

concomitantemente, o parimetro "B" possui um valor muito proximo a zero (situagdio de alta

acessibilidade do sistema);
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-O custo médio observado no sistema 45 x 45 considerado (regiio de Floriandpolis)
corresponde a um alto valor de entropia e, portanto, indica que o sistema em questiio foi calibrado

para uma situacio de alta acessibilidade (grande dispers#o).

6.2. Recomendagdes
As principais recomendagdes, ortundas da realizagio deste trabalho, siio as seguintes:

-O Modelo Gravitacional Entropico de distribuico de viagens, com funglo de impedéncia
do tipo exponencial negativa, deve ser usado com cuidado em sistemas urbanos que apresentam
custos de viagens muito baixos, pois que, .nestas circunstincias, o numero de viagens a pé pode
ser elevado e o valor de "B" aproximar-se de zero,

-PropBe-se que sejam estudadas, em maiores detalhes, as relacBes existentes entre os
custos médios observados em alguns diferentes sistemas urbanos e o valor da fungiio entropica
(que pode ser utilizada como um indicativo de acessibilidade do mesmo), ¢ a influéncia desta

relagfio sobre os resultados obtidos pela aplicagio do Modelo Gravitacional Enirépico nestes

diferentes césos.
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ANEXO 1

Programa para calculo do Custo Médio do Sistema

(Linguagem Quickbasic)



PROGRAMA PARA CALCULO DO CUSTO MEDIO DA MATRIZ O-D
'AUTOR: Milton Luiz Paiva de Lima

VARIAVEIS PRINCIPAIS:

C(i,§) = custo de vingem na célula (ij) da matriz.
T(i,j) = nimero de viagens na céhula (i,j) da matriz,
O(f) = Total marginat na licha "i".

TV = Total de viagens.

CTOTAL = Custo total de viagem no sistema.
CMEDIO = Custo médio do sistema

10

TNICIO DO PROGRAMA

DEFDBL A-H, O-Z

DEFINT I'N

CLS

CLEAR

PRINT "PROGRAMA PARA CALCULQ DO CUSTO MEDIO DA MATRIZ O-D"
PRINT

'ABERTURA DOS ARQUIVOS DE ENTRADA E SAIDA

OPEN "CUSTOS.DAD" FOR INPUT AS #1
INFUT #1,N

DIM T(N, N), C(N, N), O(N)

LEITURA DA MATRIZ DE CUSTOS DE VIAGEM
'‘LEITURA BERA' FEITA POR LINHAB

FORI=1TON
FORJ~-1TON
INPUT #1, C(L J)
NEXT J

NEXTI

'LEITURA DA MATRIZ DE FLUXOS
‘LEITURA SERA' FEITA POR LINHAS

FORI-1TON
FORI=1TON
INPUT #1, T(L, )
NEXT J

NEXT1

‘CALCULA O(T)

FORI~1TON
Al=0
FORJ=1TON
IF J=1THEN 10
o) =Al+T(LY)
Al =0(D)
NEXT J
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20

NEXT1
'CALCULA TOTAL DE VIAGENS (TV)
FORI=1TON
TV =TV +O()
NEXT1
‘CALCULA CTOTAL-SOM (Tij * Cij)
CTOTAL=0
FORI=1TON
FORJI=1TON
IF I=JTHEN 20
CTOTAL =CTOTAL + T(I, ) * C(1, J)
NEXT 3
NEXT1
'‘CALCULA CUSTO MEDIO
CMEDIO = CTOTAL/TV

PRINT "CUSTO MEDIO DO SISTEMA = "; CMEDIO
END
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ANEXO 2

Programa que executa o processo de calibragio do Modelo

Gravitacional Entropico de Distribuigdo de Viagens

(Linguagem Quickbasic)



PROGRAMA PARA CALIBRACAO DO MODELO GRAVITACIONAL ENTROPICO
' DE DISTRIBUICAO DE VIAGENS

'AUTOR: Milton Luiz Paiva de Lima

VARIAVEIS PRINCIPAIS:

C(i,j) = Custo de viagem de "i" para "j".

O(i) = Total marginal das viagens na tinha %",

D{j) = Total marginal das viagens na coluna "j*.

CMEDIO = Custo Médio obzervado no sistema.

TV =Total de viagens do sistema.

BETA(ICONT1) = valor do parfimetro "B" na iteraciio ICONT].

A(j) = Fator de Balanceamento relativo & origem "i".

B(j) = Fator de Balanceamento relativo ao destino "j".

F(i.,j) = Fator de impedancia f{cij).

TPR(ij) = Ntmero de viagens estimado pelo modelo na célula (i,j) da matriz.
OPR(i) = Total marginal estimado das viagens na linha "i".

DPR(j) = Total margimal estimado das vingens na coluna "§".

TVPR = Total de viagens estimadas.

CTOTALPR= Custo Total estimado pelo modelo.

CMEDIOPR(ICONT1) = Custo Médio estimado pelo modelo na iteraciio ICONT1.
XLAMBDAC(i) = Multiplicador de Lagrange Ai

XMU(j) = Multiplicador de Lagrange yj.

H = Fung#io Objetivo Entropia do Modelo Gravitacional Entropico.

XL =Funcio Lagrangeana do Modelo Gravitacional Entropico.

DELTA(1,j) = Valores Implicitos ou Incrementais do Modelo Gravitacional Entrépico.
FI = Mutltiplicador de Lagrange relacionado & entropia, no Modelo Gravitacional proposto por Erlander.
ALFA(j) = Multiplicador de Lagrange "a” (Modelo Gravitacional de Erlander).
ETA(j) = Multiplicador de Lagrange "n" (Modelo Gravitacional de Erlander).
XLLINHA = Fungio Lagrangeana do Problema de Otimizaglio de Erlander.

INICIO DO PROGRAMA

DEFDBL A-H, 0-Z

DEFINT I-N

CLS

CLEAR

PRINT "CALIBRACAO DO MODELO GRAVITACIONAL ENTROPICO"
PRINT"  DE DISTRIBUICAO DE VIAGENS "

PRINT -

‘ABERTURA DOS ARQUIVOS DE ENTRADA E SAIDA
OPEN "ENTRADA.DAD" FOR INPUT AS #1

OPEN "SAIDA DAD" FOR OUTPUT AS #2

OPEN "IMPLIC SAI" FOR OUTPUT AS #3

OPEN "GRAF1.8AI" FOR OUTPUT AS #4

OPEN "GRAF2 SAI" FOR OUTPUT AS #S

INPUT #1, N

DIM T(N, N), C(N, N), F(N, N), A(N), B(N), O(N), D(N), BETA{400)
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DIM TPR(N, N), CMEDIOPR(400), DPR(N), OPR(N), XLAMBDA(N), XMU(N)
DIM XLI(N), XLJ(N), ALFA(N), ETA(N), DELTA(N, N)

‘LEITURA DA MATRIZ DE CUSTOS DE VIAGEM
'‘LEITURA SERA' FEITA POR LINHAS

FORI=1TON
FORJ=1TON
INPUT #1, C(L J)
NEXTJ
NEXTI
PRINT "LI MATRIZ CUSTOS DE VIAGEM.”
"LEITURA DOS VALORES DOS Oi'S
FORI=1TON
INPUT #1, O(I)
NEXT 1
PRINT "LI Oi'S."

'LEITURA DOS VALORES DOS Dj'8
FORJ=1TON

INFUT #1, D)

NEXT J

PRINT "LI Dj’5."

'LEITURA DO CUSTO MEDIO OBSERVADO
INPUT #1, CMEDIO

PRINT "LI CUSTO MEDIO OBSERVADO."

ICONT1~-1
TV=0

'‘CALCULA TOTAL DE VIAGENS (TV)
FORI=1TON

TV=TV+0O{)
NEXT1

PRINT "CALCULEI TOTAL DE VIAGENS.”
'CALCULA (ARBITRA) PRIMEIRO BETA
BETA(ICONT1) = 1.5 / CMEDIO

PRINT "CALCULEI PRIMEIRO BETA."
FAZ Al=A2=,. =AN=1

FOR1=1TON

A =1
NEXT1
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400

10

300

‘CALCULA A FUNCAQO DE IMPEDANCIA F(Cij)

FOR1=1TON

FORI=1TON

KL H=0

IF J =1 THEN 10

F(1, J) = EXP(-BETA(ICONT1) * C(1, 1))
NEXT J

NEXTI .

PRINT "CALCULEI FUNCAO DE IMPEDANCIA."
ITERFAT =0

DETERMINACAO DOS FATORES Ai E Bj

ICALIB=0
ITERFAT = ITERFAT + 1

CALCULA Bj EM FUNCAO DE Ai

20

200

210

FORJ=1TON

B=0

FORI=1TON ¢
TF 1=J THEN 20 P
B =B+ A(l) * O(1) * F(L, J)
NEXT1

B=1/B .
PRINT "CALCULE]I Bj'S."
‘CHECAGEM DE DJ

- A
REL=B()/ B/
IF REL >= 99999 AND REL <= 1.00001 THEN 200
ICALIB = 1
B()=B
NEXT J

PRINT "CHEQUEI Bj'S."
‘CALCULA Ai EM FUNCAO DE Bj

FORI=1TON
A=0
FORJ=1TON
IF1=JTHEN 210
A=A+B()*DI)*F(EJ)
NEXTJ
A=1/A

PRINT "CALCULEI Ai'S."
‘CHECAGEM DE Oi
REL=A(D)/ A

IF REL >= 99999 AND REL <= 1.00001 THEN 220
ICALIB=1
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220 A(D=A
NEXTI

PRINT "CHEQUEI Ai'S."

IF ICALIB = 1 THEN 300

PARTE PARA CALIBRACAODQC
'CALCULA Tyj'8 PREVISTOS

FORI=1TON
FORJ=1TON

TPR(L J) = A(D) * O(1) * B() * D) * K(L )
NEXT J

NEXT I
PRINT "CALCULEI Tij'§ PREVISTOS."
'CALCULA Oi'8 PREVISTOS

FORI=1TON

OPR() =0

FORJ=1TON
OPR(I) = OPR(D) + TPR(L, J)
NEXTJ

NEXT}

PRINT "CALCULEI Oi'S PREVISTOS."
'‘CALCULA OS VALORES DOS Dj'8 PREVISTOS

FORJ=1TON
DPR(J)=0
FORI=1TON
DPR(J) = DPR{J) + TPR(L J)
NEXTI
NEXT J

PRINT "CALCULEI Dj'S PREVISTOS."
‘CALCULA TOTAL DE VIAGENS PREVISTAS (TVPR)

TVPR =0

FOR1=1TON
TVPR=TVPR + OPR() "~
NEXTI

PRINT "CALCULEI TOTAL DE VIAGENS.”
‘CALCULA CUSTO TOTAL PREVISTO

CTOTALPR =0

FORI=1TON

FORJ=1TON .
CTOTALPR = CTOTALPR + TPR(L, ) * C(L, J)
NEXTJ

NEXTI
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PRINT "CALCULEI CUSTO TOTAL PREVISTO."
‘CALCULA CUSTO MEDIO PREVISTO
CMEDIOPR(ICONT1) = CTOTALPR / TVPR
PRINT "CALCULEI CUSTO MEDIO PREVISTO."
‘FAZ RELACAQ: CMEDIO / CMEDIOPR(ICONTT1)
RAZAO = CMEDIO / CMEDIOPR(ICONT1)
‘CHECAGEM DO C

IF RAZAO >= 9993939 AND RAZAO <= 1.0000001# THEN
ELSE

IF (ICONT1 + 1) = 2 THEN

BETA(ICONT! + 1) = BETA(ICONT1) * CMEDIOPR(ICONT1) / CMEDIO
ICONT1 = [CONT1 + 1
GOTO 400

ELSE

AUX1 = (CMEDIO - CMEDIOPR(ICONT! - 1)) * BETA(ICONT?1)
AUX2 = (CMEDIO - CMEDIOPR(ICONT1)) * BETA(ICONT1 - 1)
AUX3 = CMEDIOPR(ICONT1) - CMEDIOPR(ICONT1 - 1)
BETA(ICONT] + 1) = (AUX1 - AUX2)/ AUX3
ICONT1 = [CONT1 + 1
GOTO 400

END IF

END IF

'CALCULA O VALOR DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
'CALCULA LAMBDA
FORI=1TON
IF OPR(I) = 0 THEN
XLAMBDA =0
ELSE
XLAMBDA(J) = (LOG(A(I)) + LOG(OPR(I))) * (-1)
END IF
NEXTI
'CALCULA MU
FORJ=1TON
IF DPR(J) =0 THEN
XMU(J) =0
ELSE

XMU(3) = (LOG(B()) + LOG(DFRU)) * (-1)
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END IF
NEXT 3

'CALCULA O VALOR DA FUNCAO OBJETIVO DO MODELO GRAVITACIONAL
H#=0
FOR1=1TON
FORI=1TON

IF TPR(L J) = 0 THEN 50

AUX1 = LOG(TPR{L J))

AUX2 = TPR(, J) * AUX1

H# = H# + AUX2

NEXT J

NEXT 1

H#=I#*(-1)+ TVPR
'CALCULO DA FUNCAO LAGRANGEANA
'CALCULO DO PRIMEIRO TERMO

FORI-1TON
XLI(I) = O(I) - OPR(D)

NEXT1

XL1=0

FORI=1TON

XL1 = XL1 + XLAMBDA() * XLI()
NEXT I

CALCULO DO SEGUNDO TERMO

FORJ=1TON
XL)(J) = D(J) - DPR(J)
NEXT J

XL2=0

FORJ=1TON

XL2 = XL2 + XMU(QJ) * XLI(J)
NEXT J '

CALCULO DO TERCEIRO TERMO

C =CMEDIO * TV
XLC = BETA(ICONT1) * (C - CTOTALPR)

'LAGRANGEANO: B
XL=H+XL1 +XL2 +XLC
‘CALCULO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DO MODELO GRAVITACIONAL DE
'ERLANDER, UTILIZANDO O RELACIONAMENTO COM MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
DO MODELO GRAVITACIONAL ENTROPICO DE WILSON

'CALCULO DE FI

F1=1/BETA(QICONT1)

‘CALCULO DE ALFA
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FORI=ITON
ALFA(I) = -(FI * XLAMBDA(I))
NEXT1

‘CALCULO DE ETA

FORJ=1TON

ETA(J) = ~(FI * XMU(%))
NEXT J

‘CALCULO DA FUNCAO LAGRANGEANA DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO DE ERLANDER
XLLINHA =FI * ((CTOTALPR /FI) + H- XL)
'‘CALCULO DOS VALORES INCREMENTAIS

FORI=1TON
FORJ=1TON
IF 1= J THEN 555
DELTA(L J) = XLAMBDA(I) + XMU(J) + BETA(ICONTI) * C(, J)
555 NEXTJ
NEXT I

PRINT "TERMINEI CALCULOS E VOU IMPRIMIR RESULTADOS."

IMPRESSAO DOS RESULTADOS FINAIS DO PROGRAMA

PRINT #2,
PRINT #2,
PRINT #2, *
PRINT #2, "* -
PRINT #2,"  RESULTADOS FINAIS DA CALIBRACAO o
PRINT #2, " i
PRINT #2’ fa 2222l 2 2 ckEdbeskE SEEt Rt e kR bR bR bR SR kR R RSR
PRINT #2,
PRINT #2, "BETA INICIAL = "; BETA(1)
PRINT #2,
_ PRINT #2, "CUSTO MEDIO INICIAL OBSERVADO ="; CMEDIO ~
PRINT #2,
PRINT #2, TAB(20); "FATORES DE BALANCEAMENTO:"
PRINT #2,
PRINT #2, "FATORES Ai:"
PRINT #2,
FORI=1TON
PRINT #2, "A("; &, "= "; A(D)
NEXT I ’_‘
PRINT #2,
PRINT #2, "FATORES Bj:"
PRINT #2,
FORJ=1TON
PRINT #2, "B(", J; "y=", B(J)
NEXT J
PRINT #2,
PRINT #2, TAB(20); "VALORES PREVISTOS:"
PRINT #2, .
PRINT #2, TAB(10); "FLUXOS PREVISTOS:"
PRINT #2,
FORI=1TON
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FORJ=1TON
PRINT #2, "TPR("; L, "% §; "y="; TPR(L, J)
NEXTJ
NEXT1
PRINT #2,
PRINT #2, TAB(10); "TOTAIS MARGINAIS PREVISTOS:"
PRINT #2,
FORI=1TON
PRINT #2, "OPR(™; I; ")="; OPR()
NEXTI
PRINT #2,
FORJ=1TON
PRINT #2, "DPR("; L, "= "; DPR(})
NEXTJ
PRINT #2,
PRINT #2, TAB(10); "TOTAL DE VIAGENS PREVISTAS:"
PRINT #2,
PRINT #2, "TVPR=", TVPR
PRINT #2,
PRINT #2, TAB(10); "CUSTO TOTAL PREVISTO:"
"~ PRINT#2,
PRINT #2, "CTOTALPR="; CTOTALPR
PRINT #2,
PRINT #2, "RELACAO (CUSTO OBS / CUSTO PREVISTO) = %, RAZAO
PRINT #2,
PRINT #2, TAB(10); "CUSTO MEDIO PREVISTO:"
PRINT #2,
PRINT #2, "CMEDIOPR = ", CMEDIOPR(ICONT1)
PRINT #2,
PRINT #2, "BETA =~ "; BETA(ICONT1)
PRINT #2,
PRINT #2, "BETA OBTIDO NA ITERACAO *; ICONT1
PRINT #2,
PRINT #2, "¢t 6s s 5 a0t 006885 bbb 1 bbb SR EFEEEEEEEREEREERRRIRIREEED
PRINT #2,
PRINT #2, TAB(10); "DADOS ADICIONAIS:"
PRINT #2, )
PRINT #2, TAB(10); "VALORES DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE"
PRINT #2,
PRINT #2, TAB(S); "VALORES DE LAMBDA:"
PRINT #2,
FORI-1TON
PRINT #2, "LAMBDA ("; I; "}="; XLAMBDA(I)
NEXT1
PRINT #2,
PRINT #2, TAB(S); "VALORES DE MU:"
PRINT #2,
FORJ=1TON
PRINT #2, "MU(™, J; "y~ " XMU(Q)
NEXTJ
PRINT #2,
PRINT #2, TAB(10); "VALOR DA FUNCAO OBJETIVO H"
PRINT #2,
PRINT #2, "H="; H#
PRINT #2, .
PRINT #2, TAB(10); "VALOR DA FUNCAO LAGRANGEANA L"
PRINT #2,
PRINT #2, "L~ ", XL
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PRINT #2,

PRINT #2, TAB(10); "MULTIPLICADORES DE LAGRANGE DO MODELO GRAV.DE
ERLANDER:"

PRINT #2,

PRINT #2, "FI= ", FI

PRINT #2,

PRINT #2, TAB(5); "VALORES DE ALFA:"

PRINT #2,

FOR1=1TON

PRINT #2, "ALFA("; I, ")="; ALFA(I)

NEXT1 .

PRINT #2,

PRINT #2, TAB(5); "VALORES DE ETA:"

PRINT #2,

FORJ=1TON

PRINT #2, "ETA("; J; ")="; ETA(J)

NEXTJ

PRINT #2,

PRINT #2, TAB(2); "FUNCAO LAGRANGEANA DO PROBLEMA DE MINIMIZACAO DE
ERLANDER"

PRINT #2,

PRINT #2, "L'= ", XLLINHA

PRmT #2’ MES2 22222 22222222222 S 222 P2 T RSS2 TR 222 22 S22 RS2 F2 222 2 8L 1)

FORI=1TON

FORJ=1TON

IF 1=J THEN 556

PRINT #4, C(1, 1)

PRINT #5, USING "##. 444", DELTA(L J)
556 NEXTJ

NEXT I

M=0
FORI=1TON
FORJ=1ITON
IF 1= J THEN 1500
M=M+1
IF1> 10 AND J > 10 THEN 3000
IF1< 10 AND J < 10 THEN 3000
IF M < 3 THEN GOTO 2000
PRINT #3, "D(" L "™ J; "= ", USING “##.#HH", DELTA(], J)
GOTO 1000
2000  PRINT #3, "D(% L "% J; ")="; USING "##.###", DELTA(L J); SPC(3);
GOTO 1500
3000 IFI<10 ANDJ< 10 THEN 6000
1F M < 3 THEN 4000
PRINT #3, "D("; L, ", J; "y="; USING "“#.#HHH", DELTA(L J)
GOTO 1000
4000  PRINT #3, *D("; k"% J; "= ", USING "## ###";, DELTA(L, J), SPC(2);
GOTO 1500
6000 IF M <3 THEN GOTO 5000
PRINT #3, "D("; I, ,"; J; "¥="; USING “#HL.#5H", DELTA(, I)
GOTO 1000
5000 PRINT #3, "D(", L, "™ X, ")=", USING "## ####", DELTA(, I), SPC(4);
GOTO 1500
1000 M=0
1500 NEXTJ
NEXT1
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CLOSE #2

END
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ANEXO 3

Hatriz de viagens cobservada por todos o= modos e motivos
no hordrio do pico da tarde (17hl2min as 18hl0min)
para & regifio de Floriandpolis (1977)
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ANEXO 4

Matriz de custos interzonais para a regiSo de
Floriandpolis em 1977 , todos os rodos,
todos os motivos (em minutos)
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ANEXO §

Matriz de viagens previstas através da calibrac8o
do Modelo Gravitacional Entrdpico
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ANEXO 6

Valores dos pregoas-somhrasg
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.83
.46
.89
.4
.6
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27.11
.25
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12

18.34

1.8
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.13
.49
.82
.01
.76
.75
.78
.45
.61
.B8
.07
11.63
11.44
2.38
1.62
1.26
1.69
.24
.44
.52
.08
.73
.89
.49
4.8
27.91
6.0S5
13.7
18.14
1.08
1.26
1.66
3.38

. 2B
.6
.78
.5
.16
.28
.81
.63
3.56
14.06
14.82
.5000001
-36
.78
.88
.63
.62
.65
.32
.48
.75
.24
11.5
11.31
2.25
.3
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6 )= .49

g )= .BQ

12 )= 2.62
15 }= .51
iB )= 1.83
21 )= 4.01
24 )= 6.73
27 3= 5.33
30 )= 4.51
33 )= 2.14
36 )= .92
33 )= 2.79
42 )= 13.29
45 )= 14.15
3 )= -.585

7 )= .31

10 )= .74
13 )= .83
16 )= 1.58
19 }= 4.57
22 )= 2.6
25 )= 5.27
28 )= 5.43
31 )= 5.70
34 )= 1.89
37 )= 11.45
40 )= 11.26
43 Y= 2.20
1 )= .15

4 )= -.54

8 )= .22

11 )= -.23
14 )= -.03
17 )= 3.05
20 )= 3.61
23 )= 4.26
26 J= 4.42
29 )= 5.D2
32 )= 3.33
35 j= 26.44
38 )= 4.58
41 )= 12.23
44 )= 17.67
2 y= -.71

5 )= -1.08

9 )= -.13

12 )= 1.60
15 )= -.51
18 )= .B1
21 )= 2.389
24 )= 5.71
7 y= 4.37
30 )= 3.49
33 )= 1.12
36 )= -.10
38 j=  1.77
42 )= 12.27
45 y= 13.13
3 )= -.38

& }= 1.00
10 )= .91
13 )= 1.00
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7 )= -.03

18 )= .4

12 )= .49
16 )= 1.24
18 )= 4.23
22 )= 2.26
25 )= 4.93
28 )=~ 5.p%
31 )= 5.36
34 )= 1.55
37 j)= 11.11
40 )= 1D.92
43 )= 1.8B6
1 )= .64

4 )= -5E-02
B )= .71

11 )= .26
14 y= .46
17 )= 3.54
20 )= 4.1
23 )= 4.75
26 )= 4.91
29 )= 5.51
32 )= 3.82
35 )= 26.93
38 )= 5.07
41 )= 12.72
44 )= 1B.16
2 )= .16

5 )= -.21

9 )= .74

2 )= 2.47
15 )= .36
18 )= 1.68
21 )= 3.8B6
24 )= 6.58
27 )= 5.24
30 )= 4.36
33 )= 1.99
36 )= .77
39 )= 2.84
42 )= 13.14
45 )= 14

3 )= -1.91

6 )= -.53

10 )= -.62
13 )= -.53
16 )= .22
18 )= 3.21
22 )= 1.24
25 y= 3.91
28 )= 4.07
31 )= 4.34
34 )= .53
37 )= 10.09
40 )= 9.9
43 )= .B4

1 )= .81

4 )= .17

7 )y=" .48

11 )= .43
14 )= .63
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B )= .37

11 )= -

14 )= .12
17 )= 3.2
20 )= 3.76
23 )= 4.41
26 )= 4.57
2% )= 5.17
32 )= 3.48
35 )= 26.59
38 )= 4.73
41 )= 12.38
44 )= 17.82
2 )= .85

5 j= .28

2 }= 1.23
12 )= 2.9
15 y= .85
1B )= 2.17
21 y= 4.35
24 )= 7.07
27 )= 5.73
30 )= 4.85
33 )= 2.48
36 )= 1.26
3% )= 3.13
42 )= 13.63
45 )= 14.49
3 )= -1.04

6 )= .34

10 )= .2

13 }= .34
16 )= 1.09
19 )= 4.08
22 )= 2.11
25 )= 4.78
28 )= 4.94
31 )= 5.21
34 )= 1.4
37 )= 10.95
40 )= 1D0.77
43 j= 1.71
1 )= -.72

4 )= -1.41

7 )= -1.05
11 )= -1.1
14 )= -.9

17 )= 2.18
20 )= 2.74
23 )= 3.39
26 )= 3.55
29 j= 4.15
32 )= 2.48
35 )= 25.57
38 )= 3.71
41 )= 11.36
44 )= 16.8
2 y= .82

5 )= .45

B )= .88B

12 )= 3.13
15 )= 1.02
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16 }= 1.75
19 )= 4.74
22 )= 2.77
25 )= 5.44
2B )= 5.6
31 )= 5.87
34 )= 2.06
37 )= 11.62
40 )= 11.43
43 )= 2.37
1 )= .28
4 y= -.41
7 )= -0.05
11 )= -0.psg
14 )= 0.099
17 )= 3.18B
20 )= 3.74
23 y= 4.39
26 )= 4.55
28 j= 5.15
32 )= 3.46
35 )= 28.57
38 )= 4.71
41 )= 12.36
44 )= 17.8
2 )= .23
5 )= -.14
B )= .29
12 }= 2.54
15 )= .43
18 )= 1.75
21 )= 3.93
24 y= 6.65
27 )= 5.31
30 )= 4.43
33 )= 2.06
36 )= .B4
39 y= 2.71
42 Y= 13.21
45 )= 14.07
3 )= -2.04
6 )= -.66
g )= -.26
3 )= -.66
16 Y= 0.0893
19 )= 3.08
22 )= 1.11
25 )= 3.78
28 )= 3.394
31 )= 4.21
34 Y- .40
37 )= 9.96
40 )= 9.77
43 )= .71
1 )= -1.74
4 )= -2.43
7 Y= -2.07
10 )= -1.64
14 )= -1.92
17 )= 1.16
20 }= 1.72
23 )= 2.37
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17 )= 3.71
20 )= 4.27
23 )= 4.92

26 )=~ 5.08
23 )= 5.68
32 )= 3.91
35 )= 27.1
38 )= 5.24
41 )= 12.89
44 )= 1B.33
2 )= .29

5 )=~-B.1E-02
B )= .35

12 )= 2.6
15 )= .49
18 )= 1.8B1
21 )= 3.39
24 )= 6.71
27 )= 5.37
30 }= 4.49
33 J)= 2.12
36 )= .9

32 )= z.77
42 y= 13.27
45 )= 14.13
3 )= -.97

6 )= .41

3 )y~ .B09
13 )= .41
16 )= 1.18
12 )=  4.15
22 }= 2.18
25 )= 4.85
28 )= 5.p1
31 )= 5.28B
34 )= 1.47
37 )= 11.03
40 )= 1D.B4
43 )= 1.78B
1 )= -.85

4 )= -1.54
7 Y= -1.18

10 )= -.75
14 j= -1.D03
17 y= 2.05
20 )= 2.61
23 )= 3.26
26 )= 3.42
29 )= 4.p2
32 y= 2.33
35 )= 25.44
38 )~ 3.58
41 )= 11.23
44 )= 16.67
2 )= -1.73

5 )= -2.1

B )= -1.67
11 )= -2.12
15.)= -1.53
18 )= -.21
21 )= 1.97
24 )= 4.69
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10
10
10
10
10
10
10
10
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10
11
11
11
11
11
11
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12
1z
1z
1z
12
1z
12
12
12
12
12
12
12
13
i3
13
13
13
13
13
13
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3

38
41
44

-
4

5

B

11
15
i8
21
24
27
30
33
36
32
42
45
3

6

8

12
16
18
22
25

)= 2.34
Y= 4.52
Y= 7.24
}= 5.9

}= 5.02
)= 2.65
1= 1.43
)= 3.3

y= 13.8
y= 14.66
Y= -.2100001
Y= .47

= .B7

y= .47
y= 1.22
)= 4.21
= 2.24
)= 4.91
)= 5.07
)= 5.34
)= 1.53
)= 11.09
y= 1D.9
}= 1.84
Y= .22
y= ~.47
Y= ~.11

y- .32
}= 3.99E-02
Y= 3.12
1= 3.68B
- 4.33
)= 4.49
}=~ S.09
= 3.4
= 26.51
)= 4.65
)= 12.3
y= 17.74
)= -.B4

= -1.21
y= -.78

)= -1.23
- -.564
}= .6799999
y= 2.886
)= 5.58
y= 4.24
)= 3.36
)= .99
y= -.23
y= 1.64
)= 12.14
)= 13

y= -2.93
)= -1.55
= -1.15
}= .57999g9
y= -.8

y= 2.189
y= .22
)= 2.8B9
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14
14
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14
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15
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15
15
15
15
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17

2.53
3.13
1.44
24.55
2.69
10.34
15.78
.43
.06
.49
.04
-63
.95
.13
.B5
.51
.63
.26
.04
.81
13.41
14.27

NH=RKN&&ODS =

2.69
.31

.33

13
13
13
13
13
13
13
14
14
14
14
14
14
14
14
i4
14
14
14
14
14
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
16
16
16
16
16
16
16

‘16

16
i6
16
16
16
16
16
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17

27 )= 3.35 Af
3B )= 2.47 A(
33 )= .1 At
36 y= -1.12 A(
38 )= .75 A{
42 )= 11.25 A(
45 )= 12.11 A{
3 )= -.770  Af
6 }= .61 A
2 )= 1.01 A{
12 )= 2.74 A(
16 }= 1.36 A(
18 )= 4.35 A(
22 )= 2.3B A(
25 )= 5.05 Af
2B )= 5.21 A(
31 )= 5.48 A(
34 )= 1.67 A{
37 y= 11.23 A{
40 )= 11.04 A(
43 )= 1.98 A(
1 )= .37 A
4 )= -.32 Al
7 )= 3.2E-DZ A(
10 )= .47 At
13 )= .56  A(
17 )= 3.27 A(
20 )= 3.83 A{
23 )= 4.48 A(
26 )= 4.64 A(
29 )= 5.24 A{
32 )= 3.55 A(
35 )= 26.66 A(
38 )= 4.8 A(
41 Y= 12.45 A(
44 )= 17.89 A{
2 )= 1.2 Al
5 )= .83 A
8 )= 1.26 A{
11 )= .B1  A{
14 )= 1.01 A¢
1B )= 2.72 A{
21 }= 4.3 - A{
24 )= 7.82 A{
27 )= 6.28 A{
30 )= 5.4 A(
33 )= 3.03 A{
36 )= 1.81 A(
332 )= 3.68 A(
42 Y= 14.18 A(
45 )= 15.D4 A(
3 )= -2.9 A
6 )= -1.52 A{
9 j= -1.12  A(
12 )= .6099 A¢
15 )= -1.5  A(
19 )= 2.22 A(
22 )= .25 A(
25 )= 2.92 A{
8. )= 3.08 A(
31 )= 3.35 A¢(
34 )= -.46  A(
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13
13
13
13
13
13
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
1s
15
is
15
15
15
15
15
15
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15
15
15
15
15
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17

28 )= 3.05
31 )= 3.32
34 )= -.49
37 )= 9.070001
40 )= B.88B
43 )= -.18B00001
1 )= .42

4 )= -.27

7 )= B8.98E-02
10 )= .52
13 )= .61
17 )= 3.32
20 )= 3.88
23 )= 4.53
26 )= 4.69
23 )= 5.29
32 )= 3.6
35 )= 26.71
38 )=~ 4.B5
41 )= 12.5
44 )= 17.94
2 )= .38

5 )= 9.938999F-_(3
B )= .44

11 )= -3.99E-03
14 )= .19
18 )= 1.9
21 )= 4.08
24 )= 6.B
27 )= 5.4%
30 )= 4.58
33 )= 2.21
36 )= .98
39 )= 2.86
42 )= 13.38
45 )= 14.22
3 )= 0

& )= 1.38

2 }j= 1.78B
12 )= 3.51
15 )= 1.4
18 Y= 5.12
22 )= 3.15
25 )= 5.8B2
28 )= 5.98
31 )= 6.25
34 )= 2.44
37 )= 12

40 )= 11.8B1
43 )= 2.7%
1 )= -1.71

4 )= -2.4

7 )= -2.04
10 )= -1.61
13 )= -1.52
16 )= -.77
20 }J= 1.75
23 )= 2.4
26 )= 2.56
29 )= 3.16
32 )= 1.47
35 )= 24.58
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17
17
17
1B
i8
18
18
18
iB
i8
i8
1B
iB
iB
18
1B
1B
19
13
19
i9
19
18
19
19
19
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19
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18
18
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21

36 )= -1.08
3% )= .78
42 )= 11.28
45 )= 12.14
3 )= ~3.8

6 )= ~2.42

g )y~ ~2.02
12 )= -.29
15 )= -2.4
13 )= 1.32
22 )= ~.65
25 )= 2.02
2B )= 2.18B
31 )= 2.45
34 )= -1.36
37 )= 8.20
40 )= B8.01
43 )= -1.05
1)~ .19

4 )= -.5

7 )= ~-.14

10 )= .29
13 y= .38
16 )= 1.13
20 )= 3.85
23 )= 4.3
26 )= 4.46
29 )= 5.06
32 )= 3.37
35 )= 26.48
38 )= 4.62
41 Y= 12.27
44 )= 17.71
2 )= -.13

5 )= ~.5

8 )= ~.07

11 )= -.52
14 )= -.32
17 )= 2.78
21 }= 3.57
24 )= 6.29
27 )= 4.95
30 )= 4.07
33 )= 1.7
36 )= .48
39 )= 2.3%
42 Y= 12.85
45 )= 13.71

3 )= -4.51
6 )= ~3.13
8 Y= ~2.73

12 )= -1

15 )= -3.11
18 )= -1.79
22 )= -1.36
25 )= 1.31
28 Y= 1.47
31 )= 1.74
34 )= -Z.07
37 )= 7.49
40 )= . 7.3

43 )= -1.76

37 )= 3.1
40 )= B.91
43 )= -.150
1 )= -2.61

4 )= -3.3

7 )= -2.94
18 )= -2.51
13 )= -2.42
16 )= -1.67
20 )= .B50
23 )= 1.5
26 )= 1.66
29 )= 2.26
32 )= .570
35 )= 23.68
38 )= 1.82
41 )=~ 9.47
44 )= 14.91
2 )= .2

5 Y= -.17

B )= .26

11 )= -.19
14 }~9.9E-03
17 )= 3.09
21 )= 3.9
24 )= £.62
27 )= 5.28
30 )~ 4.4
33 )= 2.03
36 )= .81
3% )= 2.68
42 )= 13.18
45 )= 14.04
3 )= -1.33

6 }= .05

8 )= .45

12 )= 2.18
15 }=6.9E-D2
18 )= 1.39
22 j= 1.82
25 )= 4.49
28 )= 4.5
31 )=~ 4.92
334 )= 1.11
37 )= 10.67
40 )= 10.48
43 )= 1.42
1 )= -3.32

4 )= -4.01

7 )= -3.65
10 )}~ -3.22
13 )= -3.13
16 )= -2.38
13 )= .51
23 }= .790
26 )= .85
29 )= 1.55
32 )= -.139
35 )~ 22.97
38 )~ 1.11
41 )= B.76
44 )= 14.2
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17
17
17
18
18
18
18
18
18
18
iB
18
18
18
iB
1B
18
iB
19
18
19
is
19
p=]

38 )=
41 )= 10.37
44 Y- 15.81
2 )= -2.6
5 )= -2.87
B )~ -2.54
11 )= -2.93
14 y= -2.79

z2.72

17 )= .2900002
21 )= 1.1

24 )= 3.82

27 )= 2.48

30 )= 1.8

33 )~ -.769999q

36 )= -1.99

39 )= -.1199999
42 )= 1D.38
45 )= 11.24
3 )= -1

6 )= .38

3 1= .78

12 )= 2.51
15 )= .4

18 )= 1.72
22 y= 2.15
25 )=~ 4.8B2
28 )= 4.98
31 )= 5.25
34 )= 1.44
37 )= 11

40 )= 10.81
43 )= 1.75
1 9)= -.14

4 )= -.83

7 )= -.47

10 )= -.04
13 )= .0S
16 )= .8

192 )= 3.79
23 j= 3.97
26 )= 4.13
29 )= 4.73
32 y= 3.D4
35 }= 26.15
38 )= 4.29
41 )= 11.94
44 )~ 17.38
2 j= -3.3

S )= -3.68

8 )= -3.25

11 )= -3.7
14 )= -3.5
17 )= -.4189998

20 )= .1400001
z4 )= 3.11
27 y= 1.77
30 )= .8900001

33 )= -1.48

36 )= -2.7

33 )~ -.B298359g9
42 )= 9.67

45 )~ 10.53



1 )= -2.861
4 )= -3.3

7 )= -z.94
10 )= -2.51
13 )= -2.42
16 )= ~1.67
19 y= 1.32
23 j= 1.5
26 )= 1.66
29 )= 2.26
32 y= .57
35 )= 23.68
38 )= 1.82
41 )= 9.47
44 Y= 14.91
2 y= -6.1

5 )= -6.47
B )= -6.04
11 )= -6.49
14 )= -6.29
17 )= -3.21
20 )= -2.65
24 )= .3109
27 )= -1.02
30 )= -1.9
33 )= -4.27
36 )= -5.49
38 }J= -3.62
42 }= 6.88
45 )= 7.74.
3 )= -5.08
6 )= -3.7

2 )= -3.3
12 )= -1.57
15 )= -3.68
1B )= -2.36
21 )= -.18
25 )= .74
ZB )= .B99
31 )= 1.17
34 )= -2.64
37 )= 6.92
40 )= 6.73
43 )= -2.33
1 )= -5.91
4 )= -6.6

7 )= -6.24
18 )= -5.81
13 )= -5.72
16 )= -4.97
19 )= ~1.98
22 y= -3.95
26 )= -1.64
29 )= -1.04
32 )= -2.73
35 )= 20.38
38 )= -1.48
41 )= 6.17
44 )= 11.81
2 )= -3.53
5§ )= -3.9

8 )= -3.47
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25
25
25

-
L

Z6
26

2 )= -2.6
5 y= -2.97
B )= -2.54

i1 )= -2.949

14 )= -2.79
17 )= .29
20 )= .BS
24 )= 3.8B2
27 )= 2.48
30 )= 1.6
33 )= -.769
36 )= -1.99
3% j= -.119
42 )= 10.38
45 j= 11.24
3 )= -7.3
6 )= -5.92
3 )= -5.52
12 )= -3.79
15 )= -5.9
18 )= -4.5B
21 )= -2.4
25 )= -1.48

28 )= -1.32

31 )= -1.0%

34 )= -4.8B6
37 )= 4.7
40 )= 4.51
43 )= -4.55
1 )= -3.89
4 )= -4.58

7 )= -4.22
18 )= -3.78
13 )= -3.7
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28 )= 1.73
31 }= 2

34 )= ~1.81
37 )= 7.75
40 )= 7.5%
44 )= 14.46
2 )= 5.58

5 )= 5.21

8 )= 5.64
11 )= 5.19
14 )= 5.33
17 )= B.47
20 Y= 9.03
23 )= 9.68
26 )= 9.84
29 )= 10.44
32 }= B.75
35 )= 31.86
38 )= 1D

41 )= 17.65
45 )= 19,42
3 )= 5.03

6 )= 6.41

2 )= 6.81
12 )= 8.54
15 }= 6.43
18 )= 7.75
21 )= 9.93
24 )= 12.65
27 y= 11.31
30 )= 10.43
33 Y= 8.0599
36 )= 6.84
39 jJ= 8.71
42 y= 19.21

43
43
43

i
2

43
43
43
43
43
43
43
43
43
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
45
45
45
45
4

45
45
45
45
45
45
45
45
45
45

B )= -2.99
11 )= -3.44
14 )= -3.74

17 )= -.15839
20 )= .4000
23 )= 1.085
26 )= 1.21
29 j= 1.81
32 j= .1200
35 )= 23.23
38 )= 1.37
41 )= 9.82
45 )= 10.79
3 )= 4.38
6 )= 5.76
2 j= 6.16
12 )= 7.89
15 e 5.78
18 j= 7.1
21 )= 9.280
24 )= 12
27 )= 10.66
30 )= 9.780
33 )= 7.41
36 )= 6.19
33 )= B.06
42 )= 18.56
1 )= 6.22
4 e 5.53
7 y= 5.89
10 )= 6£.32
13 )= 6.41
16 y= 7.16
19 )= 10.15
22 )= 8.18
25 )= 10.85
28 )= 11.01
31 )= 11.28
34 )= 7.47
" 37 )= 17.03
40 )= 16.B4
43 y= 7.78
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43
43
43

-
2

43
43
43
43
43
43
43
43
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
45
45
45
45
45
45
45
45
45
45
45
45

45

45
45

9 )= -2.47

12 )= -.74
15 )= -2.85
1B j= -1.53
21 )= .6500001
24 )= 3.37
27 )= 2.03
30 )= 1.15
33 j= -1.22
36 )= -2.44
32 )= ~.5699999
42 )= 9.93
1 )= 5.57

4 )= a.88

7 }= 5.24
10 )= 5.87
13 )= 5.76
16 )= 6.51
13 )= 9.5
22 )= 7.53
25 }= 10.2
28 )= 10.36
31 )= 10.63
34 )~ .82
37 )= 16.38
40 )= 16.19
43 })= 7.13
2 )= 6.23

5 )= 5.86

B )= 6.29
11 )= 5.84
14 )= 6.04
17 )= 9.12
20 )= 9.68
23 )= 10.33
26 )= 10.49
29 )= 11.09
32 )= 9.4
35 )= 32.51
38 )= 10.65
41 )= 15.3
44 )= 23.74



ANEXO 7

Valores Incrementais ou Implicitos



DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTAT
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA ¢
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA{
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2 )= -4.3711
5 )= -4.3397
8 }= ~0.8283

11 )= -0.4646
14 )= -4.6159
17 }= -3.8493
20 )= -3.6157
23 )= -4.5602
26 )= —4.3346
29 )= -3.8486
32 )= -0.147%
35 )= -5.0849%
38 )= -3.9450
41 )= -5.6232
44 )= -0.0582

3 )= -4.9648
6 )= ~5.1049
9 )= -4.8442

12 )= -4.7595
15 )= -4.1813
18 )= ~-4.4330
21 )= ~4.8505
24 )= -4.2635
27 y= -4.1370
30 )= -4.6184
33 )= -3.0530
36 )= -4.4760
39 )= 0.9972
42 )= -6.6829
45 )= -7.3394

4 )= -3.7284
7 )= -2.5236

10 )= -4.5868
13 )= -3.3911
16 3= -4.1020
19 )= -3.9577
22 Y= -3.4422
25 )= -2.8882
28 )= -3.3259
31 )= -4.0909
34 )= -2.7685
37 )= -3.5473
40 }= 1.6670
43 )= -6.4589

1 )= -2.6375
5 )= -3.2694

8 )= 0.1693

11 )= 0.5583
14 )= -3.58%7
17 }= -2.8264
20 }= -2.5406
232 }= -3.4839
26 )= -3.2583
28 )= -2.77094
32 )= 0.9572
35 }= -3.9802
38 )= -2.8418
41 )= -4.5185
44 Y= 1.0113
2 )= -3.7224

6 )= -4.0049

DELTA |
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA(
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTRA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTRA{
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA {
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3 )= -4.3563
6 )= -4.6009
9 )= -4.2358

12 )= -4.1873
15 )= -3.6773
18 }= -3.8612
21 )= -4.2833
24 )= -3.6967
27 )= -3.56848
30 )= -4.0512
33 )= -2.4813
36 )= -3.9372
39 )= 1.5694
42 )= -6.1108
45 )= -6.7684

4 )= -4.3689
7 )= -3.2368

10 )= -5.2272
13 )= -4.0316
16 )= -4.8152
1% )= -4.6712
22 }y= -4.0872
25 )= -3.5533
28 )= ~-3.9607
31 )= -4.7254
34 )= -3.4090
37 )= -4.1877
40 )= 1.0266
43 )= -7.1720
1 )= -3.5678

5 )= -4.1960

8 )= -0.8326

11 )= -0.3682
14 )= -4.5123
17 }= -3.7809
20 )= -3.4948
23 )= -4.4248
26 )= -4.2364
2% )= -3.7813
32 )= 0.0269
35 )= -4.9105
38 }= -3.7706
41 )= -5._4488
44 )= 0.0094

2 )= -3.3330
6 )= -3.5008
8 )= -3.2469

12 )= -3.1648
15 )= -2.5843
18 )= -2.8383
21 )= -3.2138
24 )= -2.6200
27 )= -2.4935
30 )= ~2.9817
33 )= -1.4582
36 )= -2.8325
29 }y= 2.5823
42 )= -5.0882
45 )= ~5.6917

3 )= -3.17078
7 )= -2.0432
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DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA(
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA ¢
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA ¢
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA (

[ S
MU D DD b D e BB DB WWWWWWWWWRWWWWWWWRNDRNNNNDNNIODNDARNDNMNNN P b e pd bd o o S 3 b

-

.~ . % s =

P Y T T T ST S T Y S R YR T T T T T S

L T T N e T T T e O S SR

- 0~

4 )= -3.811%

7 y= -2.7086

10 )= -4.6184
13 )= -3.4632
16 )= -4.2767
19 )= -4.1324
22 )= -3.5200
25 }y= -2.9865
28 )= -3.3935
31 )= -4.1582
34 )= -2.8372
37 )= -3.6156
40 )= 1.5983
43 )= -6.6332

1 3)= -4.2810
5 )= -4.8365
8 )= -1.4655

11 )= -1.0087
14 )= -5.1528
17 )= -4.4210
20 )= -4.1542
23 )= -5.1274
26 )= —-4.9018
29 )= -4.4158
32 )= -0.6863
35 )= -5.6237
38 )= -4.2188
41 )= -6.1620
44 )= -0.6250
2 )= -4.2546

6 )= —-4.4273
9 )= -4.2174

12 )= -4.11%0
15 )= -3.5109
18 )= -3.792%
21 )= -4.2157
24 )= -3.5750
27 }= -3.4715
30 Y= -3.9840
33 )= -2.4129
36 )= -3.7628
39 )= 1.6188
42 }= -6.0424
45 )= -6.6701

3 )= -3.3178
7 )= -1.5933

10 )= -3.6602
13 )= -2.4407
16 }= -3.1716
18 )= -3.0273
22 )= -2.4437
25 )= -1.9098
28 )= -2.3240
31 )= -3.08%0
34 )= -1.8143
37 }y= -2.5827
40 )= 2.6212
43 )= ~5.5285
1 )= -3.065%

4 )= -3.1916

8 )= -0.1796



DELTA (
DELTA {
DELTR{
DELTA{
DELTA {
DELTR {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA(
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA{
DELTR(
DELTA{
DELTA {
DELTA{
DELTA{
DELTA {
DELTA(
DELTA {
DELTA{
DELTHA {
DELTA{
DELTA{
DETLTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA |
DELTA {
PELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTR {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
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9 )= -3.5370
12 )= -3.5566
15 )= -3.0472
18 }= -3.2701
21 )= —-3.5963
24 y= -3.0008
27 y= -2.8832
30 )= ~-3.3647
33 )= -1.8905
36 )= -3.2718
3% )= 2.1601
42 )= -5.5200
5 )= -6.1193

3 )= -3.8611
7 )= -2.3383

10 )= -4.2288
13 )= -3.1187
16 Y= -3.3065
1% )= ~-3.7621
22 }y= -3.1202
25 Y= -2.5867
28 )= -2.9938
31 )= ~3.7584
34 )= -2.45827
37 )= -3.2711
40 )= 1.9432
43 )= -6.2634

1 )= -2.8933
4 )= ~-2.8767

8 )= 0.0524

11 )= 0.3832
14 )= -3.8014
17 J= -3.0068
20 )= -2.8111
23 y= -3.7522
26 Y= -3.52656
29 )= -3.0409
32 Y= 0.6567
35 y= -4.2806
38 )= -3.1407
41 )= -4.8190
44 y= 0.7498

2 )= ~1.7208
5 )= -1.5766
g )= -1.7237

12 )= -1.6048
5 )= -0.9343
18 )= -1.2788
21 )= ~1.7617
24 y= -1.1210
27 )= -1.0176
30 )= -1.5301
33 )= 0.1012
36 )= -1.22460
39 )= 4.151b
42 Y= -a_5283
45 j= -4.2162

3 )= -3.987¢6"
6 }= -4.1100
10 )= -4.3081
13 )= -3.1430

16 )= -3.735%1

DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA(
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTR {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTR{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA(
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DEL.TA {
DELTA {
DELTA {
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)= —-3.888%
)= -2.8725
)= -3.8110
}= -3.48670
= -2.8334
)= -2.2996
}= -2.7066
)= -3.4716
Y= -2.2461
Y= -32.0248
)= 2.1885
Y= -5.9679

1 )= -3.3757
4 )= -3.3625
8 )= ~-0.397%

11 )= -0.1148
14 )= -4.2990
17 )= -3.5048
20 )= -3.2455
23 )= -4.1604
26 )= -3.9349
29 )= -3.4488
32 )= 0.2224
35 )= -4.7150
38 )= -3.5751
41 )= -5.2533
44 )= 0.3416
2 )= -3.4359

5 )= -3.4605

9 )= -3.3161

12 )= -3.3449
15 )= -2.8625
18 )= ~-3.0188
21 )= -3.4753
24 )= -2.8887
27 )= -2.7618
30 )= -3.2432
33 )= -1.6388
36 )= -23.1230
39 )= 2.4122
42 )= -5.2683
45 )= -5.9604
3 )= -1.785%

6 }y= -1.8579

10 )= -2.0215
13 )= -0.8565
16 )= -1.5682
19 )= -1.4238
22 )= -0.9882
25 }J= -0.4339
28 )= -0.8720
31 )= -1.6370
34 )= -0.2548
37 )= -1.0180
40 Y= 4.1808
43 )= -3.9250

1)= -3.2161
4 )= -3.3717
T )= -2.1567

11
14
17

Y= -0_0505
)= —4.1946
}= -3.5507
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DELTA {
DELTA (
DELTA(
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA(
DELTA {
DELTA {
DELTA (
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DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTR {
DELTA (
DELTA {
DELTA(
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA({
DELTA {
DELTA (
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DELTA (
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DELTA{
DELTA{
DELTA {
DELTA (
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11 )= 0.1084
14 )= -4.0512
17 )= -2.2585%
20 }= -2.9723
23 )= -3.8736
26 )= -3.6477
29 }= -3.1620
32 }y= 0.517%
5 )= -4.4195
38 )= -3.279¢6
41 }= -4.9578
44 )= 0.6288
2 )= -3.8759
5 )= -3.9581
9 )= -3.8136
12 )= -3.8428
15 )= -3.3071
18 )= -3.5164
21 }y= -3.8835
24 )= -3.296%
27 )= -3.1700
30 )= -3.6514
33 )= -2.1368
38 )= -3.5673
39 )= 1.913%
42 )= -5.7663
45 )= -6.3686

3 )= -32.4211
6 )= -3.7861

10 )= -3.7309
13 )= -2.6208
16 )= -3.4721
19 )= -3.3282
22 y= -2.7120
25 )= -2_1785
28 j= -2.585%
31 )= -3.3505
34 )= -2.0277
37 )= -2.7732
40 )= 2.4408
43 )= -5.8290
1 )= -1.0340

4 )= -1.0704

7 Y= 0.0102

11 )= 2.2508
14 )= -1.8933
17 }= -1.2668
20 )= -0.9810
23 )= -1.9709%9
26 )= -1.7824
29 )= -1.3255
32 )= 2.5607
35 )= -2.3767
28 Y= -1.23¢8
41 )= -2.9150
44 )= 2.4¢34
2 )= ~-3.8877

5 )= -3.8783

8 }= -0_.5865

12 )= -3.8851
15 )= -3.1932
18 )= -3.5626



DELTA {
DELTA{
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA(
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTR{
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTR
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19 )= -3.5%07
22 )= -3.1960
25 )= -2.6417
28 )= -3.0798
31 )= -3.8448
34 )= -2.5386
37 = -3.3174
40 }= 1.8%6%
43 )= -£.0919
1 )= -3.1365
4 )= -3.2851
7 )= -2_0877
11 )= 0.011%
14 )= -4.1347
17 )= -3.502%
20 y= -3.217Mm
23 )= -4.0146
26 )= -3.8262
28 )= -3.3712
32 )= 0.4734
35 )= -4.4640
38 Y= -3.3241
41 )= -5.0023
44 Y= 0.4196
2 )= 0.0050
5 )= -0.0367
8 J= 3.4599
12 3= 0.0134
15 )= 0.5943
18 )= 0.33%%
21 )= 0.0769
24 )= 0.6812
27 )= 0.8078
30 )= 0.3089
33 )= 1.719%
36 y= 0.4108
39 )= 5.7705
42 )= -1.8100
45 Y= -2_3904
3 )= -Z.5546
6 )= ~3.204%
% )= -3.0135
13 y= -2.3548
16 }= -2.8110
19 y= -2_7632
22 Y= -2.1978
25 )= ~1.643%
28 y= -2_n815
31 )= -2.8465
34 )= -2._.0147
37 )= -2.7931
40 )= 2_42312
43 )= -5.3523

1 )= -1.8059
4 )= -1.9237
7 )= -0.7575

10 )= -2.98013
14 )= -2.8041
17 y= -2.2787
20 )= -1.9929
23 )= -2.6549
26 )= -2.4665
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20 )= -3.264%
23 )= -4.1787
26 )= -3.9%02
29 )= -3.5352
32 )= 0.3938
35 )= -4.5436
28 )= -3.4027
41 )= -5.0819
44 )= 0.25%5
2 )= -3.8000
5 )= ~-3.8017
8 )= -0.4225
12 y= -3.8413
15 )= -3.1329
18 )= ~3.5148
21 )= -3.8055
24 )= ~3.1648
27 )= -3.0613
30 )= -3.5738
33 )= -2.1349
36 )= -3.3163
39 )= 1.06158
42 )= -5_.7648
45 )= -6.2599
3 )= 0.0158
6 )= ~0.3225
9 )= 0.0438
13 )= 0.7375
16 )= 0.0713
1% )= 0.2157
22 Y= 0.8504
25 )= 1.3574
28 )= 0.9666
31 )= 0.2016
34 )= 1.363%
37 )= £.5855
40 )= 5.7995
43 )= -2.2852
1 3= -2.291%
4 y= ~2.4143
7 )= -1.2429
10 y= -3.3873
14 )= -3.289%5
17 )= -3.0268
20 Y= —2_.7406
23 )= -3_.1804
26 }= -2.%020
29 )= -2_52369
32 )= 1.1133%
35 )= -3.803%
38 y= -2_6640
41 )= -4.2422
44 )= 1.2538
2 )= ~2_.4136
5 )= -2._.4337
8 )= 0.93713
11 )= 1.3415
15 )= -1.8027
18 )= -2.2906
21 )= ~-2.4458
24 )= -1.8051
27 )= -1.7016
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-3.8181
)= -3.3285
}= -3.2254
Y= -3.737%
)= -2.1827
= ~-3_3859
}J= 1.8676
y= -5.8126
~&_4236
Y= -3.79458
}= ~4.0483
-3.8477
Y= -3.1172
}= ~2_.6555
)= -3.5115%
Y= -3_.0320
Y= -2.4777
Y= -2.9158
)= -3.6808
Y= -2.4908
y= -3.2692
y=  1.9334
})= -6.0124
Y= 0.5911
)= 0.4849
Y= 1.6395
Y= -0.3714
Y= ~0.4075
)= 0.3510
Y= 0.6377
)= -0.1826
0.0433
0.5112
4.2006
-0.7368
0.4031
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-2.8008
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23 )= -2.0114
32 )= 1.8036
35 )= -3.1338
38 )= -1.993%
41 )= -3.6721
44 )= 1.7793

2 y= -3.3115%
5 )= -3.3861

8 )= 0.1283
11 )= 0.4219
15 )= -2.7230
18 )= -3.0258
21 }= -3.2551
24 )= -2.6682
27 )= -2.5413
30 )= -3.0231
33 )= -1.6462
36 )= -2.9386
38 )= 2.4044
42 )= -5.2757
45 )= -5.7399

3 )= -1.5973
6 )= -2.0111
§ )= -1.5649%

12 )= -1.5%41
16 )= -1.6127
18 )= -1.4684
22 }= -0.8389
25 )= -0.3051
28 )= -0.7121
31 )= -1.4771
34 )= -0.2437
37 )= -1.0224
40 )= 4.1619
43 )= -3.86096

1 )= ~-2.3090
4 )= -2.2924

T oy= ~1.3212

10 )= -3.1482
13 )= -2.0391
17 )= -2.5054
20 )= -2.4949
23 )= -3.1678
26 )= -2.9423
29 )= -2.4566
32 )= 0.9730
35 )= -3.9640
28 )= -2.8241
41 )= -4.5023
44 )= 1.3341
2 )= -1.8725
5 )~ -1.8907
8 )= 1.4401
11 )= 1.8844
14 )= -2.2615
18 )= -2.4230
21 )= -1.9429
24 )= ~1.3041
27 )= -1.1988
30 )= -1.7109
33 )= -0.9420
36

Y= -2.2155
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30 )= -2.2141
33 Y= -0.9107
36 )= -2.084¢
3% )= 3.1396
42 )= -4.5406
45 )= -4_.9002

3 )= -3.2967
6 )= -3.6716 "
8 )= -3.2969

12 )= -3.3523
16 )= -3.2777
18 )= -3.1338
22 )= -2.4915
25 )= -1_9580
28 )= -2.3684
31 )= -3.1300
34 )= -2.0022
37 )= -2.7806
40 )= 2.4338
43 )= -5.6346

1 )= -1.0956
4 )= ~1.1138
7T )= -0.0446

10 )= -1.9801
13 )= -0.8700
17 )= -1.2561
20 )= -0.9688
23 }= -1.8791
26 )= -1.6532
29 )= -1.1675
3z y= 2z.51861
35 )= -2.4212
38 )= -1.2813
41 )= -2.4596
44 )= 2.6232
2 )= -2.8515

5 )= -2.8785

B y= 0.6267

11 )= 0.9648
14 )= -3.2194
18 )= -2.6381
21 )= -2.8910
24 )= -2.3044
27 )= -2.1774
30 )= -2.6589
33 )= -1.1771
36 )= -2.8163
39 )= 2.4802
42 )= —-4.6995
45 )= -5.3760

3 )= -1.9262
6 )= -2_.198%9
2 )= -1.9851

12 )= -2.4270
15 )= -1.2753
19 )= -2.1475
22 )= -1.1694
25 )= -0.615%1
28 )= -1.0528
31 )= -1.8178
34 )= -1.3980
37 )= -2.0797
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31 )= -2.3210
34 )= -1.2666
3T )= -2.0454
40 )= 3.1689
43 )= -4.6821

1 )= -2.732z2
4 y= -2.8216
7 )= -1.7100

16 )= -3.7337
13 )= -2.6282
17 )= -3.0142
20 )= -2.7281
23 )= -3.5317
26 )= -3.3061
29 )= -2.8204
32 )= 0.8511
35 )= -4.0862
38 )= -2.9463
41 )= -4.6246
44 )= 0.9703

2 )= -1.6120
5 )= ~1.7185

8 )= 1.8512

i1 }= 2.1339
14 )= -2.0503
18 )= -1.2676
21 )= -1.6019%
24 )= -1.0153
27 )= ~0.8887
30 )= -1.3702
33 )= 0.11195
36 y= -1.2736
39 )= 4.1626
42 )= -3.5174
45 J= -4_.0869

3 )= -2.8368
6 )= -3.2044
9 )= -2.73240

12 )= -2.7632
15 Y= ~2.2808
19 )= -2.7654
22 )= ~2.127¢
25 )= -1.5942
28 )= -2.0012
31 )= -2.7662
34 )= -1.7114
37 Y= -2.2047
40 )= 2.8297
43 )= -5.5116

1 )= -1.3034
4 )= -1.3826
7 )= -0.3156

10 )= -2.3689
13 )= -1.3315
16 )= -2.1094
20 )= -2.1253
23 )= -2.1623
26 )= -1.9633
28 )= -1.5082
32 )= 1.7488
35 )= -3.1886
38 )= -2.0487
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39 )= 3.1086
42 )= -4.5715
45 )= -4.3970

3 )= ~2.2700

6 )= -2.6376

9 )= -2.2278

12 }= -2.6685
15 )= -1.7159
19 )= -2.5867
22 )= -1.5612
25 )= -1.0274
28 )= -1.4348
31 )= -2.1994
34 )= -1.7803
37 )= -2.3440
40 )= 2.6905
43 )= -5.1579

1 )= -2.1086
4 )= -2.0924

7 )= -1.1208

10 )= -2.9492
13 )= -1.8381
16 )= -2.6689
20 )= -2.4739
23 )= -2.9679
26 )= -2.7423
29 )= -2.2563
32 )= 0.993%
35 )= -3.9434
38 )= -2.8035
41 )= -4.4818
44 )= 1.534%

2 y= -4.0923
5 )= -4.11%2

8 J= ~0.6036

11 )= -0.2755
14 )= -4.4601
17 )= -4.3231
21 )= -4.1313
24 Y= -3.5448
27 )= -3.4182
30 )= -3.8996
33 )= -2.9952
36 )= -4.3925
39 J= 1.1626
42 )= -6.5176
45 )= -6.6164

3 )= -3.6634

6 )= -3.7778

9 )= -3.5925

12 )= -3.4441
15 )= -2.8542
18 )= -3.1176
22 )= -3.0667
25 )= -2.5548
28 )= -3.0330
31 )= ~3.7833
34 )= -2.0%40
37 )= -2.8724
40 )= 2.3419
43 )= -5.8510

1 )= -1.9022
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40 )= 3.0717
43 )= -4.736%9
1 )= -1.7422
4 )= -1.7259
7 )= ~0.7544

10 )= -2.6116
13 )= -1.5741
16 )= ~2.5485
20 )= -2.5065
23 )= -2.6014
26 )= -2.3759
29 )= -1.8898
32 )= 1i.3278
35 )= -3.6096
38 )= -2.4696
41 )= -4.1479
44 )= 1.9009

2 )= -2.651¢6

5 )= -2.6785

8 )= 0.8371

11 )= 1.1648
14 )= -3.0194
17 )= -2.4849
21 }= ~2.6910
24 )= -2.1040
27 )= -1.9775
30 )= -2.4582
33 )= -1.1566
36 )= ~2.7958
39 )= 3.0012
42 )= -4.6780
45 )= -5.1761

3 )= -4.0771
6 )= -4_4448

9 )= -3.9748

12 )= -4.3068
15 )= -3.5212
18 )= -4.4558
22 )= -3.3684
25 )= ~-2.8345
28 )= -3.2419
31 }= -4.0066
34 )= ~3.4863
37 )= ~-4.0224
40 )= 1.0121
43 }= -6.9651

1 )= -2.9153

4 )= -2.9479

7 )= -1.9158

10 )= -3.8608
13 )= -2.6954
16 )= -3.4841
19 )= -3.3498
23 )= -4.0501
26 )= -3.98285
29 )= -3.4727
32 )= 0.6347
35 )= -4.3026
38 )= -3.1627
41 }= -4.8410
44 )= 0.3171

2 )= -2.5390
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41 )= -3.7269
44 )= 2.2822
2 )= -2.2851
5 )= -2.3121

8 )= 1.197%5
11 )= 1.5316
14 )= -2.6530
17 )= -2.6856
21 )= -2.3242
24 )= -1.7376
27 }= ~1.6110
30 }= -2.0925
33 )= -1.3168
36 )= -2.5986
39 )= 2.8410
42 )= -4.8392
45 )= -4.8092

3 )= -2.6368
6 )= -2.8527
9 )= -2.5340

12 )= -2.5632
15 )= -2.0805
18 )= -2.6146
22 )= -1.92717
25 )= -1.39238
28 )= -1.8012
31 )= -2.5659
34 )= -1.6905
37 )= -2.1838
40 )= 2.8503
43 )= -5.4918

1 )= -3.5494
4 )= -3.5331
7 )= -2.5615

10 }= -4.3896
13 )= -3.2795%5
16 )= -4.3557
19 )= -4.3938
22 )= -4.4086
26 )= -4.1831
29 )= -3.6970
32 )= -0.4793
35 )= -5.4167
38 )= -4.2768
41 )= -5.8550
44 )= 0.0938

2 )= ~-3.5983
5 )= -3.4545%

8 j= -0.2562

11 )= 0.3733
14 )= -3.7931
17 )= -3.1061
20 )= -2.8331
24 )= -3.241¢
27 )= -3.1381
30 }y= -3.6763
33 )= -1.7380
36 }= -3.1550
39 )= 2.3126
42 }= -5.3676
45 )= -6.3367

3 )= -2.6044
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4 )= -1.8885
7 )= -0.%026

10 )= -2.8014
13 )= -1.6364
16 )= ~2.4810
19 )= -2.3370
23 )= -2.9912
26 Y= -2.8027
29 )= -2.3273
32 )= 1.6479
35 )= =-3.28%5
38 )= -2.1496
41 )= -3.8278
44 )= 1.4635

2 })= -2.6695
5 )= -2.6635

8 )= 0.7332

11 )= 1.1801
14 )= ~-2.9817
17 )= -2.2098
20 )= -2.0444
24 )= -2.5399%
27 )= ~-2.1976
30 )= -2.%6427
33 )= -0.8418
36 )= ~2.3663
39 )= 3.2088
42 )= -4.4713
45 )= ~5.39858
3 )= ~2.0567

6 )= -2.3513

9 )= ~1.9857

12 )= -1.8100
15 )= -1.4277
18 }j= -1.5836
21 )= ~2.2464
25 )= -1.1677
2B )= -1.4706
31 )= -2.1118
34 )= -0.6232
37 )= -1.3383
40 )= 3.8760
43 )= -4.4245

1 )= ~0.576%
4 )= ~0.5632

7 )= 0.4227

10 )= -1.4761
13 )= -0.3111
16 )= ~1.1560
19 )= -1.0117
22 )= -0.6367
26 )= ~1.5869
29 )= -1.1526
32 )= 2.9732
35 )= -1.9642
38 )= -0.8243
41 )= -2.5025
44 )= 2.6298

2 )= -3.1182
5 )= -3.0183
8 )= 0.2239
11 )= 0.8253
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DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA{
DELTA (
DELTR {

22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
23
23
23
23
23
23
23
23
23
23
23
23
23
23
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
25

c,
2

25

c,
2

25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
26
26
26
26
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5 )= -2.4391

8 )= 0.8028

11 )= 1.4042
14 )= -2_.7800
17 )= -2.0467
20 )= -1.8200
24 )= ~2_.1414
27 )= -2.0378
30 )= -2.5299
33 )= -0.6787
36 )= -2.1418
39 )= 3.3719
42 )= -4.3086
45 )= -5.2365

3 )= -2.6741
& )= ~2.9891
8 )= -2.6031

12 )= -2.5479
15 )= -2.0655
18 )= -2.2218
21 )= -2.8748
25 )= -1.6427
28 }= -2.0213
31 )= -2.7500
34 )= -1.2610
37 )= ~-1.9762
40 )= 3.2378
43 )= -5.0623

1 )= ~-1.4884
4 )= -1.4725
7 )= -0.4888

10 )= -2.2961
13 )= -1.1860
16 )= -2.0676
19 )= -1.9232
22 )= -1_4630
26 )= -2.3678
2% )= -1.9332
32 )= 2.0613
35 }= -2.8757
38 )= ~-1.73%58
41 )= -3.4141
44 )= 1.8152

2 )= -1.2140
5 )= -1.1138

8 )= 2.1546

11 )= 2.7295
14 )= -1.4547
17 )= -0.7214
20 )= -0.4951
23 )= -1.7541
27 }= -0.9113
30 )= ~-1.1524
33 )= 0.6458
36 )= -0.8165
39 j= 4.6969
42 )= -2.9833
45 Y= -4.0846
2 )= -3.1837

& )= ~3.3439

9 )= -3.1124
12 )= -2.9640
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DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DETL.TA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA(
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA{
DELTRA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA({
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DEYTA (
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DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTR (
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
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6 )= -2.7647

8 )= -2.5331

12 )= -2.3851
1% )= -1.8410
18 )= -2.0587
21 )= -2_.761%
25 )= -1.4542
28 )= -1.871%
31 }= -2.6369
34 )= -1.0366
37 )= -1.8130
40 )= 3.4009
43 )= -4.8378

1 )= -2.1266
4 )= -2.1103
7 )= -1.1270

10 )= -2.9339
13 )= -1.8162
16 )= -2.7054
19 )= -2.5611
22 }y= -~2.1012
26 )= -2.962%5
28 )= -2.7811
32 y= 1.4234
35 )= -3.5139
38 )= -2.3740
41 )= -4.0523
44 }= 1.3185

2 )= -2.0317
5 )= -2.0253

8 )= 1.3506

11 )= 1.8180
14 )= -2_.3662
17 )= -1.5720
20 )= -1.4066
23 )= ~-2.7349%
27 )= -1.7010
30 )= -2.0049
33 )= -0.2055
36 )= -1.7281
39 )= 3.8466
42 )= -3.833%
45 )= -4.8892

3 )= -1.2791
6 )= -1.4397
9 )= -1.2082

12 )= -1.0598
15 )= -0.5157
18 Y= -0.7334
21 )= -1.4689
24 )= -1.0546
28 Y= -0.6897
31 )= -1.2779
34 )= 0.2884
37 )= -0.4881
40 )= 4.7262
43 )= -3.5125

1 )= -2.4814
4 )= -2.4678
7 )= -1.4819
10 )= -3.3807
13 )= -2.2157



DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DETTA (
DELTR {
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA
DETLTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA(
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA(
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14 )= -3.3592
17 )= -2.6260
20 )= -2.3993
23 }= -3.6303
27 }j= -2.7496
30 )= -3.1542
33 )= -1.2572
36 }= -2.7211
39 )= 2.7927
42 )= -4.887%
45 )= -5.9217

3 )= -1.1953
6 )= -1.3555%
9 )= -1.1240

12 )= -0.9760
15 )= -0.4319
18 j= -0.6495
21 )= -1.4263
24 )= -0.9427
28 )= ~0.7603
31 )= -1.3579
34 )= 0.3726
37 )= -0.4039
40 )= 4.8100
43 )= -3.4287

1 )= -0.5940
4 }J= -0.5803

7T )= 0.4056

10 )= -1.4832
13 )= -0.3282
16 )= -1.1731
1% )= -1.0288
22 )= -0.6962
25 )= -0.3198
29 y= -1.3867
32 )= 2.8561
35 )= -1.9813
38 )= -0.8414
41 )= -2.5196
44 )= 2.5305
2 )= -2.6236

5 )= —-2.5233

8 )= 0.7186

11 ¥= 1.3200
14 )= -2.8642
17 }y= ~2.1313
20 Y= -1.9046¢
23 )= -3.1356
26 )= -3.0683
30 Y= -2_8659
33 )= -0.7656
36 )= -2.2226
39 )= 3.2873
42 )= -4.3928
45 )= -5_5937

3 )= -2.7512
6 )= -2.8656
9 )= -2.6802
12 )= -2.5319
15 )= -1.9420
18 )= -2.2054
21 )= -3.0037
H
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DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA ¢
DELTA{
DELTAR{
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA(
DELTA (
DELTA(
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA ¢
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA(
DEL.TA {
DELTA (
DELTA (

"DELTA {

DELTA {
DELTA(
DELTA{
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA{
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA
DELTA{
DELTA {
DELTA({
DELTA (
DELTA {

26
26
26
26
26
26
26
26
26
26
27
27
27

27
27
27
27
27
27
27
27
27
27
27
28
28
28
28
28
28
28
28
28
28
28
28
28
28
28
29
29
29
29
29
29
20
2%
29
29
29
29
29
29
30
30
30

30
30
30
30
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15 )= -2.4203
18 )= -2.6378
21 )= -3.399¢
24 )= -2.825%
28 )= -2.6192
31 )= -3.2616
34 )= ~1_.6158
37 )= -2.3923
40 )= 2.8216
43 )= -5.4171

1 )= -0.4930
4 )= -0.4794

7 )= 0.5066
10 )= -1.3923
13 }= -0.2273
16 )= -1.0718
19 )= -0.927%
22 )= -0_5767
25 )= -0.2866
29 )= -1.2327
32 )= 3.0570
35 )= -1.8803
38 )= -0.7404
41 )= -2.4187
44 )= 2.5088

2 )= -1.2311
5 )= -1.1309

8 )= 2.1110

11 ¥y= 2.7124
14 )= -1.4718
17 )= -0.738%
20 )= -0.5122
23 )= -1.7432
26 )= -1.6774
30 Y= -1.3758
33 )= 0.6255
36 )= -0.8336
39 )= 4.6798
42 )= -3.0004
45 Y= -4.100%8

3 )= -2.6887
6 )= ~2.8493
9 )= -2.6177

12 )= -2.4694
15 )= -1.9256
18 )= -2.1429
21 )= -2.9282
24 )= -2.3838
27 )= -2.4318
31 )= -3.0395
34 y= -1.1212
37 )= -1.8977
40 )= 3.3167
43 )= -4.9224

1 )= -2.0027
4 )= -2.0353
7 )= -1.0031

10 )= -2.9482
13 )= -1.7831
16 )= ~-2.5819
19 )= -2.4375
22 )= -2.1545
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DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA ¢
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTR (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA({
DRLTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA{
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
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16 )= ~-3.0602
19 ¥y= -2.915%
22 )= -2.5408
25 )= -2.1406
28 )= -3.0201
32 )= 1.0686
35 )= ~-3.8687
38 )= -2.7288
41 )= -4.4071
44 )= 0.7926

2 )= -1.1298
5 )= -1.0299

8 )= 2.2119
11 )= 2.8134
14 )= -1.3708
17 )= ~-0.6603
20 )= -0.4108
23 )= -1.6422
26 )= -1.5708
30 )= -1.2037
33 )= 0.7301
36 )= -0.7327
3% )= 4.7811
42 )= -2.8994
45 )= -4.1635

3 )= -1.2962
6 )= -1.4568
9 )= -1.2253

12 )= -1.0769
15 )= ~0.5328
18 }= -0.7505
21 )= -1.5458
24 )= -0.9929
27 )= -1.0000
31 )= -1.5441
34 )= 0.2713
37 y= -0.5052
40 )= 4.709
43 }y= -3.5296

1 )= -1.9864
4 )= -1.9731
T )= -0.9868

10 )= -2.8857
13 )= -1.7207
16 )= -2.5656
19 )= -2.4212
22 Y= -2.08%¢C
25 )= -1.7505%
28 )= -2.3460
32 )= 1.5633
35 y= -3.3737
38 y= -2.2338
41 )= -3.9120
44 )= 0.9265
2 )= -2.6861

5 )= -2.5419

8 )= 0.6561

11 )= 1.2859
14 )= -2.8805
17 )= -2.2189
20 )= -1.9209
23 )= -3.0921



DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA{
DELTA(
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA ¢
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA{
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA(
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA/{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA ¢
DELTA{
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {

30
30
30
30
30
30
30
31
31
31
31
31
31
31
31
31
31
31
31
31
31
31
32
32
32
32
32
32
32
32
32
32
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32
32
32
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33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
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24 )= -2.2703
27 )= -2.2819
31 )= ~2.8657
34 )= -1.1814
37 )= ~1.8601
40 )= 3.2542
43 )= -4.9387

1 )= -2.2095
4 )= -2.2420

7 )= -1.2099
10 )= -3.1549
13 }J= -1.9899
16 )= -2.7886
19 )= -2.6442
22 }= ~2.3613
25 )= -1.8376
28 )= -2.4654
32 )= 1.3402
35 )= -3.5968
38 )= -2.4569
41 )= -4.1351
44 )= 0.8340

2 )= -1.8065

5 )= -1.8335

8 )= 1.6821

11 )= 2.0098
14 )= -2.1744
17 )= -1.7330
20 )= -1.7220
23 )= -2.1228
26 )= -1.8965
29 )= -1.4112
33 )= -0.4047
36 )= -2.043%
38 )= 3.7531
42 Y= -3.9271
45 )= ~-4.3310

3 )= -2.3820
6 )= -2.6323

9 )= ~2.4409
12 )= -2.8828
15 )= -1.7155
18 )= -2.7883
21 y= -2.3987
24 )= -1.7577
27 )= ~1.6546
30 )= ~2.1667
34 )= -1.9430
37 )= -2.7256
40 )= 2.4157
43 )= -5.12901

1 )= -1.1229

4 )= -1.1067

7 )= -0.1351

10 )= -1.9968
13 )= -0.9594
16 )= -1.9293
19 )= -2.0083
22 )= -0.9420
25 )= -0.4081
28 )= -0.8155
31 )= -1.5801

DELTA (
DELTA {
DELTR {
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA(
DELTA {
DELTA {
DELTR (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTR {
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DETLTA {
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DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {

DELTA{

DELTA {
DELTA (
DELTA (

30
30
30

30
30
30
31
3
31
31
31
31
31
31
31
31

31
31
31
31
32
32
32
32
32
32
32
32
32
32
32
32
32
32
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33
33
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25 )= -1.6017
28 )= -2.2366
32 )= 1.5470
35 )= -3.3900
38 )= -2.2501
41 )= -3.9283
44 )= 1.0703

2 )= ~-2.8928
5 )= ~2.7487

8 )= 0.4493
11 )= 1.0791
14 )= -3.0873
17 )= ~-2.4002
20 y= -2.12717
23 )= ~3.2589
26 )= -3.2342
29 )= -2.9564
33 )= -1.0311
36 }= -2.4491
39 )= 3.0181
42 )= -4.6621
45 )= -5.5726

3 )= -1.7917
6 )= -2.1550

9 )= -1.68%0

12 )= ~-1_.7182
15 }= ~-1.2354
18 )= -1.8653
21 )= -1.8459
24 )= -1.2590
27T )= -1.1324
30 )= -1.613%
34 )= -0.938¢
37 )= -1.431%
40 )= 3.6022
43 )= -5.0598

1 )= -1.7187
4 )= -1.8384

7 )= -0.7078

10 )= -2.8247
13 )= -1.7873
16 )= -2.5020
19 )= -2.5401
22 )= -1.6252
25 )= -1.0709
28 )= -1.5090
31 )= -2.2740
35 )= -3.5808
38 )= -2.4409
41 )= ~4.1191
44 )= 1.8264
2 )= -1.665%8

5 )= -1.6928

8 )= 1.8122

11 )= 2.1509
14 )= -2.0337
17 )= -2.0708
20 }= -1.9%69
23 )= ~1.9822
26 )= -1.77566
28 )= ~-1.2327
32 )= 1.8865
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DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA({
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
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DELTA {
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DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA {
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DELTA{
DELTA (
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DELTA {
DELTA (
DELTA {
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26 )= -3.02932
29 )= -2.7204
33 )= -0.824z2
36 )= -2.2424
39 )= 3.2248
42 )= ~-4.4553
45 )= -5.4448
3 )= -2.957%

6 )= -3.0724
9 )= -~2.8870

12 )= -2.7386
15 )= -2.1487
18 )= -2.4122
21 )= -3.2105
24 )= -2.4990
27 )= -2.5178
30 )= -3.0330
34 )= -1.3882
37 )= -2.1669
40 }= 3.0474
43 )= -5.1455

1 )= -1.2636
4 )= -1.2473
T )= -0.2758

10 )= -2.1042
13 )= -0.99%41
16 )= -2.06%9
18 )= -2.1489
22 )= -1.0826
25 )= -0.5488
28 )})= -1.0318
31 )= -1.7208
35 )= ~3.5114
38 )= -2.3715
41 )= -4.0457
44 )= 2.379%5

2 )= ~2.3283
S )= -2.3465

8 )= 0.9843

11 )= 1.4286
14 )= -2.7173
17 }= -2.758¢6
20 )= -2.5175
23 }y= -2.6079
26 )= -2.4194
29 )= -1.9644
32 )= 1.3566
36 )= -2.6095
39 )= 2.4594
42 )= -5.2207
45 )= -4.8528

3 )= -1.6507
6 )= -2.0184
9 )= -1.6131

12 )= -2.0549
15 )= -1.0947
18 )= -2.2035
21 )= -1.7049
24 )= -1.1191
27 )= ~-0.9918
30 )= -1.4732
33 )= -0.8444



DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA
DELTA
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA
DELTA {
DELTA (
DELTA {
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5 )= -3.050%8

38 )= -1.9109
41 )= -3.5892
44 Y= 2.5202
2 )= 0.5677

5 )= 0.5407

8 j= 4.05613

11 )= 4.3844
14 )= 0.1998
17 }= 0.6416
20 y= 0.6522
23 )= 0.2514
26 )= 0.4769
29 )= 0.9630
32 )= 3.8002
36 Y= 0.3303
39 )= 6.1273
42 )= -1.5529
45 )= -1.9564

3 )= -1.8745

6 )= -2.2421

8 )= -1.7721

12 = -1.9625
15 )= -1.3185
18 )= -2.1112
21 )= -1.9286
24 )= -1.3421
27 )= ~1.2155
30 )= -1.6970
33 )= -0.6506
37 )= -1.6778
40 }= 3.3563
43 )= -4.8162

1 )= ~1.0144
4 )= -1.1340

7 )= 0.0340

10 )= -2.1204
13 )= -1.0829
16 )= -1.7526
19 )= -1.7907
22 )= -0.9209
25 )= -0.3666
28 )= -0.8046
31 )= -1.5696
34 )= -1.1649
38 )= -1.6915
41 )= -3.3697
44 )= 2.5307
2 )= -1.5689

5 )= -1.5958

8 )= 1.9198

11 )= 2.2475
14 )= -1.9367
17 }= -1.4953
20 )= -1.4847
23 )= -1.8852
26 )= -1.6596
29 )= -1.1736
32 )= 1.6636
35 )= -3.5918
33 )= 3.8907
42 )= -3.6898

4

DELTA (
DELTR {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA{
DELZTA {
DELTA {

34
34
34
34
35
35
35
35
35
35
35
35
35
35
35
35
35
35
36
36
36
36
36
36
36
36
36
36
36
36
36
36
36
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
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36 )= -2.0796
3% )= 3.3134
42 )= -3.9882
45 )= -4.1900

3 )= 0.5828

6 )= 0.2152

9 )= 0.6852

12 )= 0.6564
15 )= 1.1388
18 )= 0.5089
21 )= 0.5286
24 )= 1.0774
27 )= 1.2418
30 )= 0.7603
33 )= 1.9714
37 )= 0.9423
40 )= 5.7716
43 )= -3.2898

1 )= -1.3467
4 )= -1.3297
T )= -0.358%

10 )= -2.1869
13 )= ~1.0768
16 )= -2.1530
19 )= -2.2252
22 )= -1.1657
25 )= -0.6319
28 )= -1.0393
31 )= -1.8039
34 )= -1.1845
28 )= -2.127¢
41 )= -3.8061
44 )= 2.2965

2 )= -1.6239
5 )= ~1.6422

8 )= 1.6887

11 )= 2.1330
14 )= -2.0130
17 )= -2.0543
20 )= -1.7681
23 )= -1.9035
26 )= -1.7151
29 )= -1.2600
32 )= 2.1060
35 )= -2.8314
38 )= 2.7568
42 )= -4.9234
45 )= -4.1488

3 )= -1.5514"
6 )= -1.5218
9 )= -1.4513

12 )= -1.4805
15 )= -0.9978
18 )= -1.6280
21 )= -1.6083
24 )= -1.0217
27 )= -0.8948
30 )= -1.3762
33 )= 0.2083
36 }= ~1.8062
40 )= 3.7e622
43 )= -5.1401
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DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA ({
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTR {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
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37 )= -1.871%6
40 )= 3.1625
43 )= -4.5992
1)= 1.1106

4 )= 1.1269

7 )= 2.0984

10 )= 0.2704
13 )= 1.3805
16 )= 0.3043
19 )= 0.2253
22 )= 1.291¢
25 )= 1.8254
28 )= 1.4180
31 )= 0.6534
34 )= 1.4356
38 )= -0.1245
41 )= -2.9487
44 )= 4.7537

2 )= -1.8896
5 )= -1.9165

8 )= 1.59%0
11 )= 1.927
14 )= -2.2574
17 }= -1.9789
20 )= -1.9679
23 )= -2.2059
26 )= -1.9804
29 )= -1.4943
32 )= 1.6696
35 )= -3.2678
39 )= 3.5072
42 )= -4.1730
45 )= -4_.4137

3 )= -1.6777
6 )= ~1.9280
9 )= -1.73566

12 )= -2.1784
15 )= -1.0112
18 )= -2.0658
21 )= -1.6944
24 )= -1.0537
27 )= -0.9502
30 )= -1.2734
33 )= -0.8869
36 )= -1.8601
40 )= 3.1842
43 )= -4.3797

1 )= -1.0263
4 )= -1.0097
7 )= -0.0381

10 )= -1.877%8
13 )= -0.7564
16 j= -1.8323
19 )= -1.9113
22 )= -0.8450
25 )= -0.3115
28 )= -0.7185
31 )= -1.4831
34 )= -0.7013
37 }= -1.1943
41 )= -4.1301
44 )= 2.6168



DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA ¢
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA({
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA{
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA(
DELTA {
DELTA(
DELTA {
DELTA(
DELTA (
DELTA {
DELTRA {
DELTA (
DELTA{
DELTA ¢
DELTA {
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA {
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45 )= -4.0934
3 )= -0.1044
6 )= -0.3548
9 )= -0.1633

12 )= -0.4537
15 )= 0.5621
18 )= -0.4926
21 )= -0.1211
24 )= 0.5199
27 )= 0.6230
30 )= 0.1109
33 )= 0.6848
36 )= -0.2869
40 )= 4.7674
43 )= -2.8065
13)= 0.3

4 )= 0.3421

T Y= 1.3655

10 )= -0.6443
13 )= 0.3932
16 )= -0.4287
19 )= -0.4668
22 )= 0.5552
25 )= 1.092%
28 )= 0.6715
31 )= -0.0936
34 )= 0.1303
37 )= -0.5452
41 )= -2.0458
44 Y= 4.0068

2 )= -0.2631
5 )= -0.2938

8 )= 3.2252

11 )= 3.5533
14 )= -0.6309
17 )= -0.1896
20 )= -0.1790
23 )= -0.5794
26 )= -0.3539
29 )= 0.1318
32 )= 2.9694
35 )= ~3.2415
38 )= -0.9553
42 )= -2.3841
45 )= -2.7876

3 )= -0.2788
6 )= -0.5291
9 )= -0.3377

12 )= -0.7795
15 )= 0.3877
18 )= ~0.6670
21 )= -0.2955
24 )= 0.3456
27 )= 0.4487
30 )= -0.0635
33 )= 0.5120
36 )= ~0.4613
39 )= 3.6056
43 )= -2.9809
1 )= 1.6403

4 )= 1.6570

7 )= 2.6282

DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTE {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTR {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA(
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA {
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1 )= 0.5589

4 )= 0.4382

7 )= 1.6073

10 )= -0.5471
13 J= 0.4903
16 )= -0.1793
18 )= -0.2175
22 )= 0.6524
25 )= 1.2067
28 )= 0.7686
31 )= 0.0036
34 )= 0.4087
37 )= -0.8550
41 )= -1.7965
44 )= 4.1040

2 )= -0.1653
5 )= -0.1922

8 )= 3.1648

11 )= 3.6091
14 )= -0.5369
17 )= -0.5827
20 )= -0.4442
23 )= -0.4850
26 )= -0.2560
2% y= 0.2160
32 )= 3.4299
35 )= -1.5075
38 )= ~0.357¢
42 )= -3.2001
45 )= -2.6898

3 }J= -0.2483
6 )= ~-0.6160
9 )= -0.1456

12 )= -0.1748
15 )= 0.3076
18 }= -0.3223
21 )= -0.3025
24 )= 0.2840
27 Y= 0.4110
30 }= -0.0705
33 )= 1.1406
36 )= -0.5004
39 )= 5.2861
43 )= -4.1209
1 )= 0.3845

4 )= 0.2648

7 )= 1.4329

10 )= -0.7215
13 )= 0.3159
16 )= -0.3537
19 )= -0.3918
22 )= 0.4780
25 )= 1.0323
28 )= 0.5942
31 }J= -0.1708
34 )= 0.2344
37 ¥y= -1.0293
40 )= 4.5931
44 )= 3.92956
2 }= 1.0978

5= 1.0709

8 )= 4.5861

DELTA (
DELTA {
DELEA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA(
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA(
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA !
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (

39
359
39
39
35
39
39
39
39
3%
3%
39
39
39
39
40
40
40
40
40
40
40
40
40
40
40
40
40
40
41
41
41
41
41
41
41
41
41
41
41
41
41
41
41
42
42
42
42
42
42
42
42
42
42
42
42
42
42
42
43
43
43
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2 )= -0.0507

5 )= -0.068¢

8 )= 3.2619

11 )= 3.7062
14 )= -0.4397
17 )= -0.4810
20 )= -0.1949
23 )= -0.3303
26 )= -0.1418
2% )= 0.3132
32 )= 3.6792
3% )= -1.2581
38 )= -0.1182
42 )= -3.94064
45 )= ~-2.5752

3 )= -0.2016

6 )= ~0.5178

9 )= -0.2605

12 )= -0.7023
15 )= 0.4058
18 )= -0.7154
21 )= -0.2183
24 )= 0.3823
27 Y= 0.5088
30 )= 0.0134
33 )= 0.4821
36 )= -0.5362
39 )= 4.6398
43 )= -3.055

1 )= 0.2794

4 )= 0.2%61

7 )= 1.2673

10 )= -0.5608
13 )= 0.5493
16 )= -0.5265
1% }= -0.6055
22 )= 0.4608
25 Y= 0.9%943
28 )= 0.5872
31 )= -0.1778
34 )= 0.6044
37 )= 0.1111
40 )= 4.9408
44 )= 3.9226

2 )= ~-0.2251
S5 )= ~-0.2433

8 )= 3.0875

11 }= 3.5319
14 )= -0.6141
17 )= -0.6554
20 )= -0.3692
23 )= -0.50646
26 )= -0.3162
28 )= £.1388
32 )= 3.504%
35 )= ~-1.4325
38 )= -0.2926
41 }= -1.9708
45 )= -2.7496
3 )= 1.112¢

6 )= 0.7449

9 )= 1.2153



DELTA(
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTRA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DEL.TA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTR (
DELTA (
DELTA(

43
43
43
43
43
43
43

43
43
43
43
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44

44

44
44
44
45
45
45
45
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10 ) 0.8001
13 )= 1.9102
16 )= 0.8344
19 )= 0.75%54
22 )= 1.8217
S )= 2.3552
28 )= 1.9481
31 )= 1.1831
34 )= 1.9653
37 )= 1.4720
40 )= 6.1423
44 )= 5.2835

2 )= -1.1217
5 )= -0.9779

8 )= 2.2204

11 )= 2.8489
14 )= -1.3165
17 )= -0.6295
20 )= -0.3565
23 )= -1.5781
26 )= -1.4938
29 )= -1.3722
32 )= 3.1113
35 y= -1.8260
38 )= -0.6861
41 )= -2.3644
45 )= -4.3223
3 )= 3.8567

6 )= 3.6961

9 )= 3.9277

12 )= 4.0760
15 )= 4.6201
18 )= 4.4025
21 )=  3.6670
24 )= 4.1093
27 )= 4.1140
30 )= 3.8858
33 )= 5.7825
36 )= 4.3216
39 )= 9.8327
42 )= 2.1526
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DELTA ¢{
DELTA {
DELTA {
DELTA {
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DELTA {
DELTA{
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DELTA {
DELTA {
DELTA (
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11
14
17
20
23
26
29
32
35
38
41

45

Y= 4.9141
Y= 0.7300
)= 1.1713
}= 1.1819
)= 0.7815
)= 1.0070
}=  1.4927
Y= 4.3303
y= -1.2336
)= 0.4056
y= -1.7720
y= -1.4267

3 )= -1.1868

6 )= -1.3012
9 )= -1.1158
12 )= -0.9675
5 )= -0.3776
18 )= -0.6410
21 Y= ~1.4397
24 )= -0.8785
27 )= -0.9602
30 )= -1.3739
33 }y= 0.7367
36 )= -0.6784
3% )= 4.7892
42 )= -2.8%10
1 )= 4.5590
4 )= 4.5726
T )= 5.5586
10 )= 3.6597
12 )= 4.8247
16 }= 3.9798
18 )= 4.31242
22 )= 4.4992
25 )= 4.8226
28 )= 4.4356
31 )= 3.7122
34 )= 5_.4242
37 )= 4.64M
40 }= 9.8620
43 )= 1.6233
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DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA{
DELTA {
DELTA (
DELTA (
DELTA {
DELTA {
DELTA {
DELTA (
DELTA (
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c
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18
21
24
27
30
33
36
39
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32
3%
38
41
44

)= 1.1861
Y= 1.6685%
)= 1.0386
}= 1.0584
= 1.6449
= 1.771%
1.2904
2.4952
0.8604
6.6570
-1.0232
-0.4387
~0.4713
0.5608
-1.3842
~-0.2188
-1.0175
-0.8732
-0.5901
~0.1767
-0.7715%
-1.5475
0.3826
-0.3958
4.8185
~3.3744
3.9218
4.0221
T.2639
7.8654
3.6812
4.4144
4.6408
3.4098
3.5384
3.8874
8.1090
3.1
4.2116
2.6333
7.4734
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