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Resumo

Tunelam ento  em superfícies de energia m ultidim ensionais é um problem a 

in teressante e desafiador em várias áreas da física. Em física nuclear o tra tam en to  

m icroscópico de fissão leva a superfícies multidimensionais, das quais deve-se e x tra ir  a 

tra je tó ria  de tunelam ento. T eorias com o H a rtre e  Fock D ependente  do T em po A diabática 

e H a rtre e  Fock com V ínculo(C onstrained H a rtre e  Fock) des'em  nos d a r meios para ob ter 

a tra je tó ria  de fissão. E n tre tan to  estas prescrições não são únicas, e deste modo, podem  

g e ra r  d iferen tes potenciais e inércias para  o processo. Tem os ainda o problem a de que a 

tra je tó ria  não define um g rau  de liberdade exatam ente desacoplado, e a influência dos 

ou tros graus de liberdade não é levada em  conta pa ra  cálculos unidim ensonais. N este  

trabalho, nós investigamos a aplicabilidade do m étodo de bases gaussianas não ortogonais 

(M akri e M iller[13]), para  tra ta r  o  g rau  de liberdade de tunelam ento acoplado a N  

osciladores harm ônicos iguais. O m étodo é  aplicado pa ra  um  m odelo de m uitos corpos, 

p roposto  recentem ente  por A rv e  e seus colaboradores[10]. N ossos resultados são 

com parados com os seguintes m étodos; H a rtre e  Fock com  Vínculo, H artree -F o ck  

D ependen te  do Tem po(em  tem po im aginário). M ovim entos Coletivos de G rande 

A m plitude e os resultados exatos.

VI



Abstract

Tunnelling in a m ultidimensional energy surfaces is still a challenging and 

in teresting problem  in several a r e ^  o f physics. In nuclear physics the m icroscopic 

trea tm en t o f fission leads to  m ultidim ensional surfaces from  which is necessary to ex trac t 

the tunnelling path. T heories like A diabatic  T im e D ependent H a rtre e  Fock and 

C onstrained  H artree  Fock could give us m eans to  obtain the fission paths. N evertheless, 

those prescrip tions a re  not unique and they could genera te  d ifferen t potentials and 

inertias fo r  the process. F u rtherm ore  the  path  does not define an exactly  decoupled 

degree o f freedom  and the influence o f the o ther degrees a re  not take into account on 

one dim ensional calculations. In  this w ork  w e investigate the  applicability o f the  non- 

o rtogonal gaussian basis m ethod, proposed elsew here(M akri e M iller[13]), to  tre a t the 

tunnelling degree of freedom  coupled to  N  equal harm onic oscillators. T he m ethod is 

applied to  a m any body model recen tly  proposed by A rv e  , B ertsch, Puddu and 

N egele[10]. O ur results a re  com pared  w ith the following m ethods: exact solutions. 

C onstrained  H artree  Fock, Im aginary T im e and Large A m plitude Collective M otion.
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Cdp. I - Introdução

Tunelam ento  em sistemas de muitos corpos é  um problem a in teressante e 

desafiador em vários cam pos de conhecim ento.

O term o tim elam ento[6,9], deve ser entendido com o um a m odificação na 

configuração  do sistema, ocasionada pela possibilidade de transições en tre  estados 

separados p o r uma região pro ib ida classicam ente(região de barre ira ).

Em  química, po r exem plo, sabe-se que esse efeito  tem  g rande  influência em  

processos que envolvem  a transferência  de partículas leves(prótons e átom os de 

h id rogên io),[l,2 ].E m  m uitos casos, é  possível u tilizar esse efeito  com o um a "co rreção  

qu ân tica" [l] . em tra tam entos convencionais(i. é, tratam entos clássicos), da cinética de 

reações químicas.

O u tro  exemplo, agora em física nuclear, onde esse efeito  é dom inante, é  o 

fenôm eno de fissão nuclear espontânea [6].

Com o é bem co n h ec id o [l,2  e 9], os estados estacionários, de sistemas que 

apresentam  essas barreiras, que possuem energia abaixo da b a rre ira  aparecem  em  pares 

degenerados. A  possibilidade de tunelam ento a través da b a rre ira  quebra essa 

degenerecência, e os estados são separados em um  estado sim étrico  e um estado 

antissim étrico(com  energia mais alta). A  resolução do problem a de  tunelam ento consiste 

em  o b ter a separação de energia("spliting”), desses pares, já  que esta quantidade está



d ire tam en te  relacionada: - com a probabilidade de ocorrência de um a determ inada 

reação (no  caso quím ico); e  com  a meia vida do núcleo pai(no caso de fissão espontânea).

A  resolução do  problem a consiste em duas etapas distintas. A  prim eira, que  é  

com um  às várias teorias, consiste em ob ter uma param etrização para os d iversos g raus de 

liberdade do sistema de interesse. Com o ilustração, vamos c itar dois exemplos;

i - Isom erização da molécula do M alonaldeido[2],(ver fig .[I-l]

F i g .  I~ 1  ”  Esquetn» I diref.(2). MolécuUde Malonaldeido.

N este caso, o  espectro  é resolvido, de algum modo, e  os estados são 

param etrizados a través das distâncias en tre  os constituintes da m olécula(ver fig. [1-2]), 

ob tendo-se  assim um a superfície multidimensional(em term os dos parâm etros). Pode-se 

o bse rvar nesta figura  que alguns parâm etros são mais significativam ente m odificados 

d u ran te  o  processo de isom erização.

ii - Fissão N uclear. N o caso nuclear, pode-se param etrizar os vários graus de 

liberdade em term os de um conjunto  de parâm etros de deform ação. Por exem plo, as



Fig-IH] ”  Geometria dos estasdos estadonírios a trarmente(a e b respectivamente), para a trarisfetênda 

intermolscular de proton na molécula de Malonaldeido. Figs. (1-a] e [I-b] da tef.[2].

várias m ultipolaridades associadas a form a do núcleo. A  descrição realística do 

p rocesso de fissão exige, ao  m enos três parâm etros[6],(ver a fig.[1-3]),:

-  um  parâm etro  c, que descreve a distância en tre  os fragm entos em 

form ação(coordenada de  elongação), associada ao  m om ento de quadrupolo;

-  um  parâm etro  h, que descreve a form ação do pescoço en tre  os fragm entos( 

coordenada de  pescoço);

- um  parâm etro  a^, que  m ede a assim etria das massas( no caso de fissão

assim étrica), (coordenada d e  fragm entação), o  que tam bém  nos leva a uma superfície 

m ultidim ensional de  energia.

Fig-ÍI-3] “  Algumáis formas, em um* param etrizaçío apropriada f c » .  As tmhas sóUdas mostram as formas simétricas e 

as linhas pontilhadas mostram formas onda oparam etro  de assimetria è diferenta de zero.Pig.11-14] da Tef.Ifij.



A  secunda e tapa  consiste no  tartam en to  dinâm ico na região proibida.

M uitos m étodos vem  sendo desenvolvidos e estudados para  tra ta r , 

m icroscopicam ente, a dinâm ica na região proibida, porém  a m aioria destes m étodos estão 

restritos a tra tam entos im idim ensionais(via teorias de cam po m édio 

au toconsisten te(H artree  Fock D ependen te  do T em po A diabática(H FD TA ), ou H a rtre e  

Fock com V ínculo(H FV )).

Estas teorias desprezam  os efeitos dos acoplam entos com  os outros graus de 

liberdade(não coletivos), [8]. Isto, porque os tra tam entos de tunelam ento baseados em 

teorias autoconsistentes(de cam po m édio), buscam  ex tra ir da superfície de energia do 

sistema, um a tra je tó ria  de  tunelam ento.

A  ex tração  da tra je tó ria , desta form a, depende da imposição de critérios físicos. 

Estes critérios são im plem entados, nas várias teorias, fazendo-se prescrições p a ra  a 

dinâm ica local do sistema.

N o capítu lo  II, estas teorias pa ra  a ex tração  de tra je tó rias  coletivas se rão  

apresentadas. C om o vam os observar, estas teo rias  trazem  diferen tes prescrições pa ra  a 

obtenção da tra je tó ria  coletiva e  só fo rnecem  um a solução única para  a tra je tó ria  de 

tunelam ento, quando o  g rau  de  liberdade coletivo fo r  exatam ente desacoplado.

Estes acoplam entos com  os outros g raus de liberdade m odificam  as probabilidades 

de tunelam ento, já  que um a consequência d ire ta  destes acoplam entos é a criação de  um a 

ham iltoniana efetiva(i. é, os acoplam entos m odificam  tan to  a massa com o a b a rre ira  de 

potencial, m odificando assim a probabilidade de  tunelam en to [l]).



R ecentem ente um  m odelo foi p roposto[10], pa ra  estudar estas teorias para  

m ovim entos coletivos de g rande am plitude. O m odelo consiste de um g rau  de liberdade 

coletivo(associado a fissão), acoplado a um conjunto  de  osciladores harm ônicos não 

acoplados( que represen tam , de algum m odo, os graus de liberdade não coletivos). 

M otivados p o r esta discussão e pelo trabalho  de M akri e M iller[13], vam os estudar um 

m étodo d iferen te  de a taca r o  problem a.

Este m étodo, que consiste em  o b te r um a ham iltoniana efetiva pa ra  o  sistema, onde 

os acoplam entos são levados em  conta expliucitam ente( e, deste modo, estaríam os 

resolvendo o  problem a de tunelam ento  m ultidim ensional), será apresentado  no capítulo

III. A í tam bém  apresentam os a base de gaussianas localizadas(BG L)[14,15], que 

utilizamos pa ra  a diagonalização da ham iltoniana efetiva.

A  apresen tação  do  m odelo e  a solução do problem a, que consiste em o b te r a 

separação de energ ia(quebra de degenerecência devido ao tunelam ento da b arre ira ), 

utilizando a m etodologia apresen tada  no capítu lo  III, é  apresentada no  capítulo IV.

Para  finalizar, no capítu lo  V, apresentam os nossos resultados, e  com param os com  

os exatos, H FV  e  tem po im aginário[10], e  aqueles obtidos via tra je tó ria  de V a le [ l l ] ,  e 

tecem os alguns com entáris e conclusões.



II

II -Teorids de Cdmpo Médio

E ste capítulo é  destinado ao  estudo das teorias de cam po m édio e  das várias 

prescrições utilizadas para  a ob tenção  de ham iltonianas coletivas.(Obs.: quando estas 

ham iltonianas possuem  um  único g rau  de liberdade, são cham adas tra je tó rias  coletivas)

2.1 -Teorid  de Hdrtree Fock Dependente do Tempo (HFDT)

N esta teoria[6 -8], as equações de  H F D T  podem  ser geradas do princípio de 

m ínima ação  quântico,

H -  ^ -  O ,  ( I I - l )

(1 í= l ),onde H  é um a ham iltoniana genérica  de m uitos corpos

H = f  r .  ^

(Vjj é um a in teração  genérica  de dois corpos), e  os estados variacionais^(|)(+ |'^o 

determ inantes de S later.É  possível o b te r um a param etrização  biunívoca p a ra  os



determ inantes de S later (i.é, pontos no espaço de p a râ m e tro s------- >  determ inantes de

Slater), de  tal m odo que estes parâm etros estarão  associados aos m odos de excitação do 

sistem a(graus de Iiberdade).V am os en tão  supor que exista uma param etrização  tal que os 

determ inantes de S later possam ser escritos com o

onde

^  = 1  ■ 'í ■ ■ • v f  ; ? * ? > • .  ,

e cada p a r (q^^.p^-) está associado a um  m odo de excitação do sistema. 

Substituindo (II-2 ) em  ( I I - l ) ,  obtem os

onde

/ (n -3 .b )

< - cn- 3. c)

são geradores infinitesim ais no espaço de parâm etros. 

V am os agora e fe tu ar a variação  na eq .(II-3 .a)
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onde

agora

)  (II-5 .a)

„.4«— __>•

=  c  <(}>C^ | ) 1  í , y  \ ( i ,

t)ç<; < Q * ^ >  = - < :< 4 > '‘í ' f  M 5 ç i < J f L  '
(II-5.C)

onde

è

T  '■ 5 ^ -  '

A s equações (II-5 ) podem  ser escritas com o(ver as eqs.(II-3 .b) e (II-3 .c))



(II-6 .a)

^ Y < P c> = - ‘ << í í \ L Q S  ; (II-6 .b )

(II-6.C)

(II-6 .d )

/»» A
Os geradores Q e P podem  ser construídos de  tal form a que obedeçam  às 

seguintes reg ras de com utaçao(ver ref. 8):

< ’4'l CP - i  = 0  , .

(Obs.; É im portan te  observar que as reg ras de com utação (II-7 ) são obedecidas se o  

espaço de  fases possui a estru tu ra  sim plética(i.é,um a estru tu ra  de espaço de fases 

clássico(ver caps. 3 e 4 da re f .[8]).

D este  modo, as equações de m ovim ento sao
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À ^ C . '' ( n - 8 b )

i.é, quando as equações de H F D T  são escritas em  term os dos parâm etros (para  

determ inantes de S later param etrizados apropriadam ente), elas são equações de 

Ham ilton.

D evem os observar tam bém  que a equação variacional (II-3 .a), tem  a form a de 

um a equação variacional com  vínculo. E n tre tan to  devem os enfatizar que se a 

param etrização  dos determ inantes de S later fo r com pleta(i.é,cada g rau  de liberdade está 

associado a um par(q* , pj)), esta equação não possuí aproxim ações.

N a medida em que não fizem os hipóteses restritivas(e  o  teorem a de Thoulees 

garan te  a estru tu ra  sim plética[7,8]), a fo ra  a de que nos restringim os a dinâm ica de um  

corpo , as equações de H F D T  nos dão, a princípio, a dinâm ica de todos os graus de 

liberdade.

Se estiverm os interessados em um  particu lar g rau  de liberdade (o  coletivo

associado a fissão, p o r exem plo), deve-se im por critérios que perm itam  a ex tração  deste

g rau  de liberdade. A pesar de que m uitas vezes é possível(im pondo critérios físicos),

ex tra ir, po r meio de transform ações de coordenadas(transform ações canônicas), o  par 

(q^,Pc), associado ao  m odo coletivo, não se pode garantir, a princípio, que o sistem a uma

vez inicializado com  posição e m om ento coletivos, evolua sem pre no plano de 

fase(q*^,pc), já  que a  dinâm ica, governada pela ham iltoniana clássica pode, a través dos 

acoplam entos, lançar o  sistema para  fo ra  do  plano (q^^vPc)- Em ou tras palavras, a

coordenada(ou  tra je tó ria ), coletiva q^ não é, obrigatoriam ente, solução das equações de 

H FD T .
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D este modo, deve-se p a rtir  para  esquem as que perm itam  o b te r a tra je tó ria  

coletiva, e tra ta r  os acoplam entos posteriorm ente, ao m enos de form a aproxim ada*.

N a literatu ra , sugeriu-se três prescrições para  a obtenção de tra je tó rias  

coletivas(de fo rm a auto-consistente), para  ham iltonianas H (q ,p ) quadráticas nos 

m om entos.

2.2 -  Trajetórias Coletivas

As teorias para  tra jetó rias coletivas buscam  ex tra ir um m odo m axim alm ente 

desacoplado que possua características coletivas. As condições de desacoplam ento podem  

ser derivadas á p a rtir  da análise local da ham iltoníana, a té  segunda o rdem  nos m om entos 

e  coordenadas.

Se

(com  soma nos índices repetidos), a expansão em  to rno  de um  ponto  qo(genérico), 

e  um  m om ento p=0, a té  segunda ordem , nos dá

a derivada segunda covariante do potencial).

A gora, pode-se fazer prescrições, a fim de o b ter uma dinâm ica desacoplada 

localm ente(i.é, na vizinhança do ponto q^).

0  Potencid  V (g ) é iHna snperiicie m d tiAnensK H u l de energia so b »  a Qual se  p ro fa sa  om a trajrtécia qoB 

d e scn va  da m e lw r (arm a p o sw d  o m odo ca lrtm fV C T  6 g  (1V-3)X
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V am os p rim eiro  tom ar a ham iltoniana local em prim eira ordem  nas coordenadas 

onde

e prescrever:

i)- o  tensor de massa

Ê  t ^ , V = o  ;

(onde c é  o  índice associado ao m odo coletivo);

ii)- o g rad ien te do  potencial \J  ) é tal que

-  o  •

Isto  é, o tensor de massa B  não acopla o  g rau  de liberdade coletivo com  os 

restan tes e  a fo rça \ /  )> com ponentes na d ireção  da coordenada coletiva.

Isto  gera  a seguinte equação para  coordenadas coletivas

F ^ ^

M é definido po r
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(M , é  o  tensor de massa inverso de F é o  m ódulo do g radien te

e  X® (q) descreve a cx»rva cu jo  ve to r tangente é paralelo ao grad ien te  do  potencial 

e  co rresponde, em cada ponto, a um dos eixos coordenados locais. Esta tra je tó ria  é 

denotada L inha de Força. A  coletividade é, neste caso, definida p o r condições iniciais, e 

tom a-se p o r  hipótese, que o grad ien te(força), que usualm ente leva a um  ponto  de mínimo, 

é  sem pre tangente a tra jetó ria . N um  processo de fissão com energia acim a da b a rre ira , 

p o r  exem plo, leva do ponto  de sela ao ponto  de mínimo

N a segunda p rescrição  para  tra jetó ria , tom a-se uma extensão pa ra  pontos fo ra  de 

equilíbrio  da teoria  de R PA (Randon Phase A pproxim ation). N o contexto  da Física 

N uclear, os m odos de RPA estão associados às excitações harm ônicas do sistema na 

vizinhança de um  ponto  de equilíbrio(estado de H artree-F ock). Os m odos de  RPA  são, 

neste contex to , os m odos norm ais, que no  form alism o apresentado  são obtidos pela 

reso lução  da ham iltoniana quadrática  na vizinhança do ponto de equilíbrio, O g rau  de 

liberdade coletivo é, usualm ente, associado ao  m odo de frequência mais baixa. A  

extensão desta teoria  para  pontos fo ra  do equilíbrio  pode então ser efet\m da, obrigando- 

se o  sistem a a evoluir sem pre na d ireção  do m odo de frequência mais baixa, o  que leva a 

seguinte equação  para  a ta rje tó ria
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onde^Ç ^/c)5  é  um a com ponente do veto r tangente a curva e é  o  au tovalo r

assíociado à frequência mais baixa. Esta curva(tra je tó ria ), é denotada Linha de M odos 

N orm ais.

U m a análise das duas tra jetó rias an terio res em conjunto  com  a ham iltoniana local 

nos leva à te rceira  tra jetó ria . Nesta, a junção  das duas hipóteses nos leva a um  

desacoplam ento maximal, isto é, a hipótese de que a fo rça  é paralela ao m odo local de 

freqência  mais baixa e  leva a um grau  de liberdade desacoplado. Esta ta rje tó ria  

corresponde a um vale num a superfície m ultidimensional e  tem  com o equaç3o(esta 

denotada Linha de V ale),

-  o  . (11-16)

Pode-se m ostrar que, se houver um m odo coletivo exatam ente desacoplado[8], 

estas teorias coincidem (isto é, são equivalentes).

Esta última tra je tó ria  foi investigada no m odelo de A rve  e seus co laboradores[10], 

p o r Bulgac e  seus co la b o rad o re s[ll](o s  resultados são apresentados no  cap. V).

V isto que em cáuculos realísticos, é m uitas vezes proibitiva a utilização de teorias 

p a ra  tra je tó rias  obtidas de form a autoconsistente, p rocura-se  ob ter tra je tó rias  coletivas 

de equações de H artree-F ock  com Vínculo(HFV), e, já  que é  do nosso in teresse(ver cap. 

V ), vam os d a r um a breve  descrição desta teoria. Com  este intuito, vam os tom ar um a 

ham iltoniana genérica do tipo

H ^ T ò  -t . (11-17)

P ara  ob ter um a equação de trajetória, vamos p ro p o r uma função  de onda do tipo



15

1 4 > >  (n -ia )

é um determ inante de Slater).

N esta teoria  a ham iltoníana de partícula única(s.p.), é obtida tom ando o valo r 

esperado  da ham iltoniana(eq.(II-17)), em (11-18) e variando  ̂Ĉ> .

A  equação  de tra je tó ria  é obtida pela variação  da ham iltoníana de  s.p. 

vinculada(via m ultiplicadores de Lagrange), a  operadores coletivos(Qjj). D este m odo, os

estados variacionais podem  ser param etrizados a través de um ou mais operadores 

coletivos. P o r exem plo o m om ento de quadrupolo(associado à deform ação), e o  m om ento 

de  hexadecapolo(associado a form ação do pescoço), no processo de fissão. Assim, 

tra tando  a  deform ação  com o coordenada coletiva, pode-se ob ter estados de m enor 

energia associados a cada valo r da deform ação, a través de  um cálculo varíacional com  

vínculo

é < ( Í > C x ) l  H  -  \ Q l c Í > W l > ; (11-19)

ondé o o p erad o r de quadrupolo  Q, fixa a deform ação

/ ,  z Q  • (n -2 0 )

Estes estados então, perm item  a obtenção  do potencial coletivo

= <  < ÿ ( -x U  A  \  . ( n -2 1 )
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P ara  se constru ir a ham iltoniana coletiva é necessário o b te r a energia cinética 

associada a este m odo. P ara  tal pode-se ob ter a massa a través da aproxim ação 

”C ranking”(v e r  c a p . l l  da ré f .[7]). Então o operado r de energia cinética é  definido com o

onde

(11-23)

P ortan to , nesta abordagem  tam bém  precisam os im por critério s físicos(vínculos), 

para  a ob tenção  da tra je tó ria  coletiva.

Assim, estas tra je tó rias  coletivas podem  gerar, sobre a superfície  m ultidimensional 

de energia, d iferen tes caminhos, para  o  sistema evoluir de um  m ínim o a  outro . P o rtan to  o 

potencial (coletivo), associado a cada tra je tó ria  será diferente, e  estam os obrigados a 

escolha de  um particu lar. Esta escolha implica em um potencial cu ja  a ltura  e largura(da  

b a rre ira ), não  são necessariam ente as reais. A lém  deste, tem os ainda o  problem a de que 

os acoplam entos com  os outros graus de liberdade, que são desprezados nestas teorias, 

influenciam  a probabilidade de tunelam ento, o  que poderia ser traduzido  com o um a 

m odificação na barre ira , ou seja, a criação  de um  potencial efetivo.

V isto  que estas tara je tó rias  coletivas podem  g e ra r d iferen tes potenciais e massas 

coletivas, elas podem  g e ra r d iferen tes probabilidades de tunelam ento, o  que pode ser 

visto no  cálculo  desta probabilidade pelo m étodo W .K .B .[1]. N esta teoria  o  "spliting” é 

de term inado  por

I ^ B  ^  ^  ,  Cn-24)

onde
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e Uü é  a frequência angular clássica na região perm itida.

A  exponencial aparecendo na equação(II-24), é usualm ente denotada com o 

Penetrab ilidade da B arre ira  na aproxim ação W .K .B .[1].

A  m enos que se tenha um a tra je tó ria  coletiva ótima, todas as tra je tó rias  podem  

ser consideradas com o uma prim eira aproxim ação, e som ente quando se tem  um m odo 

coletivo exatam ente  desacoplado os potenciais obtidos correspondem  às barre iras 

dinâm icas. Estas ba rre iras  dinâm icas levam  em conta os acoplam entos com  os outros 

g raus de  liberdade duran te  o  processo de tunelam ento. P o r vezes elas podem  ser 

sim uladas p o r  potenciais e massas efetivas.
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III

Cap. III -  0  Método e as Bases

A  idéia presente  na m aioria das teorias para  m ovim entos coletivos (fissão po r 

exem plo),é a de que o sistema evolui ao longo de uma calha ou vale(tra je tó ria  coletiva), 

sobre  a superfície m ultidimensional de energia(N a fig. [IV -3], pode-se observar 

c laram ente  um  vale sobre  a superfície bidimensional V (q,x)), sendo que as coordenadas 

ortogonais ao fundo da calha estariam  associadas aos outros graus de liberdade. Com o 

vimos no  capítulo an terio r, as várias teorias fornecem , separadam ente, tra je tó rias 

coletivas d iferentes, cada um a desprezando, de algum modo, os acoplam entos com  os 

g raus de liberdade não  coletivos.

Estes graus de  liberdade ortogonais(não coletivos) ,podem (com o discutimos no 

capítu lo  an terio r), g e ra r  potenciais efetivos que m odificam  as probabilidades de 

tunelam ento. P o r o u tro  lado, eles podem  ser tratados, ao m enos na vizinhança da 

tra je tó tia  coletiva, com o osciladores harm ônicos ortogonais(não acoplados). Isto  nos 

perm itiria  descrever a dinâm ica com o

(n i-1)

onde (q^p««), estão associados aos m odos ortogonais m encionados acima, ( ÍT, X ) 

ao  m odo coletivo e  o  últim o term o envolve o acoplam ento dos diversos graus de 

liberdade com  o g rau  coletivo.

A  presença dos acoplam entos implica que tratam entos do tipo W .K .B ., onde apenas a 

ham iltoníana coletiva
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U A l -V I

é  levada em  conta, desprezam  term os que não necessariam ente são desprezíveis. 

Em  ou tras palavras, tra je tó rias  coletivas p a ra  m odos não exatam ente desacoplados não 

fornecem  rigorosam ente um a resposta única para  o  problem a de tunelam ento 

m ultim ensional.

D este  m odo a presença dos acoplam entos afeta a probabilidade de tunelam ento, o 

que poderia  ser sim ulado a través de um a ham iltoniana efetiva

N este  trabalho  vamos em pregar um  m étodo, sugerido po r M akri e M iller[13], 

para  investigar ás d iferenças riás probabilidades de tunelam ento en tre  este m étodo e 

alguns que utilizando equações pa ra  tra je tó rias  analisam tunelam ento em uma dimensão.

A  seguir descrevem os o  m étodo.

I I I . l - O Método

A  essência do m étodo proposto  p o r  M akri e M iller[13], é fo rm ular um a 

p rescrição  p a ra  som ar os efeitos dos m odos ortogonais 'a  tra jetó ria , de form a a ob ter 

um a ham iltoniana efetiva. Com  este fim, eles p ropõe um "ansatz” para  a função de  onda 

do tipo
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onde depende apenas da coordenada coletiva e ((Ç3i) é um a função de  onda

de um  oscilador harm ônico  deslocado, obtida com o segue.

Com  o auxilio das funções de  onda ( pode-se ob ter a seguinte ham iltoniana, 

restrita  às coordenadas ortogonais(ver eq. ( I I I - l ) )

que é  claram ente  a ham iltoniana de um oscilador harm ônico 

deslocado, cujas funções de onda são dadas po r

I )< \  • (III-7 )

O bviam ente, a  função de onda ((Ç^) depende do  particu lar estado ( escolhido. 

D aí a origem  do supra  índice em  ( CÇtá' )•

D este  m odo, a base para  o  sistema total será

e  os elem entos de m atriz  para  a ham ilton iana(eq .(III-l)), nesta base, serão  dados 

po r(p o r enquanto  a base ( ) é g e n é ric a )^



21

VÎI
, (III-9 )

onde

H t k  -  < c i . m c £ i H j > (IlI-lO .a)

k h  :  « s i c [ U A \ < s > - ^ 'y , (IlI-lO .b )

A / ( i i i - i i )

(v e r  apêndice A -2).

J á  que o ansatz pa ra  a função  de onda é geral, a equação (III-9 ) não possui 

aproxim ações. P o r ou tro  lado, esta tam bém  não fo rnece  nenhum a sim plificação, porque 

p a ra  reso lv e r o  problem a, precisaríam os diagonalizar esta m atriz inteira.

A  proposta de M akri e  M iller[13], é então, tom ar com o ham iltoníana efetiva do 

sistem a(na aproxim ação de o rdem  zero), a parte  da equação (III-9), que é  diagonal nos 

núm eros quânticos dos osciladores, i.é.

ü í i  -  C -  -

e  pa ra  a m atriz  ham iltoníana efetiva, tem os então

( i n - 12 )
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U U =  ^&[w&  í  ^ vú ) K ‘ 4

(III-13 )

Os coeficientes que aparecem  na equação (III-13) são denom i­

nados fa to res de F rank-C ondon(FC ), cuja fo rm a é (ver apêndice A -1)

(111-14)

onde

= - ^ Í V v i ,  -

e, obviam ente, carregam  um a grande contribuição dos acoplamentos.

A qui devem os enfa tizar que os acoplam entos en tre  os graus de liberdade já  estão 

sendo levados em  con ta  no p róp rio  ansatz. N este sentido ele d ifere  da fo rm a usual e  a 

escolha da base ( C )  tom a-se  crucial.

Com  o  ob jetivo  de com preender m elhor esta prescrição, vam os separar a m atriz  

( i n - l  3 ) em  suas pa rtes  diagonal (na base ( (Jçj ^ )),

U 'à . c  4  Ç  / (111-15)

e não  diagonal
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A qui, poderíam os ficar tentados a escolher a base ( )  para  ser aquela que

diagonaliza a ham iltoniana coletiva. N este caso, teriam os

(III-17 .a)

(III-17 .b )

e  podem os observar claram ente que um a escolha deste tipo despreza algum efeito

dos acoplam entos. A inda devem os lem brar que uma escolha deste tipo nos limita a

sistem as cujos term os de acoplam ento possuam  elem entos diagonais na base coletiva(i.é, 

Ky^O), o  que não necessariam ente é verdadeiro  para qualquer sistema. N o  caso de o

acoplam ento  não possuir term os diagonais, precisam os incluir, pertu rbativam ente , term os 

de o rdem  su p e rio r[l 3],(isto é, deveríam os considerar as transições pa ra  estados n'í=n dos 

osciladores).

D este  m odo a escolha da base ( ) é guiada, não com o usualm ente p a ra  ser 

aquela dos estados coletivos, mas sim para  p reservar os efeitos dos acoplam entos na 

ham iltoniana efetiva, já  na aproxim ação de ordem  zero.

A  sugestão de M akri e MíUer[13], é usar uma base não ortogonal localizada (Base 

de  Caussianas Reais Localizadas), que apresentarem os na próxim a seção.

Com o em  qualquer esquem a aproxím ativo, este tam bem  apresen ta  um a perda  de 

generalidade, e  este  talvez seja o  aspecto mais dram ático desta aproxim ação. Podem os 

obse rvar que a ham iltoniana efetiva eq.(III-13), depende das funções ( <  ̂i )  via os 

parâm etro s K j , e  deste modo, uma m odificação nestas funções im plica em  um a m udança

no  sistem a efetivo. Isto  é, uma transform ação  linear na base ( (^ J )
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vi 'i i  ' (n i-1 8 )

não  leva a uma transform ação  unitária da ham iltoníana efetiva eq .(III-13), i.é.

Esta perda de unitariedade para  a ham iltoniana efetiva im plica que seus 

au tovalo res dependem  da particu lar escolha da base. P o r ou tro  lado, é possível recu p e rar 

esta im portan te  propriedade, re to rnando  para  o sistema total(i.é, p a ra  m atriz  com pleta 

do  sistem a), desde que a base ( ) seja com pleta.

Concluindo, o  procedim ento acima descrito  nos fornece um a ham iltoníana efetiva 

que leva em  conta, explicitam ente, os efeitos dos acoplamentos. D evem os ressaltar que a 

teo ria  d e  M akri e M iller perm ite um tra tam ento  em todas as ordens, e  a aproxim ação de 

o rdem  z e ro  é um caso particular, onde incorpora-se  mais acoplam entos do que no 

tra tam en to  susal.

A  seguir vam os estudar a Base de Gaussianas Localizadas(BG L).

III.2 -  Base de Gaussianas Localizadas(BGL)

Em  1985, I.P. Ham ilton e J.C . Light[14], m otivados no trabalho  de  M .J. D avis e  

E .J. H elle r[15 ]( este trabalho  tra z  um a proposta  de utilização de  Bases de Gaussianas 

Com plexas, cujas localizações sobre as tra je tó rias  clássicas do espaço de fases está 

fundam entada em argum entos semiclássicos), p ropuseram  a utilização de Bases de 

G aussianas Reais Localízadas(BG L), tam bém  sobre argum entos semiclássicos, pa ra  

reso lver problem as variacionais(ou de cam po m édio autoconsistente), de estados 

víbracionais.



25

N esta seção vam os apresen tar a proposta dos au to res e d iscutir alguns aspectos 

desta base.

Porém , antes de ap resen tar a BGL, vam os discutir algum as im plicações de se 

u tilizar bases não ortogonais.
A

V am os supor que desejam os diagonalizar um o p erad o r herm itiano H (qualquer), 

em  um a base não ortogonal. N este caso o problem a de autovalores d ife re  da fo rm a usual, 

i.é,

U  Ú  -  ^  ^  t  , (III-20 )

A *

(onde U  e E  são as m atrizes de au tovetores e autovalores de H, respectivam ente, 

e  S é a m atriz  "overlap”), e deste m odo somos obrigados a diagonalizar a m atriz  

"overlap” prim eiro. A gora, se T  é a m atriz que diagonaliza S (T*" T = T  T = i) ,  então

A ^

6<i = T ' 6 T ,
( in -2 1 )

e podem os escrever a equação (III-20) com o

H ' f ^ O  = Ü E ^  ( m - 22)

(H ’= T ^ H  T ). D ecom pondo Sd=Sd^ Sd^o problem a de au tovalores será  então

' ^ ( in -2 3 .a )

onde

~  » L A
H -- 5 d  ‘ H  í>4 ,

( in -2 3 .b )
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\ / =  6 d  T " U  , (m -2 3 .c )

e a m atriz dos autovetores pode ser obtida invertendo a equação  m atricial 

(III-23.C)

A -
( J  = T  V  . (III-24 )

Portanto , a diagonalização do o perado r H (qualquer), exige a inversão da m atriz  

dos autovalores do "overlap”, e precisam os garan tir(ao  m enos num ericam ente), a 

independência linear da base. D e o u tro  m odo ficamos im pedidos de in v erte r esta
A

m atriz (já  que a dependência linear implica no apmrecimento de autovalores de S nulos). 

P a ra  elim inar este problem a, a escolha da base ( (^ t  ) deve se r cuidadosa.

A sugestão de Ham ilton-Light[14], é

, C ni-26)

onde os parâmetros Aj e Xj(larguras e  centros das gaussianas, respectivamente),

devem  se r escolhidas seguindo critérios que satisfaçam  a física do  problem a e  busquem  

m an ter a base de tal form a que ela adm ita um a representação  com pleta e linearm ente 

independen te  a través das operações descritas acima.

V isando problem as gerais, eles p ropõe que:

1- os centros das gaussianas estejam  dispostos de tal form a que descrevam  as 

au to funções verdadeiras(com  seus nodos), de form a suave;
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2- a independência linear da base seja garan tida  p o r  um ajuste  das larguras A j

que seja com patível com  o espaçam ento.

V ejam os a proposta  para  espaçam ento semíclássico.

V am os supor que desejam os descrever n estados ligados de um  sistema, utilizando 

a BG L (eq .(III-26)). E ntão a função de onda para  um  determ inado estado  (n), possui (n - 

1) nodos espaçados, semíclassícamente, de tal m odo que a ação semíclássica, en tre  dois 

nodos é  dada po r

J /  c

onde p(x) é o  m om ento clássico de um a partícu la  com  energia Ej, em x. Já  que  a

função  de onda deve ser um a com binação linear de gaussianas, precisam os no mínimo,

um a função  cen trada en tre  dois nodos. D este  m odo podem os localizar,

sem íclassícam ente os nodos e  en tão  distribuir as funções da base e n tre  os nodos. Se fo r

necessário  incluir ou tras funções para  aum entar a  precisão  dos resultados(i.é, m elhorar a

descrição do sistema), estas podem  ser incluídas tam bém  sem iclassícam ente(ver abaixo). 

V am os en tão  defin ir a  quantidade Rl (1i=1),

onde Rl  é  o  núm ero  de níveis para  um a dada energia E (ver apêndice B .l) , e  Xttiíti 

e  Xjjjgjj são os pontos de re to rn o  clássicos. E ntão p a ra  o  caso E=Ej,; RL=n+l, e os cen tro s 

das gaussianas podem  ser definidos com o os Xj que  satisfazem

^  ( in -2 9 .a )
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(III-29 .b )

ou, para  o  caso mais geral, onde o núm ero de funções é m aior que o  núm ero  de 

níveis(M >n),

(III-30 .a)

f

(v e r apêndice B .2)

A  referência  [14] tam bém  traz  a proposta de utilização de um a B G L  com  cen tro s 

Xj distribuidos igualm ente en tre  os pontos de re to m o  clássicos, i.é.

(III-31 .a)

r  )Cv C i -  V') ,
(III-31 .b )

onde
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e  m é o núm ero  de funções que desejam os utilizar.

A gora pa ra  com pletar a especificaçao da base, ainda precisam os escolher as 

larguras Aj. Assim se desejanos uma boa base(localizada), para  descrever n estados

ligados de um sistema, esta deve ser capaz de fo rn ecer funções de onda suaves(em  ou tras

palavras, já  que vam os localizar o pacote, os elem entos de m atriz  da Energia C inética não 

devem  ser m uito grandes), e portan to  os Aj devem  ser pequenos(ver apêndice B.3). Por

o u tro  lado, com o vimos acima, a base deve ser, ao m enos aproxim adam ente, linearm ente  

independente. D este m odo os Aj não devem  ser m uito pequenos.

Assim devem os escolher as lai^guras A j de tal m odo a ob ter um  balanço e n tre  os 

elem entos de m atriz  de E nei^ia  Cinética(Aj pequeno), e um a razoável independência 

linear da base(Aj grande).

A  proposta  da  ref.[14], é escalonar as larguras Aj através do  núm ero  m de

funções que serão  utilizadas mais um parâm etro  liv re  "c"(que serve pa ra  o tim izar algum a 

m edida de energia e /ou  con tro lar a independência linear da base),

A u -   ̂ (III-32 .a )

(III-32 .b )

\ 1
A c  = I . (III-32.C)

Podem os o b se rv ar que estas definições para  as larguras tam bém  vão fo rn ece r uma 

distribuição semiclássica das funções da base via os cen tros Xj.
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Com o já  m encionam os no início desta seção, a solução de problem as de 

au tovalo res em bases não diagonais exige a diagonalização do "overlap" e  a inversão da 

m atriz  dos seus autovalores , e deste m odo precisam os a garantia de independência linear 

da base.

P ara  discutir esta im portante propriedade, vamos tom ar um a B G L com  cen tros Xj 

igualm ente espaçados(ver eqs.(III-31) e (111-32)), i.é.

iftr Y  ( in -3 5 )

W. z

(III-3 3 )

onde (V=Xj„ax'^m in)- Assim o overlap  será 

A  equação (III-34 ) pode ser escrita com o

(III-34 )]

onde

^  rr • a  = L ç .^ • X -  ^  .
V ' v j t  / d\j'-  ̂ ( in -3 6 .a )

A gora no limite onde o  núm ero n de funções tende a infinito(n o o  ), as 

exponenciais que aparecem  na integral da eq.(III-35), podem  ser consideradas com o um a 

sequência delta[16], centradas em (xj + x j)/2  , i. é.
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(III-37)

D este  modo, para  n finito terem os

6 h ' » F ( . \ c - i \ , e O  , (III-38)

m as a m edida que n cresce o overlap  aproxim a-se do overlap  de funções delta 

isoladas, cen tradas sobre  (Xj+Xj)/2

e ^ ( s  Ct< -  Un.  + X;j)M) .
«A -OCO (III-39)

D este  m odo o overlap  Sjj tende a ze ro  exponencialinente com  |i-j| . A gora 

devem os lem brar que apesar de que os elem entos de m atriz  Sy não dependem  de  n, os 

au tovalores de S dependem , já  que a sua dim ensão é  nxn. Porém , com o vimos, p a ra  esta 

base, podem os aum entar o  núm ero de funções e  as definições para  os cen tros e larguras 

garan tem  autovalores de S diferentes de zero(i.é, S continua positiva definida, p a ra  um  

dado c  fixo).

P ortan to  a B G L parece se r com pleta, ao  m enos na  região de  interesse(i.é, sob re  os 

núm eros racionais Xj), e  não form alm ente supercom pleta. H am ilton-Light[14], ainda

sustentam  que os argum entos acim a se aplicariam  para  qualquer dom ínio de x e  qualquer 

d istribuição dos X j, desde que

--000

porém  acham os que estas questões m erecem  um a investigação mais cuidadosa.
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N o  entanto, para  propósitos práticos a B G L é  bem  com portada[13 ,14 ,15  e  cap. V  

deste trabalho]

A  seguir vamos aplicar esta prescrição para  o  M odelo de A rve[10].
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IV

Cdp. I V -A Hamiltoniana Efetiva de Tunelamento

Em 1987 A rv e  e seus colaboradores[10], p ropuseram  um M odelo a fim  de 

com parar várias prescrições utilizadas(ver cap. V), pa ra  estudar tunelam ento em  sistem as 

de m uitos corpos.

N este  capítulo vamos apresen tar este M odelo e  a obtenção da H am iltoniana 

E fetiva com  a aplicação da proposta apresentada no capítu lo  III.

IV -1 -0  Modelo

U m  modelo, para  ser utilizado na com paração  de teorias d iferentes, deve ser 

simples o  suficiente para  que se possa en co n tra r sua solução exata. A lém  disso, pa ra  

p erm itir  um a represen tação  de tunelam ento, deve sim ular mínimos isolados p o r regiões 

de b a rre ira . P ara  p reencher estes requisitos, os au tores propuseram [10], um  m odelo cuja 

ham iltoniana, que governa a dinâm ica de N  partículas distinguíveis, cada um a possuindo 

um a coordenada contínua qj (que simula a dependência dos estados de s. p. sob re  a

posição), mais um a coordenada intrínseca(de spin), é  dada po r
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Os prim eiros dois term os à d ireita da equação (IV -1), representam  a ham iltoniana 

de H artree(um a p arte  de oscilador de um  corpo, mais um a p arte  de dois corpos que 

acopla a coordenada q ao spin). O último term o, é  a in teração  residual, incluida para  

q u eb ra r a sim etria dos estados de H artree .

Este m odelo é  um a generalização do m odelo de L ipkin[12], estendido para  incluir 

um a dependência contínua sobre  a posição.

P ara  com preender um pouco m elhor o  m odelo(eq. P /-1 ) , vam os deno tar M o 

valo r m édio do spin total na d ireção  z( D este m odo sem in teração  re s id u a l, M é um

bom  núm ero  quântico, e a ham iltoniana de H artree  será  dada por

(IV -2)

A  equação (IV -2) é a ham iltoniana para  N  osciladores harm ônicos deslocados, 

não  acoplados. Portan to , os estados de s.p. serão

(IV -3)

isto é, para um dado M, os estados de  s.p. se rão  estados produ tos das funções de 

oscilador deslocado. A  energia para  estes estados é  dada p o r

onde
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(IV -5)

D este modo, o  estado de m enor energia, pa ra  um  dado M, será dado pelo estado 

fundam ental dos osciladores(>S'^ = O ), e  terem os

(IV-6)

Podem os observar, na eq.(IV -6), que a energia é  mínima quando |M | possui seu 

valo r máximo, e que ela cresce a m edida que o |M| diminui. Isto é, a ocupação de  spin 

providencia a barre ira  desejada(ver fig. IV. 1).

Fig-lIV-l] "  Barreira devido 4 ocupaçSo de spiti.
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U m a sim plificação final pode ser obtida, notando que o m ovim ento in terno  é 

desacoplado(som ente o cen tro  de massa é acoplado ao spin total), e  in troduzindo novas

variaveis

(IV -7 .a)

(IV-7.b)

(IV-7.C)

obtem os

i

D esprezando  o segundo term o da equação (IV -8), tem os

(IV-8)

(IV -9)

Obs.: N este trabalho  vam os considerar N =2J+1, onde J  é  o  valo r do m om ento 

angular to tal para  a banda de estados que inclui o  estado fundam ental.

A  solução exata  foi obtida pelos au to res da re f .[1 0 ](0 b s .;0 s  resultados obtidos 

po r A rve  para  as energias de excitação e respectivos "splitings", conjuntam ente com
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alguns com entários, são apresentados no  cap. V ), diagonalizando num ericam ente  a 

ham iltoniana eq. (TV-9), na base natu ra l da ham iltoniana sem in teração  residual,

(IV -10)

(  CQvr são os autoestados do oscilador deslocado), e  os parâm etro s apropriados 

p a ra  tunelam ento  nuclear em fissão espontânea(ver abaixo). Os au to res da ref. [10], 

encon traram  cinco níveis abaixo da ba rre ira (N a  fig. IV .2  podem os o b se rv ar um  diagram a 

esquem ático  (sem  escala), para  os cinco níveis abaixo da ban 'e ira).

( F Í § . r V “ 2 )  -  D iigrà»4 esqueTnítico(sem esciU), dos cinco níveis abaixo da 

barreira e doj "splitings’ de tunelamento

Os parâm etro s são escolhidos com o segue.

N  é  escolhido para  te r  a o rdem  de grandeza do núm ero  de  níveis cruzados(num  

tra tam en to  de  H FV ), abaixo da barre ira (~  50)[4 ,6], A lém  disso, existem  três  escalas de

energ ia  na ham iltoniana(eq. (ÍV -9)). A  prim eira, associada ao  m ovim ento  de s.p. da 

ham ilton iana(parte  de  oscilador), fixa a escala de energia. N o  prob lem a de  fissão 

espontânea, a frequência  de s.p. é  identificada com  a v ibração  de  quadrupolo  gigante 

(~10-15 M ev). A s ou tras escalas são obtidas para  fix a r a a ltu ra  da  ba rre ira . Em  fissão

espontânea ela é  da oixíem de cinco M ev, e  po rtan to  a b a rre ira  deve te r  um a altura  de 1/2

- 1/3.
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O lhando pa ra  os elem entos diagonais da ham iltoniana(eq. (IV -9)), na base 

natural(eq . (IV -10)),

1)

observam os que tan to  quanto K  afetam  a a ltura  da barre ira . Assim K  é

escolhido pa ra  fixar a a ltura  da barre ira , e X para  sim ular a energia de um "gap 

pairing"(~2 M ev), p a ra  configurações adjacentes (i.é, M -0  M Í2). Assim, ^  é escolhido

para  possuir um valo r tal que os elem entos não diagonais da in teração  residual possuam  

um a ordem  de alguns décim os no m eio da barreira(M =|M ™ “^|/2). Os parâm etros 

propostos são

Kl = H O ”, VC -  ^ = -5 vO; <v d' ^  (r v - i2)

O sinal de X® escolhido para  sim ular uma in teração  residual a tra tiva(já  que a 

in te ração  pairing tende a baixar a energia).

ObS.: É im portan te  fr iza r que a in teração  residual Ô a simula a energia do  "gap 

pairing" e não a  in teração  pairing.

A  Seguir vam os aplicar a prescrição do capítulo an te rio r pa ra  o M odelo de 

Negele.
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IV-2 -  A Hamiltoniana Efetiva de Tunelamento

V am os agora aplicar a m etodologia apresentada no Cap. III, p ara  ob ter um a 

ham iltoniana efetiva pa ra  o  m odelo apresentado na seção an te rio r .

Com  este fim, vam os tom ar uma param etrização[8], tal que os operadores de 

"spin” se rão  dados po r

(IV -13.a)

onde

E ntão  a ham iltoniana clássica será dada por(eqs. (IV -9) e (IV -13)),

^   ̂ (IV -14)

Considerando a  aproxim ação para  baixos m om entoi^ver apêndice A  da ref.[8] e a 

ref-[7 ]), obtem os

(IV -15

onde

^ ( . < ^ . , 1  1 ^ )  c^c_o:);< -  HA (IV -16)
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(IV -17 )

N a fig. (IV .3), podem os v e r  um  con to rno  da energia potencial V (q,x).

Fig. (IV-3) -  Conlomo dò energiapotendal V(ipt)(sem escMa).

A nalizando o  potencial V (q,x), nós encontram os que V  é  m ínim o para

(TV-IS)

onde

(IV-19)
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= o
(IV-20)

(rv-21)

e possui pontos de sela em 

onde

v J i  =  V v j ' -  .

A  altura  da barre ira(h ), é então

_ X NJ ^  -v ^  ̂ (IV -22)

que é idêntica à definição pa ra  a a ltura  efetiva da b a rre ira  dada na ref.[10].

P ara  prosseguir com nosso objetivo, vamos reescrever a ham iltoniana (eq .(IV - 

15), na form a

(IV -23.a)

onde

X m "  TT-- .

A gora, utilizando o m étodo apresentado no cap. III, obtem os a ham iltoniana 

efetiva, na aproxim ação de ordem  zero , com o

(rv-24)
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\  H .  \  ,
( rv -2 5 .a )

(IV-25.b)

C e  - (IV-25.C)

e (v er ap. A .l) ,

”*> 1 ^  I I h/i ^C  = -K-i n-, rr , co&A U  - 'KVJ ' CÛ&K
(IV -26)

/V
H '

(IV -27)

F c7 _________ _______ e . ^ n r - C ^ C ; ^  \
d . \ (IV -28)

onde

hu. -- i l C c ^ C ^ )

Já  que a energia do oscilador fixa a unidade de energia, e  é bem m aior que  as 

ou tras escalas envolvidas, podem os considerar(com o uma boa aproxim ação), que  o
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oscilador perm anece no estado fundam ental deslocado da posição de equilíbrio(ver 

tam bém  o resultado exato  no cap. V).

N este  caso terem os

]  . ( iv -2 9 )

u tilizan d o  agora, com o base para o  sistema efetivo, a BG L apresen tada na seção 

2 do cap. III

(IV -30)

obtem os para  os elem entos de m atriz(ver ref.[12]).

\In

j ú

H Í '' -- >■

(IV -32)

L .

(IV -33)
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onde

~ • (IV -34.b)
0  ci-C -V

P ara  diagonalizar a hamiltoniana efetiva(eq.(IV -29)), precisam os ainda 

especificar os pontos Xj (localização das gaussianas). Com  este fim, vam os tom ar a parte

diagonal da ham iltoniana efetiva (eq. (IV -29)),

(IV -35)

onde

com  h definido pela equação(IV -22).
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N a figura(IV .4), podem os v e r  a fo rm a da p a rte  diagonal do potencial efetivo.

Fig-(IV-4) Parte diagoníl do potendal eíetívo(eq.(IV-37)

Analisanda o potencial(eq .(IV -37), obtivem os 

\ J ^ A -
(rv-38 .a )

• pC = C2. YV^ O ^ / í -
(IV -38.b)
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D este modo, a a ltu ra  da b a rre ira  h^,, é igual a a ltu ra  da barre ira  para a superficie 

multidimensional.

A  fim de o b ter Vg= 0, vam os adicionar a constante na H col(eq.(IV -35)).

Assim

então

M'c-oUO X -Vico:Ôc

(rv-39)

D este modo, p a ra  um a energia E=0, o  m om ento será

]  ‘" c o b A  ^ (IV-40)

e para  o p rim eiro  poço(ver fig. IV .4), Xj„jn= - tt e  Xjjjgjj= í  . Assim, p a ra  a
T  2-

quantidade Rl , definida no cap. III, terem os

Q l = - jf  r r u í d *  *  ^  .

A  integral do m om ento(eq.(rV -41)), é

~ 1 ^ V  1

(IV -41)

(rV-42)

o que dá para  Rj^ .
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Q , . - < 3 , o L .
(TV-43)

D este  m odo, tem os, na ap rox im ação  semiclássica, nove níveis em cada poço.

A  localização sem iclássica p a ra  nove gaussianas no prim eiro  poço (  as gaussianas 

para  o  o u tro  poço são definidas p o r  reflexão  ), fornecidas pelas eqs. (111-29), está dada na 

tabela [rV-1.]

Os resultados obtidos p a ra  as energias e  respectivos "splitings" para  

am bos(espaçam ento sem íclássico e  espaçam ento  igual), para  bases com um núm ero  

variado  de elem entos, con jun tam ente  com  alguns com entários e  conclusões estão dados 

no cap. V .

i X j(rad ) i Xj (rad)

1 -1,25 6 0,26

2 -0 .82 7 0,51

3 -Ó.51 8 0,82

4 -0,25 9 1,24

5 0,02

Tabela IIV-1] - Locílizíçío Semiclíisicd p / o primeiro poço{P-L=9)
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Cap. V - Resultados e Conclusões

Vim os nos capítulos an terio res, várias prescrições utilizadas para a obtenção de 

ham iltonianas coletivas, e discutim os que elas podem  levar a potenciais e massas 

diferentes, que p o r sua vez dão  respostas d iferen tes para  o  problem a de tunelam ento. 

D esta form a, vam os ap resen ta r e com parar os resultados obtidos po r algumas destas 

prescrições, mais precisam ente H FV [10], e  Linha de V a le [ l l] ,  com os resultados obtidos 

sem negligenciar os acoplam entos e n tre  o  g rau  coletivo( de fissão), e os outros graus de 

liberdade[cap.IV ].

N ós diagonalizam os a m atriz  ham iltoniana efetiva(eq.(IV -29), para vários 

conjuntos base(para espaçam ento semiclássico e espaçam ento igual), com núm eros 

diferentes de elem entos da base. Os resultados se m antém  aproxim adam ente constantes, 

mas a m edida que o num ero  de funções c resce  m uito, os resultados com eçam  a ap resen tar 

problem as devido a dependência linear da base(isto é, os autovalores da m atriz "overlap” 

to rnam -se m uito pequenos). N a tabelafV -3], podem os observar o  menor au tovalor da 

m atriz "òverlap”(  )  psi*"® vários conjuntos base. O núm ero  N  de funções e  o

parâm etro  livre "c"(para  ambos, espaçam ento  semiclássico e espaçam ento igual) foram  

escolhidos fitando o prim eiro  estado excitado  fornecido  pelo resultado exato[10].

N as tabelas [V-1] e  [V-2], nós apresentam os nossos resultados e aqueles obtidos 

p o r A rv e  e  seus co laboradores[10], utilizando um cálculo de H FV (para duas escolhas do 

operado r de vínculo : ^7*'^ > ̂ ) ,  e H artree -F o ck  D ependente do Tem po(em  tem po
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im aginário), e  p o r  Bulgac e  seus co lab o rad o res[H ] com  a L inha de  V ale, pa ra  as energias 

de  excitação a p a rtir  do  estado  fundam ental, e  respectivos splitings.

Os resultados exatos fo ram  obtidos p o r A rve[10 ], pa ra  n  6  4(n é o  núm ero  

quântico  do  oscilador), e  os resultados obtidos p a ra  n= 0  e  n=4 são v irtualm ente  

idênticos(as d iferenças sendo da o rdem  de 10“^ ). D este  m odo, a aproxim ação que 

consideram os (isto é, de que o  oscilador perm anece  no  estado fundam ental deslocado), é  

razoável.

Os resultados obtidos p a ra  espaçam ento igual são m elhores do  que aqueles obtidos 

para  espaçam ento sem iclássico, porém  acham os que esta questão  m erece um a 

investigação mais cuidadosa.

Tam bém  podem os o b se rv ar na tabela[V-23 que a escolha de tra je tó rias  nos 

fo rnece  splitings bastante d iferen tes, e com o já  m encionam os, estas diferenças estão  

associadas as d iferen tes m assas e  potenciais coletivos que afetam  de m aneira d ife ren te  as 

probabilidades de tunelam ento .

E xato B .G .I.E . - N = 3 6

En. de excitaçîo "SpUling“ E a  de excitaçSo 'SpW ng“

g.s. 13,00 g.s. 12,25
0,154 8,96 0,154 8,01
0,289 5,92 0,288 4,95
0,403 3,51 0,397 2,77
0,489 1.92 0,485 1,73

Tab.|V-l] EnergiiJ da axd taçîo  média s  raspectivos "spBttingi"(o valor dos “splitÜngs’sSo dados pot

onde ^ 6 , . =  - t b
-B.G.I.E.Base de Gaujsianas Iguataiants espaçadas
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HFV(z) H FV lSj) B.G.S.E. B.G.I.E HFDTI HFDTA

Spliting j Spliting N=18 N=3S
Spliting Spliting

Sptitiiig Spliting

1 « » .« 1225 13U» izn

1<5 UM> 5JK W1 8.5T a j3

8.3 fi.5
<95 SJ9 5.87

<6 3.9 3.-0 2.T7 2 « 3Í1

2.2 2.1 3 .« 1.73 U» 1.92

Tàb.[V-2] "  'SpUttng dos estido fundamanUl(g.s ) e dos 4 primeiros estados exdtidos. 

Espaçamento Igual 
B.G.S.E.-Espaçamento Semidissico

(1 •" r - ..............
E.I. E .S.

N =24 N =36 N=4S N=18 N=36

C

ks

1,39

2,8x10”^

1,83

6,3x10-1

0,53

3,1x10"'^

1,53

4,0x10-1

0,95

9,1x10-^

Rg. V"3] “  c-parâm etrolivra
Kj - menor «utovalor da matriz “ovarlap”

E.I. espaçamsnto Igual 
E.S. espaçamento Semidissico

V am os agora ap resen ta r os potenciais e massas coletivas, obtidas por estas 

prescrições.
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N o caso de HFV, A rve  e seus colaboradores[10], obtiveram  hamiltonianas 

coletivas para  dois vínculos d iferentes. Prim eiro , vinculando a coordenada contínua z, 

obtiveram  o potencial coletivo

com  mínimos em © = e sela em  ©=(.íy**^)£, e  uma barre ira

P ara  a Massa, utilizando a equação  (11-22), encontraram

(V-2)

CV-3)

Q uando utilizaram  com o vínculo o o p e rad o r , obtiveram  para o potencial

coletivo

(V -4)

com  m ínimos e  sela localizados em ©« '-*>ÍT e  respectivam ente, e  uma

barre ira

(V -5)

P ara  a Massa

-  L
<s>

<Ch> • (V -5.a)
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Para a L inha de V ale, Bulgac e seus c o la b o rad o re s[ll] , obtiveram  uma 

ham iltoniana coletiva igual a obtida na aproxim ação de B orn-O ppenheim er(esta tam bém  

obtida na ref. [11]), onde o potencial coletivo é dado po r

M to lCô) - MkíZ -  (. H K i l c o b ^ e  ,
(V-6)

onde

CV-7)

com mínimos e sela localizados de  m aneira idêntica às tra je tó rias de HFV, e  uma 

barre ira

e para  a Massa

-  L

(V-8)

-  S K ) c o 5 ^ e .  -  Ô v V  _ CV-9)

A  fim de faze r um a com paração(apesar de que não estam os obrigados d iscutir 

estas questões nesta m etodologia), vam os tom ar a p a rte  diagonal de nossa ham iltoniana 

efetiva(eq.(IV -29)), o  que nos dá

/  (V -10)

onde



53

a h  £> ] CV-11)
to i-

V e o U / c ) . -  XV)*-  - V v c o : . i x

com  mínimos e sela localizados com o acima, e um a barre ira

CV-12)

V \  = )vWi- + !
CV-13)

e  para  a Massa

VA -
“ V

íilbL '*  -  " \  CV-14)
1-Vv

Obs.: Aqui devem os ressa ltar que na m etodologia po r nós utilizada, a  m aior 

contribuição dos acoplam entos aparece  via os fa to res de F-C , que aparecem  na fren te  do 

lado d ire ito  da eq.(IV -29), e  que, pa ra  os elem entos diagonais, são todos iguais a u m (l) . 

P ortan to , a ham iltoniana que apresentam os acim a é  uma aproxim ação para  nossa 

ham iltoniana efetiva, onde os acoplam entos são desprezados.

Lem brando das definições para  os operadores de spin(eqs.(IV -12)), podem os 

escrever a ham iltoniana e fe tiva(parte  diagonal), com o

(V -15)
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A  ham iltoniana efetiva(eq.(V -15), é  idêntica àquela obtida p o r  B u lg a c [ll] , a 

m enos das prescrições para  os operadores de  spin. P a ra  obse rvar m elho r estas diferentes 

quantidades, nós plotam os na fig .[V .l] as M assas e  na fig.[V -2] os Potenciais obtidos pelas 

prescrições m encionadas acim a.

Podem os observar da f ig .p / - l ]  as d iferenças e n tre  as M assas, e  na fig. [V-2] as 

d iferenças das barreiras, e  nos rep o rtan d o  a  tab e la [V -l], ob se rvar os efeitos sob re  os 

splitings(para as várias tra jetó rias).

NA

X
Hartree-Fock com Vinculo (z  ̂
Hortree -Fock com Vinculo (Sz)

i«-»-«« Bases Gaussionas
Fig.[V-l] - o inverso das Massas Coletivas

Obs.: O griiico da Massa para aTarjetóna de Vale é idêntico ao da Massa paia  Bases Gaiissianas, por 
isso n ío  aparece na fig.[V-l)
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X

Fig.|V-l.a] " o inverso da Massa Coletiva(HFV)
Obs.; Nestafiguraaprssentím oj o inverso da Massa para a trajetória de HFV(comz como vínculo), 

p n a  mostrar que esta nSo é divergente, como aparece na
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X

Boses Gaussionas 
  HFV -  (z) 
—  HFV -  (S .)

Rg.lV-2J "  Potendâis Coletivos
Obs.: Os potendftis dê HFVtS^), do método de B « es Gaussianas e da U nha de Vale sSo idênticos.
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Com o vimos acima, os resultados obtidos a través da m etodologia po r nós 

investigada são anim adores, principalm ente devido a sim plicidade de sua aplicabilidade, e 

ao fato de que, nesta abordagem , não estam os obrigados a im posição de critérios 

físicos(e\ou vínculos).

P ara  concluir, devem os ressaltar ainda que e,sta m etodologia leva em  conta os 

acoplam entos com os outros graus de liberdade, ao  con trá rio  das prescrições para  

tra jetórias, que além  de exigirem  a im posição de critério s físicos, to rnam -se de difícil 

aplicabilidade para  problemass realí.sticos
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A.1 - Fdtores de Frank-Condom

Estes fato res são dados po r

onde

58

(A -1)

A gora a eq.(A -2), pode ser escrita com o

II.

-- Q  CQ a  - t i “  ),

onde
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(A -5)

M as^ver a ref. [16]),

U f  --------i l i - H — .Vi-Í . (A-5)

Agora, substituindo a eq .(A -6) na eq.(A -3), e integrando, obtem os

K V í CVcvl-JL̂

que é a form a geral dos fato res de F-C , para  o  problem a específico que tratam os.

A.2 -  0  Oscilador Deslocado e os Elementos de Matriz

A  hamiltoniana quântica(eq.(IV -23)), foi obtida requantizando a hamiltoniana 

clássica(eq.(rV -l 4)), de m aneira usual,i,é.

(A -8)

Agora, tom ando o traço , sobre as funções ( )  da base do sistema

total(eq.(III-8)), na ham iltoniana quântica(eq.IV -23))i obtem os

/ (A-9)
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que pode ser escrita com o

(A -10)

onde

( A - l l .a )

<  ^  <3i» \ U )  \<£>' )  . (A -1 1 .b)

A  eq.(A -10) é  a ham iltoniana de um  oscilador harm ônico deslocado, cujas funções 

de onda são

^  . (A -12)

Para determ inar os elem entos de m atriz  da ham iltoniana(eq.(IV -21), na base do 

oscilador deslocado, nós podem os defin ir(do  m esm o m odo com o se define os operadores 

de criação  e aniquilação de quantuns para  o  oscilador harm ônico simples), os operadores 

de criação  e aniquilação pa ra  o  oscilador deslocado que agem para  a direita(i.é, sobre  o 

estado \ ( ç j^ )

Ã l  = .  í  . .  Yc i W t  i = ( A )

e  para  a esquerda(sobre o  estado  ^ ^ ' ^  J.\).

(A-14)
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D este  m odo a ham iltoniana pode ser escrita  com o

(A -15)

e  os elem entos de m atriz, na base deslocada, se rão  dados por((A -13) e (A -14)),

)
(A -16)

onde

é o  fa to r de F rank-C ondon(FC ).
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B

Apêndice B

B.l-Número de Níveis

Para com preender m elhor as proposições apresen tadas na seção III-2, vamos

resolver, semiclassicamente, o  proplem a do  oscilador harm ônico  unidim ensional. V am os 

supor que precisam os determ inar a energ ia  pa ra  o  enésim o estado do

sistem a(oscilador), que é rep resen tado  pela ham ilton iana(h= l).

CB-1)

onde

N este  caso, o  ponto  de m ínim o é  x = 0 , e  os pontos de re to rno , P ara  E=Ejj, são

^  >4 « (B -2 .a)

onde
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:

A  ação semiclássica é definida por[9],

-  v^Vv .

A gora dividindo os dois lados da eq.(B -S), p o r  2  TT , obtem os 

^   ̂ ô)d)«. z ^  1 ;  ̂ l i  Cl i  i  ) ^

(B -3)

Fazendo a co rreção  de ponto  ze ro

^  ^  * (B -4)

A  eq.(B -4), pode ainda ser escrita  na form a

(B -5)

(B -6)

Vam os agora calcular a  integral da  eq .(B -6). D as eqs.(B -l)(H = E jj), e  (B-2), tem os

mas — )C o (eq .(B -2.b). E ntão
z e ^

r ) ' ^ à r

Podem os e fe tuar um a m udança de variável



\ j  -  e

e obtem os

A gora integrando p o r partes, obtem os

e, da eq .(B -7)

I -  .

Substituindo a eq.(B -9), na eq.(B -6), obtem os

t  V ) '
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(B -7)

(B -8)

(B -9)

(BIO )

Portan to , se a quantidade Rl  é  o  núm ero  de  níveis pa ra  a  energia E „, ela deve ser, neste

caso

Substituindo a e q .(B - ll .b )  na eq.(B -6), obtem os
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-'■ V )
(B -12)

que é a definição dada pa ra  a quantidade definida no  cap. III(eq .(III-26)).

B.l - Localização das Gaussianas

Vam os agora d iscutir a localização semiclássica das gaussianas e sua relação com  a 

quantidade Rj^, definida pela eq.(B -12). Isto  é, vam os supor que desejam os usar um a

B G L para  descrever m  estados do oscilador harm ônico  e q .(B -l) , e que vamos u tilizar 

um a função para  cada estado. D este m odo, pa ra  este  caso, a  quantidade Rj^ deve ser

RL=m. M as Rj^- pode ser escrita com o

\\
L
1.

N a hipótese de que os Xj indicam  a localização das gaussianas e que as 

equações(III-27) fornecem  esta localização, teríam os
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R l --

P ara  o caso mais geral, onde m ^  Rl , podem os reesca lonar o  fa tor TT nas eqs(III-

27) por

vr — í> rr  W  ( . 2 . \  .

P ara  entender m elhor, vam os supor que m =RL+j. D este  m odo a definição para  

Rl  deve fo rnecer RL=m -j.

D a eq.(B -13) teríam os

Q l  = - h - [  ^ ^  

+ ^  ^ ^  - L )  I

Então

o w -  i. 1-X.

(B -13)

D este modo, a localização das gaussianas está fundam entada na reg ra  de 

quantização (eq.(B-5)).
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B.3 -  Elementos de Matriz

N esta seção, vamos ap resen ta r a fo rm a geral dos elam entos de matriz para  o 

"overlap"(Sjj), e para  um  particu la r operad o r de energia cinética(com  massa M

constante) e  de segunda o rdem  nos m om entos(T = (l/2M ) x p^ ), com o fim de 

suplem entar as discussões apresentadas no cap. III.

A  form a geral dosa elem entos de m atriz  SÜ será

lX e.

 ̂ (B -14)

onde

(B -15.a)

(B -15.b)

~ ACJCC 4  .

Resolvendo a integral na eq .(B -14)[17], obtem os

= 1 -  "  >^vl - ]  r

(B-15.C)

(B -16)

Já  para  os elem entos de m atriz  de energia cinética, precisam os determ inar

cB-17,
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(B -18)

R esolvendo a integral na eq .(B -18)[12], obtem os



Refer ênrias

[1] - Bell, R. P. T he T unnel E ffect in C hem idtry. C am bridge U niversity Press, England, 

19S0.

[2] - Bosch, E., M oreno, M., Lluch, J.M ., and B ertrán , J . J. Chem. Phys. 93(9), 1990.

[3] - Lipkin, H .J., Lie G roups fo r Pedestrians. N -H  Publishing Com pany, Am sterdam , 

1966.

[4] -  B j0  rnholm , S. T he D ouble-H um ped Fission B arrie r. Rev. of M od. Physics, 52(4), 

1980.

[5] -  Rowe, D . J., N uclear Collective M otion(M odels and T heory). M ethuen and Co. 

Ltd., 1970.

[6] - Ring, P., Schuck, P., T he N uclear M any B ody Problem , Springer V erlag, 1980.

[7] -  C ruz, F. F. de S., and Passos, E. J . V .,L ocal A nalysis of Collective Path. Proceeding 

in In ternational C onference N uclear S tructu re . C ocoyoc, M éxico, 1988.

[8] -  C ruz, F. F. de S., T eorias M icroscópicas p a ra  M ivim entos Coletivos de G rande 

Am plitude. Tese de D outorado , N ào publicada, U SP, São Paulo, 1986.

[9] -  Cohen-Tannouji, C., Diu^ B., Laloe, Q uantum  M echanics. Vol. 1, John  W iley &  

Sons. Inc., 1973.

[10] - A rve, P., Bertsch, G. F., Negele, J . W . and puddu, G., M odel F or Tunneling in 

M any-Particle Systems. Phys. Rev. C, 36(5), 1987.

[11] - Bulgac, A., Klein, A . and D o Dang, G. on D ecoupling a Collective D egree of 

Freedom  From  a M odel fo r Tunneling in M any P artic le  Systems. 1987.

[12] - Lipkin, H., M eshkov, N . and Glick, A . N ucl. Phys., 188(62), 1965.

[13] - M akri, N . and M iller, W . H. Basis Set M ethods fo r Describing the Quantum 

M echanics o f a "System ” Interacting with H arm onic  Bath. J. Chem. Phys., 86(3), 1987.



[14] - Hamilton, I. P. and Light, J. C. J. Chem . Phys., 84(1), 1986.

[15] - Davis, M. J. and H eller. E. J . J. Ghem. Phys. 71(8), 1979.

[16] - M orse, P. M. and Feshbach, H . M ethods of T heoretical Physics. Me. Grail HilL 

New  Y ork, 1953.

[17] -  G radshteyn, I. S. Table of Integrals, Series and Products. N ew  Y ork; Acad, Press, 

1980.

[18] - Razavy, M. and Pimpale, A. Physics R eports, 168(6), 1988.

[19]- Kodam a, T. Fissão N uclear. C B PF-M O -001/1981.


