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INTRODUCAO

O presente trabalho trata sobre os zeros das derivadas de uma fungio
inteira. Especificamente, o problema que visa obter o conjunto final de
uma funcido tem-se mostrado de extrema dificuldade e tem sido alvo de
muitas pesquisas. Um dos pesquisadores que se dedicou a esta busca foi
o matemitico hiingaro, naturalizado americano, G. Pélya. Ele em meados
deste século reunim num artigo uma coletinea de resultados a
este respeito.
Neste artigo pefcebemos que era de seu conhecimento o seguinte:
se f(z) é uma fung¢do inteira que tem ordem de crescimento menor oun
igual a um , entdo seu conjunto final pode ser vazio, assim como também é
possivel construir uma fun¢io com esta ordem de crescimento cujo conjunto
final contém pelo menos um ponto.
Entretanto, ele deixou claro nao saber responder a seguinte questao:
(Q) Se f(z) é uma funcio inteira que cresce mais rapidamente do que
uma funcdo exponencial ent3o necessariamente seu conjunto final contém
pelo menos um ponto?
Nosso objetivo ¢ dar uma resposta a esta questao, mas também o leitor
poderd observar que, além disso, nossas conclusoes confirmam a afirmacio
acima feita por Pélya .
Convém ressaltar que este objetivo serd alcangado mediante utilizagdo de
um artigo publicado pelos pesquisadores A.Edrei e G. R. MacLane.
Neste artigo eles deram as linhas gerais da demonstracio de um teorema
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que segundo eles servia como resposta para tal questdo. Acontece que,
como de costume, a maioria dos pesquisadores nao tem o habito de fazer
08 detalhes de suas afirmagdes , sendo assim, coube 2 nés preenchermos de
- forma minunciosa e precisa as lacunas necessirias deste artigo, bem como
organizar um caminho que fosse o mais razoavel possivel de modo a formu-
lar um resultado que permitisse denfre outras coisas responder tal questao.
Como é natural, 2 leitura deste trabalho pressupde alguns pré-requisitos.
Foi com esta preocupagao que procuramos dividi-lo em dois ca.pl'tulos..

O capitulo I , que chamaremos de preliminares, tem a priori duas intengGes:
a primeira ¢ fornecer os subsidios necessdrios ao leitor, para que ele possa
entender com clareza as efapas futuras. |

A segunda ¢ estabelecer algumas defini¢Ses, bem como, certas proposicdes,
acompanhadas de suas respectivas demonstra.gﬁes que servirao como su-
porte para formulacio de alguns lemas e também outros resultados que
serao acoplados 3 demonstragio das duas pegas centrais deste trabalho,ou
" seja, 08 teoremas 1 e 2. | '

No capftulo II, reside essencialmente toda a originalidade deste trabalho,
pois nele estao inseridas a.s etapas infegrantes s condigdes necessirias para
alcangar o que pretendemos. |

Comegamos com o enunciado e demonstracao do Lema 1* que versa, me-
diante certas hipdteses, sobre a existéncia de uma fungdo ¢{(2) = c(2 — k)*
que satisfaz algumas condigdes. Vamos fazer uso da seqiiéncia da proposigio
1 para definir o conjunto A, , bem como sua fronteira C, .

Depois, utilizando as proposicoes 2 ¢ 3 , o Jema e mais alguns aspéc-



tos garantiremos a existéncia de uma seqiiéncia quédrupla suficiente para
definir uma fungdo f(z) . |
De posse disto, provamos que esta fungio‘ f{z) 6 uma funcio inteira, que
seu conjunto final coincide com um conjunto fechado do plano complexo.
Além disso, se M(r) é o seu médulo méximo entdo o limite superior do
quociente deste médulo maximo por uma fung3o especial p(r), que serd
caracterizada na definicdo 1 do capftulo das preliminares, ¢ igual a 1.
Consequentemente fazendo uso destes resultados demonstraremos o teo-
rema 1.

‘Seguindo um pouco mais, vamos estabelecer o teorema 2 , cujo resultado
contém a resposta & questio de Pélya e cuja demonstragio faremos uso de
algumas definicGes , juntamente com alguns lemas que serdo enunciados e
demonstrados j& no capftulo das preliminares.

Sendo assim, o leitor deverd observar que de posse destes resultados sera
capaz de nio s6 responder 3 esta questdo levantada por Pélya, mas também

avancar um pouco mais , abrindo assim uma boa perspectiva , com exce-

' lentes chances de estabelecer novos resultados no tocante a esta drea de

pesquisa . Desta forma , com estas etapas esperamos conduzir o leitor a0

pleno entendimento de nosso trabalho.
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RESUMO

Q presente trabalho tem por objetivo responder a seguinte

questio:

“8e f(s) é uma funcio inteira que cresce mais rapida-
mente do que uma funcio exponencial entdo necessariamente

seu conjunto final contém pelo menos um ponto™?



ABSTRACT

In this work we give an answer to the follewing question:
“ Does a transcendental entire function whose growth is

faster than exponential necessarily have a non-empty'ﬁna.l set”™?



Capitulo 1
PRELIMINARES

Definicao 1. Definimos fungoes de classe P como sendo o conjunto das
fungoes reais p(r}, com r > 0 , tais que:
(1) pfr) é continua ;
(2) p(r) é estritamente crescente ;
(3) limrCp(r)=00 Ve

=00

A funcgdo a seguir, que figura atualmente na teoria das Fungdes Mero-
morfas, nos sera de grande utilidade em diversas ocasioes.

Definicio 2. Definimos log* : R — R, por

+ {0 z<1
logz"{logz z>1

Esta funcao satisfaz as seguintes propriedades:
log*(ab) < log™ a + logt b,
loga =log*a — log'*;l; para 4> 0,
log*(a + b) < log* 2max(a,b) < log* e+ log™ b+ log 2.
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Defipicdo 3. Seja ®:R — R. O nfimero

. log* log* ®(r)
po = Mo S0P gy

é chamado de ordem de’ crescimento da fungio @.

O lema a seguir constitui-se um resultado cléssico em Anglise Complexa e
sua demonstracio poderd ser encontrada em qualquer livro basico sobre o

assunto.(Por exemplo, [5])

Lema 1. Seja f uma funcao inteira transcendente e
M(r) = max|f(z)].

Entio M({r) é uma funcao de classe ?.

Defini¢io 4. Se f é uma funcdo inteira ¢ M(r) é a fungio médulo
maximo acima entao definimos a ordem de crescimento de f, como sendo,
a ordem da fungdo M(r).

Denotaremos O'(f)lz O(M) =p;.

Lema 2. Seja f(z) = 102, 8.2" ‘uma funcio inteira e M(r) = %g'xlf (z)].
Se

nlogn

1

log m

6y = Jim, sup

10



entao
| O =ps-

Demonstracio. A demonstracao deste lema serd feita em duas etapas:
primeira etapa. Vamos mostrar que 9, < p;. Inicialmente, convém
ressaltar que, se §; =0 (por exemplo, se f é constante] entdo nada temos
a provar, pois, pela definicio 2, g, > 0. Desta forma sem perda de
generalidade podemos supor #; > 0.

VSeja. 0<s<¥y,
~ entdo existe uma subseqiiéncia n, de tal forma que,
n; logn, |

log

>8

N
para todo n, talque &>k, paraalgum k. Assim

n,logn, > slog

|62
~mlogm < logle,,[

1
|an,] > m‘
Pela desigualdade de Canchy temos qﬁe,

M
7,§:.—)>|a.m| |

isto é,
e

r
M(r) > W.
&

Seja r, = (eng)/° , como M(r)>nf::£7§ - Vr,
entao vale também para v, ,kEN.
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Logo,
(8 ﬂg)l /0

— Rkl
km,a —-C/

M(r)
e assim, segue que
logM(rk) > =T >0

Isto é,
log log M(re) > log r® —loge s

Dividindo ambos os membros por logr. ,temos

loglog M(r,) _slogr: loges 1+s
> - =8~ .
log rs logr, logrm: log 1y

Entretanto, quando 7, — 00

log* log* M(ry) _ loglog M(rs)
log 7y T logr

logo , tomando limsup ,segue que

+
lim sa log* log M(r ) = lim sup log log M(r:)
r&—00 logr ri—+00 log 1,
Portanto
. ogtlogt M(r
ps = Lim sup 8 ;ggr () >3

Como isto é verdadeiro para todos os 8 tal que 0 <8< §;
Conclufmos que p; > 4.
Segunda etapa. Mostraremos agora que p; < f,.

E evidente que, se §; = 0o nada temos a demonstrar.
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Suponhamos 6; < c0. Seja &> @, entdo

: nlogn
8; = lim sup —1— < 6.
f}R—00 log
|2, |
portanto, existe n, tal que,
‘0<;n_lg_gip; <8 par_atodo n2n,.

Assim sendo, para > n,,

nlogn < slog ‘T‘IJ

—nlogn > logla.|
e portanto, segue que,
1 .
la,] < % bara todo n>n,.

Seja r suficientemente grande para que (2r)°>n.+1 e M(r) > 1
segue entao que

M(r) = max|f(2)|

jzl=r

glé'xlau+alz+azzz+...+anz“+...|

< |a5| + @y + |ag]r? + ..+ as " + ...

Estabeleceremos agora um valor.pa;ra n de tal forma que,

rt 1
o < g
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pois, com esta majdragéo podemos limitar de maneira mais adequada o que

segue,
£ evidente que,

se n>(2r)" entdo ;5;; < §1-,; .

Assim sendo, colocamos

¥{r) = g.lr*, Alr) = i
()amémjl ()”éJI

e
®(r) =) laa|s"
n=1 i
Como
' 1
Afr) = a;|r* < =
0 = 3 kel < ¥
_ 1
= grwyRr =k

onde k¥ é um nlmero real e [(2r)°] representa o maior inteiro menor ou

igual a (2r)° . Similarmente

_ 1 o v 1
¥(r) = ; 6.2 < ; ™ < pl2n)
nablSn<(2r)? " nabl&n<(2r)e ;‘;7; ' nﬁzn;-l W; ’
como
w .
= converge
n-';i-l ;‘—F ’

entao seja k; sua soma , desta forma, segue que,
¥(r) < Pk, .
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~ Por outro lado, ®(r) é um polindmio de grau n, de posse destes resultados,
temos,

M(r) < ®(s) + kr® + &
Isto é,

M(r) < @ [h + ;W+ g(zgg}
< r(zr)"

‘onde, N = {k1+;é%v+%’?a] . assim
‘]og M(r) < log 7" 4 log N

ou 8¢ja

log N

log M (r) < log r®°(1 +1 )

Aplicando novamente log em ambos os membros segue que,

loglog M(r) < loglog r®%(1 +1 log N )

isto é.

loglog M(r} < log(2r)® + log(1 + 108 N

Tor )

dividindo ambos o membros por logyr e tomando o limsup quando
r — 00 temos

' toge . 1+ )
p, = lims p]oglogM(r) < Tim su alog2 + alogr + Jog 7
f = i ]og T = fet00 log r log * log r
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Portanto,

pr = ]imsupM50+s+0=s.

Desta forma, p; < s ecomo s> f; >0, segueque, py < 0.
Provando assim que py=6,. [ |

O lema a seguir garante a existéncia de fungoes de crescimento regular.

Lema 3. Se 0 < p < oo entao existe uma fangao p € P tal que

. loglogp(r) _ »
rh—o% logr =0 . (11)

Demonstracao. A demonstracdo deste lema serd feita em trés etapas.
Primeira etapa. Vamos mostrar que se p € (0, 00} entdo existe p € P

tal que a identidade 1.1 se verifica. Com efeito, se p € (0, 0o} entdo

colocamos:
p(r)=¢"
Evidentemente, p€ P.
resta mostrar que lim, -, 22 ‘gg, L =p.

De fato, basta observar que

lim logloge” _ lim plggl =
= logr i—oo’ log

£

Segunda etapa. Vamos mostrar agora que o lema vale para p = 0. Com
efeito, se p=0, colocamos:

n

p(z)=1+2_‘ﬁf,;f
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K evidente que p € P. Resta mostrar que 2 identidade 1.1 é satisfeita. De

fato, como p(z) é uma fung3o inteira, entao pelo lema 2

b = n—ooo]

il
=

Terceira etapa. Finalmente, vamos mostrar o lema para o casoc p =00.

Com efeito, se p =00 , colocamos:
plr) = ¢
Evidentemente, p € P.Vamos mostrar que

lim lo_g_]..‘.’,g_l’ﬂ =00.
1=~ Jogr

De fato,

Yim loglogp(r) _ lim loge’
r=o  logr r—o logy

N _
= lim +— = oo
r—oo logr

Lema 4. Seja ®(r) uma fungio que satisfaz as condigoes do lema 3, para
0<p<L 00

17



Se ¥:R— R étal que

¥(r) _
lim sup S0 = 1
entao
O(¥)=0(®)=>p.

Demonstragio. Com efeito, do fato de lim sup %—g}} =1 ,entao,
dado ¢ >0 e r suficientemente grande,segue que

¥{r)
WSI+6

ou seja, ‘
¥(r) < (14 ¢)®(r).
Aplicando o log* em ambos os membros , temos
log* ¥(r) < log*[(1+ }8(r)
repetindo o processo,
log*log* ¥(r) < log*[log™* (1 + ¢} + log* ®(r)]
logtlog* ¥(r) < log*log* &(r) [% + 1] |

Dividindo ambos os membros por logs , temos

log* {1+ ___T_log"'(l +
log* log™ ¥(r) < log* log* O(r) + log™ ®(r)
logr = logr - logr o
Como
log* log* ®(r)
lim sup oer



+
log* [1 + l____og (1+¢)

lim sup log” <I>(r)
#4000 ]og 'y
entao
+ Tngt
tigy sup 25 pE ) ¢

ou seja, pela definicdo 3 , segue que py < pp = 9.
Reciprocamente, pelo fato de lim,_ sup g—% =1,

podemos escolher uma seqiéncia {r,};° com r, — oo de tal forma que
Y(r,

T
e entao, dado ¢ >0 e n suficientemente grande, segue que

-1,

Y(ra)
g2l

ou seja,

U(r) > 0(r.)(1 - ¢).
Aplicando log*t em ambos 0s membros temos,

gt ¥(r,) > log <I>(r,)(1 ~ €
repetindo 6 processo, temos

Jog* log* ¥(r,) > log*[log* ®(r,) +log* (1 - ¢)]

log* log* i‘(rn) > log* [log" o(r.) (%(—;(,.el )]

isto &,
+ + + log ( )
log* log* ¥(r.) > log* log* ®(r.) + log* ——+T(,—)
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Se n é suficientemente grande entdo logr, > 0.
Logo,
log"’(l
log* log? ‘I'(r,,) log* log* Q(rn @(rn)
logr, 2 log T ) log T

Entretanto, como

. log*log* ®(ra) _
B e
e .
[log"’!l - + 1]
lim sup + Jog” ®(r,) =0
200 ]og rn
entao
+ oot
Jim sup log™ log r\IV(r,) > po = p
Ou seja
: log* log* ¥(r) _
L) Togr 2P =P

Portanto, pe 2 pe = p.
Assim sendo,segue que O(¥)=0C(d)=p. B

Observagio 1. (Plano estendido)
Notacdo. Se K é um conjunto fechado do plano complexo denotaremos
- por K o conjunto do plano estendido:

K = Ku{oo)

20



Definicio 5. Seja f uma'fungio inteira ¢ z € CU {0o}. Dizemos que
z pertence ao conjunto final de f se, e somente se , toda vizinhanga de 2z
contém zeros de uma quantidade infinita de derivadas da fun¢do f.

Denotaremos conjunto final da fungdo f por Lg

Para que o leitor possa familiarizar-se um pouco mais com 2 definigao 5,

vamos encontrar o conjuhto final de algumas funcdes.

Primeiro exemplo. Encontrar o conjunto final de f(2) = ¢
Solugdo. Seja f(2) = ¢* entdo |

@ =R === ) =

significa que as derivadas de todas as ordens s3o iguais a ¢*. Como ¢ #0
para todo 2z € C , segue que , o conjunto final desta fungdo nao possui

elemento algum, ou seja, Li =0.

Segundo exemplo. Encontrar o conjunto final de f(z) = senz

Solugao. Seja f(z) =senz entdo

J'(2) = cosz
f"(z) = —éenz
["(2) = —cosz o assim sucessivamente, temos

2) = (-1)°senz e f"¥(z) = (-1)"cosz:

Significa que o conjunto final desta fungio é composto pelos seguintes ele-

mentos:

21



Lf:{...,:-k—z...,—w, -z 0, %,1, ...,%E...}U{oo} onde k€.

Terceiro exemplo. Encontrar o conjunto final de f(z) = zsenz
Solugao.

Com um pouco mais de trabalho verifica-se que o conjunto final desta
funcio coincide com o conjunto final da funcio f(2) =senz.

Quarto exemplo. Encontrar o conjunto final de f(z) = 2%,
Solugao.

Para isto vamos utilizar a férmula de Leibnitz:

9@ =Y (3 )79

k=1
Assim sendo, temos
(2e)™ = 2¢ + 2nze +a(n - )¢’

= (2 +2nz+ n(n - 1))

Cujos geros sdo: ‘—n—y/n e —n+,/n, logo, o seu conjunto final contém

apenas o elemento co , ou seja, L = {oo}.

Vamos agora enunciar e demonstrar alguns resultados sobre conjunto final
de uma fungio inteira. Entretanfo, convém ressaltar que para isto faremos

uso de dois teoremas clissicos de Polya e Saxer cujas demonstragoes exigem
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conhecimentos bem mais requintados do que o8 aqui expostos.

Teorema (P6lya-Saxer). Se g(z) ¢ uma funcdo inteira e nio é um
polinémio entdo g(z) = P(2)e?) ,onde P e Q sio polindmios, ou gg'y"”

tem uma quantidade infinita de geros. .

Teorema (Pélya). Seja g(z) = P(z)e?(®, onde P e Q sao polinémios.
Se @ édegrau q > 2 entio Ly consiste de q semi-retas igualmente
espagadas saindo do mesmo ponto. |

Proposicéo 1.1. O conjunto final de uma fun¢do inteira f(2) & fechado.

Demonstragdo. a) Se Ly =@ nada temos a provar, pois, § §
fechado.
b) Seja {z,}° uma seqiéncia em Ly, com {z}{ convergmdo para
z€CU {oo}.
Vamos mostrar que z € Ly.
De fato, como z, — 2z, entdo dado ¢ > 0 ,arbitririo, existe n, € N,
com % 2n, talque |z, —2|<ce.
Entretanto, 2z, € Ly paratodo » € N, isto quer dlzer que podemos tomar
uma vizinhanca de z, de raio 2 , que certamente existird uma infinidade
de f*(2)com zeros nesta vizinhanga.
Portanto, como € ¢ arbitrério, significa que qualquer vizinhanga do ele-

mento z, existem zeros de uma quantidade infinita de f»(z).
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Logo, z € Lg. Assim sendo, Lg é fechado. [B

Proposigao 1.2. O conjunto final de uma funcdo inteira obedece apenas
uma das seguintes propriedades: '
(1) oo€ely ou (2} IL=0.

Demonstracio. Vamos demonstrar esta proposi¢ao em duas etapas e
em ambas utilizaremos essencialmente os teoremas de Plya-Saxer e Pélya.
Primeira etapa. Se f(z) é uma funcdo inteira e nao é um polinémio e
ff'f" tem uma quantidade infinita de zeros entao f, f'ou f* fem uma
quantidade infinita de zeros.

Como os zeros de uma fungao infeira que nao ¢ constante 56 podem se
acumular no infinito , co é um ponto de acumulacio; logo, oo € Lyg.
Segunda etapa. Por outro lado, se f(z) nao é um polinémio e
f(2) = P(2)e?®) | podemos ter o seguinte:
(1)  f(2)=P()e®  onde Q(z)tem grau g2>2,
mas,ocorrendo isto,0 teorema de Pélya nos gai'a,nte queb L¢ consiste de
g-semi-retas igualmente espagadas saindo do mesmo ponto, significa entao
que co € Lg. _
(8)  f(2) = P(z)e?® onde Q(z) temgrau g=1.
Neste caso, f(z) = P(2)e??) , onde Q(z)=cz+4d.
On seja, '

f(2) =P(z)e* onde Pi(2) = P(z)é.

Derivando, vamos obter,
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fn(z) = {cnap?m + [azc + nmal]cﬂ—lzm-l
+|cﬂaa + nazc(m -_ 1) <+ nalm(m - l)]cﬁ—zzm—z +.. .}e“‘

como 3 soma das raizes é

—gy¢" — nma;c*! _ —a; am
S, = . =% _
(131 5] c

a média aritmética das raizes serd:

S, —ag n
Mo =22 "0 _12
7 m am ¢
como
n
I—Ez—l <M e |=|—oc0 quando nr-— o0,
am 7
temos,

|Ms,| +00  quando n—o0.

Significa que pelo menos uma das rafzes tende para infinito, logo, 00 € Lg .
(3) Se f(2) = P(z) entdo apartir de um certo n, € N, digamos,
n+1>ny, frHi(z) = .

Portanto, todo z€C ézerode frt'(z) , istoé, CC Ly Assim sendo
, 0 €Lg.

(4 Se P(z) = constante entdo f(z) = Ke** , como e°* nunca se
anula, entdo significa que, Ly =9.

Portanto, como (1)(2)(3) e (4) fecham todas as pombxhdades con-
cluimos que co€Lgou Ly=0. B
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Capitulo 2
CONJUNTO FINAL

E importante registrar neste momento que a funcdo p(r) que sera usada nas

préximas demonstragdes é uma fungda de classe P acrescida da hipdtese
de p(0) > 0.
Lema 1*. Sejam s e ¢ constantes positivas e N e A, inteiros positivos. .

Seja k uma constante complexa. Entio existee > 0elA €2 com X > ),

tal que a funcao :
g(z) = ofz — k> @)
satisfaz |
") < ¢ 0<n<N, |s|<s, (22)
lgl2)l < ollel), |2 20, - (23)

e existe zy, |20| > 8, tal que

lo(z0)] = 5(2])- 24

Demonstracdo. A demonstracio deste lema serd feita em sete etapas.
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Primeira etapa. Inicialmente, vamos mostrar que para k € R,
k>0, [gh(z)] <¢, sempreque 0<n <N e |2 <s.

De fato, suponhamos k > 0. Escolhemos 7o > s+ 2k. Para cada inteiro
positivo A > )y, definimos,
(@) =ealz- B
onde,

a=plis >0 e ni)=sn)

Entretanto, para |z| < s,

l0a(2)] = lealz = BP| = ealz— kI,
como, [z—k| < s+ k& e A >0, temos

e~k < s+ k.
Porté,nt;o,
lor (2)] = ealz — HI* < eafs + ),

logo, pelo fato de p(r,) = ex(re — &)?, temos,

loa (2}l < P("o)(%'%)%-

Afirmamos que,

p(ro)-((-lsj—)T — 0 sempreque A —oo.
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De fato, basta observar que p(r,) é constante e que 2% < 1. Desta
- forma, dado ¢ > 0, arbitrério, podemos escolher A suficientemente grande

de tal maneira que,

loa(2)l <e  para  Jz| <.
Segunda etapa. Mostraremos agora que dado ¢ > 0, arbitrario,
lg2(2)l <¢ sempreque |2 <s  0<a<N.

Com efeito, visto que,

n(e) = alz - k)"

entao
\(2) = dea(z — k)™,
gi(z) = (A - Lex(z - k)2

£(2) = M2 — 1) - 2ey(z — K->

¢ assim sucessivamente, temos;

g (2) = exA(A = 1) = 2)(A = 3)...(A = (n = D){z - kP-*.
Como, |
P2 AA-1)(A-2)..A-(n—1)) para A€Z,

28



entao

IR(2) < Xalz—k

Az — ke - k"

Aplro)(s + E)
2 — Kir{ro — k)

<

Camo, 0 < 2% < 1, colocamos, H& =1 | seguneque 4> 1.
Portanto,

’ o 1 —Au
Jim 1ok ()| < Jim, e

usando a regra de L’hospital,temos,

im lg® : alplre)
}H&lg)\(z)l S k‘;‘_’% Iz — klﬁ(lo; 6)“5"“" - 01

assim sendo, dado ¢ > 0, arbitrdrio, podemos escolher A suficientemente
grande de tal forma que;

lga(2)| <€, sempreque J¢{<s e O0<n<N.
Terceira etapa. N&gta etapa mostraremos que
@) <o), semproque o] <.
Com efeito, escolhendo A suficientemente grande, t'emos,
o (2)] < 2(0),

pois, p(0)>0.
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Entretanto, p(z) é crescente, entZo,

loa(2)| <p(0) <p(l2]) sempreque O0<|2| <.

Quarta etapa. Vamos garantir que apartir de um certo inteiro M > 0,

p{|#|) cresce muito mais répido do que ex(z — k)*.

On seja,

p(l#]) = ex(z — k)* a medida que |2| — 00,

Em sintese, é suficiente mostrar que,

Lgf](-“%[ ~+0, quando |2| — 0.
r(l=

[ (2)] _ lea(z = kP

2()) e

evidentemente,podemos escrever,

De fato,

(z—kP} =2+, + 6,222+ ... + 4,
onde, @y, @z,..., G , 830 constantes complexas. Assim,

lea(z— kP _ loalsl 1+ G+ F+ -+ 2
p(lzl) p(l=]) '

Como por hipatese,

lim r=Cp(r) =00,  paratodo ¢,
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entao
23

|2 p(2|

e como {1+ 4, +a;+ ... a,) élimitado, conclufmos que,

0(a)] _ leatz = kP _ o

p(f]) p(=]) ’

" Quinta etapa. Agora, escolhemos M > 2k + s tal que M > r,. Seja
A={zs<|2| < M}.

y 0

gempre que  |2] — oo.

Definimos,

H:A=C

- I\z)
H(z) = ﬁfz—& |
Evidentemente, H é continua, pois, g,(z) é um polindmio e p{|2|) é contfnua.
Como H estd definida num compacto, entao pelo teorema de Weierstrass |
existe 2z, € A tal que, |

|H(z)| 2 |H(2)], paratodo z€ A

Definimos, também para z € C,

o(s) = i) Y. @8)

_ plz)) _ lo(2)lp(|z])p(|z
96a) = s (o) VP, = I R

Como, |H(z)] 2 1H(2)l, segue que,
lo(2)] < lgs (20)Ip(120])2(|2]) =p(lz]) .

Entao, z € A, temos,

p(|z]) ga (20)|
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Portanto,
lg()] <p(jz]) vpara 8L <M.

Notemos ainda que conforme a construcio de ga(2), tinhamos um certo
ro € A tal que g(ro) =p(re}, logo , H(ry) = 1 e portanto, 0 méximo ,
isto é , |H{%)| > 1. Desta forma, |

Com isto, as conclusGes seguem da seguinte forma: Sabemos que,

()l <e para | <s e plzl) ¢y
: %o

entdo
lg(z)l <e para 2| <s,
pois,
p(l%)
2)| = |o\l2 <¢el=¢.
| lg(2)| = lox( )lm NS
Sexta etapa. Vamos reunir nesta etapa todos os resultados até agora

conseguidos afim de justificar cada uma das afirmacdes feitas no lema.

Assim temos, a afirmagdo (2.2) do lema, isto §,
lo"(z)l <¢, para O0Zn<N, |5l <s,
segue imediatamente, pois,

@) =l <e1=e.
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A afirmacdo (2.3) do lema , segue utilizando as partes (A),(B) e (C),

abaixo:

Parte (A).
o2 = v 2L < pa 2l < 1)
pois, | |
Heb<i o @<, pm <
- Parte (B). | | ‘
jot2)) = oI L < iz 2L < e
pois,

Hell <1 o n@<pld) b Az
Parte (C). |
Pela quinta etapa desta demonstragao temos,
@I <p(lz))  para s <M.
Finalmente, a afirmagio (2.4) do lema, segue de (2.5} colocando
2= 2. B
- Ou seja,

(20l = o)l el = )

Sétima etép& Para completar a demonstragao deste lema é importante
ressaltar que para o caso geral onde k é uma constante complexa qualquer,

todas as conclusoes anteriores permanecem verdadeiras.
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- De fato, podemos escolher 8 € R tal que k = e[k},
Com isto,temos, '

@l = Iz — ¢kl
L= [l — R
= |(ze™ - |&])’].
Portanto, para w = ze'”, temos,
|| = [ze™| = |2| < ..

Desta forma, as conclusOes anteriores permanecem verdadeiras, mesmo

quando, k for uma constante complexa qualquer. |

Proposicao 1. Seja K um conjunto fechado do plano complexo C.
Entio existe uma seqiiéncia {a,}* em C cujo conjunto dos pontos limites

de todas as suas subsegiiéncias {a,.,,;l}?° é exatamente K.

Demonstragdo. Com efeito, definimos, para cadan=1,2,3,...,

_f it} [kELL) n? 2 \ |

Seja
A=) B,

a=1
entdo A é uma familia enumerdvel de retingulos.

Portanto, podemos escrever,
A={D\,D:,Ds,...,D.,...} onde D, sioretingulos.
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Definimos agora 2 seqiiéncia {a, }<° da seguinte forma:

Paracadane€N,a,=n se D,NK =@ caso contririo escolhemon
um elemento arbitrdrio da interseccio.

Com isto, vamos mostrar que K coincide com o conjunto dos pontos
limites de todas as subseqiiéncias {a,,}>> de {a,}e.

Com efeito, seja {e, }° uma subseqiéncia de {e,}® tal que
{@a.}{° converge para um elemento arbitririo ‘a . Certamente pode-
mos tomar uma subseqiiéncia {80y} de {a..}5° tal que os termos
¢,,, €K paratodo n;, €N. Logo, como K ¢ fechado, segue que
a € K Portanto, a '€ K.

Para o caso em que a seqiiéncia tomada seja divergente é trivial, pois,
wekK. ' |

Reciprocamente, seja ¢ € K, significa que @ € K ou @ = co. Suponhamos
que ¢ € K. .

Como B, é uma cobertura. para [-n,n]x|-n,n], » € N, entdo tomando
n suﬁcxentemente grande de tal forma que a € UZ, B,, segue que existird
ko €N com k 2>k tal que e€UR, B;.

E sabido, conforme a construgio de B, que, ,para k > k, existe um D
subretingulo de B; que contém @, pois, a € U2, Bs.

Assim sendo,afirmamos que existe {a;:};> em Dy tal que ¢; — 4.

De fato, dado € > 0, arbitrério, escolhemos &, € N tal que 3@ < e

Assim para k 2 ky temos |ay—e| £ 3@, pois, a;; e @ sdo clementos
de Dﬂs . '



Portanto,

IS
IS

|a,-,,—a|5 < <¢€.

Logo, {¢;:} converge para 4.

Finalmente, para o caso em que g = o© ba,sta observar que o retangulo

[n—ln [n—l n]
:_x 1 T
n 'n n ' n

contribnird com um ponto para a seqiiéncia @, e isto resultard numa sub-

seqﬁéncia, de a; comvergindo para co. Portanto, oo estd em K. B

Antes de enuncidrmos a préxima proposigio vamos definir alguns as-
pectos importantes.
Inicialmente, utilizando a seqiiéncia {a,}® da proposicao 1, definimos

A={z lr-al21 | ld<n+la} 2.6)

n
e Cp = Fronteira de A,.
A seguir, vamos garantir a existéncia de uma seguinte seqiiéncia quédmpl&,
procedendo da seguinte forma: | '
Seja ¢, = A =1r =p = 1. Nés escolhemos a seqiiéncia quadripla
{cn, An; Py 14 }3°, indutivamente.
Suponhamos inicialmente que esta seqiéneia exista para n € N. Deve—
mos mostrar que o8 teTmo8 Cpipy Ant1s Potr € Tapr  eXistem. Para que
possamos fazer isto, vamos enunciar e demonstrar duas proposicdes que
~ servirdo para tal propésito. | | |



Proposicao 2. Seja
b= jnf, jnf o ()]} (2.7)

. Entao
& >0 sempreque k< n.

Demonstragio. De fato,

lo7 (2)| = lewde (A — )2 = 2).. (elm — 1)) (2 - @)~ > 0

pois, g°(z) =0 somente quando z =4, , mascomo 2z = oy & A,, entio

|g&*(2)] > O.
Segue entao que,
inf,g,,lg,': (2)| > 0.
Entretanto,
620 = lexde(de = 1) = 2)... (X — (m — 1)}z - @s)™™|

= feallhelle =11 P = (= Dz = gy

A

z R

pois, |z — 8| 2 %
Sendo assim, fazendo @ = A —m, temos @ > 0. Portanto,

1 ]
gt (=)| > F >0, pois, [|H2>1

Desta maneira,
oo, (it lar (@)} > .
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Logo, segue que

6 >0, sempreque k<n. §

Proposicao 3. Segja

|z|<k+|a Igﬂh( )I = qk (2'8)

Entao
>0, sempreque k<n.
Demonstracio. Evidente, pois, |g*(2)| = |e:llM!] = M onde M é

uma constante maior do que zero. [

Feito isto, vamos construir 08 termos Ces1, Ant1, fes1€fays €I duas
etapas: Primeira etapa. Escolbemos

Mot 2 dagae (2.9)

Para escolber g, vamos proceder da seg’hinte forma:
Afirmamos que

I; ()l<p(r) para |z]=r— o0 (2.10)
De fato
> _ (2} + @(2) +... +4.(2)|
l;gk(z)l = 0]
lg:(2)] | lga(2)| lg=(2)]
S0 T T
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Conforme a qua;r/ta,. etépa do lema,

13 a(2)]

If:;)r —0 quando |z|=r— o0.
Portanto, para ¢= ylz > 0,temos,
Se@
k=1
= <,
pr} T m

ou seja,

lz:gk(z)|< E%.l sempre gue |z|=7‘—+°o.
k=1

Portanto, se p.41 for suficientemente grande entiio para todo £ > pats
‘teremos que a desigualdade {2.10) serd satisfeita. Assim sendo, escolhemos
pusr de tal forma que (2.10) é satisfeito para |2| =r > pop

e ainda,

Puts 2 Mﬂxg&ﬁ»(’“ + Iﬂsl) ) Pogr > Ty e Pogs > Pn’ (2-11)

Segunda etapa. Esta etapa consiste em usar o Lema 1* para construir
os termos

Cotr € Tair.
De fato, Sejam, 6 = gy, € €= Flz;:rmin(&, N, 1) constantes positi-
vas.Sejam A, =N e Xy =Anyy inteiros positivos .

Seja k =a.41 uma constante complexa qualquer.
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Entdo existe ¢ = ¢y, >0 e inteiros ])OSitivos A=de1 D> Apzs = Ap tal
que 2 fungao |
9:?4,1 (z) = Cn1 (z - a,,_,,l)AnH

conforme o Lema 1* , satisfaz:

1 )
19241 (2)| < gazr min(ds , e, 1) (2.12)

para 2| < posa e 0<m<A,;

9.41(2)| < p(lz]) para [ 20 (2.13)

e existe Za41, COM ,
Zass| = Fasa > o, (2.14)
tal que,
| |9041 (Zass)| = P({Za4a)- (2.15)

Completando assim a construgio dos termos ¢n4; € #p4y. Portanto,
por estas etapas fica garantido a existéncia da seqiiéncia quadrupla

{A% 3 p% ] r!& b cn}?o'
Disto segue também que,

pn— 00 quando 0 — 00, ' (2.16)
- pois,

Pa1 2B €  Papy—00 quando % — o00.
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Em funcdo do fato da seqiiéncia quédrupla existir,

- definimos,

16)= $ale-a) =Y ala). @)

Proposicio 4. Afirmamos que f(z) assim definida é uma fungio inteira.

Demonstracao. Seja O um compacto do plano complexo C
Escolhemos n € N tal que po44 2 n e de tal maneira que

0C{z; 12 £ pan}-
Assim sendo, usando (2.10), temos,
1,
9752 (2)| < saprmin{fy ,mx, 1)
2
para |Zi S Pr+1 0 S m S Au- Logo,
m 1
(< P z€0,

pois, lg};ign(ak; T 1 1) < i'i'a]':Fl"

Entretanto, ¥ .-, 2"1“ converge; entdo usando o critério de Weier-
strass, a série, |
Y g% (2) converge uniformemente para z€O.
ns==l
Acontece que a afirmacio (2.10) é verdadeira para 0 < m < A, , portanto,

fazendo m =0 temos,
. .
1 T : ;
|9n11(2)] < 3 para z2€O0
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ou 8eja, pe]d mesmo critério, temos,
00
Y |ga41(2)] converge uniformemente em z€O.
=1

Logo,
f(z) = i g.(2) € uma funcdo inteira. I
‘ =l

Proposicdo 5. Seja f*»(z) a derivada de ordem A, da fungdo f(z).
Entao

[ (2) nao tém zerosem |¢| < m+|a.| sempreque m>1.
Demonstracio. Afirmamos inicialmente que,
JAn(2) = gin(z) + Fn (z) = Constante + By (2).
De fato,

Po2) = emdm! + it dmit it = 1) oo mat = e = D)z = G =03
+ CmsaAmaz (Amiz — 1) .. ();,,,+2 - (Am = 1))(Z = Cmaa)*™*">= + ...
+ Cmti Atk Attt — 1) o Qmss = Qo)) (2 = Gga) =70 4
= gr(@) + o) ot T

Fazendo, Eu(2) = gama (2) + ghna(2) + .- + gmie(2) +..
Entdo

P =gin(z) + E(2) = tudn! + En(z) = Constante + En(z)- (2.18)
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Vamos mostrar agora que -

[Em(2)l < @ (2]l para |o| <m+laal.

Com efeito,
|Ea(2)] = lommi(2) + gma(2) + .-+ () + .-
< ¥ lon)
a=m+1

ecomo |zl <m+|an] € fass
entdo usando (2.10) ,temos

,i; g7 (2)] < .jﬂ ,%,,min(é.,, s 1), (2.19)

sempre que m<nr+ 1.
Entretanto,

nﬁn(ﬁm) nﬂ’ l) S "ma

| logo,

End] € 3 1< 3 55,0, (0n, 1, 1)

n=m+1 n=m:
< 3w
a=m+1 2
Mas,
O B {1 1 .
2,7 (Frpm).
Como '
ff 1
n=m+1 2ﬁ



é uma série geométrica cuja razao é % e o primeiro termo é 2ml=r ,

temos,

logo,
Bl < Y = gm <na <|ar(@)],

pois, N, = inf|gi~(2)| para |z| <m+ |aa|.
Portanto,

|En(2)| <lga~(2)]  para  [2f < m+|am| (2.20)

Como fA»(z) e gh=(2) sdo funcGes analfticas, pois, f(2) & inteira e
gin(2) éconstante em A, e nasua fronteira, isto é em Cm e também

como, respectivamente, por (2.18) e (2.20) ,
|FA=(2)| < 2lgnr (2],

entao pelo teorema de Rouché

@ +m@ e g2
tem o mesmo nimero de zeros em |z| < m+ |ay,].
Como g)»(z) é constante em |2| <m+ |ey| significa que gA~(z) ndo
tem zeros nesta regiao.

Portanto,
f*»(2) ndo tem zeros nesta regido. B
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- Proposicao 6. Se A,-; <8< A, entio
f?{z) tem pelo menos um zeroem |z —a,| < %

e nephum zeroem |z K m+|ay).

Demonstragio. Inicialmente vamos mostrar que

f*(2) = gul(2) + £i(2)
Com efeito,
(2) = tmdaldm—1)... 00 = (8 = 1))(z - @)~
+tmi1 dmit Amas = 1) Amaa = (8= 1))(2 = @maa )™+
Logd, |
A=) +au@)+.. + @) +...

Fazendo F,(2) = gpya (2) + hia(2) + .. + ghps(2) + ..
temos que,

f'(2) = gu(2) + Fo(2) . (2.21)

Agora mostrarémos que,

IF(2)l < lgm(2)]  para  z€Cn.

De fato,
1F(2)] = |goga(2) + G (2) + -+ gy (2) + -]
< |G (@) + |G+ 4 |G () -
= . el :
a=m41
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Como, |¢| < m+ |6y < poy1 usando (2.10) temos,

i l l92(2)| < ) il 5217‘-1392’”(6&, 7, 1)

n=m+ —=m

Mas, como

e a série geométrica

1 1

D FT

Entao
o) , © 1 . b
!FS(Z)I < Z lgn(z)l < Z —Emm(ak s e 1) < o < 6m
fa=m+l n=m+l 2 2
Logo, | |
|F.(2) < lgn(2)]  para |2 S m+eal, (2.22)

ou seja,

IFy(z)] <Jg&,(s)] paratodo #€Com

Similarmente, f*(z) e g%(z) sdo analiticasem A, e Cm e como
pelas desigualdades (2.21) e (2.22)

|£2(z)] < 2lg5.(2)]
entdo pelo teorema de Rouché
rEEE e i
‘tem o mesmo mimero de zeros nesta reéiio.
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Como g5 (2z) tem pelo menos um zero em |z - a.| < ;},3 e nenhum zero

em |2| < m+|a,|, conclufmos que fe(z) tem pelo menos um zero em

|¢ — @m| < 75 © nenhum zero em |¢| < m+ |aw|.

Proposigio 7. O conjunto final da fungdo inteira f(z) deflnida pela série
em (2.17) é exatamente K.

Demonstracao. Esta demonstracdo serd feita em duas partes:
primeira pa‘rte... Suponhamos que K #0 ¢ z€ K.
Seja {a,;}¢° uma subseqiiéncia que converge para z.
Entdo dado ¢ > 0, escolhemos j > j,, suficientemnente grande de tal
- forma que ﬁl}f < % eainda [a.;~ 2| < §.
Assim sendo pela proposicao 6 ,temos que,

para Ag_y <8< Agj,

f°(2) tem pelo menos um zero em |g,; — 2| < ;}-
i

e nenhum zero em |zl| < n; + |aq5|. Portanto, f*(2) tem pelo menos um -
zero no conjunto {w : jw —~ 2| < ¢}.

Como existem infinidades de j com a propriedadede j 2> §, ,certamenf;e
existird uma infinidade de derivadas da fungdo f(2) que se anulard neste
conjunto. Portanto z € L¢.

- Segunda parte. Suponhamos que 2€ C—- K. Como C—- K ¢ aberto
entdo existe uma vizinhanga V = B(z, 1) > 0, tal que a intersecgdo |,
ouseja, V=Bz,NnK=4. |
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Desta forma, podemos escolher n > ny de tal maneira que

ni<% eque V=Bz,r)Cc{z,|zl<n+|a.]}.

Segue entdo que,
V = B(z, r/2) N Bla, 1/n) = 0.

Entretanto, se A,_; < 8 < A, 2 proposigio 6 garante que

f°(2) tem pelo menos um zeroem |z g,| < ;:;

e nenhum zero em (2| < 0 + [a,],

entdo como B(z, r/2) C {z; |2| < n +|a.]}

significa que,
flz) ndo tem gerosem B(z, r/2),
isto é, 2 ¢ Lg .
Como Lg # 0 entdo pela proposicio 1.2 o ponto oo estd em Lg , logo,
Le =K.

Consideremos agora K = 0.
Neste caso temos que

Qg —+ CO.

Entretanto, pela proposicdo 6 , paracada me€N , podemos escolher
8m como sendo um zero de O+ em |2 - €| < i
Obviamente a,, converge para co.

Portanto,
o0 € L¢.
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Finalmente para o caso em que 2z € C a demonstracdo segue de maneira
similar ao que foi feito na segunda parte. §

Proposicio 8. Seja f(z) a fungdo inteira definida em (2.17). Seja p(r)

satisfazendo as condicoes da definicao I .

Mlr

Se Mi{r) ﬂ%"'f(“)l entao llm,_msuppr = 1

Demonstracao. Inicialmente vamos mostrar que:

se
<l =r<pan
entao
1) < 224 pr) +
Com efeito,

HYI <Z§s 2)| + 19a(2)] +| Z 9:(2)|

entretanto pela designaldade (2.10) segue que,

n-—1 ‘
| L ale)l < p(lzl) = (_r)l sempre que  |z| =1 2 pa;

pelo lema 1*,

loa(2)] < p(l2]) =p(r) para |o]=r2>0

1Y w@) < Y la)

k=n+1 k=n+41
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0

< z Elfmjn(a-’ﬂ: T, 1)

e~
1
< T
= 2—1,,-<1 pata  |2] =1 < pops
assim, |
Ihil o(2)] <1 sempre que |zl=17< pota- (2.23)
Portanto,
1@ < 2o 41 pan g <l Spun
Se
M(r) = maxlf(2)
entiio

M(r) < + p(r)+ 1.
E ainda, como, p(r) >0 para todo r , segue que,

M(r) _
70 (ﬁ—l)p(r} "H ok —1‘*“"*’“(‘)’"

Entretanto, quando r — o0 , temos que,

p(rj— 00 e n—o0,

logo,

hm sup—ﬂ%l < ]un n sup —

1
1+ =1.
it p(r)
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Portanto,
lim lim sup — = M(r) <1.

o(r)
Reciprocamente,
n—1

el = 1) alz)+ E 9:{#a) + g5 (2a)|

=n4

> |ge(za)l - | k;lgx(zm 3 o)l

k=n+1
Como
-1 00 ' -1 00
1Y alz)+ Y alz) <1 alw)l+1 3 ozl
k=1 k=n+1l k=1 E=n+1
Entio

|f (zu]|>l9k(zﬁ)l—lzyk(%)|—l >zl

k=n-41

Portanto, usando as desigualdades (2.14) e (2.15) temos,

|0:(2a)| € p{|2:]) — p(ra) sempre que 1, = 2| < pays -

Seguem , respectivamente de (2.10) e (2.19) que,

n-1

;Iy zn)|< 1 para |z.|=1r 2> pn

l!cE-H gk‘(zﬂs)‘ <1 pa’ra' Izn| =T S < Prt1

fCall 2 plr) - 2Ly
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Mas,
M(r.) = max |f(z,)] -

[znl=rn

Assim senda,

_plr)
| Mir,) 2 p(r.) -1
Entretanto p{r,) >0 para todo r, e tanto p{r,) quanto

n tende a infinito, sempre que , r, — co.
Desta forma, temos

 M(r,) plra) i) 1
Jirg sup o) = P p(r) (- Dplra)  lra)
= lim supl - L 1 =1,
o0 (n—1)  plra)

Portanto, isto significa que existe uma seqiéncia {r,}
com 1, — 00

tal que

Logo,

ou seja, podemos concluir que ,

, M(r) _
Agswp ey =1 |
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Teorema 1. Seja K um conjunto fechado do plano complexo.

Seja p(r) uma funcdo satisfazendo as condigdes da definicio 1.

Entdo existe uma funcdo inteira f(z) tal que o seu conjunto final § exata-
mente K , isto é, Lg = K e além disso seu médulo méximo , M (r)

Satisfaz
lim sup _(ler =1,
P00 e

Demonstragio. A demonstragao destg teorema segue trivialmente as-
sim: Consideremos a fungdo inteira f(2) construida em (2.17); conforme
a proposicao 7 seu conjunto final é exatamente o conjunto K e segundo

a proposigao 8
Completando assim o que queriamos. [§

Teorema 2. Paracada 0 < p < 00 existe uma fungao inteira de ordem p

cujo conjunto final é {oo} , isto é, nao possui elementos do plano complexo.

Demonstracdo. Seja 0 < p < 0o. Pelo lema 3 , existe uma funcio
p(r)€ P tal que

r=o0 logr
Mas pelo teorema 1, para K =@ existe uma fungao inteira f(z) tal que

Lg={o0} e 'lilonosup%%)-=l;

Como, pelo lema 4 e a definigao 4, respectivamente, temos
O(M())=0((r)) =0 e O() = O(M(r)
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Segue ent3o que
0(/f) = O(ple) = p-

Assim sendo, mostramos que existe uma funcio inteira f(2) tal que

0f)=p e ILg={cc}. N

4

Portanto, como o leitor pode observar paracada 0 < p < o0 ¢
possivel encontrar uma funcio inteira cuja ordem de crescimento é p tal
que seu conjunto final nao possui elemento algum do plano complexo, o que
responde negativamente a questio (Q).

E importante ressaltar que ao propor esta questio, Pélya , evidentemente,
nao estava se referindo ao elemento oo, haja visto que, ele proprio ji
havia contribuido para demonstrar que o conjunto final de uma funcio in-
teira tinha apenas uma das seguintes propriedades: Ly =@ ou oo € L.
Desta forma, isto certamente confirma que a sua preocupacio era sem
dividas, com o fato do conjunto final possuir ou nd3o pelo
menos um elemento do plano complexo? Como conclusio podemos dizer
que o teoremsa acima, ndo s6 é uma resposta para a questiao Q, como
também, confirma o que Pélya havia afirmado. '

De um certo modo alguns resultados sobre conjunto final foram obtidos a
partir do estudo das derivadas sucessivas de uma determinada fun¢io in-
teira. Entretanto, o leitor deve ter percebido que nosso trabalho seguiu
o caminho inverso, ou seja, obtemos uma fungdo inteira cujo o conjunto

final j4 era de nosso conhecimento. Esperamos com isto ter proporcionado
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ao leitor, subsidios suficientes para que ele tenha entendido o percurso e
desejamos também que este trabalho sirva como inspiracao a quem even-

tualmente seguir esta linha de pesquisa.
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