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Resumo.

Neste trabalho sao investigadas algumas propriedades espectrais de dois sistemas
quinticos nao separdveis: o hamiltoniano de Henon-Heiles e o oscilador harménico bidi-
mensional com perturbagio sugerida por Pullen ¢ Edmonds do tipo z*y%. Foi confirmado
que estes sistemas apresentam uma transicao do comportamento quantico regular para o
comportamento quantico irregular, também chamado caético, através do estudo da sensi-
bilidade dos niveis a pequenas mudangas na perturbacao. Estes resultados foram obtidos
com melhor precisido do que os ja publicados na literatura.

Tanto na obtengao do espectro de energias quanto na prépria andlise da sensibilidade,
a utilizacao dos grupos de simetrias destes sistemas quanticosfoi muito importante. Assim,
este trabalho também contém um estudo detalhado das simetrias de sistemas quénticos
em geral e sua aplicagao no estudo dos hamiltonianos citados.



Abstract.

We investigated spectral properties of two nonseparable quantum systems: the Henon-
Heiles model and a two-dimensional harmonic oscillator perturbed by a £%y? term, as
suggested by Pullen and Edmonds. We confirmed the ocurrence of a transition from
regular to irregular behaviour in both systems from a careful investigation of sensitivity of
the energy spectra upon changes in the perturbation. Our results are the most accurate
obtained so far for these systems.

The calculation and analysis of the sensitivity was strongly facilited by use of the
symmetry group of the systems. For this reason, the present work also contains a detailed

study of the symmetries of quantum systems in general and of the aforementioned systems
in particular.
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1. Introducao.

1.1 Conceito qualitativo classico de caos.

O conceito de caos estd diretamente ligado ao conceito de integrabilidade. Um sis-
tema dindmico cldssico conservativo com f graus de liberdade é integrdvel se existem f
constantes de movimento (incluindo o hamiltoniano) expressas como fun¢do das coorde-
nadas do espago de fase de dimensao 2f. Um sistema com equagdes de movimento que sao
completamente gepardveis é um caso particular de sistema integrdvel|1,2].

Em sistemas ligados descritos por hamiltonianos quase separdveis (hamiltonianos nao
separdveis devido a perturbagGes muito pequenas) o espago de fase apresenta regices dis-
tintas. As regiao regulares do espago de fase contém trajetérias que comportam-se muito
igual dquelas dos sistemas separdveis|3]. Apés a aplicagao de uma fraca perturbagao essas
trajetérias permanecem nas vizinhancas da trajetdria inicial. Além disso, essas trajetdrias
estao contidas em superficies bem definidas de dimensdo f (torus).

. As regioes irregulares ou cadticas contém trajetdrias que divergem rapidamente de
sua trajetdria origina!apds a aplicagao de uma pequena perturbagao, ou seja, sao bastante
instdveis em relacao a mudangas nas condiges iniciais. Sistemas ergédicos {ou estocdsticos)
representam o caso extremo de nao-integrabilidade, isto é, contém somente regices irregu-
lares e quase todas as trajetdrias exploram a vizinhanga de cada ponto numa superficie de
energia de dimensao {2f — 1} no espago de fase.

1.2. Caos em sistemas quinticos.

O grande interesse em sistemas cldssicos cujos hamiltonianos nao sao integrveis o-
riginou a questao de como ergodicidade se manifesta no sistema qudntico correspondente
(ver Zaslavskii, G M, Sov. Phys. Usp, 22, 788 (1979) para uma andlize detalhada).
Despresando-se os spins e outros efeitos relativisticos, o operador hamiltoniano quintico
& facilmente obtido da expressao classica da energia H{¢i,p:) fazendo a substituicdo de p;
por —ihd/dg; ou requerendo que p; e ¢; satisfacam as conhecidas relagoes de comutagao.
Nos fen6menos de baixa energia os efeitos de spin podem ser introduzidos pelo tratamento
padrao das matrizes de Pauli sem recorrer & equagio de Dirac.

Percival [3] iniciou o estudo de caos em sistemas quénticos em 1973 motivado pela
observacao que moléculas poliatémicas sao descritas por hamiltonianos nao integriveis.
Ele previu que o espectro de energia vibracional de moléculas poliatémicas deve mostrar
uma sequéncia regular de niveis que modifica-se abruptamente antes do limite de disso-
ciagao numa sequéncia irregular e que somente os Lasers modernos tem suficiente resolugdo
para detectar o espectro irregular. As investigagoes posteriores ficaram restritasa estudos
numéricos de hamiltonianos modelo como “Sinai’s billiard” e osciladores com acoplamen-
tos cibicos, quarticos ou de maior ordem que tiveram origem em problemas de mecinica
classica ou foram convenientemente sugeridos.

Vdrios métodos foram sugeridos para caracterizar o caos em sistemas quinticos: a
distribui;ao estatistica do espacamento dos niveis de energia, a sensibilidade dos niveis a



uma pequena mudanga na perturbagao, os cruzamentos evitados. Devido a sua natureza
invariante (ou independéncia em relagdo a base) as propriedades espectraisse tornaram ad-
equadas para analisar o impacto do movimento cadtico na mecinica quintica. Entretanto,
o caos quintico também pode ser estudado usando informagoes contidas nas autofugoes
[4,5].

1.2.1. Sensibilidade dos nfveis a mudancas da perturbacao
e 0s cruzamentos evitados.

Num trabalho pioneiro, Percival [3] previu que o espectro quantico de energias de
hamiltonianos nao integrdveis congiste de duas partes com propriedades muito diferentes:
uma parte regular e uma irregular. As energias do espectro irregular sio muito mais
sensiveis a uma pequena mudanga na perturbacao do que as da parte regular.

Para um hamiltoniano dependente de um pardmetro , Pomphrey [6] sugeriu, em 1974,
as segundas diferencas '

ME = [Eb+ 8- EG- B0 - EG-), (L)

como critério para medir o comportamento de cada nivel energético E; em relagdo a
uma pequena modificagdo §b no pardmetro de perturbagao & do hamiltoniano conside-
rado. Quanto maior a segunda diferenga maior a sensibilidade dos autovalores. Um estudo
numérico do Hamiltoniano de Henon-Heiles (em unidades com m = & = 1):

H = 3(p3+p3)+ 2(s* + %) + baly® — 2/3) (19

com b = 0.088 ¢ w = 3~!/% mostrou que autovalores com energia menor que uma certa
energia critica quantica £ sao insensiveis a pequenas mudangas na perturbagao, ou seja,
pertencem a parte regular do espectro. Acima de E; encontrou autovalores que sao muito
sensiveis a pequenas mudangas na perturbagao, ou seja, pertencem a parte irregular do
espectro.

Estudando esse mesmo hamiltonianocom & = 0.1118 e w = 1, Noid e outros |7] sugeri-
ram em 1980 um novo conceito de ergodicidade quintica associado com a justaposigao de
cruzamentos evitados no grafico dos autovalores em fungao do parimetro de perturbagao.
Pouco tempo depois, em 1981, Pullen e Edmonds [8] mostraram usando b = 0.088ew = 1
que a maioria das grandes segundas diferencas corresponde a cruzamentos evitados. O
hamiltoniano de Henon-Heiles tem apenas um nimero finito de estados discretos. Pode-se
ver facilmente que o potencial deste hamiltoniano tem trés pontos de sela [9]: (1/8,0) e
(—1/28,+1/3/2b) com energia D = 1/6b%. Esta energia corresponde a energia de disso-
ciagao acima da qual nao existem estados quanticos discretos ou ligados. Posteriormente,
Pullen e Edmonds [10] estudaram o hamiltoniano {em umidades com m = & = 1):

1
H= §(p§+p§+x2 +y%) + bxty? (1.3)



que tem a caracteristica de ter todos os estados ligados: nao ocorre dissociagao como no
modelo de Henon-Heiles. Utilizando todas as simetrias unidimensionais do operador da
equagao (2.3) eles calcularam as segundas diferengas no intervalo de energias que o sistema
cldssico tem a transicao de ordem para caos. Obtiveram um crescente aumento do nimero
de grandes segundas diferengas com o aumento da energia, ou seja, o sistema qudntico
mostrou uma transiao da regiao regular para a irregular do espectro. A utilizagao das
simetrias no estudo dos cruzamentos evitados é importamte porque, além de simplificar
bastante a solug&o numérica, evita a possibilidade de cruzamento entre os niveis. Isso é
consequéncia do teorema de von Neumann e Wigner (1929), Teller (1937) e Arnol’d (1978)
[8,10] que proibe o cruzamento de niveis de mesma simetria para um sistema hamiltoniano
de um parimetro.

1.2.2 Distribuicao de probabilidade do espacamento dos niveis.

Em estudos de Berry [1], McDonald-Kaufman [11] e Bohigas e outros [12] foram inves-
tigadas as propriedades espectrais de sistemas ergddicos cldssicos como “Sinai’s billiard”
e “Stadium billiard”. Ficou estabelecido que as propriedades estatisticas dos niveis de
energia desses sistemas sao as mesmas dos ensembles de matrizes reais simétricas cujos
elementos tem distribuigao gaussiana, que sao conhecidos como ensembles ortogonais de
Gauss (GOE). Nesses sistemas a distribuicao de probabilidade P(S) de espagamento dos
niveis num intervalo £ a E + §F é bem aproximada pela distribuicao de Wigner, ou seja:

P(5) = S9*Sexp(-34°S") (1.4)

onde S éo apagamento dos niveis em unidades de espagamento médio e ¢, a densxdade
média dos niveis na superficie de energia £, é dada por:

§= (2wﬁ)“ff dgy ...dq;[ dp; ...dp;G(E—H(vql....pf)) (1.5)

e H éo hamiltoniano do sistema com f graus de liberdade. Como (1.4) se anula para S = 0,
estao excluidas as possibilidades de cruzamento dos niveis. Isso caracteriza a propriedade
espectral de repulsao dos niveis, ou seja, a- tendéncia dos niveis de evitarem agrupamento
no regime ergodico.

Os resultados anteriores sao validos somente para sistemas ergédicos, em que o espaco
de fase é totalmente ocupado por trajetorias cadticas. Nos sistemas integrdveis, ao contra-
rio, nao existe nenhum caos ea dlstnbulgao de probabilidade de espagamento dos niveis é
de Poisson [2], ou seja:

P(S) = gexp(~4S) (16)

Essa distribuicdo & valida para sistemascom dois ou mais graus de liberdade. E interessante
obeservar que (1.6) tem seu mdximo para S = 0, o que corresponde a possibilidade de
existirem muitos cruzamentos entre niveis de energia.

Os sistemas genéricos nao s3o nem integraveis nem ergddicos: seu espago de fase é par-
cialmente regular e parcialmente caético e as estatisticas de niveis devem ser intermedidrias



entre as integrdveis e as ergodicas. A diagonalizacdo de alguns desses sistemas mostroun
que quando o potencial € modificado do caso integrdvel (regular) para o ergddico, a fun¢do
de distribuigao P(S) comesa do tipo de Poisson e € alterada gradualmente terminando do
tipo de Wigner.

Berry ¢ Robnik [13] obtiveram uma previsao tedrica para P(S) igual a superposigio
da estatistica de Poisson e varias estatisticas de Wigner para a regiao de transicao entre
o estado regular e o cadtico. Foi fundamental no seu estudo a idéia de que cada regiio
cldssica conectada regular ou irregular (caética) do espago de fase num intervalo §£ dd
origem a uma sequéncia regular de nfveis energéticos, com P (S} do tipo da equagio (1.6),
ou irregular, com P(S) do tipo da equacdo (1.4). As diferentes regioes clissicas podem ser
determinadas calculando-se os expoentes de Liapunov ou as se¢Ses de Poincaré {14]. Con-
siderando separadamente as seqiiéncias de niveis que 8o estatisticamente independentes,
a distribuiao calculada foi:

P(S)= li exp~915 IIN erfc(x—l/-z-g-S) (1.7)
q dS2 =2 9 ' .
onde ¢ € a soma das densidades médias de todas as regices regulares e ¢;, ¢ = {2,...,N}

830 as densidades médias das (N — 1) regides cadticas do espaco de fasee ¢ = ¥ ¢;.

1.3. Objetivos.

A motivacao bdsica desta dissertagao é a possibilidade de se estudar experimental-
mente questoes relacionadas com caos qudntico no dominio da fisica atémica. Em vez de
estudos tedricos como billiards e modelos polinomiais pode-se agora estudar diretamente
um dos problemas fundamentais da fisica tedrica: o efeito Zeeman quadrdtico em dtomos
de Rydberg [15-17]. No estudo das propriedades espectrais é necessdrio a diagonalizacao
de matrizes hamiltonianas de ordem muito elevada. As técnicas de armazenamento de
matrizes e as simetrias do operador hamiltoniano, apenas descritas em termos gerais na
literatura, sao indispensdveis para um estudo satisfatdrio desses sistemas quinticos. As-
sim, um dos objetivos basicos desta dissertacao € desenvolver o conhecimento de técnicas
que permitem estudar sistemas fisicos reais. Um motivw adicional é um estudo de Reichl e
Buttner [18] de 1987 que mostrou que a quebra de simetria modifica drasticamente as pro-
priedades de distribuicao do espagamento dos niveis e de flutuagoes do sistema quéntico,
mudangas que nao tém andlogo no sistema cldssico correspondente.

Como o3 estudos recentes sobre quebra de simetria em sistemas qudnticos [18] s3o
numéricos e se limitam a um idnico hamiltoniano modelo (com um potencial totalmente
ligado sugerido por Pullen e Edmonds [10}}, um dos objetivos deste trabalho ¢ o estudo
das simetrias de sistemas quinticos e suas implicagées no estudo de hamiltonianos nao
integrdveis. Estudos desse tipo num sistema fisico real como o dtomo de hidrogenio em
um campo magnético uniforme ainda nao foram feitos.

Nos trabalhos numéricos de Seligman, Verbaarschot e Zirnbauer {19], Seligman e Ver-
baarschot [20], Wintgen e Friedrich {21] e Caurier e Grammaticos [22] observa-se con-
trovérsias em relagao as predicoes tedricas feitas por Berry e Robnik [23] para sistemas



que tém uma transigio de ordem para caos. Assim, outro objetivo é caracterizar as pro-
priedades espectrais de sistemas quinticos quando o sistema cldssico correspondente tem
uma transicao de ordem para caos.

1.4. Organizacao do trabalho.

Este capitulo deu uma breve nogao de sistemas caéticos cldssicos que foram funda-
mentais para o inicio do estudo de caos nos sistemas quanticos correspondentes. Foram
mostrados os resultados ji obtidos em relagao a sensibilidadea pequenas mudangas na per-

“turbagdo, cruzamentos evitados e distribuicao de probabilidade de espacamento dos niveis
dos hamiltonianos nao integrdveis. Também foi questionado a possibilidade de estudos em
sistemas fisicos reais que admitem experimentos para a verificagao dos resultados. Final-
mente, a constatagao de lacunas e controvérsias na literatura centralizou este trabatho no
estudo das simetriase das propriedades espectrais de hamiltonianos nao integraveis.

O capitulo 2 analisa as caracteristicas dag operagoes de simetria na equagao de Schro-
dinger independente do tempo e revisa resultados muito importantes a partir do grupo
gerado por esses operadores (grupo da equacao de Schrodinger). Também discute um
método aproximado simples para calcular os niveis de energia de hamiltonianos nao in-
tegrdveis (método variacional]. :

O capitulo 3 contém a aplicagao dos principais resultados tedricos apresentados no
capitulo 2 para a obtengao dos niveis de energia de dois sistemas nao integriveis: o hamil-
toniano de Henon-Heiles e 0 hamiltoniano com potencial totalmente ligado sugerido por
Pullen e Edmonds. Também sao investigadas as propriedades espectrais desses sistemas na
regido de transicao de ordem para caos do sistema cldssico correspondente, especialmente
as relacionadas 4 sensibillidade a pequenas mudangas na perturbagao e aos cruzamentos
evitados dos niveis de mesma simetria.

Neste trabalho se investiga detalhadamente a melhor base para o cdlculo dos autoval-
ores do hamiltoniano de Henon-Heiles que sao necessdrios ao estudo do comportamento
ca6tico do mesmo hamiltoniano. Como este sistema apresenta dissociagao a partir de
determinada energia, a base nao pode ser aumentada arbitrariamente. No entanto, os tra-
balhos publicados discutem muito pouco sobre as dimensoes utilizadas. No hamiltoniano
sugerido por Pullen e Edmonds {10] também se utiliza bases com maior dimensao a fim de
obter resultados com maior precisio. '



2. Revisao da literatura.

2.1 Simetrias dos hamiltonianos.

Para a obtencao de um nimero muito grande de niveis de energia convergidos é
necessario a diagonalizacdo de matrizes de ordem muito elevada {mais do que 4000x4000).
A utilizagao das simetrias do operador hamiltoniano permitedividira matriz hamiltoniana
em submatrizes redugindo o tempo e a quantidade de memdria do computador necessirios
a diagonalizagdo. Seu uso também tem sido indispensivel em estudos recentes sobre quebra
de simetrias em sistemas quanticos {18].

2.1.1. As operacoes de simetria.

Os autovalores E, necessdrios ao estudo do comportamento quantico dos sistemas
mencionados anteriormente (hamiltonianos qnase separdveis) sio obtidos da equagdo de
Schrodinger independente do tempo, ou seja:

HVY, =E, ¥, (2.1),

onde ¥, é o autoestado associado ao autovalor £, e H é o operador hamiltoniano.

O operador hamiltoniano tem simetria se é invariante (fica 0 mesmo) apés uma trans-
formagao de coordenadas como reflexao, rotagao, permutagao ou inversao. Uma trans-
formacao de coordenadas R do sistema original ¥ para um sistema #’, tem a forma:

# =R%,

ou, em fun¢ao de suas componentes,
"*Ji = ZR,'jxj.
y;

Um operador de transformagio Py que atua em uma fun¢io f(%) ao invés das coordenadas
é definido de acordo com a convengao de Wigner por:

Prf(%) = f(R™'%),

Qualquer operador que deixa o hamiltoniano invariante € denominadooperador de simetria.
Quando um operador de transformagao Pp deixa H invariante é indiferente se ele
aparece na esquerda ou direita deste:

PrHY = HPpV¥ (2.2)



para qualquer ¥. Portanto, Pr comuta com H. Nessa equagao pode-se expandir o produto
dos operadores numa representagao matricial baseada em autofungoes do operador Pg:

D> _(Pe)iHj = ) Hij(Pr)ji
J

J

Como na base de suas antofun¢oes Pr é uma matriz diagonal a soma se reduz a 86 um
termo:
(Pr)iiHit = Hit{Pr)ex

[(Pr)ii — (Pr)ee|Hir = 0. (2.3)

Claramente, H;;=0 se i e k referem-se a diferentes autovalores do operador Pg. O sig-
nificado desse resultado é que, na procura de autovetores que diagonalizam o operador
H, pode-se usar separadamente classes de fungoes associadas a diferentes autovalores do
operador de simetria [24].

O conjunto de todos os operadores que comutam com H forma um grupo {(grupo da
equagao de Schrodinger) pois existe transformagao inversa de coordenadas e o produto de
dois operadores que deixam H invariante também deixa H invariante (o produto indica duas
operagoes em sucessio). Em outras palavras, o produto de dois operadores que comutam
com H também comuta com H.

Exemplosdas operagoes de simetria que podem ocorrer sao listados a seguir na notagio
padrao de Schoenflies que geralmente € utilizada em aplicagdes moleculares [24,26]:

E = identidade. '

C, = rotagao de 27 /n.

o, = reflexao num plano horizontal, isto é, num plano perpendicular ao eixo de maior
simetria de rotacao.

oy, = reflexao num plano vertical (que contém o eixo de maior simetria).

7] produto de uma rotagao e uma reflexao num plano contendo o eixo de rotagio.

Sa rotagdo imprépria de 2x /n, ou seja, rotagdo de 2x /n seguida de reflexdo no plano
perpendicular ao eixo da rotagao. S; = inversio.

2.1.2. O grupo da equacao de Schrodinger.

Como o conjunto de operadores Pr que comutam com H (que deixam H invariante)
gera um grupo, € conveniente obter informagoes do hamiltoniano a partir desse grupo de
operadores. Aplicando um operador de simetria genérico P (pertecente a um grupo de
operadores £/,Cy,04, ... definidos na segao anterior que comutam com H) na equagao de
Schrodinger, obtém-se:
’ PRH‘I’,,, =P3En‘ll,¢,

ou

HPR\I’:; = EnPR‘I‘u (2.4)



pois Pr comuta com H e também com F,. Qualquer fun¢ao Pr¥, obtida operando-se
numa.autofungao ¥, por um operador de simetria do grupo da equagao de Schrodinger
é autofungao dessa equagao com a mesma energia que ¥,. Assim, aplicando o operador
de simetria a uma autofungao gera-se outras autofuncoes degeneradas. Se esse proced-
imento fornece todas as fungoes degeneradas a degenerescéncia é normal. Qualquer de-
generescéncia que nao pode ser obtida desse modo € denominada acidental, significando
que nao tem origem Gbvia em simetria [24].

Admitindo que um autovalor £, é 1, vezes degenerado (excluindoas degenerescéncias
acidentais) pode-se escolher um conjunto de I, autofungdes ortogonais \Ilgn degeneradas
de autovalor £, que constituem uma base do espago de dimensao I,,. A aplicacao de um
operador de simetria Pz em qualquer das {» autofun¢des produz uma autofun¢ao com
a mesma energia que é combinagao linear das {, funcoes degeneradas. O efeito dessas
operagoes Pp em qualquer fungao '\IIE-”) é convenientemente representado por matrizes
D(?)(R) definidas formalmente por:

in . '
Pr¥{™) = 3 " ¥{"D)(R),, o (28)
k=1

Essas matrizes sio irredutiveis (dimensdo !, ) pois nenhuma matriz de dimensio menor que
I, pode expressar a transformagio mais geral. Como cada matriz D{*)(R) corresponde a
um operador Pp do grupo da equagao de Schrodinger entao devem formar representagoes de
dimensao [, do mesmo grupo. Demonstra-se que essas matrizesformam uma representagao
do grupo considerando duas operagoes sucessivas (o indice n que denota uma representagao
de determinado estado £, estd omitido):

Psp¥; = PsPgp¥; = Py Z%D(R)h‘
7
=Y (Ps¥:)D(R)ii = Y ¥;D(S);sD(R)si
7 i

=3 ¥ D(S)D(R)];:
i

Psp¥; =_Z V;D(SR);i
!

Entio, D(SR) = D{S)D(R) e as matrizes de fato constituem uma representagio do grupo.

O conjunto de I, autofungoes degeneradas \I/E”) de energia £, forma, portanto, uma base

de fungGes para a representagao irredutivel Dy, (de dimensdo{,) do grupo da equagdo de
Schrodinger. Diz-se que a fungao \IIS”) pertence a i-ésima linha da n-ésima representagao
irredutivel. Facilmente se demonstra que para uma base de fun¢oes ortonormal, a qual
é geralmente usada em mecdnica quintica e também neste trabalho, a representacao é
unitdria |24].



Deve-se esperar que representagoes irredutiveis diferentes ocorram para autovalores
diferentes. Considerando um conjunto diferente de fungdes linearmente independentes ¥/
que 830 combinagoes lineares da base ¥;, 1 = {1,...,1},

i
!
¥ =Y Vo
k=1

PR\I’} = PRZ‘I’I:O'H = Z‘I';‘D(R)jkaki

Z ¢m“m.D(R iEQkj = Z‘I’ la™ ID(R)G]'M

k,4,m
=Y VD' (R)m
m

D'(R) = a~'D(R}o é uma representagao equivalente a D(R). Portanto, a representagio
do grupo da equagao de Schrodinger, a qual pertence a um particular autovalor, é uni-
camente determinada a menos de uma transformagao de similaridade. A representagao
irredutivel é uma caracteristica qualitativa pela qual os varios tipos de autovalores podem
ser distinguidos. '

2.1.3. Caracterfsticas das representacoes irredutiveis.

Nesta seqao sao apresentados alguns teoremas importantes sobre representagdes ir-
redutiveis, que permitem generalizar o resultado da equagao (2.3) para todo o grupo de
opera.dorfs que comutam com o hamiltoniano.

Teorema 1- Teorema da grande ortogonalidade: para representagoes nao equivalentes,
irredutiveis e unitdrias de um grupo vale a igualdade:

A
ZD(” (R);; D) (R)irjr = ity rbaar (2.6)
onde a soma varia sobre todos os elementos do grupo R = {£,4z,..., A} els é a dimensdo

da n-ésima representagao irredutivel D, [24,25].

E dtil interpretar esse teorema geometricamente como estabelecendo a ortogonalidade
de um conjunto de vetores caracterizados pelos indices n,¢,; no espago de dimensio &
dos elementos do grupo R = {F, As,...,Ap}. Para o indice n hd I% vetores ortogonais
independentes pois ,j = {1,...,Is}. O nimero total de vetores ortogonais é obtido



somando-se todos os n, o qual nao pode exceder a dimensao A do espago. Facilmente se
demostra [25] que vale a igualdade, ou seja:

PR (2.7)

Teorema 2: duas fung¢oes pertencentes a diferentes representagoes irredutiveis ou difer-
entes linhas da mesma representagao unitdria sao ortogonais.
Prova: como o produto escalar é invariante a rotagoes :

(21", 4{2) = (Pre(™, Pa¥(?")
=¥ D™(R); D) (R)ine (2™, ¥

it
Yy

Na primeira igualdade, pode-se ver que hd uma independéncia em relagao a R. Somando o

termo da direita sobre todos os elementos do grupo R, dividindo por h (ordem ou nimero
de elementos do grupo) e aplicando o teorema da grande ortogonalidade, obtém-se:

in

(8™, 9{77) = bunrbirr > 151 (3, ¥(™)

=1

onde {, é dimensao da n-ésima representagao irredutivel. Também se vé que o produto

escalar (@&“) , ‘Ilga?')) € independente de k. Fungoes pertencentes a diferentes representagoes
irredutiveis ou diferentes linhas da mesma representagao unitiria sao denominadas fungoes
de simetria diferente. Esse resultado pode ser generalizado pelo seguinte teorema.

Teorema 3 - elementos de matriz de um operador H que é invariante sobre todas as
operagoes de um grupo anulam-se entre fungoes pertencentes a representagoes irredutiveis
diferentes ou diferentes linhas da mesma representagao unitdria.
Prova: como A é invariante a todas as operagoes do grupo, ele pertence a representacao
identidade e, assim, nio muda a simetria de \Ilg”) no produto (\Ilg’f') H \Ilgc”) },isto é, H \Il&’”
pertencea k-ésima linha da n-ésima representagao irredutivel e, pelo teorema anterior, nao
conecta fungoes pertencentes a diferentes representacoes irredutiveis ou diferentes linhas
da mesma representagao unitaria, isto €, nao conecta fungoes de simetria diferente. Esse
resultado € muito importante porque permite diagonalizar separadamente cada uma das
matrizes hamiltonianas geradas por estados de mesma simetria.

Como as transformagoes de similaridade (R’ = A—1RA) deixam um certo grau de
arbitrariedade nas representagoes, é conveniente o uso do trago dessas matrizes. O cardter

da n-ésima representagio € o conjunto de & nimeros x(®(E), x("(4,),..., x{M(43),
onde: ‘ | .
X" (R)=T:DMR) =Y DIR);. (2.8)
n=1

Fazendo { = j, ¢’ = j' e somandoem f e ¢, a equagio (2.6) fica:

Y xR X PV (R) = hbnnr. (2.9)
R
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Reunindo os elementos do grupo em classes {i, nas quais x(?) (R) sdo iguais, a equagdo
anterior fica: o
Zx(n) (C1)* x(™ ) (Ci)Ni. = hbgar
t

onde N; é o nimero de elementos do grupo na classe O}, e k varia sobre todas as classes.

Desse modo, os caracteres das vdrias representagges irredutiveis formam um sistema
ortogonal de vetores no espago de classes C;. Como o niimero de vetores mutuamente
ortogonais nao pode exceder a dimensionalidade do espaco, o nimero de representagoes
~ irredutiveis nao pode exceder o nimero de classes. Aquitambém vale a igualdade, ou seja,
‘o nimero de representagoes irredutiveis € igual ao nimero de classes.

Tendo encontrado as simetrias do hamiltoniano (segdo 2.1.1) obtém-se informagées
importantes na tabela de caracteres desse grupo de simetria, que se encontram publicadas
na literatura. As linhas da tabela definem as representagoes irredutiveis do grupo e as
colunas as classes. A primeira coluna corresponde ao elemento unitario E que é represen-
tado pela matriz identidade (seus caracteres indicam as dimensoes das representagoes) e
a representacao da primeira linha, denominada totalmente simétrica ou invariante, tém
todos os elementos iguais a unidade.

2.1.4. Autofuncoes de simetria.

Esta secao completa a teoria sobre simetrias pois mostra como obter as componentes
simétricas de qualquer fungao, isto é, as componentes pertencentes a cada linha de cada
representacao irredutivel de um grupo de simetria. Esse resultado necessdrio para a uti-
lizagao do teorema 3 no estudo variacional de hamiltonianos perturbados porque primeiro
deve-se decompor a fungao tentativa nas suas componentes simétricas para depois diago-
nalizar separadamente cada matriz hamiltoniana gerada por estados de mesma simetria.
Na equagdo (2.5), vé-se que o resultado da aplicagao de qualquerelemento do grupoem uma
fungao base da i-ésima linha da n-ésima representagao irredutivel \I’E”’) é uma combinagao
linear de todas as fungoes base da mesma representacao irredutivel. Multiplicando essa
equagao por D{™}(R)*, somando sobre R e usando o teorema da grande ortogonalidade,
obtém-se: ‘ i ‘

Y D™(R);; Pp¥{™ = I-;ams,,,-qu’*). (2.10)
E
Conclui-se que a aplicagao em um operador da forma:
plm) _ Im 5= pim) pye p 2
i —TER: (R)i; Pr (2.11)

a uma funcao base tem a propriedade de fornecer gero, a menos que a fungao operada
pertenca & j-ésima linha de D{™), Se essas condigdes sio satisfeitas, o resultado é \I’Em].
Portanto, tem-se um método para gerar todas as fungoes base de uma representagao irre-
dutivel a partir de uma isolada.

11
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0o teorema a seguir diz que uma fungao arbitrdria F pode ser decomposta na soma das

fungoes f ") pertencentes a cada linha (k) de cada representagao irredutivel (n) do grupo
de operadores Pp.

Teorema 4: Se Dy,Ds,...,D, sao todas as diferentes representagoes irredutiveis de
Pr, vale a 1gualdade:
¢ in
F=Y"% 5"
n=1k=1

A dedugdo, embora simples|24,25|, estd omitida devido a extensao.
Nas equagoes (2.10) e (2.11) viu-se que:

PAIV ALY = 600 b £V

e, entao:

PIF = f{*) | (2.12)

na qual se nota que P,E,’:) ¢ um operador de projegao que fornece a parte pertencente a
k-ésima linha da n-ésima representagao irredutivel de qualquer fungao. Esse resultado é
diretamente utilizado no capitulo seguinte. Colocando i = j na equacao (2.11) e somando
sobre todos ¢, é possivel definir um novo operador:

Z : E x(™ (R)"Pr (2.13)
R

que para uma fungio f(*) {)ressa na soma de fungoes pertencentes as linhas da n-ésima
representagao, satisfaz 7 (" ) e também:

plrlp = (e} {2.14)

cujo resultado é bastante utilizado no capitulo seguinte pois projeta a parte pertencente
a n-ésima representagao irredutivel de qualquer funcao dependendo somente do cardter
dessa representagdo que se encontra publicado em tabelas de vdrias bibliografias {24,26).

2.2. Espectro variacional.

Os niveis de energia dos hamiltonianos nao podem ser obtidos analiticamente se a
equagao de Schrodinger nao € separdvel. O método variacional é um método aproximado
simples para a obtengao dos estados fundamental e excitados [27].

Uma fungao arbitrdaria normalizada ¥ pode ser expandida nas autofungoes de energia
g, onde Hup = Fug.

=Y Apug | (2.15)
E



O valor esperado de H para a fungao ¥ é dado por:
(H) = / U H¥dr = ;E(Ag)’, (2.16)

onde a integracao € estendida sobre todo o dominio das coordenadas do sistema.
Uma inequagao itil é derivada da equagao (2.16) trocando cada autovalor E pelo

menor autovalor F,:
(H) > ZEO(AE’)z = Ep,
E

visto que ) (4g)* = 1 para uma fungio normalizada. Assim:
E’oS[\II’H\I'dT. (2.17)

O método variacional consiste em avaliar as integrais do lado direito da equagdo (2.16)
com vma fungao de tentativa que geralmente depende de parimetros. Neste trabalho se
utiliza como fungdes de tentativa bases ortonormais (do tipo das equagtes 3.3 e 3.7) muito
grandes. A diagr ~aliragao da matriz hamiltoniana gerada por uma destas bases (ver

-secoes 3.1.2 e 3.2.2) pode demorar de 10 minutos até 6 horas. Assim, também se usa o
parimetro variacional nao linear fixo {(igual a 1) porque é necessdria uma diagonalizagio
para cada valor deste parimetro; caso contrdrio, seriam necessirias varias diagonalizacoes
para minimizara base. } :

Esse método também fornece um limite superior para os estados excitados quando
a fungao tentativa é ortogonal as autofuncdes dos estados inferiores. Supondo que ¥ ¢
ortogonal a n autofungdes u;(f = 0,1,...,n) dos estados E,, Ey,...,E, entdo, na equagao
(2.15), os coeficientes A; correspondentes s3o nulos. Uma inequagdao pode ser obtida -
substituindo cada autovalor E na soma do lado direito da equagao (2.16) por £, com
o resultado que o valor esperado da energia é um limite superior para este autovalor. Na
pratica, o estado fundamental é.0 menor autovalor obtido na diagonalizagio da matriz
hamiltoniana e os estados excitados sio o3 outros autovalores em ordem crescente pois os
autovetores 8ao ortogonais dois a dois.

13



3. Procedimento Pratico.

3.1 O hamiltoniano de Henon-Heiles.

Um sistema geral que nao é separz’wel nem ergédico (que nao é separdvel devido a
uma pequena perturbagao , isto é, que é quase separavel) bastante utilizado na hteratura
& o hamiltoniano de Henon-Heiles (em unidades com & = m = 1}:

H= 2(ph+p}) + 9lst + 5%) + bals? — 2/9), (3.1)

onde x e y sdo coordenadas e p; e py sd0 08 momentos cannicos conjugados e b é uma
constante de acoplamento. Para energias abaixo da energia critica £, = 0.68D(D = 1/65?%)
todas as trajetdrias pertencem a superficies integrdveis bem definidas (torus) de duas
dimensdes do espago de fase de quatro dimensoes [6]. Para energias levemente acima da
energia critica sdo encontradas trajetdrias instdveis com respeito as condigoes iniciais que
ocupam um volume tridimensional no espago de fase, cujo nimero cresce rapidamente até
a dissociagdo [6]. Como Pullen e Edmonds [8] e Noid e outros [7] neste trabalho utiliza-se
sempre w = 1.

3.1.1 As simetrias.

Colocando o hamiltoniano da equagdo (3.1} ‘em coordenadas polares # = rcosé e
y = rsinéd se obtém:

1 4% 1 ot 1

HZ—Ew+"2“2—"2-W—§6?3C0333. (32)
Os trés primeiros termos do lado direito de (3.2) sdo invariantes a todas as rotagoes no
plano XY e a todas reflexdes em planos que contém o eixo perpendicularao plano XY . As
simetrias devem, entao, ser obtidas analisando o termo cos34. Como cos38 é invariante
a rotagdes de 27 /3, 47 /3, reflexdes sobre o eixo x e reflexdes sobre £ com rotagdes de
27 /3 e 41 /3 conclui-se que o operador da equagao (3.2) é invariante a 6 operagoes : E
(transformagao identidade), Cs,C3%, 6., 04 € 0. Procurando em tabelas de caracteres
(apéndice B de [24] e ap&ndice 1 de [26]) vé-se que essas operagdes geram o grupo (s, que
tem os caracteres na tabela (3.1). Nesta tabela encontram-se representagoes irredutiveis
do tipo A; e Aj, que correspondem a auntovalores nao degenerados, e do tipo E, que
correspondem a autovalores duplamente degenerados.

14



Cay E 2Cs 30
Ax 1 1 1
A, 1 1 -1

E 2 -1 0

Tabela 3.1. Tabela de caracteres do grupo Cs,

Como foi visto na segdo (2.1.4), uma fungdo arbitrdria ¥(r,8) (nesse caso, uma au-
tofungdo do operador hamiltoniano (3.2) ) pode ser decomposta nas trés componentes
irredutiveis do grupo Cs, através das equagdes (2.13) e (2.14) que dependem somente dos
caracteres da tabela (3.1). Sendo f(41)(r,8) a fungdo pertencente a representagio Ay vé-se
que:

AN, 0) = PAVE(,0) = AL Y A (R) Prt(r,0)
R

[1.Pg¥(r,8) + 1.Poo¥(r,0) + 1.Pc2¥(r,8) + L.Py, ¥(r,0)
+ 1Py ¥(r,8) + 1.P51 ¥(r,8)]

= SlU(r,8) + U(r, 0~ 25/3) + ¥(r,0 ~ 4x/3) +¥(r, 1)

+ V(r,—8 — 28/3) + ¥(r,—0 — 41 /3)|

[¥(r, 8) + ¥(r, 8 + 45/3) + U(r, 8 + 20/3) + ¥(r,~0)

+ U(r,—8 +47/8) + ¥(r,—8 + 27/3)].

S|

OO

Como

JA)(r, 0+ 21 /3) = %l‘l’(r,ﬂ-k 2 /3) + W (r,0) + U(r,8 + 47/3) + ¥(r,—08 + 22/3)
+ ¥(r,—0) + ¥(r,—8 + 4x/3)]
= f(Ai)(r,g)

se obtém também facilmente que f(A)(r,8) = flAU(r 0 + 4x/8) = flA(r,—8) =
A (r 8+ 27/3) = f(A)(r,—0 + 45 /3). Assim, f(41) ¢& simétrica as rotacdes de 27/3 e
47/3, a reflexao em r e a reflexao em x com rotagdes de 27 /3 e 45/3, ou seja, é invariante
a todas as transformagoes do grupo de simetria. A componente de ¥(r,8) pertencente a
representagdo Az, f(42)(r,9), tem a forma:

J495,0) = Az, 0
= S1¥(r,0)+ ¥(r, 0+ 43/3) + ¥(r,0+ 20/3) — ¥(r,~0)
— V(r,—8+4x/3) - ¥(r,—0 + 2x/3)].
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Como f(A2)(r,8) = flA2)(r 8 + 25/3) = flA(r 0 + 4:/3) = —f AQ)(r —8) =
—f(A2)(r —0 + 2% /3) = —-f(AQ)(r -8 + 43r/3) vé-se que f(42) & uma fungio simétrica a
rotacoes de 27/3 e 47 /3, e & antissimétrica a reflexGes em x e reflexes em & com rotagoes
de 27 /3 e 47 /3.

Para base variacional pode-se usar as autofungoes do oscilador harménico bidimen-
sional em coordenadas polares, ou seja (na segao (3.1.3) mostra-se a conveniéncia de sua

escolha) :
) Voi(r,0) = (28) 2R, (r)e™, (3.3)

onden ={0,1,2,...},I={-n,-n+2,...,n} e R, édada por:

=02V 2

em que L sdo polinémios de Laguerre [28]. Os estados do tipo A sdo obtidos restringindo-se
! a {0,+3,16,...} na equagdo (3.3) para manter invariincia a rotagées de 2x/3 e 4x/3.
Os &tados duplamente degenerados correspondem, entdo, a ! = {£1,+2,+4,...}. Como
\Il,u(r —8] = (=1)*¥,,_(r,8) 28], para que a fungdo f (41) seja simétrica a reflexio em =
é necessdrio que (¥(n,l) = ¥, ,(r,8)):

S8 = U, 0) + Ta(r,~0)]
= Cl¥(n,1) + (-1)"¥(n,~1)] (3.4)

comn = {0,1,2,...} el restringidoa {0,3,6,...}, visto que | f (A1) { | f(A‘) | e apenas se
deve mclulrfunqo& ortogonais na base. € = (2)~ Y2gel#000C = 1/2 sel = 0. Para
que a fungdo f(42) seja antissimétrica a reflexoes em x & necessdrio que:

1) = O Wu(r,0) - u(r,—8)]
= C¥(n,{) - (=1)"¥(n,-1)], (3.5)

com s = {0,1,2,...},! restringidoa {3,6,9...} e C = (2)~ /2. Da componente de ¥(r, §)
pertencente a representagao E

F Bz, 8) = %[Z\Il(r,ﬂ) — {0+ mr/é) = U(r, 8+ 47/3)]

pode-se apenas concluir que ndo hd invaridncia a rotagGes de 27 /3 e 4 /3.

As equagdes (2.11) e (2.12) mostram que ainda € possivel decompor o3 estados de
simetria £ (que pertencem a uma representagao irredutivel bidimensional) nas compo-
nentes pertencentes a cada linha de sua representagao irredutivel, embora (2.11) dependa
da forma matricial dessa representagao. A representagao bidimensional pode ser obtida
usando-se as matrizes de rotagao no sistema cartesiano bidimensional [26], ou seja:

g\ _ [ cosl sind\ [z
¥/ \—sinf cosf /\y
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que sdo ortogonais e irredutiveis pois nenhuma matriz de dimensio menor pode representar
rotagoes em geral no plano. Fazendo 8 = 0, 2x/3 e 47/3 se obtém, respectivamente, as
representacoes de E,Cs e C%, ou seja:

£=(68) o (ks N) o= (i )

Para reflexao no eixo z € necessdrio que:

(v)=(5)

e a representacao matricial tém a forma:

s -f1 0
vZlo -1 )

As matriges que representam reflexces com rotat;ao o4 €0} 820 obtidas fazendo-se o produto
matricial de 6, com C3 e CZ. O resultado é:

o= (5 0E) < - (A )

Usando {2.11), (2.12) e as representagoes matriciais acima, a parte de f(%) pertencente a
primeira coluna fica na forma:

S (r,0) = PEV(r,0) = ‘B3 DEV R}, U(r, )P
R )

[L9(r, ) — 5 .¥(r, 0~ 27/3) - 3 9(r,0 - 45/3) + L¥(r,~0)

S| vo

1 1
- 5_\11(:,—8 — 27 /3) - —2-.\Il(r,—0 —4x/3))].

Como f(E1)(r,8) = f(E1)(r —8), vé-se que ela & simétrica a reflexdes em x. Para que essa
condigao seja satisfeita é necessdrio que:

(F(,8) = 7 l¥ns(r,8) + Lar(r, )

\/f
=—-[\I/(n,f + (=1)*¥(n,-1)].

7 )+ (=1)"¥(n, )]
Pode-se ver que|fEl |—|fE‘) |, o que restringel a {1,2,4,...} ou {-1,-2,-4,...}

para que somente fungoes ortogonais sejam incluidas na base. E interessante notar que
o nimero de estados degenerados necessdrios para a diagonalizagao ficou reduzido pela
metade.
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3.1.2 Os elementos de matriz.

Apds obter as simetrias do hamiltoniano da equagao (3.2} é necessarlo calcular os
elementos de matriz desse operador na base das fungoes simétricas fm . f [ 42) (E‘]
da secao anterior que, com a diagonalizacao da matriz formada por eles; permltem obter
o espectro de energias.

Para obter a matriz hamiltoniana do operador da equagao (3.2}, € suficiente utilizar
a relagao de ortogonalidade:

/ ¥ (a! 1) ¥(n,)rdrdd = Surabin,

em que ¥(n,l) = ¥, (r,8), e as relagdes de recorréncia [28]:

1/2 N1/
p+¥(n,l) = —ih (n +;+ 2) Uin+ 1,1+ 1)—ik (n 5 l) U(n -1,/ +1)

1/2 _ 1/2
p_U(n,l) = n(“;') q:(n—1,:—1)+fiz(" ;”) ¥(n +1,1-1)

1/2 g\ 12
x+\Il(n,I)=—(n+;+2) ‘Ir(n+1,£+1)+(“21) ¥in—1,+1)

' 1/2 _
x_\Il(n,I)=——(n;l) U(n-1,1-1)+ (n ‘+2) U(n+ 1,1 -1),

nas quais . = rtiy = rexp(+if) e px = p; +ipy, = —ihexp(£:8)[(8/0,) £ (¢/r)(3/04].
Os elementos de matriz:

(n'l' | H {al) = ('l | Ho | al) + 5 {a'V | Hy | al),

onde Hy é o oscilador harménico bidimensional ndo perturbado (trés primeiros termos do
lado direito de (3.2)) e H; é dado por:

H = —%r3c0330 = —(=2 +2%)/3,

830 iguais a:

al! | Ho | nd

{ ) Ddarabin £ (=1)"(n + 1)8prabyr i,
(n'l' | Hy | nl}
{ )
{ )

(n+

SZ:tSn —i " e 1#0
(ﬂ+ 1) nn(st'iy

CsSnt,

Il

Il

n't' | Ho | nl
ﬂ.’f' |H1 I nl

18



emque 0y = Oz = L6l =1 =0e 01 =0,0: = (2 J172 sell £i=00usel £I =0; 0
sinal positivw é nsado para as fungGes pertencentes 4 representagao Ay € £y € o negativo
para as pertencentes a representagao As e:

1
Sn,t == 6 Z 5t',t13[Ait 6n',n+3 + Agi 5u',n+1

’ + Ag:éul,n—l + Afsnl,u—z,].
O somatdrio indica a soma entre o3 termos com sinal positivo e negativo [29] e

Af = F[i(n 1+ 2)(n £+ 4)(nt] +6)]*,
Afziﬂan$ﬂhil+ﬂhil+ﬂrﬁ,
Ai==Faf§(n=sf—2)(n=s:)(u:u+2)1‘/’, -

A4_i[M¢I—)h¢I—ﬂM¢UW2

Esses elementos de matriz sao utillizados no programa em FORTRAN do apendlce A.

3.1.3 Técnicas de diagonalizacao e convergéncia dos autovalores

Observando as matrizes em dimensoes pequenas (em torno de 50 x 50) se conclui que
elas tem um nimero bem definido de diagonais nao nulas e sao simetricas, o que permite
a mudanga do modo de armagenamento geral para o modo de armagzenamento simétrico
por bandas {apéndice C) implicando uma grande diminuigdo do tempo e da quantidade de
memoria necessarios a diagonalizag&o Isso também indica que a base variacionalescolhida
permite boa convergéncia dos autovalores pois quanto menor o nimero de codiagonais
menor o erro devido ao truncamento da base das fungoes f(A‘ y Fa (42) ¢ Tul (E1) Uma rotina
conveniente para diagonalizagoes desse tipo é a EIGBS do IMSLIB

Esgse fator aliado ao uso das simetrias do hamiltoniano, que permitem dxagonaluzar
separadamente os estados pertencentes as representagoes A; Az e E, torna muito mais
rapida a obtengao do espectro. Esse aspecto é ilustrado comparando a diagonalizagao do
hamiltoniano com todos os estados ¥, (r,8) (tabela (3 2)) com a diagonalizagdo separada
da matriz hamiltoniana dos estados degenerados f,f : simetria E’; (tabela (3.3)), d
matriz hamiltoniana com estados pertencentes a simetria A; f ( (tabela (34)) e da
matriz hamiltoniana com estados pertencentes a simetria As f (tabela (3. 5)) Os
autovalores correspondentes da tabela (3.2) e das tabelas (3. 3) (3 4) e (3.5) s3o iguais
desde que as matrizes hamiltonianas pertencentes a cada simetria sejam truncadas em
" determinada dimensio com mesmo # mdximo (Fpez = fmez + 1). E importante ver nas
tabelas que, para o mesmo k. = 24, a dimensao da base da matriz hamiltoniana de
todos os estados (de 300) é aproximadamente 6 vezes maior do que as dimensdes das bases
das matriges de simetria A, e A:, respectivamente, de 56 e 44 e é 3 vezes maior do que
a dimensio da base dos estados de simetria £, (primeira coluna da representacao E) de
100. Todas estas tabelas foram obtidas através do programa em FORTRAN do apéndice
A executado no computador IBM 4341 da UFSC.
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E;

0.99859485906259
1.99007737619246
1.99007737619346
2.956624569677584
2.98532737225401
2.98532737225401
3.925696835076758
4.02506835076758
3.98241860851574
3.98576181424165
4.87015214635890
4.80865068893398
4.89865068893398
4.98625212741046
4.08625212741046
5.81703073140904
5.81703073140904
5.86702406041107
5.88145338171986
5.99132800432410
5.99132800432410
6.737933056405771
6.76488203865333
6.76488203865333
6.85344043536324
6.85344043536324
6.99893291350846
6.99938781104376
7.656950853306282
7.65950853306282
7.69774378142024
7.73690075193492
7.83274717502388
7.83274717502388
8.00042568929002
8.00942568929002
8.565406527290512
8.57630408180695
8.567639408180695
8.677952272903568

Eite0

7795227293568
811342561303964
81520603326459
02172504061643
02172504061643
44426638805477

9.44426638805477

0.46701812440640

0.556241819276881

0.62045393473120

9.62945393473121

0.79416162235084

0.79416162235085
10.03543210292864
10.03559876717094
10.30691254827371
10.32027508701149
10.32027508701149
10.46370007454824
10.46370007454824
10.57269210481806
10.59096214647616
10.77424286973971
10.77424286973972
11.04987227622767
11.04987227622767
11.16379029460050
11.16379029460050
11.17347785145959
11.32623843272900
11.38484247078901
11.38484247078902
11.563577714853614
11.563577714853615
11.75223765729108
11.75334025722531
12.01976084871596
12.02473422317280
12.02473422317281
12.06582872539650

8
8.
8.
9.
9.
9.

Eiis0

12.06582872539650
12.21304796009772
12.21304796009772
12.28750240888049
12.34387075736006
12.49062805898939
12.49062805898939
12.73062239888773
12.73062239888775
12.91572616440730
12.91572616440731
12.92255459337725
13.06183218964063
13.07871053723000
13.08980720077442
13.11908610990116
13.11908610990117
13.26800398225280
13.26800398225281
13.46153716884023
13.45787326657008
13.71109081559396
13.711090815569397
13.86033260460634
13.87081997504799
13.87081997504800
13.97931661397793
13.97931661397794
14.04153493033172
14.09267431424144
14.09267431424144
14.11448762273961
14.23345466678787
14.23345466678787
14.43937802434376
14.43937802434376
14.69976665592764
14.70355556650313
14.85236463515906
14.85236463515907
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tabela 3.2. Todos estados: b=0.1118, dim = 300, k,,,, =24, nc =69. Niwis de energia
correspondentes aos 120 menores autovalores resultantes da diagonalizagao de uma matrisg
hamiltoniana gerada por 300 estados (dimensdo da base) obtidos para kmes = 24. nc é o

nimero de codiagonais utilizado para o armazenamento da matriz por bandas.

SISO R QO DD Pt

E; Eit1s Eisa0
1.99007737619348 0.44426638805512 12.91572616440800
2.08532737225405 0.62045303473169 13.11908610990234

3.925696835076763
4.89865068893409
4.98625212741060
5.81703073140918
5.99132800432427

0.79416162235135
10.32027508701193

-10.46370007454889

10.77424286974030
11.04987227622822

13.26800398225379
13.71109081559512
13.87081997504901
13.97931661397953
14.09267431424254



tabela 3.3. Estados degenerados: b=0.1118, dim=100, k,,,,=24, nc=23. Os primeiros 45
niveis resultantes da diagonalizacao da matriz hamiltoniana gerada pelos 100 estados de
simetria £y obtidos para um k,,,; de 24. A projegao na primeira linha da representacao E
reduz a dimensio da matriz dos estados degenerados pela metade, ou seja, usando somente
os caracteres da tabela (3.1) a dimensio da matriz hamiltoniana seria o dobro (ver final

6.76488203865353
6.86344043536350
7.65950853306307
7.83274717502421
8.00042568929028
8.57639408180729
8.67795227293607
0.02172504061676

da segdo 3.1.1).

bt o

OO0 ~IOH UV i CO DD b=t

20

tabela 3.4. Simetria Al: b=0.1118, dim=56, ky,;=24, nc=14. Niveis de energia corres-
pondentes aos 56 autovalores resultantes da diagonalizacao da matriz hamiltoniana gerada

E;

0.99859485906259
2.95624569677587
3.08241860851580
4.870156214635899
5.86702406041119
6.73793305405790
6.00038781104396
7.69774378142046
8.55406527290540
8.81520603326492
0.46701812440577
10.03543210292906
10.30691254827427
10.59006214647665
11.17347785146010
11.75223765729177
12.01976084871665
12.34387075736086
12.92255459337806
13.07871053723074

11.16379029460121
11.38484247078983
11.563577714853672
12.02473422317365
12.065682872539764
12.21304796009858
12.490628056899013
12.73062239888886

Eite0

13.45153716884106
13.86033260460728
14.11448762274062
14.69976665592872
14.89197930786464
15.23226236936360
15.82330587772221
16.06667842820648
16.15967294266331
16.61106623205180
17.01161806431731
17.31461147356225
17.73438290325117
17.88959145956806
18.37870567263545
18.64429378322561
19.18919609331923
10.43867913537692
19.78802608862399
19.86638584926812

14.23345466678923
14.43937802434463
14.85236463516041
14.95350875776868
15.08610007536843
15.11172301671930
15.454041534931056
15.71183376199891

Eita0

20.03265546797520
20.82007260418704
21.21578747847273
21.57064963719171
21.61483861396427
22.14223631511685
22.32399811888302
22.77086910664554
23.22966367843529
23.51159083388024
24.05289919947847
25.30311123167153
25.41662458144828
26.54714887921188
28.11606911631181
30.09651791261729

pelos 56 estados de simetria A, obtidos para um &,,,, de 24.

ot o
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E;

3.98576181424173
5.88145338172001
6.098932901350867
7.73690075193518
8.81134251304003
9.556241819276931
10.035598767171563
10.57269210481862
11.32623843272971
11.75334025722614

Eiiss

14.70355556650471
14.88552586235866
15.24814998885419
15.96647859692032
16.15532836827447
16.50427115136823
16.78988080098586
17.26029690676933
17.86263171940856
18.10068663519366

Eits0

20.43776185235965
21.02897447020952
21.08826960603608
21.57870603371648
22.02850896594206
22.46841400401467
22.89407349845844
23.28085416922876
23.69106097017154
24.16841632904988

21



11 12.28760240888147 18.58878029095978  24.64346055285158
12 13.06183218954185 18.73135658950345 25.08489055129731
13 13.08980720077570  19.42597289718267 27.26167145404282
14 12.45787326657118 19.66827531333077 29.06257300331013
15 14.04153403033301 20.00794481741809

tabela 8.5. Simetria A2: b=0.1118, dim=44, k,,,;=24, nc=14. Todos o3 44 autovalores
resultantes da diagonalizagao da matriz hamiltoniana gerada pelos 44 estados de simetria
A, obtidos para um k,,,, de 24.

A dimensdo da base depende de dois fatores. A matriz deve ser grande o suficiente
para que os autovalores convirjam com a precisao necessiria quando comparados com os
autovalores de outras dimensoes. Entretanto, os autovalores comecam a divergir com o
aumento do tamanho da base devido a influéncia da propria base com parte significante
de sua densidade de probabilidade fora dos estados ligados do potencial de Henon-Heiles
[8,10]. A¥m disso, devido ao tunelamento nao hd, rigorosamente, nenham estado ligado
no sistemaembora para pequenas exitagoes o erro em assumir estados discretos é pequeno.
Truncar a matriz antes da divergéncia ocorrer consiste em colocar uma barreira de potencial
positiva e infinita junto aos pontos extremos do potencial. Fazendo essas consideragoes,
Pullen e Edmonds utilizaram em seu trabalho o valor étimo de 230 na dimensio da base
das simetrias unidimensionais para b=0.088. ‘

O estudo da divergéncia éfacilitado usando-se b=0.1118 porque ela pode ser observada
em dimensoes menores devido ao menor nimero de estados ligados. A tabela 3.6 mostra
o que ocorre quando se aumenta arbitrariamente a dimensio da base. Na segunda coluna
estao contidos os autovalores de energia para kp,,; = 70. Comparando com as tabelas 8
e 9 do apéndice E vé-se que todos os autovalores menores que a energia de dissociagdo
D=13.33 concordam com no minimo 6 casas decimais.

1 0.998594859063 0.998694850063 0.998504859063 -1.827881225008
2 2.056245696776  2.956245696776 2.0566245696776  0.998594859063
3 3.982418608515 3.982418608515 3.982418608515 2.056245696776
4 4870152146336  4.870152146336  4.870152146336  3.467347780102
5 5.867024059365 5.867024059365 5.867024059365 3.982418608515
6 6.737933026058 6.737933026058 6.737933026058 4.1185363599562
7 6.900387805393 6.999387805393 6.900387805393 4.870152146335
8 7.697742940015 7.697742940915 7.383348669103 5.867024059365
9 8.554053117427 8.554053117427 7.697742040015 6.737933026058
10 8.815202190604 8.816202190604 8.664063117427  6.999387805392
11 9.4668126056598 9.4668126056598 8.8156202190604  7.697742040014
12 10.035414257521 10.035414257521 9.466812605598 8.056170100041
13 10.305191649228 10.305101649227 10.035414257521 8.492972255821
14 10.590498360829 10.590498360829 10.305191649227 8.554053117426
15 11.160325736894 11.160325736432 10.590498360828 8.815202190604
16 11.749545568601 11.749545542239 11.160325735100  9.466812605598
17 11.966165418719 11.780553917634 11.205035145244  9.500775242539
18 12.332823173904 11.966165678421 11.749545570152 10.035414257520
10 12.748292713872 12.333823282449 11.966165479615 10.305191649226
20 13.076984856220 12.748312478983 12.196804192634 10.590498360827

22



21 13.07979562065670 13.076992130422 12.333823238845 11.094305082055
22 13.392660183485 13.392276725264 12.748307821661 11.160325739924
23 13.510740123229 13.500888246637 13.0769002100612 11.749545569494
24 14.019610090923 13.997134993856 13.392000236264 11.966165458706
26 14.1561195917106 14.077710822904 13.508448292971 12.333823200361
26 14.574130788696 14.234860005660 13.640860016330 12.684767426278
27 14.652042405550 14.651881265824 14.023004318517 12.748306669249
28 14.992145423413 14.7483700283156 14.161481717703 13.076992050011

Tabela 3.6. Divergéncia dos niveis de energia pertencentes a simetria A; quando a base ¢
aumentada arbitrariamente.

Na terceira coluna, obtida para uma base de dimensao com kpm.z = 76, observa-se um novo
autovalor £y; = 11.78 que nao aparecia nas dimensoes inferiores. No entanto, o3 outros
autovalorescontinuam iguaisaos obtidos utilizando dimensoes menores. Usando ksmez = 90
(quarta coluna) surgem 3 novos autovalores e utilisando kp,z = 110 (quinta coluna) jd
aparecem 9 autovalores bem diferentes dos obtidos através de dimensdes inferiores. E muito
interessante notar que os outros autovalores permanecem iguais com uma precisio de no
minimo 7 casas decimais em relagdo as dimensoes anteriores. Para a base com kmez =
130 aparecem 19 autovalores diferentes daqueles obtidos usando dimensoes inferiores em
energias abaixo da energia de dissociagao, ou seja, a medida que se aumenta a base o3
autovalores tendem a um continuo mesmo para energias abaixo da energia de dissociagao.

Desprezando os efeitos de tunelamento nao se deve escolher bases com dimensdes
maiores que a maxima dimensao sem divergéncia dos autovalores. No entanto, nada impede
que se escolha dimensoes menores desde que o3 autovalores calculados apresentem precisio

'z a

suficiente quando comparados com o3 da base mdxima sem divergéncia. Por exemplo para

b=0.1118, a base com &y, = 56 da simetria A, (tabela 8 do apéndice E) n3o apresenta
qualquer sinal de divergéncia mas uma base com ky,,; = 44 desta mesma simetria (ver
tabela 9 do apéndice E} fornece praticamente os mesmos autovalores com maior rapidez e
menor quantidade de memdria para o armagenamento. Assim, a dimensao com ky,o; = 44
€ a melhor dimensdo para a simetria A;. Deve-se investigar se este valor de truncamento
da base de simetria A; também ¢é valido para as simetrias A; e £{. As tabelas 6 e 7
{(apéndice E) da simetria £; e as tabelas 10 e 11 (apéndice E) da simetria A; mostram que
os autovalores obtidos com k,,,; = 44 convergem de no minimo 5 casas decimais até 14
casas decimais em relagao aos autovalores obtidos com k,,,; = 56 mostrando que o melhor
valor de kpyeoz obtido na simetria A; continva vdlido nas simetrias A e £y.

Para b=0.088 na dimensio de 1045 (ky,; = 110) também aparece um autovalor
diferente {que nao aparecia nas dimensoes inferiores) entre os niveis com energia menor
que a energia de dissociagao de 21.52. Analisando estados de simetria A; vé-se que a base
com kmez = 80 nao apresenta qualquer sinal de divergéncia mas a base com kpyox = 68
fornece praticamente 03 mesmos resultados: os autovalores convergem de no minimo 4
casas decimais até 14 casas decimais em relagao a base com kpqs = 80 (comparar tabelas
2e3o0u4ebdoapéndice E). A dimensio dim=408 (para ky,,; = 68) da simetria A, estd
acima do valor sugerido por Pullen e Edmonds de 230 [8], mas fornece maior precisio dos
autovalores quando comparados com os de dimensoes maiores.



3.1.4 As segundas diferencas

O comportamento de cada autovalor com relacdo a uma pequena mudanca na per-
turbagao pode ser medido usando-se as segundas diferencas

AYE; = [Ei(b+ 6b) — Ei(b)] - [Ei(b) — Ei(b— 68)].

Valores pequenos diferentes de 6b fornecem segundas diferencas proporcionais. Na tabela
(3.6} estdo os valores calculados para §6 = 0.001 (segunda coluna), para §6 = 0.002
(terceira coluna) e a razao entre as segundas diferencas correspondentes (quarta coluna).
Essza razao praticamente constante justifica o uso das segundas diferencas no estudo da
sensibilidade dos niveis de energia.

i —A'E; x 105 —AE x 10° RAZAO
] 0.02389 0.09556 0.25000
2 0.25972 1.03888 0.25000
3 0.16510 0.66045 0.249908
4 0.50205 2.00826 0.24999
5 0.68020 2.72114 0.24007
6 0.83751 3.35040 0.24907
7 0.19730 0.75953 0.24090
8 " 1.33062 5.32354 0.24905
9 1.40028 5.06346 0.24990
10 0.82246 3.29092 0.24992
11 2.37455 9.50263 0.24988
12 0.70492 2.83004 0.24901
13 2.97317 11.80665 0.24992
14 1.04328 417614 0.24982
15 458647 18.37286 0.24963
16 3.70256 15.03026 0.24634
17 5.62407 9238078 0.25133
18 1.73666 7.04223 0.24661
19 11.31922 45.49278 0.24881
20 206108 11.04388 0.24799

Tabela 3.7. Segundas diferengas para 20 niveis pertencentes a simetria 4, com b=.1118,
kmoz = 44, §b = 0.001 (segunda coluna) e §b = 0.002 {terceira coluna).

As segundas diferengas para uma mudanga 66 = 0.001 no parimetro de perturbagao
b = 0.088 sao mostradas na tabela (3.8) na qual se observa que a partir da energia £ =
16.13 = 0.61D sao encontrados vérios autovalores com segundas diferencas de mddulo
muito maior do que para as energias inferiores. Esses autovalores sao evidentemente muito
mais sensiveis a pequenas mudangas na pertubagao. Esses resultados estao de acordo com

os de Pomphrey [6] que utilizou w = 37!/% a0 invés de w = 1 na equagio (3.1).
i E’,-{b — 8b E,({)g E;{b + 664 —A%E; x 10°
1 3.9014642342909 3.9912638120174 3.9910609533868 0.06104
2 5.9284379701081 5.9267776617251 5.92560079303889 0.32772
3 7.0026258530824 7.0025780084443 7.0025239453817 0.08880
4 7.8405959646155 7.8360149451404 7.83319190562128 0.563619
5 8.89568628850429 8.8931470458369 8.8903819703138 0.55364
6 0.7280896360769 0.72183449189G8 9.7155003170424 0.72034



7 10.0323776699811  10.0327935593331  10.033195638271§ 0.13775

8 10.7609528841067  10.7548220464174  10.7485866771617 0.98869

9  11.5908026722003  11.5813997212663  11.5718907263471 0.91564
10 11.8802063454264  11.8766882442645  11.8729850901626 0.80033
11 12.56968757561795  12.58651656450647  12.5759754816880 1.44483
12 13.0777544245983  13.0787511646214  13.0797078575100 0.30620
13 13.4278005684445  13.4146648006816  13.4012777545670 1.20225
14  13.7000709011878  13.6917530320009  13.6832556317551 1.31124
16 14.4020066211327  14.3864603647337  14.3706448863408 1.99647
16 14.8736696721862  14.8687000428441  14.8635386031293 1.42319
17  15.2368187765816  15.2187967007534  15.2005067107507 1.76042
18  15.4930753587600  15.47955620017300  15.4657826563166 1.68012
19 16.1356478468270  16.1363244946419  16.1276424607866 58.61732
20 16.1738847092760  16.1525771382104 16.1401536136893 -55.00080
21  16.6402461001974  16.6286277410762  16.6166312707055 2.27386
22 17.0117122275917  16.98725656658114  16.9623114360833 2.86961
23 17.2628200069361  17.2439894803826  17.2248928385095 1.54324
24  17.8668974590612  17.8558210542822  17.8366822513874 45.16277
25  17.00945699645417  17.8820416630963  17.8632569376683 -38.21276
26  18.3780002165795  18.3589801083185  18.3393874893457 3.21745
27  18.7421813730165  18.7086004089881  18.6743598469637 4.58395
28  19.01472625665062  18.9007818278000  18.9665369501840 1.58208
20 19.2012421628111  19.201956208009564  19.2021898980025 2.45869
30 19.5609525843701  19.5313315506421  19.4949331200263 34.70008
31  19.6093090487733  19.5818464871485  19.5503172714764 -26.10347
32  20.0862682900193  20.0584931644690  20.0295546669202 5.79980
33  20.4158629234451  20.3701581827869  20.3231732763267 6.28452
34  20.7489466808588  20.7189431692348  20.6881065326478 4.02104
3 20.85665619848968  20.8433262426323  20.8289132813055 5.64794
36  21.1957876842074  21.14380740082556  21.0876288276921 19.85588
37  21.2854607462083  21.2568260888001  21.2295000013989 -6.24110

Tabela 3.8. Simetria A2, b=0.088, 6b=0.001, dim = 374 {k,,,s = 68}. A partir do nivel
19 surgem segundas diferengas de médulo muito maior do que para os niveis inferiores.
Para dim =620 {k,,,; = 80) as segundas diferengas sio iguais em no minimo quatro casas
decimais {apéndice E).

No apéndice E estao contidas as segundas diferencas para as simetrias A; e £y com
kmez = 80 e para as simetrias Ay, As e £y com kpmoy = 68 mostrando que os resultados
sao praticamente iguais. Também estao incluidas as segundas diferengas para b=0.1118
para estas simetriascom kmez = 44 € com kp ez = 56. Os resultados também concordaram
bastante em relagao a variagao das dimensoes em todas as simetrias comprovando o que
foi discutido na segao anterior. E interessante notar que para b=0.1118 é encontrado
apenas um par de grandes segundas diferengas que corresponde aos autovalores de energia
Es = 12.71 e E3y = 12.72 pertencentes a simetria £y (tabela 6 ou 7 do apéntice E}.
Isso ocorre porque a energia de dissociagao D = 1/6b% diminui a medida que o valor de
b aumenta, isto &, o nimero de estados ligados ou discretos do sistema diminui com o
aumento do pardmetro de perturbagao. Como para b=0.1118 hd wum nimero menor de
estados ligados também deve-se esperar um nimero menor de autovalores sensiveis.

Caso as simetrias nao tivessem sido utilizadas a dimensao da base da matriz hamil-
toniana de todos os estados deveria ser de 3240 para bmer = 80. Seriam necessarios
aproximadamente 6 horas de computagao para a diagonalizagao e, ainda, com grandes
possibilidades de erro devido ao truncamento dos elementos de matriz durante o processo
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de diagonalizagao. Usando as simetrias, a diagonalizagao ocorre em poucos minutos: mais
ou menos 10 para as simetrias A; e A, e um pouco mais para a simetria £. Além disso,
como nao é permitidoo cruzamento de niveis de mesma simetria |8,10], pode-se ter cerieza
que as grandes segundas diferengas realmente correspondem a cruzamentos evitados no
grifico do pardmetro de perturbagcao em fungao da energia.

As figuras (1) a (3) mostram os grdficos da energia em funcao das segundas diferengas
para as componentes de simetria A;, As e Ey com b=0.088. Pode-se ver que alguns dos
autovalores de maior energia tem segundas diferengas muito grandes, ou seja, sao muito
sensiveis. Isto indica que o sistema quintico estd efetuando a transicao do comporta-
mento quintico regular para o comportamento quantico cadtico. Os primeiros autovalores
sensiveis 830 : Fizo = 19,20 da simetria Ay, Fyo = 16,14 = 0.61D da simetria Ag e
Ese = 17,60 da simetria ;. A energia quintica de transiao {denominada de ener-
gia critica quantica) E.; = 0.61D estd préxima da energia critica clissica calculada por
Henon e Heiles [6] £, = 0.68D mostrando a semelhanga dos comportamentos classico e
quéntico. _

As figuras (4)-a (9) mostram os grficos da energia em fungao do parimetro de per-
turbacao. A figura 4 consiste no grafico de dois niveis de energia da simetria A; que tem
pequenas segundas diferengas. Os autovalores permanecem igualmente afastados durante
todo o intervalo de variagao do pardmetro de perturbacao b. Na figura 5, ao contrario, se
observa uma aproximagao e tentativa de cruzamento entre os niveis quando o parimetro de
perturbagao b € mudado. A aproximagao e afastamento consistem num cruzamento evitado
entre dois niveis. Na figura 6 o cruzamento evitado fica menos avidente porque os niveis 24
e 25 330 menos sensiveis {tem segunda diferenga menor) do que os niveis 19 e 20 da figura
5. As figuras 7,8, e 9 mostram, respectivamente, 0s cruzamentos evitados entre os niveis:
39 e 40 da simetria A, 56 e 57 da simetria £y e 60 e 61 da simetria £;. Nos grdficos das
figuras 7 e 9 nota-se que a aproximagao e a repulsio entre as maiores segundas diferengas
foram muito maiores. A penas se pode ter certeza que nao ocorre cruzamento entre os niveis
nestes dois grificos devido ao teorema de von Neumann e Wigner(1929), Teller(1937) e
Arnol’d{1978) que proibe o cruzamento de niveis de mesma simetria. A figura {(10) mostra
que a dnica grande segunda diferenga encontrada para b=0.1118 também corresponde a
um cruzamento evitado.

26



27

20.00

+0.00 [T T T Ty T T T T[T T T T T T T T T[T T T T T TTTT]
0.00 50.00 100.00 150.00

seg. dif.

Figura 1. Grdfico da energia em fun¢do das segundas diferengas para 50 niveis per-
tencentes a simetria A1 (kmoz = 68, b=0.088 e § b =0.001).
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Figura 2. Gréifico da energia em fungao das segundas diferengas para 37 niveis per-
tencentes a simetria 4 (ky,; = 68, b=0.088 e § b =0.001).
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Fignra 3. Grdfico da energia em fun¢io das segundas diferencas para 87 niveis per-
tencentes a simetria £y (kmes = 68, b=0.088 e § b=0.001).
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Figura 4. Gréfico da energia (E; x 10) em funcdo do parimetro de perturbagao
b= 0.088 + b para niveis 13 (A%E ;3 = 1.20) e 14 (A%E4 = 1.31) da simetria 4,.
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Flgura 8. Grifico da energia em funcio das segundas diferengas para 87 nfveis per-
tencentes a simetria £ (kmes = 68, b=0.088 e § b=0.001).
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Figura 4. Grdfico da energia (E; x 10} em fungao do parimetro de pertarbagio
b = 0.088 + §b para niveis 13 (A%E3 = 1.20) e 14 (A%E 4 = 1.31) da simetria A,.
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Figura 5. Grdfico da energia (E; x 10} em funcdo do parimetro de perturbagio
b = 0.088 + §b para niveis 19 {A2E 1o = 58.6) € 20 (A?E30 = —55.0) da simetria As.

180.00 —

178.00 rrv¥r 1711 1P 17 7Ty vt 10 v b
—2.50 -0.50 1.50

6 b.4000

Figura 6. Gréfico da energia {E; x 10) em fun¢do do pardmetro de perturbagao
b= 0.088 + &b para niveis 24 (A2Eqy = 45.2) e 25 (A2Eqs = —38.2) da simetria 4.
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Figura 7. Grifico da energia (E; x 10) em fungdo do parimetro de perturbagio
b= 0.088 + 6b para niveis 39 (A2E3s = 146.0) e 40 (A?E4 = —131.8) da simetria A;.
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Fignra 8. Grdfico da energia (E£; x 10) em fun¢do do parimetro de perturbagao
b = 0.088 + §b para niveis 56 (A?FE5; = 73.0) e 57 (A2E57 = —62.6) da simetria E,.
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Figura 9. Grdfico da energia {E; x 10} em fur¢do do parimetro de perturbagio
b = 0.088 + 86 para niveis 60 (A®Eqo = 121.3) e 61 (A%Es; = —117.1) da simetria E;.
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Figura 10. Gréfico da energia (E;) em fun¢do do parimetro de perturbagio b =
0.1118 + &b para niveis 30 (A%E;, = 49.0) e 31 (A%E;, = —35.0) da simetria E;.




3.2 O potencial totalmente ligado de Pullen e Edmonds

O seguinte hamiltoniano:
H= —;—(pf,+p§,+x2+yz)+6x’g’ (3.6)

foi sugerido por Pullen e Edmonds |10]. Caracteriza-se por ter todos os estados ligados
(ndo hé dissociacao ) podendo-se aumentar a ordem da matriz hamiltoniana até a obtencao
de um grande nimero de autovalores convergidos com a precisao necessdria, o que nao é
possivel no hamiltoniano de Henon-Heiles.

3.2.1 As simetrias

Em coordenadas polares o hamiltoniano da equagao (3.6) fica na forma:

102 1 g%
H=——c—+r*— —_— +brt(cosésinb)?
20r2 22 962 ( )
que € invariante a 8 operagGes: identidade, rotagoes de # /2,7 e 3% /2, reflexdes sobre os
eixos x e y, e reflexdes sobre 0s eixos x e y mais rotagoes de #/2 que tem, respectivamente,
a seguinte notacao padrao : £,04,0s,0%,0,,0,,0) e o}. Essas operagdes geram o grupo
Oy, cujos caracteres sio mostrados na tabela (3.8).

04,, E 02 204 20[/ 20¢
Ay 1 1 1 1 1
A 1 1 i -1 -1
By 1 1 -1 1 -1
B, 1 1 -1 -1 1
E 2 -2 0 0 0

Tabela 3.9. Tabela de caracteres do grupo Cy,.

~ Sendo F(z,y) uma fungdo arbitriria (nesse caso, uma autofuncdo do operador da
equagdo (3.6)), pode-se decompd-la nas suas diferentes simetrias associadas as repre-
sentagdes irredutiveis. Usando a equagdo (2.14) e a tabela (3.9), a parte dessa fungdo

pertencente a representagio Ay, f(41)(x,y) é igual a:
; _
4 (e,9) =P AP (e,9) = 51 5 XA (R) PrF(s,y)
I3

= -;—[F(x,y) +F(—$,—y) +F(y,—$) +F(—y,.l‘)
+ Flz,~y) + F(—=,y) + F(-y,—-2) + F(y,2)],
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que € uma fungao simétrica em relagao & permutagao de coordenadas efou a reflexdo em
uma das coordenadas ou ambas as coordenadas. A fungao pertencente a representagio
irredutivel Az, f(A2) ¢ da forma:

J49)(z,5) = 3IF(.3) + F(—2,-3) + Fly,~2) + F(-y,3)
—F(x,—y)—F(—x,y)—F(——y,—x)—F(y,x)],

ou seja, € uma fungao antissimétrica a reflexao em uma das coordenadas e & permutagao
das coordenadas e simétrica & reflexao de ambas as coordenadas. Consequentemente, é
antisimétrica a permutagao com reflexao em ambas as coordenadas e simétrica em relagao
a permutacao com reflexao em uma das coordenadas pois o produto de fungoes de mesma
paridade é uma fungao simétrica (par) e o produto de fungoes de paridade diferente é uma
fungao antissimétrica (impar). Analogamente se obtém que:

(.‘I‘y SIF(x y)+F(_‘r _,) (y:_‘r]—F(—’1x)
+F(x,—y)+F(—x,y)— (_—y:_‘r)—F(yyx)];

é simétrica a reflexao em uma das coordenadas ou ambas as coordenadas e € antissimétrica
a permutagao e, também, a permutagao com reflexao em uma ou em ambas as coordenadas
e que: :

){s,5) = 5|F(2,5) + F(~=,~3) ~ F(y,~s) - F{-y,3)
— Flz,—y) - Fl==2,3) + F(-y,~2) + F(y,7)],

é antissimétrica a reflexao em uma das coordenadas e simétrica a permutagao das coorde-
nadas ou reflexao em ambas as coordenadas. Conseqientemente, é simétrica a permutagao
com reflexao em ambas as coordenadas e antissimétrica a permutagao com reflexao em uma
das coordenadas. A fungao pertencente a representagao bidimensional E,

1B)(z,5) = 5IF(2,9) - Flz,~3)]

¢é antissimétrica em relacao a reflexao em ambas as coordenadas.
Para base pode-se usar as autofungoes do oscilador harménico em coordenadas carte-
sianas:

Pasmols,s) = expl- TN (01 B fy) (3.7)

em que H, é polmomlo de Hermite de ordem n (Hy(—r) = H,(x),se n é pare H,(—z) =
~H,(x), se n é impar) e ny,n; = {0,1,2,...}. Para f(A1) cumprir a condicio de in-
varidncia em relagao a reflexao em uma ou em ambas as coordenadas deve-se limitar
e ny a valores pares na equagao (3.7), ou seja, ny,ny = {0,2,4,...} Para satisfazer a
condigao de invariincia a permutagao deve, também, ter a forma:

mnz(‘r 3’) = exp[ _—%ﬂ}[Hﬂ-l(x)Hﬂz(y) + Hﬂ-z(x)HM(y)]' (3'8)
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Como ﬂ,,n? e f&znl corr@pondem ao mesmo estado se obtém ainda que n; > n, ou que
ny > n;. Para f A2) ger antissimétrica em relagio a reflexdo em uma das coordenadas
e simétrica em relacao a reflexio em ambas as coordenadas deve-se limitar n; € ny a
valores impares na equagdo (3.7), ou seja, ny,n, = {1,3,5,...}. Para ser antissimétrica a
permutacao deve, também, ter a forma:

12 (a,3) = expl- E LN A () Ho(y) - Hoole) ()

. que implicaem ny > a3 ou ug > n;. Do mesmo modo se obtém que:

(B e.9) = expl- LV, () (5) — Hagli) e, )

comny,ns = {0,2,4,...} en; > ng ou 6y > n, e que:

(Z2)e9) = eopl- TN B (0) Haals) + Huole) o)

com ny,ns = {1,3,5,...} e ny > ns ou ng > ny. A projecdo de F(z,y) na representagao
irredutivel £ deve ser o produto de polinémios de Hermite de paridade diferente, isto é:

2 o2
£EL (2,5) = expl- T N, (5 e )
onde ny,ns —1={0,2,4,...} e ny — 1,5 = {0,2,4,...}. Utilizando as equagdes (2.11},
(2 12} e a representagao matncml da representagao E, que pode ser obtida analogamente
a representagao do grupo Cs, da se¢ao (3.1.1}, obtém-se que a parte de FLE) pertencente
a primeira linha tem a forma:

(E1)

(B (2,9) = f(fmz(x ¥) + fnzn,(x,y)l

restringindo aos estados com ny,ne — 1= {0,2,4,...} oun;— 1,5 = {0,2,4,...}. Assim,
os autovalores degenerados podem ser obtidos através da dxagonahza«;ao da matnz hamil-
toniana gerada pelos estados F(E1) que tem a metade da dimensio da matriz hamiltoniana
gerada pelos estados f(F

3.2.2 Os elementos de matriz.

Para se obter a representagdo matricial do operador da equagao (3.6) na base das

fungoes de simetria f&lnz, f,&,,;z, f&,nz e f$mL2 da secao anterior, é suficiente usar a
relagao de ortogonalidade para polinémios de Hermite:

m .
(2”’~'+""n'!n!a’)"/2f exp(—¢*)Hor(g) Halg)dg = bnn (3.9)
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e a relagao de recoréncia [10]:

Hafg) = nHa-1{g) + %Hm(q)

Os elementos de matrig:
{n'yny | H | nyng) = (a'yny | Ho | nyne} + b {(nn}y | Hi | n1ns),

onde Ho ¢ o oscilador harménico nao perturbado e Hy = r*{cosfsin 8)® = 2¥y? | ficam da
forma:

(nin} | Ho | nyng) = (ny +ne + 1)bpra,0ara, £ (81 +ns + 1)5ngn25u'2,m
(nyny | Hy | nyng) =
%{(2:11 + 1)bntn, + [(m) + 1)’3111/261»';%1-2 + [ny(n1 + l)llfz‘sn'ln1+2}
{(2nq + 1)‘5%@ +[(n} + 1)“211/25?}’21@2—2 + [n3(ns + 1)]1f25n,2n2+2}
* %{[2“2 + 1)0nin, + [(n] + 1)"211/26nﬁn2—2 + [ny(ne + l)lllz‘sn',nzw}
{(2n, + 1)51;;1“ + (a3 + 1)"1]‘“‘5%1»1—2 + [nh(nys + 1)11/25n'2n;+2};

para sy # n} e ny; # ny nas quais o sinal positivo é usado para as fungGes simétricas a
permuta(;ao das coordenadas f(41) e f(B2) e o sinal negativo paraa fungoes antissimétricas

ji4a) ¢ B e
(“ "2 IHO l nln2 C(nl +ag + I)an'nx nhno
{n'nl | Hy | nyng)

¢

{(2n2 + 1)0pLn, + (% + 1)32]‘125n§n2_2 + [nb(n2 + 1)]“'26,;5,&2“}

comC =lsen;=nseny=n),el =+2sen; #nzenf=n}oun =n;sen!#n}.
Esses elementos de matriz sao usados no programa em FORTRAN do apéndice B.

3.2.3 Técnicas de diagonalizacao .

A tabela (3.10) mostra os niveis resultantes da diagonalizacdo de todos estados
Fa,n,(*,3) da matriz hamiltoniana de dimensio 361 que pode ser dlaﬁonalmada separada-

mente em: uma matriz de dimensdo 90 dos estados de snmetrna E fa\zz (tabela (3.11));
uma matriz de dimensio 55 dos estados de simetria 4, fn,,,z (tabela {3.12)); uma matriz de
dimensao 45 dos estados de snmetrla, B f,fnl (tabela (3.13)); uma matriz de dimensio 45
dos estados de simetria A: f,;,nz (tabela (3.14))e uma matriz de dimensdo 55 dos estados



de simetria B, f&?&% (tabela (3.15}) para o mesmo n m3XIiMO (Byez = Bimezr = Bomes)
de 18. K importante ver que, utilizando o mesmo n,,, 5, 03 autovalores correspondentes da
tabela (3.10) e das tabelas (3.11) a {3.15) sao iguais dentro da precisio do computador.
Assim, a utilizagdo das simetrias permite obter o3 mesmos resultados com bastante redugao
do tempo e da quantidade de memoria necessarios & diagonalizagao. Além disso, diminui
a possibilidade de erros devido ao truncamento dos elementos de matriz. As matrizes de
todos os estados e dos estados degenerados estao diagonalizadas com a rotina EISPACK
da Harwel e as matrizes dos estados simétricos com a rotina EIGBS do IMSLIB (apéndice
D) que utiliza 0 modo de armazenamento simétrico por bandas visto que estas matriges
tem um pequeno nimero de codiagonais nao nulas e sao simétricas. Todas as tabelas
foram calculadas usando o programa em FORTRAN do apéndice B que foi executado no

computador IBM 4341 da UFSC.

[ X

0O ~TON MR CODD bt

Ei

1.01206916070920
2.0356431956644828
2.03543196644832
3.03582000871019
3.07964287537743
3.10414539928385
4.06622620839240
4.06622620839254
4.18277570914883
4.18277570914890
5.075633945328558
5.00938825662144
5.17194990070164
5.29414086361390
5.30206255789864
6.10353554995487
6.10353554995496
6.25011042660654
6.25011042660665
6.44069228055915

. 6.44069228065918

7.11729410223992
7.12680528815611

7.26821483161076

7.35155753751862
7.38766924079461
7.607216566170203
7.60903637583611
8.13924637980896
8.13924637980917
8.34587793485652

8.34587793485666

8.52097537104746
8.52097537104762
8.79934035323474
§.79934035323485
9.15483567120650
9.156771362416306
0.38057513498118

Eitso0

10.64244441707953
10.88775570317715
10.88775570317740
11.18867644960772
11.18929981480133
11.24842577384745
11.24842577384769
11.49292802839412
11.51214289925204
11.67817793612213
11.792056624499880
11.83716037822776
12.10299479522738
12.10649476878791
12.20473631958690
12.20473631958701
12.50432256276539
12.50438952887226
12.55103182997114
12.556103182997129
12.79734499616087
12.79734499616116
13.01702799606760
13.01702799606781
13.22014448301086
13.220302990565739
13.34272718333074
13.34272718333099

13.569601292991481

13.60223711228729
13.78008184997707
13.78008184997743
13.85582056348923
13.918626994125697
14.02412100626587
14.22754696244529
14.23543467186091
14.23543467186112
14.24477887331356

Eit 100

15.256040332421103
15.47737354910131
15.47737354910166
15.69096098330165
156.69262204460616
15.87782406473532
15.87782405473565
16.03067686776129
16.05748503283964
16.24638706183357
16.26546678891003
'16.26546678891029
16.38171722322860
16.38801217571009
16.38801217571041
16.43605040665719
16.73501479737696
16.73673558355361
16.73673558355404
16.74041560344937
17.12173658928599
17.12173658928622
17.17334376441816
17.17348113195940
17.28002339334369
17.28007193688061
17.40202666980652
17.40202666980684
17.656621898047549
17.65621898047584
17.71884151616013
17.71890812385141
17.78597609058829
17.786400091083180
18.01711890407705
18.01711890407743
18.19356072637664
18.20244668667506
18.31301950521623
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0.42649084341250
0.561661011726292
0.68593392769255
0.69866880848704
10.01293387507449
10.01329443668775
10.17278891779375
10.17278891779406
10.45063037044771
10.45063037044804
10.64244441707932

14.60025928391247
14.60110146159773
14.64584206276851
14.64584206276872
14.96239742951316
14.962397429513556
15.07485254062356
15.07486077615654
15.19138668310817
15.19138668310837
15.25036837270046

18.31301950621647
18.48687737795161
18.48687737795217
18.48718812815487
18.566112292322615
18.67973900983012
18.83038614107330
18.83038614107348
18.90614262659996
18.92030824987576
19.06699721576802
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Tabela 3.10. Todos estados: b=0.05, dim=361, nym.z = 18. Os menores 150 autovalores
resultantes da diagonalizagao da matriz gerada por todos o3 361 estados obtidos para um
n mdximo de 18.

i E; Eiys0 Eitq0
1 2.03543195644758 13.78008184997769 19.88950257701321
2 4.06622620839180 14.23543467186137  20.20173747265445
3 4.18277570014818 14.64584206276803 20.63076359200418
4 6.10353554005447 14.96230742951378  21.03099219463271
5 6.25011042660619 15.10138668310896  21.16535589156889
6 6.44069228055886 15.47737354910214  21.67020086483116
7 8.13924637980889 15.87782405473606  21.81265227720752
8 8.34587793485645  16.26546678891101 21.89616103816178
0 8.52097537104739 16.38801217571002 22.23047771284363
10 8.70934035323470  16.73673558355468  22.46605805533344
11 10.17278891779394 17.12173658928691 22.84163829955027
12 10.45063037044796 17.40202666980745 23.32210643565404
3 10.64244441707951 17.65621808047626  23.01194879589055
14 10.887756570317745 18.01711890407786  24.48520218691613
15 11.24842577384784  18.31301950521703 24.62215287889103
16 12.20473631958711 18.48687737795237  24.84116947560185
17 12.55103182007146  18.83038614107420  25.01509262002004
18 12.79734499616129 19.06699721576881  25.20227143071124
19 13.01702799606800 - 19.20378404580520  25.65807252100857
20 13.34272718333131 19.62690740242170  26.13618862937578

Tabela 3.11. Simetria E: b=0.05, dim=90, n,,,;=18. Os primeiros 60 niveis resultantes
da diagonalizagao da matriz hamiltoniana gerada pelos 90 estados de simetria £y obtidos

para um n maximo de 18.

bt o

— OO OO ~TIOD UV COBD i

[Rrye—y

E;

1.01206916070787
3.07964287537618
5.076339456328470
6.30206255789777
7.126805288155657
7.60721556170156
0.15483687120631
0.51661011726287
10.0132944 3668762
11.18920981480114
11.79205624499881

Eiteo

17.71890812385157
18.19356072637634
18.67973900082993
10.31415693783557
19.32969495440440
20.37105023490782
20.43199552098858
21.11768442020276
21.96305881438731
22.76021065988071
23.20935161246819

Eite0

29.92694959649760
30.69890223660379
31.94635547377248
33.35470871925517
34.26245770143776
35.156039621442003
37.55720899722801
38.49055784842324
39.13337324579969
43.96422638561977
44.66590436897098



Tabela 3.12. Simetria Ay: b=0.05, dim=55, n4,,,=18, nc=10. Todos 03 niveis de energia
da matriz hamiltoniana com estados de simetria A; para n mdximo de 18.

—t o

OO0 ~TGY Cr i COBD =t

Tabela 3.13. Simetria Bi: b=0.05, dim=45, nn.2=18, nc=9. Todos os niveis da matriz

12.560432256276548
13.22014448301074
13.85582066348924
14.24477887331362
15.07486077615679
15.25040332421094
16.05748503283981
16.73501479737704
17.28002339334339

E;

3.03582000870922
5.0093882 5662092
7.11729410223956
7.38766924079430
9.15771362416298
0.68693392759244
11.18857644960786
11.67817793612235
12.10649476878825
13.22030299055765
13.91862609412641
14.60026928391294
15.25036837270977
16.03067686776166
16.43605040665762

23.36799663089761
23.79336543021218
24.60043603412192
26.04930444497989
26.185675095174972
26.68573418149568
27.565049515769941
28.95368691466651
29.218905682617574

Eitis

17.17348113195982
17.28007193688087
18.20244668667547
18.90614262660018
10.32844667823283
19.81747705314739
20.36900299510250
20.96908889740672
21.50603544920226
22.52888033247728
22.76000916010256
23.44547519337673
24.183845109560565
25.30789651237229
26.079464105671906

51.22365637459123
52.07567401973040
61.88606704267034
75.55000109919077

Eii30
26.39080477179894

27.06089231487078 -

28.17479374591262
29.5667732353056541
30.29644458801862
31.21860076394947
32.91320510276150
33.81663459227113
34.66049470117075
38.02007659411945
38.93206052344845
43.51916926931396
44 58367628225188
52.00635102824739
61.74745626955150

hamiltoniana com estados de simetria B, para n,,.; = 18.

P«

OO0 ~TOO T HR QO LD =t

E;

5.17194999070100

7.351557563751736

0.380567513424852

0.69866889809967
11.561214286576653
12.10299477479303
13.59600973325000
14.02411722817588
14.60110095293041
15.69247590204763
16.381569088828322
17.17332830479335
17.78071394756519
18.48367438218963
18.92812384498106

Eitis

19.81703778942621
10.87448546773565
20.75228668941232
21.49538733102122
22.08049617530434
22.52831718074078
23.00192672939160
23.49714445604105
24.16162722570786
25.30372994915045
25.623008713611323
26.17448764933959
26.94313386734088
28.14878655253823
28.84396304244435

Eitso

29.31652425965753
29.99077159352404
31.10296553774203
32.59867331699209
33.41250291644918
34.29780967000955
36.200562156460265
37.20016348408477
38.03749957255252
41.90366546006665
42.83412844964430
48.02100554120064
49.14150544986286
67.28892177530283
67.86699820470526

Tabela 3.14. Simeiria A2: b=0.05, dim=45, n,,,,=18, nc=9.
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1 E, Eiseo Fitq0
1 3.10414530028286  20.43170221804617  33.00467120210145
2 5.29414086361313 20.72086867556435 33.81794531261566
3 7.26821483160494  21.17437653234155 34.90308080579117
4 7.60003637583472 21.96132233581765 36.73600885599102
5 0.42640084317362 22.08002593584439  37.66002123548473
4] 10.01293387500901 23.01225704113830 38.42488433443887
7 11.49202887213253 23.20041253908600 41.45311622232483
8 11.83716032251714  23.73700866886025  42.36183676963777
9 12.50438952639775 24 67887388320078  42.06388353765413
10 13.60223438031754 25.61710188371855 48.43767870200981
11 14.22754463126924  25.99830236076857  49.10787977634322
12 15.07485243164086 26.04854700835801 56.42893759437266
13 15.69081018537964 26.51205236685595 57.34530513376152
14 16.24623589344266 27.48570377138500  67.90461306764279
15 16.74037757507735 28.04782647650327  82.71031338197630
16 17.71883323767259  29.06285646221032
17 17.78117172669927  29.619355739036743
18 18.55769419891221 30.47221161188859
19 19.31365527299121 31.91544125408923
20 19.87399653021411 32.21006022946211

- Tabela 4.15. Simetria B2: b=0.05, dim=55, 1n,,,,=18, nc=10.

3.2.4 As segundas diferencas .

Pullen e Edmonds [10] estudaram classicamente este hamiltoniano. Para energias
menores que E=15 o movimento é totalmente regular {10] e em energias acima de E=50
o movimento torna-se totalmente cadtico, ou seja, ocorre a transicac do regime regular
para o cadtico no intervalo de energias 11 < F < 50. E interessante estudar o espectro
quintico neste intervalo de transicao. Na tabela (3.15) estdo colocados os resultados para
uma modificagao §6 = 0.00125 no parametro de perturbagao § = 0.05 para os estados
de simetria Ay.As segundas diferengas para as simetrias As,B; e Bs estao contidas no
apéndice F. Utiliza-se somente o3 estados nao degenerados diagonalizando-se separada-
mente os matrizes hamiltonianas dos estados pertencentes as representagoes Ay, 42,B e
B: visto que os estados degenerados (simetria E} requerem maior espago de armazena-
mento no computador para cada fim,.; do que os estados nao degenerados. De cada matriz
diagonalizada com dimensdo aproximada de 600 (f,,,; = 68) 180 niveis convergem de no
minimo 8 casas decimais (iltimos 10 niveis) até 13 casas decimais {primeiros 150 niveis)
quando comparados com o8 niveis de dimensoes maiores. A diagonalizagao de todos os
estados do hamiltoniano tornaria o trabalho muito demorado ou talvez o impossibilitaria
devido aos erros de truncamento dos elementos de matriz. As segundas diferengas para
as simetrias A;,B; e B, estao contidas no apéndice F. Pullen e Edmonds [10] usaram
matrizes com dimensao em torno de 300 e obtiveram uma precisao de 4 casas decimais
para os maiores autovalores, ou seja, a metade da precisao obtida aqui neste trabalho para
08 autovalores correspondentes.
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[—y
P OO~TO T R CODD et o .

Ei(b—- 6bl
1.0123607291108
3.0814643751836
5.07711471465633
5.3087568213230

7.1296006569537

7.62012925569369

0.1582585944869

0.5280741301799
10.0341757539485
11.19336975890368
11.8085772226488
12.56344749326593
13.2248182400056
13.8744830806861
14.2702004300721
15.1154523606121
15.2556451845836
16.0793635690570
16.7690872821464
17.2853954724100
17.7700649343109
18.216790(0984426
18.7142899237862
19.3139907205704
19.3598431653225
20.3711731350059
20.4063227960413
21.1481440413600
21.3429900716744
22.0156955787095
22.51350831603566
23.2837296811037
23.2082814473522
23.3715814027418
23.7926524768572
24 6503055552821
24.7418418455229
25.3975058328173
25.6161006899062
26.1392404055821
26.4336255299726
26.7890820885109
27.4254853372826
27.5232268826680
27.8488855004105
28.45411290288480
28.9175777297377
29.0486933818103
20.1745010488142
20.4538045106822
30.0952616942622
30.3703023413902
30.9780170631612
31.0604048940002
31.4836812203593
31.9426853369391
32.0261855719405
32.3347340076802

6070
1.0120691607073
3.0796428753748
5.0763394632831
9.3020625578961
7.1268052881539
7.6072155616996
0.1548358711770
9.56166101170682
10.0132944366738
11.1892998132580
11.7920562371894
12.56048225619697
ld 2201443532534
3.85568193350175
14 2447785127278
15.0748607533283
15.25603954189271
16.0674410714616
16.7350011215946
17.2795804574302
17.7189072444534
18.1920087715226
18.6790987659198
19.3063323579012
10.3168147584083
20.3437993171878
20.4319067188465
21.1065028764840
21.3360114082868
21.9604295168791
22.4835692312273
23.2085016685868
23.24990704382006
23.3636563173657
23.7390378902365
24.6170642471160
24.6756385700770
25.3803814486696

- 25.5655277946331

26.0477215496706
26.3702553893135
26.7541869862666
27.4167355570518
27.4438501683218
27.7934023637742
28.3862387882495
28.8805187156636
28.9432279935380
29.0982696029360
20.4442987218765
30.0363821493921
30.2775017516296
30.9115177117076
31.0223896413628
31.4728787554762
31.85623485943215
31.9080650321179
32.2713064120034

E; ;b + &b
0117771330604
0778142095191
0735695453319
.2053346408077
1230956027443
.6042183288405
5}395§329882
9022572101802
.1852062181942
7754204566874
2.4739201101242
13.2154418747627
3.8370490020840
14.2101665550418
15.0339034321013
15.2451139167681
16.0353645721271
16.7006154750888
17.2737476853661
17.6663507466485
18.1670500569387
18.6436735871070
19.2690714928657
19.3020208429159
20.3161707482716
20.3668881390737
21.0644900208362
21.3200202222736
21.9045886018436
22.4534032582085
23.1304314105531
23.2020527020670
23.3550400135308
23.6849771676939
24.5810642702112
24.6112011491213
25.3811749005317
25.5145820790759
25.9551717690088
26.3062360831134
26.71900520411871
27.3634868466918
27.4079941603693
27.7374943073261
28.3177871341522
28.8358232340683
28.8434846035955
20.0216521104811
20.4347591064210
20.9769040297755
30.1836263000740
30.8406737642837
30.0784737320524
31.4622627583721
31.7541832649059
31.7952350176252
32.2073954827658

&t o-n-at\')CDOO

HD-‘(D(O(O I ONOO
o
2
o
I
o)
=<}
e
o
\]
0

[Ty

~A%E; x 10°
0.04538
0.22077
0.09156
0.63456
0.20088
1.09815
0.18913
0.58425
1.55702
0.21136
0.97349
1.09006
0.21627
0.76276
1.33410
2.42508
0.20810
0.95907
1.78958
0.20693
2.81512
0.97509
1.25285
148.66885
-146.21195
1.25223
2.04883
1.76102
0.05869
2.61727
1.00013
12.24657
-6.10782
-0.89747
1.87033
11.20633
-7.15627
0.32362
1.45829
3.95783
2.45832
0.89210
162.30572
-158.580901
1.52885
2.03448
26.44158
-19.76973
1.32671
-0.19108
1.99282
3.55003
14.05494
-10.28079
-0.59250
24 57774
-16.58335
1.40493
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33.1453026418089
33.2338900285580
33.2937536318680
33.5166003507282
33.8065587037744
34.5478165139844
34.8057647593163
35.0433410220304
35.2798713717541
35.5630669694824
35.6528139512497
36.2149308569377
36.56454418448401
36.7938291132078
37.3866714477410
37.6078111349821
37.6809089063833
37.9811101066291
38.11485651212865
38.6650890553866
38.9846317956392
39.2063206908228
390.4434588291294
39.4738996115706
39.6889257994757
40.2788239394126
40.65658465340625
41.1276754811736
41.2352064215705
41.3517935359244
41.5334987507103
41.8017516542815
42.1966532200272
42.3602684319858
42.6295800449139
43.3263489426136
43.56495237045302
43.56982551098699
43.7382184895317
43.9406480479525
44.2619365690732
44 4030127617035

44.8668399194375

45.2241628864998
45.4421617247929
45.4842323624381
45.6516962165758
46.0539672243789
46.15589371659475
46.6778535073231
47.0078545930197
47.2762922739174
47.5675488795757
47.61564003225007
47.7838273723667
48.1655764880156
48.2594693307487
48.5193613234683
48.6161078103395

33.0064263482967
33.1496965434551
33.2016741945785
33.56037657359866
33.7167716514980
34.4815856666833
34.70631860567877
34.9059401651492
36.2397168154487
35.6335571299341
35.5698267236411
36.0950033507889
36.4483616944862
36.7210712847161
37.3499601646525
37.56684074521619
37.5852752703268
37.8860300198709
37.9610102923005
38.55696197839387
38.9117590062328
39.0739176109180
39.3293526053656
39.4416642480449
39.6526468487785
40.1826324898403
40.5278528662018
41.0493836384640
41.0644959502548
41.2460940066349
41.5091968864206
41.7518639228063
42.0625193272640
42.2222764648981
42.5232586066589
43.2544085450735
43.4401811455950
43.5526612307275
43.6107601522455
43.8785048528144
44 1299383606885
44 2148409124942
44.7626403946216
45.0809903206838
45.2794664141117
45.4294326176735
45.6151633028170
45.95699918669331
46.0528961785548
46.5229547783914
46.8839982709040
47.1513667983406
47.4095976663693
47.5376787842271
47.7217792831172
48.0208782386628
48.1756093416852
48.3539126434344
48.4568826033581

33.0245064658407
33.0676751827303
33.1243774483121
33.4914560134417
33.6262019043212
34.4143705242130
34.6038346321996
34.7670198917070
35.1980799607622
35.4746695 702692
35.5266010984101
35.9733246520585
36.3495023881875
36.6483487163097
37.3104184516828
37.4560360602272
37.5636799860400
37.7892070358585
37.8066080822447
38.4525846810938
38.8380156086320
38.9391606671262
39.2120767504634
39.4080205668196
39.6208139407231
40.0852823237376
40.3982959968567
40.8911895666777
40.9665464648736
41.1413704207383
41.4830016221466
41.7057937260335
41.9233329116355
42.0847535168455
42.4167874816000
43.1767995278385
43.3142147505604
43.4617302790336
43.5437120760494
43.8196202778239
43.9963506942332
44.0244206135397
44.65667101796333
44 9345715797583
45.1146331509995
45.3656222746130
45.5853561060646
45.8492737664627
45.9677950737874
46.3655496665457
46.7552982803936
47.0273039611745
47.2010034233515
47.4984654950857
47.6676261569117
47.8717316000418
48.0938534858726
48.1791439066006
48.3065855862411

60.29228
-6.86019
-44.52393
-1.66935
2.32138
2.854585
3.01919
4.35283

- 4.20633
110.84654
-112.03766
4.85162
4.88131
-0.09602
7.67813
194.70491
-106.98765
4.60037

3.57089
-11.21247
2.88363
3.85710
194.64903
-177.18709
-2.36616
4.34458
-9.14339
12.01194
-1.08715
0.35201
13.10630
38.26834
104.09713

36.42895
-38.86256
5.38741
10.33118
-1.82951
106.82021
-81.02467
-16.64373
0.26345
-4.36763
19.27467
-16.36133
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166
167
168
169
170

Tabela (3.16). Simetria A;, b=.05, fy,5 = 68, § b=.00125. Segundas diferencas para

40.2326732636634
49.4720248573218
46.6180032469089
49.7533850188860
49.9407404895346
50.1457039811475
50.4492490613330
50.8582881185288
50.8721500206098
51.3020927052234
51.56629555527226
51.66646626956545
51.7510834329601
52.0138693168610
52.1802826882920
52.66503722415156
52.7947684653914
53.0722968597288
53.3763215552967
53.6416985726411
53.8570029478430
54.1635740379398
54.2040391715064
54.3207115621696
54.5966991104230
54.0026331865427
54.9788158912778
55.0983634381808
55.56683464367114

- 55.6734220150212

55.93665611264121
56.0634244916397
56.3352992164266
56.4760316855049
56.94256268956936
57.1660479635510
57.4768752351419
57.5109806352550
57.6847146906369
57.7503334175559
58.11745972565116
58.2486535262976
58.3287555459872
58.7197370137058
58.95669214808644
59.3312760654454
59.4407053279769
59.6467581662004
59.7133790176215
60.0226151164646
60.2898300067730
60.5110364457290
60.6856416963139

estados de simetria 4.

49.0994033049212
49.3569929316092
49.5836423557307
49.6937603253715
49.8649865692494
40.9844178071645
50.3679276229379
50.64675505622996
50.7228542588177
51.1334705588804
51.4761037306166
51.56488513324960
51.6297838345408
51.8904773502210
52.0607433399776
52.5611978636818
52.6242716981935
52.9032176474038
53.2167634957000
53.61756621732098
53.7632897027441
63.9241723222362
54.0691233134118
54.2019969684312
54.4225210029172
54.7589491967397
54.7871473750654
54.9229213013754
55.4142432665131
55.6537727221191

55.756564884997762

55.9646072690949
56.1323026341064
56.3730781726611
56.7805566335473
57.0340182339689
57.2365375934239
57.3045788200737
57.5887594083637
57.6810566264468
57.9636746822470
58.0278804701841
58.19569196444073
58.6008020656001
58.76956582307266
59.1506684021190
59.2752853004048
59.4450079088361
59.6968670691071

59.8760806272218 -

60.1533422299897
60.3729622561726
60.47309958927908

48.9598767984214
49.23868665597637
49.4131270613728
49.5675508528819
40.7826039415195
49.8312318086338
60.2685770462374
50.4201139546514
50.56836294586612
50.9626210792937
51.34241781056088
51.3741041967896
51.6016930255310
51.75647354862840
51.9741661070737
52.4421668067117
52.4665375952797
52.7300264822814
53.05672606155535
63.5762259330894
53.6788788720333
53.68139566501146
53.8996073613442
54.0938874119024
54.2523226000005
54.5367977873789
54.6732411051310
54.7448870743740
55.2655608692204
55.5644464158601
55.6366675228996
55.8629507507170
55.9315228860104
56.2723705881419
56.6151490706067
56.90563865870214
56.9765255132731
57.1018082858778
57.4359913770904
57.6601201030466
57.7680413915103
57.8342747991313
68.0828803531812
58.4833289044208
58.5799392180524
58.9521987995730
59.1187921878286
59.2483926679397
59.6743669421524
59.7242229895873
60.0028711321571
60.2316663887467
60.2749684581014

12.74264
481279
274.595640

-269.01614

13.29331
-16.20540
-3.91371
29.83021
-19.85488
4.35592
00.98221
110.83118

-180.53298

23.79993
-28.73457
28.90288
-24.26243
6.07138
-0.10369
32.07874
-17.30220
6.26871
27.00764
-19.56577
-7.12555
143.29607

-141.93520

4.71951
8.26365

125.19729
-11

1.812568
5.07338
-3.94930
-3.98404
$.99062
-5.95799
34.37391
-22.04236
98.65250
-83.80614
89.44955
-46.81778
-34.01718
-2.49448
3.83832
29.85929
-15.06007
-8.63826
10.03265
8.80028
23.24612
5.33629
-23.83039
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Pode-se observar nesta tabela que o nimero de grandes segundas diferengas aumenta
com o aumento da energia. B possivel analizar melhor este aumento classificando as
segundas diferengas em trés categorias: baixa,com mddulo da menor que 0.95; média, com
mdédulo maior ou igual a 0.95 € menor que 5.0; alta, com mddulo maior que 5.0. A tabela
3.17 mostra o nimero de segundas diferengas (alta,média e baixa} em intervalos iguais
de energia para os autovalores de simetria Ay, A3, By e B,. Também estao incluidos os
resultados obtidos por Pullen e Edmonds [10] que foram publicados com uma classificagao
indefinida.

Intervalo ) _ _ -

de energia  baixa media alta baixa media alta
11-13 6 b 0 6 5 0
13-15 6 5 0 6 5 0
15-17 5 8 0 5 8 0
17-19 4 11 0 5 10 0
19-21 1 9 5 1 11 3
21-22 2 8 8 2 Q 4
23-25 2 9 o 2 o 6
25-27 3 14 - 4 2 17 2
27-29 0 7 13 2 8 11
20-31 2 11 5 2 11 5
31-33 4 10 9 3 11 9
33-35 2 15 g 0 14 10
35-37 0 11 14 1 8 16
37-39 0 11 16 0 6 21
39-41 1 9 15 0 6 19
41-43 2 6 20 1 5 22
43-45 2 5 24 0 7 24
45-47 0 6 22 0 2 26
47-40 1 8 24 0 2 26
49-51 1 2 30 0 3 30
51-53 0 2 25
53-55 0 4 27

Tabela 3.17. Nimero de autovalores com segunda diferenca baixa, média ou alta em

intervalos iguais de energia. Os resultados do lado direito da tabela foram obtidos por
Pullen e Edmonds [10].

As figuras (11) a (14) contém os grdficos da energia em fun¢ao das segundas diferengas
para os primeiros 180 niveis das quatro simetrias unidimensionais. Em todas as simetrias
o nimero de grandes segundas diferengas aumenta a medida que aumenta a energia, ou
seja, aumentam o8 autovalores sensiveis a mudangas na perturbagdo. As figuras (15) a (19)
mostram os graficos da energia em fungao do parimetro de perturbagao para alguns dos
pares de grandes segundas diferengas da simetria Ay. Observa-se os cruzamentos evitados
para todas as grandes segundas diferengas e, na figura (19}, um triplo cruzamento evitado.
Também pode-se notar que os cruzamentos evitados sao muito mais evidentes quanto
maior o médulo das segundas diferencas . A figura 20 mostra o grafico de dois niveis com
pequenas segundas diferengas . Vé-se claramente que nao ocorre crugamento evitado entre
niveis com pequenas segundas diferengas .
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Figura 11. Grdfico da energia em funcao das segundas diferengas para 180 niveis
pertencentes a simetria A; (ng.z = 68, b=0.05 e § b =0.00125).
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Figura 12. Grdfico da energia em funcao das segundas diferengas para 180 niveis
pertencentes a simetria Ay (4,5 = 68, b=0.05 e § b =0.00125).
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Figura 13. Grdfico da energia em funcao das segundas diferengas para 180 niveis
pertencentes a simetria By (fpm,z = 68, b=0.05 ¢ § b=0.00125).
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Figura 14. Grafico da energia em funcao das segundas diferencas para 180 niveis
pertencentes a simetria By (g, = 68, b=0.05 e § b=0.00125).
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Figura 15. Gréfico da energia {£; x 10} em fun¢dao do parimetro de perturbagao
b = 0.05+ 6 para niveis 24 (A2Eq4 = 148.7) e 25 (A2Fy5 = —146.2) da simetria 4;.
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Figura 16. Grdfico da energia {£; x 10} em funcao do pardmetro de perturbagao
b = 0.05+ §b para niveis 43 (A?E 3 = 162.3) e 44 (A?E4y = —158.6) da simetria 4;.
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Fignra 17. Gréfico da energia (Ei x 10) em fungao do pardmetro de perturbagao
b = 0.05 + §b para niveis 68 (A%Eg = 110.8) e 69 (A?Es = —112.0} da simetria 4;.
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Figura 18. Gréifico da energia (E; x 10) em fungio do parimetro de perturbagio
b = 0.05+ &b para niveis 120 {A2E 3o = 274.6) e 121 (A%E 3 = —269.0) da simetria A;.
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Figura 19. Grdfico da energia {E; x 10) em fun¢ao do parimetro de perturbagao
b=0.05+6b para niveis 128 (Azgmg = 9098), 129 (A2E129 = —1108) e 130 (AzElao =
~180.5) da simetria 4;. |
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Figura 20. Gréfico da energia (E; x 100) em fungao do parametro de perturbacao
b = 0.05 + &b para niveis 17 (A?F;; = 0.208) e 18 {A?E s = 0.959) da simetria 4;.
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4. Conclusao.

4.1 Principais conclusoes.

Nos dois sistemas quinticos nio separdveis estudados no capitulo 3 {hamiltoniano de
Henon-Heiles e oscilador harménico bidimensional com perturbacdo z2y%) observa-se uma
transicio do comportamento quintico regular {caracterizado por autovalores com pouca
sensibilidade a pequenas mudang¢as na perturbagdo) para o comportamento irregular ou
cadtico {caracterizado por autovalores muito sensiveis) comofoi previsto por Percival {3] em
1973. Também pode-se constatar que o intervalo de energia da transigao do comportamento
quintico regular para o cadtico estd muito préximo do intervalo de transicao do sistema
cldssico correspondente.

No hamiltoniano de Henon-Heiles se investigou detalhadamente a influéncia do ta-
manho da base na sensibilidade dos autovalores. Desprezando os efeitos de tunelamento
foi obtido o intervalo de dimensdes onde deve-se estudar a sensibilidade dos niveis de
energia. Neste intervalo os resultados (autovalores e sensibilidade dos mesmos) se mantém
praticamente constantes. Para o hamiltoniano sugerido por Pullen e Edmonds o estudo da
sensibilidade foi feito utilizando autovalores com o dobro da precisao usada pelos mesmos
em seu artigo {10]. :

Os graficos da energia em fungao do parametrode perturbagao mostram que as malores
segundas diferengas correspondem a cruzamentos evitados entre o3 niveis de mesma sime-
tria. Neste trabalho foi fundamental a utilizagao das simetrias do operador hamiltoniano,
que permitiu diagonalizar separadamente os estados simetricos e, assim, obter separada-
mente o8 nivels de anergia com simetrias diferentes. Se os estados simétricos nao tivessem
sido obtidos nao haveria certeza se os pontos nos graficos dos autovalores em fangao do
parimetro de perturbagao pertencem a um ou a outro nivel {para os diferentes valores do
pardmetro de perturbagdo) a nao ser fazendo varias diagonalizagoes em intervalos muito
pequenos desse parametro.

4.2 Principais contribuicgoes.

Um dos objetivos desta dissertagao foi o estudo das simetrias de sistemas quanticos,
especialmente hamiltonianos nao separdveis. O capitulo 3 forneceu uma fundamentagao
tedrica sobre simetrias desses hamiltoniano quanticos a partir da invaridncia da equagao de
Schrodinger a operadores de transformagao que levou naturalmente ac estudo das repre-
sentacdes jrredutiveis am dog obietos de eatudo da teoria de gropoz. O modo como esee
conteddo se desenvolveu foi bastante original, isto é, bem diferente da sequéncia utilizada
em outras referéncias. Este capitulo constitui,entao, uma nova introdugao ao estudo sobre
teoria de grupos, e, mais detalhadamente, ao estudo das simetrias de sistemas quanticos.

O capitulo 8 e apéndices A a D forneceram detalhadamente um método para obter
os niveis de energia de sistemas bidimensionais ligados. Esse método, bastante utilizado
atualmente, pode ser facilmente aplicado & grande variedade de sistemas ligados mesmo
com um nimero maior de dimensoes .
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Resumindo, este trabalho contribui bastante para a introdugao em duas dreas de
pesquisa bdsica e atual da fisica quéntica, respectivamente, a teoria de grupos e a teoria
dos sistemas quénticos ligados.

4.3. Prosseguimento do trabalho.

Um prosseguimento natural desta dissertagao € o estudo da quebra de simetrias num
sistemafisico real nao separdvel: o dtomo de hidrogénio em um campo magnético uniforme.
Estudos tedricos desta natureza ainda nao foram publicados em nenhum local.

Neste trabalho como em outros que tratam de caos quintico, as simetrias tem sido in-
dispensdveis nao sé para facilitar a obtencao do espectro de energias mas também na
propria conceituagao de caos. Neste trabalho, por exemplo, a utilizagao dos estados
simétricos foi importante para a anilise dos grdficos da energia em fungdo do pardmetro de
perturbagao. No entanto, o dnico resultado analitico nesta diregao parece ser o teorema de
von Neumann e Wigner (1929}, Teller (1937) e Arnol’d (1978) que proibe o cruzamento dos
niveis de mesma simetria. Assim, s3o necessdrios estudos que expliquem detalhadamente
as relagGes entre as simetrias do sistema e o seu comportamento regular ou cadtico.

60



51

Apéndice A

Programas para obter niveis de energia
do hamiltoniano de Henon-Heiles

Na parte principal deste programa sio definidas as dimensoes da matriz hamiltoniana
G{ID,NC1), onde ID £ a dimenrsio ¢ NC1 € o nimero de codiagonais mais 1 utilizado no
armagzenamento por bandas. Estes parimetros estdo definidos para cada JMX = kyop =
fimeg+1,0nde Amez € 0N maximo (ver equagao (3.3)) escolhido no truncamento da matriz.
Na subrotina ELEM sao calculados os elementos de matriz dos estados de simetria 4, e
As obtidos no capitulo 3 (segGes 3.1.1 e 3.1.2). Posteriormente, a matriz hamiltoniana
gerada ¢é diagonalizada através da rotina EIGBS (neste programa denominada DGBAND)
do IMSLIB ({ver apéndice D} que fornece, entao , o espectro de energias.

IMPLICIT REAL*8{A-H,0-Z)
DIMENSION G(0280,031),GVL(0050) |
DIMENSION BN (0280),BL{0280), WR (7000),GV T(001,001)

C DOT7SIL = 1,9 |
C XL = DFLOAT(IL-5)*2.D-3
C AL=0.1118D0 + XL
C XL = DFLOAT(IL-2)/1.D3
C AL=0.1118D0 + XL*1.1D0

AL = 0.1118D0

IMX =56

1JOB = -1

ID= 0280

ND = 0280

NVL = 050

NVT = 1
C NC= IMX/2 + 2

NC = 30

NC1 = 81

MN =0

K=0

DO15J=1,IMX

DJ = DFLOAT(J)
M=MN +1
MN=M+1J-1

DO151 =M MN

DI = DFLOAT(I)

DM = DFLOAT(M])
EN=DJ -1.D0

EL = -EN +2.D0*(DI-DM)
LL = EL
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IF{(MOD(LL,3).NE.O) GOTO 15
IF(LL.LE.0) GOTO 15

IF{LL.LT.0) GOTO 15

K=K+1

BN(K) = EN

BL(K) = EL

CONTINUE

IDIM = K

WRITE(3,10) IMX IDIM AL
FORMAT(2(4X,15),F9.6)

CALL ELEM{IDIM,G BN BL,AL/NC1)
WRITE(3,30)

FORMAT(’ COMECA A DIAGONALIZACAO )

CALL DGBAND(G,ID,ND,JJOB,NCNVL,GVL,GVT NVT WR IERR)

IR = IERR
KM = 50
DOG6OK=1,KM

WRITE (6,45) K,GVL(K),GVL(K-+KM),GVL(K-+2*KM) GVL(K+3*KM)

WRITE (6,45) K,GVL(K),GVL(K+KM)
FORMA T(14.2(2X F19.14))

WRITE(6,45) K,GVL(K)

FORMA T(14,2X F19.14)

CONTINUE

WRITE (6,65)

FORMAT(® AL IERR DIM. NIVEL MAX NC?)
WRITE (6,70) AL IR IDIM,JMX ,NC
FORMAT(F7.4,2X 14,2X 14,4X I3,3X 14)
CONTINUE

STOP

END

SUBROUTINE ELEM{IDIM,H BN BL FL,NC1)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-7)

DIMENSION H{IDIM,NC1),BN(IDIM) BL (IDIM)
DO 40 K = 1,]DIM

DO 40 J = 1,NC1

AL = FL

W = 1.D0

H(K,J) = 0.D0

IL = K

I=K-NC1+J

IF(LLE.0) GOTO 40

CL = BL(IL)

CN = BN(IL)

IF(BL(1)) 2,1,2
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IF(CL) 8,4,3

IF(CL) 4,3,4

AL = FL*DSQRT(2.D0)

W = 0.D0

IF(J.NE.NC1) GOTO 5
H(K,NC1)= W*(CN+1.D0)
IF(CL.EQ.0.D0) GOTO 10
IF(BL{I).EQ.0.D0) GOTO 10
IF(BN(I}.NE.CN) GOTO 10
IF(BL(I) NE.(-CL)) GOTO 10
ML = CL

SIMETR. A2

IF(MOD

{ + (CN + 1.D0)
IF(MOD(

ML,2
ML,2 (ON + 1.D0)

)N J)

2).EQ. J) -

) NE. J) - (ON + 1.D0}
) EQ. ,) J) + (ON + 1.D0)
L+3 DO)) GOTO 15

2
2
IF(BL(I) NE.(C
(CN+3.D0)) H{K,J)=+AL/6.D0*{{CN+CL+2.D0)*(CN+CL+4.D0)
(
(
(

NE
IF(BN(I).E
IF(BN(I).E

*( ON+CL-+6.D0) /8.D0)**.5D0
CN+1.D0)) H(K,J)= -AL/2.D0*({ON-CL )*(CN+CL+2.D0 )
*( ON+CL+4.D0)/8.D0)**.5D0
CN-1.D0)) H(K,J)= +AL/2.D0*({CN-CL-2.D0}*(CN-CL )
*( CN+CL+2.D0)/8.D0)**.5D0 0
IF(BN(1).EQ.(CN-3.D0)) H(K,J)= -AL/6.D0*({(CN-CL-4.D0)*(CN-CL-2.D0
) #( CN-CL )/8.D0)**.5D0
IF(BL(I).NE.(CL-3.D0)) GOTO 20
IF(BN (1) EQ.(CN+3.D0)) H(K,J) = -AL/6.D0*((CN-CL+2.D0)*(ON-CL+4D0
1 * ( CN-CL+6.D0)/8.D0)** 5D0
IF(BN(I).EQ.(CN+1.D0)) H(K,J)= AL/2.D0*({CN+CL )*(CN-CL+2.D0
JH
JH

Q.
Q.
IF(BN(I) EQ.

1 )* ( CN-CL+4.D0)/8.D0)**.5D0
IF(BN (1) EQ.(ON-1.D0)) H(K,J)= -AL/2.D0*((CN +CL-2.D0)*(ON+CL
I * ( CN-CL+2.D0)/8.D0)**.5D0
IF(BN(1) EQ.(CN-3.D0)) H(K,J)= AL/6.D0%((CN+CL-4.D0)*(ON +CL-2.D0
1 J* ( ON+CL )/8.D0)** .5D0
AL = FL
IF(CL.EQ.0.D0) GO TO 40
IF(BL(I).EQ.0.D0) GOTO 40
IF(MOD(ML,2) NE.0) AL=-AL
IF(BL(IL) NE (-CL+3.D0)) GOTO 25
IF(BN(IL).EQ.(CN+3.D0)) H(K,J)=+AL/6.D0*({CN-CL+2.D0)*(CN-CL+4.D0
* ( CN-CL+6.D0)/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
IF(BN(IL).EQ.(CN+1.D0)) H(K,J)= -AL/2.D0*({CN+CL )*(CN-CL+2.D0
}* ( CN-CL+4.D0) /8.D0)**.5D0 +H(K,J)
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IF(BN(IL).EQ.(CN-1.D0)) H(K,J)= +AL/2.D0*{(CN+CL-2.D0)*(CN+uCL
}* ( CN-CL+2.D0)/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
IF(BN{IL}.EQ.(CN-3.D0}) H(K,J)=-AL/6.D0*((CN+CL-4.D0)*(CN+CL-2.D0
)* { CN+CL )/8.D0)**.6D0 +H(K,J)
GOTO 40
IF(BN(IL).EQ.{CN+3.D0)) H(K,J)=-AL/6.D0*{(CN+CL+2.D0)*(CN+CL+4.D0
) *{ CN+CL+6.D0)/8 DO)** 5D0 +H(K,J)
(K,J)= +AL/2.D0*((CN-CL )*{CN+CL+2.D0
*{ CN+CL+4.D0)/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
IF(BN(IL).EQ.(CN-1.D0}) H(K,J)= -AL/2.D0*{{CN-CL-2.D0)*(CN-CL )
1 *( CN+CL+2.D0)/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
IF(BN({IL).EQ.(CN-2.D0)) H(K J)=+AL/6.D0*{(CN-CL-4.D0)*(CN-CL-2.D0
1 ) *( CN-CL )/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
40 CONTINUE
- RETURN

END

)
)
25 IF(BL(IL).NE.(-CL-&DO))}
)

H
IF(BN(IL).EQ.(CN+1.D0)) H
*)

Este programa fornece o espectro de energias dos estados de simetria Fy através da
diagonalizacio da matriz hamiltoniana obtida no capitulo 3 (ver secoes 3.1.1€ 3.1.2} para
esses mesmos estados. As varidveis utilizadas sao andlogas as do programa anterior.

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-7)
DIMENSION G(0330,044) GVL(01)
DIMENSION BN (0330),BL(0330),WR (55),GV T(001,001)
DO7SIL =19
XL = DFLOAT(IL-5)/2.D3
AL = 0.0880 + XL
AL=0.1118D0
IMX = 44
1JOB = -1
ID= 330
ND = 330
NVL = 1
NVT =1
C NC = IMX-1
NC = 43
NCI = 44

QOO

MN =0

K=0

DO 15 J = 1, IMX
DJ = DFLOAT(J)
M=MN + 1
MN =M +J -1
DO 151 =M MN
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DI = DFLOAT(])
DM = DFLOAT(M)

EN = DJ -1.D0
EL = -EN +2.D0*(DI-DM)
LL = EL

IF(MOD(LL,3).EQ.0) GOTO 15

IF(LL.LT.0) GOTO 15

K=K+1

BN(K) = EN

BL(K) = EL

WRITE (6,10) K,BN(K) BL(K)

FORMA T(14,2(3X F6. 2))

CONTINUE

IDIM = K

WRITE(3,17) IDIM,AL -

FORMAT(’ IDIM = ’14,’ AL = ' F7.5)

CALL ELEM(IDIM,G,BN BL AL NCI)

KM = 1

WRITE(3,30)

FORMAT(’ COMECA DIAGONALIZACAO )
CALL DGBAND(G,ID,ND,IJOB,NC NVL,GVL,GVT,NVT,WR IERR)
IR = IERR

DOGOK =1,KM

L =K+KM

M =L+KM

N =M+KM

WRITE (6,46) K,GVL(K)

FORMA T(14,2X F19.14)

WRITE(6,55) K,GVL(K),GVL(L),GVL(M),GVL(N)
WRITE (6,55) K,GVL(K),GVL(L),GVL(M)
FORMA T{I4,4(2X F19.14))

CONTINUE

WRITE (6,65)

FORMAT(’ AL IERR DIM. NIVEL MAX )
WRITE (6,70) AL IR IDIM,JMX
FORMAT(F7.4,2X 14,2X 13 4X I3)

CONTINUE

STOP

END

SUBROUTINE ELEM(IDIM,H,BN BL FL NC1)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)

DIMENSION H{IDIM,NC1),BN(IDIM) ,BL(IDIM)
DO 50 K = 1,IDIM

DO50J =1,NCl
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-NC1 +J
IF(I.LE.0) GOTO 50
CL = BL(I)
CN = BN({(I)
DL = BL(IL)
ML = CL
NL = BL(IL)
MNL = NL + ML
H(K,NC1)=BN(IL)+1.D0
IF(BN(IL).NE.CN) GOTO 10 -
IF(BL{IL).NE.(-CL)) GOTO 10
IF(MOD(ML,2) NE.0) H(K,J) = H(K,J) - (CN+1.D0}
IF(MOD(ML,2).EQ.0) H(K,J) = H(K,J) + (CN+1.D0)
AL =FL
11?( L{IL).NE.{CL+3.D0)) GOTO 15
BN(IL).EQ.(CN+3.D0}) H(K,J)=+AL/6.D0*((CN+CL+2.D0)*(CN+CL+4.D0
) *( CN+CL+6.D0)/8. DO)** 5D0 +H(K,J)
(IL}.EQ.(CN+1.D0)) H(K,J)= -AL/2.D0*((CN-CL )*(CN+CL+2.D0
) *( CN+CL+4.D0)/8. DO)** 5D0 +H(K,J)
IF(BN(IL).EQ.(CN-1.D0)) H(K,J)= +AL/2.D0*({(CN-CL-2.D0)*(CN-CL )
*( ON+CL+2.D0)/8.D0)** 5D0 +H(K,))
(IL) ) H(K,J)=-AL/6.D0*({CN-CL-4.D0)*(CN-CL-2.D0
) *( CN-CL )/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
IF(BL(IL).NE.(CL-3.D0)) GOTO 20
IF(BN(IL).EQ.{CN+3.D0)) H(K,J)=-AL/6.D0*({CN-CL+2.D0)*(CN-CL+4.D0
)* ( CN-CL+6.D0)/8.D0)** 5D0 +H(K J)
(CN+1.D0}) H(K,J)=AL/2.D0O*((CN+CL )*(CN-CL+2.D0
( )* { CN-CL+4.D0)/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
(

IF(
IF (BN
(
IF(BN(IL).EQ.(CN-3.D0)

IF(BN(IL).EQ.

IF(BN(IL).EQ.(CN-1.D0)) H(K,J)= -AL/2.D0*({CN+CL-2.D0)*(CN+CL
J* ( CN-CL+2.D0)/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
IF(BN(IL).EQ.{(CN-3.D0)) H(K,J)=AL/6.D0* ((CN+CL-4.D0)*(CN+CL-2.D0
J* ( CN+CL )/8.D0)** .5D0 +H(K,J)
AL =-FL
IF(MOD(ML,2) NE 0] AL=-AL
IF(BL(IL).NE.(-CL+8.D0)) GOTO 25
IF(BN(IL).EQ.(CN+3.D0}) H(K,J)=-AL/6.D0*({CN-CL+2.D0)*(CN-CL+4.D0
| }* ( CN-CL+6.D0)/8.D0)** 5D0 +H(K,J)
IF(BN(IL).EQ.(CN+1.D0})) H(K,J)= AL/2.D0*((CN+CL )*(CN-CL+2.D0
}* ( CN-CL+4.D0)/8.D0)** 5D0 +H(K,J)
IF(BN(IL).EQ.(CN-1.D0)) B(K,J)= -AL/2.D0*((CN+CL-2.D0)*(CN+CL
J* ( CN-CL+2.D0)/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
IF(BN(IL).EQ.(CN-3.D0)) H(K,J)=AL/6.D0*((CN+CL-4.D0)*(CN+CL-2.D0



67

1 )* ( CN+CL j/8.D0)**.6D0 +H(K,J)
26  IF(BL(IL).NE.(-CL-3.D0}) GOTO 50
IF(BN(IL).EQ.(CN+3.D0}) H(K,J)= +AL/6 DO*{(CN+CL+2.D0)*(CN+CL+4.D0
1 ) *( CN+CL+6.D0)/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
IF(BN(IL).EQ.(CN+1.D0}) H(K,J)= -AL/2.D0*{(CN-CL }*(CN+CL+2.D0
1 : ) *{ CN+CL+4.D0)/8.D0}**.5D0 +H(K,J)
IF(BN(IL).EQ.(CN-1.D0)) H(K,J)= +AL/2.D0*({CN-CL-2.DO}*(CN-CL )
1 *({ CN+CL+2.D0)/8.D0}**.5D0 +H(K,J)
IF(BN(IL).EQ.{(CN-3.D0}) H(K,J)=-AL/6.D0*({CN-CL-4.D0})*(CN-CL-2.D0
1 ) *{ CN-CL )/8.D0)**.5D0 +H(K,J)
50 CONTINUE
RETURN

END



Apéndice B

Programa para obter espectro com simetria 4,, 4,, B, e B,
do potencial de Pullen e Edmonds.

Este programa fornece separadamente o espectro de energia dos estados de simetria
Ay, Ag, By € By obtidos na secdo 3.2.1. G(ID,NC1) € a matriz hamiltonina cujos elemen-
tos de matriz foram obtidos na segdo 3.2.2 sao calculados na subroutina ELEM. ID € a
dimensio da matriz e NC1 o nimero de codiagonais mais 1 usado no modo de armazena-
mento por bandas. Estes parimetros sao definidos para cada JMAX = a,,,5, onde 4,0
¢ o n maximo escolhido no truncamento da matriz.

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-7)
DIMENSION G{0595,035),GVL({180)
DIMENSION BI{595),BJ(595),WR (13000),GV T(1,1)
AL=0.05D0O
W = 1.D0
HC = 1.Do
JIMAX= 68
ND = 595
ID = 595
IJOB = -1
NVL = 180
NVT =1
C NC = IMAX/2 + 1
NC = 34
NCi1= 35
L=0
JM1 = IMAX +1
JN1 = JMAX -1
DO 1511 = 1,JN1,2
C DO 1511 = 1,JM1,2
I=1I1-1
C I=11
I2=11+2
DO 15 J1 = 12,JM1,2
J=1J1-1
C J=1J1
L=L+1
BI{L) = DFLOAT(])
BJ(L} = DFLOAT(J)
C WRITE(6,10) L,BI(L},BJ(L)
C 10 FORMAT(I5,2(3X,F9.4})
15 CONTINUE
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45

55
60

65

70
75

(-]

IDIM =1L

CALL ELEM(IDIM,G BI,BJ,HC,W AL NC1)
WRITE{2,30) IDIM,AL

FORMAT(’ COMECA DIAGONALIZACAO ,IDIM =I5’ AL= ’F10.6)
CALL DGBAND(G,ID,ND IJOB,NC,NVL GVL,GVT NVT WR IERR}
IR = IERR

KM = 45

DOGK =1,KM

L =K+KM

M =L+KM

N =M+KM

WRITE(6,45) K,GVL(K)
FORMAT(14,2X,F19.14)

WRITE(6,55) K,GVL(K),GVL(L),GVL{M),GVL(N)
FORMAT(14,4(2X ,F19.14))

CONTINUE

WRITE (6,65)

FORMAT(’ AL IERR DIM. NIVEL MAX NC’)
WRITE(6,70) AL,IR ID,JMAX NC
FORMAT(F7.5,1X ,14,2X 14,4X 13,56X 13}
CONTINUE

STOP

END

SUBROUTINE ELEM(IDIM,H ,BI BJ HC,W AL NC1)
IMPLICIT REAL*8{A-H,0-7)

DIMENSION H(IDIM,NC1),BI(IDIM),BJ{IDIM}
EC = AL*(HC/(2.D0*W))**2.0D0

DO 40K = 1,IDIM

DO 40 J =1 NC1

FC = EC

WL =W

H(K,J) = 0.D0

IL =

I=K+J-NCl

IF(I.LE.0) GOTO 40

B1 = BI(])

B2 = BJ(])

IF(B1-B2) 2,1,2

IF(BI(IL)-BJ{IL)) 3,4,3

IF(BI(IL)-BJ{IL)) 4,3,4

FC = FC*DSQRT(2.D0)

WL= W*DSQRT(2.D0)

H(K,NC1) = (B1 + B2 + 1.DO)*HC*WL
IF(B1.EQ.B2) GOTO 8
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IF(BI(IL).EQ.BJ(IL)) GOTO 8

IF{B1.NE.BJ(IL}) GOTO 8

IF(B2.NE.BI(IL)) GOTO 8

H(K,J} = H(K,J} - (Bl + B2 + 1.DOJ*HC*W

IF(BJ(IL) NE.B2) GOTO 5

IF(BI(IL).EQ.B1) H(K,J)=H(K,J) +FC*(2.D0*B1+1.D0)

*(2.D0*B2+1.D0)

IF(BI(IL).EQ.(B1-2.D0)) H(K,J)=H(K,J)+FC*DSQRT(B1*(B1-1.D0))
*(2.D0*B2+1.D0) |

IF(BI(IL).EQ.(B1+2.D0)) H(K,J)=H(K,J}+FC*DSQRT((B1+1.D0)

| *(B1+2.D0))*(2.D0*B2+1.D0)

IF(BJ(IL).NE.{B2-2.D0)) GOTO 10

' IF(BI(IL).EQ.B1) H(K,J)=H(K,J) +FC*(2.D0*B1+1.D0)

*DSQRT(B2*(B2-1.D0))
IF(BI(IL).EQ.(B1-2.D0)) H(K,J})=H(K,J)+FC*DSQRT(B1*(B1-1.D0)
*B2*(B2-1.D0))
IF{BI(IL).EQ.(B1+2.D0)) H(K,J)=H(K,J)+FC*DSQRT((B1+1.D0)
*(B1+2.D0)*B2*({B2-1.D0))
IF(BJ{IL) .NE.(B2+2.D0)) GOTO 20
IF(BI(IL).EQ.B1) H(K,J)=H(K,J) +FC*(2.D0*B1+1.D0)
*DSQRT((B2-+2.D0)*(B2+1.D0})
IF(BI(IL) .EQ.(B1-2.D0)) H(K,J)=H(K,J)+FC*DSQRT(B1*(B1-1.D0)
*(B2+2.D0)*(B2+1.D0))
IF(BI(IL).EQ.(B1+2.D0)) H(K,J)=H(K,J)+FC*DSQRT({B1+1.D0)
*(B1+2.D0)*{B2+2.D0}*(B2+1.D0))
FC = -EC
IF(B1.EQ.B2) GOTO 40
IF(BI(IL).EQ.BJ{IL)) GOTO 40
IF(BJ(IL).NE.B1) GOTO 25
IF(BI(IL).EQ.B2) H(K,J)=H(K,J) +FC*(2.D0*B2+1.D0)
*(2.D0*B‘1+1.D0)
EQ.(B2-2.D0)) H(K,J)=H(K,J)+FC*DSQRT(B2*(B2-1.D0))
*(2.D0*B1+1.D0)
EQ.(B2+2.D0)) H(K,J)=H(K,J)+FC*DSQRT(({B2+1.D0)
*(B2+2.D0))*{2.D0*B1+1.D0)
NE.(B1-2.D0)) GOTO 30
EQ.B2) H(K,J)=H(K,J) +FC*{2.D0*B2+1.D0)
*DSQRT(B1*{B1-1.D0))
IF(BI(IL).EQ.(B2-2.D0)) H(K,J)=H(K,J)+FC*DSQRT(B2*(B2-1.D0)
*B1*(B1-1.D0})
IF(BI(IL) . EQ.(B2+2.D0}) H(K,J)= H(K J)+FC*DSQRT((B2+1.D0)
*(B2+2.D0)*B1*(B1-1.D0))
IF{BJ(IL).NE.(B1+2.D0)) GOTO 40
IF(BI(IL).EQ.B2) H(K,J)=H(K,J) +FC*{2.D0*B2+1.D0)

IF(BI(IL

\-—t

IF(BI(IL

\—t

IF (BJ(
IF (BI(

EE
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40

*DSQRT((B1+2.D0)*(B1+1.D0))
IF(BI(IL) EQ.(B2-2.D0)) H(K,J)=H(K,J)+FC*DSQRT(B2*(B2-1.D0)
*(B1+2.D0)*(B1+1.D0))
IF (BI(IL).EQ.(B2+2.D0)) H(K,J)=H (K,J) +FC*DSQRT{{B2+1.D0)
*(B2+2.D0)*(B1+2.D0)*(B1+1.D0))
CONTINUE
RETURN
END
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Apéndice C

Este apéndice apresenta os diferentes modos de armazenamento de matrizes: simétri-
co, por bandas e simétrico por bandas que, quando devidamente utilizados, permitem
trabalhar com matrizes de ordem elevada com menor quantidade de tempo e memoéria do
computador.

MATRIX/VECTOR STORAGE MODES

MANY OF THE IMSL LIBRARY ROUTINES DEAL WITH MATRICES AND VEC-
TORS. USERS SHOULD BE FAMILIAR WITH THE MANNER IN WHICH THESE EN-
TITIES ARE DECLARED AND MANIPULATED IN FORTRAN. AN ENVIRONMENT
SPECIFIC FORTRAN REFERENCE MANUAL PROVIDES THE NECESSARY IN-
FORMATION. IT IS THE PURPOSE OF THIS SECTION TO GIVE A BRIEF INTRO-
DUCTION TO THIS TOPIC AND TO DEFINE OTHER STORAGE MODES USED BY

- IMSL SUB- ROUTINES.

FULL STORAGE MODE

THE TERM VECTOR REFERS TO A FORTRAN ARRAY WITH ONE DIMENSION
AND MATRIX REFERS TO AN ARRAY WITH TWO DIMENSIONS. FORTRAN AR-
RAYS OCCUPY A CONSECUTIVE SEQUENCE OF MEMORY LOCATIONS. A VEC-
TOR V OF LENGTH 10 OCCUPIES TEN MEMORY LOCATIONS, REFERRED TO
AS V(1),V(2),..,V(10). V MAY BE DECLARED IN A FORTRAN PROGRAM IN A
DIMENSION STATEMENT AS FOLLOWS.

DIMENSION V(10)

MATRICES ARE DECLARED IN A SIMILAR MANNER, BUT TWO DIMENSION
BOUNDS ARE USED. FOR EXAMPLE, A 10 BY 20 MATRIX NAMED A IS DE-
CLARED AS FOLLOWS. v

DIMENSION 4 (10,20)

THE NUMBER 10 IS THE FIRST DIMENSION BOUND AND 20 IS THE SECOND.
THIS DECLARES A SEQUENCE OF 200 CONSECUTIVE MEMORY LOCATIONS
THAT ARE REFERRED TO AS A(1,1),A(2,1),...,4(10,1),4(1,2),4(2,2) ..., A(10,2) ...,
A(1,20), A(2,20),...,A(10,20} (LE., MATRICES ARE STORED BY COLUMNS.) IMSL
DOGUMENTS REFER TO THIS AS * FULL STORAGE MODE *.

A 5 BY 5 SUBMATRIX MAY BE STORED IN THE 25 LOCATIONS {(A(LJ),
I=1,5),J=1,5). IT IS POSSIBLE TO PASS THIS 5 BY 5 SUBMATRIX TO AN IMSL
ROUTINE EVEN THOUGH A HAS BEEN DECLARED TO BE 10 BY 20. THIS IS
WHERE ADJUSTABLE DIMENSIONING 1S USED.

SUPPOSE THAT THIS § BY 5 SUBMATRIX IS INITIALIZED, N IS SET TO § AND
IAIS SET TO 10 (THE ROW DIMENSION OF A)}. THEN THE FOLLOW- ING CALL
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STATEMENT WOULD CAUSE A TO BE PASSED TO SUBROUTINE SUBR COR-

RECTLY.
DIMENSION A {10,20)
1A=10
N=5
(INITIALIZE 5 BY 5 SUBMATRIX OF A)
CALL SUBR(A,IA,N)
THE FOLLOWING STATEMENTS WOULD APPEAR IN SUBR,
SUBROUTINE SUBR(A,IA N)
DIMENSION A (IA N)

END

IT IS IN THIS MANNER THAT MANY IMSL SUBROUTINES UTILIZE THE FOR-
TRAN ADJUSTABLE ARRAY FEATURE. THE DOCUMENTATION FOR SUCH SUB-
ROUTINES REFER TO A AS A MATRIX, N AS THE ORDER OF A {(OR THE
NUMBER OF ROWS IN A}, AND IA AS THE ROW DIMENSION OF MATRIX A
EXACTLY AS SPECIFIED IN THE DIMENSION STATEMENT IN THE CALLING
PROGRAM. IF THE MATRIX IS NOT SQUARE THEN ANOTHER ARGUMENT, M,
IS REQUIRED TO SPECIFY THE NUMBER OF COLUMNS IN A. THE SECOND
DIMENSION BOUND, 20 IN THIS EXAMPLE, IS NOT REQUIRED BY THE SUB-
ROUTINE AND OFTEN THE DIMENSION STATEMENT FOR A IN THE IMSL SUB-
ROUTINE USES 1 (L.LE., DIMENSION A(IA,1})). IN THIS CASE, IT IS UNDERSTOOD
THAT THE SUBROUTINE MAY REFERENCE ASMANY COLUMNS AS SPECIFIED
BY THE DOCUMENT. THE DIMENSION STATEMENT FOR A IN THE CALLING
PROGRAMMUST DECLARE A ACCORDINGLY.

OTHER STORAGE MODES ARE USED BY SOME IMSL LIBRARY SUBROUTINES
IN ORDER TO CONSERVE COMPUTER MEMORY. THESE ARE DESCRIBED IN
THE FOLLOWING SECTIONS.

SYMME TRIC STORAGE MODE

A SYMMETRIC MATRIX HAS THE PROPERTY THAT A(I,J)=A(J,I}) AND SYM-
METRIC STORAGE MODE REPRESENTS SUCH MATRICES AS VECTORS. ONLY

THE ELEMENTS ON AND BELOW THE MAIN DIAGONAL ARE STORED (BY
ROWS).

THE ORDER AND OCCURRENCE OF THESE ELEMENTS IN MEMORY ARE AS
FOLLOWS {ASSUMING A IS A SYMMETRIC MATRIX AND B IS A VECTOR).

ﬁu
Ay Ay A Ay AZI
Ag1 Asp Az = Agy Az = A“ - B
Agy Aze A \ Azy Aszs Ass Az;

Ass
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AN N BY N MATRIX IN SYMMETRIC STORAGE MODE IS REDUCED TO A VEC-
TOR OF LENGTH N(N+1)/2 WHERE THE ELEMENT IJ CAN BE FOUND AS THE
ELEMENTK OF THE VECTOR B, WHERE K=(I{I-1)/2)+J FOR L.GE.J. FOR I.LT J,
THE ELEMENT 1J IS IDENTICAL TO THE ELEMENT JI. STORING A MATRIX IN
THIS MANNER EFFECTS A SAVINGS OF N(N-1)/2 MEMORY LOCA TIONS.

BAND AND BAND SYMMETRIC STORAGE MODE

AN N BY N BAND MATRIX WITH K LOWER CODIAGONALS AND J UPPER CODI-
AGONALS STORED IN BAND STORAGE MODE IS REDUCED TO A MATRIX OF
DIMENSION N BY (K+J+1). THE MATRIX IS STORED ROWWISE SO THAT THE
ZERO ELEMENTS ARE COMPRESSED OUT OF THE MATRIX AND THE MAIN
DIAGONAL ELEMENTS FALL IN COLUMN K+1. FOR EXAMPLE, THE 5 BY 6
BAND MATRIX A, WITH 1 LOWER AND 2 UPPER CODIAGONALS, WOULD BE
STORED IN BAND STORAGE MODE IN MATRIX B AS SHOWN BELOW,

Ay, Ay Ay O 0 0 Ay Ay A
Agy Az Az Ay O Azr Ags Az A
0 Ass Azs Az Ass = Ass Azs Azqg Ass = B
0 0 A4 Ay Ags Agz Agqg Agss O
0 0 0 Asqy Ass Asq Ass 0 0

AN N BY N SYMMETRIC BAND MATRIX WITH K LOWER AND K UPPER CODI-
AGONALS STORED IN BAND SYMME TRIC STORAGE MODE IS REDUCED TO A
MATRIX OF DIMENSION N BY {K+1). ONLY THE ELEMENTS ON THE MAIN DI-
AGONAL AND THE K SUB-DIAGONALS ARE STORED. THE MATRIX IS STORED
ROWWISE SO THAT THE MAIN DIAGONAL ELEMENTS FALL IN COLUMN K+1.
FOR EXAMPLE, THE 6 BY 5§ BAND SYMMETRIC MATRIX A, WITH 1 LOWER AND
UPPER CODIAGONALS WOULD BE STORED IN SYMMETRIC BAND STORAGE
MODE IN MATRIX B AS SHOWN BELOW.

Ay A O 0 0 0 Ay
Agy Ags Ass 0O O Agy  Ase
0 0 Ay Agg Ay Ags Ay

0 -0 0 A54 A55 A54 A55
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Apéndice D

Este apéndice tem a finalidade de mostrar as caracteristicas da rotina de diagonal-
izagao EIGBS utilizada nos programas em FORTRAN dos apéndices A e B. Esta rotina foi
escolhida principalmente devido a possibilidade de utilizagdo do modo de armazenamento
simétrico por bandas da matriz hamiltoniana.

IMSL ROUTINE NAME - EIGBS

COMPUTER - IBM/DOUBLE
LATEST REVISION - JUNE 1, 1980
PURPOSE - FIND SOME EIGENVALUES AND {OP TIONALLY)
EIGENVECTORS OF A REAL SYMMETRIC
BAND MATRIX
USAGE - CALL EIGBS (A ,N,IA JJOB,NCM,D,Z IZ WORK,IER)
ARGUMENTS
A - INPUT MATRIX WHOSE EIGENVALUES ARE TO
BE DETERMINED. A IS ASSUMED TO BE STORED
IN BAND SYMMETRIC STORAGE MODE AND THEREFORE
HAS DIMENSION N BY (NC+1). A IS DESTROYED
BY EIGBS ON OUTPUT IF ABS{LJOB) = 1.
N - INPUT ORDER OF THE MATRIX A
1A . INPUT ROW DIMENSION OF MATRIX A EXACTLY AS
SPECIFIED IN THE DIMENSION STATEMENT IN
THE CALLING PROGRAM.
1JOB - INPUT OPTION PARAMETER. WHEN

1JOB=-1, COMPUTE THE M SMALLEST EIGENVALUES.
1JOB=-2, COMPUTE THE M SMALLEST EIGENVALUES
AND CORRESPONDING EIGENVECTORS.

1JOB=-3, COMPUTE THE M SMALLEST EIGENVALUES
AND CORRESPONDING EIGENVECTORS AND THE
PERFORMANCE INDEX.

1JOB=1, COMPUTE THE M LARGEST EIGENVALUES
1JOB=2, COMPUTE THE M LARGEST EIGENVALUES
AND CORRESPONDING EIGENVECTORS.

[JOB=3, COMPUTE THE M LARGEST EIGENVALUES
AND CORRESPONDING EIGENVECTORS AND THE
PERFORMANCE INDEX.

IF THE PERFORMANCE INDEX IS COMPUTED, IT



1z

WORK

IER

€6

IS RETURNED IN WORK(1). THE ROUTINES HAVE
PERFORMED (WELL, SATISFACTORILY, POORLY)

IF WORK(1) IS (LESS THAN 1, BETWEEN 1 AND

100, GREATER THAN 100). |

- INPUT NUMBER OF UPPER OR LOWER CODIA GONALS OF
MATRIX A.

. INPUT NUMBER OF EIGENVALUES DESIRED

. QUTPUT VECTOR OF LENGTH AT LEAST M CONTAINING
THE M LARGEST OR SMALLEST EIGENVALUES.

- OUTPUT MATRIX OF DIMENSION N BY M CONTAINING
THE EIGENVECTORS. THE EIGENVECTOR CORRES-
PONDING TO EIGENVALUE D(I} WILL BE PLACED

IN COLUMN I OF %. IF ABS(LJOB)=1, Z IS

NOT USED.

- INPUT ROW DIMENSION OF MATRIX Z EXACTLY AS
SPECIFIED IN THE DIMENSION STATEMENT IN

THE CALLING PROGRAM.

- WORKSPACE VECTOR WITH DIMENSION=

IF ABS(1JOB)=1, AT LEAST 8*N

IF ABS{IJOB)=2 OR 3, AT LEAST N*(3*NC+6)

- ERROR PARAMETER (OUTPUT)

WARNING ERROR (WITH FIX)

IER = 66, INDICA TES IJOB IS OUT OF RANGE.

1JOB EQUAL TO 1 (OR -1} IS USED.

IER = 67, INDICATES ABS(IJOB) = 2 OR &

AND IZ IS LESS THAN THE ORDER OF MATRIX
A.1JOB EQUAL TO 1 (OR -1) IS USED.

TERMINAL ERROR

IER = 120 IMPLIES THAT SOME EIGENVECTORS
WERE NOT CALCULATED ACCEPTABLY. THE
COLUMNS OF Z CORRESPONDING TO THOSE

- EIGENVECTORS ARE SET TO ZERO.

PRECISION/HARDWARE - DOUBLE /H32

REQD. IMSL ROUTINES - EBNDR EBNDV EQRT1S,UERTST, UGE TIO VMULQF

NOTATION

COPYRIGHT
WARRANTY

- INFORMATION ON SPECIAL NOTATION AND
CONVENTIONS IS AVAILABLE IN THE MANUAL
INTRODUCTION OR THROUGH IMSL ROUTINE UHELP
- 1980 BY IMSL, INC. ALL RIGHTS RESERVED.

- IMSL. WARRANTS ONLY THAT IMSL TESTING HAS BEEN



COMPUTER

APPLIED TO THIS CODE. NO OTHER WARRANTY,
EXPRESSED OR IMPLIED, IS APPLICABLE.

IMSL ROUTINE NAME - EQRT1S

- IBM/DOUBLE

LATEST REVISION - JUNE 1, 1980

PURPOSE

USAGE

ARGUMENTS
D

E2

ISW

IER

- SMALLEST OR LARGEST M EIGENVALUES OF A
SYMMETRIC TRIDIAGONAL MATRIX

- CALL EQRTIS (D,E2,N,M,ISW IER)

- INPUT VECTOR OF LENGTH N CONTAINING

THE DIAGONAL ELEMENTS OF THE MATRIX. THE
COMPUTED EIGENVALUES REPLACE THE FIRST M
COMPONENTS OF THE VECTOR D IN NON-
DECREASING SEQUENCE, WHILE THE REMAINING
COMPONENTS ARE LOST.

-INPUT VECTOR OF LENGTH N CONTAINING

THE SQUARES OF THE OFF-DIAGONAL ELEMENTS
OF THE MATRIX. INPUT E2 IS DESTROYED.

- INPUT SCALAR CONTAINING THE ORDER OF THE
MATRIX.

-INPUT SCALAR CONTAINING THE NUMBER OF
SMALLEST EIGENVALUES DESIRED (M IS

LESS THAN OR EQUAL TO N).

- INPUT SCALAR MEANING AS FOLLOWS -

ISW=1 MEANS THAT THE MATRIX IS KNOWN TO BE
POSITIVE DEFINITE.

ISW=0 MEANS THAT THE MATRIX IS NOT KNOWN
TO BE POSITIVE DEFINITE.

- ERROR PARAMETER. (OUTPUT)

WARNING ERROR

IER = 33 INDICATES THAT SUCCESSIVE

ITERATES TO THE K-TH EIGENVALUE WERE NOT
MONOTONE INCREASING. THE VALUE K IS
STORED IN E2(1).

TERMINAL ERROR

IER = 130 INDICATES THAT ISW=1 BUT MATRIX
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IS NOT POSITIVE DEFINITE

PRECISION/HARDWARE - DOUBLE /H32

REQD. IMSL ROUTINES - UERTST,UGETIO

NOTATION

REMARKS

COPYRIGHT
WARRANTY

- INFORMATION ON SPECIAL NOTATION AND
CONVENTIONS IS AVAILABLE IN THE MANUAL
INTRODUCTION OR THROUGH IMSL ROUTINE UHELP

AS WRITTEN, THE ROUTINE COMPUTES THE M SMALLEST
EIGENVALUES. TO COMPUTE THE M LARGEST EIGENVALUES,
REVERSE THE SIGN OF EACH ELEMENT OF D BEFORE AND
AFTER CALLING THE ROUTINE. IN THIS CASE, ISW MUST
EQUAL ZERO.

- 1080 BY IMSL, INC. ALL RIGHTS RESERVED.
- IMSL WARRANTS ONLY THAT IMSL TESTING HAS BEEN

APPLIED TO THIS CODE. NO OTHER WARRANTY,
EXPRESSED OR IMPLIED, IS APPLICABLE. ‘
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Tabela 1. Segundas diferencas para 39 niveis pertencentes a simetria Ay com kyqz= 80,

Segundas diferencas 3

E-éb - 66&
3.0014642342900
5.0284370701081
7.0026258530824
7.8405050646155
8.8058628850420
0.7280856360760
10.0323776500811
10.7600528841067
11.5908026722003
11.8802063454254
12.5068757551795
13.0777544245083
13.4278005684445
13.7000700011878
14.4020066211327
14 8736606721862
15.2368187765516
15.4030753587700
16.1355478468270
16. 1738847002760
16.6402461001074
17.0117122275017
17.2628200069361
17.8668074500611
17.0004500545403
18.3780002165779
18.7421813729797
10.0147262564765
10.2012421628110
10.5600525838573
10.6093000481020
20.0862682882056
20.4158628088663
20.7480466722546
20.8565610848854
21.1057872362170
21.2854606402722
21.7571720505706
22.0234507902055

b=.088 e § b=.001

TGO UV M COBD bt oy

E,-J‘b - 56(})

1.99404056864681
2.99131216563471
3.9556437659750
4.9397716019908
4.9927063037449
5.8010009702876
5.0066528265817

Apéndice E

£l
3.9912638120174
5.8267776617251
7.0025780084443
7.8360149451404
8.8031470458369
0.7218344018068
10.0327935593331
10.7548229464174
11.5813997212663
11.8766882442645
12.5865165450547
13.0787511646214
13.4146648006817
13.6917530320009
14.3864693647337
14.8687000428441
15.Z187967007534
15.4795520017300
16.13632440464190
16.1525771382104
16.6286277410761
16.9872555658113

17.2439894803824 -

17.8558210642810
17.8829416630935
18.3589891983138
18.7086994088912
18.9907818277201
19.2019520890948
10.56313315484797
19.6818464861813
20.0584931491395
20.3701581170089
20.7189431171472
20.8433262426311
21.1438060677211
21.2568259250779
21.7152493588798
21.9632266626993

E;(0)

1.9939010413568
2.9911043729114
3.9546019993872
4.9383414718662
4.9925019927277
5.8884214075688
5.9965107353842

-

b+ 6b)

E.
3.9916&09533868.

5.9250079303889

7.0025239453817

7.8331019052128

8.8903819703138

0.71565093170424
10.0331956382718
10.7485866771617
11.5718907263471
11.8729850901626
12.5759754816880
13.0797078575099
13.4012777545671
13.68326566317551
14.3706448863407
14.8635386031203
15.2005067 107507
15.4657826563166
16.1276424607865
16.1401536136893
16.61663127070564
16.9623114360831
17.2248928385002
17.8366822513797
17.8632569376656
18.3393874893318
18.6743598467056
18.9665369499652
19.2021898980000
10.4949331227409
19.5593172702703
20.0295546498686
20.3231730977357
20.6881063716323
20.8289132812366
21.0876249725314
21.2295088167101
21.6691403794180
21.9022466282056

E; gb + 66%
1.0037508182538
2.0008938697 106
3.0535475070826
4.0368020848108
4.0022035708004
5.8858002210820
5.0063637416066

ara estados de simetria A1, A2 e El
o Henon-Heiles -

—AYE; x 10%
0.06104

5.79984
6.28487
4.02139
5.64794
19.86363
-6.24085
19.27810
3.40072
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6.8614703706018
6.0144783205361
7.7992583871709
7.9044778042604
8.0106841512744
8.7549146373070
6.80908532490162
9.0206119269810
0.6788061968591
0.7854676287126
0.6805314702762
10.6172547661440
10.6801004533826
10.8842628228684
11.0458827487008
11.5265984869742
11.6400535686512
11.7407770762931
12.0610451823168
12.4443390536449
12.52567695147450
12.7199183181763
12.8772976533505
13.3377279870277
13.4685853483776
13.566510356825961
13.8751942854658
14.0958842882202
14.2215582830454

14.34605665306200

14.5282071622956
14.6799849975759
15.1069236887358
15.1153643921656
15.2689129251999
15.3647161667003
15.6602945857857
15.8723646897232
15.9736762376049
16.1364867210772
16.3108068979027
16.4547120422536
16.82442565424138
16.8711447777195
17.0337772904268
17.1423980368294
17.15682919674708
17.4171164911288
17.6187327766460
17.6642836158444
17.8880998512523
18.0696844938735
18.1793604764866
18.2031939639853
18.4848170838679
18.5976445420394
18.75633753102242

18.8635673456788 .

18.9047947809209

6.8581486401689
6.9123928923630
7.7944507103998
7.9020845190708
8.01076855637115
8.7489243369654
8.80564057066571
0.0208513045358
9.6709583782019
9.7801745175594
9.8865506864618

-10.6076055930895

10.6724877103141
10.8809779841136
11.0464887531100
11.5146496667468
11.6312578920976
11.7340470780879
12.0618483863263
12.4297584197668
12.5146003666606
12.7124074217552
12.8733122577079
13.3202288763809
13.4556560921773
13.554041733251%
13.8707708586990
14.0970645508221
14.2104616224371
14.33056933124357
14.5168626072910
14.6706880436900
15.0810217678917
15.1166169393267
15.2508331225918
15.34899755643976
15.6499255304065
15.8666819891788
15.9440401229121
16.1164494806592
16.2931985275382
16.4304844933463
16.7895790002296
16.8645454877207
17.0087813524830
17.1224162137388
17.1591609901667
17.4001309245290
17.6037140417129
17.6251704554962
17.8693414200618
18.0462152941811
18.1804033401434

-18.1816918123809

18.4366243777608
18.5825360579596
18.7193055240489
18.8514070995506
18.8817448561791

6.8547820753541
6.9102779599729
7.7805784356897
7.8006536306154
8.0108453249168
8.7428447896429
8.8007652263090
9.0210807434608
9.6629932176802
9.7748033825767
9.8835104210431
10.6977909122937
10.6647810903633
10.8776179620892
11.0470753051098
11.5024911738077
11.6223390264386
11.7271978273155
12.0626238528574
12.4148878627834
12.5032963264691
12.7047484160334
12.8692038765522
13.3023609973513
13.4425418687220
13.5428046867745
13.8661872471225
14.0981642352892
14.1888794838781
14.3149200980865
14.5032993503386
14.6611599065079
15.0554469370711
15.1178223310968
15.2324457864597
15.3330732309896
15.6302610783401
15.8606556336140
15.9136723525062
16.0940429398221
16.27631085693692
16.4239171120856
16.7536557417190
16.8576471354938
16.9832732229342
17.1017935066623
17.1602376823326
17.3826768263065
17.5768519770701
17.5970836718672
17.8299240169583
18.0224051639372
18.1593885836883
18.1814744199540
18.3866745941229
18.56666074528445
18.6845491063300
18.8344632669168
18.8622447677564

095626

79778
60164
.56027

2.36628
3.01134
3.74295
-1.21025
2.69269
72.95807
-62.56040
- 3.68979
2.44334
121.32635
-117.06690
0.53036
4.41339
3.66804
26.37522
-18.80036
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10.1464407406247
19.2878645711283
19.3415198920051
19.5880511263400
19.7977608425625
10.8647824210221
10.9283220066271
20.0760063741113

. 20.2223232009949

20.29377910563022
20.4167724278036
20.5465775052518
20.63214791569565
20.8204960766428
20.8691867146485
21.0304754423748
21.2288192527661
21.2415641752980
21.45643903912443
21.5205634370275
21.5008797226544

19.1216651521501
19.2326257092437
10.3196499984236
19.5497296071927
19.7661034593354
10.8534885749417
19.8993651029533
20.0106385472289
20.2219840944215
20.2679933595968
20.3751156646632
20.5248200345322
20.5971999902110
20.7496786906209
20.8307076069672
20.9993009328838
21.1766027989178
21.2388571030003
21.3860216891070
21.48856486175613
21.5380874012498

10.0949815129610
19.1765855645361
19.2972922452274
19.5093872631630
19.7324602600136
10.8400432204690
19.8687625063592
19.9440590992040
20.2207777906485
20.2396026635230
20.3306666522004
20.4992397243394
20.5580786278649
20.6739414254033
20.79565700753316
20.9662489388840
21.12332560948163
21.2346077653270
21.2915587475936
21.4373282045305
21.5056918015571

8.78003
9.41776
1.48999
5.22173
10.04657
6.30372
8.27008
5.60612
4.28839
12.852563
-1.01963
18.62645
15.89263
23.71063
-16.04591
8.94070
5.01142
7.26153
122.01540
4749317
-04.70071

Tabela 2. Segundas diferengas para 87 niveis pertencentes a simetria £; com ky,,,= 80,

b=.088 e § b=.001.

E:{b—6b

i E,(zbg gb + 6!% ~AE; x 105
1 1.0040405864020  1.0030010412800  1.0037508181860 0.08416
2 2.0013121652486  2.0011043728117  2.0908038696005 0.00062
3 3'0556437654813  3.0546010088874  3.0535475074767 0.32177
4 40307716013132  4.0383414711600  4.0368020841247 0.37172
5 4.0027063036484  4.0025010026203  4.0022035707001 0.08216
6  58010000600652  5.8884214063310  5.8858002108205 0.55402
7 5.0066528265151  5.0065107353153  5.0063637416253 0.08176
8  6.8614702680285  6.8581486385743  6.8547820737381 0.65374
0  6.0144783105487  6.0123028013615  6.0102770589573 0.42683
10 7.7002583848037  7.7044507080020  7.7805784332500 0.82877
11 7.0044778031280  7.0020845170206  7.8006536384472 0.47575
12 8.0106841513165  8.0107685537400  §.0108453249515 0.00526
13 8.7540146344716  8.7480243340878  8.7428447867224 1.62009
14 - 8.8000853227460  8.8054057034588  8.8007652240817 0.60117
15  0.0206110270075  0.0208513046476  0.0210807425677 0.11217
16 0.6788061031447  0.6700583744310  0.66200321385390 1.21334
17  0.7854676262071  0.7801745150168  0.7748033700068 0.79778
18 ©.8805314688688  0.8865506850263  0.8835104105788 0.60164
10  10.6172547615818 10.6076055884401  10.5077000075737 1.56027
90  10.6801004407748 10.6724877066616 10.6647810866660 0.87062
91  10.8842628212106 10.8800770825204  10.8776170604686 0.60006
92 11.0458827400032 11.0464887533044 11.0470753053846 0.17610
93 11.5265084813257 11.5146406600005 11.5024011670502 1.82002
94 11.6400535644863 11.6312578878741 11.6223300221562 105912
25 11.7407770721120 11.7340470748505 11.7271078240207 1.01630
% 12.0610451827050 12.0618483867018 12.0626238532201 0.22006
97  12.4443300467602 12.4207584127456 12.4148878556221 9.33249
98  12.5257605004512 12.5146003613026 12.5022063210466 1.07788
90 12.7190183146206 12.7124074181387  12.7047484123454 1.16508
30  12.8772076514786 12.8733122557785  12.8602038745620 0.05535
31  13.3377270787604 - 13.3202288670407 13.3023600887413 9.76848
30 13.4685853422561 13.4556560850683 13.4425418624241 1.37464



Tabela 3. Segundas diferengas para 87 niveis pertencentes a simetria £y com kmos= 68,

13.56510356773630
13.8761942833935
14.0068842887916
14.2316582730990
14.34605665232960
14.5282071564608
14.6799849931966
15.1059236770763
15.1153643927139
15.2689129166510
15.3647161592543
15.6602045800097
15.8723646870851
15.9736762236578
16.1364867111319
16.3108068895723
16.4547120350718
16.8244255270588
16.8711447746531
17.0337772786298
17.1423980276999
17.15682919675861
17.4171164831364
17.6187327701658
17.6642835971302
17.8880998376945
18.0695844828700
18.1793604771116
18.20319395638128
18.4848170662886
18.5976445369084
18.7633752942011
18.8635673407073
18.9047047706468
19.1464497316817
10.2878546552778
10.3415198861281
19.6890511089098
10.7077608858245
10.8647824199158
19.9283220487489
20.0760986221998
20.2223232010491
20.2937790058748
20.4107724313859
20.5465776175879
20.6321499612723
20.82056243260999
20.8691976672589
21.03047566221347
21.2288197226979
21.2415641971260
21.45452843465691
21.562965665 14634
21.5912114726492

b=.088 e § b=.001.

13.6640417279251
13.8707708565521
14.0970545613662
14.2104616122630
14.33056933060126
14:5158626013528
14.6706880392023
15.0810217558513
15.1166169399215
15.2608331138979
15.3489975468532
15.6499255253927
15.8666810863935
15.9440491086047
16.1154494705408
16.2931985190756
16.4394844860052
16.7895789833763
16.8645454844862
17.0087813404421
17.1224162040080
17.1591609906763
17.4001309163253
17.6037140333267
17.6251704381741
17.8593414061976
18.0462152830673
18.1804033393465
18.1816918033763

18.4366243684879 -

18.5826360505789
18.7193055077500
18.8514070038452

18.8817448491809

19.1215551530385
19.2326269998456
19.3195499927362
19.5497295910309
19.7661036860105
19.8534885890288
19.8993653701146
20.0106449499321
20.2219840043322
20.2679933569507
20.3751157080068
20.5248210618635
20.5972104406344
20.7497795782978
20.8307173188605
20.9993013406459
21.1766041256882
21.2388573093697
21.3868573830767
21.48907593565866
21.5384707540401

13.5428046813742
13.8661872448973

14.0981642358027

14.1888794734686
14.3149200006622
14.5032993442962
14.6611599019081
15.05654469247204
15.1178223316490
15.2324457776176
15.3330732233473
15.6392610731822
15.8606556306411
15.9136723378509
16.0940429295245
16.27563108507725
16.4239171045296
16.7536557243750
16.85756471320491
16.9832732106501
17.1017934967524
17.1602376828233
17.3826768178784
17.5758519600351
17.6070836632721
17.8299240027816
18.0224061529142
18.1593885734855
18.1814744203082
18.3866746104658
18.5666074450392
18.6845490899135
18.8344632655040
18.8622447673679
19.0949815795095
19.1755864326046
19.2972922414565
19.5093872412242
16.7224613680577
19.8409434200596
19.8687642886865
19.9440768628974
20.2207777919137
20.2396026986492
20.3306668062407
20.4992519114112
20.6590405986596
20.6742273163728
20.7955844468305
20.9662500257752
21.1233288759008
21.23462011114956
21.2952662841631
21.4386831823491
21.5060659086220

1.29258
1.15484
0.42972
3.41634
1.46637
1.50664
1.67682
4.46196
0.31194
2.01650
1.34023
1.88753
2.16589
4.70179
2.29159
1.71420
2.06717
6.41300
2.36628
3.01134
3.74295
-1.21025
2.69269
72.95811
-62.56044
3.68979
2.44334
121.32640

-117.06703

0.53027
441339
3.66804
25.37520
-18.80038
8.78064
0.41583
1.48998
5.22172
10.04304
6.30286
8.26359
5.66911
4.28838
12.85238
-1.0199§
18.67553
156.68330
23.16899
-16.06990
8.03855
5.00388
7.20524
111.84461
45.66068
-04.41651
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Tabela 4. Segundas diferencas para 50 niveis pertencentes a simetria A; com k,,,-= 80,

Ei{b— 6b)
0.99915630722361
2.9736826984292
3.9003061511017
4.9222745703977
5.9236046243627
6.8442862407318
7.0027172168996
7.8279636201689
8.7386259676783
8.8065685951224
9.7016306180668

13.0323695049556
10.6032075978745
10.7640497372204
11.5422669895373
11.8801986366163
12.4342249770250
12.6068362542221
13.0777545421899
13.3466094750622
13.6804255023234
14.22588136189059
14.4275270162377
14.8736718909800
15.1100479970293
15.4900110427681
15.9711034533669
16.1357412195470
16.2280426582410
16.6402547864592
16.8262220230049
17.2514308341753
17.6624707852218
17.8688441526446
18.0074647639915
18.3775788204614
18.4872490376821
18.9807948933799
19.2012153982682
19.2899799245080
19.5736378786658
19.7597463135624
20.0557886765944
20.1127272576810
20.6645027515839
20.8415236176035
20.8560435248508
21.2492307555518
21.4544492491746
21.5781426316731

b=.088 e § b=.001.

i)
0.9991233482174
2.9730680015099
3.9900401044443
4.9204466006897
6.9217027682917
6.8405896906184
7.0026763102673
7.8236363663178
8.7323296873865
8.8939085118593
9.6939837064667

10.0327845173214
10.5934137360635
10.7681724218002
11.5302416439932
11.8765792264654
12.4197154805429
12.5972986558926
13.0787500843718
13.3288816212926
13.6910286430207
14.2049747734076
14.4140536296965
14.8687069463224
15.0848827231947
15.476095 5600508
156.9416824244152
16.1370794332300

16.2103804440439 .

16.6285719349146
16.7913085500938
17.2311171071395
17.6214424001959
17.8610420375732
17.98498582099056
18.3573987177909
18.4403805107554
18.95623740192863
19.2019223754203
10.2333953454357
19.55664957451901
19.7304236697885

19.9947807278206

20.0807930753626
20.6101447284037
20.7677699807518
20.8420414918990
21.2212301391988
21.3807745382378
21.5041888020869

0.9901133921182
2.9724459792772
3.9807876643379
4.9185961796221
5.9197719234330
6.8368456722813
7.0026206296141
7.8192381563492
8.7259460660048
8.8912030091606
9.6862058640382

10.0331856162007

10.5834651186453

10.7522068868635

11.5179894227757

11.8728634712686

12.4049313489569

12.6876382017805

13.0797071507427

13.3107751097704

13.6824424451035

14.1835882440272

14.4004335200371

14.863652605059902

15.0600954276308

15.4618833082722

16.9113575634787

16.13823596390071

16.1925884825416

16.6164481299609

16.7554215366652

17.2103370609279

17.5790479475590

17.8526134653575

17.9623017708308

18.3347016237015

18.3937237826185

18.9228019680073

10.1746030344362

10.2021573318269

10.5384086445722

19.7001483313088

19.9267967126771

20.05622080659147

20.5649211172216

20.6950113146764

20.8273403446474

21.1905118319694

21.2085475216176

21.4451213248705

__A2 Ei x 105
0.02323
0.24656
0.11462
0.45628
0.48963
0.69392
0.08245
0.88113
1.00020
0.561068
1.35064
0.13868

- 1.96766
81122
21128
97525

o
pam—ry
~1
(= o]
[dal

145.95579
-131.78414
4.83199
4.82856
34.88944
-16.67849
42.99688
-4.79094
3.35435
12.80647
124.135561
-69.22636

73
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Tabela 5. Segundas diferencas para 50 niveis pertencentes a simetria A, com ky,,;= 68,

Bilb—58)
0.999152072236
2 973 682693429?
3.0002061511017
4 0222745703977
5.9236046243627
6.8442862407318
7.0027172168996
7.8279636201689
8.7386259676783
8.8965685951224
9.7016306180668
10.0323695049556
10.6032075978744
10.7640497372204
11.54226698956373
11.8801986366163
12.4342249770250

- 12.60683625642221

13.0777645421899
13.3466094750621

3.60042556923234
14.2258813618959
14.4275270162377
14.8736718909800
15.1100479970293
15.4000110427681
15.9711034533671
16.13574121956470
16.2280426682411
16.6402547864592
16.8262220230113
17.2514308341774
17.6624707854101
17.8688441526449
18.0074647640286
18.3775788296623
18.4872490425390
18.9807948957447
19.2012153982682
19.2899800400804
10.5736378791474
10.7587463568712
20.0557903987634
20.1127278850928
20.6645068788003
20.84156590913397
20.8560456159920
21.2492316313167
21.4545841949132
21.5786002294766

b=.088 e § b=.001.

o
0.9001333482174

2.9730680015000

3.9900491944443

4.9204466005897

5.9217027682917

6.8406806506185

7.0026763102673

7.8236353563178

8.7323296873865

8.8939085118593

0.6929837064667
10.0327845173214
10.6934137360635
10.7581724218003
11.5302416439932
11.8765792264654
12.4197154805428
12.5972986558926
13.0787509843718
13.3288816212926
13.6910286430207
14.2049747734076
14.4140536296965
14.8687069463224
15.0848827231947
15.4760955600508
156.0416824244158
16.1370794332300
16.2103804440440
16.6285719349148
16.7913085501112
17.2311171071458
17.6214424007219
17.8610420375746
17.8849858211046
18.3573987188521
18.44038056240015
18.9523740288453
19.2019223754225
10.2333956754968
19.5564957477055
19.7304228386904
19.9947868263611
20.0807937685451
20.6191656284075
20.7678716227791
20.84204177382568
21.2212372612466
21.3906030193948
21.50561082547017

E','{b + 66{
0.9991133621182
2.0724459792772
3.9807876643379
4.9185961796221
5.9197719234330
6.8368456722814
7.0026296296141
7.8192281563492
8.7259460660048
8.8912030091606
0.6862058640382
10.0331856162007
10.56834651186463
10.7522068868635
11.6179894227757
11.8728634712686
12.4049313489569
12.5876382017805
13.0797071507427
13.3107751097704
13.6824424451035
14.1835882440273
14.4004335209371
14.8635260505991
15.0590054276308
15.4618833082722
15.91135675634800
16.1382359639071
16.1925884825419
16.6164481299616
16.7564215367136
17.2103370609479
17.5790470400604
17.8526134653644
17.9623017711946
18.3347016307041
18.3937238168369
18.9228920066368
19.1746039963267
19.2021573318283
19.56384086586122
19.70014%0662645
19.9268158238424
20.0522000713425
20.5650366603211
20.6952710963338
20.8273407658289
21.1906064724951
21.3022974628632
21.4466806334042

—AE; x 10°
0.023823
0.24656
0.11462
0.45628
0.48953

1.12587
0.80040
2.65178
5.70788
9.70626
7.75230
3.50739
1.14043

13.71097
-1.14863
5.50007
145.05078

-131.78131
4.83104
4.82632

34.84623
-16.67072
4261017
-5.23377
3.34500
12.42349
113.71531
-70.04965
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Tabela 6. Segundas diferengas para 33 niveis pertencentes a simetria £y com kpmoz= 56,

E,(b.— bb]
1.9009577500589
219856036192686
5.0273235626437
4.0005478130060
4.0665762137642
5.8204330407437
5.901631828808 1
6.7693982975796
6.8563050532317

H I‘I‘I‘f\l!ﬂlﬁ[l‘!f\

7.8361004305769
8.0096666572625
8.568497905611027
8.6840344894927
0.0219715766363
9.4554780494888
9.6367856914118
9.7990500104471
10.3334338031262
10.4733657910665
10.7799751881583
11.0503922502822
11.1708908288976
11.3951259876724
11.5437740091684
11.993564955638242
12.0662457298156
12.2206023510390
12.4927170930241
12.7270001187322
12.7887562866541
13.1003697275313
13.2500780696637

b=.1118 e é b=.001.

RoX- o TN Fop T A JENET U Ly

10

Eib— 6b)
1. 9902577617466
2.9856036223818
3.9273235838326
4.9005478412526
4.9865763185720
5.8204340004216
5.9916318333786
6.7693983647707
6.8563050958493
7.6660454398195
7.8361994908699
8.0096666607069
8.5849701787990
8.6840345801143
9.0219715800697
0.4554782185316
9.6267858009986
9.7990600832150

E,(b]
1 9900778734’}94
2 9853273680948
3.9250683303730
4.8086506603514
4.9862521225047
5.8170306702855
5.9913279995600
6.7648819441170
6.8534403824862

H’ I‘!f\t h""lﬂ?h(\()ﬂ

7.8327460608014
8.0094256283615
8.6763808200147
8.67794905721841
0.0217242066772
9.4440934806766
0.6204188881387
9.7941342744075
10.3183943792744
10.4634979815546
10.7739986604361
11.0496755661750
11.1517089268260
11.3830483058928
11.5335465143306
11.9681662658249
12.0650432341707
12.2057530404304
12.4802443690072
12.7116881469017
12.7615225764963
13.0812576444628
13.23331690561539

Ei(b)
19900773761 35
2.9853273722540
3.6250683507672
4.8086506889162
4.0862521274051
5.8170307305204
5.9913280041785
6.7648820121719
6.8534404266531
7.65950787190182
7.8327470129865
8.00042566321384
8.5763809507086
8.6779496637784
0.0217242106570
0.4440936527561
0.6204189001041
0.79041343488006

E b+ 5&&
1.9808052258212
9.0850480337652
3.0245003513960
4.8067321712397
4.0850216805624
5.8135000650142
5.0010148277015
6.7603074722808
8805388311821
7.8202404304120
8.0001618061125
8.5676407036546
8.6717006789411
9.0214392882018
9.4325050160848
0.6210541711563
0.7801026228283
10.3030235104750
10.4535314487274
10.7678402431161
11.0487552017446
11.1221101245349
11.3708040203072
11.5231277921600
11.9418012241044
12.0635621383493
12.1607264134363
12.4672524027682
12.6001248860435
12.7387276551153
13.0617944040664
13.2155473305276

1 ostadnatl 1

- 2.9850480379908

3.9245993719965
4.8967322001253
4.9859216945582
5.8136901168104
5.9910148324617
6.7603076412214
6.85056388749111
7.6528850019783
7.8292404833238
8.0001618102385
8.5676408356029
8.6717997715089
9.0214392928502
0.4325060922378
9.6219542837010
0.7891026990969

~AYE; %

.._
—
Q

o

Ea 422

OrO00000000"

75791055
7762024

—AZE. x 108
0.08854
0.10328
0.35012
0.43556
0.12518
0.64107
0.16502
0.85012
0.53816
1.1136%
0.60007
0.28458
1.65430
0.74875
0.41620
914044
1.01682
1.18252

-1
(AL



Tabela 7. Segundas diferencas para 33 niveis pertencentes a simetria £y com ko= 44,

10.3324240292644
10.4733659383161
10.7799752769797
11.0603922606597
11.1708912269544
11.3951261786859
11.56437741014242
11.9936534825191
12.0663457784744
12.2206026667721
12.49271879637239
12.7270181582916
12.7888287983708
15.1003732598414
13.2501271086490

b=.1118 e § b=.001.

0D bt D D 00 ~T G Cropn €O DD b=t

[y —

Tabela 8. Segundas diferencas para 20 niveis pertencentes a simetria A; com Ky, -= 56,

éb — 5
0.0086201766650
2.0570385106208
3.0828052335642
4.8725350618318
5. 6091/.;06:71/4919
$.7428462410488
6.0006440130437
7 7040307020158
3.5627850600650
2.8102026666567
0.4784400188083
10.0357708105918
10.3109715350100
10.5086045585607
11.1800767143563
11.7573743337657
11.0000430800190
12.3464604141647
12.7821150411311
13.0701397022002

b=.1118 e § b=.001.

00 ~TCC U COBD b o,

E;‘éb — &b
0.9986201766659
2.95703851062090
2.0828052335642
4 8725350618318
5.86972569129190
6.74284062410488
6.9906440139437
7.7040397020158
8.5627850620672

10.3182946126753
10.4634981304273
10.7739987524730
11.0496755804569
11.1517094135865
11.2830485073402
11.68356467258272
11.9681729113735
12.0650432847756
12.2057534254661
12.4802477960685
12.71173515663014
12.7616280049372
13.0812637862704
13.2834307759840

08

0.9985948590626
2.9662456967759
3.9824186085155
4.8701521463357
5.8670240503650
6.7379330260585
6.0093878053926

7.6977429400147

8.6540531174266

8.81562021906041

9.4668126055985
10.0354142575211
10.3061916492490
10.5904983606408
11.1603257389388
11.7495455719666
11.9661655774375
12.3238233048452
12.7483171571840
13.0769921489817

Q. 99?594859({)&26
2.9562456967759
3.9624186085155
4.8701521463357
5.8670240593650
6.7379330260685
6.0003878063926
7.6977420400148
8.55640531174288

10.3030237530431
10.45353156993376
10.7678403390269
11.0487562233446
11.1321197606734
11.3708042471732
11.5231280686805
11.9410027414848
12.0635621968003
12.1907269195288
12.4673598025772
12.6902790868232
12.7388496985007
13.0617357119280
13.21583564704084

0. 9985&9302“2)58
9.0554451060228
3.0820254085007
4.8677447801655
5.8642325107756
6.7320633702543
6.0001168867566
7.6013437511222
8.5451036866361
8.8111202128050
0.4540504077008
10.0349869627776
10.2001053711874
10.5821016736681
11.1400628360650
11.7412816615050
11.0407120864016
12.3200707380461
12.7130162435015
13.0744566850821

E b+ 6b
0.99856930290058
2.95544510060228
3.0820254085997
4.8677447801655
5.8642825197756
6. 73?96@379954

8.545 19"6866398

48.60133
-34.65457
3.20000
6.79320

—-A%E. x 10%
d

.02389

025972
0.16510
0.5020%
§.68020
082751
0.19730
1.33062
1.40028
0.82246
2.37456
0.70492
2.97218
1.04229
4.58703
3.70354
5.64164
1.74688
11.78218
7.96636

~AE;

-

HHP@QQQQQ

5

[ IR
RO Wt
100 Q)
Y}

cm
)yt
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11 7K7Q7AAIU‘I 141

VIUIEITX

11 9909464500986
12.3464617460119
12.7822024409567
13.0791397903913

6.8152021906050

9.4668126057449
10.0354142575492
10.30619165644313
10.5904983630102
11.1603259656079
11.74854574456660
11.9661714786604
12.3338258569041
12.7484735812524
13.0769924606727

8.8111202128966

0.4549594979560
10.024986962842%
10.2901063800667
10.5821016774055
11.1400632119794
11.7412£20208829

aVuduu

11940 234127609
12.8209757717781
12.7133006938054
13.0744577929727

Tabela 9. Segundas diferengas para 20 niveis pertencentes a simetria 4; com ky,,.= 44,
b=.1118 e § b=.001.

CODI = DO IO T CO LD bt s,

ek et et ok

E"éb 56;
3.9860218292704
5.8835858807345
6.0002150620308
7.7415820211584
8.8156728217611
0.5603183086070
10.0359196736034
10. 5818140275666
11.3373742284739
11.7596283380410
12.2921016591074
13.0486717368697
13.00105671295256

3 985761814(21117
5.8814633816689
6.9980320123540
7.7369007196044
8.8113416553516
9.6624092169242
10.0355935537855
10.5725117668383
11.3252726127524
11.7523222121803
12.2772460586708

13.0321197808561

13.0868850497000

E;(b+ 8b)
3.9854992129400
5.8703004431779
6.0086358321727
7.7321774900923
8.8070256804073
0.5444308085284
10.0352050763765
10.5630400384035
11.3130358043062
11.7447514990067
12.2610890116348
12.0140078160318
13.0825142118724

—~A%E; x 10°
0.06489
0.34737
0.21331
0.54102
0.96249
0.72565
0.62136
1.58440
1.16373
2.25136
2.45614

11.97049
-6.12248

Tabela 10. Segundas diferengas para 13 niveis pertencentes a simetria A, com £y, = 56,
b=.1118 e § b=.001.

fomed ot pomk ok
CORD DL 00 T TV G B bt oy,

Tabela 11. Segundas diferencas para 13 niveis pertencentes a simetria As com ky,o o= 44

E; 56 — 6b)
3.9860 18294704
5.883585880734

_:- Pt O R e it T e I Te Te)

W STTTLLUrwrLeeee

7.7415820211584
8.8155728217611
0.5603183086073

10.0250196736036

10 5818140275932

1.3373742289899

11 7596283389955

12.2031015908287

13.0486722073256

13.0010571870530

b=.1118 e § b=.001.

ik

3985761814 17

6.88145323816689
5.'338’53‘7919 540
7.7369007106044
8.81134165563516
9.55624002169247
10.035593553 7860
10.5725117668805
11.3252726135754
11.7622222137920
12.2772461100141
13.0221206295378
13.0868850051895

b+ 6b)

9854 02120400
8703004421770
0086358321727

221774000023
8.8070256804074
0.5444308085292
10.0352050763773
10.5620400284708
11.3120358056237
11.7447515018320
12.2610800051272
13.0140002841411
13.0835142416657

'\JC)” C"OC'

—A%F. x 105
0.06489
0.34737
0.2123
0.54109
0.06240
0.72565
0.62126
1.50440
1.10372
9125136
945604
11.06864

.6.12253

}
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Apéndice F

Segundas diferencas para o hamiltoniano

Eq{b - §b)

£.1750157603145

7.3501701202087

0.3891626920001

0.7134048821230
11.5230868158763
12.1253542488746
13.6087700161154
14.0461464883808
14.6326611065110
15.7069618614732
16.4095879685332
17.2150728546670
17.7966512889215
16.5147443210305
16.0664693819307
19.8685066005646
10.8865440616808
90.7810544031047
91.5412536993017
91.9702497788507
99 5027065646933
2.0670600127955
3.5203316622627
94.0527228555081
94'9080753275670
25.1711506707081
95.3706818385653
96.0115076821702
96.1288040341028
26.0206383275230
97.362531 7702727
98.1846838775366
98.2215600700371
9§.2422747587255
98.7413804034362
90.5421765160428
90.7222531741011
30.2028018042823
20.5753673688886
31.1258200780653
21.4383723276510
31.7318731584311
39.3760600784820
32.5556576201535
32.8552108566136
3350604 14667446
22.8974016089594
34.0763457527195
14.2555163232652
24.4508327654804

[l

AN

de Pullen e Edmonds

Ei{b) E;{(b+ 6b) AR % 108
5.1710490007003 5.1679703888274 0.26727
7.3515675375158 7.3439003956066 0.60600
0.2805751342183 0.3710501367612 0.30012
0.6986688980706 0.6838346397101 1.01328

11.561214286472323 11.50113256454932 0.57650
12.1020947739681 12.0804563201601 1.47880
13.5060006125514 3.5683170155021% 0.57483%
14.0241169856212 14.0019587961077 ¢.91761
14.6011009278866 14.5692615724633 1.91203
15.6924704497760 15.6778838354186 0.60668
16.3815828614697 16.3533618115197 1.31821
17.1733273532007 17.1311795942471 2.34234
17.7804768853064  17.7641043357251 0.60824
18.4833277782063 18.4516908931305 1.14342
18.9280207443404 18.8892643853760 1.6257%
19.8169658923502 19.763770512622 §.34977
19.8673936481021 10.8492345374362 -4 08060
20.7457016263454  20.7102529269703 1.32056
21.4934244282727 21.4451410897426 2.1125¢
21.9508346578126  21.0313111425900 0.539036
22.5279350621919  22.4623574317118 3.17884
22 9270817496062 22.8885077143458 1.33362
23.4697300015366  23.4187712287541 1.60595
24.0316005502822 24.0101939478256 1.25792
24.1401033376442 24.0800028547701 1.60154
25.1288810583456  25.0862100581534 1.56868
25.3020640171720  25.2235932322418 3.37824
25.955612074190121 25.8078457626352 3.4007¢
26.1152181690047  26.09190853562360 -1.06120
26.8592051457063 26.7879762366812 2.06255
27.3168338602141 27.2707654058284 1.34540
28.1204876147522 28.0366911668610 60.70072
28.1401630768244 28.0810697366972 -15.32361
28.2003213113351 28.1710043137617 -48.00105
28.6705074722131 28.56992112949086 2.10407
20.4032801608766  29.4435552026241 2.87055
20.6395078977667  29.55638609042720 1.£74901
30.2677084357712 30.2415141223367 0.63085
30.5077170017277 30.4395504265404 1.66256G
31.0211358861350 30.915605389011820 4.50597
31.256814342202G3 31.2769342557892 3.12602
31.6794809978812 31.6268222847997 0.86822
32.2480665116038 32.3200121806816 0.15724
32.4606083837031 32.36424462886908 4.04958
32.7611271078365 32.7065658024962 1.45680
33.4195210611312 33.33210083990365 2.69787
33.8481626917929 33.7881628954010 2.24825
33.9587200072882 23.8391556075546 5.76690
34.1587274246G870  34.0625671233488 1.08725
34.4202750797075 34.3088886852392 -0.49220



35.1339072908652%
25.4641851075765
36.01562688537826
36.14896668132 16
36.5475118649708
37.0295862022218
37.1338458120875
37.4245570124644
38.1969194188519
38.35663991317550
28.46066010565473
38.6430640600486
38.9823373303879
39.6583907964657
39.9779850325387
40.1737201399310
40.35685486141067
40.7348795623796
40.8446528111714
41.4006435318600
41.7401703380950
41.9757902835017
42.4986802319822
42.8595788990516
42.8922547972089

3.21392123556297
43.2800122835782
42.9152087642648
44.1774461223657
44 4328104750180
44 6215601013008
44.7477279961943
45.0082494236567
45.5227751187174
45.9376742899592
46.3198051825363
46.4202356171011
46.6399321763301

46.7699640187805

47.1751888066734
47.4517164624042
47.6774976980650
47.9487630684573
48.533226113977

48.8183572037259
48.9058731508578
40.1187868406467
49.36425655611241
49.6083317806801
49.6413326048361
50.1683268321273
50.5429688728888
50.7046687163806
50.837G079475822
51.0048778646181
51.4602792286668
51.6001767343181
52.0425710970380
52.3420400501685

35.056970117754
35. 30450561953‘
85.9463928178591
26 0687164866509
86.56135151329615
36.9144226428141
37.0101650104726
37.3411316549671
98.13568444985501
38.2494875064534
38.3471610336267
98.6036913906505
38.8719925213102
39.5736752031393
39.8572649821469
40.0243338144505
40.3030806790406
40.6817247070739
40.7466995062213
41.2639234606987
41.6284812525539
41.8782709124203
42.4452446339103
42.7572688298318
42.8121139739904
43.0843121543030
43.1262804932597
43.7920433189773
44.0831374799421
44 2834471625000
44 5647535987857
44.6120861011799
44.9437519478726
45.4063837339895
45.7900044245709
46.2274949631304
46.2384864081248
46.5231251681003
46.7035463952889
47.0981659921579
47.2905288163096
47.5237285653323
47.8163511618568
48.4400628446643
48.70569051840835
48.8006440220986
48.9673804142814
40.2756252013213
40.4108013862355
49.4847557290863
50.0436675200307
50.3787989840256
50.6279239297033
50.6612354283302
50.9323481193615
51.8276458036071
51.4869751801875
51.8679895893024
52.2050682185476

34.9791792967729
35.2435108561216
356.8703227956148
35.0937646077806
36.4799996126441
36.7924832646320
36.8898174954821
87.25724105660220
38.0680699804731
38.1423483487758
38.2372084326250
38.5656043088866
38.7606245054148
30.4876553380104
39.7343777154305
39.8738901814880
40.24562877152901
40.6065146966046
40.6713885816388
41.1250770078206
41.5134175150032
41.7816830349842
42.38956676130469
42.6276760210431
42.7588700293082
42.9293010224206
42.0034742623804
43.6674962437890
43.9883767021412
44.1314423188872
44 4504506781442
44.5241482756762
44 8818650582466
45.2884834327932
45.6406466236068
46.05603619041401
46.1342650673958
46.3979091701653
46.6448819991106
47.0257278184566
47.1427825138965
47.3683230670140
47.6843149542042
48.3604765540173
48.5667043449231
48.73031130567176
48.8242268765996
49.1899440408030
40.2082678045839
49.3283370451640
49.9167325061609
50.2104989721532
50.4674580308689
50.6612977798384
50.8637576667976
51.1877288478655
51.3827734982013
51.6906680319243
52.0643368005272

2.43472
3.68310
20.01310
-14.6892¢
-1.31787
18.36661
-9.06045
1.24592
17.56772
3.20928
-9.24833
-3.30434
2.63225
3.29580
6.43744
2.64166

e .
63.8084°
-62.82746
58.05803
-53.11862
7.26517
1.02000
5.96505
106.82226
-102.89356
-5.80856
3.39314
4.07934
183.27370
-167.66956
18.07486
-16.60004
-5.48785
0.64785
3.443%6
-0.78571
12.84422
54.01886
-34.61695
-16.85385
-5.08474
10.12570
-0.31068
4.54743
§.21799
165.30623

-151.46664

-7.73436
4. 17079
-15.62766
5. 49461
10.64933



i panst o s mnad ool o Pk o ek
ot e pored frmad ok ok ok ek ok el
D OH~F S AN et O

120

166

52.6707622951720
52.8430463705070
£2 8565423550447

3.1944000504105
5 5223451005532
53.7607685904932
53'0147007148606
54.0810104820429
54.5084486661634
54 8395764743317
54.9951132390003
55.1600288782336
55.2948892050029
55.6351520461277
55.0085181948681
56.1178047061763
56.2883153140195
56.7402445060454
56.8756712755270
57.0794020029897
57.2024075660344
57.4048069338528
57.7103673020562
58.2087270370703
58.2770132165278
58.5385328053329
58.8846718981057
50.0106548400047
50.3147522278401
59.4266790933313
50.6710015797719
50.8422011975104
60.1603541606375
60.4712351505795
60.5462679717013
60.6260664003122
61.0100474570305
61.1230527187132
61.4115342072578
61.5587084437803
61.0247168436665
6205340666484 73
62.5004807884120
62.7701828514039
62.8340140114465
63.0434102162710
63.11256361605401
62.9474321792147
63.6412328426124

2.7717351052318
63.0405264702867
64.2434247531028
64.4753133257061
64.0140015161694
65.1220060179069
65.1027260025412
65.2020075499804
65.5528712760440
65.8444801363516

62.5265134440028
52.6303508147747
$2.7654427769435
53. 10u6"07600091
4.3572208140984
3.6439690792842
53.7343706275332
64.9015481334871
54.4693422733595
94.7185182300036
94.9097466531191
$4.9785241050380
65.2027668239108
$5.4409796258820
55.8782843038436
95.8846082609542
56.13005539056822
96.5506642551069
96.7834822874375
56.9755402086697
57.0005709722843
57.3533866809766
57.5662083411282
58.0244858811907
58.1375443736794
68.2549876841332
58.7094255109592
68.9502087658974
59.1758031381308
59.1990020053950
99.4946576100929
59.7042564887122
59.9627920610822
60.2324774779855
60.30944749156272
60.4354594371121
60.8684475054994
61.0441024684306
61.2119672857141
61.4203593425586
61.6985271498068
61.9206709782372
62.3130997428459
62.5005855715646
62.6766003559760
62.8233260672492
63.01656312491457
63.1313123485003
63.4607247944641
63.5490731841636
63.7677309429520
©4.1855730938482
64.2729778323007
64.6983449390729
64.9541305471785
65.0613026197752
65.15665711498508
65.5860743506444
65.6766636869104

3748254626779
4126758361614
2.7175562003446
53.0206938532707
53.1873742000689
53.5047640307285
53.5702400290767
53.7261181696854
54.3107428072821
54.5820578589120
54.7851107258383
54.8396362510002
55.1891802009541
55.2675342714370
55.6462414461755
55.7602738485788
55.0701248328104
56.3576223445858
56.6744724270259
56.7543015716578
56.0227189469835
57.2008720343811
57.4353573904369
57.8305755326684
58.0042375112058
58.1675347332152
58.5250502219141
58.8763945780085
58.9200456762742
59.0893285500865
59.3107384299182
50.568518000712
50.7682237224841
99.0807645474541
60.2320415745606
60.2628630470810
60.7024062292446
60.9662121175370
61.0186924006065
©1.3065363366288
61.4711358217666
61.7880325755666
62.1233870112623
62.2320392651335
62.5168868428021
62.6037299092200
62.8663262563690
63.0571164348507
62.2270337792952
63.3507550178458
63.6023524293080
64.0002620003896
64.087729717787¢%
64.4747006000629
04.7630566518247
64.8603266h53441
65.0907018951851
65.2194267793186
65.4900587928539

2.
2.

[ploiy Ruigl

14.16261
7.75108
-6.65527
-7.40466
6.97608
41.76711
-30.21652
-0.15072
17.43149
98.14793
71.51507
-03.88545
2.64785
-4.01806
200.00377
-194.95892
2.97636
6.12134
20.62283
905.85473
-217.51461
10.34392
-23.11776
16.66399
-10.59897
6.69494
14.01632
7.40082
196.17511
-109.33382
12.58132
-3.84616
-4.00271
6.56665
34.08216
-31.20054
38.67574
-3.21063
-10.27910
-7.51435
1.04757
-1.61058
3.72744
7.91799
923346
-0.88822
84.42949
-66.40747
$3.64606
-52.46030
-95.74817
28.74231
-26.58563
10.81597
15.78006
106.88626
-108.28861
-0.22857
14.89029

g0



169
170
171
172
172
174
175
176
177
178
179
180

Tabela 1. Segundas diferencas para 180 niveis pertencentes a simetria As com b=0.0%,

66.00670414478973
66.1625375242612
66.3267335348749
66.6420308677892
66.83235959694 36
67.1180287612202
67.2583944255003
67.2130237767158
67.4056009972645
67.7602643541501
67.8078196191092
68.2335861675719

ﬂmo,g;:f)g € 6 bZO.OQIQS

ot

D OO IO U CODD bt

Eq(b - 8b)

3.0366768397067
5.1016025080961
7.1199704220086
7.3062250087361
9.1611512458059
0.7002802151139
11.1026486732456
11.6031873218500
12.1289725408002
13.2240746010402
13.0377586131295
14.6317864387018
15.2556082608401
16.0525624351606
16.4658054226147
17.2151931541250
17.2854828802373
18.2256423342727
18.0431562869795
19.3144191088086
10.8702860356676
20.5680515081174
20.9990157526212
21.3426551868886
21.540660047923
22.5128701464052
22504000075 7061
2326262 14500745
23.3838742378026
24.9040568850406
24.6530707072342
25.3781426565664
25.30746560609%
25 5826225328857
26.0062051566206
26.7850827058080
26.0343675860307
27.4254010758068
27 6577059175088

65.8577958208171
65.0428408302366
66.003454923 1000
66.4705308026602
66.6020170641446
66.8444091171949
67.1076530160159
67.2145617150383
67.3137274690666
67.5604061165862
67.7149668156670
68.0767709786627

E;(b)

3.0358200087085

5.0093882566106

7.1172041022377

7.3876602407017

9.1577136241482

0.6859330275513
11.1885764476751
11.6781779162701
12.1064947655770
13.2203028667756
13.0186262207599
14.6002591148219
15.2503604179005
16.0306250250816
16.4360297328341
17.1734777801529
17.2796377502833
18.200050665 7989
18.0055022373305
10.3080550858904
10.8173807548155
90.3415412286050
20.9580555016541
91.3357237850361
21.5014479611220
99.4825047578345
2215205045864433
23.2272062263731
73.2656500390648
94.1452565750385
24.6206606645819
95.2007218668087
25.3802782072768
95.5326143354266
96.0257774046845
26.7500080228458
26.8641067040311
97.4167464173157
27.8029206215521

65.5766465682006
65.7623171605524
66.8602461062985
66.81171782238822

. 66.3743933637849

66.5662527725368
66.9067224516544
67.1188475142456
67.1739934022780
67.35023561504006
67.5516233253504
67.8788404256844

E,‘(b + 55)

3.0349614673851
5.0071628998769
7.1146072370342
7.3790688806460
0.1542573348192
0.671478190368¢
11.1844808556518
11.6630032686211
12.0838382472007
13.21566024043574
13.8993617103947
14.6684510816437
15.2450796699782
16.0085439859061
16.4060499406016
17.1313386893125
17.2737786629404
18.1760793109137
18.8677050813100
19.3016560534761
19.7639461684102
20.2313926431255
20.9168064826657
21.3287473640668
21.4528100078860
22.4404554421257
22.4669141518023
23.2821140221630
22.35669365215620
24.0858459420514
24.5880071017070
26.2223536487282
25.3800748122681
265.4811490126856
25.0748685319832
26.7141515889427
26.7925805895026
27.4079970976668
27.7475537801553

64.15662
-56.34343
-13.72265

6.48758

-4.08219

6.9066
75.47417

-4.08819
62.74866
41.90170
-28.81002

60.30558

AE; x 108

0.05624
0.21139
0.14617
0.50142
0.20550
1.03767
0.20884
0.64430
1.46800
0.21662

0905
.18132

8261

5
00707
84561
0
0
0
7

g1



28.2250141529516
28.6985000122406
26.9234007772399
29.4538895676028
20.7148557252948
30.0972487222797
30.8402416560687
31.0490177369226
31.1268126048414
31.46104538610563
31.4840711926623
32.3250219481227
22 £GRT7611201707
33.1566785324927
33.3312463233270
33.5168604701461
34.0748586606985
34.2371153058808
34.56562680356507
35.2794373900785
35.4452031583847
35.6631256099629
35.63773098956778
36.2139292014352
36.7662790723026
37.0437312138441

37.1457453797453-

37.3867182230110
37.6070802343416
37 9702437806456
35.4107178470726
38 8642007477254
30.0302010084240
30.4704300308483
30.6888024711332
30.0447603796935
40.1678401666812
40.3117336346655
41.0829649130546
41.9374421535836
41.4122227530524
41.5510002200368
41.7067207007769
41.5286405282608
42.5762353117207
42.0375764062621
43.2727276374811

3.3200624520258

3.5742160798197
42.7318403150174
43.04205082542301
4412220534488051
44.6696322600830
44.0458130471224
454833852470300
45.6511012660865
45.8652382544842
46.0708483065045
46.1766367975043

26.1340077383941
28.6304007940314
28.8856220037417
28.4442068739438
20.6222422656703
90.03776109046564
30.7660481929340
31.01005666084759
1.0220278617644
31.8791065251127
31.4720327235281
32.26229051490337
33.1144183826474
33.2529180415606
33.6039159794606
33.9576479706331
34.1427803835151
34.4977586261231
35.2380024371684
35.3388915650649
35.5203462574498
35.55649614616779
36.11556934024099
36.6969889986833
36.9242746569249
37.0240786873603
37.3499992698805
37.5844020885156
27.8786975571807
38.2872060028711
38.7708583278254
38.95644262321016
39.4411725662106
390.6526387456392
390.8273352796459
40.0191803283446
40.21084104625901
40.986944 3969796
41.1473591921329
41.2757025683795
41.5075549750501
41.6990561170922
41.7531236526968
42.4758373897037
42.8042404058790
43.1068233497816
43.2602113721771
43.5443649064587
43.6218429471017

Can G

-

43.8800420798212

44 2745404354458
44 5391701405841
44 §220627004708
45.4201152542164
45.618772448402§
45.7277544279902
45 0802724524507
46.0504581020542

26.04190320066211
28.5614208687397
28.6477595261777
20.4347570476829
20.56486053156040
20.9778077733283
30.6908344376092

30.01568644497214"

30.9700829048602
31.29063562121649
31.4622803887556
32.1987751975542
22 272016E200711
33.06962156513342
33.1756230190878
33.49156696060154
22.8381855270829
34.04785180475056
34.4208283151698
35.19062131489246
35.2312621332998
35.45632547827740
35.562676765622941
36.0162007924318
36.6266299064215
36.7989129850803
36.9065583426919
37.3104878748131
37.66364563994285
37.7862556230340
38.1620698322380
38.6726856458644
38.8720824719643
39.4078687273601
39.6207834677682
30.7073605672161
39.8686682789120
40.1098416952906
40.88362523556881
41.0607211176611
41.1366496163779
41.4813450611636
41.5760301288084
41.7060097901724
42.3739971338080
42.6692614280642
42.9367821748455
43.18640607189564
43.4754740934147
43.5493570200485
43.8207318685424

24 I04ATATIONTID
G%.12235742i0UF10

44 4063215667409
44.7186906921111
45.3649566162286
45.5716690258018&
45.5986812822630
45.8663 131487725
45.06797412732¢80

3.90317
513800
0.20040
-0.18600
3.45308
1.65575
3.31629
175.20455
-170.32026
$.15058
-1.54461

2.485661
2 QRORN

~ eI

7.96234
-3.10727
-1.78492

6.63106

1.73875

1.22008

6.62430

3.72014

147.23075
-1560.68394

2.65182

201310
15.99250
-8.40811

7.47615
-7.26489

2.36468

4.26859

12.20314
-6.24067
10.23642
-11.09245

6.40166

4.60582

0.26561

17.80724
-8.30881

3.71348

6.63896
60.82007
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rs
159
r

167

46.4217432575544
46.7529126585604
47.1584082581171
47.4796675432165
47.5658797387646
47.7425609212720
47.7808706736902
48.2515005526356
48.5053665951144
48.9752665244023
49.3180043872038
49.5864699003520
40.6126141754064
49.6710747742700
49.0529836217500
50.4488055108343
50.4870203405021
50.7684456530661
50.9805532362933
51.5550224263071
51.6572361842122
51.8713331505036
52.0881242176625
52.1534168545510
52.5005137421008
52.6662088855465
52.8466044496402
52.2083562261801
53.6232157670024
53.6460038708756
53.8562631542874
53.0920103650507
54.2561506757443
54.5483341386873
£4.0026888215235
55.1280145235025
55.4001203191580
55.6660105275261
55.7711242114406
56.0712679002288
56.1189320800412
56.4697765325780
56.6118128637510
57.000045 1909745
57.1617291660585
57.2402475007181
57.6040466663418
57.6027106297520
57.9382177952086
58.2345287171551
58.2000150052424
58.6970731320904
58.7614143004567
59.3044630860392
5042560044 70775
50.4702217655040
50.7128306771242
50.8811674767003
60.0448050560511

6.2352612436404
6.6138112058445
7.0501085688319
7.3928577837350
47.5330105024946
47.5008006549598
47.7223814180718
48.1700761862545
48.3730271280553
48.81546328150928
49.2062688174116
49.4105966071650
49.4083506304322
40.6018704834669
49.8760875021404
50.3176650531893
50.2628472641100
50.5937508275106
50.8354722385583
51.4601571362123
51.6181864306208
51.7439088520804
51.9297034002377
52.0481795600054
52.4222877453232
52.5626153662782
52.6205206888854
53.0665937160874
53.4522507118387
53.6173726011708
53.7636835308226
53.7897895270279
54.1610101416616
54.3926034161656
54.7865711460547
54.0438520756887
55.2400492566840
55.5041600732649
55.6614083410293
55.8843700270064
55.9743316697948
56.3552484342602
56.4444180156501
56.6308328117583
56.0085436324238
57.0586576247767
57.4362642886570
57.6730308312384
57.7909269232575
58.0686888264082
58.1501188616245
58.5315145285680
58.6055694840192
50.1445856722561
59.1702642824004
50.2142580108426
50.6748107632027
59.6070362514529
50.0110618870277

46.0524771076873
46.4724557464055
46.0401430044296
47.16100576477390
47.4243339740002
47.5004986052083
47.6677342389450
48.0804757836660

48.2421691118666

48.6404372175508
40.0875837797735
49.20857995653472
43.36518064165189
49.5715874592937
49.802840175890¢
50.1592818090501
50.2705993959169
50.415685655651712
50.6825518459011
51.3462806450109
51.5640568819737
51.6280873667855
51.7567283722280
51.9607950065789
52.25615257667295
62.40925668540364
62.46167162065649
62.9223958355303
53.2734571545890
53.5742731901787
53.5854318647855
53.6841191660941
54.0616538763241
54.2410174884659
54.6724801768253
54.7561770624828
55.0841763421069
55.4327568326300
55.6370467848224
55.6469238162721
55.8763472518742
56.214859277183%
56.3018478311365
56.6435556300691
56.7067595433574
56.9130409899027
57.2601655473944
67.6171152845447
57.6755879492350
57.8699959747703
58.05676847283208
58.3300280149515
58.4868958203163
68.9192974409012
58.9859879367203
59.1652023352992
50.4661001671176
59.6776347314064
50.7722213170798

5.06514
4.83549
3.92301
8.66343
169.6213
-129.11992
-26.92882

-1.71063

-61.08722
28.02679
-34.30041
483760
0467754
-03.54038
458027
14.67046
26.81650
150.16328
-181.18581
778570
-7.62014
-3.71570
6.30628
8.60128
161.08632
-153.02106
0048384
-83.28102
4588935
-43.97753
15.95068
7.71849
-80.30651
129123
62.82061
-55.28878
56.57607
-52.20523
61.48216
-63.42500
110.50325
-80.81156
-11.66040
286.00456

-275.94285

11.51106
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Tabela 2. Segundas diferengas para 180 niveis pertencentes a simetria By com b=0.05,

60.3604213855852
60.4626646905460
60.7029792414583
60.9977091181436
61.3267560808177
61.63912791005630
61.7322109690126
61.7544565904146
62.0635859846369
62.3046790366207
62.5874305360029
62.7640031612637
62.8493082766141
63.1618677286735
63.3233787215082
63.66560632705492
63.7644253741726
63.7946666077710
63.95666601133151
64.1970091268351
64.4537956749477
64.62306556687522
64.8800345616022

fmes=68 e § b=0.00125.
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§ 065663411201
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7. 2"'43665"99208
7.6220028181712
0.4356642088840
10.0338037028258
11.5037603365506
11.8649056745245
12.6345443254872
13.6149811142096
14.25623748355174
15.11564461395610
15.70563151088171
16.2729926435272
16.7746774589119
17.7707332454592
17.7972605766637
16.5880661451226
19.3578452627786
19.8846409671387
20.4961181616446
20.7497219129733
21.2161182049388
21.9682889375843
22.0179867481704
22.9771924247330
23.2869542536052
23.7618880424316

60.2060655069731
60.2716830332040
60.6287923372839
60.8689610843725
61.1274668164521
61.4656048538473
61.5704033938365
61.7187962943445
61.8642643263976
62.1846332638661
62.45289560451965
62.5021925997029
62.6609308182735
62.9653160117460
63.1445731660599
63.4419213741308
63.5476832642899
63.7392816373169
63.7946317154726
64.0168596131357
64.3302850664768
64.4292147827311
64.7389831292171

Ei(b)
041453992821

2241408636116
682148316030
7.6000363758329
0.4264908431650
10.0129338750048
11.4929288600380
11.8371603195042
12.50438056262830
13.6022342970414
14.2275445162664
15.0748524258810
15.6908043693517
16. 246‘]244857144
16.7403752821302
17.7188329659350
17.7809372096227
18.557385547381§8
19.23135822056890
10.866847496427
20.43160947325980
20.7142201234222
21.1720623426010C
21.6460687917780
21.9656154111764
22.93834044 39066
23.2003141204711
23.7006733053126

3.1
r 07
:’-
7.2

50.0720077456834

60.1488702245002
60.2602148106369
60.7260873982763
60.9234162418204
61.2750065784104
61.4015736150421
61.6685106742516
61.7061676856894

- 62.0645572680931

62.2285418664432
62.3180269220400
62.4832798182426
62.7629672519661
62.98415648702936
63.2047965306511
63.3065887800377
63.6332665772369
63.7233836413603
63.8308007290782
64.1480076845317
64.2846645252340
64.6027630064306

Es{b + 8b)

3.1017167359970

5.28762040723%24

7.2620404832105

7.5959866315449

0.4172629218958

0.0910080572420
11.4820304538731
11.8102154304727
12.4739846024610
13.5894070562783
14.2025182177412
15.0338941330791
15.67610879227923
16 21929{501009!}
16.705777726362%
17.6662153719121
17.7646243182708
18.5255628249575
10.2680134616126
10.6480366776441

© 20.3666157306955

20.6784560778012
21.1276793536546
21.9029883528898
21.9333112727919
22.8991890416947
23.1308527275690
23.65605201895619

30.89023
-65.02141
16.12971
143.81669
-124.3714%
-17.11826
25.00134
-29.11930
22.04055
54.05763
79.45005
-142.28621
9.23006
91.21171
-76.50338
-7.46275

AR x 108

0.24875
0.64007
0.31163
1.00478
0.67779
1.65788
0.60422
0.92526
1.99957
0.69126
1.87746
2.41846
0.60442
0.99728
1.76447
3.48395
-0.05802
1.30473
2.20356
0.59067
3.20868
1.26607
1.54509
94.59687
-91.35732
1.38380
3.53849
2.13647
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94.0542455682764
94 7388280992123
25.1605506028565
25.8580307643621
96.135 747093303
96.1293661664445
96.4460653470357
97.5505171585792
97.5270890854892
98.2082701079177
28.2065007068755
90.0484038884567
90.1658357360439
90.5401807005543
30.2035746080253
30.3639434612185
30.5475029101274
31.0079840627668
31.72006608 18068
31.0531005100027
32.0273257538500
32.3760025056501
39.8580791720831
33.2678180607664
33 7306275400120
33.0165860075305
34.4507680475251
24.7882411701119
35.0428365005313
35.1457051396202
35.0250014066010
36.0816820014586
26.2180743067106
36.5456704508777
36.5002305824222
37.3000400356548
37.7068769969258
38.1146107316007
38.2024865907457
28.4755513068002
38.6446406195004
30.2017294153700
30.4001000077733
30.6976121543104
40.35§1270236058
10.6125434827543
467385855530836
40.8493977175077
41.2352254303006
41.4358206064146
41.0135041550627
42.9164680105777
42.3030028189656
42.4004508587827
49.8634700656167
13'1876618450640
43.6484745988340
44.0572062154024
44 2882603453363

24 0321444427980
24 .67 18005043602
25.1271121481506
25.8018390618065
26.0478475456455
26.11300352238357
26.3827864822383
27.3138360002597
27.4476590600316
28.1797009109910
28.2362078728321
28.9430274752749
29.0900840746760
20.5002678848150
30.2659878540588
30.2735052486506
30.4781529712180
31.0103445202825
31.6692909395824
31.8600338997910
31.0104275145257
32.3481001843165
32.7855383004407
33.1613867071693
33.6565500504448
33.8588500565233
34.4202406441848
34.6890536804653
34.9055654140006
35.0669253824950
35.8358306345839
36.02078159087990
36.0886965378906
36.4847750652564
36.5151061592035
37.21881263729010
37.50205780774190
37 9606066616066
38.1440304948374
38.37822656522064
38.6046224277742
39.0704003413040
30.2060240452618
39.6087576771352
40.3023770090232¢
40.4022682846227
40.68439022280640
40.7448060245046
41.0644056016197
41.3169237627899
41.8254040015445
42 0776641823794
42.2545100349901
42 4454475266786
42.8005203668616
43.0761624326396
43 .5064808668089
43.9554256104301
44.1744216268586

24 01i5548152362
24 6040301176225

25.0843328251874

25.7442474705008
25.9552885873120
26.0001670923360
26.3180461032370
27.2675008130010
27.2675528106844
28.1426976989270
28.1877736207825
28.8360060248749
20.0138114913064
29.4500605511482
30.1787327740374
30.2412731892770
30.4086267678769
30.9400255117093
31.6170358217381
31.7500588007497
31.8010066152406
32.3200879620347
32.7123040376188
33.0535068307311
33.5713511262945
33.8014404846335
34.3988782400589
34.5882452100481
34.7666667344764
34.0876863565040
35.7437374842703
35.9605205192012
35.0771233686648
36.28318218751923
36.4802747230624
37.2367944461961
37.47779135032311
37.8047259589400
38.08510590462301
38.2802868333265
38.5662451069910
38.9362043697670
39.1816847000780
39.5107170121487
4(3.244364003G6299
40.3681787697280
40.6034171555704

0.6690287573548
40 §012257276824
41.1966206344872
41.7358089111145
41.9345820700222
42.1163278526460
42.3806450861855
42.75758723325508
42 8636673176687
43.3625587921672
43.8477452116832
44.0238376000766

0.37616

197.14647
-191.67249
0.57833
2.19052
2.45024
30.47145
-23.71432
0.061562
2.11498
4.09399
6.35664
-1.87124
-0.42696
4.38461
4.66285
1.30069

-70. 70688
§.25283
3.40344
3. 4&120
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137
138
13
140
141
142
143
144
145
146

44 4030654809191
44.6272262927923
45.0081772663355
45.1751090173978
45.4171756182381
45 59410060026""
46.2068710816496
46.5068898570545
46.7071181348920
46.7529406821501
47.1535033583390
47.1823060555019

47.6153730623120

47.8472668858074
48.9474158765480
48.5348435568665
48.5710658852566
48.8460245854615
49.0006006204122
49.3663166511576
40.7313750632102
50.0056623011692
50.3060316125950
50.7072958123258
50.8704618854758
51.0032540840092

1.i¥7%BUs 14U 10
1.5065356192707
51.6140040114616
51.7620460614160
52.1405034788338
52.4087858062048
52.8153737580080
52.8541327424040
3.1725606459658
53.2214614261339
53.7454333014873
53.9242356674322
54.1659400801382
54.28826523861864
54 6454488730675
54.0110828566402
54.0778012564000
55.136131767113¢
55.4172142619507
55.8600227502857
56.00750030989736
56.2006850853584
56.4875735673230Q
56.874623637587¢8
57.0666744500083
57.3171095641881
57.4080017388851
57.5726504041758
57. 6b560069 5550
58.1006405168284
55.2560186269654
56.2626277610604
58.6576887766876

Al cn

44.2150022505772
44.5747126565338
44 9435041711112
45.0380271656808
45.2557646161495
45.4677958848578
46.1962041839103
46.3878926501280
46.5533725441740
46.69462573056603
47.0139974309885
47.0900785768671
47.4005731084182
47.7265875673107
48.0930891760510
48.3866226060311
48.4532315619687
48.7826649363602
48.9569052076689
49.2772731360288
49.5665999083269
49.8599346792871
50.1661420398250
50.6370626622986
50.6460186808297
50.9279287811439

O1i. U‘IOUL 12000300

51.3714787148404
51. 489109470537?
51.6626120182041
61.9927691022372
52.3696691169181
62.6543304037558
52.7760880458905
53.0163592320188
63.1078108550080
53.6314617632777
53.7767834065512
53.9248087970593
o4. 404533!434245
54.5231085705584
64.75641221308728
54.6421211228560
64.9913109008863
55.3104822492845
55.682428171721¢
55.8838314209307
66.0220334928956
66.3066022143416
56.7785062092752
56.97560175647724
57.1567077486950
57.2429014860998
57.4021446890038
57.6394841206837
57.0060647014196
58.0208720613313
58.1318160623063
58.4046870936327

44.0631727876962
44.5907250081855
44.8707426538360
44.8000115951071
45.0016770124135
45.3421012812121
46.0871130108561
46.2700541367681
46.3060263772665
46.6393523254682
46.8674047070874
47.0250008048135
47.2009757199206
47.6040310680395
47.0364486004662
48.2002§40201917
48.2662505148790

48.7120004720302

48.8301790940600
49.1913184514959
49.3982476714227
40.7104702024427
50.0256724023336
50.4201634819026
60.5602794988478
50.8440036030294
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§2.2876784354146
52. 4749283554083
52.7076211338756
52.83734418990185
53.0211705252412
53.5120047440768
53.6335132375261
53.6800685577119
54.018548988960%
64.3924354004004
64.56342148710045
04. iu4090440034

54.87388301011904
55.2000544566956
55.50156580010085
55.7578781646477
55.8348656887803
56.1261242503652
56.66266649344&4
56.8819350821746
56.9746561&22762
57.0111895564243
7.2150017768452
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7.7074710192216
7. 1?548‘306800868
8.0025326645106
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Tabela 3. Segundas diferencas para 180 niveis pertencentes a simetria By com b=0.05,

68.9924636912062
59.0804996255606
59.8000140081774
99.6248748384253
50.7812065814604
60.0977621829906
60.5311674760428
60.6224019639170
60.85856678412814
60.89044056966292
61.0770700781976
61.3167994297122
61.5575738349785
61.5976689461337
62.0189033441863
62.1267489716387
62.5656538879670
62.8047985878029
62.8766637600943
63.0011128381947
63.1716136267938
63.4793331848660
63.7900718601312

2.8240131717066
64.2724741442678
64.3273217897560
64.3870082852280
64 878641703575 8
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65.1466123064234
65.2039435094600
65.4452820130494
65.55648395989038
65.9275411114842

fonez=08 € d b=0.00125.

58.8742574874560
58.9515968056742
59.1963199151043
69.8002316147699
69.65652080641120
99.9204081152439
60.3737750011110
60.4294230589206
60.5966544141486
60.7040293416325
61.0102477345102
61.1476032213034
61.3090663120248
61.45566674330677

61.8461604732456

61.9647476514878
2.3560432475217
62 5906143247965
62.6980092444271
62.9321068498002
63.0030718373517
63.3160079166349
63.5761569072873
63.6753946242378
3.9826000132297
64.1334070508123
64.2021938406096
64 6292724961996
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64.0812184624743
65.1462721798959
65.2235151290874
65.40115669446355
65.7549830706368

5&.6501240720830
58.8732008975718
59.0706966474335
59.093564446966§
§90.5262361260327
$9.7463077020446
60.1836852776800
60.2657752258486
60.3170202121581
60.6237967004952
60.8974546426765
61.0110570721061
61.06563217241440
61.3267923711495
61.6549683633305
61.8180627710558
62.1386447438317
62.3612695742563
62.5364774444137
62.7455449284580
63.0207406266938
63.15668061938118
63.3496918806868
63.5409802386479
63.6843303982619
63.90566907260978
64.0537780017188
64 3037684969176

64. 81”2037961470
64.9890327600295
65.0014300045037
65.2493344049504
65.6125662206107

127.26651
-100.941908
21.84069
-30.81964
6.61150
-6.20778
54.156803
-48.68667
29.834282
-10.17826
75.34775
-53.39648
8.64207
-21.359022
29.85996
-26.17043
0.28211
24.22166
-27.30982
43.78359
-0.84352
-0.67155
19.73708
-22.30714
13.16245
52.70511
-56.83380

-137.50185
-2.84462
106.24109
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