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Resumo

No presente trabalho investigamos varios aspectos relacionados com a existén-
cia de invariantes em sistemas dinamicos continuos e nao-lineares. Apresentamos
relacoes de recorréncia para gemf os termos presentes nas densidades e fluxos da
equagio de Korteweg-deVries e nas densidades da equagio modificada de Korteweg-
deVries. Nossas relagoes sao baseadas na observagao empirica de qne, para um
dado rank r, o conjunto {Py,} de todas as particdes do inteiro 2r contém todos
os mondmios de {X,.;} e {T;}. As relagoes s3o facilmente implementiveis em
miquinas capazes de efetuar manipulagoes algébricas. Obtivemos, através de nos-
sas relagoes de recorréncia, quatro novos invariantes para a equacao de Korteweg-
deVries e trés para a equagdo modificada de Korteweg-deVries. Testamos a validade
de conjecturas estabelecidas recentemente por Torriani [1986] usando anilise com-
binatorial.

Além disso, analisamos trés métodos enconirados na literatura recente para a
obtencio de constantes de movimento de equacoes de evolugao nao-lineares. Sao
eles: uma relagio entre constantes de movimento e equages variacionais [Case,
1985]; um procedimento para obtengio de constantes de movimento associadas
a cada simetria de Lie da equagio diferencial que descreve o sistema [Prince &
Eliezer, 1981]; e a obtengio de novas constantes a partir de constantes conhecidas
usando os operadores das transformacdes infinitesimais que deixam a equacao de
evolucio invariante [Moreira, 1986 ¢ Moreira, Ritter & Santos, 1985]. Sao feitas
aplicagoes destes métodos a equagoes conhecidas com énfase em fisica atoémica e

éptica quantica.

-
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Abstract

In this work we investigate several aspects related to the existence of invariants
in nonlinear and continuous dynamical systems. We present recurrence relations
that generate all terms in the densities and fluxes of KdV and mKdV equations.
Our relations are based on the empirical observation that for a given rank r the
set {Po,} of all partitions of the integer 2r contains all monomials in {X,_,} and
{T;}. The recurrence relations can be easily implemented in computers able to
perform algebraic calculations. Using these recurrence relations we obtained four
new invariants for the KdV equation and three for the mKdV equation. We also
tésted the validity of the conjectures recently reported by Torriani [1986] using
combinatorial analysis.

_In addition to this, we studied three recently published methods to generate
constants of motion for nonlinear evolution equations. They are: a relationship
between constants of motion and variational equations [Case, 1985]; a procedure to
obtain constants of motion associated with each Lie symmetry of partial differential
equation describing the system [Prince & Eliezer, 1981]; the obtention of new con-
stant from known ones, using operators that represent infinitesimal transformations
that leave the evolution equation invariant [Moreira, 1986 and Moreira, Ritter &
Santos, 1985]. We apply all these methods to known equations, with particular

enfasis on atomic and quantum optics.
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Capitulo 1

O papel dos invariantes em dinimica nao-linear

Apesar de a maioria dos fendmenos ffsicos nao serem lineares, i.e. os efeitos ndo
serem diretamente proporcionais as causas, a dinamica nao-linear 86 passou a ser
estudada com mais profundidade mais recentemente. Até entao o que se fazia era
aproximar as equagoes dinimicas para casos onde os termos nao-lineares pudessem
ser desprezados. Podemos citar, como ilustragcio, o problema do péndulo simples
como é tratado nos livros de Mecinica Cldssica [p. ex. Symon, 1960}, onde é usual
substituir-se o termo nao-linear sen & pelo linear 4.

O problema de lidar com sistemas dindmicos nao-lineares é que, neste caso, a
soma de quaisquer duas solugbes em geral nio é uma nova solugao do sistema, ou
seja, o principio da superposi¢do nao é mais vilido. Desta forma, ndo hd métodos
analiticos gerais para resolver equagées nao-lineares. E isto nao é surpreendente ja
que o principio da superposigio é o responsivel pelos métodos sistematicos como,
por exemplo, andlise de Fourier, usados para resolver essencialmente qualquer pro-
blema linear. Portanto, para investigar sistemas dinimicos nao-lineares torna-se wtil
o conhecimento de algumas propriedades suas, tais como quantidades cujo valor é
conservado durante a evolucio temporal do sistema. Ou seja, a integrabilidade do
sistema dindmico.

Antes de prosseguir, é bom relembrar alguns conceitos basicos sobre integrais
de movimento e integrabilidade em sistemas hamiltonianos f. Seja H = H(p,q) um
sistema hamiltoniano com N graus de liberdade. Dizemos que uma fungao arbitraria
F(p,q) é uma tntegral de movimento (também chamada de primeira sniegral) se e
somente se ela estiver em “involugio” com o hamiltoniano, ou seja, se e somente se

[#, F]=0,

onde os colchetes |, ] representam os colchetes de Poisson. O conceito de integral de

movimento é til porque nos permite usar £ (p,q) para diminuir a ordem do sistema

T Maiores detalhes sobre integraia de movimento e integrabilidade de sistemas hamiltonianos
podem ser obtidos no livro de V.1. Arnold [1978], capftulo 10.
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de equactes diferenciais que descrevem o movimento. Num sistema arbitririo de
equagdes diferenciais uma integral diminui a ordem do sistema em uma unidade.
Em sistemas hamiltonianos uma integral pode reduzir a ordem do sistema em duas
unidades. K por isto que torna-se possivel integrar sistemas hamiltonianos por
quadraturas quando existirem exatamente N integrais de movimento Fy, 3, ..., Fy
em involugao: '

|Fs, F3]1 =0, 5,7=12,...,N.

Um sistema hamiltoniano com N graus de liberdade é portanto dito integr&vel
quando for possivel encontrar N fungdes Fy, Fe,...,Fy em involugio entre si e -
com o hamiltoniano. Deste fato vemos que a questdo da redugio de um problema
em Mecinica Analitica a quadraturas pode ser reduzido 4 procura de um ndimero
suficiente de integrais de movimento. Na literatura é usual referir-se a integrais de
movimento através de varios nomes: constantes de movimento, invariantes, integrais
primeira.s etc. No presente trabalho usaremos indistintamente todas as designagoes
acima, sempre com o entendimento de que 530 sinénimos.

Sistemas dinimicos nio-lineares com N graus de liberdade, contudo geral-
mente n3o sio completamente integriveis e aqueles que o sao formam um conjunto
muito restrito mas extremamente importante. Ainda mais complicados, no minimo
a priori, s3o os sistemas dindmicos ndo-lineares continuos, como os fluidos. Neste
caso é necessdrio definir-se as varidveis dinimicas—tal como a densidade p(z, {}—
em todo ponto do espago. Assim, o niimero de graus de liberdade torna-se infinito e
as equagdes de movimento passam a ser equagOes diferenciais parciais nao-lineares.
Note que estes sistemas dinimicos continuos podem ser encarados como limites
de sistemas discretos grandes e suas equacdes diferenciais parciais como limites de
muitas equagdes diferenciais ordindrias acopladas. Isto pode ser facilmente visto
considerando-se, por exemplo, o sistema dindmico n3o-linear contfnuo representado

pela equagido conhecida como sine-Gordon

0%0 %0

—3—35—5;2"4-89110:0, (11)

onde a varidvel dependente 8 = 6(z,¢) é uma medida da resposta do sistema na
posicao z e tempo L. A equagio sine-Gordon tem muitas aplicagdes fisicas, incluindo
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descricoes de cadeias de compostos magnéticos e linhas de transmissao formadas
de jungoes Josephson de supercondutores. Na pritica, o modo de lidar-se com
~ sistemas deste tipo é introduzindo-se uma grade espacial discreta com espagamento
Az, tal que a posigdo no n-ésimo ponto da grade € dada por z,, = nAz, e definir
n(t) = 6(zn,t) paran = 1,2,--- N. Através desta discretizagio do espago ¢ ficil
chegar-se a um sistema de N equagoes diferenciais ordindrias acopladas

d20

(A )2 (0n+1( ] 20n(t) + 0 _1(t)) +sen9,,(t) n= 1,2,.. -N. (1.2)

Estas equagOes representam um sistema dinimico com um nimero finsto, N, de
graus de liberdade. Naturalmente, a equagao sine-Gordon continua é obtida no
limite N — 00 e Az — 0. Um sistema dindmico deste tipo, para ser completamente
integrével, deve portanto ter infinitas constantes de movimento. O sistema descrito
P la equagao stne-Gordon continua é completamente integrivel [Kruskal, 1975].

= Também é completamente integrivel o sistema descrito pela equag3o diferencial

. parcial nao-linear

. - Ou du  B%u .
‘é?+ﬂ—a;+-é—x-§—-0, (1.3)

- conhecida como equagio de Korteweg-deVries (KdV). Esta equagao foi introduzida
por Korteweg e deVries [1895] para descrever aproximadamente ondas de dgua se
movendo num canal raso e estreito.

Como uma consequéncia de possuirem infinitas constantes de movimento, estas
duas equagOes apresentam como possivel solucio estruturas localizadas chamadas
solitons?, ondas solitdrias que nao decaem com a evolucio do tempo e, mesmo
quando interagem com outras, preservam seu tamanho e forma. Sabe-se hoje que

muitas outras equagdes nio-lineares podem ter solitons como solugao [Kruskal,

t .-1975], mas foi na equagao de Korteweg-deVries que os solitons foram observados

pela primeira vez [Zabusky & Kruskal, 1965]. Além disso, dentro das equagdes dife-
renciais parciais nao-lineares a equagao de KdV é a mais simples matematicamente.

Isto tem feito com que ela seja uma das equagbes nio-lineares mais estudadas.

! Supoe-se que estas duas propneda.dee sejam complementares, no sentido de que uma implica na
outra, contudo isto ainda nzo foi formulado rigorosamente muito menos provado [Kruskal, 1975
e Olver,1979].
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Em 1971 Gardner mostrou que a equagao de KdV pode ser escrita tanto numa
forma Hamiltoniana quanto Poissoniana. Assim:

3 SH
=lwH] = 72+ (L4)

A= / (_.—_) dz o (L5)

e o colchete de Poisson definido por
6F 0 JG' .
1,6 = / bu Oz 5u (1.6)

(fndices denotam derivadas parciais e 5 F / Su é a derivada funcional de ¥ em relagao

com

a « [Apéndice CJ).

Tasso [1979] observou que o formalismo proposto por Gardner podia ser ge- .

neralizado através da substitui¢ao de 3% por um operador anti-simétrico* A do

seguinte modo:
6F 6G

IF.G] = [ dz 9~ (L7)
relacionado 2s equagdes de evolugdo da forma, mais geral que a KdV,
oH |
Uy = AE‘-, _ (18)

onde o hamiltoniano H é uma funcio de # e L é o intervalo unidimensional de
integracio (na maioria dos casos, [~00,00}). Este formalismo de Poisson extendido,
equagio (1.7), foi aplicado por Caldas & Tasso [1979] a uma classe mais particular
de equagdes que (1.8), mas mais geral que a KdV:

d 6H

But = 5;—6;-,

(1.9)

onde B é um operador simétrico, com um inverso e satisfaz a relagao de comutagao

0 0
BE:- = &?B,

* B & operador simétrico {ou hermitiano) se: fBp = (Bf)p. A é anti-simétrico (ou anti-
hermitiano) quando fAg = —(Af)s. '
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neste caso A = B~1 2. Comparando (1.9) e (1.4) percebe-se que, quando B=1e
H é da forma (1.5), a equagao (1.9) reduz-se 3 KdV.
Para equagdes do tipo (1.9) Caldas & Tasso mostram a existéncia de trés in-

variantes
ﬂ:/h&, (L.10)
L
= / dzuBy, (L11)
L
Fs=H. | (1.12)

Para sistemas dados pela equagao (1.9), eles mostraram ser ainda possivel encontrar-

se um quarto invariante, dado por

o G= f dz (zBu + tuBu), (1.13a)
L

P
Ay

ey,
5,

desde (;ue a seguinte relagio seja satisfeita:

] dzéa—H = / druBu. | {1.13b)
L u L
Além da KdV, outro caso de equagio do tipo (1.9) é a equagdo de onda longa
regularizada ou BBM,

Up — Uggt = UYy. (1.14)

A equagao de BBM é obtida a partir de (1.9) tomando-se B=1-32 e

oo u3
H= dz —.
[t

Proposta por Benjamin, Bona & Mahony [1972] a partir das mesmas aproximacgoes
e suposigoes feitas para a KdV, a equacio de BBM pode ser igualmente justificada
como um modelo para os mesmos fenémenos, com vantagens técnicas do ponto de
vista de teoremas de existéncia, unicidade e estabilidade. Por isso a validade da
equagio de KdV tem sido questionada por Benjamin e os outros em favor de sua
equacao. Porém muitas das propriedades matematicas da KdV nao sio conhecidas
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para a BBM, como é o caso das solugdes solitonicas [Kruskal, 1975 e Olver, 1979].
Ao contririo da KdV, sao conhecidos apenas 3 invariantes para a BBM, justamente
Fy, F e F3 dados pelas eqs {1.10-12) [Olver, 1979).

E importante salientar que a equagio de BBM é mais complicada matematica-
mente que a KdV j4 que contém um termo com as derivadas cruzadas (uzx). Este
fato dificulta a obtencio de invariantes, pois os métodos utilizados para a KdV
nio sio eficientes, sendo necessdrios, neste caso, novos métodos. Um problema in-
teressante é determinar para que classe de equagdes do tipo (1.9) [principalmente
aquelas contendo derivadas cruzadas) existem constantes de movimento além de
Fy, Fy ¢ F3, equagoes (1.10-12). Note que a constante G, equagio (1.13a) s6 existe
para casos muito especiais onde a condigio (1.13b) é satisfeita. Nosso trabalho € um™
passo snicsal para a solucdo deste problema. Comegamos estudando os invariantes "
de equagdes diferenciais parciais conhecidas e os diversos métodos de obté-los.

Esta dissertagao foi organizada da seguinte forma: no Capitulo 2 é feito um es-
tudo dos invariantes para sistemas cont(nuos, mais especialmente aqueles descritos
pelas equagtes de KAV e KdV modificada (mKdV). Discutimos um método com-
binatorial para geragao destes invariantes, proposto na literatura recente, e apre-
sentamos relagSes de recorréncia capazes de gerar automaticamente {com o uso de
computadores) os invariantes da KdV e mKdV. O Capitulo 3 foi escrito para in-
troduzir a teoria de Lie de grupos continuos de transformagGes. A intengao é criar
uma base para a discussio, no Capitulo 4, de trés trabalhos da literatura onde sao
obtidas constantes de movimento para sistemas dinimicos. Os Apéndices A e B
contém todos os invariantes para as equagbes de KAV e mKdV por nés obtidos
através das relagdes de recorréncia do Capitulo 2. O Apéndice C é uma breve re-
visio do conceito e propriedades de derivada funcional. Os programas escritos em
REDUCE para gerar os invariantes para a KdV e mKdV sao listados e comentados
no Apéndice D.
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Capfitulo 2

Invariantes para sistemas continuos (KdV & mKdV)

Sistemas continuos com uma varidvel dependente do tempo—u(z, f)—definida em
cada ponto do espago unidimensional, podem ser descritos genericamente através

de uma equagao diferencial do tipo

u; = Flu] = F(u, g, %4, -). (2.1)

Para tais equagoes podemos escrever leis de conservagao de uma forma similar
3 equacio de continuidade, onde a taxa de variagdo temporal da densidade mais a
divergéncia do. fluxo ¢ igual a zero,

9 1 . (p0) =
&= ot + V (pf)’) = 0,

“ implicando na conservagio da massa,

:.5:.!

& M= f pdV = constante.

(A demonstracio deste fato é simples porém um pouco extensa. Sugerimos ao
leitor interessado consultar Symon 1960, cap. 8, secao 8.8). Analogamente, leis de
conservagao para equagoes do tipo (2.1) levam a invariantes temporais. A seguir
mostraremos com um pouco mais de detalhe como isto acontece.
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2.1 Leis de conservacao. |
As leis de conservacio mais estudadas para sistemas dindmicos descritos pela
equagio (2.1) sao da forma

Ti + Xz =0, (2.2)

onde T e —X sio chamados de densidade e fluzo, respectivamente. T e X sao
fungdes de z, t, u e das derivadas de u. Na maior parte do capitulo trataremos
apenas o caso em que X e T s3o polinomios em u e suas derivadas. Esta situacao
cobre a quase totalidade dos resultados conhecidos [Miura, Gardner & Kruskal,
1968].

£ bom salientar a existéncia de leis de conservagdo triviais: quando T é uma

derivada em relacio a z de alguma fungio G (T' = G} tem-se uma lei de conservagio

trivial j4 que, neste caso X pode ser facilmente obtido: X = -G, implicando -

obviamente em
(Ga;)t + (—Gt)z =0.

Cada lei de conservagio produz um invariante temporal

Iszu, (23)
L : A

onde L é o intervalo em z onde estio definidas as solugdes v da equagdo (2.1). E
facil ver que I acima é invariante integrando-se a equacio (2.2) em z:

oT
L—a?-dz + XIL——O.

O segundo termo do lado esquerdo desta equagdo é zero para solucoes periédicas
em z ou que se anulem rapidamente nos extremos do intervalo  como geralmente

ocorre em aplicagoes fisicas, resultando em

d
B-E[LTdZ——O.

A prépria equagio de KdV, u; + uti; + tizzz = 0, pode ser escrita como uma

" lei de conservagao,

u + (3u? +ugg), =0. | (2.4)

E
g2
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‘Neste caso § [ . udz = O corresponde & conservagio da massa. Também a
equagio modificada de KdV pode ser escrita desta forma:

v + 0205 + gz =

o + (30° + 05z), =0, (25)

Uma segunda lei de conservagao para a KdV pode ser obtida diretamente da
equagio, multiplicando-a por u ¢ reescrevendo-a do seguinte modo

yn; + u2ux + UU oz =

2.6)
(%“2)t + (%zﬂ + 2ty — %u?’)x =Q, (2.6)

onde o invariante temporal ff"m 342 dz implica fisicamente na conservagao do mo-
mentum. O mesmo pode ser feito para a mKdV.

. Durante o desenvolvimento de um estudo variacional de equagoes diferenciais
parciais ndo-lineares, Whitham [1965] descobriu uma terceira lei de conservagao
para a KdV:

T =5 - (2.7)
X3 = vt + v%tzr — 2082 — Qusuper + 42,
o que leva 3 conservagio da energia [*)) [fu® — uZ] dz.

Leis de conservagao adicionais (T e Ts) foram encontradas por Kruskal & Za-
busky [1967] durante o estudo de uma conjectura de que as solugdes das equagoes
de KdV e KdV modificada estariam relacionadas entre si. (Tal conjectura foi efeti-
vamente demonstrada por Miura [1968].)

Ty = Ju® — 3uu + Zu2_, .
Ts = 'é’us - 6u2u2 + %ﬁuuix - 'l's%‘;g'ugxz’ (2'8)
- [X4 e X5 sdo relativamente extensos e encontram-se no Apéndice A, equagoes (A.8)
e (A.10)]

Miura, Gardner & Kruskal [1968] calcularam mais cinco densidades, Ts, 77, T,
To e T1o, para a KdV e seis para a mKdV conjecturando a existéncia de infinitas leis
de conservagio para estas duas equagbes. A demonstracao desta conjectura ainda

permanece em aberto.
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Com o objetivo de sistematizar a discussao de invariantes vamos agora definir o
que se entende por rank de um monimio. Para tanto utilizaremos a notagao u; para
representar 871 /027 (j > 0, inteiro e up = u), bem como a palavra monémio para
designar uma expressio da forma u3°u?! --- 4}, onde I, @p,ay, ..., @ 830 nimeros
inteiros nio-negativos. O rank de um mondmio é definido como o nimero de fatores
4o, U1, U2, . .. Mais a metade do nimero de diferenciagdes, i.e. r = ap + a1 +a2 +
.-+ + 1{ay + 2@ + 3a3 + - --). Por exemplo, o rank do monémio u (dltimo termo
em Ts) é r =24 §(2 x 2) = 4; do mondmio ufu? é r =2+2+ 32 =5; para ;3 0
rank é r = 14+3+ 3(1+3x 3) =9. O conceito de rank ¢ especialmente importante
j4 que um polinémio conservado, uma densidade, é uniforme com respeito ao rank,
i.e. todos os seus termos tém o mesmo rank. )

Para verificar a possivel existéncia de leis de conservagdo adicionais, Kruskal
et ol. [Kruskal, Miura, Gardner & Zabusky, 1870} utilizaram dois procedimentos
bésicos:

(i) MUC (Method of Undetermined Coefficients) que cousiste em escrever T' como
uma combinacio linear geral de todos os termos “irredutiveis” [veja artigo

original] de mesmo renk e determinar os coeficientes;

(ii) emprego da equagao
T, < (1)1 (K —r = 1)718,(K — r)710; - - (K — 2) "1 pup (2.9)

para obter as densidades T,. Nesta equagdo x significa “igualdade a menos

da adicdo de um termo que é uma derivada total em z”; o efeito do opera-

dor K é multiplicar cada termo pelo mimero de seus fatores e diferenciagoes

combinados: ag + ay + 62+ --- + (a1 + 282 + 3az + -+

I interessante observar que, como relatado pelos autores acima, tais proced-
imentos consomem quantidade considerdvel de tempo, além de porcoes nao de-
spreziveis da meméria do computador: o cdlculo da oitava densidade excedeu a
capacidade de 48 digitos bindrios do computador entio disponivel (um computador
AEC CDC-6600).
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2.2 Método combinatorial.

Num trabalho bastante interessante Torriani [1986] recentemente mostrou como
usar métodos combinatoriais para simplificar a obtencao de constantes de movi-
mento para a equagio de Korﬁeweg—deVries e equagoes relacionadas. O processo
por ele proposto consiste em associar parfsgoes de snicsros e seus grafos de Ferrers
4 primeira densidade T e ao primeiro fluxo —X e entdo, através de regras simples,
gerar as densidades e fluxos subsequentes.

Uma parti¢do de um inteiro € uma divisdo do inteiro em partes inteiras positivas
(a ordem destas partes nao é importante). Por exemplo, as cinco diferentes partigoes
do inteiro 4 s30 4,3+1,2+2,2+1+1 e 14+1+1+1, que denotaremos de uma forma
mais Tesumida como 4,3-1,2-12 ¢ 14. Um grafo de Ferrers consiste de linhas de
pontos, sendo tais pontos arranjados de modo que uma linha superior contenha no
minimo tantos pontos quantos uma linha inferior. Uma particio de um inteiro pode
ser representada por um grafo de Ferrers fazendo-se cada linha no grafo corresponder
a Ulna parte na particio, com o niimero de pontos na linha especificando o valor da
parte correspondente. Por exemplo, a partigdo do inteiro 4 em 2. 1% é representada

pelo seguinte grafo de Ferrers:

Estes conceitos sio utilizados em anslise combinatorial [Liu, 1968].

Baseando-se em propriedades das densidades e fluxos conhecidos na literatura,
Torriani [1986] enunciou duas conjecturas como possiveis geradoras dos mondmios
presentes em fodas as densidades e fluxos da equacdo de KdV:

Conjectura 1. Seja {T} o conjunto de mondmios em T e seja

T, o conjunto de grafos de Ferrers a eles associados. Entdo as
seguintes regras produzem {7} para todo r > 1.

(i) Comece com {T;} = {up} e T; igual a, por exemplo, {--}.

Para obter T4 adicione dois pontos a cada membro de Ty

(r > 1) de tal modo que cada grafo resultante seja um grafo

de Ferrers.
(i) Toda linha e toda coluna de cada grafo de Ferrers resultante

11
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2.3 RelacOes de recorréncia.

O objetivo da presente seqio & apresentar um dos resultados principais desta dis-
sertacio: um método alternativo para gerar os mondmios presentes nas densidades e
fluxos das equagdes KdV e mKdV. Este método consiste em relagoes de recorréncia
a partir das quais os mondémios podem ser obtidos. Em contraste com todos os
métodos desenvolvidos até o presente, nossas relagGes de recorréncia sao triviais
de serem programadas em sistemas capazes de efetuar célculos algébricos, tais
como REDUCE, permitindo portanto a investigagio de invariantes de ordem supe-
rior de um modo mais sistemdtico, bem como desenvolver métodos mais eficientes

para atacar problemas nio-lineares mais complicados do tipo genérico discutido no

Capitulo 1.

Comecemos pela equagio de KdV. Denotaremos o conjunto de mondmios em 7,
por {T;}, em X, por {X,}, etc. Nosso método é baseado nas seguintes observagoes,
a partir das densidades disponiveis na literatura (veja segao 2.1):

(i) para um dado rank r, o conjunto {Pz,} de todas as parti¢oes do nimero 2r
contém todos os mondmios de {X,—1} e {Z;}, além de outros monémios;

(i) os mondmios que pertencem a {Pzr} mas nao a {X,_} formam o conjunto
{Qs,}; aqueles em {Ps,} mas nio em {7;} formam o conjunto {#z};

(iii) os conjuntos {P;} podem ser facilmente gerados recursivamente através de in-
tegragOes em 4 e nas derivadas de u;

(iv) a geragio de {Q;} e {R;} ¢ idéntica & de {F;}, i.e. todos os trés conjuntos
sao obtidos de relacés de recorréncia idénticas mas com diferentes condigoes
iniciais. |
A Figura 1 mostra esquematicamente as observagoes (i) e (ii) acima. As ob-

servagOes (iii) e (iv) sdo facilmente entendidas através de um exemplo simples.

Considere as particdes 4 e 22 do inteiro 4, escritas na forma uz + ¢3. Quando inte-

gramos estes dois mondmios em ug obtemos uouz + u3 que 830 particoes do inteiro

6 (2-4¢2%).

Como o método gera apenas os mondmios (e 0o os coeficientes numéricos),
todas as integracdes em # e suas derivadas podem ser efetuadas como simples mul-
tiplicages por u,, onde j denota a ordem da derivada. Isto facilita as computagoes.
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(%)

(o) (b
Figura 1  As duas maneiras possiveis de se decompor o conjunto {Pz,}: (a) {Pzr} = {Q2r} +
{Xr-1}; (b} {P2r} = {Bor} + {T3}.

Assim, para r > 2 podemos escrever

{Tr} = {P2r} - {RZr}:

(2.10)
{Xr} = {Porsa} — {Qors2},
onde %
R [}(1_4)}
Pi=vuio+ upPi g2, 124, (2.11a)
>
[3(-7)]
Qi =ti—o+ UpQi—k—2, 217, (2.11b)
2
[36-5)] | '
Ri=ui 2+ UpRi_f—2, §>5 (2.11¢c)

e o simbolo [z] representa o maior inteiro nio superior a z. Os seguintes valores
530 necessirios para inicializar as relagdes de recorréncia: P, = @z = Ry = uy,
Pa=Q3=R3=uy, Qs=Ry= 3, Q5 = u3 ¢ Qo = 4.

Embora os coeficientes numéricos dos mondmios nas equagdes (2.11) ndo te-
nham qualquer importancia, achamos conveniente evitar soma de termos repetidos.
Isto pode ser conseguido eliminando-se dos somatérios todos os produtos de vy por
mondmios contendo ; com § < k. Além de reduzir o tempo de processamento, isto
faz com que todos o8 coeficientes numéricos sejam iguais a 1.

Através das relagdes de recorréncia acima podemos agora gerar fodos os
mondmios contidos nas densidades e fluxos para a equagdo de KdV. Tal como o
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método combinatorial proposto por Torriani, nosso método produz todos e apenas
aqueles mondmios presentes nas densidades e fluxos da KdV. |

Obviamente, para determinarmos as leis de conservagao completas falta ainda
determinar os coeficientes numéricos. Isto pode ser conseguido colocando-se coe-
ficientes indeterminados para os mondmios tanto da densidade como do fluxo de
um mesmo r e, usando-se a condigio Ty + X; = 0, gerar um sistema de equagoes
algébricas lineares tendo como incégnitas os préprios coeficientes.

Cabe ressaltar que uma dessas inc6gnitas nio pode ser completamente definida
pelo sistema, j4 que existe a liberdade da multiplicagdo por uma constante em
qualquer lei de conservagio. Isto significa que a solugdo do sistema é obtida através
da determinacio de todos os coeficientes em fun¢io de um deles. Seguindo Miura,
Gardner & Kruskal [1968], escolhemos este coeficiente como sendo o coeficiente do
termo de maior grau de 7, e seu valor foi arbitrado como 1/r.

A Tabela 2 d4 uma idéia de como o nimero de equacoes € o nimero de
incégnitas (coeficientes de T e coeficientes de X) aumentam com r. Note que o
ntimero total de incégnitas cresce rapidamente a medida que r aumenta. Isto im-

plica resolver sistemas de equagoes cada vez maiores.

rank r 1|2 4 5 | 6 7 8 9 10 11

7 |12 |21 |34 |55 | 8 | 137 | 210
3|1 4| 7110 |14 |22 32 45
12 |21 |34 |55 |88 | 137|210 | 320
8 |13 |20 |31 |47 | 71 | 105 | 153
10 {16 |26 |40 {60 | 92 | 136 | 197
10 |16 |27 |42 |64 | 99 | 148 | 216

nr. coef. Tppg

nr. coef. T

or. coef. Xpr

nr. coef. Xps

total incégnitas
IT. equagoes

B DO D] D] et | et
Q| W Q] | =] b

H o] S anf =3 20| on e

Tabela 2  Nemero de incégnitas em T, e X, com rank r < 11. FB representa o nimero de
todos o8 mondmios que existem para um dado rank enquanto M d4 o nimero efetivo de mondmios
presentes em 7T, ou X, quando gerado por nosso método. As uftimas duas linhas dio o ndimero total
de incégnitas e de equagoes no sistema obtido pela substituigao de Tas e Xas na equagdo (2.2). Para
r > 5 o sistema é superdeterminado.

Agora, apesar de trivial, é bastante enfadonho verificar que nossas relagoes
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de recorréncia realmente reproduzem todos o8 mondmios conhecidos, discutidos na
secao 2.1.
As densidades para a equagao modificada de KdV também podem ser obtidas

a partir de relagoes de recorréncia anilogas as anteriores:

r—2

Ty =v2_, + E:va,-k_l +R, r>2 (2.12)
=0

onde 7y =v3, R, =0parar<4e
R, = v7_auovg + (1= 8,5) (1 = br.6) v—g (v1us + (1 — br.7) vous), r2>25

sendo &;; a fungdo delta de Kronecker.
Como antes, pode-se verificar facilmente que tais relagoes reproduzem todos

os mondmios das densidades conhecidas para a mKdV [Miura, Gardner & Kruskal,
1968]. =

2.4 Novos invariantes.

Nas se¢es anteriores apresentamos dois métodos (o de Torriani e um método novo
porvnéé desenvolvido) para gerar os mondmios presentes nas densidades e fluxos
conhecidos para a KdV, bem como aqueles presentes nas densidades conhecidas
para a mKdV. Nio é trivial estabelecer qual o gran de semelhanca entre estes dois
métodos. Tanto o método de Torriani quanto as nossas relagdes de recorréncia
geram com perfeicdo todos os mondmios das densidades para a mKdV, até r = 5.
[No Apéndice B apresentamos uma lista destas densidades e dos fluxos associados
para a mKdV). Apesar do aparente sucesso é importante ressaltar que a reprodugao
dos mondmios conhecidos até r = 5 foi condigao imposta para a prépria obtengao
dos métodos. Neste sentido, ambos os métodos devem ser vistos apenes como um
conjunto de conjecturas a serem testadas. Na presente se¢io nos propomos a inves-
tigar a eficicia destes métodos na geracao de novos invariantes. Para tanto, usando
os dois métodos, geramos Invariantes até r = 15 para a equagao de KdVeatér =8
para a mKdV. Obviamente, para testar a validade dos métodos, faz-se também
necessario determinar os invariantes exatos, a partir da condigao T; + X; =0. Uma
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lista de todos os invariantes determinados no presente trabalho pode ser encontrada
nos Apéndices A {para a KdV) e B {para a mKdV).

Como nio dispomos de um método para gerar os mondmios dos fluxos para a
mKdV, uma combinagio linear geral de todos os mondmios possiveis. Comparando-
se os invariantes exatos com os obtidos através dos dois métodos observa-se que
todos 08 mondmios das densidades para a KdV s3o gerados corretamente tanto
pelo método de Torriani como pelas nossas relagoes (2.10) e (2.11). Também ndo
h4 diferencas entre os fluxos para r < 10. Porém, a partir de r = 11, ambos os
métodos geram menos mondmios do que os necessirios. No caso das nossas relacdes,
o conjunto {Q2r+2} é formado com mais elementos do que deve. A Figura 2 mostra

esta sitnagao esquematicamente:

Y<AO /7 {zzm«-:b}

(o)

Figura 2 (a) Situacio para r < 10, mostrada na Figura 1. {b) Para r > 11 a interseccdo de
{X,} com {Qzs42}, que chamaremos de {Z2,42}, deixa de ser um conjunto vazio.

Da Tabela 3 vé-se que o niimero de mondmios em {Zzr4+2} cresce rapida-
mente. Acreditamos ser possivel estabelecer uma relagio de recorréncia capaz de
gerar os mondmios faltantes em {X,}, ou seja, o conjunto {Zr42}. Entretanto o
ntimero de mondmios aqui obtidos ainda é insuficiente para estabelecer tal relagdo
de recorréncia. [Note que o niimero de equagOes necessirias para determinar os
invariantes “explode” a medida que o rank cresce (veja Tabelas 2 e 4)]. A deter-
minago de novos invariantes a partir de combinaces lineares gerais (for¢a brufa)
para serem usados como elemento de comparagio requer, a julgar pela tendéncia na
ltima linha da Tabela 4 e pelos ndimeros de coeficientes em Trp € Xrn mostrados
na Tabela 2, a solucio de sistemas de equagdes com n3o menos que 1000 equagoes.

Assim sendo, optamos por deixar em aberto a determinagio de eventual relagao
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y {Zors2}

11 u?,ug

12 | uoufus + uststo

13 | uZulus + upususts + uguZug + uZug + ustztio

ududug + uﬁgwsug, + uguguug -15 uouZugy + vousurtie +
14 | ujuiug+ usugug + touststio + uquiug + teuztry + UsUstiy +
Y7410 ‘

Tabela 3 Mondmios que faltam nos fluxos quando estes sao gerados pelo método com-
binatorial ou pelas relagdes de recorréncia {2.10-11).

rank r 12 13 14 15
or. coef. T 67 95 134 192
nr. coef. X 227 330 477 684
total incognitas 293 424 610 875
nr. equagoes 323 470 676 971

Tabela4  Osnidmeros acima se referem ao sistema algébrico linear
quando todos e apenas os mondmios presentes em T; e X, 820 usados,
ou seja, nio se referem a combinagoes lineares gerais (forga bruia),
cujos nfimeros seriam muito maiores.

de recorréncia para {Zz,,2} e passamos a nos dedicar a um approach alternativo
para investigar a integrabilidade de sistemas dinamicos, que é nosso objetivo prin-

cipal.



Capitulo 3

A teoria de Lie

Como mencionado no capftulo anterior, desejamos agora partir para o estudo de
métodos alternativos para invest;i'ga.r a integrabilidade de sistemas dindmicos. Como
grande parte dos estudos sobre ilntegrabilidade de sistemas dinimicos sao baseados
na teoria de grupos de transformagoes continuos (grupos de Lie), dedicamos este
capitulo a uma apresentagao da teoria de Lie.

No fim do século passado Sophus Lie [1891] tentou sistematizar a integragao de
equagoes diferenciais a partir da invariincia destas equagses sob grupos continuos
de transformacdes (ou simetrias). Do ponto de vista prético, a importancia destes
grupos de transformagbes vem da possibilidade de usé-los para abaixar a ordem
das equagdes diferenciais ordindrias ou diminuir o mimero de varidveis nas equagoes
diferenciais parciais, através da construgio de constantes de integragao. O método
adquire, além disso, uma especial importincia de um ponto de vista {isico ja que
neste contexto as constantes e simetrias tém, frequentemente, uma interpretagio
prética.

Na secio 3.1 apresentamos um resumo da teoria de Lie para o caso de uma
equagio diferencial com duas varidveis independentes e uma dependente e, logo a
seguir, generalizamos os resultados. Na sego 3.2 sdo resolvidos 2 exemplos simples,
como aplicagio dos resultados da primeira sec3o. Na terceira e ltima secao damos
as simetrias de diversas equacoes conhecidas. Nesta segao, os resultados B, D e E
sao contribuicdes originais nossas. Note que as equagdes (3.36) e (3.39), contendo
as derivadas cruzadas ug; e ., 830 mais complicadas que as da familia da KdV.
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3.1 Teoria.
Nesta secdo introduzimos a teoria de Lie para equagdes diferenciais com duas
variaveis independentes e, logo a seguir, fazemos a generalizagao para qualquer
piimero de varidveis.

Para evitar trechos cansativos retiramos dos célculos passos simples porém
longos. O leitor interessado pode encontrar mais detalhes em Bluman & Cole [1974].

A. Caso especial de 1 varidvel dependente e 2 independentes.

Considere uma equagao diferencial parcial com uma varidvel dependente u e duas

varidveis independentes z e ¢:
w(z, t, 4, Uy, Uy, Uy, Uy, Ygg, -+ +) =0, (3.1)

onde os indices z,{, zz, ... representam diferenciagOes parciais. |
Désejamos submeter esta equacio diferencial a um conjunto de transformagdes
das varidveis z, ¢, u:
i = f(z) tl u) E)J fl: g(zi t) u) 6)’ 6' = k(zi t’ u’ e)) (3'2]
sujeito as condigoes iniciais
o flz,tu,e=0)=z glz,t,u,e=0)=1t bz, tue=0)=uy

de modo que a equagdo (3.1), quando transformada, seja formalmente idéntica 3
‘equagio original. Para tanto, seguindo Lie [1891], expandimos (3.2) em torno de
¢ = 0 obtendo a transformagao infinitesimal
z =1z + ek(z,t,u) + O(B),
I=t+er(z,t,u) + O(e?), (3.3)
i=1u+en(z,t,u)+ O[?).
As fungbes £,7 e 1 sio os infinitesimais das transformagdes das varidveis z,¢ e u,
respectivamente.
Nosso objetivo é encontrar o grupo de transformagoes que deixa a equagao dife-

rencial (3.1) invariante, ou seja, determinar as fungdes §,7 e 5. Para isto precisamos
estender o grupo para calcular como as derivadas se transformam.
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Usando a regra da cadeia € simples mostrar que

3 oy (On 96\, _Or _0E, o1 )
6' “*‘[a +(6u Bz)u 5zt Fuls au“‘“‘]Jfo(‘ )

Usaremos ¢z, ¢ para representar os infinitesimais de 9%/0%, 04/ o, respectivamente.
Ento |
on dg 0§ o7 3 ul o7
S P (au 35) YT E™ T e T gt

e, de forma similar,

. _Og (oq _dr o€, 07, 0f
St 6t+(3u at)"‘ Bt T gt T gutslh

s80, como chamaremos, a primesra extensdo. A segunda extensao, ¢zz, t, tt, assim

como as subsequentes s3o obtidas analogamente.
~ Dizer que a equagdo (3.1) é invariante sob o grupo de transformacdes £, 7,9

significa dizer que
w(Z,t, 4,8z

ou 8€ja,

~ ~ - 4 ) :w(z’t,u,ux,uz,uzx,u:ct,'\‘tt;"'))

o~y
(3
o
=3
gl
&
[
w
&2
o«
by

w(Z, {) @, iz, Uy, Uzz, Uz, Ugr, )=0.

Como estamos considerando apenas a primeira ordem do parimetro ¢, temos

W(z + EEI t+ €7,4 + €9, Uz + €Cz, ts + €6, YUzs + €Czz, Unt + €6zt Uer + €61t - ) =0,
que pode ser escrita como

w(z,t,u , Uz, Ut, gz, Yat, Bet, )+

ow Ow ow ow ow ow
€\oz T T 5w TS5y, t o, T g, T 70

Desta forma, a condi¢io para a invariancia é:

dw Odw Ow ow ow ow
53;+7E+')a Hogy gy, gt =0 (34)

wr
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A fim de encontrar os elementos infinitesimais §,7,% que deixam a equagao
(3.1) invariante, nés substituimos os infinitesimais ¢z, §¢,zz, ... em (3.4). A equagao
resultante é tratada como um polindmio nas derivadas de u cujos coeficientes de-
pendem das variaveis z,{ u e das incignitas £ 7,n. Estes coeficientes devem ser
iguais a zero para que toda a equagao (3.4) seja zero, para todo z,¢ e qualquer

solucao u(z,t) da equacio diferencial.

B. Invariincia em geral.

Vamos agora generalizar os resultados do ftem anterior para sistemas de equagoes
diferenciais contendo um nimero arbitririo de varidveis dependentes e indepen-
dentes. Mostraremos como calcular as extensGes para qualquer ordem dos infi-
nitesimais das transformagdes. Em todo o restante desta secdo indices repetidos

denotam somatdrio.
Considere um sistema w, de N equag¢Oes diferenciais, ordindrias ou parciais,

denotado por

wy(zi, 8%, uf, uf, - 0l ) =0, v=1---N, (3.5)

onde £ = (z1,--- %) é 0 vetor de » componentes reais, identificado com as variaveis
independentes; ¢ = (u!,---u™) é o vetor de m componentes das fungoes de z, as

variaveis dependentes;

530 as derivadas em relacio s varidveis independentes z.
A transformacio nas varidveis z,4 a que desejamos submeter o sistema de

equagdes diferenciais (3.5) pode ser escrita genericamente como
z = f(z,u,¢), & =h(z,u,¢). (3.6)
Expandindo-a em torno de ¢ = 0 obtemos a transformacao infinitesimal

I, =z + cf,‘(:t, u) + 0(62),

(3.7)
% = u® + en%(z, v) + O(e?).

23
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Para resumir os cdlculos das derivadas parciais em relagao a z; das fungGes que
dependem de z; e u*(z;) introduzimos o operador diferencial total:

i} 0
oz; +uy due’

Desta forma os infinitesimais ¢f,---,¢7...;, podem ser gerados recursivamente

D; =

(3.8)

através das relagoes |
= Di(n°) — ug Di({s),

(3.9)
gn g u(gu 1.;._1) u th—16 1& (65)
A condigio para invaridncia, obtida de modo andlogo a (3.4), é
Bw o 0w ow ow
& - Bu;"'f' du :;+ +§31 ’*Bu:’l:* :0, v=1---N. (310)
K ficil perceber que a equagio acima pode ser escrita na forma
U, =0, v=1---N, (3.11a)
“onde
i o 0 0
(k) — ¢
U 61. ax‘ aua +§; aua + + S',l 'k au‘al 1-* (3.11b)

é o operador da transformagio infinitesimal para equagdes diferenciais de ordem k,
ou seja, a k-ésima extensio do operador da transformacao infinitesimal das varidveis
z,u ' _

0

uo’

0
U=4§ Bz, + Y}aa (3.12)

A aplicagdo do operador U(¥) em cada equagio do sistema, conforme (3.11a), di
um polindmio nas derivadas dos u® que deve ser igual a zero. Fazendo os coeficientes
das derivadas iguais a zero formamos um sistema de equagoes diferenciais parciais
lineares para as fungbes {a serem determinadas) &(z,u) e 9*(z,u). A solugio
geral deste sistema (quando existir) d os grupos de smeirias do sistema (3.5). Na
préxima seg3o mostraremos como fazé-lo em dois exemplos. A primeira aplicagao,
com a equagso do calor, foi primeiramente desenvolvida pelo préprio Lie [1881].
Depois, usaremos a experiéncia adquirida neste primeiro para obter o grupo de
simetrias de outro caso de 1 varidvel dependente e 2 independentes, a equagao de
Korteweg-deVries.
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3.2 Exemplos simples.

A. Exemplo 1: equagao do calor.
Como um primeiro exemplo, vamos determinar o grupo de simetrias da equagao

do calor,

Ut = Uzs,
usando a teoria descrita na se¢io anterior. Fsta equagio pode ser reescrita na forma
W= uz,; —u =0. (3.13)
A transformacgao infinitesimal procurada é
7=z +ef(z,tu) + O(?),
t=t+er(z,t,u) + O[e?), ‘ (3.3)
i =u+en(z,t,u) + O().

A equacdo do calor é de segunda ordem em z, portanto a condigio para in-

varidncia sob a transformagao (3.3) é

U@y = 0,
ou éeja,
3w 3w ow dw Ow ow Ow ow _ \
oz T Ty TS5y, T ooy, TGy, TSgy, ting,, =0 (B14)

Substituindo a equagao diferencial (3.13) em (3.14) temos
UBw = ¢z — g =0, (3.15)
para todo ¢, z e qualquer solugao u{z,f), onde
_ 9%y 0%y 0% 0%7 % AEN o
6r: = 33 + (2axau W} e gt (31:2 62:611) U

2, 2 2
666 Bt — gg 3 g; uZu t+(g" 236) - (3.16a)

31 366 U -—ﬂu U ——227—11 N
— 25 et — 35 Ummly = Fu gt — 2 tarts
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- _On (O o1 a, o7 w2 8¢
“=gt (au at) TR M T (3.16b)

sdo obtidas de (3.8) e (3.9}, com

1

=t 2=z, ¥ =4,

=1, b=§ e 1'=

Substituindo-se as equacdes (3.16) em (3.15) chegamos a um polindmio nas
derivadas de u. A equagio do calor (3.13) é invariante sob a transformagio (3.3)
se e somente se ¢zz — ¢ = O para todo z,¢ e qualquer solugao u(z,) da equagio
do calor. Para garantir esta iltima condigdo, usamos a prépria equagao do calor,

‘Y = Uz, DO polindmio, dando

2 2 2 r 2
[5" 3"]+[zf"’ "f+0f]ux+ -‘?I_z.‘?é_if-]ut

dz2 = 3t dzdu 0z2 @ Ot 0t~ "6z 92
92y . 9% 8¢, 9% ] 92
_9%¢ 3.17
+ [8212 25: Bu] +[ u " 28206 "t T Gwr " (8.17)
02%r a7 or
- Wugut 263: Uy — 2(,)—“%“11:3F =0

onde cada coeficiente deve ser igual a zero, produzindo o sistema de 7 equagoes

diferenciais parciais lineares:

dr 071 _ o€ _ g _
Bu 3z Bu D gur D
Py PL A _
9o 1 25 8=y,
dzou 022 ' Ot (3.18)
01 298 =,
gt 0z
0% o _,
022 at

Das 4 primeiras equagdes obtemos que as solugoes 7, £ e  devem ser necessariamente

da forma |
T= T(t)s §= £(t) e 7=up(t, Z) + ¥t z).
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No caso particular em que $(t, z) = 0, a solug3o do sistema é:

= a + 20t + %,

- E=k+6t+ Bz + qzt, (3.19)

1= (T +g) gt
onde a, §,7,6, & ¢ A sio seis parimetros arbitrarios.
A cada um destes seis parimetros estd associado um operador infinitesimal
E,-,V correspondendo a uma simetria, ie. auma transformacao infinitesimal. O
método para determinar os operadores E; é simples: substituindo a soluc3o (3.19)
na expressao do operador U (3.12) e fazendo cada vez um pardmetro {letras gregas)

igual a 1 enquanto os outros sao mantidos zero, obtemos uma simetria:

g U= (a+26t+9t7) ;% + (K + 6t + fz + at) 'aa—x
RCORR.
€

a=1 — El=§{a
f=1 — 5_2=2t%+x%,
=1 — Es=xt§;+32‘§7 [‘_";.;.;]u%,
f=1 — 54=t%‘§"ﬁa§’
k=1 — 55=§;»
A=1 — :62“"‘3%‘

Estes seis operadores formam um grupo de transformacoes infinitesimais, ditas
“de Lie”, que deixam a equagao do calor (3.13) invariante. Alguns deles representam
invaridncia sob transformacoes triviais no espaco (z,t): Z; representa invariincia
sob translagio em ¢, i.e. invarincia frente 4 transformacio =z el =t+¢ Ep

27
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denota invaridncia sob a transformacio # = ez, { = €2¢t, chamada de estiramento,
B4 significa invariincia galileana, ou seja, invariancia sob a transformacao i =t
% = z + €l; Es invaridncia sob a transformacao { =1, =z +¢, ou seja, translagio
em z. Contudo, nem sempre é possivel determinar diretamente o significado fisico
de cada “simetria de Lie”, apesar de podermos determinar a que transformagio
cada operador Z; estd associado. Por exemplo, se a equagao diferencial tem uma

simetria da forma

0 0
_y'a—x' + Z'a—g,

-~
[ B
[ R=—

dizemos que tal equacio é invariante frente & rotacio infinitesimal no plano zy. Isto

pode ser notado quando se faz

Bz = -Y, Eg =7z,
Bz =B(-y)=-z, BEy=8z=—y,
Bz =E8(-1) =y, By =8(—y) = —2,
Oty — E(y) =z, 54]; = E(—Z‘) =y,
assim -
Z=z+¢Ez)+ ﬁ("‘“‘z )+ fi(”sx) +
- = N 3 !
. €2 e ¢t
z=z+e(-y)+ ‘2‘1(“93) +57(y) + ;‘—!(z) +-
Z = zcose— ysing,
e

~ — 62 9 £3 -3
§=y+eBy)+ 5 E%) + 5 (E) +--,

- 2 P 4
§=y+e(z) + 5 (-0) + 35-2) + o)+,

Z=ycose+ zsine.
B. Exemplo 2: equacao de KdV.

A teoria de Lie aplica-se igualmente bem a equagdes diferenciais lineares quanto
n3o-lineares. Neste exemplo veremos que nio hid nenhum detalhe adicional no
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calculo do grupo de transformagoes infinitesimais de uma equagao diferencial parcial
nao-linear. Escolhemos, para este segundo exemplo, a propria equacio de KdV

W= Y + Utly + Ugyr =0, (3-20)

cujo grupo de transformacOes infinitesimais foi determinado por Shen & Ames
[1974].

Analogamente 4 equacio do calor, esta equagio tem uma varidvel dependente
u e duas independentes z ¢ . A transformagio que devemos submeté-la é portanto

a mesma que no exemplo anterior:

{=t+er(t,z,u) + O(),
§= 2+ e€lt,2,4) + O(e), (33)
4= u—]—fﬂ(t, z, ﬂ) + 0(52)3

-
W

- A equacdo de KdV é de terceira ordem, necessitando portanto da terceira

extensio do operador U, ou seja

®$-y0 0 0 .0 . 8
u T Eax 154 +gt8u¢ +§x6u3

0 0 0

+ Sit au“ + Sz aum: + fxtm (3'21)

| 3 9
+ Gttt I " + Czzz P . + S’:;tt F ort + Gzt Ban

A aplicacio de U(®) na equagio de KdV d4 a condigio de invaridncia sob a
transformagao (3.3):

UBw =g + s + 9tz + §20x =0, (3.22)

onde as funcdes ¢, ¢z € ¢zzz 530 obtidas das relagdes (3.8) e (3.9), usando as mesmas

defini¢oes do exemplo anterior:
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Apés usar a prépria equagio diferencial (3.20), na forma 4, = —uu; — Ugzs,
para que (3.22) seja igual a zero para qualquer solugio u(z, t} da equagio diferencial,
obtemos o sistema de equagoes diferenciais ao igualar a zero os coeficientes das
derivadas de u:

_6_1_1_ _ 611 3%y 0,

at ~ 82: T du?

326 _ 0§ _ =0,

0z ~ Ou

or o7

22 , 3.23

Jdz Ou 0, (3.23)
€ ¢ or

5t et Y
or a _
at 362 =0.

Repare que, apesar da equagio sob investigagdo ser nao-linear, o sisiema é de
equagdes diferenciais parciais lineares!
Ao integrarmos o sistema (3.23) chegamos as transformagoes

T=at+ 8,

=2z+qi+6

{=zz+t+s, (3.24)
)

q=_§“”+’77

onde 08 quatro parimetros a,f,7 e § levam ao grupo de simetrias da equacio de
KdV:

g = t—(?- 20 _ Zui

ot 36 3 v’
.

9t (3.25)
By = ti + 2

dz  oOv’

o

[1]
-
QD
8
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3.3 Grupos de simetrias de algumas equacoes conhecidas.

O procedimento descrito nas segoes anteriores é simples e direto mas pode se
tornar muito trabalhoso para mais que frés variiveis e equagoes diferenciais de
ordem superior a dois. Contudo este problema foi simplificado por Schwarz
[1982] a0 desenvolver um pacote de rotinas REDUCE que fazem o trabalho quase
automaticamente!. Nesta se¢io daremos os grupos de transformacgoes de diversas
equacdes diferenciais por nés obtidos usando o pacote original de Schwarz.

A. Equacao de Schrodinger nao-linear.

A equagao de Schrodinger nio-linear em uma dimensio [Johnson, Lonngren &

Nicholson, 1979] pode ser escrita como

Yoz + 19 + Kh[)lqu =0. (326)

Se definirmos
¥(z,t) = u(z,t) + iv{z, 1), (3.27)

substituirmos na equagdo (3.26) e igualarmos as partes real e imaginaria, obtemos
as equagoes acopladas

zz — v + Ku(u? + v?) =0,
(3.28)
Vgs + ty + Kv(u? +v2) =0,

Usando a notagao introduzida na secao 3.1B, definimos

Agora, fazendo uso da rotina LIE4 do pacote REDUCE de Schwarz, podemos facil-
mente determinar as simetrias da equacdo de Schrodinger nao-linear como sendo:

d 0 o s,
U=5137+52’5;+’215§+'72'3—U, (3-29)

t A versio 3.3 do REDUCE contém um pacote mais completo para determinar as simetrias de
-equagoes diferenciaig parciais, também de autoria de F. Schwarz.
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onde
51 = 2of + 5,

L=oz+ft+9,
7' = —au— (B +xy,
7 = —av + 1(Bz + K)u.
O resultado acima concorda com o obtido por Johnson, Lonngren & Nicholson
[1979].
B. Equacdes de Maxwell-Bloch reduzidas.
As equagoes de Maxwell-Bloch reduzidas

Uy = — Y,
vy = Ew + pu,
(3.30)
Wy = —Ev,
Et = -,

derivadas inicialmente por Eilbeck et of. [1973], sdo usadas para descrever a
propagagio de pulsos opticos curtos através de materiais dielétricos com uma
transicio ressonante nao-degenerada. Grauel [1986] mostrou que este sistema de
equagdes possui a propriedade de Painlevé implicando integrabilidade. Porém o
grupo de simetrias de Lie para as equagoes de Maxwell-Bloch reduzidas nao havia
sido determinado. Damos, aqui, este grupo.

Para simplificar introduzimos as definigtes

— — ol — 3
t=z, =4, w=1u",

=1, v=u?, E=4u'

Usando a rotina LIE4 de Schwarz chegamos ao sistema de equagoes diferenciais
parciais lineares:

Q_E_l_ 5!}1_3112_3!}3__

oF dE — 8E ~ 0E

06 _ 06 _06 0L _ 0L _,

du ~ dv  dw OE Bt ’

0, 0,
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0¢ , on*
o0 T oe O
o0& , ont
o0 T or =%
o0& , on?
3w T =Y
& a&;

v-g— w-(—?; = 0,
oo g
ow ov ?

‘9’74 3!}4 & 2 _
veF "o Ve T 0

Oy’ on’ 806 on' 4 _
il T~ P A
oy* _ oy*
ow Oz
pn' + Eq® +wy® =0,

on? n?
U (pu+ Ew)Ta—'-)- + Ev

an°® o o0 9 06 poa o4
B3 = (pu + Ew)—b—v— + Ev%— — 5 Ev-b—a—:— —-Ept—uvp*=0.

Tal sistema foi resolvido propondo-se solugoes polinomiais para os §; e os 4.
Quando o grau destes polindmios é menor ou igual a 3, encontramos uma solugao

da forma
o =a+ P+t

2 =6,

L=—(8+ 29,
2= ~(B+ 21y,
3= —(f+ 2w,

7
7
]
' =0,

33



o

34 Capitulo 8: A teorsa de Lie

implicando uma simetria

I R Y DY I Ry
UsGgytagtr 5t 55 T 50 77 55

C. Equagiao de KdV generalizada.
As equacoes de KdV e KdV modificada pertencem a uma familia de equagoes

diferenciais que pode ser escrita genericamente como
‘llt + anux + uzzz - 0 (n 2 1), (3-32)

chamada de equagio de KdV generalizada e que tem sido invastigada em relagao
4 sua integrabilidade. Procedendo como no Exemplo 2 da segao 3.2 obtemos as
simetrias da equacio (3.32):

0 8

o

onde as fungoes §,7 e 5 530
i) para n =1, equagao (3.24);

ii) para n > 2,
n = —%ou,
£ =inaz 454, (3.33)
7= nat + B.

As funcdes (3.33), a menos da normalizagao, concordam com as recentemente pu-

- blicadas por Lakshmanan & Kaliappan [1983]. Note que a equacio de KdV genera-

lizada com n = 1 possui um niémero maior de simetrias do que quando n > 2. Isto
deve-se ao aparecimento, no sistema de equagdes diferenciais, de n ¢ n — 1 como
poténcias de u. Assim, quando n = 1, o coeficiente de 4”1 soma-se com o termo

independente, impondo menos restrigoes as fungoes £, 7 e 1.

D. Efeito Zeeman quadratico.

Vamos agora determinar o grupo de transformages infinitesimais da equagao de
Schrodinger para um atomo de hidrogénio sujeito a um campo magnético intenso, o
efeito Zeeman quadratico. Este problema é de grande interesse hoje em dia devido -
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a possibilidade de realizar experimentos em estados de Rydberg, que permitem
investigar eventuais manifestagoes quanticas de propridades cadticas presentes no
hamiltoniano cldssico [Wintgen & Friedrich, 1986, Delande & Gay, 1986 ¢ Wunner
et al., 1986}. |

Em coordenadas esféricas, a equagao diferencial correspondente é [Wintgen &
Friedrich, 1987]

[[—%vz B A 0]] ¥(r,0,4) = B¥(r,0,9),

onde L; é a componente z do momentum angular e 7 = eB/(mc) corresponde 4
intensidade do campo magnético em unidades de 2.35 x 10° Gauss.
Usando coordenadas parabdlicas,

§=r+z, g=r-z  ¢=actan(y/z),

o termo em ¢ pode ser separado da maneira usual, ¥(r, 6, ¢) = ™9y, n), resul-
tando na equacao diferencial em duas dimensoes

ekl ()4 07) - %)

2
——f—_—?_-;'f' %€Q+%m—E]]¢(§,'I)=O-

(3.34)

Nesta equagao £ e 5 representam coordenadas parabdlicas; portanto, designare-
mos os infinitesimais das transformacdes através de A(€,9,9) e B(, 4, ) para as

variaveis independentes { e 3, respectivamente e C(¢, 3, %) para a varidvel depen-

dente $(£,1). |
Desta forma, aplicando a rotina LIE3 de Schwarz, obtemos o sistema de

equacoes diferenciais parciais lineares:

0A 0B a2c
=0 o O
dB  0dA



36 Capitulo 8: A teoria de Lse

O
#B_, 91, [2B, 9B ~
i1 57 ~ 22505 |+ [ + 5 - 2240 + €5+ 4=0
92A 9?2A aC 0A OA
gt ‘52[352 aws}”[ ag]” %

¢ {[¥€*0® + 4m + (4my - BE)n) (€ + ) — 169} X

8A 08C 82C 620 aCc | 8¢
{2¢3?—¢W+C}—16€282[ 6n2+£ 662 ag ]+

1A [ 6397 — (4my —8E)Ey” + 168y + 4m?(€ + 29)] +
E29B [*En*(€ + 2n) + (4my — 8E)y® — 4m?] = 0.

que pode ser resolvido, como no caso das equagdes de Maxwell-Bloch reduzidas

(item B desta segdo), propondo-se solugdes polinomsats para as fungoes A BeC.

Considerando polindmios de grau até 4, encontramos como tnica solucao
A=0, B=0 e C=ay, ‘ (3.35)

para quaisquer valores de m, E' ou «, que corresponde 2 simetria
i}
U= t[:@.

Seria interessante relacionar este grupo de simetrias com possiveis invariantes

para o efeito Zeeman.

E. Equacdes do tipo u; — uzt = F(u, 4z, sz, .. .)
A procura de invariantes para esta classe de equagdes é mais complicada do que para
a KdV ja que o termo com as derivadas cruzadas (s, 5, - - .) dificulta a utilizagao
de diversos métodos conhecidos. Vejamos a seguir dois exemplos de equagdes desta
classe:
i) Equagdo de BBM
A equagio de BBM [Benjamin, Bona & Mahony, 1972] ou equagao de onda longa
~ regularizada, '
Uy + By + BUg — Ugrg =0, (3.36)
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pode ser escrita de uma forma mais compacta, como aparece no Capitulo 1, quando

u é substituido por —u — 1 na equacao acima:
Ut — YUy — gy = 0. (3.37)

Usando o precedimento descrito nas segoes anteriores, chega-se facilmente a um

sistema de 10 equacoes diferenciais parciais lineares cuja tnica solugao é:

T=a+9,
£=8 (3.38)
n=-,
correspondendo a simetria
e 0 d )
g =§— - ——
U=l T Higy

3

#i) Egquacdo (26) de Caldes & Tasso [1979]

ﬂg - u“t - 2“85 - 4“1:”3;2 ha 2u‘uzzz = 0. | (3.39)

. Esta equagio, descrita por Caldas & Tasso {1979], possui uma simetria da forma

0 J 0
onde
r=-pt, f=a e n=pu (3.40)

Os resultados ¢ e #f, que n2o encontramos em lugar algum da literatura, como

veremos no capftulo seguinte, poderdo eventualmente servir para obter invariantes

para estas equagoes.
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Capftulo 4

Outros resultados

No capitulo anterior estudamos uma teoria de grupos de transformagoes contfnuas,
a teoria de Lie, como base para a investigagdo de métodos de integrabilidade de
sistemas dinimicos. No presente capitulo vamos analisar alguns destes métodos
que encontramos na literatura recente, a fim de investigar sua possivel aplicacao a
equagdes de evolugio nio-lineares que contenham termos com as derivadas cruzadas,
como é o casso da BBM e a equagio (26) de Caldas & Tasso [1979].

Na primeira secio é feito um estudo de um trabalho de K.M. Case [1985]

onde constantes de movimento de equagdes de evolu¢do nao-lineares que podem ser . .

escritas em um formalismo hamiltoniano sio relacionadas as solugoes das equagoes
variacionais obtidas pela linearizacio das equagoes de evolucao.

Na secio seguinte analisamos dois métodos para a construcao de constantes
de movimento usando as simetrias da equagao dinimica do sistema, obtidas pela

teoria de Lie.

4.1 Constantes de movimento e as equagdes variacionais.
Equagdes de evoluciio descrevendo sitemas continuos podem ser escritas generica-
mente [veja Capftulo 2] como

u, = Flu]. (2.1)
Cada equacio do tipo acima pode ser linearizada em torno de uma solugao particu-
lar, obtendo-se a “equagio variacional” associada a ela [Whittaker, 1937, através
de . v

bu; = F'[6y], (4.1)
onde
dF{u + e6u}
Floy) = ————| . 4.2
ju = ElE =) (4.2)

A vantagem de se fazer isso é associar a cada equagio diferencial parcial nao-
linear uma equagao diferencial linear, para a qual hd métodos bem mais simples e

conhecidos para a determinagao de suas solugoes.
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Case [1985] conseguiu relacionar as solugdes destas equagdes variacionais (line-
ares) com as constantes de movimento das equagtes de evolugao do tipo (2.1) que
podem ser escritas no formalismo hamiltoniano, através do colchete de Poisson

6u = |y, 1]. (4.3)

I é uma constante de movimento para a equagio de evolugio e §u é uma solugao
da equagio variacional. O colchete de Poisson relacionado s equagdes de evolugao

da forma

w=A, (18)

é definido por {veja Capitulo 1]
[F.G] = /dzé—’:,«zég (L7)

Desta forma Case reproduziu constantes de movimento de algumas equagoes
Aconhec1das como a KdV além de obter uma nova constante para a equagao de
Kadomtsev-Petviashvili (uma extensao ao espago de duas variaveis da equagao de
Kdv).

Como um exemplo, vamos considerar a equagio de Korteweg-deVries

N

U = —UUy — Ugzx.

Esta equagao pode ser escrita na forma hamiltoniana tomando-se A =3, e

- [ (4-%)

Para linearizar a equagio de KdV em primeiro lugar obtém-se Flu+€éu] (veja
equacdo (4.2)): | '
Flu + ebu) = —(u + ebu)(v + edu); — (u + £bt)rer,

= — Uiz — zgz — e(ubuz + uzbu + Suzys) — 2 Oubu,.

Derivando-se este resultado em relagao a € e fazendo-se € = 0 temos o funcional

F'[éu):
F'lb6u] = [~ubu, — ugbu — 6u gy — 2e6udu,],,,

= "“6ux - uxau - 5"553;.
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Agora, de (4.1), chegamos 4 equagao variacional

(511); = —u(&u]z - u-’ﬂ(au) - (Eu)zzr (45)
Uma solugio para a equagdo acima é |
Su=tus — 1,

que pode ser escrita como 64 = |u, 7] desde que tomemos

T= j [— ——:w] dz, (4.6.)

Isto porque, de acordo com a equagao (4 4),

v, T] = [ 6u(x) 583—‘ %d ' (472)
- /_ " s(a-2) 2 Lz, (4.7b)
= -(% %’ (4.7¢)
_ % (tu—2) = fuz — 1. | (4.7d)

Na passagem de (4.7a) para (4.7b) utilizamos a equagdo (C.9) |veja o Apéndice C
para uma Tevisio do conceito e propriedades de derivada funcional].

Ou seja, T é uma constante de movimento para a equagao de KdV. De fato, esta
constante foi apontada por Miura, Gardner & Kruskal [1968] e, conforme conjec-
turado por eles, é a finica dependente explicitamente de z e ¢ (em geral as constantes
de movimento n3o dependem ¢).

Além disso, como T é explicitamente dependente de i,

_0T _1 [ , '
T="r=3 f_ s, (4.8)

também é constante de movimento. Uma outra constante pode ser construida a
partir do colchete de Poisson destas duas primeiras:

00 7 [ o]
— T, T] = [ LRPRLY _/ ud, (tu — ) dz,
[0.<] —00

0o u? oo 0o
= f (tun, — u) dz = t? - f udz.
-0 -0 —00
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Como as solugdes 1 da equagao de KdV se anulam nos extremos do intervalo, temos
uma terceira constante de movimento da forma

T= ——]w udz, (4.9)

- 00

que é a mais conhecida constante para a KdV, obtida diretamente da propria
| equagio [veja segdo 2.1]. Neste caso particular ndo obtivemos nenhuma informagao
nova. Entretanto o método permite construir invariantes adicionais, como no caso
da equagio de Kadomtsev-Petviashvili, reportado pelo prérpio Case [1985].

4.2 Simetrias e leis de conservacgao.

Do estudo da Mecinica Clissica é bem sabido que as simetrias de um sistema fisico

tém um papel importante na identificagio de constantes de movimento. O Teorema

de Noether [1918]*, por exemplo, tem sido usualmente empregado na obtengdo de
quantidades conservadas a partir de simetrias do lagrangeano porém, é obviamente
necessario restringir-se a formulagGes lagrangeanas. Por outro lado, tem-se investi-
gado um método simples e direto para a construcio de constantes de movimento a
partir das simetrias de Lie, obtidas diretamente da equagao dinimica do sistema,
ou sejat., sem necessidade outra que as equagoes diferenciais que descrevem o sis-
fema. tAlém disto, o método-de Lie em geral d4 origem a mais simetrias que o
método de Noethert (no pior caso os dois métodos produzem as mesmas simetrias).
Desta forma, dedicamos esta dltima se¢io para analisar dois procedimentos para a

construgao de constantes de movimento a partir das simetrias de Lie.

A. Prince & Eliezer [1981] descreveram um método que permite a comstrugao de
constantes de movimento associadas com cada elemento do grupo de simetrias de
Lie. Estas constantes de movimento sio construidas a partir de constantes de
integragao assim como a teoria de Lie constroi as “varidveis de similaridade”. O

método pode ser resumido como segue:

t O Teorema de Noether [Arnold, 1978 e Goldstein, 1980] afirma que, a cada transformagio in-
finitesimal que deixa o lagrangeano invariante corresponde uma primeira integral das equagoes
de movimento. Porém o inverso n3o é verdade: hé constantes de movimento que nao corres-
pondem a propriedades de simetria.

¥ Nio encontramos explicacdo plausfvel para este fato. Entretanto ele € bem conhecido na lite-
ratura [veja, por exemplo, Prince & Eliezer, 1980] onde também € mencionado sem explicagéo.
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Para cada elemento E,, do grupo de simetrias de Lie

1. determina-se sua primeira extensio, o operador &;

2. constréi-se as constantes de integracdo do operador Ey;

3. obtém-se um sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem, invariantes
sob a aplicagio do operador E¥, derivando-se as constantes do item 2 umas em
relacao as outras;

4. integra-se as equagdes, construindo-se novamente constantes de integracao, em
fungao daquelas do item 2;

5. estas novas constantes, quando explicitadas nas varidveis do sistema, sio as
quantidades conservadas do sistema. |
No caso do problema de Kepler, em duas dimensoes, temos as seguintes

equagoes de movimento

£+’§=0
o (4.10)
y+_r—3- '—0’

onde r = \/z2 + y2. Aplicando a teoria de Lie, descrita na se¢ao 3.1B, encontramos

trés simetrias para o sistema (4.10):
d

B1 = 5, (4.11a)
3 @

Y Y]

=3 —-t'é? + 3 Bz + 3 ay (4116)

Este dltimo operador, E3, n3o pode ser obtido a partir do teorema de Noether
aplicado na formulagio lagrangeana da equagio (4.10) [Prince & Eliezer, 1981],
assim o escolhemos para aplicar o método. Usando as equagGes (3.8, 9, 11b) obtemos
a primeira extensao de 53

ot _

d 228 290 z0 yo
Bh = t??? + 392 — (4.12)

Y35y T30 307
As funcbes invariantes para Ej sao encontradas integrando-se

dt dr dy di  dj
—_—= = = - = -, (413)
t I Ly -iz -l
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as constantes de integragio para as equagoes diferenciais acima sao

uy = zt™2/3
Ug = yt_2/37 )
(4.14
v = ﬂlla,
vo = !}tl/"’_
Quando derivamos umas em relagao a outras, encontramos
dug _ 3“2/3!{?}-{- 6u2/6t
dul - 6u1/6z§:+3u1/3t’
B 3‘1}t]/3 - 2yt'2/3
T 3ztl/3 — 25t-2/3°
:3_0-2—_-2—"3=Q(u tg, v, t2) (4.15a)
3v; — 2u4 L2, % %2) )
analogamente,
dv; v —3puy P8 ‘
di; - 3v; — 2U; - \B(uhu% Y1, 02): (4'15b)
dv; _ v —3pug P~ _
du; - 3v; — 2u; - e(ullu% vy, 02)) (415(:) ’
onde
P = (03 + ud)V/? = nt72/3, (4.16)
As solugdes de (4.15) sao |Prince & Eliezer, 1981]
Wi(1, 42,01, v2) = 2192 — vy 0 — p—;l = constante, (4.17a)
Wa(u1, 4z, v1, v2) = u20f — wyv 95 — ;1%2_ = constante. (4.17b)

Ap6s substituir (4.14) e (4.16) nas equagoes (4.17), temos as componentes z e y do
vetor de Runge-Lenz:

Ty’ — yzy — lir{ = constante,

yi? — 22y — EY = constante.

r
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Este método descrito por Prince & Eliezer [1981] é czipaz de gerar constantes de
movimento que o teorema de Noether nao fornece, como é o caso do vetor de Runge-
Lenz para o problema de Kepler. Porém sua aplicagdo requer solugio de equacdes

diferenciais is vezes muito complexas.

B. Um outro método para obter constanies de movimento a partir das simetrias de
Lie, com aplicagao mais simples e direta, foi descrito por Moreira, Ritter & Santos
[1985]. Esse trabalho é uma extensdo de um resultado de Whittaker [1937] que
mostra que se uma equagao descrevendo um sistema hamiltoniano discreto, admite
uma quantidade conservada I explicitamente dependente do tempo, entao %% serd
também uma quantidade conservada para este sistema. O que Moreira et af. fizeram
foi sugerir que o resultado de Whittaker para o caso discreto é um caso particular de
um resultado mais geral que relaciona as simetrias de Lie da equagao de movimento
com as quantidades conservadas, mesmo no caso de sistemas nao-hamiltonianos.
Mais tarde [Moreira, 1986] o resultado foi estendido para equagGes de evolugio que
descrevem sistemas continuos e é utilizado como método de construgao de novas leis
de conservag3o a partir do conhecimento das transformagoes de simetria da equagao
e de outras leis de conservagao. |

Em resumo, o resultado de Moreira et al. é o seguinte: se { for uma quantidade
conservada (com possivel dependéncia até derivadas em z de n-ésima ordem) para

uma equagao que admite uma simetria E, entao

r=gMj (4.18)

também é uma quantidade conservada, onde E(*) é a n-ésima extensio do operador
E (veja Caitulo 3, equagdes 3.11b e 3.12).
No caso de sistemas continnos (uma variivel dependente u e duas independentes

z e t) o operador infinitesimal E é escrito da seguinte forma

0
ou’

— a
= —
"=

2
| Topt §5- 1
A densidade associada a I' pode ser obtida fazendo-se a transformacao infinitesimal
2(n) em I:
I=T+eE™TI+0(2).
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Como |
T =T +eEMT + 0(c?),

Z=1z+e€+ 0(e?),

onde T ¢ a densidade associada a 1, contendo derivadas até n-ésima ordem, temos:

1+£memﬂ=fw+£MT+mémm+a+owm
[+6BM 4 0(e?) = ] Tde + ¢ f [5(")T+T§§] iz + 0().

I' é o termo de primeira ordem em . Assim
I'= /T’dz =/ [ (”)T+Td£]

T' =BT + T”“E (4.19)

portanto
Uma verificagao simples deste resultado pode ser feita com a equagao de
Korteweg-deVries,
ut = —qu - 03;3;3,.

Usaremos como ponto de partida duas constantes de movimento publicadas por
Miura, Gardner & Kruskal [1968]:

o Iyt 9

h= / — —3uul + —uﬁz} dz (4.20a)
o | 4 5
.

L= f zu—t——] dz. (4.20b)
—00 i

Como vimos na segdo 3.2B, as simetrias de Lie para a KdV sao

(3.25)

45
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Como [ e Iz contém somente derivadas até segunda ordem, necessitamos calcular

2)

as extensoes ES

52 = &
- dz’
g yd Lz MO 0 5w
ot 30z 3 Ou Ou., 3 Ou
_ - _ - 2
3 Ougs 3 Ouy 2t Ougy’ (421)

2 _,0 08 &8 , 8 0
“‘S‘ - th T 3u ““au‘ Zust duyy L T
=(2) = g |

LT

Aplicando-se estes operadores a {3, temos

=25 =21 =0, |
o, [ w0 9 u, 9
'g Il—[ 3 du “’aux 3 Oug, &

8 [ [ut 9 8
= _§/ [—4— - 3‘(11‘3 + gﬂix] dz = —§I],

E‘gz)fl = %Il = ‘/;oo (‘33 —3u§) dz = I3, |
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Aplicando agora os operadores (4.21) em Iz temos:

552)12 = %Iz = / udz = 14,

s@p = [(2 20 0
5 I”‘[taﬁaax 3 5| 2

1 [ tu? 1
= —-3‘/—m {zu— ——2—} dz = —512,

a@r _[,8 8], _
...g I = [tax-l-au]fz—ﬂ,

0o 2
5(2)12=%12=/ =1

Obviamente, o método pode ser aplicado a cada nova constante, possibilitando

gerar outras quantidades conservadas:

- - 4 _ 2
B =-2l, BPL=-3l 51y = -3 15,
B =0 895,=0 EPL=0,

E&z) I3 == 6I4, E§2)I4 = 15, Egz)ff, = 0,
sPp=0 &8PnL=0 EPL=0

Entretanto, pela prépria natureza do método, a geracdo de constantes de movimento
nao é infinita j4 que o rank das constantes é abatzado a cada aplicacao dos opera-
dores. Neste caso comegamos com um invariante de rank 4 (11} e obfivemos outros
3, todos de rank menor que 4. Desejdvel seria ter-se um método que aumentasse o

rank. Entretanto tal método é bastante dificil de ser concebido.
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O objetivo central do presente estudo era investigar a integrabilidade de equagdes

de evolugao continuas nao lineares do tipo genérico
U = F[u) Ugy Uz, Ugty - - ']:

onde F é um funcional que inclui derivadas cruzadas como tz¢, %zzt, . .. A motivagao
para esta investigagao veio da possibilida.de de escrever tais equagoes em um forma-
lismo hamiltoniano extendido, proposto por Tasso [1979] e descrito no Capitulo 1.
Assim, o passo inicial foi estudar as constantes de movimento de uma das mais
simples equagdes de evolugao continuas ndo-lineares: a equagao de KdV, além da
equagio mKdV, pertencente 2 mesma familia.

" Em resumo obtivemos os seguintes resultados: As infinitas constantes de movi- -
mento das equagoes de KAV e mKdV tém uma construgao sistemdtica. Este fato ja
havia sido apontado por Torriani [1986] quando mostrou que os invariantes para es-
tas duas equagses poderiam ser obtidos a partir de métodos combinatoriais. Basea-
dos nesta construcio sistemdtica apresentamos relacoes de recorréncia para gerar
os invariantes destas equagoes. Nossas relagoes de recorréncia sao facilmente pro-
graméveis em computadores capazes de efetuar manipulagoes algébricas. Nos as
escrevemos em REDUCE {Apéndice D) a fim de obter os 15 primeiros invariantes
para a KdV e os 8 primeiros para a mKdV (listados nos apéndices A e B). A intengao
era testar nossas relagoes de recorréncia.

Concluimos que as relagoes geravam perfeitamente os polindmios conhecidos
para a KdV, mas ainda nao estdo completas para invariantes de grau elevado [veja
secio 2.4. A relacio de recorréncia que gera as densidades para a mKdV nao
mostrou falhas até onde investigamos (r = 8).

Nesta linha, um préximo passo seria aperfeigoar estas relagées de recorréncia e
criar uma relagio para os fluxos da mKdV para que gerassem invariantes de qualquer
para a obtencio de constantes de movimento para equaqées.de evolucao nao-lineares.

A literatura a este respeito é bastante fragmentada e os métodos propostos
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por diversos autores funcionam apenas para casos particulares. Em outros casos os
métodos se tornam um tanto trabalhosos e até mesmo sem solugao. |

O primeiro método analisado por néds, apresentado por Case [1985], deu re-
sultados muito bons quando aplicado pelo proprio Case as equages de KAV (re-
produzindo constantes j4 conhecidas) e Kadomtsev-Petviashvili (gerando uma nova
constante). Porém o método envolve solugoes de equagoes variacionais dificeis de
serem resolvidas. Além disto é necessirio conhecer-se uma constante para poder-se
aplicar o método.

Uma outra alternativa seria analisar métodos que comstruissem invariantes a
partir das simetrias do sistema, assim como o teorema de Noether permite a cons-
trucao de constantes a partir das simetrias do Lagrangeano. J& que a teoria de
Lie d4 as simetrias da equacao dindmica, sem a necessidade de uma formulagao
Lagrangeana, buscamos métodos que produzissem constantes a partir das simetrias
de Lie.y | '

Prince & Eliezer [1981] apresentam um método bastante interessante para a
obtengio de constantes de movimento a partir das simetrias de Lie. O método pro-
duziu uma constante (conhecida) para o problema de Kepler em duas dimensdes: o
vetor de Runge-Lenz. Porém, Prince & Eliezer nao apresentam o método formal-
mente, apenas uma aplicagao dele onde hd passos dos cdlculos que nao ficam claros
para nés. Por exemplo, achamos dificil entender a solugdo das equagoes diferenci-
ais (A3), (A4) e (A5) [equagbes (4.15) nesta dissertagio], produzindo (A7) e (A8)
[equagGes (4.17) nesta dissertagao]. Exceto em umas poucas aplicagoes, onde j4 se
conhece os invariantes, resolver as equacoes diferenciais a fim de obter as constan-
tes de integragio é uma tarefa trabalhosa e até mesmo impossivel. Entretanto, o
método destes autores é muito interessante e deveria ser estudado com mais detal-
hes, visando uma possivel sistematizacao.

Outro procedimento analisado por nés que também trata da obtengao de cons-
tantes de movimento utilizando as simetrias de Lie do sistema, foi o exposto em
Simetrias e leis de conservagdo para equagées de evolugdo ndo-lineares [Moreira,
1986]. Moreira mostra que a aplicagao de cada operador infinitesimal do grupo
de simetrias de Lie, em um invariante pode produzir outra constante de movi-
mento (ou uma constante numérica). Mas, neste caso como no método de Case,
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também é necessirio conhecer-se pelo menos um invariante. E, quando o sistema
é continuo, com constantes polinomiais, como descrito no Capitulo 2, o método
proposto por Moreira produz invariantes com rank cada vez mais baixos. Ou seja,
a aplicagio do método ndo gera invariantes infinitamente, mesmo que haja infinitos
invariantes para aquela equagao. £ importante enfatizar que este comportamento
é caracteristico de todos os métodos conhecidos e de modo algum é uma limitagao
exclusiva do procedimento proposto por Moreira.

Nenhum dos métodos analisados por nés produziu invariantes adicionais para
as equagOes que nos propusemos a estudar. Isto entretanto ndo significa que tais

equagOes nao possuam invariantes adicionais.




Apéndice A
Invariantes para a KdV

Como discutido na segio 2.1, os invariantes ji conhecidos foram publicados por
Miura, Gardner & Kruskal [1968}: 7, para r < 10 e X, para r < 7 e, posteriormente
[Kruskal, Miura, Gardper & Zabusky, 1970}, 7},. Os outros, no que nos consta, sao
novos, Chamamos a atengdo para dois erros de impressdo nas expressoes publicadas
nas referéncias acima: em X [Miura et al., 1968] o coeficiente de ug fzﬁ (quarta linha
da pagina 1205) deveriaser +132 endo —1#. O mondmio da sexta linha da pigina

960 de Kruskal ef al. [1970], em T, deveria ser uZuou? e ndo uZu;uZ como ests

escrito.
Tl =Yg (Al)
Xi = sud+u (A.2)
T, = o | (A3)
Xp = %ug + dptg — %u? ‘ (A4)
Ty = bud — u? (A.5)
X; = fud + vdus — 2upu? — 2uyu3 + 63 (A.6)
T4 — Iuo 3“0“1 + 3“2 (A.7)
Xs = Luf+ufus — Juul+ Zuoud — 6uouyus + 3ufus + Luguy— Fud (A.8)
Ts = }uf — 6udu? + Luou? — Ly (A.9)
X5 = §uf + ujup — 8u} 3u? + '5‘“0“2 — 1263 u3 + 12upulus — 3uf + Ruougu, —
Rugud — Ruyugus + Bud — Lugus + 1842 (A.10)

Te = 3uf — 10udu? + 18ufuf — 5uf — D8ugu? + 1203 + 3Pu3 (A.11)
Xo = Lul+ufus — Lufe}+28uul — 20udu; u3 + 30uuus — 20uouf + 36ufusu, —
BuZug + B0uoud — T2upuiugus + 66ufud — 20ufus — Hluougus +

Buoui + 3%uZuy — 8upu? + Huiuzu, + Fugus — Ful (A.12)

Ty = uf — 15ufu} + 36ujuj — 30uouf — 32 ufuf + 20usud + 108ufuf + Hlupuf -

1Fuzul — 57 ud (A13)
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X7 = §ul + uSuy — 18ufu? + 51ufud — 30udujuz + 60udufug — TSufui +
T2udugu, — 3Bufud + 2R uZud — 216ufu; ugus + 504uoufuf — 120uoudus +

0

90utug — S8uusus + 32ulu — LB ususud + 120 uou uguy — MM uud +

280 ypuZug — —7—u4 8672wy udua + 216ufuzug + B2uousug — B2uoud —
6

82y, ugus + $8Busu] — 198%uFus — FPlususus — Zusuy + $Pul

(A14)

Ty = 3u§ — 21ufu} + 63ufui — 105ufuf — 108uduf + 360ufu + T56uouiuf +

108uZu? — 324u?u? — 1080uguzuf + 378uf — $Buou? + £ uguf + 12 uZ
(A.15)

Xs = L6 + ufuz — Lufu? + 84ufud — 42ufu, uz + 126ufuuy + 105ufufu; —
171842 + 396udud — 504ulu; ugus + 216ufu? — 210ujuf — 216u3uzus +
1080uulu, + 2142udu?u? — 1404uduzuf + 216ufuqus + 648udu uzu, —
420uZudu; — 18364202 — 144uouf — 36T2upu udus + RT2ugugul +
1512uou3uous + 630usutus — 2160ugusuzus — L080upudu, 4 138 up02 —
1728uguiul— 128 uyusuy +1512ufu, +2340ufud + 11 ufud+ N2 upugue+

3456u1u2u3t4 — 1512udugug — 28588 4,42 4 1300843 4 540ufuf +
%—g—éuau435 —432upuiustis + -:287%8-!!5118 - 105u, - 648“1!13“5 - -1-4%8—811111% -
198 u? + 1230y  u5us | (A.16)

To = }u — 28ufu? + 2% ufu? — 280udu} — 216ufud + 960ufu] + 3024ufuie} —
168u6 + 288u3u2 — 4320u3uzu? — 2592ugulud + 3024uoud + 2880uFu3 —
215-?—2212!12+ 36288u0u2u4+864u1u2 169344u1u3 545184u%u2+ lfigzuouG

51522 | 6331843 _ 158522 (A.17)
Xg = ul® + ufug — 32ufu? — 56ulu; us + EE2uful + 168ufudus + 12 ufuru, ~

1584, 3uZ — 490uduf — 1008udu; uguz + 1032ufud — 432u5u3u5 +504ufu2 —
1120udud uz + 6720udu?u? + 1728udu; ugus + 2880ududu, — 5184uduqsuj +
576udusns — T%ufuZ + 2520ufufuy + 6048ufuiusuy — 8208ugufug —
14688uZu; ulug — 1728ulu; ugus +936uful —8640uZususus + 2832 uZusuf —
1320 2uuy — 28%udusuy + 1228 ufuZ — 1008upuf — 12096uou1u2u3 +
12009 4, ufud — 5184upuiuzus + 5184upuiug + 27648upu uousny —
186864y 43 + 1038y ugug + 12096uoudu, — 4820%Muguu] +

72576”0“2”4“6 _ ]7;%96”0“ u5 + 135413521‘0“3“4“ + 108864u u3 +
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MM yyueus — B3l2ugu? — 1008ufu; + 8568utuf + 5184udugus +

79488u2u2u - ]44288111“21&3 + 1728u1u4u6 — ]4688u¥ug —_ ]66464u1u:25u3 _

0803
110592u1u2u4u5_5 2u1u2u5+9835776u]u u2 31104u1u6u7_254736ug_

368 204768 ,,2 368064
10903682 ;5445 — wud 1252800 02y, 290304y, ooy, | 368004y 02

2116368, 4 _ 290304 870912 145152, .2 _ 31104 15552
oS8y — BN uzusue+ B2 uug — 1431524 0 — iR ugug + 1970203

(A.18)

Tio = 5ui® —36ujud —630ufuf + 22uful — 1512uous + 2160ugul +9072ufulu}
1944 53u3 + 13608uuf + 22864y y?ud + 13608ufu — 12960ufusuf —
11664uZuu? + 648ufu? + 1788483 — 15280964,y ud + 19790264002 -

4908696023 777832 3343082, g3 _ 110438084 | 1632902, 43 |
TTT6uouiuj + 3818656y, 3 + 22208256y, ¢35 4 205700924207 23328242
1306368 yougu? + S9FuFuZ — 5818656y 42 — 139908 4puZ + 280447
a (A.19)
Xio = Ful! + wdup — Lufu? — T2uluiuz + Bulu? + 252ufudus +

l%luﬁugm — 540uu? — 1008ufuf — 9072u5u otz + LiBydud —

3888 yBugus + 218%4udud — 2520ufudug + 17388ujuiu? + 3888ufu uaug +
6480ufuduy — 14904ufusuf + 1296uiusug — 14904y 2u2 + 7560udutu, +
18144udu?usuy — 28512uudu — 44064udu;ufus — 5184udu uqus +
7344ufus — 25920ufugusus + 27728 yJyouf — 12350303y, — 158524300y +
15352302 - 5292uZuf — 54432uf uduous + B4 u2yFud — 23328uFufusus +
27216uZufu] + 12441603, uousuy — 187302y, o + 288843y u5u6 +
54432ududu, — 363393042y 2y2 | 32099292y u,ug — 2292810y ZyouZ +
653184 yZuyugug -+ 8328090 o Zyd 4 1399084 2y ug — 483888 4242 —Q0T2uoulus+

143 70 715 143 15
90720uputu? + 46656uouiusuy + 1332y uduZu, — 326592uoufuquf +
15552upufuue — 159520y oy fyf — 1498170y, yduy — 292328ypyy wpugus —
45752528811 u u%u + 22114463048u ulu3u2 271!-3*9:536”08]%“7 1398384u 82 _
981:4:412%%u s +494}13§36u u u2+“2752°°u0u2u3u _ 26;3;36u0u2u5u7+
499{;92”0“2“6 6013224“0'1 2612736“0“3“5% + 733:1;308%.“4“6 -

12410496 2 279936 559872
ESTE T UoUgE — SHiUoUrly + oy us + 7560u1u2 +

27216ufusu, — 36936uiud — 828243 u2y; — 15552ufusus + 873272 0u%wug —

668736u2u Uats + 5699808“2u u + 5917536"2!‘%“ - 46656“%“ uy +

24,2 4 24525504, .2 _ 15132096 3825792
SHas o Uug + ST U ugusty 65 U1l us + Sgm - t182UsUs +

443232
143
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U512y yau g1 — 20406368y, yoyd — 30046464, y2yg 4 203956y ypug +
891240, 4y, — 9961056,3,2 4 SILMMB4uZ, o 8631362,
8625152 4y ugtats — 3908 upud + 3339282y u5us — L UsuF -
44183232 3y | 240511682,2 | 13436098, ., ), _ 94058406y y;pyy +
50 uaud — 18 udue + S weuio — Rt (A.20)

Ty = &rul! —45udud+216u]uf — 1260ufuf — 648ufus + 4320uful + 22680u4ufu§ -
7560“0“] + 12961}0“4 - 32400”0“2“3 38880“0”] U3 + 45360“ +
238464uudud + 136080uouiul — 1988032 | 5449203y, u% — 58320uiuf +
38880uZulul4 1788480,y 3 1523096 42y, 31 42379203uf— 2900850 yFuZuf -

6
668736![011 02113 _ 22091:1 u0u4 + 23132;80"0“6 + 58'1782561‘332 —

65(141240!12”2“% 233280u u1u2 + 44411463512uouluau4 + 53114413184u u2u +
2659392u2u2u - 12908160u]u2ug - 131803200ugu§ _ 1_319‘%6§u0u7 +
33?2?321‘0“2“6 + 69‘?483401‘2“% 117151331230ﬂ4u2 _ 1341325928u1u3u§ —_
1771745393 u2+ 375114]3424112044- 54411273552“3“44_ %%%&uous ]222;{201‘2“%4_
e} - 43383 (.21

X1 = Hul?+ u‘°u2 — 50ulu? — 90uduyuz + 261udu3 + 360ufuiu, + 432ufuouy —
864ulug — 1890uSuf —3024ufu; uous+4536udud — 1296ufuzus +1944ufuf -
5040ufuduz+39312ududus + T776ud u1 uz s +12960uf udu, — 36288uguzul+
2592ufuque — 2288 ufu2 + 18900ufutus + 456360uduiuzu, — 81000ufuiuf —

110160uou1u2u3 — 12960ufu usus + 29700ujui — 64800ujususus +

680400u4u2u4 3241002‘4!‘2“4 3818180 38880 )44y uq + 48]640300 ul u6 20160110!11

181440ududuoug + 519264udu?ud — 77760uduluzus + 103680udu?u? +
1 oU Y2 1 0

414720udu; vougu, — 328865643y, u3 4 1995204 3u, ugue + 181440ududuy —

473817600112“2 4 1088640 1088640 %21211 ug — 97f2g00u38 u2 + 21:1%80113

7511618, 466560 _ 373248
1018y 3u] + 5% Jusug 3732 B udul — 45360u2uiu; +

521640uZutu? + 233280uZuuzug + 715392uZu?udu, — 1967328ufufusuf +
1u3 0 oY1

T7760uudu ug — 8242902y uZ — 1498176ufu; uus — 250 ufu  vousus —

572288 132038496, 139968
4572288y 20 udus + 13223849042y, uguf 1399080 wluy ugty —

504144"2"3 9813312u2u2u us + 5]298272!1215%‘&2 + 56376000u2“2ugu4 _

UzUqls +

T 143 143
13063680 ,,2 2 _ 41138928 2612736,,2
13063680 yZysusuy + 46656ufuaug — 41138998y 2u$ — 212190 uZuzusus +
7838208,2,,2, _ 182891522, o2 _ 279936 3219264 ,,2,,2

143 YoUils 8192 ugugug — 20 ufurug + ST ugus +

75600uouSu; + 272160ugufuzuy — 427680ugutu? — 1975104uufufus —




Apéndice A: Invariantes para a KdV

155520upudusus + 1770336uoufu§ - 1337472u0u%u2u3u5 +

88833024 74369664 Uolg 11302 60092928

UoUiUzUsle — —q33 5 — —Tg—uouluﬁus +
559872 8942400uo u4 151725312u u3u2 + ]06282368 o u%u436 _

=43 YoUy Urlg + 143

19502208\, 22 &%%muouzusuws_ 2515424 youg u3+&}§3{gf_4uou2ueus_
4229888, ypuf — 88396404y - L0ZBAS8E 27 | 20873856y yguy
188116902 3oy 17 + 136048896 0y 92— LITBTBIL 40 24, 1 -%’f%m-uo Ugtio —
LBATETT6 upud — 9450uf — 272160uTuous + 1040688ufud — 116640ufusus +

136080ufu? + 1804032ufusuguy — 1141316833 | 4085603y, ¢ +
2.3 55668384,.2,,2 u? 5318784 ,.2 48102336 u?
1695168utuu, — 55688384y Fy 22 | 0818784y 2oy ug — 1810233042502 —

1089884162y uqus + STEEEIE0y 23 + 1899680y 2yaus — 2P0 0uTuF —
;—;”fgi—]w’iulu%@ - Wﬂ]ﬂ%ﬂﬂts - 3—83—%’—;18—92111;2112:15 +
S1L100288 y upugul — L1824y uoueu, + L030T424y, y3u, —

2083856y gy + ZSEEI2y yud 4 STy yyusug —
28';%41336“ 1“5 _ 1873616, 1118&9 47915237042‘3 _ 263?2:2400“3“3“5 _
220&1:1% ul +25“274§‘l76°u2u3u5u6 n 1”;23;’224%;2:;3&6— 317214%71488 .
B0, g gy | TAI02S52 ) o3 4 1088951043,y 105297026423 4
TAI068 ) 2y, 1230TIZ00y .  89920440,4 | L04S0BO3BAy, y gy
461054502, 2 _ 6318&1)4848(‘%“8 +I2UT00812, ey, g 2TT13664043
s + (a2

Tiz = Lud? - 55uuf + 207ufuZ — B28ulu? — 2310udut + 7920ufu3 + 2376ufuf +

49896usu?u — 71280ufusul — 3888u0u5 — 106920udu?u3 + 124740ufus +
136080udugu? + 38328 yfuZ — 27720ujuf + 874368udufu3 + 142560ujufu —
508032udu;ul — 1635552u3u§u§ 2177280 3upud + 1939052y Bud —
461635630“' + 748440“0“1“2 - 36780481‘0“1“2”3 - 116640“0“1“5 +
22208256 2y uguf + 894240ufu] + 268705924242y % + 16756182y u —
11045808 2§ — 3878956y 2u,uf + A2%ufuf — 641520u0ufuf +
4661712upu?ug + 2659392uoufuzuf + 923840y ufuZ — 141389760 450, ypuf -
13436928 131803200, 1302 17775936u oufu + 51424y g o3

54447552 24,2 4. 55427328 2 _ 2519424, .2 __
+ UpUSUL + 57 UpUqUE %165 B0US

13430928 ¢y 44y uaug —

125971 20

2
551 UpUaty

59



56 Apénd:;ce A: Invarianles para ¢ KdV

X1z

14850u$ + 1910304ufu3 + 213840ufuf — 137479683, 3 _ 9644572829 2y7 —
10171008 2u2u + 102]76640"?“% —_ 139968u2u2 + 11784372481‘]”2“3“% +

5 4 11021 21376
7946752u1u3u% —_ 98845952u1ug + 3136u6 + 4022 ugu2
84120768,,2,,2 869319200 4717201536 46189440 2
BUZTO ugug — SOGP20ugud — T uguguf + —‘ﬁr‘“ﬂ‘s

2140530624 ,,2,,2 | 14973076804 _ 249422976 1108546563 | 2519424
Teq7 — Y¥3Us + yngr U4 oeuguf + HEEP2uy 3+ 2535 Bidud,

(A.23)

i3
594ubusuy — 20%ufu? — 3300ufuf — 4752ufu  uous + STB1%uluf

14256y 7 uzu5 + 23780 ulu? — 9240ufuduy + 80388ufufud + 14256ufu  usus +
23760ubudu, — 78408ufusud + 4752udusue — 6264ufud + 41580ujuiug +
99792uduZuguy — 199584ujuul — 242352uju;uduz — 28512udusnaus +
90288u3 us — 142560udupuzus +163296udusul —6480uduiu, — T776ugus ur +
108864,3y2 — 62370uduf — 498960ufuluzus + 1646568ugufug —
213840uiuZuzus + 320760ufuuZ + 1140480uju; ugtaus — 048672uju; u3 +
38880ufu; usus + 498960ufuduy — 1593432uiu2u? + 272160udususue —
2974320 4002 4 SMIydugu us + ZOT%qdu 4 LSS0 ytugus —
10437% uZ — 166320u3ufus + 2162160uufuZ + 855360udufusuy +
2623104uduZud ug — 8439552uufusul + 285120udulu ue — 336960ujuiuf -
5493312udu udus — 1658880udu; uauqus — 1524096udu; vlus +

17155843y uguf — 166280 y3u, uguy + 130032ufud — 3271104ufudusus +

huld + uglug — 1213042 — 110u3u1us + 352udu? + 495ufufuz +

25956288u3u2u2 + 18792000 u3u u2u — 435‘:1‘1:{560"3“2“5“ + 2783808?‘%“2“% -
17394912u3ug 87091233'33“5“6 + 2612736 3'1‘27-‘6 8055936u3u u2 —

98312y 3y,uy + BHZyFuF + 415800uFuus + 1496880ufutusuy —
2673000u2utu2 — 10863072 u} uduz —855360uful usus + 12067704u3uul -
7356096uudusuzus + 8359200udulugul + 5917536ujuiuiuy —
233280uufusuy + Z218000yZuuZ + 24525504ufu;uiuzuy —
3084428162y, gy, i3 4 12128960024, yyusug + 44416512 2 010 qug —

i3
139032962y g2 — 3004646442y y2uy + 279936 u2uy Uz tig +

2 141764256,,2,.3,,2 1 53141184,,2,,2 18639072,,2,,24,2 _
4471200uFusu, — 22202 ugusug + 25 S ugus g — Ty YU s
:;3_1%37_6.9“%“2113“4“5 + Muzu u + 3359232 %uzusus —
284135043y 2 _ 44183202y | 154987202 u2u2+1_3_ﬂ§22§,,2u3u6u7 _
94058496,,.2 95738112 ..2 2 5878656 839808 2
=551 Yo U4alUslU7 + =557 UpUalg — uousu + =557 UpUstio —

221




po

ML

Sy

Apéndice A: Invariantes pora a KdV

10497600 ZuZ — 118800uouf — 2993760uoususus + 13357872uguinl —
1283040uouiuzus + 1710720upufu? + 19844352upudugusuy —
93654144, y3ul + 466560uouiusue + 18646848uguluu, —
186124416,,,0,20,202 | 5318784uoufususne — B2y 02y,u? —
108988416 )y 2ygyqus + 7738800045020 | 1399680y,920us —

L9744 0242 — 36012672u0% ufus — 248500820005 03usus —

4259&9280”()“1“2“%”5 + &%ﬁ%ucu] ugupu? — P82y 0 ujucuq +
103007424y, y3yy — 2087385640y yayguy 4 323830440y, yau? +
644972544y, yygusug — 2309340304y, o3 — 1679610y, 4 ygyy —
225441792, yf _ 263606400y, 3y, 4 314368128y,y3y7 4
465860160, ¢ ZyJu, — 35501872y yZysy, 4 L14493824¢50242 —
823960612 ;00§ 4 195955204y, y5p5ug + 1031284224y g2y, —
6937373952 g0 — 2%%2&,,0“2“739 + 188116992, 090 +
Muo%mus — Y uou3u5 + %}-%—%—}—gsj-uouau4ﬂ5 -
1258000 upuzugug + STENDysuf 4 28T Rujusueus —
TIOATTS08 14y 2 — 634804848 24y +%uou5usuy+%‘%’—o§“wg—
SU38848 oy, + 20085392002 — 118800ulus + 1912680uful +

1283040uusus + 5730912utulu, — 16722288utusu? + 427680uvsns —

. 447120ufu? — 33929280ududus — 7020504uduousus — 212439044302y, +

1237472640,.3 2 1399680 .3 84972240..2..5 192891456 ,,2.,2
ST wiusul — g YjUsUr + /5 ujuz — T - u{usu3Us +
2001363552,,2,,2,,2 5673945024 ,,2 2 20342016 u?

_—g—f'_ulu?u‘t + ___gl__u]uzuau4 - ._...___. U2 Usty +

13110336 U%Uz‘ug — ]733841936,“2“4 + 2426112“%&3“5“6 + 237945600u2u2u6 —

8]7!:}§Z6736 u2u4u2 279936u2u Ug + 32;3%64 u2u2 + §_86_0122_6_5.§ul uSuzuyg —
67281130624,“ uud + 762??904"1“%“5“5 4 2396874490y, upuznqts —
26Ty ¢y yzul — 36342573184y 41y 92y + 4112064y, ypuyug —
26Ty, wdugus + BUREDu ugu] + LMy uzueus —
1367767296y, yzuf — 3290086960y, ysuguy — 2395355928y uuy +

34589172096 2 , 5038848 661278816 ,,5 1061194608 14,2
20303 U1UsUG T Tqog Ui1tolro + g7 Ugle — uguz +

804442752u%u ug + 991 95321632!12 5696324352 u%u3u4u5 — 2]80281538 u2u3 +

1547 221 221
168241536 ,,2 265239360, 2,2 _ 2677276800,, 3 41180591808, 242 _
RS UG Ug Uy — S e UGty — S g Ug il + S ua U3y
835329024 97775486208 14299690752 2
S0 Ualislely — “gzaa™ UaliaUslUy + “ogga3 - ualalg t+
4591230336, .,2 92378880 202393728 ,, .2 _ B675333280,.4,  _
4100 U2UsU6 T Tgige U2UsY10 — Fg3gy  U2US 1547 B3l4

57



58 Apéﬁdice A: Invariantes para a KdV

Tis =

X13 =

4281061248 ,,2 43593733440,,2,,2 713276928
547 Y3lsly + “Sggagy u3l¥e + 333 UaUqUsUe —

59462325504 3 4 184757760 8421874560,,3 19821288384 ,,2,,2
2230303 Us¥5 T “oo305 U3UsUo — Tggzny  U4Y6 — o303  U4Ub

1820101824 o),y 4 822172032, o2 4 332063068, 3y — 498845952, o715 +

1995383808,,2 249422976 5038848 25194
L S uug — 250 Cugud + 255355 waowz — %5353 o (A.24)

Luld — 66ul®s? + 306udui — 1969248uZ — 3960uluf +
95040703 + 285124702 + 00792ufuiuf — 142560ufuguf — T776ufu? —
256608u0u uf + 20937648 Buj + 326592uluou? + 13398898y7 —
83160uiu + 2623104ufu?ud + 427680ufuiul — 1524096ufu;ul —
4906656ufuiul ~ SYP0ufuzuf + B0 ufu] — 1295S8ufud +

2993760ujutuz — 14712192udu? uau3 — 466560u3uud + 8833024 3y, upud +
3576960u3 5 + 1_@2_8_2_@@ 3 2u2 + 6718464u3u2u iﬂf_g_gg_gugug _ .

23514624 Buqu? + l%%—?l@uaus — 3849120u?utu? 4 27970272uiulud +
15956352uduuouf + 419304042y 2y7 — 85193856043y, ypud —
80621068 ¢, Zqy, g2 — 190810200 424,33 100633610232 22000 o By pud -
TS582720 2,3 4 S0SS5IUZy 222 4 32503068y 2y 02 _ 15116541, 207

178200upu8 + 22023648usuful + 2566080upuiuf — 1649756185y dy? -

115734873 1220520

5737 6“08%&%![% _ 5 %uou%ugug + 1226;{968030"2!‘3 -

1679616 24,2 14141246976 2 695361024

-———1—3——-uou1u7 + ——gl——uou1UZ03U4 + Tuouluguﬁ -
59BBIBLAZ oy 3.} 1922567632, 0 | 4820686512 ) 3,7 | 1009449216, 207
8031830400 56606418432 554273280
80318304009y, y§ — 20009838245 ypuu? + 554273280 wougug —
25686367488 4 __ 2993075712

2, 17967692160 2, 1330255872,, .3
1647 %0 uiul+ ~1547 U0l 1100 uotauz+ == 226“1' Yots+

30233088, 42, + 2003760uSu3 ~ 31306176uu u3 — 609840uiu? +

2345863680u3u u2+ 359437824u2u5+ 5732809344u2u2u2+ 30233088 2u 82

91 51
4438245312,.2,,4 __ 19550730240, 2 5038848 ,.2,,2 2086456320
ST u 3 — Topar U T84 u + SR oujug — S u2u

76862587352 121234682880 3 _ 221709312 2
e T am uluzuau + S Ui taty e eg UUugug +

02185347072,y 2 1131;3113280"4“2 2886252134482 | 10036087545673
4560157440 2, | 3831204006 2y . 31538149630 7 — 665127936, o2 |
184360881920 2,2 _ 353737207206 3 _ 7463793600003, 4 382563068y,,7 —
et S, A2
Lubt + uf?up — 720} u} — 13208%u,u5 + 462u%u? + 660udulus +
T92uuguy — 14840302 — 5445ufuf — 7T128ufuugus + B ufud -

21384080505 + 3204y8uZ — 15840ufufus + 152064u0u1“2 +




Apéndice A: Invariantes para a KdV

71072 7wy wang + 285020y uZu, — L0836y Ty y2 | 570247y yp

82944y TuZ + 83160ufuius + 199584uSufuous — 441936u§uful —
484704ufuruius — 57024uu;ueus + 230472usul — 285120ubuzusus +
381024ufuou? — 12960ufuduy — 15552ubusuy + 2413°8ubu? —
166320ugué — 1197504ududuaus + 4476384udu?ul — 513216udu?ugus +
855360ugjuul + 2737152udu1 vouaus — 2581632u3u; uj + 93312u3 v usus +

1197504u3uduy — 4805568uluzul + 653184ulususus — S840 udusu? +
1306368 5 130y guis + S858492 B3 4 21996 y8y 0y 2199304842

| 498960ududus + 7234920ufutu? + 2566080utud uzus + 7860312ufu?uduy —

28996704uduusu? + 855360ufuusus — 1127520ufufu? —
16479936u3u1u2u3 — 4976640u0ulugu4u5 - 4572288u0u1u3u5 +
177335008 y sy uzu} — 1399080 dyy) weuy + 1284336uful — 981331 2ufudusus +

x044l%9456u4u2u2 + &3'_]7%@_“4“2“%“4 — 13083680 Ryousuy +

10031040u4u2u _ 48638880434 26]2736u4u3u5u6 + 7838208“4!‘2“6 —

3004646404y ,0u2 — 219930 yturug + 203207120 4u2 + 1663200u3ulus +

5987520udutusuy — 11975040udufu? — 43452288ududviu; —
3421440u3uiugus + 57594240uduiud — 29424384ujuiususus +
38755584uduiusu? + 23670144udu? u3u4 — 933120udufusur; +

130636803202 + 98102016uuuusuy — 181772078403y youd +

76515840 + 177666048 202487040 3 2

udu;ugtiste ufuiugugus — 22300 ydu uzug —

12011%5856,‘3“1“3“5 + _ll_ll%lﬁuguﬂ;,us + 17884800u3udu, —

830668424,3,3,2 | 212564736,3,2 110]08160 3 -
=3 upupty + i3 YpUzluslls — 110108160 93 22

132503040 34y, y 1 41, + ,lﬁlg_ﬁﬁéu% ud + wu"uzuws -

1388482563, ;2 1767320283, 422880084 ,3,2, 2 | 53747712 3 _
o1 dokeUT— i3 Us+ == uguiuf + 25 2 wjusucuy

3763;‘?98403& % u7+493gg’11104u3u u% 23514624u3u g +3359232u3u sl10 —

47929298 w§ug — 801900uful — 17962560udufusus + 91609066uFufud —

7698240uutuzus + 11547360u3uiu? + 119066112u3uduousu, —
544412672 3udud + 2799360ufuiusue + 111881088ufuiuju, —
34954720864"%“?”%“% + 31912704u%u%u2ts4uc wuguluzus

3930496 67840 8398080
653230496 23! wiufuzuqus + —-—————407731 ufuiud + uiudugug —

7558272 1467424512
1598272 2 2uZ — 221476032uZu; uus — _—1T_“ U uiugls —

39807459072 57106944
————2555f§568°u%ul uqudus + 39801390722y, yyygaf — 27109 2y, uyuguy +

59



60 Apéndice A: Invariantes pars o KdV

621644544,,2 3 . 161243136,,2 247071513
621854544y 3w uua 4313620y ugusuy + ZETTIS138 By, wau +

264 6
386083526412y o ysug — 1804915358003y, 93 _ 10077090, 2y youg —

371986.,2, 6 15816384 4
601371986,2,,8 _ 1581648400y 20 3y y; 4 4299337024343y +

1

8059678272,.2, .4 1 117573120,2 6187705344
8959678272y Zyoug + L1T8T3120 02y uzusne + HELEMuFusuus —

58
4113370584029, F — 1511654400200y + 1405838592,20002 +

60960
2795% u%u%u\%u.; — 213311232%%“%85”7 + 1191262875521‘2&%“2 -

65331’;06241‘2“2“ sUe — 6991115?6576u%u2u2 + wu%wuﬁu:, _

755827200 2u3u7u3 + 1_41_99_%5752_8;0 4 + .i&@g%%:lﬂ 2U4usus -

5759403264u3u4ug — 3809369088,“(2)“2 + 1330255872‘32”5“51[7 +
289330632]6"%“% _ 303:;3088u(2)u9uu + 13530;8896“(2’3%0 — 1425600!!0“;83 +

25045920uouSul + 15306480uouusus + 6877094duouiuduy —
231973632uoutucul + 5132160ucufusus — 6065280uoufu? —
407151360uoududus — 84354048upudusuus — 124926898y, ydyus +
1719563536000 o3 yqu? — LOT98180ypeducuy + 1870104708123 —
2314607472 y 42024505 + ZO40LTIO08 o020 202 4 OBORTSS0288 2y, 2y —

4+ 187557120

Do o2 _ 25244348544, ,,2,.4
T8 upUjugUy — =grototjuy +

24411%4192 g u2 Us U5y

20113344uguluzusus + 28553472°°uouf 206 — M‘i’%}l"—nugu?uwg -

3359202y 4 2yru + 339282youPud + %%Muoulu%usm _
83640024576,y 203 + 914830848u0u]u%u5u6 4 28282408952y o 312 —
31940856, yyygef — AZELIOSTERORyoy gpudug 4
416544768 1 ipig — Z299TTT0I%6 o0 b + 511862976000, g0 +
1390722048 ;01 uguptig — 122 2 R g Uy U3 U7 — 39000683520 41014y UgUgUT —
2878794630360y uuy + 5—————0782,595;5?224%:1 usu? + 82488 0 o uouo +
TOBEBTOR y By, — 2AV4BGABSTOY ydyZ 4 9653313024y, 1y, g
16959089752 youduz — 883800922y uBuzuqus — 13778713568y ugug +

20 18:28228432 uOu%ueug _ 7742233760 g u%,u% _

B2RTITI600 1y 4 BAZBOET4I2 23 10023048288 o 017 —
1173305834496y upuy sty + 180Ty upu ud + 55004764032, up ults +
————““2,53856"uouzusum - @%%%Sgg;fﬂuou “9 - M‘—i’%‘;’gﬂ’uoum -
51372734976 oy uFusuy + 857485583200 upujuZ + 8559323130 wouzu4Uslls —
1067285113344y, y3uf + 22L70091 200 uzugug — 101062494720 y3 g —

75710370816, .,2.,2 _ 21949221888 14189395068 2
B Bugugus — L5550 volaUrtly + T og3g3  YotaUg t




Ay

¥

Apéndice A: Invarsantes pera ¢ KdV 61

3990767616 598615142 23944605696

RIS Cuous ety — Foggss Huousuyts + Fgggertougug —
25383808 2 6046617 60466

1995383808 ypugud + SO Cuouroure — Beiliuouf, +

1247400uu2 + 5987520uSusus — 10692000uSu — 86733504ujudus —
5132160ulusus + 168976368uiuf — 62612352ufususus +
75816000ufuguj + 816092480442y, — l399680u] usuy + 174380005442 4

43328
4067843328 3424y, . B67887500803y 43 | 316887552u1u2u5u6 +
4691727360 ,,3 4779627264 ,,3 2 5201210880,,3,,2
L wjugugue — 2SR wfuguy — 2 ujuius +

3359232, 3 1797189 109884304
B2 udugug + L2T1891204 2y 8y, — 109867004012 S12y2y3uZ +

11465618688 2 5

u%u%ums — 7817772672!.&%1&23% _ 04747100288“%“2“3“4“5 +
23636824320 60466176 626496768 ,,2
2O 0 tugud + R ufugueuy — 5T Rufugu? —

17752081248 2 4 834017523840,2,,2,2 _ 1209323522y 3y 6y, —

03U5

302]2932608 528071270400,,2,, .»2 4 490461308928
RNRDEBuTugusur + g uivaug + S50 ufufue +
10077696 125971200 45316879488

o8 wtuguro — 120 uGeE — BAGR v uduy —

. 3258495{')0400“1“3“4115 - 62593689 Oulu%ugus + gg%%wtslu%usui —
6 4569 6 5372517
. 407%7241841 uudusur + J__%%Muwwgw ~1 fg474784u1u2u3u5u7+

1681591228416"1“2“3”% + 5242175594496”1“2“42‘5”6 - l390722048000ul Uzug -

29393 29393 29393

) 149‘11‘1133008"1“2“8“9 _ 3007:;2?1984‘““% + 963015782292208u U§U5u6 +
M982328g6720ulu3ugu6 - 689823;9436672u1 u;;mu% -— 443;;2624151 uzU7 kg +
242%23;360111“3“% _ 309338;3272801‘1“22‘5 + 623332328721‘1“4“7“8 +
157652%53%%083211] Ustigliy — 10692243794330402‘ u u? _ 8873;2;2456111“%!67 -
602%636913761“'“0“” - 30353(;6080,4 22628626560"’24“ us + _5_1_9f5§3_21i2m uly u2 +
15754145’3{4716320“%“%“4 — 5772155(3:726881‘% - 74423;82040“%% +
82101352;272592"2“4 + A22ngI’;5808u%u usus + 30762;2!131184u2u2u6 —
l315§gggg°496u2u4u2 _ 9122(1%;880,12“7" + 721209%%]348811%1‘8 +
7662?28192'52‘”%'“4“6 - 7257;;3;:3]58432“%“5 - 66692?331296"2?‘3“%“5 +
840249739983464"2"3"7"8 - 26182;;3;4080,“2“3 + 35“2%%";5;?520112!;4116!;8 —
426%2215408!121142!% — 239?1%%5696“21‘%“8 - 2483:14’94929442‘22‘5“6“7 —
494%:1532576112“% - 1332%235953872" gy + 10%0776105329128u u%g -
54902(15901914224u§u us + %SIggggSQQZOugug + 2687229]3%%38403336118 —_
1385;%%29%1152 gug - 2321491%191584"3"4“6”7 - 89352%9339832016“ u2u7 +
3354259%%6367522‘ 115“(25 — 133906%5757872“3“9" 0 — 4032279931:30832"4" uy —
171024;33%935360“41‘2 + 2962481492962402‘ u2 + ]092360325135042‘4“8“10 -



62 Apéndice A: Invaniantes para a KdV

20 - :
49884595200, 2 _ 140284047744ug - ‘ﬂ?’ﬂgﬁusuwm +

676039 29393 67603
26605]1744 _. 11972302848,,2 — 21949221888
“sa008 us¥s¥o — “ggmyr Y10 — “agpey  vetrte
9644355072 2 __ 997691904 181398528
B s ueuf — Sgaot3 T ufus — Sererss v11this + 2goanas Uiz
(A.26)
4 _ 11,2 2574,,10,2 _ 15444,9.2 154440 3
T[4_ = -—' 78&0 uy + =FUp U = Upig 6435‘8311;' + —r-ﬂgﬂq +

‘-’ﬁ;ﬁusui + 185328ululul — 1852280474 2 — 101088,7,2 _

555984uSudu? + 648648uus + 707616ufusu? + 23328uduZ — 216216u3uf +
341003525203 + 1111968ujuful — 19813248,,8, 5,3 6378652824 2uZ —
1306368ujugu? + 3878656y 3yd — 1399684242 4 9720720ufutul —
47814624uduFuzul —1516320ufu? uf +22208256uf v uzu3 +11625120uful +
26570592uu2u? + 1679616ujuzu? — 11045808ufu) — 5878656ufusu? +

119904y 2u2 — 16679520uuiuf + 1212045120 ufus + 69144192ufufucuf + = u2a
1399680ufufuZ — 283979520udujugul — 26873856ufu uzuf — i
263606400u3 udu2 —35551872uduiul + 75()22848%0 uzu "’—51—9—%2—49u3 tau? +
108895104uju3u? 4 L10834656,3, o7 — 5038848,30Z — 1158300ujuf +
149003712u3ufud + 16679520ufutu? — L"—"E,ilﬂ’éugu%ug ~

1522766784 2u2u§u3 — 61026048uZulugu? + 613059840,2,2,8 _
839808u3ufud + 107062348842y, youguf + 24798001202y, uzu? —

2993075712,.2., 3 L 661278816 2413328256 2 4 504724608 .2.2,2
mrrlz u0u1u§+—~———7 ufuf 4 241832625023y 4 20222 ufudud
4015915200,,2,, .4 _ 283032092162 2, 2771366402, 2
1015915200y 2ypuf — 2830320y Zuouu? + 20 ufusuf —

l2843183744u2u2u2+ 8983846080 u2u4_ 1496537856u2u U2+ 8646663168u%u2+

119 119 323 2261
1511654422, + 38018880uouSuf — 406980288uoufuguf — 9097920usufu? +
2345863680, 43,3 + 4672691712, ,2,s | 5732800044y, 42923 4
30233088upulugul — 82453120 02y _ 1955073024002y 02 4
503884827 _ DTIZIIZ00 Yy o2 — TOBOZBETIOZy,y, youzud +
121334682880 o) y 03 — ZBBZZZIOSG oy g f 4 O2TESIATOT2y g0 —
11314313280y 4,3 — 28862521044, 3y 2 4 L0DSCBTSNS6 s 2y3 —
4560187440 23 | 49805650248y 1)) 22 4 B15S81406320y 47 —
865127936, ;2 4 134360881920, 2,7 _ ISITITH07206y 03
746379360000, 23 4 4328y 2 — 12069004752y g ? —
20609264, 2 _ 16679520 ud + 1806392010yt | 14374T136ufuzed +

52618507952 695361024 16953204006 ., 24,392 _
2099520ufu3 — 52613597952y 3y, 43 695381024 By 5f — 195DV DRufusug




]

A

—
wE e

X114

Apéndice A: Invarignies para a KdV 63

1776193920 ,,2.,2,,2 499816770048 ,,2 3 549234432,,2 2
——T——ulﬂzul; + ——5—9—5—_3132(‘4 - —-—85———ulu2U7 +

888603364224,.2,,2,,2 97441242624 ,,2 2 15116544,,2,,2
Sees o wiUiuy + TUoggg uitaug - Sppuiug +

288768 547 3
103944288768y, y2yzu3 4 1954891635472y 4y g7 . SI4TO2860044y g yf —

348630572736 11578728508416 _
348639572730y 0§ — 8 Utau ud 192887110144, 452 —

11305 1305
21616657920 2 7 4 60842820888, 4,2 | 804442005504
%51 UiUsuy + 141927552212 + %5 UauUy + —-—lTib's—'——Urgu
1836398405808,,2,,4 _ 11207772421632,,2., +2 1 33059881728, 2.2 _
=gg5 uzlU3 Tia0s - uaugug + S008I0y Zyd

8
3247632%312961L211282 + 64489659612 %o u4 - 3947151.'&340300161‘ @ ug +

27813634 58164399872
4323331584u2u3+ 2358180864u2u2 + 74432 2 3 1 ]61-?3309 2“%'*‘

1547420143104, oy 2 4 2267028103682, _ ﬂ‘ﬁ%%guwg -

553484700288 64849973760, , 2 | 272097792, 2
Troos Rud + S ue g + iinars Uiz (A.27)
= Lul® + ulPuy — 18848%u? — 156uflujus + BMujle? +
858ujufus + 3B ul0usu, — B28yl0yZ — 8580ufuf — 10296ufu; uaus +
%15%588"9“3 - 30?88u9u Ug + 6177Gugu2 25740!‘(8)“?“3 +

1270270ufudu2 + 292 8u uzu, + 2033204 8uy, — 199227048y, 42 +
22804 y8usus — 21060u§uZ + 154440u0u]u2 + 370656ulufuouy —
8708560 yTyougus + 808704!;3::21;2 - —M—ugugu}; ~ WUy Ty uy +
264384742 — 306306ufu — 2594592ufufugus + S4LT02y STyl —
1111968u8ufuzus + 2038608u8u?ud + 5930496ufu;uauzus —
31260888 .81 u3 + 202176uu; usug + 2594592ufudu, — 209190880242 4
1415232u8 uzuats — 1625184ufuzu? + 217728uusuqus + ‘i‘ﬁgmu%s +
46656ugucus — 256608256‘&2 1297296ufufug + 20756736ujuiu? +
6671808ufufusuy + 102301056482y 2y, — 22477177643y 2y 03 +
2223936uju?usue — 3234816u3uu? — Mg-mu"’uluzus ~
12039264u3u ugugus — 22T By, 42y, + 199588204489 yaug —
279936uf u; uouy + 2832148883 _ 127973056 By Zygys 4 131010048900 203 +
112752003 upuduy — 26127363 ugugug + L1100650 ¢ Bypq 7 — 74270352, 344
2612736 ySugugue + 238208 yBuZug — 7185024ufu uf — 223%uBuqug +
4478976y 242 + 5405400ugudu, + 19459440ufufusu, — 43088760ufufuf —
141219936ufuiudus — 11119680ufudusus + 217482408ujufus —
95629248ufulusuzus + 143241696ujuusu? + 76927968ufuiufu, —
3032640usudusuy + 3615840ufudu? + 318831552ufu udusu, —



64 Apéndice A: Invariantes para a KdV

450432576110:11 u2u + 19128960uju  uousus + 44416512u0u1u3u4u5 -
57340224u0u1u3u5 — 30046464ufu uius + 279936ujuurug +
58125600ufuiuy — 273567456ujujud + 53141184ufudu ue —
36415008ugulu? — 33125760ufusususus + 55007424ufuoud +
3350232ufusuus — 21010624y 44502 — 44183232ufud us+132046272ufuful+
13436928 ydyguguy — 21038990 ydy qug g+ 151LEM0 by o7 . SBTEDSE yfo P06+

839808 yduguyp — 1-32,-—12-?}221;4112 3861000u3ud — 77837760ududusus +

446640480ududud — 33359040udutusus + 55598400ufuiu? +
51595315203 udugugu, — 3149502080430 2yd 4+ 12130560ufuiusus +
484818048udududu, — 17654412672,302¢2y2 4 138288384uful u2u4u5 -
157230720udu?usu? — 217976832udulususus + 1562482560, 3¢243 4
2799360uduugus — 2799360uduiuz — 959729472ulv;udus —

0t 1¥7 01Uy
489141504u3 uguZugus — 851938560u3u; ugudus + 1962680275203y, yyuguf —
19035648ud u; uausur + 207214848ufu uduy — 53747712udu  ususur +
&m_.ﬁizlﬁuguluauz + 12&9—?'#2&“%”1“485116 —_ 70_14[01796_4mu8u]ug —
&519%3—21;331118119 100310403 y,8— 527212800u0u2u3u5+323—'—’%2—11@u§u§u§+
931720320ud u3udug — 71103744udulusur + 565470720 2uz —

. puju3 0U2 ujulug
43251797824u%u2u§ + 509418735203 Yo tatstls + 2062568448ugu ulug —
327433540483 oy i — 5032133*480“%“2“7“9 + 560991744 ,8, 03 4
217790208uf uduqug — 27284853440, 3¢ 2,2 1924829990y 3uzufus —
.2_5.!25%)2“3“3“7“8 + ﬂ2_4_8i§_§9_%u3u4 + M“O“*{“G“S —

32 119 323
24186470403, .2 _ 1269780606,3,2, 443418624,,2

3g3 Yo U4U7 333 UoUsUs + Taag HolsteYr +
12526576128 3,3 _ 10077696 ,.3 50388480
T UgUs — T aag Yool T Sogei 5038848032 — 9266400uiulus +

1881079%30”1 02 100077120“0“1“3“4 + 447011136‘&0“] u2u4 -
1711318752u?utusu? + 33359040ufufu,ue — 43973280uuiu? —
2646483840ufududus — 54830131203 udusuqus — 321702051202 yd0u; +
97706995202, 3y,u3 — 8398080uduiugu, + 11300526432,2, 345 —
lﬁw“%u%u%uaus + uz&g?gg@u?ﬂﬁu%u% + wﬁu%u%t‘2u§u4 —_
122052096u3ufususus + 108895104@%u%u2u§ — 14841206928y, 2o 2ud +
189236736uuZuzusue + ﬁzl%wuzuguiue 68625190656 yZuFuuf —
1679616u3ususug + 2433443242027 4 41162535936 2y, uuztiy —

55381978368 2y, yZu3 +457415424uu; udusue+ L4200y, wpuzusue—




A

i

Apéndice A: Invariantes pars ¢ KdV

228255335424 y2u ugugu? — 2120543910442y, youlus +
20827238402y, 010 yiruig — _1_4L78_81§§§_116§ udu ufuqus + 316548820440, 2y y53 4
695361024y 2y, uztgug — 110388248523y, gy y2 — 1950034176042,y yguy —
143939731968 )2y yBuq | 3003203790482y oy 302330882y, youy +
8967072896 y 20,5y, — 176814800282, 4,2 | 4826036512028y y —
22010802048 ,,2,3,,2 _ 3—‘”—7—1971‘9mu§u§u3u4u5 + 177980500442, 2,3 |
1009449216, 20,205 — 615139360022, _ 1606386080052y, o3y,

505723123584 % 23 — SOLLITALA § 2 ) 5y sy — SBOOSZOLT248 4 20y 4y sy 7 +
832,,2 2 4 27547382016 554273280
401179640 uBugugd + 219473820002, 2y, + 554278280 4 2yo yguyg —

1879490304 ,,2,, »,2 _ 52051999680 25686367488
1879499304 ugugud — 220219908002y Qy, — 2568000748842y 2usuy+

3059232825602¢)2y,2 | 556336003842y, ¢y, y5ug — TL051L160820,2y 593
“"g*"gf““u%uaugug — 50531247360, 243y, _ 865307090304 ,7¢2,2 _
. 10974610944 o By s uqug + 32583637762y, 42 + 129338380842 g5u5ug —
2003075712 2y yyyg 4 LIOT2302848y2, 2y, 235789744,y 2 |

. 30233088

-

233088 uZusoure — BEBTC4Z02, + 16216200u0ulu2 + ‘
77837760uouSusuy — 1556755200 ufu? — 1127535552upujudus —
66718080uoujuqus + 12789855986y 442 _ 813060576uoufuzusus +
1129355136upufuou’ + 8009202240, 5402y, — 18195840uoufusuy +
19595520uqufug + 5288196326408, 2ugu, — 336357348352y, ¢y Bypu} +
316887552uoufususug + 91727360503y gusug — 782141184uoufusut —
ég—‘”—2‘,1Oﬁ-‘luouﬁqus + 3359232uquiuyug + 23303058500y yFute, —
668093951232 g1y yFuug + 11465618688, o FuZu,ug — 1370566656uouiuiu —

35
50474700288y, o 2y uguguy + 2420210350848y 2y, 43 4
60466176uoufusueus — 208718202y 02y y? — LITSZIEI2B Y u2ydy; 4
5058628283424u0 uZulu? — L_{:}zil%_lé_?ﬁ Uouuz gty — 3_0_21_';’19.2’3_2fmu0u%u4u537 +
89368030432y 9,24 2 4 00461308028y o202, | 10071696 ¢ 0200 —
LAL0BT744, ¢ 202 _ 25316870488y .y, 45y, — Wuwlwﬂws -
81371796480 v, yZuZys | 1046803783168y ¢y, ¢ 2y;02 —
ﬂ"‘—;’:}L‘lﬁuouju%ueu'; +

14569:};68672,‘0,‘1“2“3”4 - léél%%i’ﬂu U UoUzUsUy +
1480406828936 uou  ugugnug + 32AZLTONMGy 4 yoususus —
101341310976y g, 453 — 1491499008y gy gy — 2959166058752,y 3



66 Apéndice A: Invariantes para a KdV

963058222 8860672
26305872208y oy ufusus + SA98GERIOTI0y 0y wauGug —
\9
8581487955068 ¢y, oy ugugu? — SIOAMZUZy g yoyrug +
140724946044y, ) 33 — 3093507137280y, ¢34y 4 62300816672 93691, wgts7ug +

1576333%0832,‘0“1“5“6“8 - 12859]4(1)0960uou1 usug - 887945679456“0u1 U%‘lw -
60466176"0"1”10“11 - 2041713216uou7 _ 22628626560210&%!1385 +
86824389888u0u4u2 + 1575“3416320“0&211'204 —- 5772]5042688u0ugu5u7 +
6175%4145]472u0u%u% - 203697483264u0u2u4 + 22]5012758081‘0“22“3'15!!5 +.
399960567553'92uou%uiu_6 17876101338085741 muou%mu% - 91205'.’.2134880 uougthflg +
69112839168u0u%u§ + 99611306496“0“2“%&4‘&6 _ 9530461990656u0u2u§u§ -
6669%55912961‘0“2“3“2“5 + 8404798464uouzuau7u8 45]39'1“3853762.&0&2&2 +
351433(25?9520“0“2“4'16“8 _ 6718]3&%851536"0“2“48% - 2394:;&235696"082“%88 _
2483;;;2944“0“2“5“6”7 + 3436:5'12%4336"0“2“2 — ]33322{)872“0“2';9“11 +
12322383992u0823¥0 — 5490%(52%04224u0u3“4u5 + 3262711193%15706241‘0,“%”3 +
268732617 §1§§4Qu0u§u6u8 — 850%&1()3%95&63"“0”2 2 232190115844-“02;32;406&7 -
8935332?2016?‘0“3“%“7 + 460611(13?2955 uou335“% - ]33%;)3872,‘0“3“9“]0 -
4032’27%?0832‘&0“3“5“1 + 79518.‘32(‘)321441‘0“3“% + 29623;%6240u0u4u§u6 +
109%82%%%15043034!13"10 — 3403;%3?2264"0“4"8 _ 1792']I§i24]44u0u§ -
‘436562%%%41766005?17!110 + 3453288§672uou5usu9 — 119772:32%28481602121}10 -
28535.*32%%8:;4544"0%“7“9 + 1902522%508396961‘ %ug - lwgggggmzuougus -
181398528 youya a3 + 2 ioBygul, — 1621620u]’ — 77837760u]ugus +

537080544uSu3 — 33359040ub uaus +50038560u§u +1014114816uustzuy —
526951 5264ui}u§ + 18195840“?“5‘&6 + 72255568064 u‘fu%u.; —
246496921632 4202 | 287494272ufususus — 303590592ufusu? —

35
SOT512464 by s uy + 3960954432 0y3 | 4100040ufucus —
3779136utu? — 26855;322144@”%“3 - L*W...Mu?uguws -
15784:{;;93.35%:«;uzuzu + 36620228393%:13“2“3“% — T7262336u? uzustty +
1244559907443, 8y, _ 13907220483y, yq9, | 219200884164 3y5y2 +
53855%90742411:13“ sUsls — 57_943‘;’3&2“?”2 - L'O%;@u?ugug +
11452531680 ,3,)6 wuzuguaus + 218285197952,,20,3,3 |
&L&E‘%Z.Q.ZLQUZ M&Q2u§uu7+ﬁ_§§%%m222
132123;2821“11%1:2:;411% 10984688642y q), 9 4 121900510082y yF 4




Apéndice A: Invariantes para a KdV

72067268448 6658
17772 u?qgu 4l — 658767927936u%u§ug _ 50529119286528"?“3“385 +

59 2261 11305
31563266176 2qy, s 01c 4 3774672::361801921‘%3 + 1506308458882, v oo
86838016 3809
6422 wlugud — 3809369088,2,3, _ 264743990488,2, 0 4
8646663168,2,3  _
=183 Y1%
30233088, 2 136048896 587832847488, . 4
Sz uiuesn + Nomerouiug, + FEE v udugu, -
1044366920985 178506 80788
109200856y, u3uj + 178906220248, o3y + 807888577530y, y2uzusug —
13866723258624 -120474985844736 87343391232 P4
3561 ulu%u(‘lug‘ 11305 “1“%“24“5“"——151-5‘——“1”237”8—
4236 0832
60264468480y o 2y us + 183034225400832y 40003 +

3000783250044, gz ygug — 2ZLISTBO658304y 450 y2 —

7171228007424%&1!&2'&4&637 - 13833451174528u1u2u§u7 +

ii3
D184278016512y ypys 2 4 LT53519104y ypnguyg — 348639572736 4 4y, 1
2474107508736, ., 3.2 _ 2012888765952, ,,2 062984318976

11305 B1U3UE — i35 Y1 Uz UeUr — gy B1U3U4UsUT +
15153186502656 2 5997367899648 2 38577420288 —

11305 U UgUaty + 11305  U1UsUsUe+ = yy305  ©1%3UsYyo

521188204032 2 | 12747267592704,, .2 2100363167232
260015  w1usup + 11305 Uy UgUsUe — 1615 U1 ugud

1432685574144, o) gy — 850698630144y, 4oy 4y wulusug +

52003 260015
11972302848 2 138346610688 69173305344 3
T4z WilelUe T TTypy  UilelrUs — T ging  ti¥y +

18é33(81228u1ul1u12 + 993492864&8%4 _ 2510965873728 5u2 +

121685659776 Lusus + wugug - wuzmmus —

U4 2261 323
2340419123%95586561‘% 4 1608884011008 ,3,, /0 4 soo:}gggagzugu? _
7345523233232:;% Jug + 203598871188352,2,2,3 454625021952 2y 1 —
1426«;141%654780%%“”5“7 + 25“22217280%%1; uZ + 1411915442688 2, 2, |
66110763456 2y, yyy, — 212704890624,2,2 4 567676165;57760uzugu4 _
6495%72%6259%2”%“5“7 4 1126050435584, 22 4 404034988082, oy, s —
2105'124226156896“2“3@ _ 755582207023000“ Uatigtte + gsssslsg?gssesuzugus _
33247212'2517081%2“3“% — 1037660920536,y 01y + 525174;8279385%2“ 4k +
31 ‘272§;4°4su2u5u6u9 + 3735;6?04&8576 Uotis iy g + 2808?302329760 upudug —
66582%%%21(353328u2u6ug + 471562:4()6013728“2“10“12 _ 57{;‘2‘;’3232“2“%1 _
313815365522%19648“6 + 7170(1);1%5008”3“ U + 676241%%245761‘3“%“ . —
70703;)2%95963“%“4“% _ 316312]83'12)95?744!%”7“9 + 522382411008,2,2 |
2419202012544y 43y, 4 627638906880 ¢ 41y -+ 6028653000110 11015 —

6716008401408 2 4 15735596709888,, .2 37730893824 _
52003 YaUs¥7 + T ogqpis - UaUs¥r + “rgopors  vstiotn

1193987786112,,5 , 2801972362752, 2 _ 1714805634816,,2,,2 _
8075 uy + 52003  v4tdels 52003 ufu?

67



68 Apéndice A: Invarianles para a KdV

3268438677504 2 5594693400576 C
43001 BquZug + UqlUsUsUy — 183786941952341‘2 —_

145 52003
1037599580 €
_ 8 1611409!51] + ]4149285184164”%0 - 2804%22&6830687‘%“7 +

22480
480855623936, 2,2 4 700370718608 4 uguyy — 25930080804 ysugug +

933839 49248
S 622]44u6u7uu + 16082793 Ugtglyg — 142660934§272u Ug _

933830622144 51879979008 12969994752, 3 | 544195584 _
S sov0vs usuio+ AEERI B urugyg + 12 37145 U8 T “1300075 Y12%14

2720077922 (A.28)
Auld — oluf2u? + 3ZOyflyZ _ 15884510,3 _ 100]10uBul +
34320u3u3 + 10296313 + 324324ufu?u? — 463320u8usu2 — 25272ubu
1111968ufu?u3+1297296u] ui+1415232uT ugu? +46656u0u6—504504u0u]+
19507488 ySuFug + 2594502ufudug — 46230912,,6, o3 _ 1488352326242 _
3048192ufusu? + 13710864y6,3 _ 326592,6,2 | 97243216udutul —
809404736 yduTupul — 4245696ufuiul 4 3L0IISEBLyBy 4002 |
32550336u3u3 + wusuguf + 23514624, 8y yZ — 154641312,8,4
823011845y u2 4 987865652 — 58378320ututu? + 424215792uduus +
242004672uuuoul + 4898880u3u?u§ — 993928320uju; uoud —
94058496udu usu? — 922622400ufudu? — 124431552ufuu? +
262579968uduoug — 88172840y dy; 2 4 381132864 ufudul + 387931296 4 4y o2
17635968 ygug — 5405400uduf + 695350656uuful + 77837760udutul —
714894336u3ufud — 5015177856ufuiudus — 284788224uiuusuf +

- 408706560ufu3u] — 3919104ufufu} + 4713748992ufu;uzuau? +

1622509056y 3y  ugud — 1995383808,8y 43 1 440852544uiul +

1608885504udujul + 2335881504,84,2¢7 _ 2677276800ufusut —
18868806144u3u u4uz + l293304320u3u2u§ _ 8562]224963(.?;"2!‘2 +

] 17
5989230720, 3,4 _--6983843328, 3 2 | 5764442112 3 ud 10077696 udn?
ST upuy — S U Uty + =355 Up s 1+ uguio +

272432160”011]“2 - 2848862016“0“[”2‘“3 -— 63685440“0“1“5 +
2345863680uZufusu? + 4672691712uZuful + 5732809344utu?udu? +
211631616ufufuu? — 4438245312ufufuf — 1959073024024 2y, 02 4

8271930 yZufug — 27123932160ufu;uduf — 768020873922y, yoy,u? +

121234682880 ' 20175547392,.2 2 92785347072,,2 2
S ufuyugug — BT ey uyuf 4 28RNy Ry, usud —

11314313280u3ujud — 28862521344,2,8,,2 | 109360875456 2,2,3 _

31921102080u0u2u2 + wu2%u2u2 + Muguﬁw% -

323 323
665127936,,2 2 134360881920,,2,,2,,2 353737207296,,2 3 _
Taz3 BoU2US + Togpy  UaUaUs — gy toUsly



2

¢

Apéndice A: Invarianies para ¢ KdV 69

746379360000 242402 4323331584 2 12969994752' 2 2 _
ujufuf + BET8 Iy uf — 12969984752 2y pu?

90699”64u2u2 - 233513280u0u1u2 + 25289488224u0u4u +
2012459904uo ufuouj + 29393280uouiuf — 105227195004,,0,34,43 —
1390722048uudugu? — 237344857344 ¢ 24302 — 3552387840ugududuf +

999633540096 2 3 __ 7689282048 2 2 1777206728448 24,29,2
TSR u0 U ety — Toogs Yo U2y + T = g uruiuy +
194882485248 2 2 _ 211631616 2402 5655220042752 2 2
Tagy o BoUIU4Us — Tapy o wouilg T T gg o Youiujusuy +
3908783250944 2 1069525721088 3 __ 4880954018304 5

~ 1615 doUpU2¥zlg— 393 UpUI UQUE — = e U U U3 —

24
?315745701683ZUQu1U3U4u§ + 38577420.88u0u1u3u§ - 432333158401‘0“1“5”% +

1986985728upul + 851790018432, ,,4y% | 160888£011008,,93y2 —
367279699]6]6u0u%u§ _ 22595544843264&032?1482 + 66119763456u0u%u'§' _

1615
4546692638144!10!‘2!‘%“52’ + 902852;14579280ﬂ2ﬂi _ 789522?20032110“2“4“% +
8646?83]68%&0&233 + 471622;728u0u2u¥0 + 38939?€?g42048u0u§u2 —
‘“53]63?2;7297441“0“2“2 + 3094840125862081‘0,"3“5“% +-45340352%20736u0u2u% -
18[5:3'2'7915)4256528301‘4“3 _ 11069’.%531115'00576,“0“3 + 1296?233752011,02&6&% +
544195584 ,,,y2) — 252252010 + 913296384uSu3 + 77837760ufu3 —

13125265920 uj — 71920270056,4,2y2 — 580027392ufuzu? +
1085965056utul — 5878656ufuf + L19876433408,3y)9392 1

5895452]60u u3 UG 172213828366688u u + 221852(5)80896u u +
93446;82606u2u3u2 + 786748%9305611%2‘2“(25 _ 4361228%2932483%?12‘&34 —
18491?23‘2205441‘%“2“ u2 + 27441165165620811%11 u2~ _ 10735;3}3459843%21%3% +
1737622‘290400“%“4 2198?;;228482‘%“4“%_*_ 5284g;;9360 2u3+302§233088u?u‘120_
1723723’807872?1 ugug - 35608?2?;81696,“1“%“3“%_'_ 1289701%7[75509376u1U221332-'
17972352(‘3330464u1u U3 u2+ 45401166312591136u1u2u5u% + 7741]?(25};32608!‘1“%“2_'_
129743;283040!‘1“3”4”% — 15093273]547552961‘1113!‘3 - 98'771]%213599872u tl4ﬂg +
lOl]gg;)igOSSGu s u2 - 21132‘2&8)37440“1“:; — 4018{1316224%"2 —
5827615%%7540096“462 + 35513?211243872%‘%“2 _ 8068;333408u3ug +
18150%%%456u2u2u% + 68474156117590336.ugtMufzi 27873]7818435827211239
382992758784u2u2 38150§g§74]76u2u3ug - 76]45;)3243680“2”2”% +
39583;}:29504!12“4&2 _ 6948{82;4496u2u6ug _ ]651087.":2762%048"2"%1 -
57492;3;?83744!‘3 4]533‘1‘22:59617282‘31‘ tl2 + 14933;;7;;1]68!‘%“% _
9325?3??16641‘3”5“% + 340093(?;?286048%! — 2706271?22550752"2“% +
17147241(?88548256u4ug + l48?§g§g§43"u U.2 + 93393.132%02560u§ug —_



70 Apéndice A: Invariantes para a KdV

622550748096, .3 | 5764442112,,3 _ 60466176
8s72s  we¥gt+ TTgigs Us — (85725 ufs (A.29)

Xis = ul® + ultug — 98uldu? — 182uf%ujus + 2Luf?uf + 1092u ufu, +
8552 ylluguy — 3744uf’ud — 13013ui°uf — Eglgua%]uzu;; +
176748 10,3 . 30888y10y5ys + S324uf0u? — 40040u3ufus +
456456udu?u? + 61776udu;usus + 102960ududn, — 494208uduzuj +
20592udugue — 35568uduZ + 270270uluius + 648648ufuluouy —
1714284ufu?u? — 1575288ufu; uZus — 185328udu; usus + 1073358udus —
926640u ugugus + 1592136ufuou? — 42120ufulu, — 50544udusuy +
71928uduZ — 864864ulud — 5189184uludusu; + 119721888474 2y3
2223936uluugus + 4447872uluful + 11860992ulu;uausuy —
891441027y, 43 + 404352u]us usus + 5189184ufudu, — 190649992y J4 203 +
2830464u]usuaus — 3685824uluzu? + 435456uluzuqus + 122820 03 +
93312u]usus — B5%2uTu? — 3027024ufudus + 52972920ufuiuf +
15567552uSuduzuy + 238702464480 202y, — 220540320ufufuzul +
5189184uuuqug — 8255520ufulu? — 29983139248y, y3yy —
30191616ulu; upugug — 1386927360y, y2us + 103493376ufu; uau? —
653184uSususuy + 932087524,0,5  297670464,8, 240y, +
73537632uSu3u? + 26308800ulusufus — 6096384ufuzusur +
31243968 ¢ 6142 — 30817008ufuf — 22984y Guausus + LE28152yfufus —
uuqu? — 553184, 8y uy + 2280444802 4+ 15135120uufus +
54486432u0u1u2u4 — 132324192ufufug — 1977079104433 y2u; —
31135104ugu§u4u5 4 34689695043, 2y4 — 133880947293 uusuaus +
2247388416 By 2y 3 + 1076991552080 2ufuy — 8491392ufufusuy +

11104128ufufu? + 44636417288y y2yqu, — 292098498400y, upuf +

53561088ufu; uousup + 52183116843y yauug — 82982103243y, 4 5uf —
420650496 By, uus + 2 uGu;urug + 162751680ududu, —

4752566784, 5 743976576 ,,5 _ 634241664,5,2.,2 _
2SR yg ujul + 1839043 LTI SERES suZu?

92752128uduguzugus + 1032683904y 34,08 + ﬂ—%ﬁgﬁugugusug -

975421 44

662328576 8565248 224238067 2
328570 udupu? — 183852484 2yduy 4 3806723 udu? +
188116992,.5 _ 13168189445 25043074565, 52 __
85 UpUauels 85— UgUqlsty + 85 oU4 UG

82301184u5u2 + 11757312u%u3u10 - 117573l2u5u2 148648500001

272432160uguuzus + 1737079344u0u1u2 - 116756640u0u uzls +




[t

Apéndice A: Invarigntes para a KdV

214053840ufutu? + 1805836032ufudusuzny — 1753674624uiudud +
42456960udujusus + 1696863168uuufus — 10081000800uiusuiu? +
484009344uduluzuque — 621504576ufu?usu — 762918912ufu?uzustis +
883897920ufuiu + 9797760ufulucug — 10777536ufu?u? —
3359053152ufuyujus — 1711995264ufn; v2u us — 2081784960uf uy uzudus +
8991451008udu; upuauf —66624768ufu; uausuy + 725251968ufu; uduy, —
188116992ugu; ugusuy + 309373552054y 55y 7 4 4514807808 4y, gy gysug —
4009884160 4 4y 0 — LLTBT32 ¢4y ugug + 105197616ufus —
1845244800uudusus + 1521032256ugudu? + 3261021120uululuy —
248863104uguiusuy + 287992898y dy2y2 — 2831918112ufusuf +

783192320 y 41y ugugug + 218980568 4 21088978660 ydyrpuqu? —

uduoulug —
176353680 S uourug + 2286TT184 ¢4y 02 + 762265728ufuiusue —

159329773444 23 4 SIBIBEITI6 iy o2y — BELTOSA00 4y 0y 4

8 6562688 _ 10211225472 4 _

.315277920ugu} + 23002088y dy, usug 1225472 y 3y yu2

4444263036 4,2 1551965184,,4 1704398592 43 —
33— UgUsts + 201 — Yo UsUeUr + Uy g

35271936y d gy, 4 27T136644,2 43243200u0u, u3 + 968647680ud ubu2 +
467026560udu3usus + 2086051968udufulu, — 8935774848u3ufusud +
155675520u uiusue — 226437120uulud — 12350257920uudufus —
2558739456ufudususus — 2144683008ufuuius + 7295754240udufugu? —
'3919104Ou0u] ustuy + 9091248192ufuu3 — 10030355712ud v usus +
1373826355203 u2uZu+ 22695780096 uduFuouduy —569576448ud vl rousus +
5787210243 u3uzu? — 11373613056u3uud + 883104768uduuzusus +
951782400udufulue — 9226703718448y 2y 42 — 7838208ufulusuy +
125411328 y3v2u + 27441690624ugu; uduany — 45962629632ufu,; uZud +
2134605312udu udusue + 9427497984udu usuzustts —

17779{0860802‘3“1 u2u3u2 _ ]4137(1)392736,“3“1“2“3“5 +

97Ty 3w uptiyug — 2852013123y o2y yy + 2514440139204 By, gyauf +
3245018112 y 3011 ugugg — 28473031680y By, 4ypy2 — 9100199488048y wyuguy —
95955333?]‘3]2!‘3“1“2“ + 231143220335455“8”] usu% + 14lgg§744 3“1“9“10 +

%45115264udufuy — 15559091712ufudu? + 3217771008u3uduyus —

24894708480u3u3u2 _ 159497081856u3u%u3u4u5 + 284247014483“%“2 +

17
4710763008 39347804160

ujudugug — 393478041604342¢2 — 10709107200udusudus +

71



72 Apéndice A: Invariantes para ¢ KdV

5]336:93996833‘0 u2u2 w“ouaﬂausw WU3U2U4115“7+ '

323 323
0
372580250328 1,31, 0,42 + LZ’S_SSS_,‘;?M 3usulug + Lﬁ%ﬁ‘lu%nugum -
14
141028483, 02—

347011333120u3u4u4 — 17124244992“%“%“5“7 + 30873528:5156801‘3“2“2 +

259632801792 uduguqusus — w&w udugud + wuau:;uSug—

33687498240u3u2u6 —_ 8256%4513536,‘%“%1‘2 — 7316{07296!‘%“4“7“9 +

323
7612019712 3y 2 4 wuausus‘ug 1995383808 y3usuyug +
7981535202 ¢ 30 2y — 19953838080y 3¢y 2 | 20155392,8y, 0y, —

322486272,,3..2
“Smo  uok¥rr +

113513400u3uduy + 544864320uZubusuy — 1206485280uiulu3 —
7892748864u3uludus — 467026560ulufu us + 102173735664, 2, 4,4
5697724032uZutuzuzus + 8911715904uf uiuzuf 4 8009202240uutufus —
127370880uutusuy + 151865280u3utu? + 52881963264udufuiugu, —
3891709463042 3yp uf + 2218212864ufuf ugusue +4691727360uf uf ugusue —
6170349312u2uduzu — 5201210880udufudus + 23514624udulurug +
23363458560u3 ufuju, — 786766379004, 20,2432 + 11465618688ufuiuiu ug —
11370160512u3uudu? — 50474700288ufuluouausus +
2026027120896, 2y 241,03 + 423263232ufuugusug — 2201800892842 2y u? —

85
17752981248u3ufudys + 524724347648 2,232 11009844092, 2o Fugueny —

302129332608u t'$2,u4,u.5‘!“'7_"_ 722953375564;8 %‘U 1y u2+ 490461308928u0u2u5uﬁ+

17 323
10543872 y2utugugo — 1023200 ZuFuZ — 45316879488ufu ufus —
32584550400u2u  uduqus — 81371796480uiu uiuius +
16448236503552 2y, uduguf — 2852328801243y, 9dusuy +
145694117468672uouluzugu4 - w%ﬂéuouluzuausw +
7245739054723231%“3“6 + 24217359498y 2y g uqUsUs —
2460247769088 2,y 9,3 — 10440493056 2y g1 1915 — 12399643067904 2y, 4%
96305822208 2y, y2usug + 24_96_9_833__0_6_7_2_93 u uazulug —
57649{314?00192“0"1“3“4“‘,2) - ﬂ%g—‘muouw:;ﬂﬂig +
94125680642y 4 q 2 — 3093567137280, 2y, ydyg + 62303318072 yZuy ugtiyus +
1576352:;20832 vdujusugug — 1902080988802y 52 — 88794579450 wZuy uguy —
___.—6043625;7%31;1:;10141] — 1048220352u34] — 22628626560uZusuzus +

1033670538432, 2, 4,2 | 1575443416320 2 57725042688
1033670538432 yJugug + 19104434109200 2y Butuy — 57725042688y 2udusur +



kit

Apéndice A: Invariantes pera a KdV 73

1236723095808,,2,,3,,2 _ 3262280878656,,2 4 155055430656
T ufusug — 222218000y 2y 2y d 199000430856 4202 yausug +

3999605755392u2u2u2u6 29173811295744 2‘&%&4“ 63842204160 2u§u7ug+

102172720896u%u u2 + 697279145472ugu2u§u4u6 - 118038;3()2%8097283(’”2“%“% -

4668899139072y, 2¢) 130205 + ﬁg"g]”——gﬁu%uzuawus +

73
4063185099648 y 2y g + 251409259520, 201ugupug — 1206593111552, 2,y 2
o n
167612239872 2upuBug — L7382010000802y s uguy + 2155200728042, )3

30255872 14723513856 3843042029568
1330255872 yZuguotiyy + 13058 yZuqul, — S843042029568 0,213y s us +
5006738491648 2,23 | 2687217638402, 2y cyre — 1009145205504 ¢ 2,2,,2

162533081088 2y, o), s 117 — sgssggaszolsugwugw + 4772121161-99- 88 y2uzusuZ —

93”7?”°“u2u3ugum — 4032701608322, 2y 9, 282363129625376 wuu? +
207398983680 wuqulug + 109080981504u2u 4Ugl1p — 4310302&)2528"0“ gl —
18053]%9]6539296“%%3 1436%234176%85“7,‘“0 + 34087262590672%%%“9 -
8389’6;2 gggssuzuz _ 2853;2334544"%“607“9 + 25507228345%%“6“% -
ARSI iy — B Gy + DY GRu,

3252252001&0211 - 1089728640uou1u2u3 + 8432424000&011?11% -
467026560uguSuaus + T78377600uousu? + 14197607424usufususuy —~

11851557120uoulu} + 254741760uoudusue + 101157952896, de 3y, —
112982822784uou} usus + 4024919808uo ufuousus — 4830295680up uf uguz —
11350844928uoufusugus + 9007873920upuful + 58786560uoufusus —
58786560upufug — S37LOSAIZ8R .\ 3udy . 300300166080 uudusus —
31568187712y yduoudus + 178458080256upuuquzul —
1081672704uu3upug iy + 248911999488, ¢3¢ 3y, — 2781444096, uuzustiy+
49730788992 o uPuguZ + LOTTLOAN48By g8y susug — 1331093440512, 3y 3
14108774 iy uf ugug + 194481604896, 200
104003315712uoufujul + 2ZL178580159684, 020 2y2y, —
7104775680uufujusuy + 443897420432, 4,2y 20,2 21632070449664 0,25 uf+

2593132268544 2460650876928 ,, , 24, o2
203220 wouTuguzusug + 2200080870928y, 2y, uluy —

474689714688
474683714088y ufudusus +

1109761063115770624" u2u2u4u§ -

15378851564096u0 u2 UoUrUg+ 39645856064 % 1122},2212 + 3554413456896 Ug ufugzqus _
77323}(15:?25344!‘0“1 u2 2 _ 101 0581%318557305630‘!1] u3u42u5 +
4417;12;?6464’“’”] UatiyUg + 92870‘22‘;150784 uou?ui_}_ 3008292%91 776 g u%u‘}uﬁ ug—

300879691776 2 2 _ 53331167232 242 509487998976 2
—-—T‘g——'—uoulu4u'1 - ———-5-2—3——"36“1 UgUs — —m———uoulusuﬁu'] +



74 Apéndice A: Invarianles pora a KdV

18254066688 243 _ 423263232 302330880
102 qpitiuoutud — ERMRuouuguy + B Ruonfdy +

1]75665694976u0ulu%u3 Uy — 2950593745907215()!!111:2533 +

6 31044008
357012458496y, 1y yysug + 1131044085504, 0, 92050406~

7427552176736 2409499
17427852L767936 ;o)1 y2ygu? — 2A0349370089472 )y ufufus +

1222807417248 v oy — 4732528936960y, you2usus +
99007732;53662208%“1uzuwi + ﬁ*%—JMuouluzuaue“s -
2698000771y yoygyd — LASAZASOOIBH8, 0 o gy —
2766690349036,y yyuluy + 4581743864832y yoysu? +
350703820809 youguyg — 4380954018804y, yly; +
5247194735006,y By — 4025777831904y, yduguy —
1925968637052y uamquguy + 36708385920512y, ¢, usn ud +
11994735799296 3y  uzufue + L L53E057640u) ugusuio —
238659996672 oy uyugud + Z2494335185408 ¢y, ulusus —
1856455348224 gy gy g — 28053T1LA8288 0 uuguy —
701307260288y suyug + 1304981010482y, 4547 +
1676;323987230,‘1“%“9 + l_!xiﬁ,%%ﬁ’_ﬁﬁzuoulusuyus —
1179780152256 4y, 3 4 36279705600y, 91710115 + 13908900096uouus —
7031138328576y, 547 4. 1703509236864yt — 0183375037696
46350004571136 3y 1y 4 — 2259281714688, 3,3 | 3217768022016
2434;)2?‘;2256”0“%“,2’ _ l469[]8g966464u°u§u3u5 + ﬂé&sﬁfﬁ_@ﬁ
935931161;5518336 uzu u2 +]9766§(15§5;97632u0u%u5u6+1_&2%%@_12
28764%{;70496,“0“2“%“% + 5650489832448y pupuzuqtistls —
8026517587968y, yopyzuf — 15116844000 u0ug gty +
1335155647952 oy yfug — 1426394068531y ¢ o030 —
20753321859072 g ugugurug + 33LERITIEyuusuf +

357918236672 7470716977152
4357918230072 youstigtiy + gmriiugtiaUstizUs +

7429 37145
561707(;254519520u0u232u — 53028;432%244]60 Uolig u2+ 943?12234561‘0!‘2“]0“12 -
5073;52784'!0!‘21‘% 24051?3}204608 g+ 10038}%?210]12" 113
94674?251)244064,‘0“%“3“6_91025?&6):279488"0,‘3“ ug 6326]5(751529488u0u§u7u9+

o3 uels —

woudufu —

uougugum—

1761440173056, uZu? 3380088175616 oy 3¢y, 4 1255277813760 ¢ ¢y 914 U7 ug+

7429 1615 7429
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120573061982208 84878144925696
37145 YouzUsUsly — 37145 uouzusuf +

71193
314 ]9144]9776110&3112167-{- 7546157827648!&)“3“10!61] + 345880]%16096,‘0“2.1_

5603944725 35845520

S04y 0uJugug — GL39845520384y, 22 _ 4TSELAIAE5056,, o o2y +
78325707608064 27312827000832

TUaTias dolqUsUelr + 37ias o douatd —

207519916032 629634290688 5
a0 Ul + TR Ry uguy 60"8%074134?:5679'36”0“ uy +

91658479260672 1400759433216 3631598530
ARGy gufug + T2 upus ugyyy — 303109853056 ) gy pgny0 +

1867679244288 3216558698496 2049259170816
S Tesrms o UoUeU7U1r + S Sgrmr oot — R M P uguguf —

18671679244288u0u2u10 + 1037899580164y u509 + 2795754494328 +

1088301168 yyuyouys — 1209328520592, — 25225200ufus +
658377720u8u3 + 467026560uTusus + 2739889152ubulu, —
10694908224uS usu? + 155675520ubusus — 205208640uSu? —
155955735980y 5 y3us ~ 4958972928u}uousus — 3937579776ufudus +
12092488704u3uzuf — 58786560ujucuy 4 210051988256, 4y3

' 3054181280 205y 4 18T982609370,8,,3y 2 4 499958884208y dyyy By, —

:.1160054784utuousur + 11032277762& fuguf — 190421012128, 4,2 4
3283089408ujususug + 2846389248ufufus — 1301500846084y 47
11757312u}uyug + 17048102%, 4,7 4 1050051879936 3y 3430, —

, 1119234035712, 30,203 + 1174499481605 udusue + 2227528068163 0s 01301406 —

_ 4271398257841%“:1;“2”3,‘% _ §%2589‘84u?u2u2u5 + l?éZ%%SMuauzmug -
32745950551042‘:15“%“4“ + 303451332%690368 3u3u3 + uzsmf;)izg ?uausus —
205013295104 y$urgyd — 9249088738563y, gy, — 463320432832 3y,2y, 4
98052;22%692483:]385u% + 423§ggzszu:lsu9u 0 + lﬁ&l%%iMufugm -

378802816704ufujuf + 188892305312 343y 4, — 232043033629642¢ 32 —
27562104410112 04000323814144,2.2, 3
—-"—g's—_—ﬁ2U%U3U485 + 204 ]uz 4 +

1615
157349786112 1670547753216 2 _ 17444913172992,..2,, .3
—‘F——u '“'2“ Ug — ——'m‘s——uluZu', - ———-g————u]uzuaus +
104539%?2367488”2“2“.”2 _ 25098;3:?964803?”2”3“6“7 _
30068640156672,,2 26261797211136,,2 2
s U tgtisUsuy + O uitou s +
32360015973888 54883132416 31069536768 2
tois ujugufug + X8G40t usugu, o — SOPITRYFyoud +
126619500143232, 2,4,  _ 21470863891968,,2,2 19022862203136,,2,,2,,2
1615 Uylzty 1615 uufusuy + 1615 uruzus+
16996679276544 _ 50269670682624,,2,, .3 _ 82153377792
T tuugt st 1615 ufuzul — PR U Ut +
3873198601728,,2,.3 4958115017472,,2,,2,,2 _ 339880375296,,2
T agy o uiYgl¥e — T g5 Gi¥gUp — Tjgrg - Yivalrlp +

6286073734656,,2 2 4 27935373312,.2 13111667002368,,2
37145 UIUalg + SNt U s UGty + TR gs o Ui UsUrtg
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2835883809792,,2, 2., _ 25577353924224,,2 60466176 ,,2
=430  U1usUs 37145 ufugu? + a3 UiHdiotiz —

876759552u2u2 - 513254662272u1u6u3 — 8057939657472ulu4u4u5 _

517]1894236](5“ us uZug +5311143é748352u u%u ui 9197059894272u1u3uﬁu7+

121239?8’172789632"]“%“%&4 _ 71216?5?2633921‘1“%“335“7 +
39973;3515294208“]“%“3“2 + Wului’wusuﬁ —
17508%4844544"1“%” ﬁzglgg_zg_lz_'liu 143Uy — 135230;3}1{;934592,““2“3 +
26039003566404y y, ufusug + 3IZA009R01865728y, yyugufue —
452015%71219968'““21‘3“4“% - %MulU2usu7UQ +
2137%\3'12«111348&374368?‘]“2“3“% - 2471}91%216558515842‘132“2“5 +

7772%7;11441529408111“21‘ JUTls + 180633'??;1247136“]“2“5“6”8 -
2192%2339312%”2“5“? _ 13265‘%??22465281‘1“2“%“1 _
12217?2%7552111112%10%11 + 15482:31%41:55465216“1“%& sile — .
1475231%1115053824ulugu§ _ 196824;1%7'125943616&1“%“%“5 +

19666336],47;39041‘] ulurug + 1839671:.;41%518144,“]“3“3 +

47002223394976,“]“3“ sty — 943023945)1587392,‘1“3“4”; -
380323741(;957459231113?%“8 _ 17070;3?;289696“1“385“6“7 +
10599593001982,, 45,3 — ﬂ‘—%’———s"—"’i’@ulusugun + BE9584077058 4, uzuf, — 7056
ém-s—?%g-gg-gﬂuwfusm - 34279;;;/23862%%%“%“7 + :
.7117623:521%96992“1“485“2 + §0_933677&___f_5:6_24u1u4u9uw +

L7L704794457088 8y, 1 B7LSB3OATI34 oy yguyg — 5449750976 04 oy usuf —
@%—wulusﬂ7ﬂlo—%gzgﬁ@ulﬂsusﬂg—%?giu utug+

3377963077632 1088391168

2 _ - w 8 ..
=—37145  U1lrUy 185725 v1Ui2%13 u2

_ 80368%?32448"5“3“5 + 273]0?2?2858241‘5“2 + 1131]63202129600,&4”2“4 _
11655\'15213;80192”’2" Uy — 8697‘{2?298881‘%“% 2098513655111565088!‘%“% +
145302%%195136@;“3“5“6_{_ '8300?2?‘238816“3“3%6 50772?2(1)5315776 3u4u2
1613707868161‘%“ Uy — 480'1;570184'25264ugu2 + 36300%2?;’?269]232”2“47‘6 —
218855:1260115557248u%u3ug_4425961161125685568uzu uzu +317023491160768 21&3‘&7‘08—'
86479?2?39580821.%“4 + 19792g${2g81216u2u UgUsg 1045%7',418‘&796481‘2“4“%
70237317%7425445441‘% 2380722?2;392641‘%” ugtly — 7028233';'3]5465334081‘2!‘% _
5574;3771347565441‘211 Uy + 456‘]7351';2653592 % 2 85016234223953216“2!1 uqns +
%76071%315550668832213‘!1‘2 + 765983217568 u2u3u6u3 —_ 135923.1,‘112?)17408“2“3“7 —_
565208547618816 227535543825408u2u3u%u7 +

37145 U2U3B4UsUT — 7429
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568283;:2§99136UQU3352£% — |
359]6908544&2%3&9‘&10 - 7543633?221]3922‘2“3“5“7 _ 2604(;%15230464"2”3“% +
1237863%4"%98963282114112 + 4.644044181504u2u4u8u]0 _
1849023862083211 u2 + 3322523119296,12“3 2614;1350?;?0032’12“52‘7“10 —_
578815845792650832u2u5u8u9 —- 1525?;;?23835282331!]0 — 7345?3??3232IGUQUGU7U9+
33273'],;13!539296u u6u2 + 391693?:},5104?‘2“%“8 - 33014532096321‘11“13 +
1151418950132%6]6!‘2“2 - 3449548701715902464"511 — 3031422(;?83008"4“2 _
48534022692864u3u6u7 1534078738225]52 2H4U5U7+224488935392256u 843 -
267932;?2?68544u§u2 + 2987394222336u2u8u]0 — l475888656896u§ug +
10667%5741(‘5175027456 uauﬁusue —_ 492423?;;?83648 U3ty ug _ 478829128]51392 UaUgUg Uy —
151031%0597926596128u3u5u7u9+ 1608%2%:1%62528&305&%-{- ]525?;%3328352!‘3"%“94.
17827;84427933184%53166117!&8 — 2036579442%66176“3”? - 11()1%28;4{)032,“3“]1“12 _
164953;§52§84096u§u6 - 20347;;?23455361‘31‘% - 745];(;;)4422496"%&7!19 +
i§2§5§§gg§§! .u2u% + 1372’1'}%4527424555]68“41‘5“6“9 + 1'{655_15[%2533184u4u5u7u8 +
46515‘4?124288“4&%&3 - 8587%?:&59]2768u4u6u2 + l7607g53§512u4u10u12 -
) 1653.;(%‘(;32048"4“%] + 345613%:;%853052835‘“6"8 _ 261083379]74858]856“%“% +
196183(2{1134%002561‘5“%“7 _ .242:3233‘27041‘5”9”]2 + 66012895076245192 UsuyoUsy +
A2383gg(l)zg5024u6 - 363}32?22056u6u8u12 — 639§g§g;g432u6u9u11 +
.573§?‘112;024u6u%0 - 207?;??;2032,“%“12 + 155%37915213570241‘71‘8““ _
138?322;‘2688“7“9“ + 1383;76164150688u§u10 — 622?22;3?096"8“% -

120032352, 60466176
Tes7os U13t1s T “r3grzs Yie (A.30)
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Apéndice B

Invariantes para a mKdV

Apresentamos aqui densidades e fluxos para a equagio modificada de Korteweg-
deVries até r = 8, determinados no nosso irabalho. 7,<s5 e X,<2 foram anterior-

mente publicados por Miura, Gardner & Kruskal [1968]. Os outros sao novos.

Ty = %Ug (B.1)
Xi =7‘,2»‘3+’Uo’02—%0? (B.2)
T = 1vf — 2o} (B3)
Xo = Lo§ + v — 30fv? — Buyv3 + 303 (B.4)
T3 = % (6) 5”0”] + 3”2 (B 5)
Xa = L1o§ + vive — L2vdof — 100Zvivs + 8v3vZ + 10upvive + Jvf + 6uovg — 303

(B.6)
T = Jok — ofod + Sufoh — 830t — 2 B
X4 = l‘—ov},"+vgvg—l4v§vz—2103‘vlv3+23’ vv +42v8 vivg — 12807 vl+126 VAU Uy —

18vv2 — Z2vyv1v0v3 + LBugvd — Z8vdug — 2vv] - .v3v5 + 22

(B.8)
Ts = L vl0 — 18v§v? + 1820802 — 3202vt — 2220203 + 2324908 + 230BvivZ + 32y

(B 9)

X5—ﬁ;vo2+v0v2— w8 123608 vy v3+ 220§ vZ +108v5vive 1 T1vfvi+ 22 vdvvy—

2106 12 2808 1368 1
1805} — 10v3vivaus + BFRefud — 180fvvs + ufuful —
194*:)%30 + 12961)204 + 20520 vivg + 3888!}00193’04 + 1296"0')2”4 -
1944y 003 4 12780 4 11018424, — 902,202 | 194y, y2y; + S2of +

%0406 3:,’%‘*'11? : (B.IO)

To = Lvi? — Lofof + 66v5vZ — 319vfv — Dvfe? + B204308 4 12276070702 +
i%vovz 3960 1y — 32148 _ 3564,2,2 4 g%@ vk — 1082 (B.11)
Xo = &ub* + v} v — 33v{%vf — 55vfvyv; + 18Tufe2 + 220vfvivy — 638ufvf +

1320§ 204 — 19220507 — 79208 v 0003 + 3989503 — 1276vfvivs +
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32408 ygvivZ — LUB8ufvavs + Blvdo] + 3828vdvive + LP2vfuivv4 +

1920 482y, — 63363y, 03 — BL284,2e6 4 2552,2,2, 150482202 _
24552024, 0205 — 19843208 4 192020405 — T20307 — 4910400!,3”2”3 +
3960vpvu3 — 138y ve05 — 5 vptnvaus + 216vpvpvf — 20vovdvg —
31284y5yg — 234 pte2 — 12 yRygyy 4 104292 — 374y uguy — 1440 03 +

22323 vy — 14769202 — b psy, + 10847 (B.12)

Ty = F;vb% — 89u}%v? + 11Tv§v2 — 101408 vf — 1924 vfv] + B v3vd + 28002l 0Z +
140442 _ 280803 2 25740206 421202202 4 3510024 84241202 4

== T
179712 23 | 16838y 1y 2 | 908T6ydy2 4 109512,22 _ 393120 43 _
538104 1944
BRHvief + 1534 (B.13)
Xy = LvlS + vffve — Lol?v} — 78v}%vius + 1569§%v5 + 390vivfve —

389908vf + 234vfvovs — 2224503 — 187201003 + 125280] 0] —
4056v§vivs + 13478498392 — 28080u 05 + 258 uf0? + 1825203 viug +

16848”8”] vzt + 380801}802 3650405‘021)3 — 128701)0‘0 + 126360040 Vobg —
11934003 U%U‘% 182520 04‘01 U%Us + 117000 ”2 4 2808 2808 viv Ve 23?%{68 v ’U

5057440')3”3”203 + 6]96320301 03 1133203,‘) V45 -56160 1)302‘!) vs +

3369603”2 2 28080‘!/'3!) vg— 104440”22]5”3_{_735696 gvilv% 84240')0”] Y35+

50544002022 | 168480020, 0, — LLITS8%y20, o8 | 10389600203,
640224 2,2 2 _ 16848, 2 10368 257400 4y s, 1 168480y 43
S Ugvivs — S vivsvr + vgvi + 2% gy vfug + 15 vy v vaug +
2 8 3696
5391361220, — ‘%,67256vov2v2v 415584,001)1,022,3 4 336940 v5v5 —
9192 9 3888
892192 o v3 + 3380 upvousve — BAuwee? + HBupuzvers + HEwod +
162638 | 193752y, ), 4 197964 4,2 _ 362232082, 4 349596 v2v4 n
191808
219024020, 0 — MTIZ (202 4 12060y, o gy S01T6yy gy | 191808y, 1 g2
379728 118584 155520 20016 1 4 3888y q) _ 199y
Lt vivens + WEHefod — 199020 v0fuy — i+ S vens — 07
(B.14)

Ty = Lvf®—13¢1202 + 189v}00% — 318508 vf — 4050 v3 + 3600uf v3 +31860v5 v v+

540v802 — 1620005 v202 — 3047408 — 34020v¢v2v? + 31500vfvi —
4850 ydv2 + 286848vfviud + 1380803402 + 33080403 vivE + 197040 y2y20? —

stisa0 o2 2916 3617136 719280
571338 yZ vy v] — 1507896 22 v2 4 2210022 — 36LTLSC yy pZ iy vd 4 11280 yg 03 —
B4320y, 02 4 489888y 3 _ 631538 _ 112476402 4 308350801 vg
515160 334336 93832

5334336 3893832,.2,2 _ 2267028, 4  5832,2
A viyl 4 25940 143 W13 v} + Bt viv] T3 V3 — vt (B.15)
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Xs

L p38 +vdS vy — 600} 0?3 — 105v)% vy v3 + 53 vf20Z + 6300 L v3ve + 378ufOvg vy —

4116v{%v{ — 594v}%v% — 3780vfvv2v3 + 3870v§ud — 10290v§vivg +
5044508 v3v2 — 810v§vavs + 9450807 + 61740v]vive + 6480v] viv3vg +
10800v] v2v4 — 19440v] v2v3 — 81264v§ v} + 63720v§ vivovy — TT760vEv3v3 —
10692008 v; v2v5 + 1602005 15 + 1080v§ veve — 198900 vZ — 38232005 v vovs +
681048v3v2v3 — 6480v5 110405 — 3240008 vovavs + 2242008 vevE —
162003 12v, — 182844v§vivs + 1335474vfvivi — 68040vivivavs +
6042604292 + L1280 ylo gy — 1498170044, 05 4 105830 ¢dvy, —
1490076 ydvZvF — 2720 v vs vy + 22320 v§0Z + 60948005 vf vo +272160vF v v3 04+

860544vivivivy — 15124320,852) 2 884395248y, ydus + 3888 1dvv5v6 —

851(1588 3 5+ 272160 3”2'} Vg — 1341360v3v2v2+ 54%44332003!)30 '05-*-81648@)31}3—

505224208 4 6616081)0?),1)21)4 i&%%@@zvfiw QI_M__?&U dvdvivg +

15509880 ,.2,,2,/4 4 395280, 2,2 _ 2617920,.2,2,2 _ 5644320 2 _
T OVFUTYS + ST U UVl — Sy vivivg — a2 Vg V1U2V405
14125104 ,.2,. .2 22965120 2 _ 2450736 ,2,2 5365440

21043 vivs + 2P vy vs ] 0738 y2vgvgws + 23051800303 0f +

7063200 — 589032024 4 58320 _ 34992.2,2 _
108 v3vov3va - g vvs + e vfvers 113 Vo Y7

1323216vp 15 vovg + 19827818 393 — 7905'50 790560 4y 3 vyvs — 1234272y w2 v w305 +

392986089 0 U7 02”2 + 54666576 0”1"’} vg + 111370464!)09”}2”3”4 _

143 =143 143
75624192 116640 14094000 5996592
2R vy v2v3 — LERl vovi vty + S v v3vs — 3500 oV3VE —
1088640 276048 o 217728 653184, .2, _

143 Vo2Us%7 + =35 VoV2Vf a3 Vov3¥sV6 + ~i3 VoVils
544320 42 — 505224 7y 4. 1505708 6,2 _ 14214]952”40 v ~ wﬁ‘gnvl w2+
445046403,y . 2337984vsv3 n 129;3;.;816,02”%” 786:3443606 v2oZod —
1030320,,2 246888 40841496 ,, .4 69984
LS vtusyy + 2P0 0f0g + B viviue — Sptvivsvsvs +
4136832 _ 1574640 544320y (2o _ 5248476
43 1U3Uslg v + 25 vv] 229850008 +
28?3‘378402” v — mﬁgso wZe? — esﬂgmvw ve + 1149280,)2”3”4”5 +
104976 3 _ 2536272 2229768 11664 5832,

10870 pyvg — 20952720305 + 22RI2vGvE — Hig e + g v (B.16)



Apéndice C

Derivada funcional

Consideramos nesta dissertagao equagoes do tipo
Y = F[u] = F (ua Uy, Ugt, Ypy, - ') ) (Cl)

com ¥ = %(z,¢) definida num certo intervalo conveniente {na maioria dos casos
—00 < T < 00). Estamos interessados somente em solugdes de (C.1) periédicas
;. em z ou que se anulem rapidamente nos extremos do intervalo, ji que esta é a
situacao mais comum em aplicagbes fisicas. Estas solucOes sao elementos de um
‘espago vetorial {0 (definido sobre o campo dos reais ®) equipado com um produto

. interno?

(f1g) = L fodz, UCR (C.2)

Define-se derivada funcional (também chamada derivada variacional) [Vain-

berg, 1964] 6 F / éu, em geral uma funcao nao-linear, pela relagao

<%§—’w>= %F[u+sw]

onde e w 830 duas solugdes de (C.1) e € é um pariametro conveniente.

= lim F[u—{—sw]—F[u]’

&0 £

(C.3)

e={

Exemplo 1.
Para F = (% u?dz, tem-se 3£ = 2u.
Demonstracao:
oF w =—d—F[u+sw] = lim F[u—i—ew]—F[u],
bu de e=p €0 €
oo 2 _ g2
or w)= iF[u+sw] = lim (u+ew)® — v dz,
bu de e=0 0 oo €
[+ o}
<£E w) =/ 2uwdz.
ou —co
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Portanto, da identidade [veja equag3o (C.2)}

§F| \ _ [6F
<H w>= s ds (C.4)
segue
oF

Se o funcional F depender somente de u {e nao dos Uz, Uzz, etc) a derivada

funcional obviamente coincidird com a derivada parcial usual.

Exemplo 2.
o o]
F: ugdﬂ,', Ez—zuzx.
—o0 bu
Neste caso
5F o frere, z ©
<-&—‘- u)>_g%g{/:_w[5—£(a-rsw)} dz — ][_wuxdx}
—-]iml ” Qeu wy + 2wl dr = 0o2u wy dz
=T - Wz x = - Wz GT.

Como consideramos somente solugoes (fisicas) u (e w) que se anulam nos extremos

do intervalo, é fécilrintegrar esta iltima expressio por partes para obter

oo | [+ <]
/ u,wydz = —2/ oo wdT,
—00 — 0

= —2Ugy. (C.6)

dando

Exemplo 3.

Para

Flu| = /f(u: Uz, sz, " -+, Unz) 4T, | (C.7)
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obtém-se

d
EEF[u+ ew)

=0= %{]f u+ew {(u+ ew)y, - ]dz ~ /f(u,ux,---)dz}
sttt}

___j[_g_é _ %BQ'{;J,...],,,M: f{Z(—l)k(dz)k%]wdx,

k=0

onde (d;)* é a derivada total em relagio a = de k-ésima ordem e uy = d%u/dz*.
Portanto,

oF _0f _d o] & o _

bv  Ou dzdu; dz? Ougg

OF Y (gt 2L ©8)

du & Jur

Exemplo 4.

Flu] = foo u(z)6(z — 2') dz = u(z'),

-0

_-.onde §(z — z') é a funcao delta de Dirac.

% = %t((:;’; =6{z - z'). (C.9)



Apéndice D
Programas REDUCE

Os invariantes listados nos Apéndices A e B foram gerados em um computador
IBM 4341 usando a linguagem 'de manipula¢io algébrica REDUCE 3.2. Neste
apéndice apresentamos os programas que foram utilizados para chegarmos as formas

finais dos invariantes para as equagoes KAV e mKdV.

Programa KdV1: O seguinte programa é uma implementagao das relacoes de
recorréncia (2.10-11). Gera todas os mondmios das densidades e fluxos para a
equagio de Korteweg-deVries, até o rank definido na varidvel RNK. A procedure

PROD é responsivel pelo produto que evita termos repetidos, conforme mencnonado

na segao 2.3.

LINELENGTH 60$ OFF NAT$ ON LIST$ OPERATOR U$ “
ARRAY P(50),Q(50),R(50),TT(20),XX(20)$

COMMENT GERA AS DENSIDADES TT E 0S FLUXOS XX PARA A EQUAGAO DE KDV,
ATE R = RNK, USANDO NOSSAS RELACOES DE RECORRENCIA$

15$
2+ (RNK+1) $

RNK
KLIN :

P(2):= U(0)$ Q2):=U$ R:=U(0)$
P(3):=U(1)$ Q(3):=U(1$ R3):=UM)$
Q@) :=U(2)$ RM@:=U)$
Q(5):= U(3)$
Q(6):= U(4)$

ARRAY G(25),V(25,25),VV(25)$

PROCEDURE PROD(J,POLIN)$
BEGIN SCALAR TERMO,PROV$
TERMO:=POLIN$
IF J EQ O THEN
PROV:=U(0) *TERMO$
IF J NEQ O THEN
BEGINS
G{(0) :=COEFF (TERMO,U(0) ,VV) $
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FOR I:=0:G(0) DO
v(,D:=wW({$
IF J GERQ 2 THEN
BEGINS
FOR I:=1:J-1 DO
BEGINS
G(I) :=COEFF(V(I-1,0) ,U(I) ,W)$
FOR K:=0:G(I) DO
V(I,K):=WW(K)$
END$
END$
PROV:=U(J)*V(J-1,0)8$
END$
RETURN PROV$
o ““TENDs

| COMNENT  XX(K) = P(2+(K+1)) - Q(2#(K+1))
ST TT(R) = P(2K) - R(2K)S

FACTOR U(0),U(1),U(2),U(3),U(4),U(5),U(6),U(7),0(8),U(9),0(10),
U(11),U(12),U(i3),U(14),U(15)$

FOR K:=4:KLIM DO
BEGINS
-.IF K GEQ 4 THEN
P(K) :=U(K-2) + FOR J:=0:((K-4)/2) SUM PROD (J,P(K-J-2))$
IF K GEq 5 THEN
R(X):=U(K-2) + FOR J:=0:((K-5)/2) SUM PROD (J,R(K-J-2))$
IF K GE§ 7 THEN
Q(K) :=U(X-2) + FOR J:=0:((K-7)/2) SUM PROD (J,Q(K-J-2))$
IF FIXP(K/2-1) THEN BEGIN$
XX(K/2-1):= P(K) - Q(K)§
- WRITE " XX(",K/2-1,") := " XX(K/2-1)$
END$
IF FIXP(K/2) THEN BEGINS$
TT(K/2) := P(X) - R(K)$
WRITE " TT(",K/2,") := ", TT(K/2)$
END$
END$
END$

Programa mKdV1: Implementagio da relagio de recorréncia (2.12) que gera os
mondmios das densidades para a equacio modificada de KdV. O funcionamento ¢

idéntico ao do Programa KdV1.
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LINELENGTH 60$ OFF NAT$ ON LIST$ OPERATOR V§$
ARRAY MT(50) ,MR(50)$

COMMENT  GERA AS DENSIDADES MT PARA A EQUACAO MODIFICADA DE KDV,
USANDO NOSSAS RELACOES DE RECORRENCIA.
ATE R = RNK$

RNK := 8%
MT(1) := V(0)*+2$ ,
MR(1):= 0% MR(5) :=V(0)*V(2) *+3$

MR(2) := 0% MR(6) :=V(0)*V(2)*V(3) **2$
- MR(8):= 0% MR(7) :=V(0)*V{(2) %V (4)**2 + V(1)4V(3)**3$
MR(4):= 0%

FACTOR V(0),V(1),V(2),V(3),V(4),V(5),V(6) ,V(T),V(8),V(9),V(10),
V(11),V(12),V(13),V(14) ,V(156)$

FOR K:=2:RNK DO
BEGIN$
IF X GEQ 8 THEN.
MR{K) :=V(K-3)**2+V(0) *V(2) + V(K-4)*x2¢(V(1)*V(3) + V(O)*V(4))$
IF K GEQ 2 THEN
MT(K) :=V(K-1)**2 + FOR J:=0:(K-2) SUM (V(J)**2*MT(K J- 1)) + MR(K)
WRITE " MT(",K.") := " NT(K)$ :
END$
END$ , AR

Programa mKdV2: A fim de obter os invariantes completos da’ mKdV foi
necessirio gerar os fluxos. Como nio havia uma relagio de recorréncia para os ‘
fluxos, nés geramos uma combinacao linear de todos os Monodmios possfvels com O
programa abaixo. A procedure PROD ¢ a mesma do Programa Kdv1.

LINELENGTH 60$ OFF NAT$ ON LIST$ OPERATOR V§
ARRAY MP(50) ,NX(50)8

COMMENT 0S FLUXOS MX PARA A MKDV SAO GERADOS COMO UMA COMBINACAD
LINEAR GERAL DE TODOS 0S MONOMIOS POSSIVEIS.

ATE R = RNK$
RNK := 8%
KLIN := 2+ (RNK+1)$ N
MP(1) := V(0)$

ARRAY G(25),U(25,25) ,UU(25)$
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PROCEDURE. PROD(J,POLIN)$
BEGIN SCALAR TERMO,PROV$
TERNO:=POLIN$
IF J EQ O THEN
PROV: =V (0) *TERMO$
IF J NE§ O THEN
BEGINS
G(0) :=COEFF(TERNO,¥(0) ,UU) $
FOR I:=0:G(0) DO
u(o,I):=tu(1)$
IF J GEQ 2 THEN
BEGINS
FOR I:=1:J-1 DO
BEGINS
G(I) :=COEFF(U(I-1,0) ,V(I),UU)$
FOR K:=0:G(I) DO
ULK) :=U0(K) §
END$
END$ .
PROV:=V(J)*U(J-1,0)$
~ END$
RETURN PROV$
END$

COMMENT MX(K) => MP(2x(K+1))$

T 'FACTOR V(0),V(1),V(2),V(3),V(4),V¥(5),V(6) ,V(7),V(8) ,V(9),V(10),

V(11),V(12),V(13),V(14) ,V(15)8

5+ FOR K:=2:KLIM DO

BEGINS
IF K GEQ 2 THEN
MP(K) :=V(K~-1) + FOR J:=0:((K-2)/2) SUM PROD (J,MP(K-J-1))$
IF FIXP(K/2-1) THEN BEGINS$
MX(K/2-1) := NP(K) - V(K-1)$
WRITE * MX(",K/2-1,") := " MX(K/2-1)§
END$
END$
ERD$

Programa KdV2: Para obter os coeficientes dos mondmios nos invariantes nos
cTiamos um programa que, a partir da soma de mondmios com coeficientes ar-

bitrarios, escreve um sistema de equagoes nos coeficientes. O programa abaixo foi
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escrito para a equagao de KdV, mas pode ser usado para a mKdV, bastando trocar
U por V e, onde indica EQUACAD, escrever a equagao mKdV. A procedlir'e;qﬂﬁfF s foi

escrita originalmente por Schwarz [1982].

LINELENGTH 70% OFF KATS$ )
OPERATOR TT,XX,CT,CX$ OPERATOR VAR,GL$ OPERATOR U$ DEPEND U,X, Z$“

COMMENT USA A CONDICAC DXX/DX + DTT/DT = O PARA INVARIANTES
DA EQUACAO DE KDV QU MKDV, DE RANK=RAK.
GERA SISTEMA DE EQUACOES NOS COEFICIENTESS

RNK :
N

1$
RNK+2$

TT(1) := CT(1)*U(0)$
XX(1) := CX(1)*U(0) x*2
+ CX(2)*xU(2)$

FOR ALL I LET U(I) = U(0,1)$

FOR ALL I,J LET DF(U(L,J).Z) = U(I+1,D),
DF(U(L,J),X) = U(I,J+1)$
COMMENT ------- EQUACAD ----=--=------- $

LET U(1,0) = -U(0,0)*U(0,1) - U(0,3)$
COMMENT -------=====n===-—-=m=======-= $
FOR ALL 1 SUCH THAT I>0 LET U(1,I) = DF(U(1,0),X,D)$

ARRAY V1(10),V2(10),V3(10),V4(10),V5(10),V6(10),V7(10),
V8(10) ,V9(10),V10(10),V11(10),V12(10),V13(10),V14(10),
V15(10),V16(10),V17(10),V18(10),V19(10) ,V20(10)$

PROCEDURE COEFFS(F)$
BEGIN
EQN:=0$
P1:=COEFF(F,VAR(1) ,V1)$
FOR I1:=0:P1 DO BEGIR
P2:=COEFF(V1{I1) ,VAR(2),V2)$
FOR I2:=0:P2 DO BEGIK

_ P3:=COEFF(V2(12) ,VAR(3),v3)$
FOR I3:=0:P3 DO BEGIR e A




e~ p4;=COEFF (V3(13) ,VAR(4) ,VA)$
'. H ::4’ "FOR

14:=0:P4 DO BEGIN

" Ph+=COEFF (V4 (I4) ,VAR(5),V5)$

FOR

15:=0:P5 DO BEGIN

P6 :=COEFF (V5(16) ,VAR(6),V6)$

FOR

16:=0:P6 DO BEGIN

P7:=COEFF(V6(16) ,VAR(7) ,V7)$

FOR

I7:=0:P7 DO BEGIN

P8:=COEFF (V7(17) ,VAR(8),V8)$

FOR

I8:=0:P8 DO BEGIN

P9:=COEFF (V8(18) ,VAR(9),V9)$

FOR
P10
FOR
P11
FOR

P12:

FOR
P13
FOR
P14
FOR

Pi5:

FOR
P16
FOR

P17:

FOR
P18
FOR
P19
FOR
P20

FOR J:=0:P20 DO IF V20(J) NEQ O THEN

19:=0:P9 DO BEGIN

:=COEFF (V9 (I9) ,VAR(10),V10)$
I110:=0:P10 DO BEGIN
:=COEFF(V10(110) ,VAR(11) ,V11)$
I11:=0:P11 DO BEGIK

=COEFF (V11(I11) ,VAR(12},V12)$
[12:=0:P12 DO BEGIN

:=COEFF (V12(112) ,VAR(13),V13)$
113:=0:P13 DO BEGIN
:=COEFF(V13(113),VAR(14),V14)$
[14:=0:P14 DO BEGIN

115:=0:P15 DO BEGIN
:=COEFF (V15(I15) ,VAR(16),V16)$
[16:=0:P16 DO BEGIN
=COEFF(V16(116) ,VAR(17) ,Vi7)$
I17:=0:P17 DO BEGIK
:=COEFF (V17 (117) ,VAR(18) ,V18)$
I118:=0:P18 DO BEGIR
:=COEFF (V18(I18) ,VAR(19),V19)$
I119:=0:P19 DO BEGIN
:=COEFF (V19(I119),VAR(20),V20)$

BEGIN

EQN

:=EQN+1$

GL (EQN) :=V20(J])$

WRITE "EQN(",EQN,") := " GL(EQN)$
END$

END$ END$ END$ END$ END$

ERD$ END$ END$ END$ END$

END$ END$ END$ END$ END$

END$ END$ END$ END$ END$

INVAR := DF(TT(RNK),Z) + DF(XX(RNK),X)$

=COEFF (V14(114) ,VAR(15) ,V15)$ .
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CLFAR TT(RNK)$ CLEAR XX(RNK)$

ARRAY V(108

IND :=0$

FOR I:=0:K DO

IF COEFF(INVAR,U(0,I),V) NEQ O THEN
<<IND:=IND+1$ U(0,I):=VAR(IND)$>>$
COEFFS{INVAR)$

ENDS

Programa KdV3: Os sistemas de equagoes algébricas nos coeficientes foram re-

solvidos com este programa. E necessdrio informar o valor do primeiro q;)eﬁgggnte da
densidade na varidvel CT(1), o nimero de equagdes em NGL, o mimero de coeficientes M
no fluxo com a varidvel MAXCX, o mimero de coeficientes na densidade com MAXCT. -
MARKX e MARKT indicam a partir de quais coeficientes em X e T, respectwamente M

comega a solugao do sistema e ULTIND é a ultima equagao do sistema.
OFF NAT$ LINELENGTH 70$ OPERATOR GL,CX,CT$ ARRAY V(3)$

COMMENT RESOLVE 0 SISTEMA DE EQUACOES ALGEBRICAS LINEARES NOS .
COEFICIENTES CT(I) E CX(I), PRODUZIDG POR GOEFKDV OU MCOEF$'

MAXCX:= 28 MAXCT:= 1$ NGL:= 2%
MARKX:= 1$ MARKT:= 2$ CT(1):= 1%
ULTIMO:= 1$

GL(1):= - CT(1) + CX(2)$

GL(2):= - CT(1) + 2+xCX(1)$
FOR XGL:= NGL STEP -1 UNTIL ULTIMO DO
IF GL(KGL) NEQ O THEN
BEGIN
AUX := NUM( GL(KGL) )$
NX:= COEFF (AUX,CX(MARKX),V)$
IF NX = 1 THEN
BEGIN
CX(MARKX) := -V(0)/V(1)$
WRITE "CX(", MARKX,"):= ", CX(MARKX)$
MARKX:= MARKX + 1$
ERD
ELSE BEGIN
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NT:= COEFF{AUX,CT(MARKT) .V)$
IF NT NEQ 1 THEK
WRITE " PROBLEMAS..."
ELSE BEGIN
CT(MARKT) := -V{0)/V(1)$
WRITE "CT(" MARKT,"):= " ,CT(MARKT)$
MARKT:= MARKT + 13
END$
END$
END$
END$

Apesar de os programas acima serem simples, a obtengdo de invariantes de

'+ 5 raiik altos requer grande tempo de maquina e memdria da ordem de 6 Mb.

AT PR UE DR TN I
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