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RESUMO

0 objetivo anunciado no titulo desta tese € realizado izac
do seguinte modo:

No Capitulo I selecionamos definicoes de estruturas al
gébricas e de algebra linear que usaremos nos capitulos poste-
riores.

No Capitulo II introduzimos a nocao de algebra de
Clifford. Estabelecemos a sua unicidade (a menos de isomorfismo)
e determinamos a sua dimensao.

No Capitulo III tratamos da existeéncia das algebras de
Clifford por meio de uma construc@o matricial explicita e formu-
lamos uma série de criterios e teoremas que reduzem esta constru
cao aos casos em que o espaco ortogonal € de dimensdao menor que 5.

Finalmente, no Capitulo IV aplicamos os resultados ob-
tidos na construcao do recobrimento do grupo Spin(n) pelo grupo

S0(n) e na construcao da seqliencia de Radon-Hurwitz-Eckmann.



ABSTRACT

The objective announced in the title of the thesis is
realized in the following way: |

In chapter I we recall the notions and results of
linear algebra as well algebraic structures that will be used in
subsequent chapteres.

In chapter II we introduce the concept of the Clifford
algebra, establish its unicity (up to .isomorphism) and determine
its dimension.

In chapter III we deal with the existence of Clifford
algebra by means of on explicit matrix construction. Then we
formulate a series of criterions and theorems which reduce the
constrﬁctions to cases with orthogonal spaces of dimensions
smaller than 5.

Finally, in chapter IV we apply the obtained results
to construct (i) the cover Spin(n) of the group SO(n) and (ii)

the sequence Hurwitz-Radon-Eckmann.
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INTRODUCAO

Neste trabalho, construiremos as Algebras Reais Univer
sais de Cliffordimp’q para espacgos ortogonais reais nao-degenera-
dos RP>9, Representaremo-as como algebras (reais) matriciais com
coeficientes nos corpos R e € ou nos aneis R2, H e H2. Usaremos
como ferramenta principal o produto tensorial de algebras.

Construiremos também a seqliencia de Radon-Hurwitz e o

recobrimento do grupo Spin(n) pelo grupo SO0(n, R).



CAPITULO I - PRELIMINARES

Algebras e Automorfismos

Uma algebra sobre um corpo X & um anel associativo A,
que & um espaco linear sobre K tal gque A(ab) = (Aa)b = a(Xb), pa
ra todos a,b € A e 2 € XK.

Uma algebra A sobre K & comutativa se o anel A & comuta
tivo. Dizemos que A & uma algebra com unidade se existe 1(A)€ A
tal que 1(A) a=-a 1(A) = a, para todo a € A. Se um tal elemen-
to existe ele & Unico e & chamado unidade de A.

Um subconjunto B de uma algebra A sobre K & uma subalge
bra de A se B &€ um subespaco linear de A e ao mesmo tempo um sub
anel de A. |

Um elemento a de uma algebra A com unidade é invertivel

-

se existe a' € A tal que aa' = a'a = 1(A)‘ Neste caso a'€ A e

Unico e sera denotado por a~l. Claramente, G(A) = {g € A:g-:1

exis
te} & um grupo, pois o anel A & associativo.

A dimensao de uma 5lgebra A sobre K € a sua dimensao co
mo espaco linear sobre X, anotada por dim-]KA (ou dim A quando
nao houver duvida sobre o corpo']K). Para cada inteiro positivo
p>1(p e N*), definimos a algebra AP indutivamente: Al - A,

AP+l - AP x A, com a estrutura obvia de anel.

Centro:

Seja A uma algebra sobre XK. O centro de A, denotado por
Z(A), € o conjunto Z(A) = {a € A: ax = xa, Vx € A}. Obviamen-
te, Z(A) & uma subalgebra de A.

Verifica-se facilmente, que o centro da algebra XK(n)

das matrizes n Xn sobre K consiste das matrizes AI onde A € KX



e I € a matriz unidade n X hn definida por:

1 sei=3j
I = (Gij) tal que 6ij = . se'i.i ;

Seja A um anel, denotamos por A(n) o conjunto'das matri
zes N XN com coeficientes em A. Para que A(n) seja um anel, bas-
ta definirmos em A(n) as operagoes usuais de adicdo e multiplica
cao de X(n). Note que, em geral nao podemos definir a  funcao
det: A(n)—> A (quando A & nao-comutativo).

Consideremos as 5lgebras A e B sobre K e uma aplicacgao
t: A—> B. Dizemos que: (i)t & um homomorfismo se t preserva as
estruturas de A e B, isto &, t(a+b) = t(a)+t(b), t(ra) = Art(a) e
t(ab) = t(a) t(b) para todo a,b € A e A € K; (ii)t € um anti-
homoﬁorfismo se t preserva as estruturas dos espagos lineares A
e B e t(ab) = t(b) t(a) para todo a,b € A; (iii)t & um isomor -
fismo ou um anti-isomorfismo se, respectivamente, em ambos os ca
sos anteriores t € bijetiva.

Um isomorfismo ou anti-isomorfismo t de uma algebra A
em si mesma € chamado, respectivamente, de um aﬁtomorfismo ou an
ti-automorfismo de A. Se A é uma algebra com unidade e t um au-
tomorfismo (ou anti-automorfismo) para o qual t? = 1(A)’ dize-
mos que t & uma involucdo (ou anti-involucao) de A.

Lembremos agora do isomorfismo entre End K% e K(n): se-
ja V um espac¢o linear N-dimensional sobre um corpo K. O conjunto
das aplicacdes lineares de V em V sobre X, isto &, endomorfismos
de V, denotado por Enqky (ou por End V guando nao houver duavida
em relacdo ao corpo IK) & uma algebra sobre X com unidade. Cada

t € End V & completamente determinada pelo seu efeito sobre uma

base fixa B = {Vl"""vn} de V, ou seja,



n .
a;:V. 31 <i<n e a.. € X

t(vi) = ij

3=1
assim t € unicamente determinada pelos n’ escalares aij’ ou ain-
da, pela matriz Mt: (aij) chamada matriz de t em relacao a base
B. Reciprocamente, dada N = (a__) € X(n) podemos exibir t & EndV

rs

de tal forma que N = Mt’ para isto basta definir para qualquer

n n n
vg V, vz T Av:comi &€ K, t(v)=(0(Z Ao, Iv.+...+( T A0 v .
jo1 11 i 121 1711771 j21-11n"'n

Deste modo, a aplicagao 't—>MJc obtida gragas a escolha de uma
base de V & uma bijecdo entre End V e K(n) que induz as opera-
¢oes usuais de matrizes, isto &, para todo t,w € EndVe o & K,
temos M_ . = M +M_ , M, = oM e M = MM. Portanto, EndV é
isomorfa a K(n) e anotamos End V 2 K(n).

Dizemos que um subconjunto S de uma algebra A sobre XK
gera A se qualquer a € A pode ser obtido de elementos de S usan

do-se soma, produto por escalar e produto de A. Indicamos este

fato por <<S>> = A.

01 1 0
Exemplo: Se r = e s = s S = {r,s} C R(2),
_ 10 : 0 -1
: \ 10 01
<<S8>> = RR(2) pois s° = 1, sr = s
' 0 1 ' -1 0
) (10] (0 1]
=(s+s?) = , =(r+sp) = ,
2 0 0 [0 0]
1 (0 0] 1 [0 0]
=(r-sr) = , =(s?-s) = Assim, cada matriz X € R(2)
2 2 ,
1 o_J 0 1

€ uma combinacdo linear das quatro matrizes obtidas acima.

Espacos ortogonais reais

Consideremos X um espaco linear sobre R. Um produto es-

calar sobre X € uma aplicacdo bilinear



<,> : XxX—>R; (a,b)—> <a,b> e tal que <a,b> = <b,a> para'
todo a,b €& X. A aplicacao X—>R; ab—> <a,a> para todo a.€ X
€ chamada forma quadratica determinada pelo produto escalar <,>.

Note que, para todo a,b € X, <a,a> + <b,b> - <a-b,a-b>=
2<a,b>, assim o produto escalar € unicamente determinado pela

sua forma quadratica.

Definicdo 1: Um espaco linear real com produto escalar € chamado

espaco ortogonal.

Tendo em vista nosso objetivo, daremos a seguir algumas
definicoes e propriedades relacionadas com espacos ortogonais.

Seja X um espago ortogonal. Dizemos que .a,b € X sao
mutuamente ortdgonais se <a,b> = 0. Os subconjuntos A e B de X
sao -mutuamente ortogonais se <a,b> = 0 para todo a € A eb € B.

Um espago ortogonal X é positivo-definido se o produto
escalar for positivo-definido, ou seja, para todo a € X, <a,a>
€ maior que zero se a # 0. Assim podemos definir a norma de a pe
la formula |a| = /<a,a> .

Dizemos que um espaco ortogonal X € nao-degenerado se o
produto escalar for nao-degenerado, ou seja, a € X e <a,b> = 0
para todo b &€ X, entao a = 0.

0 espaco linear RP*? com produto escalar
RP*4 x RPFI—>R

a.b. +
iT1

(a , Db)bFH—> <a,b>=-
1 3

i

1 g

q
I a_,. b_ .
-1 P+l PH]
sera denotado por RP>9, Identificamos naturalmente RP*? com o es

paco linear RP X R?. Observamos também que RrP>9 g nao-degenerado

e R°’% & positivo-definido.



Um elemento a de um espago ortogonal X & invertivel se

<a,a> 3 0. Neste caso,

a 1
<a, > = <a,a> = 1,
<a,a> <a,a>

ou seja, o inverso de a denotado por

'[a-i] = a = (<a,a>)-1a .
<a,a>

Consideremos X e Y espacos ortogonais. Uma apliecacao 1i

near t:X—>Y tal que <t(a), t(b)> = <a,b> para todo .a,b € X

é chamada aplicacdao ortogonal. Quando t & invertivel, dizemos

que t € um isomorfismo. Uma aplica¢do w:X——>X invertivel € um

automorfismo.

Das consideracoes anteriores, temos que: (i) se X e
n3o-degenerado, dado a € X, t(a) = 0 implica <t(a),t(a) =<a,a>=0
e segue a = 0, ou seja, o nucleo de t indicado por Ker(t) = {0},

isto €, t &€ injetiva; (ii) obviamente, se X € nao-degenerado de
dimens3o finita e w:X——=>X ortogonal, entiao w € um automorfismo.

Indicamos o conjunto das aplicag¢oes ortogonais t:X—>Y
por O0(X,Y) e o grupo dos automorfismos ortogonais t:X—> X por
0(X). O subgrupo SO(X) de 0(X) guando X & n-dimensional & chama-
do grupo dos automorfismos ortogonais especiais, neste caso ano-

tamos 0(X) = 0(n,X) e SO(X) = SO(n,X).

Definicao 2: Um subconjunto ortonormal de um espaco ortogonal X

e um subconjunto S de X linearmente independente tal que <s,r> =0
para todos s,r € S distintos e <s,s> = 0, 1 ou -1. Além disso,
se <<S8>> = X dizemos que S & uma base ortonormal de X.

Lembramos que todo espaco ortogonal X de dimensao fini-

ta possui uma base ortonormal. E se X & nao-degenerado, entao



%X = RP°Y para algum p,q € N = N* U {0} (veja [2]).

Das afirmacgoes anteriores, segue que, se {ei,...,en} e

uma base ortonormal para o espaco ortogonal nao-degenerado X, en

n
tao x = I Xx;e, para todo x € X com X € R, assim a forma qua
i=1
dratica
n
<X,x> = I X <e.,e.>, ou seja,
i=1
<X, X> x> x2 x? + x° + x
i - 1 2 : o) p+1l : P+q
onde o nimero p de <e;,e;> = -1 e o namero q de <e.,e;> = 1 inde
pendem da escolha da base. Definimos o par [p,ql] como sendo a

assinatura da forma quadratica e do espaco ortogonal.

Inclusao de € em R(2).

Faremos agora, um breve comentario sobre o corpo ¢ dos
numeros complexos.

Note que € & uma algebra sobre R com unidade. E que os
Unicos automorfismos de € sao a identidade . e . a  conjugacao

C—>C; z = X+yi—> 2 x-yi, para todo x,y € R.

Para cada a € C a aplicacao

L : C—>C; ZH——)La(Z) = az,

para todo z & € & um endomorfismo. Deste .modo obtemos uma apli-

cacao

L: €C—>End € = R(2); ar—> L,

que e um homomorfismo, pois Loip © La+Lb e Ly = LaLb para todo

a,b € €. Consideremos L, e Li em relacao a base canonica de C:

1



10 0 -1
Ly = e L, = , para todo a =a#+ Bi &€ Ccom a,8 € R,
0 1 1 0
a -BT
L01+Bi = aL1 + BI"i = N
B o
-
Como L = 0 significa o = B = 0, vemos que L é injetiva. Conse -

qllentemente, € & isomorfa a subalgebra de IR(2) representada pe-

a -8
las matrizes da forma com a,8 € R. Note que, la]"’ = aas
= a? + B2 = det[: :} |az| la||z| para todo a,z & C. Assim,
uma rotacdo de R? = R° se, e somente se, |a| =1, ou se-

a

ja, 31 £ S0(25 R).

A algebra real H.

Sejam 1,i,j e k os elementos da base canonica do espago
linear R' sobre R. Definimos o produto r" x]Ru-——>]R4; (a,b)+—>ab,
para todo a,b € R" sujeito as condicgoes;
iz = j2 = k2 = -1 , ij =k = -3ji , Jjk =1 = -kj e ki=3j=-ik,
com unidade.1. 0 produto € associativo, bilinear e ndo-comutati-
vo. 0 espago linear R"* sobre R com este produto € uma algebra so
bre R, chamada algebra dos quatérnios reais e anotada por H.

E usual em H identificar R = {al: a € R} e
R® - {bi + ¢j + dk: b,c,d € R}, estes subespacos lineares sao
chamados, respectivamente, de quatérnios reais e puros. Entao to
do g € H, q = re(q) + pu(q), onde re(q) € R (parte real) e
pu(q) & IR3

q = re(q) - pu(q). E imediato que a conjugacdo H—>H; qp}—>q

(parte pura). Definimos o conjugado de q & H por
€& uma anti-involucao.
Consideremos H com o produto escalar de IR”, isto &,

’ - Y
<a,b> = a;b, + a,b, + asby + a,b, Ya,b € R".



£ f3acil verificar que:

(1) Para todo a,b € H ,

<a,b> = re(ab) = %(Eb + ba) ,

3

<a,a> = aa > 0. Em particular, para todo a,b & R

<a,b> = - re(ab) =—%(ab4—ba), <a,a> = -a?

e «a,b> = 0{——>ab=-ba. (a e b anti-comutam)

(2) Para todo g € H definimos lql =/qq .

Se q # 0, o inverso q_1 = TJ#? e |q
q

(3) Para todo a,b € H, |ab| = |a||b].

- -1
o= el

Produto tensorial de algebras.

Definicdo 3: Sejam E e F subalgebras de uma algebra A sobre K de

dimens3o finita com unidade. Dizemos que A é o produto tensorial
de E e F sobre X e anotamos A = E C)I<E) se as seguintes condi-
coes sao satisfeitas:

(13) A = <<E,F>> .como uma algebra,

(22) dim A = (dim E)(dim F) e

(32) para todo x € E ey € F, xy = yxX.

Teorema 1: Seja A uma algebra sobre K de dimensdo finita com uni
dade, E e F subalgebras de A tal que A = E C>ﬂ<fh Suponha
{ei: 1 < i < m} e {fj: 1< 3J < n} bases dos subespacos 1lineares

E e F, respectivamente. Entao o conjunto
B = {e.f.: 1 < i <m, 1 < .| < n}

€ uma base para o0 espaco linear A.



Demonstracdo: Note que, dimA= mn e B & formado por mn elementos

do espag¢o linear A. Para que os elementos de B formem uma base
de A, é suficiente que eles sejam linearmente independentes. Se
os elementos de B fossem linearmente dependentes, dimA < mn.
Consideremos A, E e I como no teorema anterior. Observa
mos que, se A' for uma algebra sobre K de dimensdo finita com
unidade, E' e F' subalgebras de A' tal que A' = E'@IK F! com
ESE'"eF S F', entdo dimA = dimA',.isto €, A £ A'. Por isso,
escrevemos A = E' ®]K F'. Temos ainda, que o produto tensorial &

comutativo e associativo.
Teorema 2: Seja X um corpo e p,q € N. Entao 1K(p)®]K]K(q) = K(pg).

Demonstracao: Identificamos o espago linear K", onde n = PQ, com

KP*4 espag¢o linear das matrizes p x q sobre K. Consideremos as

aplicagoes
L: K(p) —>XK(pq) ; MI——> Ly e
R: K(q) —=>X(pq) ; Nf———%'RN R

definidas por: LM(B) = MB, RN(B) - BNT para qualquer B & KP*4 e
NT a transposta de N. Obviamente, L e R sdo homomorfismos. Além
disso, se Ly (B) = Ly, (B) para M,M' € K(p) e qualquer B € KP*9,

KP4

segue que (M-M')B = 0 em , em particular (M-M')di. = 0, on-

J

de dij sdo os elementos da base canonica (matrizes elementares)
de kP com 1 < i <pe1<j<q, isto &, (M—M')dij = 0 impli-
ca que as colunas de M- M' sao iguais a zero para cada 1 <1i<p
el <j<gqg, ouseja, M =M, logo L e injetiva. Com um argumen-

to semelhante, mostra-se que R tambem & injetiva.

Sejam eij(l <1, j <p)e sz(i <k, & <q) matrizes



11

elementares (isto e, ;4 ° (a ) coma = & . éjv) de K(p) e
K(q), respectivamente. Cada r(1 <r < pqg) e s(1 <s < pq), sao
escritos de modo Unico na forma r = (j-1)g+2 e s = (i-1)q+k.
Estes (pg)? elementos g,., Obtidos dos pares de elementos basicos
de K(p) e K(q), formam uma base para X(pq). Além disso,
como dim K(pg) = dim K(p).dim K(q) e LyRy = RyL temos que

N™M?
K(p) ®n< K(q) T K(pq).

Teorema 3: Consideremos as algebras reais R, €, H, R? e (X =®IR'

Entao,

(DODRPR =R, c®R=¢ ,HYR =H ;

n

G RQ@H =H ,HQC = ¢(2) , HOH = R(4).

Demonstracdo: As afirmacdes (i) s3o obvias. Seguiremos com a de-

monstracao de (ii).

Definimos as aplicacoes lineares sobre RR;

t: R®——>MH? ; (a,b)—>>(a,b) e
- - T |
wi: H—>H* ; g—> (q,q), onde q = jqj .

Como t e w sao homomorfismo injetivos, temos que

]RZ

"
t1
"

{(a,b) € H* : (a,b) & R’} e

H F

{(q,4) € H' : q € H}
onde E e F sao subélgebrag da algebra real H. Conseqllentemente,

]Hz

<<E,F>>, pois E = <<(1,0),(0,1)>> e

s |
1]

<<(1,1), (i,-1), (3, 3, (ks-k)>>
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dim H? = (dim E) (dim F) e mais (a,b)(q,3) = (q,j)(a,b) para to-
do (a,b) € E e (q,q) € F. Portanto,
R2 XH = H?

Note que, H € um espaco linear sobre €. Dado q& H, es
crevemos q = a+bi+cj+dk com a,b,c,d € R, ou seja,

qQ = (a+bi) + j(c-di) = a + jBonde a = a+bi € € e

H

B c-di € €, assim {1,j} € uma base de H sobre €. Para todo

Q€ Hez € €, as aplicacgdes

Lq: H—>H ; X $+—>gX e

Rz: H——>H ; X¢—>x2,

sao lineares complexas. Deste modo, . obtemos as aplicacgoes

L: H——>End; H = c(2) ; qy—_an e

c(2) 3 z—>R, s

R: C——)Endm H

onde L & um homomorfismo injetivo entre as algebras reais H e
€(2) e R um anti-homomorfismo injetivo entre as algebras reais C

e €(2). Entao,

-
Ll(l) = 1(1) = 1 = 1(1) + j(0)
1 0
L s L, =
L 1o 1,
Ll(j) = 1(3) = j = 1(0) + j(1)
\
.
L.(1) =1 = 1(i) + j(0)
1
i 0
L. s L. =
lﬁ 1 0 -1 s
Li(ﬁ) =k = 1(0) + j(-1)
L




Lj(l) = 3 = 1(0) + j(1)
0
L. < 3 L =
] 3 1
Lj(j) = =1 = 1(-1) + j(0)
\
(
Lk(l) =k = 1(0) + j(-1)
0
Ly 9 N
o
Lk(j) = =1 = 1(-1) + j(0)
\
Mas, Lq = aL1 + bLi + ch + de =
- -
a + bi -c-di
a -B
B a ’
c-di a-bi
L ]

ou seja, H é isomorfa a subalgebra real E de €(2) onde

« -B

E =< ; a,B € C .
B a
Como
e
R1(1) =1 = 1(1) + j(0)
1 0
R, : ,R:
15 1 0 1
Rl(j) = j = 1(0) + j(1)
\
(
Ri(l) = i = 1(i) + j(0)
i 0
R. : 3y R. =
i ﬁ i 0 i
Ri(j) = =k = 1(0) + j(i)
\
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Mas, para z = g + fi, g,f € R temos

o
"

gRl + fRi =

ou seja, € & isomorfa a subdlgebra real F de €(2) onde

z O
F = 3 2 € ¢

Portanto, temos que:

(1) €(2) = <<E,F>> pois
1 0 i 0 0 -1 0 -1
L1 = ’ Li = 5 Lj = 5 Lk = .
0 1 0 ~1i 1 0 -i 0
i 0 -1 0 0 -1 0 1
Rl = - LRi = 9 Lle = 9 Lle
0 12 c 1 i 0 1 0
geram C(2).

(2) dim €(2) = (dim E)(dim F) e
(3) MN = NM, YME E e W E F, isto &, ¢(2) zHQ)C.

Agora, note que H € uma algebra sobre R. E para todo
q,r € H as aplicacoes

Lq:JH———€>Ii 3 XH—>gx e

R..: H—>H ; xp—>Xxr

s3do lineares reals. Desta forma obtemos as aplicacgdes
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L: H ————>End]R]H

n

]R(H);qi———>Lq e’

R: H—>End _H

R R(4); ro———;RP s

ambas homomorfismos injetivos. Assim, H & isomorfa as subalge-

bras E e F de R(4). Calculando Lq e R, em relagdo a base
{1,1i,j,k}, temos para q = a; + a2i + a3j +ak e
r =Ty + Tyl 4+ Ta] ¢+ ruk, com a., r. & R,
a, -a, -aq -a, r, r, r, r,
a, a, -a, a, -r, vy -ry, r,
E = e T =
a, a, a, -a, -r, r, r, -r,
a, -agq a, a, -r, -rj r, r,
| — - ]

Portanto, as condic¢oes da definigao 3 sao satisfeitas, ou seja,

HQH = R(4).
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CAPITULO II - DIMENSAO E UNICIDADE DAS ALGEBRAS DE

CLIFFORD

Definic3o 4: Seja X um espago ortogonal real de dimensao finita

e A uma algebra real com unidade 1(A)’ contendo copias isomor -
fas de R e X como subespagos lineares. Dizemos que A & uma alge-

bra (real) de Clifford para X se, e somente se,

(1) A = <<{1 }, X>> como uma algebra real,

(A)
(ii) x° = - <x,x>1(A) para todo x & X.
Na condicao (ii) anterior identifica-se o elemento

<x,x> €. R com sua copia <x,x>1,y em A.

Exemplo: H € uma dlgebra de Clifford para ]RO’Q. Com efeito, iden
0,2

tificando R > com o subespa¢o linear gerado por {i,k} emH, ou
seja,]RO’Z:{xe_]H:x=ai+bk com a,b& R}e 1GH)=1€—:IR,SE
gue que H = <<{1}, Rr%> %55 e x2 = - <x,x>1 para todo x & ]Ro’z.

Lema 4: Seja A uma algebra de Clifford para um espago ortogonal
real X e W um subespaco linear de X. Entdo a subalgebra B de A

gerada por W € uma algebra de Clifford para W.

Demonstracao: Restringindo o produto escalar de X a W, temos que W

é um espaco ortogonal. Como x2 = = <X ,X> 1(A) para todo x & X,
2
em particular, - —= = 15y Para todo x € WN\{0} C B = <<W>>.
<X 4 X>
Ent3o B é uma algebra sobre R com unidade 1(A)' Obviamente,

B = <<{1.,y}, W>> e a aplicacdo R—3R1 ,, C By Ap—>2 Tcay ©
um isomorfismo. Portanto, B € uma algebra de Clifford para W. ©
Observamos que, dada uma algebra de Clifford A para um

espac¢o ortogonal real X, tem-se:
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(1) 2 <a,b> = <a,a> + <b,b> - <a-b, a-b> ,

2 <a,b> 1(A) = -a2 - b2 + a2 + b2 - ab - ba ,

<a,b> 1(A) = - % (ab + ba) para todo a,bE&E X.

Em particular, S€ a e b sao ortogonais em X, entdo ab = -ba em A,

isto é,a e b anti-comutam em A. Assim, dada uma base ortogonal

{xl,...,xn} de X,

—xjxi para i+ j

- <X;5X5> 1(A) para 1 = j.

\
(2) Se a & invertivel em A, existe a * & A tal que aailzaf%azl(A),
entdo <a,a> a~l = -a%a7t -a 7= 0 implica <a,a> # 0, ou seja, a

& invertivel em X e a~1 = - <aaa> - - [a"1] € x. Reciprocamen-
2

- » -* - - P -~
te, se a e invertivel em X, isto e, <a,a> # 0, entao a equagao

a? - - <a,a> 1(A) nos diz que -

<a.as a = 1(A)’ ou seja,
a

<d,a>

=alea, logo a € invertivel em A.

Teorema 5: Seja {ei: 1 < i < n} uma base ortonormal para o espa-

co ortogonal real X de dimensdo finita n e A uma algebra real

com unidade 1(A)’ contendo R e X como subespacos lineares. Entao
2

XT = = <X,X> 1(A) para todo x &€ X se, e somente se, as seguin-

tes condicoes sao satisfeitas simultaneamente,

2 .
(1) e; = <e;,e.> 1(A) para 1 < i <n e

(I1) ejey * €385 = 0 para i j, 1 < 1i,j < n.
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Demonstracao:

——>) Decorre da afirmacao (1) anterior.

<<—) Para todo x & X e o € R, x = I ase.

1
1=1 *
n n
e <X,x>= I a? <e.,e.> + z o:0. <e.,.,e.>
? . 1 1’71 .= 1 1773
i=1 1,7=1
i#]

Como <ei,ej> = 0 para i # j e por (I), temos que

n

<X,X> = ‘2 a2e2 Agora x2- 2 a2e2+ Z a:0. (e.e. +e.e.)
- - s L= e 0 [ — o oo o (X o \= o o N .
’ =4 1 i:lllj_,jzllj 173 Ji°°?
i#3
2 T 22 |
por (II) temos que x* = I aje:. N

i=1

Definigcdo 5: Um subconjunto ortonormal de uma dlgebra real A com

unidade 1(A) € um subconjunto S de A linearmente independente tal

que todo s,r &€ S distintos sr = -rs e s? - 0’1(A) ou -1.ay-

Definicdo 6: Um subconjunto S de uma algebra real A com unidade

1(A) e chamado nao-degenerado se todos elementos distintos de S

. 2
anti-comutam e s” = 1.,y ou -1.,, para todo s € S.

Teorema 6: Se S € um subconjunto nao-degenerado de uma algebra

real A com unidade 1ay» entao S e ortonormal.

n
Demonstracao: Seja {sy>--- ,sn}C S e a; € R, assim igloisi =0
n 2
implica ( I aisi) = 0, ou seja,
i=1

n 9 2 n
z a;s; + z asa. (Sis' + s.si) = 0.
i=1 i,j=1 ] J ]

i#]

Como Sisj + s.s. = 0, segue que
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n

n
2 . . . -
I a?s? = ¥ a: = 0, isto implica em a: = O. Portanto, S e
. i“i . i i
i=1 1=1
linearmente independente. (N

Definicao 7: Dizemos que um subconjunto ndo-degenerado S €& do ti

po [p,ql, quando p dos elementos de S ao quadrado sao iguais a

1(A) e os q elementos restantes ao quadrado sao iguais a -1(A)‘

Teorema 7: Seja X o subespaco linear gerado por um subconjunto
ortonormal S de uma algebra A sobre R. Entao existe um Unico pro
duto escalar sobre X tal que <a,a> = -a2 para todo a &€ S, e se
S é do tipo [p,ql temos que X é isomorfo a RP*%. Além disso, se
S também gera A, entdo A é uma algebra de Clifford para o espaco

ortogonél X.

Demonstracao: S € linearmente independente e <<S>> = X, logé S

€ uma base de X. Assim, todo x & X,
n _ 2 .

X = I q@.a, coma, & S e a. € R, entao x” =-<x,x> e este pro-
j2q 4 i i

duto escalar é determinado unicamente pelos elementos de S. Se

'S & do tipo [p,ql, temos que

2 2 2 2 -2
X = = KX ,X> = - al - s e ap + qp+1 +...+ ap+q 9

entdo a matriz da forma quadratica sobre X € a matriz que repre-

senta o espag¢o ortogonalIRp’q na base canonica,

ou seja,

Portanto X = RP°%. Se <<S>> = A, segue que as condicoes da defi-
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nicdo 4 sdo satisfeitas.N

A dimensdo de uma algebra. de Clifford.

Seja A uma algebra sobre K e N = {1,2,...,n} C N. Su-

ponha que (ei: 1 < i < n} seja uma n-upla de elementos de A. Pa-

ra cada subconjunto ordenado I de N, denotamos o produto T e,
i€1
por e; com ey, = 1.,y (o simbolo ¢ significa o conjunto va
n
zio) e e_ = T e; = e . A cardinalidade de I sera denotada pelo

simbolo # .

Lema 8: Seja A uma algebra sobre R com unidade 1(py identificada

com 1 € R. Suponha (e;: 1

(W

i < n) uma n-upla de elementos de
A que gera A tal que ejes + ese; € R para todo 1 < i,j < n. En-

tio o conjunto {e: IC N} gera A linearmente.

Demonstracao: Seja S = (ei: 1 < i < n). Como <<8>> = A, para ca-
da a € A existem tk = A e oy & R com 1 < k _<_' P (p finito)
tais que a = I a;t, e cada t, € um produto finito da forma
m k N '
t = T e, onde m < n e oS eis, nao necessariamente distintos.
i=1 -

Em virtude da relacgao ejei = )‘ij - eiej com Aij € R, sem perda

de generalidade, podemos considerar os produtos ordenados dos
els sem repeticoes de indices, ou seja, a = I _ A;er. Portan-

. ICN
to, {eI: I C N}gera A linearmente. N

Corolario 9: Seja A uma algebra de Clifford para um espaco orto-

gonal X de dimensao finita n. Entao dimA < 2™,

Demonstracao: Como A & uma algebra de Clifford para X, entao

A = <<{1}, X>>, isto €, existe uma n-upla S = (e;: 1 < i < n) ge

elementos de X C A tal que <<S>> = A e



21

-2 <ei’ej> 1=e +esey = A € R. Pelo lema, {eI: IC N} ge-

.e.
ity
ra A linearmente. Mas, o nimero de subconjuntos I C N & 2. En-

tao dimA< y S

Teorema 10: Seja A uma algebra de Clifford para um espaco ortogo

nal X ndo-degenerado de dimensao finita n e assinatura [p,ql]. En
t3o, temos as seguintes possibilidades:

n-1

(12) dimA = 2" ou (22) dimA = 2777, somente se p-g-1 & divisivel

por 4.

Demonstracao: Seja {ei: 1 < i < n} uma base ortonormal ordenada

de X. Para cada I C N, e, & invertivel em A, pois

I

_2_+ . bt

- <e;,e.> 1(A) =e; =2 1 para todo i & N.
Para provar que o conjunto {e;: I C N} & 1linearmente
independente, € suficiente provar que Z _ x,er =0 implica

I°1 .
ICN
A, = 0, pois péra cada J C N fixo, z _ A;e; = 0 & equivalen-
¢ I°I :

ICN
z -1 . -1 . - -
te a Arer (e)) = 0. Como (eJ)(eJ) = 1(A) = e¢, faze

rcy T Y

mos AJ o coeficiente de e¢.

Suponha A = 0. Para cada i € N e cada J CN,

; )
IcC "I

0 elemento e; comuta ou anti-comuta com ers ou seja,

=21

-1 _ ; _ : _ _ 3
ei(eI)e:.L =1 e = EI,l e; (onde 51,1 = 1¢py OV 1(A))' Daqui,

segue que

z - z -
- Aqe. =0 e I .A-e- = 0.
I C N I°1 IC N I,i"T°1
Somando as duas igualdades acima, obtemos z Are. =0, onde
1efr 11
agora, o somatorio estende-se sobre a familia F que consiste

dos subconjuntos I de N tal que e; comuta com cada e.. Obviamen-
te, I = ¢ € F, pois (e¢)ei = ei(e¢). Se I # ¢, temos duas possi

bilidades:
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(@) Z£T = 2k+1 (impar). Se 2k+1 # n (ZZW = n), temos  uma

. = . . = -1 _ 2k+1 _
contradicao, pois para i € N\I tem-se ei(eI)ei = (-1) ey = -eg.

b) #I = 2k (par). Suponha, sem perda de generalidade que 1€ I,
logo (eI)e1 = (elel\{i})e1 = el(_elel\{l}) = —el(eI) e assim temos
novamente uma contradi¢do. Portanto, a Unica possibilidade dis-
tinta de I = ¢ que nao foi excluida até agora é I = N com

#ﬁ = n impar, isto é, a familia F & {¢} ou {¢,N}, ou seja,

}\¢ = 0 ou A¢ + A,e_ = 0. Consequientemente, {eI: I C N} é linear

N N A -
mente independente ou e_=- A—q’ € real.

YR
Para# N=nz=p+qg = 2k+1, escrevemos
A

e.=e =--2 € R, entio (e )? = (e, % = (-1)FHDk+aq ¢
§ n An n 2k+1
positivo, logo (en)2 = 1, isto implica que e = ¥ 1 e que 2 divi

de (2k+1)k+q, ou seja, e = ¥ 1 e 4 divide

2k +2q = p+q-1+2q-2q+2q, ou ainda, e = t1e¥4divide p-q-1.
Reciprocamente, se 4 divide p-q-1, entao 4 divide

P-q-1-4p = -2p- (p+g+1), isto &, 2 divide p+q+1, isto im
plica que p+q = n & iImpar.

Deste modo, provamos que a algebra de Clifford A gera-
da pelo conjunto {eI: I C N com #I par} linearmente indepen-
dente, tem dimensao 2", Para #I = n Impar vale a mesma con-
.cluséo ou tem-se a relacao r = A¢ + A8, = 0, quer dizer, além

da algebra A temos a algebra A/ () = A, onde (r) & o ideal prin-

cipal gerado por r, neste caso dimA = 2n-1, N

Corolario 11: Caso ocorra a segunda possibilidade da tese do teo

n
rema 10, temos que n e 1mpar e e = T e. = 1(A) ou '1(A) para

qualquer base ortonormal ondenada S
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Algebras Universais de Clifford

Teorema 12: Seja A 'uma algebra de Clifford para um espaco ortogo

nal real X de dimensdo finita n com dimA = 2" e B uma dlgebra de
Clifford para um espa¢o ortogonal real Y. Suponha t: X—> Y uma
aplicacdo ortogonal. Entdo existe um uUnico homomorfismo 7% A——>B
oom tA(l(A)) = 1(p) © tal que o diagrama

t
—_—

X
JIDC

t
A B .

>

nc

<
H

vs}

comuta (I . denota a aplicacdo inclusao).

Demonstragao: Seja {ei: 1 < i < n} uma base ortonormal ordenada

de X. Suponhamos que tA exista, entao tA(InC(ei)) = Inc(t(ei)), ou

seja, tA(ei) = t(ei) para cada 1 < i < n. Conseqientemente,
tyler) = . gI t(e;) para cada $# I C N. E por hipétese,
tA(l(A)) = 1(gy- Por outro lado, como dimA = 2™, o conjunto
S ={e;: IC N} & uma base para A, ent3o existe uma unica aplicacao

linear t,: A—> B determinada por sua acao sobre S, isto e,
t,(e.) = T t(e,) para cada I C N. E portanto, o diagrama co
AT . i 2
iel
muta.
A seguir, provaremos que t, preserva produto. Sejam 1
e J subconjuntos ordenados de N. SeI ) J = 4 podemos conside-

rar N = I \y J (onde o simbolo \YJ indica a unido disjunta). Des

te modo, ey = (eI)(eJ) e assim, tA((eI)(eJ)) = tA(eN) =

T t(e,) = T t(e.) T  t(e.) = t,(e;) t,(e.).
sen Y ier Y iegq 3 ALY AT

Se INJ = M# ¢, podemos tomar I = I' ) M, entao e = (-1)Y eyt >
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onde y & o numero de rearranjos necessarios para por todos os
elementos de M a direita dos elementos de I\M = I'. Ponha M para
ser o conjunto ordenado M com a ordem reversa. Em seguida, tome-
mos J = M ) J', onde ey = (-1)>‘eJ, e A o numero de rearranjos
necessarios para por todos os elementos de M a esquerda dos ele-

I7g”
erieyrs onde B € o numero de k € M tal que e)Q( = '1(A)

mentos de J\M = J'. Deste modo, segue que e, e.= ‘(-1)Y+)‘ eI,eMeﬁeJ,z

(_1)y+A+B

e adicionalmente, temos I'{) J' = ¢. Por outro lado, aplicando

o mesmo processo aos conjuntos

fr = t,(e;) = T t(e.) e £, = t,(e;) = T tC(e ),
I AT i€1 1 J A Jd € J J
vemos que tA((eI)(eJ)) = tA(eI) tA(eJ).

Teorema 13: Sejam A e B algebras de Clifford para um espaco orto-

gonal real X de dimensao finita n com dimA = dimB = 2. Entdo A =B.

Demonstracido: Sabemos que, A e B s3ao algebras de Clifford para X,

entao A = <<{1py}> X>> e B = <<{1.gy}> X>>, isto ¢, existem

n-uplas S' = (ei: 1 <1<n)eS"-:= (e;{: 1 < i< n) de elementos

A e <<S">> = B. Como dimA = dimB= 2", se

de X tais que <<S'>>

gue que {ei: I1C ﬁ} e {efﬁ: I1C ﬁ} sao bases de A e B, respecti-
vamente. Agora, basta definir h: A—> B; e%p——} h(e;) z e; para
cada I C N. Obviamente, h &€ um isomorfismo entre os espacos 1li-
neares A e B. A Gltima parte da demonstracdo, a de que h preserva

produto, segue-se da repeticao do argumento usado na demonstracao

do teorema 10.

Definicdo 8: Uma algebra real de Clifford de dimensdo 2" para um

espaco ortogonal X de dimensdo finita n, & chamada algebra (real)

Universal de Clifford para X.
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Uma algebra real Universal de Clifford para o espago or

sera denotada por ]RP q Portanto, nesta notacgao,
2

togonal RP-4 s

escrevemos 1R T H
0,2
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CAPITULO III - EXISTENCIA E CONSTRUCAO DAS ALGEBRAS

UNIVERSAIS DE CLIFFORD

0 caminho da construcadao sistematica de todas as alge-
bras reais Universais de Clifford & basicamente o seguinte: conhe

cendo R , construiremos R , mas nao sera necessario

P-q p+1,q9+1
prosseguir com argumento indutivo sobre os Indices, pois o teore-

ma da periodicidade, nos diz que & necessario conhecer apenas os

-~

casos p+q < 8. Provaremos que :RP+1,q ::Rq+1,p’ com isto, estes

casos serao reduzidos a p+1 < q.
Agora, passaremos a descrever a teoria que fundamenta

este caminho.

Teorema 14: Seja X um espago linear sobre A, onde A:{R,agjﬁijg ou

H2 e S um subconjunto ortonormal de End X do tipo [p,q] tal que

S gera End X como uma algebra real. Entdao o conjunto de matrizes

/ N ( )
— — . —~ - — -
a 0 0 1 0 -1
S' =< b= :aES? U<b1= ,b2= >
/ \ /
2

€ um subconjunto ortonormal de End X

End X° £ End X} R(2) como uma ilgebra real.

do tipo [p+1, g+1] que gera

Demonstragao: Consideremos Y = EndA X. Para cada . a&sC v,

2 _ .
a” = 1(Y) ou -1(Y)' Assim,
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a2 0
bl= = a1, 21,00, ou =1,0o.I., b2 = 1,,.I
2 (Y)—2 (y)y 2> =1 -~ (YY) 2°
2
10 a
2 - - -
bs = =1(yyI, € by = =byb, bb, = =b,b , byby = -b,b,
Observamos tambem que,
r-1 0—1
1 2 )
> b(by + b,b,) = a ,
0 0
L J
0 1]
1 -
—2- b(bl - b2) = a s
0 0
o 0]
-l b, + b)) = a
2 1 2 >
1 0
| ]
0 0]
1 2 _
—"E b(b1+b2b1) - a
0 1
| .

Ent3o S' & um subconjunto ortonormal de Y(2) do tipo [p+1, g+1]

e <<S¥'>>

Y(2) como uma algebra sobre R. Por outro lado, cada
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. 2
M= (a;.) € Y(2), temos que M = z
1] ij=1
2 = .
eij sao as matrizes elementares de IR(2) ' tal que <<e..>> = R(2),
ij"” Lot

aijeij onde aij € Y e
ou seja, Y(2) =<<Y, R(2)>> como uma algebra sobre R. Por defini-
cao, (aij)N = 'N(a‘i,j ) para qualguer N &€ R(2).. E se dJ'.mAX = n, segue que
dimp Y(2) =(dimp Y)(dimp R(2)). Portanto, Y(2) T Yy R(2), equi

valentemente, End x2 2 End X@IR]R(2). N

Corolario 15: Para cada n € N a algebra dos endomorfismos Rr(2™)

€ uma algebra Universal de Clifford para o espaco ortogonal nao-

degenerado R™*", isto &, R T R(2™).
n,n

Demonstracao: Para n = 0, obviamente, ]RO 0 = IR. Suponhamos que
H]
]Rn n T R(2™). Mas, em R(2") temos um subconjunto ortonormal S do
9

tipo [n,n] tal que <<S>> = R(2") como uma 3lgebra sobre R. Pelo

teorema 14, o conjunto

/ Y )
a 0] rf) 1— 0 -1]
S' =< : a € S'>U< . >
KLP -a | 1 0 (1 9 )
7 \
n+l

& um subconjunto ortonormal de IR(2 ) do tipo [n+1, n+1] que ge-

n+1)

ra IR(2 = ]R(2n)®]R R(2) como uma algebra real, ou seja,

= R(2™HY . =

]Rn-}l,n+1

Teorema 16: (Teorema da existencia). Todo espaco ortogonal ndo-de

generado de dimensao finita, possui uma algebra Universal de

Clifford.

Demonstracdo: Tendo em vista o Corolario 15, € suficiente mostrar

a existencia de ]Rp q Para p #q e p,q€ N.
>
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(X

Consideremos k = max: {p,q}. Deste modo, A :jR(Zk)

K,k :
ou seja
> Jas R x

Entao, existe uma 2k-upla (e;: 1 < i < 2k = n) tal que

1]
>

uma algebra Universal de Clifford para X = R

S = {eI: I C N} é linearmente independente. Como W = RP>9 & um

subespaco linear de X, entao a subalgebra B de A gerada por W &

uma algebra de Clifford para W. Mas {e;: I C N} C S & linear -

mente independenté, isto €, dimB = 2P*q, Portanto, IRP q = B. N
>

0 teorema seguinte, mostra que uma algebra pode ser ge-

rada, em geral, por dois conjuntos ortonormais de tipos distintos.

Teorema 17: Seja S um subconjunto ortonormal do tipo [p+l1,q9q] que

gera uma algebra A. Entdo para todo a & S tal que a2 = 1(A)’ o

conjunto T = {ba: b € S\{a}} U {a} € um subconjunto ortonormal

do tipo [gq+1,p] que gera A.

}s

Demonstracao: Seja S = {al,...,ap, ap+1""’ap+1+q

-
1(A) para 1 < 1 < p+l

as = e aiaj = —ajai para 1% J.

-1(p) Para p+2 < 1 < p+l+q

\

Afirmamos que:

(1) T {a} e do tipo [1,0], pois a? - 1eay-

2

(23) T {ba: b € S\ {a}} é do tipo [q,pl.

1
Com efeito; fixemos a = a; para 1 <1 < p+l. Como Db & S\{a}, te-

mos para b as seguintes possibilidades:

(i) b = as para p+2 < j < p+l+g, neste caso b2 = —1(A)
5 (Ba.)2 = ba.ba, = -bza? =1 ou seja, q elementos de T, cujo
i 1771 i (A)? > 1

quadrado e 1(A)‘

(1i) b = a, para 1 < 2 < p+l com ¢ # i, neste caso, b? = 1eay e
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2 2 .
(bai)2 = baibai = -b a; = -1(A)’ ou seja, p elementos de T1 cujo

quadrado e -1(A)'

(32) Os elementos distintos de T = T, V) T, anti-comutam , pois
da associatividade de A e da afirmacao (23), (ajai)ai :—aiG%ai) =

Qai) = a.

= aj e (alai)ai = -ai(a

(42) T = T1 U T, gera A, pois da afirmacao (32) e como <<S>>= A,
temos que T = {aj,ag} U {ag} = S. Portanto, a demonstracao do

teorema, segue das afirmacoes anteriores. IN|

Corolario 18: As algebras Universais de Clifford R e

R
p+l,q q+l,p

sao 1lsomorfas.

Demonstragcao: Seja S = {a1,...,ap, ap+1”"’ap+1+q} um subconjun-
to ortonormal do tipo [p+1,q] tal que <<S>> =:Rp+1 q e
- b
_— . .
S' = {Sl""’sq’ Sq+1""’sq+1+p} um subconjunto ortonormal do ti

po [q+1,p] tal que <<S8'>> = R Pelo teorema, podemos cons-

q+1l,p’
truir a partir de S um subconjunto ortonormal

T = {tl""’tq’ tq+1""’tq+1+p} do tipo [q+1,p] tal que <<T>> =
= R . Portanto, basta definir a aplicagao S'—>T; s.—>t.
p+l,q 1 1
e assim temos IR__ =R .
q+l,p p+l,q N
Os teoremas seguintes, mostram como determinar ZRP q pa
b4

ra q > 4, conhecendo a algebra de menor dimensdo R ys uma vez

P»Qg-

ue, teremos 1R = R R .
d pya - Fp,q-n OrTFoy

Teorema 189: Para q < 4, R € isomorfa, respectivamente, a R, C,

H, ]I-12 e H(2).

Demonstracao: Em cada caso, basta exibir um subconjunto ortonor-

mal do tipo [0,q] tal que o produto dos seus elementos seja dife-

rente de + 1.,,, onde 1.,y representa a unidade da algebra em
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questdo, e a dimensdo de cada algebra sobre R igual a 29. Desta

forma, temos:

m
s

¢ para R e R

m

{i} para C e :RO,l =C |,

H

=
11

{i,k} para H e

0,2 J
{¢i,-i),(5,-3),(k,~k)} para H’ e Ry s H?
r 3
i 0 i 0 Xk 0 0 -1
S 5 5 s > para H(2)
0 -i 0 -3 0 -k 1 0 |

H(2). N

o
5
m

Teorema 20: Sejam S e R subconjuntos ortonormais de uma algebra A

com unidade 1(A) do tipo [0,4] e [p,ql, respectivamente, tal que
cada elemento de S anti-comuta com todo elemento de R. Entao exis
te um subconjunto ortonormal R' do tipo [p,ql] tal que cada elemen
to de S comuta com todo elemento de R'. Reciprocamente, a existen

cia de R' implica na existencia de R.

~ . . _ 2
Demonstragao: Consideremos S = {el, €ys €5, eu}, e; = -1(A)’
eiej = -ejei para i # jcom 1 < i, j< ke

e

lay Para 1 <2 <p

2]
. o 1, r, =

R = {rl,...,r p+q

P’rP+1"'

“l(a) Para p+l < g < ptq,

L

r,r, = -r r, para 2 #mcom1< £, m< p+q, tal que e;r, = -re;
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para todo i # &. Seja a = eje,eze, e R' = {ab: b &€ R}.

Entiao, temos que:

(1) a? - 1(A)’ pois A € associativa e os elementos de S anti-comu

tam,

(ii) ar, = roa, pois e.r, = -rye. para todo i g,

(iii) ae. = -ea, pois eiej = --ejei para 1 # j.

Como R' = {arl,...,arp, arp+1,...,arp+q}, temos que para i# £ #m,
(arz)(arm) = (arz)(rma) = a(rgrm)a = —a(rmrz)a = —(arm)(rza) =

= —(arm)(arl), isto &€, os elementos de R' anti-comutam

/
1(A) para 1 < £ < p

2 .22
e (arﬂ) = arjgary, = a'ry = <
_1(A) para p+l < % < p+q .
\

Ent3o R' & um subconjunto ortonormal do tipo [p,ql]. Além disso,

cada elemento de S comuta com todo elemento de R', pois

ei(arz) = (gia)r2 = —(aei)r2 = —a(eirl) = a(rQei) = (ar'.l)ei para
1 <1<t e 1< 2 < p+q.

De modo analogo, provamos que a existéncia de R' implica na exis-

tencia de R. |

Coroldrio 21: Para todo p,q & N com q > U,

n

R R R
P»>q p,q-4 ®IR 0,4

Demonstracao: Sejam S e R subconjuntos ortonormais de]RP q do ti-
?

po [0,4] e [p,q-4], respectivamente, tal que cada elemento de S

anti-comuta com todo elemento de R, entdo R U S & um subconjunto
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ortonormal de ZRP q do tipo [p,ql]. Pelo teorema, existe um sub-
b4

conjunto ortonormal R' de IRP q do tipo [p,q-4%] tal que cada ele
b

mento de S comuta com todo elemento de R'. Portanto,

11}

R

R R T R H(2). ©
P>q p,q-“®JR O,k p,q-*4 ®IR

Exemglo:

0,8 ZRo y®Or Ry y = H(2) (O H(2) =
F H@R R @ Hy g R(2)

F H@p H@pR R(2) @R R(2) = R @ R(4) = R(16).

R

"

Corolario 22: (Teorema da periodiciade). Para todo p,q € N com

a>u, Ry oy TRy, (R R(16).

Demonstracao:

Rp,qeu * ]R-.p,q+u-u®1R Rou =

]RP9Q®]R ]Roau' = IRp,q-li@]R RO,H@]R ]RO,I; =

m

H

]Rp’q_q@]R R(16). N

Finalmente, com todos os resultados introduzidos, segui-

remos com a construcdo das algebras Universais de Clifford R
?

para p#q < 8.

Vamos considerar V um espacg¢o linear sobre A e anotar

. . 2 02
End,V = EndV, dim,V = dimV, End,V® = EndV® e @R (.

Pelo teorema 19, temos:
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0,4 = H(2).

Pelo Corolario 15, segue que:

R, ; TR(2), Ry,2 TR, Ry 4 2R ,

e ]Ru,u = R(16).

- 2 - - - .
A algebra real IR e uma algebra Universal de Clifford
para ]Rl’o. Com efeito, identificando r1-0 com o subespaco 1li-

near gerado por {(-1,1)} em IR2, ou seja,

R0 - (x € R?: x = A(-1,1), ‘A € R} ,
2 1,0 _
temos que R° = <<(1,1), R >> como uma algebra sobre R,
2
<x,x> = <x(-1,1), x(-1,1)> = -} e x2 = ()\2,)\2) -
.2 1,0 .

entdo x° = - <x,x> (1,1) para todo x € R . Obviamente,
dim ]R2 = 2.

Agora, usaremos o teorema 14:

a) V= C & um espaco linear sobre A = €, dimV= 1, EndVE C,
S = {i} & um subconjunto ortonormal de € do tipo [0,1] - e
<<S>> = C como uma algebra sobre R. Entdo o conjunto

/ ; 3
i 0 0 1 0 -1

T =J 3 H >
0 -1 1 0 1 0

2z ¢(2) do tipo [1,2] e

& um subconjunto ortonormal de End V
<<T>> = €(2) como uma algebra sobre IR.
Assim, €(2) = C @ R(2) :]R1,2'

b) V = ¢2 € um espaco linear sobre A = C, dimV = 2, End V = €(2),
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€ um subconjunto ortonormal de C(2) do tipo [1,2] e <<T>> = C(2)

como uma algebra sobre IR. Entao

‘ - )

— ] — —
i 0l o] o 170 o] 0-1:_0 0]
o -i!' o o 1 0'o o 1 ol o o
Y y ===k —=—-4 ———— e —
0 01l-i 0 o ol o -1 0 o0 0 1
! I
I
(o oro i jo o0y4-2 o} |0 0j-1 0]
T' =¥ _ N
— - — —
o o01l1 o o ol-1 o
| I
0 0 ;0 1 0 0 | 0 -1
—— ———— -y = T7—-——-
1 0 | 0 0 1 0_:_ 0 0
o .1lo of |o 1j0 o] )
\
é um subconjunto ortonormal de End V2 = €(4) do tipo [2,3] e
<<T'>> = C(4) como uma algebra sobre R.
Assim, C(4) = €(2) @_]R(2).=]R2,3.
c) V = ¢ € um espaco linear sobre A = €, dimV =4, EndV = C(4).
Do subconjunto T' anterior, obtemos o conjunto
A e \
| I
a | 0 U J 0 i 1 0 :-1_
™ =d b —j— :a & T'> —:—— > — >
- |
OI -a ) A 1 | 0 1 l 0 ’
\ /
onde 0 & a matriz nula 4x4% e 1 = I . Entao T" & um subconjunto

2 -

ortonormal de EndV €(8) do tipo [3,4] e <<T">> = €(8) como
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uma algebra sobre R. Assim, €(8) = C(H)@ R(2) = R

3,4°
d) V = R2 & um espaco linear sobre A = R%, dimV = 1, EndV = RZ,
S = {(-1,1)} & um subconjunto ortonormal de R? do tipo [1,0]
e <<S>> = R? como uma algebra sobre R. Entdo o conjunto
(-1,1) (0,0) (0,0)  (1,1) (0,00 (-1,-1)
T =< | ) ?
(o, 0) (1,-1) (1,1) (0,0) (1,15 (0,0)

\

€ um subconjunto ortonormal de End V2

‘:']R2(2) do tipo [2,1] e

<<T>> = R%(2) como uma algebra sobre I R. Portanto,

R°(2) = R® ®) R(2) £ R, .

e) V=R'é unm espaco linear sobre A = IR2, dimV = 2,

End V= ]R2(2). Do subconjunto T anterior, obtemos o conjunto

- _ )
(-1, (0,0) :_(0,0) (0,0) (0,00 (1,1) ; (0,0)  (0,0)
(0,0) (1,-1>! (0,0) (o,o>_4 (1,1)  (0,0) I (0,00 (0,0)
70?07_6?0)_:—(1—,_17 (0,0 ’7()—,07_5,B—>T<7),3>— (1,-1) |
| (0,0 (0,0) | (0,0) (-1,1)_ L(0,0) (0,0) | (~1,-1) (0,0) B
— | - n

(0,0) (-1,-1), (0,00 (0,0) 70,0) (0,0){(1,1) (0,0)

|
R=< [, 0,0 !0, ©,0 (0,00 (0,00 | (0,00 (1,1 S
{__

b — —— —_—— — —_— e ey - —
(0,00 (0,0 | (0,00 (1,1) (1,1) (0,0)—|I (0,00  (0,0)
|
(0,00 (0,0 [(-1,-1 (0,00 | [(0,00 (1,1 | (0,00 (0,00
. ) — L

(0,00 (0,0) :(-1,-1) (0,0)
(0,00 (0,00 (0,00 (-1,-1)

_
(1,1 (0,00 4 (0,00 (0,0

|
(0,00  (1,1) | (0,00 (0,0
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que € um subconjunto ortonormal de End V2 = ]R2(14) do tipo [3,2] e

<<R>> = R2(4) como uma dlgebra sobre R.
- 2, a2 -
Entdo, R°(4) TR(2) (¥ R(2) TRy ,.

f)v =ZIR8 € um espaco linear sobre A = IR2, dimV = 4, EndV E]R2(u).

Do subconjunto R anterior, obtemos o conjunto

- w 4 )
by 0 o | 1 0 =-1
R""ﬁ i : b € R>U < _||_ R _JI__ S
0 :-b 1 ; 0 10 ,

\ y .

onde 0 & a matriz nula 4 x 4 cujos elementos sao todos (0,0) e 1
& a matriz unidade 4 x 4 cujos elementos da diagonal € (1,1) e os
demais (0,0). Entdo R' &€ um subconjunto ortonormal de

End VZE]RQ(B) do tipo [4,3] e <<R'>> = IR2(8) como uma algebra so -

: 2(g) = R2 -
bre R. Assim, R7(8) TR (M) (Y R(2) IR, ;.

g) V =H & um espaco linear sobre A = H, dimV = 1, End V = H,
S = {i,k} &€ um subconjunto ortonormal de H do tipo [0,2] e
<<S>> = H como uma algebra sobre R. Entao

1 0 k 0 0 1 0 -1
T =< , - : \
0 -1 0 -k 1 0 1 0
\ J
€ um subconjunto ortonormal de End V2 £ H(2) do tipo [1,3] - e

<<T>> = H(2) como uma algebra sobre R. Portanto, temos

H(2) JH@JR(z) TR

1,3°

h) v -H? & um espaco linear sobre A = H, dimV = 2, EndV S H(2).

Do subconjunto T anterior, obtemos o conjunto



(1 0
0 -i
0 0
_0 0
T!' =<
_0 -1
1 0
0 0
kL‘O 0

que €& um subconjunto ortonormal de End V

s — e ——— —

Kk 0: 0 o0
0o -k! o0 0
],
0 o0l-k O
|
0 0 0 k
— | —_
0 0| 1 0
0 o: 0o 1
1 0,0 0
|
0 1,0 0]
2 .

<<T'>> = H(4) como uma algebra sobre R.

Entdo, H(4) = H(2) (¥ R(2)

iy v o=u

€ um espaco linear

:]RQ,

y*

o 1l
1 0: 0
L————T—-——-——
0 01 O

|
0 0 1-1
L
- |
0 0 -1

[
0 0, O
1 01 O

|
L0 11 0

Do subconjunto T' anterior, obtemos o conjunto

38

-

J

= H(4) do tipo [2,4] e

sobre A = H, dimV = 4, EndV = H(4).

- ) (" h
a | o 0 | 1 0 (-1
" =< ___5__ :a € T'>U< _.._;._. s _:— >
0 |-a 100 110 ,
\ % \ J
onde 0 & a matriz nula 4x4% e 1 = I Ent3o T" € um subconjunto
ortonormal de End V2 T H(8) do tipo [3,5] e <<T">> = H(8) como
uma dlgebra sobre R. Assim, H(8) = H(4) (X) R(2) 5]123,5.
j) v - H? & um espaco linear sobre A =]H2, dimV = 1, EndV’:’]Hz,
S = {(i,-i), (j,-3), (k,-k)} & um subconjunto ortonormal de
H? do tipo [0,3] e <<S>> = H? como uma algebra sobre R. Entao
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Ve :
- 1 e - )
(1,-1) (0,0) (3,-3) (0,0 (k,-k) (0,0)
/ J
(0,0) (—i,ib (0,0) (-j,j)_J (0,0) (-k,k)
' = 3
R =5 — 1 r N >
(0,0) (1,1) (0,0) (-1,-1)
b
(1,1) (0,0) (1,1) (0,0)
b — L —
\. S
e um subconjunto ortonormal de End v2 = ]I-12(2) do tipo [1,4] e

<<R'>> = H%(2) como uma algebra sobre R.

: 2 = 72 -
Assim, H*(2) TH® () R(2) ERy -

k) V = ]H!1l € um espaco linear sobre A = ]Hz, dimV = 2, EndVE}IQ(Z).

Do subconjunto R' anterior, obtemos o conjunto
3 D
b 0 o I 1 0 -1
l ! |
e e 1 €U W €
o !-b 100 1 |0 ,

J Y,

onde 0 é a matriz nula 2 x 2 cujos elementos sao todos (0,0) e 1

€ a matriz unidade 2 x 2 cujos elementos da diagonal & (1,1) e os
demais (0,0). Entdo R" & um subconjunto ortonormal de
End V2 £ H?(4) do tipo [2,5] e <<R">> = H?(4) como uma algebra so
bre IR. Portanto, temos ]I-12(1+) EIIHZ(Z) ® R(2) '5]112,5.

Agora, usaremos o corolario 21 e resultados anteriores:

m
mn

R(2) (X) H(2) = H(4).

DRy 5 ERy 3 O Ry y

R(2) ®R(2) F)H(2) =

"t

R(4) (X) H(2)

g
H
n

2,6 SRy 5 @ Ry,

TR(2) (X) H(¥) T H(8).

mn

¢ @ H(2 = ¢ ®H @ R2) 2

IRy ¢ TRy 4 () Ry

2 €(2) X R(2) = €(u).
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DRy g ERy , @Ry y FH QO H2D ZH ®H @ R =

2 R(#) @ R(2)  R(8).

n

e) R

07 ZRo s @Ry, TH @EHD IR @H @E @ RQ)E
® R(2) ® R(2) & R(2) =

R (1) (® R(2) = R%(8).

N

:R? ® R @ R(2) IR
RY(2) @ R(2) &) R(2)

n
m

IR, g Ry, O Ry, TH2) @ H(2) TR(2) @H @H ®R2)
ZR(2) @) R4 @ R(2) =R(8) (&) R(2) = R(16).
B R, 5 TR, @Ry, =T C2) (O HQ2) ER2D)ECEH @R =

TR(2) ® €(2)' ® R(2) = €v) X R(2) = €(8).

N

h) R Ry.3 ® Ry THD) & H(2) = R(16).

1,7
Agora, usaremos o corolario 18:
a) ]RZ,O EIRl,l = R(2) ,
R3,1 TRy, p TR,
R R = R(8)
4,2 3,3 ’
IIRS,3 =1Ru,u = R(16).
PYRy o TRy , ¥ €(2) ,
Z[Ru,1 =Z[R2’3 = C(y) ,
R = R = €(8).



c) R £ R = H(2) ,

4,0 1,3
]R5,1 ]RZ,H = H4)
]R6,2 :]R3,5 = H(8) .

H R, - TR = H)

5,0 1,4 >
R. . =R = H2(u)

6,1 2.5 '

e) ]RB,O E]R1,5 T H(4)
]R7,1 -]RZ,B T H(8)
IR, o TRy g T €8
R, . =R = R(16).
g) Rg o Ry 4

Clifford R
Psq

Na tabela seguinte exibimos as algebras Universais

para p+q < 8.

41

de
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(s1)d (sT)Hy (8)H (8)H (9T (sT)a (8)H (8)H (9T 8

(8),4 (8)3 (h),H (8)2 (8),d (8)2 (n) H (8)d L

(8)d (nH (R)H (8)¥" () (h)H (2)H 9

() (2),H (1)D (1), (R (2),H :

(HH (DOH (nx (m)d (2)H h

M (Z)D (2),4 (2)d ¢

H (% (Ha 4

2 e I

. 0

8 L 9 S f £ z T 0 I- - | ¢e- - | s- 9~ | L- 8- b d

. b + d-

g > b+d wvuvq u&m mﬁmmwé sV

V138

vl
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CAPITULO IV - APLICACQOES

Neste capitulo, faremos duas aplicacoes dos resultados
obtidos anteriormente. A primeira mostra que as transformagoes
ortogonais de um espag¢o linear X, também podem ser descritas na
linguagem interna de uma algebra A (isto €, por meio de  opera-
coes em A). A segunda e determinar em R(n) conjuntos ortonormais

do tipo [0,s] com s maior possivel.

Primeira aplicacdo: Construcdo do recobrimento do grupo Spin(n, R)

pelo grupo SO(n, R).
Por todo este capitulo, X € um espaco ortogonal real
ndo-degenerado de dimensdo finita, A algebra Universal de Clifford

para X e U(A) o subgrupo de A formado pelos elementos inverti-

vels de A.

Grupo de Clifford

| 0 grupo de Clifford de X em A, anotado por T(X) ou T,
€ oconjunto T = {g € A, g € U(A): gx@-i' € X, Vx & X}, on-
de gr—>7% € o automorfismo de A induzido por @i = (--1)#I er-

Note que, T & um subgrupo de U(A). Se g € T, a aplica
cao px’g: X—f)X; X—>g x/g\.1 para todo x € X & um automorfis

mo de X. Alem disso,

Px,g XV Px,gl¥)> 1eny = <gxf7h, gx®> 1, =

/\-1)2 _ /\

-1 - -
- (gx%g = (gxg gxgl)z_(gngl)r (@é"l x2)=

2 . -
= - X = <X,X> 1(A) , isto e,



44

Agora, definimos a aplicacao linear - : A —>A; ar—>a

do seguinte modo: para cada elemento basico er de A,
e; = (-1) T e. (lembramos que Iéo conjunto I C N com a or-

dem reversa de I). Logo, as seguintes propriedades sao imediatas:

(1) x = -x e (x ) = x para todo x € X ,
(2) (a7) = a para todo a € A ,
(3) (ab)” = b a para todo a,b € A.

A aplicacao N.

Seja N: A—>A definida pela formula N(a) -a a para

todo a € A. Observamos que:

- - - o 2-—
(i) Para todo a & X temos N(a) =a a=-a“= <a,a> Tay € Relgpys

ou seja, a restricao de N a X € um numero real;

(ii) Para todos a,b € X temos N(ab) = (ab) (ab) = (b"a )(ab) =

= b (a a)b, em vista de (i), N(ab) = (a"a)(b b) =N(a) N(b) ;

(1iii) N(l(A)) = 1ay-

Teorema 23: A aplicacgao Py: [—=>0(X); gb—> Py g € um homomor -
>

fismo sobrejetivo.

Demonstracao: Sejam g,h € TI. Entao, para todo x € X temos

Py gh(x) = (gh) x (@)’1 = (gh) x (/lr\l.'l/g\.l) - gthx® D @-1 =
- A-1y -
= px’g(hxh ) = pX,g('pX,h(X)) = (pX,g pX,h)(X) N

ou seja, py e um homomorfismo.

~ Em virtude da forma de Jordan para matrizes ortogonais

(resultado conhecido da algebra linear), cada transformacdo orto
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gonal € obtida de um numero finito de reflexdes em hiperplanos
de X. Para provar a sobrejetividade de Py é suficiente mostrar
que para cada hiperplano de X (que €& perpendicular a certo x € X)
a conjugacao Px,g induz em X uma reflexao neste hiperplano. Para
cada x invertivel em X, temos que x? = - <X,X> 1.,y que e equiva

1
lente a x~ 1 = - (——iél)x.
<X ,X>

Dado qualquer y & X, temos que
Xy = =yX = 2 <xX,y> 1(A) N

-1
Xyx = =,y - 2 <X,y> X ’

.

xyx—1 -y + 2 XY € X

<X ,X>

Entao, px,x(y) = -y se y e perpendicular a x, isto e, X, x
uma reflexao no hiperplano perpendicular a x. =N

0 Grupo Spin.

.- o . .
Definimos o subgrupo ' de TI', como sendo a imagem in-

{S0(X)}) e o subgrupo

Px
1}.

versa de S0(X) por Py (r°

spin(X) = {ge& T°: |N(g)|

Portanto, pelo teorema segue que dado qualquer

$ € S0(X) existe g € r° tal que $(x) = gx/g\—1 =p g(x) para to-

X,
do x € X. Quando X = R°>4 (0+q = n), denotamos

Spin(X) = Spin(n, R) = Spin(n) ,

o o

' =T7(n) e SO(X) = SO(n, R) = SO(n).

Seja s"-1 o esfera unitaria em R®°", isto &,

o 1

Pl {x € RO |x| = 1}. Note que, Spin(1) = 8°, Spin(2) = S

e Spin(3) :_83.
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Segunda Aplicagao. - Construcao da Seqflencia de Radon-

Hurwitz.

A seqllencia de Radon-Hurwitz, anotada por ¥(n), & a se
qliéncia que pode ser definida da seguinte maneira: %(n) & o nlme
ro maximal de elementos de um conjunto ortonormal S contido em
R(n) do tipo [0,t]. Isto significa que para t = X(n) o conjunto
ortonormal do tipo [0,X(n)] esta contido em RR(n), mas | para

t > X(n) nenhum conjunto ortonormal do tipo [0,t] esta contido

em IR(n).

A origem desta questdo & topoldgica e trata do numero

. s . ~ .. n-1
de campos vetorilals lineares que sao tangencilals a esfera S .

Definimos um k-campo vetorial linear (k € N¥) tangencial a Sn_l,

como sendo a escolha de k vetores fixos em cada ponto x € Sn_1

todos perpendiculares a x, que dependem linearmente de x (isto e,
os k vetores fixos sao expressos por equacoes lineares homoge-
neas em coordenadas de x) e constituem um conjunto ortonormal.

Este conceito na linguagem de produto escalar, significa dizer:

n-1

buscamos para cada x € s s k vetores Vi(x) com 1 < i<k da

forma Vi(x) = Mix onde MiEE R(n). As condigoes <x, Vi(x)> =0e

<Vi(X)’ Vj(x)> = aij’ transformam-se nas seguintes condicoes im-
. 2 T

postas sobre as matrizes M, Mi = —In, Mi = -Mi e MiMj = _MjMi

para i j com 1 < i, j < k. Portanto, vemos que a existencia de

1

. . n- - . . -~ .
um k-campo vetorial linear sobre S e equivalente a exilstencia

de um conjunto ortonormal do tipo [0,k] em R(n).
Decompondo n na forma n = u. 2% onde u = 22+1 & impar,

k = 4a+bcoma €ENeb€& {0,1,2,3}. Temos que

R(n) =R(w) @g R(2O "R @R RIE) @ - Op K16 O R(2P).
| _ 4 )

Y
a - coOpias
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Agora, vamos determinar um conjunto ortonormal do tipo [0,t] em
R(n) procurando conjuntos _ortonormais do tipo [0,s] em cada com

ponente desse produto tensorial. Observamos o seguinte:

1) R(u) nao possui conjunto ortonormal do tipo [0,s]

com s > 0, pois nao existe em dimensado impar uma matriz E tal
que E? - - I,» J& que teriamos -1 = (-1)" = det(-I ) = det(E?) =
= (det(E))2,

2) O teorema 20 afirma que (considerando de maneira

pouco formal, mas com sentido claro) a seguinte regra para "adi-

cdao" de conjuntos ortonormais & valida:
[o,41 \J [p,q] = [p, 4+q]

Aplicando esta "adigcao" para IR(16)®]R IR(Qb), temos que o conjun
to ortonormal do tipo [0,s] com s maximo em R(16) & do tipo [0,8].
Se o conjunto ortonormal do tipo [0,s] esta emiR(?b), entao em

R(16)C)E{R(2b) temos um conjunto .do tipo
(0,81 U [0,s] = ([0,41 U [0,4]) U [0,s] =
T [o,4] U ([O,4] U [0,s1) = [0,4] U [0,4+s] = [0,8+s].

Por inclusao, tem-se que

RO @ --- O ]R(16)®]R R(2P)

—~
a - copias

admite um conjunto ortonormal do tipo [0, 8a +s].

3) Para b = 0, temos s = 0. Para b = 1, temos o conjun

to ortonormal [? °{] do tipo [0,1] emR(2). Para b = 2, te-

1 0
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mos em R(4) a expressao matricial do conjunto ortonormal {i,j,kl}’
o qual é do tipo [0,3]. Finalmente, para b = 3, temos pela tabe

la da pagina 42 um conjunto ortonormal do tipo [0,6] em R(8),
mas pelas observacoes da demonstracao do teorema 10, notamos que
R(8) serve tambem como uma algebra de Clifford (nao-universal)
paraﬁR0’7 com um conjunto ortonormal do tipo [0,7], visto que a
condicéorde Qque 4 divide 0-7-1 = -8 & satisfeita. Juntando es-

tes resultados, temos a seguinte tabela:

s(b) 0 1 3 7

Notemos que estes valores, podem ser convenientemente expressos

2b-1. Portanto, provamos a seguinte afirmacao:

na forma s(b)

La+b

Teorema: Se n = u. 2 com u, a e b satisfazendo as condicoes

anteriores, entao vale a desigualdade X(n) > 8a-¥2b-1. N

A desigualdade X(n) < 8a + 2?- 1, também & valida (isto

e, X{n) = 8a-+2b-1), mas a demonstracao deste fato ultrapassa
0s objetivos deste trabalho (para a demonstracao original Ve-

ja [3D).
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