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RESUMO

Na presente dissertacao € abordado o problema bidimen
sional eliptico de uma descarga térmica em um lago de geometria
variavel, levando-se em consideracgao a geometria irregular do
fundo do dominio através da realizacdao de médias das variaveis

na profundidade.

As equagaés governantes do problema sao transforma -
das de um sistema coordenado cartesiano para um sistema coorde-
nado nao ortogonal, gerado este, a partir da solugao de um sis-
tema eliptico de equagdes. Aplica-se o método dos volumes fini-
tos onde as equagoes governantes sao discretizadas no plano

transformado.

Com a utilizacao de balangos para todos os volumes
elementares as condicoes de contorno sao incorporadas nas equa-

coes algébricas.

0 modelo numérico € testado resolvendo-se o problema
hidrodindmico de um canal com expansao suave, usando-se malhas
nao ortogonais. Outro teste hidrodinamico € feito em um canal
incorporando as profundidades constantes e variavel do dominio,
para verificagao da equacao da conservacao da massa. Este tes-
te tem o objetivo de verificar a correcao do programa com rela-

cdo a variavel profundidade.

Por Gltimo, o modelo € aplicado na solucao do proble-
ma da descarga de um jato quente em um lago com profundidade va
riavel e a solugao € comparada com aquela obtida com um modelo

tridimensional.
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ABSTRACT

The thermal discharge problem in lakes and rivers 1is
analyzed using a two-dimensional elliptic model where the ba-
thymetry is taken into account performing an averaging of the
variables in the vertical direction. The arbitrary shape of the
shoreline is considered using a conforming boundary coordinate
system. Buoyance effects are not taken into account, SO the
solution is valid for shallow waters with thermal discharges

having a large densimetric Froude number.

The model transforms the governing equations from the
Cartesian coordinate system to a general curvilinear coordina-
te system in whose system the equations are discretized using
the finite volume method. Boundary conditions are incorporated
in the algebraic eqﬁations by applying the conservation equa-
tions for the boundary elemental volumes. The resulting  model

is, therefore, fully conservative.

To.test the modei, suitable fluid flow problems. are
solved and the results compared with the ones available in the
specilized literature. To demonstrate the geherality, the
thermal discharge into a 1aké is simulated and the results com-
pared qualitatively with the one obtained with a three-dimen -

sional model.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - Preliminares

Relacionados aos avangos tecnologicos dos processos
industriais encontram-se, hoje em dia, os problemas que sao de-
vidos as descargas de poluentes em rios e lagos, por descargas
continuas de despejos ou contaminantes liberados acidentalmente,
bem como os problemas oriundos de descargas de jatos térmicos,
provocados pof usinas-térmicas e nucleares que utilizam corpos

d'agua para resfriamento de seus condensadores.

Tanto a descarga de poluentes como o fenomeno térmico
provocam danos no ambiente local; devido a existéncia dos efei-
tos de difusao e conveccdo de massa, o poluente e a descarga
térmica se propagam em um certo raio de acgdo, o que podera afe-
tar seriamente o local, do ponto de vista ecoldogico, sabe-se
que a fauna depende das mudancas de temperatura, e-
xistindo organismos que morrem devido a pequenos aumentos de
temperatura. Em alguns casos pode ocorrer uma migragdo comple-
ta de certas espécies ou, 0 que &€ geral, um sério ataque ao me-

tabolismo aquatico,

A consideragﬁo destes problemas se reflete na legisla
cao ambiental, tentando-se formular um conjunto de procedimen-
tos e normas, e grandes esforgos sado realizados com o proposi
to de assegurar que ndo haja pratica de descargas em rios ou la

gos sem atengao ao objetivo de proteger o meio ambiente de uma



maneira socialmente benéfica, de acordo com as condig¢bes natu-

rais do lugar.

Pela existencia desta grande variedade de problemas
€ que se faz necessario conhecer as condi¢Ses de fluxos, o cam-
po de temperatura e de concentragoes produzido pelas = descar-

gas.

E importante que técnicas consistentes sejam usadas
para prever a distribuicdo de temperatura do corpo da agua re-
ceptor em fuﬁgﬁo das condigoes locais. Assim & que, para o estu
do deste fenomeno, centrando-se o interesse em conhecer os cam
pos de velocidade e temperaturas, faz-se de uma modelagéo que
envolve um sistema de equacgoOes diferenciais parciais ndo linea-
res acopladas, onde se encontram as equagoes . de continuidade,
quantidade de movimento e energia. Estas equacgoes diferenciais
sao resolvidas através de técnicas numéricas cuja  formulagao,
no presente trabalho, & baseada no método dos volumes finitos,
chegando-se a um conjunto de equagbOes algébricas com a conse-

glente aproximacido de cada equagdao diferencial.

Como os rios e lagos possuem geometrias irregulares,
€ conveniente utilizar sistemas de cbordenadas, cujas linhas
adaptam-se as fronteiras do dominio. Deste modo as condigoes de
contornos ficam definidas exatamente nas linhas de  fronteira,
com a vantagem de se evitar interpolagdes, o que aconteceria

caso um outro sistema de coordenadas fosse utilizado.

Nesta dissertacao portanto, faz-se wuso de sistemas
de coordenadas generalizadas, em funcao das geometrias comple-

xas e variadas dos rios e lagos.

0 tipo de malha selecionada tem conseqllencias impor -



tantes, relativas a flexibilidade, precisao e generalidade do
codigo computacional que se deve usar para resolver as equa-

gcoes.

E importante, por exemplo, considerar a vantagem das
malhas coincidentes com a fronteira sobre as cartesianas ou ou-
tro sistema ortogonal para geometrias variadas; no caso carte -
siano, consideram-se pontos que nao sao de interesse para o0 pro
blema, como € indicado na Figura 1, acarretando um maior tempo

de CPU e falta de generalidade ao modelo.

Figura 1 - Dominio com malha adaptada a geometria, e malha orto
gonal.

Devido a importancia do estudo da descarga de jatos
em corpos da dgua, tanto do ponto de vista ecoldgico como técni
co na fase de concepgao dos projetos de usinas, a presente dis-

sertacdo aborda este tema.

Na realidade, embora os problemas de descargas de ja-
tos nos corpos da agua sejam tridimensionais, existem situagoes
onde um modelo bidimensional com médias na profundidade pode
ser utilizado, levando-se em consideragdo que estes modelos pos

suem uma menor complicacdo numérica e um menor tempo de CPU. De



maneira que, tendo dominios de aguas ndo profundos, € possivel
omitir, das equacgdes basicas tridimensionais, a equacao que
identifica as profundidades, chegando-se a ter um sistema de e-
quacoes bidimensionais com as condicoes de contorno definidas

no fundo e topo do dominio, incorporadas a equacao diferencial.

0 modelo bidimensional a ser desenvolvido nesta dis-
sertagao & utilizado com melhor resultado em rios ou lagos pou-
co profundos, e, por conseguinte, tem uma maior validade para o
caso de aguas rasas |9 |. O modelo matematico deste trabalho &

testado resolvendo-se o problema do escoamento laminar em um ca

nal com expansdo, conforme Napolitano {15|. Um teste qualitati
vo também € realizado para um canal com profundidade constante

com jatoe com perda de calor na superficie.

Finalmente, compara-se o modelo deste trabalho, basea
do no modelo matematico de Raithby |13 |, com o caso apresenta-
do por Elliott|14|, do qual mais detalhes sao apresentados na

proxima secao.

Uma analise dos modelos existentes e também da utili-
zacao dos modelos bidimensionais € feita a seguir na revisao

‘bibliografica,

1.2 - Revisao Bibliografica

No que diz respeito a solugoes de problemas de convec
cdo forgada em geometria arbitraria, com previsdo de descargas
térmicas, sdo de grande interesse os trabalhos de Dunn et

al. |1| e Jirka et al. |2], como pioneiros na area.



Dunn et al. |1| concluem que o modelo apresentado &
s6 uma estimativa geral a solugéo do problema, concluindo que
os modelos numéricos seriam promissores no futuro. Nesse arti-
go trata-se da utilizagao de um sistema cartesiano de coordena-
das, onde talvez a mais séria limitacdao do modelo era o alto

custo computacional requerido para a solucgao.

Ainda quanto a modelos com descargas térmicas,McGuirk
§ Rodi |3 desenvolvem uma tdcnica numérica, obtendo uma maior
precisao. O modelo € resolvido tridimensionalmente, fazendo-se
uma aproximacao hidrostatica ndo considerando os efeitos das
tensoes no fundo. Os modelos sdao comparados com resultados expe
rimentais. Igualmente o trabalho de Policastro § Dunn |4]|, re-
sume varios modelos numéricos que, utilizando um sistema carte-
siano de coordenadas sobre problemas de deécargas térmica, uti-
lizam um modelo algébrico de turbuléncia. Os diferentes modelos
numéricos analisados, apresentam diversas situagoes fisicas. Va
rios modelos sdao testados com dados experimentais. Ja os auto-
res recomendam o desenvolvimento numérico para estabelecer um
conjunto de problemas para descargas térmicas, onde certos ca-
sos hipotéticos simples podem ser resolvidos por teste de cer-
tos algoritmos. Igualmente problemas mais complexos podem ser

comparados com dados de laboratorios, de alta confiabilidade.

Um aporte importante no desenvolvimento de descargas
térmicas € devida a Raithby § Schnneider |5|. O modelo, na sua
formulacao, resolve a equagﬁo de movimento vertical como parte
do conjunto de equagOes governantes. Esta representa uma grande
diferenca entre este modelo e o apresentado por McGuirk §& Ro-

di |3], ja que ambos sdo cartesianos tridimensionais, onde 0s



efeitos das flutuagoes sao levados em consideracao. Outras di-
ferengas entre os dois modelos €& que |[5| inclui um conjunto mais
completo de tensoes turbulentas e o método de discretizacao em
diferencas finitas utilizado. Os resultados sao comparados com
|3] e com dados experimentais sobre uma descarga térmica injeta

da desde um canal de dimensoes variaveis.

Para os casos de rios ou lagos pouco profundos encon-
tram-se os trabalhos apresentados no relatériovda Environmental
Protection Service 1977, onde sao comentados tres modelos
numéricos bidimensionais, dois em diferencas finitas, de Edin-
ger et al. |6] e Yeh et al. |7|, e um em elementos finitos, a-
presentado por Loziuk et al. |8]|. O melhor modelo testado (rela
tados a dados experiméntais) € o |6], por considerar a batime-
tria do dominio, além de considerar efeitos do vento
e perda de calor na superficie, que os outros dois modelos tam-
bém consideram. As equagOes sao resolvidas no sistema cartesia
no para todos os casos. O modelo |6| & recomendado para uso ge-
ral por determinar campos de temperaturas para descargas térmi-

-cas em rios ou lagos pouco profundos.

Em condigoes similares encontra-se o modelo de Vasi-
liev | 9 |; analisa-se um modelo numérico bidimensional para des
cargas térmicas em corpos de aguas. Neste caso sao consideradas
as tensoes do fundo, que sdao avaliadas pela formula de  Chezy,
utilizadas em canais. O autor desenvolve as equacoes e testa
com dados experimentais de um canal, encontrando resultados mui
to bons. Igualmente neste trabalho se recomenda o uso de siste-
mas bidimensionais para solugao de problemas com aguas rasas,

pela experiencia comprovada.



Um modelo simplificado puramente bidimensional foi
desenvolvido por Tribess § Maliska |10]|: nele n3o € considerada
a profundidade do dominio, mas aborda-se o problema para geome-

tria variavel pelo uso de coordenadas naturais.

Considerando-se modelos numéricos tridimensionais
mais recentes, encontra-se o trabalho de Elliott § Raithby |11],
onde modelos em diferencas finitas sao desenvolvidos, conside -
rando as altas irregularidades do fundo e as acoes do vento a-
tuando convectivamente na superficie. O modelo apresenta boas
qualidades quanto as comparagdoes com as medigdes feitas. Sao uti
lizadas malhas ortogonais cartesianas a nivel de superficie e
nao ortogonais no sentido vertical. Igualmente o modelo de
Raithby § Elliott |12] € similar ao |11|, do ponto de vista da
formulacao, com a grande diferenca de que neste caso sao usadas
coordenadas para uma geometria complexa. Ou seja, trata-se o
problema em coordenadas naturais, adaptando-se a geometria do

dominio fisico, o que & usado no presente trabalho.

Como ja foi citado, o modelo matemdtico de Raithby
13|, em coordenadas generalizadas, € usado para comparar 0 pro-
blema de uma descarga té€rmica em um lago, tal como apresentado
por Elliott |14|; embora este seja um modelo tridimensional, po
demos fazer uma analise qualitativa com o modelo bidimensional
abordado nesta dissertacao, onde sao levadas em consideragao as
profundidades do dominio, sabendo-se que os modelos bidimensio-
nais sao eficazes para dominios de aguas pouco profundas.
0 modelo |13| & um importante problema para teste, funcionando
como apoio nas condigoes de contorno; que foram utilizadas nes-

te trabalho.



1.3 - Perfil da Dissertacao

A seguir sdo apresentados os diferentes capitulos que

formam a presente dissertacao.

CAPITULO 2 - FORMULACAO DO PROBLEMA. Nesse capitulo € apresenta
da a formulacao do problema a se desenvolver neste trabalho.
Sao apresentadas as equacgoes governantes no plano cartesiano,
com suas hipoteses simplificativas, e em seguida um breve co-

mentario sobre a formulagao "incompressivel'.

CAPITULO 3 - GERACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS. S3o apresenta -
das as técnicas de geracao de sistemas naturais de coordenadas.
Mostram-se as transformagoes do sistema natural de coordenadas
para um sistema de coordenadas usado na discretizacgao dos domi-
_nios, onde s3ao obtidos os resultados numéricos. Analisam-se as
funcbes usadas no controle de espamento entre as linhas e pon-

tos coordenados.

CAPITULO 4 - TRANSFORMACAO DAS EQUACOES GOVERNANTES. Nesse ca-
fitulo sao colocadas as transformagOes das equagoes diferen-
ciais parciais governantes do proHlema. Elas sao levadas de um
sistema cartesiano para um sistema genérico de coordenadas, mos
trando-se a manutengdo da forma conservativa da equacao gover -
nante. Discute-se o uso das velocidades cartesianas como varia

veis dependentes.

CAPTTULO 5 - METODO DOS VOLUMES FINITOS APLICADO AS EQUACOES GO
VERNANTES NO PLANO TRANSFORMADO. A finalidade desse capitulo €



a obtencao das equagoes discfetizadas a nivel de volumes fini-
tos, a partir das equagoes governantes no plano transformado.
Mostra-se a disposicdo das variaveis dependentes na malha a ni-
vel de volume elementar para uma variavel genérica. Usam-se a-
proximagoes numéricas para obtencdo das equacgdes governantes

discretizadas na formulagao u-v.

CAPITULO 6 - ESQUEMA NUMERICO DE SOLUCAO. Sao apresentados  os
distintos arranjos para a disposigao das variévei§. Posterior -
mente € descrito o procedimento de solugao das equagoes discre-
tizadas no volume de controle finito, mostrando-se a formulacgao
U-V. Descreve-se ainda o método PRIME, que, mediante a obtencgao
da equagao da pressao, atualiza esta e corrige os campos das ve

locidades.

CAPITULO 7 - CONDICOES DE CONTORNO. Nesse capitulo sao introdu-
zidas as condigOes de contorno em todo o dominio transformado,
~que, com o uso das equagOes governantes, dao solugao ao proble
ma. Sao analisadas as diferentes condigoes de contorno inclusi
ve com emprego de volume ficticio. Aplicam-se os balancgos de
conservacdo a nivel de volume elementar para incorporar as con-

digdes de contorno.

CAPITULO 8 - RESULTADOS. Nesse capitulo sdo mostrados os resul-
tados obtidos numericamente. Primeiramente sao apfesentados 0s
resultados para solucd@o de problemas em convecgao forgada hidro
dinamico resolvendo-se o problema em um canal com expansao sua
ve com o uso de malhas ndo ortogonais. Sao comparadas as varias

solucBes existentes. Posteriormente € mostrado o teste hidrodi-
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damico em um canal com profundidade unitaria para logo dar wuma
profundidade variavel linearmente, sendo testadas as velocida-

des de acordo com a conservagao da massa.

Do ponto de vista térmico mostram-se os efeitos pro-
duzidos em um canal de geometria variavel por uma descarga de
jato quente, com perda de calor na superficie. Na parte final &
resolvido o problema de uma descarga térmica aplicada a um lago
de geometria variavel, levando-se em conta a sua profundidade;
usam-se malhas nao ortogonais na solugao, e comparam-se 0S re-

sultados relativamente a um modelo tridimensional.

CAPITULO 9 - CONCLUSOES. Esse capitulo indica as ~ conclusoes

principais obtidas no transcurso desta dissertacgao, bem como
propoe algumas sugestoes para futuros trabalhos relacionados

com as matérias tratadas.
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CAPITULO 2

FORMULAGCAO DO PROBLEMA
2.1 - Introducao

Neste capitulo formula-se o problema para determina-
cao do campo de temperatura provocado pela descarga térmica em
um rio ou lago. Como ja se comentou, o fenomeno € tratado bidi-

mensionalmente com médias das variaveis na profundidade.

Sao introduzidas as equagoes diferenciais parciais es
critas em coordenadas cartesiahas numa forma conservativa para
um campo escalar ¢ genérico. Estas equaglOes representam a con-
\servagéo da massa, a conservacao da quantidade de movimento
nas duas direcoes e da energia. Consideram-se também alguns as-

pectos sobre a chamada formulacao "incompressivel'.

2.2 - Formulagao do Problema

0 problema de interesse, € o da convecgﬁo'forgada bi-
dimensional eliptica em um lago de geometria variavel, que e
afetado pela descarga térmica de um jato quente em fluxo
cruzado, em regime permanente, onde sao tomadas em con
sideracio as profundidades variaveis,. como mostra a Fi-

gura 2,

Apesar de ser um problema bidimensional ele leva em

consideracao a profundidade variavel do lago, o que nos fornece
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uentroda

d(x,y)

Figura 2 - Dominio fisico do problema da conveccao forgcada bi-

dimensional em geometria variavel.

ra os valores médios dos campos de velocidades e temperaturas.
Por outro lado,considera os efeitos de atrito do fundo e da su-
perficie do lago através de especificacoOes de tensoes de «ciza-
lhamento adequados. Além disso, pode ser considerada a perda de
calor por convecgao para o ar devido a velocidade do vento a-

tuando sobre toda a superficie do lago.

As consideracoes simplificativas do problema serao
tratadas na proxima secao; as condigoOes gerais de contorno, no
Capitulo 7; as condicOes mais particulares, por sua vez, no Ca-

pitulo 8, onde se mostrardo especialmente os resultados.
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2.3 - Equacgoes Governantes do Problema no Sistema Cartesiano
Considera-se um volume de controle elementar corres

podente ao dominio do lago no sistema cartesiano x-y, analisa-

do para uma variavel ¢ genérica.

-r"da¢/ 3 dx
pdvd ] dx o3yl

n-e

3/3t(pd dx dy d)

d

y du (I)]e dy

pdudlay L N .
X _-77.0 \\’"’//":ng¢/?xkdy
N S o\
-1'd3 ¢ /3x ]wdy . Sp \
N
d(x,y)
Tdd¢ /3y], dx

pdv¢]$dx

Figura 3 - Volume elementar no dominio fisico para efetuar os

balangos de conservagao a nivel de uma variavel ¢ ge
nérica.

Realizando-se os balangos de massa, quantidade de mo-
vimento e energia sobre o volume de controle elementar mostrado
na Figura 3, e observando-se as seguintes hipoteses simplifica-

tivas:
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a) Regime laminar ou turbulento com M_ = constante

b) Forgas de campo nulas em ambas
c) Escoamento incompressivel
d) Fluido newtoniano e homogéneo

e) Massa especifica, viscosidade,
condutividade térmica e demais

fluido constantes
f) Sem geracgao de calor
g) Sem dissipagao viscosa,

obtém-se as seguintes equagoes governantes,

modelo matematico do problema bidimensional;

Continuidade

3 d -
SE(QUd) + gychd) =0

Quantidade de movimento em X

d d d 3P
apeud) + grlpuud) + mo(puvd) + dor

u u
(u ) F + SS + S

u

Quantidade de movimento em y

t

as diregoes

calor especifico,

propriedades do

que estabelecem o

(2.1)

_ b ,2u
Bx(uaxd) *

(2.2)

3 3 3 _
gf(pvd) + 5§(puvd) + 5;(pvvd) + d—— = ——( )

aytiayd) + Sg' v sg” v sY

(2.3)
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Energia

5 d 3 _ 9 .k, T
3e (T 7 axlpuld) = gy (evid) = 5xlc 4
d ko 3T T « Ty 1
et sy Or v Ss e (2-)

Onde wu, v, P e T, representam seus valores médios na profundi

dade do lago.

u v ~ 3 -

Os termos S e S, nas equagoes de movimento, sao o0s
termos fontes correspondentes as forcas de campo nas direcoes
x-y, que sdo nulas por hipétese, ja que a forgca de campo devida

a gravidade atua em um plano perpendicular ao escoamento.

u
Os termos fontes SF e SSu representam as forgas pe-

la unidade de area na direcao x causadas pelo atrito no fundo

do lago e pelo atrito com o vento na superficie, respectivamen-

v v
e S

F S

representando forcas pela unidade de area na direcao y, causa-

te. Similar definicao & valida para os termos fontes S

das pelos mesmos fenomenos no fundo e na superficie. Na equacgao

T

da energia os termos fontes SF e SST sao os efeitos de difusao

no fundo e na superficie do lago, respectivamente.

As equacgoes acima também podem ser obtidas fazendo-se

'a integracgdo das equagoes tridimensionais sobre a coordenada z.

E importante mencionar que, mesmo quando estamos in-
teressados no regime permanente, os termos transientes sao man-
tidos nas equagdes de movimento e energia para fins de avangos

iterativos.

Fazendo uma analise das Equacoes (2.1) a (2.4) pode-
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se reescrevé-las de acordo com a seguinte equacgao genérica no

plano cartesiano [16], |17]
9q , 9E , JF $ - 9R , 35, ¢
3t © ax y v P ax oy * S. (2.5)

com
q = pdé (2.6)
E = pdu¢ (2.7)
F = pdv¢ (2.8)
- %99
R T axd (2.9)
= 3¢
S r ayd o (2.10)
e S¢ termo fonte.
O valor da grandeza F¢ representa o coeficiente de
transporte difusivo para as equagoes de movimento e energia.
Desta forma, F¢ € igual a viscosidade absoluta para as equa-

cbes de movimento e igual a relacao entre a condutividade térmi
ca e o calor especifico do fluido a pressdo constante para a

equacgao da energia.

Examinando a equacao genérica (2.5) conclui-se que:

a) Ela representa a equacao da conservagao da massa quando p®

e S¢ sao nulos e ¢ toma o valor 1.

b) As duas equacgOes de movimento nas diregOes x-y sao  obtidas
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fazendo ¢ igual a u e v respectivamente com 0s termos de
pressao e os termos fontes adequados.
c) A equacgao da energia € também obtida fazendo ¢ igual a T,
com o termo de pressao nulo e o termo fonte adequado.
Na Tabela 1 apresentam-se as grandezas S¢, P¢ e F¢
para as equagoes governantes.
Tabela 1 - Grandezas S¢, p® o F¢ para as Equacgoes Governantes.
Equacao da | Equacao de | Equagao de | Equagao da
Continuidade | Movimento Movimento Energia
em u em v
Grandeza o =1 ¢$ = u ¢ = v ¢ =T
¢ u u v v o T T
S 0 Sgp + SS SF + SS (SF +SS )/cp
p? 0 a2 s 0
90X ay
F¢ 0 U U X/c
P
Para completar a formulacao do problema € necessario
identificar a variacao de p por dispor de quatro equagoes com
cinco incognitas, como indicado anteriormente. Se p varia con-

sideravelmente com P e T, entao uma equacao de estado relacio -

- nando ambas as variaveis prové a relacdo adicional necessaria,
onde esta equacao determina a pressdao e a continuidade e uma
equacao para a massa especifica.

Se p varia muito pouco com a pressao, mas varia sig-

nificativamente com a temperatura, como pode acontecer no pre-

sente caso, a equacao de estado P = P(p,T) nao pode ser wusada



18

para determinar P, porque pequenos erros cometidos no calculo
de massa especifica, via equagdo de continuidade, provocam gran
des erros em P, calculado via equacao de estado. Com este campo
de pressoes errados nas iteracbes sucessivas poderao ser produ-
zidas grandes instabilidades na solucdo numérica. Como a massa
especifica nao depende da pressdo, mas so da temperatura calcu-
lada pela equacao de energia, entao a equacgao de estado sera
utilizada para o calculo de p. Portanto, a equagao da continui-
dade € apenas uma condigao a ser satisfeita pelo campo de velo-

cidade, através da escolha correta do campo de pressao nas equa

coes do movimento |18

Assim, pela necessidade de procurar um campo de pres-
soes, este deve gerar um campo de velocidades que satisfaga a
equacao da conservacdo da massa. E assim que, quando a massa
especifica nao varia com a pressao, se produz um forte acopla -
mento entre a pressao e a velocidade, causando dificuldades pa-
ra a solucgdo do sistema de equactes. A nova formulacao € chama-
da "incompressivel". Faz-se necessario criar, portanto, uma no-

va equacao para a pressao, o que sera tratado no Capitulo 6.
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CAPITULO 3
GERACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS
3.1 - Introducgao

Neste capitulo apresenta-se um método para a geragdo
de malhas sobre regioes de contornbs arbitrarias. Analisam-se
os diferentes tipos de malhas com suas generalidades e o codi-
go computacional respectivo. Por outro lado, transformam-se as
equacoes diferenciais geradoras do plano fisico para o plano
transformado, onde elas sao resolvidas para obtengao do  novo

sistema de coordenadas.

Por ultimo, avaliam-se os termos que regulam o con-
trole de espagamento entre as linhas e atragao de pontos no pla

no transformado.

3.2 - Transformagdo do Sistema Coordenado

No desenvolvimento de modelos ﬁuméricos generaliza-
dos, o uso dos sistemas ortogonais que sao conhecidos como car-
tesianos, cilindricos, esféricos, etc., apresentam grandes limi
tagOes, pois sdo adequados apenas a geometria cujas fronteiras
coincidam com o sistema coordenado. Em tais casos, deve-se pro-
curar sistemas que se adaptem a geometria e evitar interpola-
¢bes ou limitagOes que produzam solugOes imprecisas, produto

da aplicacao incorreta das condigcoes de contorno nas frontei-
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ras de interesse, onde certos parametros requerem ser conheci-
dos com exatiddo. Por outro lado, o cddigo computacional se
faz totalmente dependente da geometria, e deve ser alterado

quando ela se modifica.

Por esta razao, o uso de sistemas que se adaptam a
geometria sao mais adequados. Estes sistemas coordenados podem

ser ortogonais ou nao ortogonais.

Na opiniao do autor, o importante € se dispor de- um
modelo numérico que seja geral e possa admitir malhas ortogo-
nais e ndo ortogonais, uma vez que nem sempre € possivel dis-
por-se de uma malha ortogonal para todos os problemas. Por exem
plo, no caso tridimensional, as malhas ortogonais sdo de difici
lima geracdo, sendo, entdao, necessario o desenvolvimento de
modelos nao ortogonais. Neste trabalho faz-se uso de um modelo
desenvolvido por Maliska § Raithby |19|, que foi exaustivamen-
te testado, apresentando taxa de convergéncia similarla mode-
los desenvolvidos unicamente para o sistema de coordenadas car-

tesianas.

0 vasto campo de utilizacao de malhas quasi-ortogo-
nais |20|, mnao pode ser contemplado quando o modelo desenvolvi
do € restritivo a um sistema coordenado ortogonal. Muitos siste
mas coordenados quasi-ortogonais podem ser facilmente gerados,

apresentando excelentes resultados.

Ha casos em que € dificil respeitar uma ortogonalida-
de, pelo fato de existir uma grande concentragao de linhas devi
do a fortes gradientes. Como nestes casos a ortogonalidade e
dificil de manter, o recomendavel € produzir um certo relaxamen

to na ortogonalidade |21|, desde que nd3o se produzam excessivas
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distorgbes da malha. Esta condicao confere caracteristicas de
generalidade ao modelo numérico. Em tal caso, o método desenvol
vido admite tanto grades ortogonais como nao ortogonais; 0 uso
das primeiras constitui-se, entao, em um caso‘particular para a
metodologia. Portanto, a flexibilidade permite ao analista nu-
mérico adotar a grade de acordo com o fenomeno fisico em ques-
tao, sem excessivas restricoes. Portanto, nesta dissertagao ado
ta-se o uso de modelos nao-ortogonais por apresentarem mailor

generalidade |22].

Existem autores que usam sistemas generalizados de
coordenadas ortogonais. Para obter um sistema tal, por exemplo
em Raithby |23!, & gerada inicialmente uma malha nao ortogonal;
com esta malha, através de um programa de elementos finitos,sao
geradas as coordenadas ortogonais utilizadas na solugao do pro-
blema de interesse. Obviamente, este procedimento nao e sim-
ples. Atualmente, € grande o esforco por parte dos pesquisado-
res para desenvolver métodos de geracao rapida de sistema de
coordenadas ortogonais, pois sempre € desejavel utilizar um sis

tema mais ortogonal possivel.

0 desenvolvimento dos sistemas nao-ortogonais para ge
racao de coordenadas € devido, principalmente a Thompson et al.
|24|. Eles utilizam-se duas equagoes do tipo Poisson com condi
coes de contorno tipo Dirichlet para a geragao do sistema coor-

denado. Este método € adotado neste trabalho.

Considera-se um dominio arbitrario bidimensional sim-
plesmente conexo, no qual se deseja fazer a transformacao de
coordenadas e levar a geometria fisica a uma retangular, como

mostra a Figura 4.
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Figura 4 - Transformacao de coordenadas.

Para realizar esta transformagao € preciso determinar

a seguinte expressao:

E(x.y) (3.1)

[laat
1]

n(x,y) (3.2)

3
I

que relaciona as coordenadas no plano fisico e transformado, e

cuja matriz Jacobiana €

[l
~
W

.3)

[J]

onde os subindices indicam derivadas parciais. O determinante

Jacobiano da transformacao €

J = det[J] = &n_, - E.n (3.4)
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Aplicando o teorema fundamental da fungao inversa

| 25|, as Equagbes (3.1) e (3.2) fornecem

e}
]

x(g,n) (3.5)

y(&,n) : (3.6)

«
0

Com a matriz Jacobiana

J, = det[J&] = XgY, T XV (3.8)
onde
-1
[J] = [Jo] (3.9)
Garantida a fungdo inversa, obtem-se as seguintes re-
lagoes:

€ =y d s &, 7 - xJ (3.10)

|
~
(-

Ny =7Y5J »omy T £ (3.11)

Fazendo uso de regra da cadeia obtém-se a transforma-

cao das derivadas parciais.
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fo° £.b * £ (3.12)

Hh
1]

f + f 3.1
Egy n'y (3.13)

As derivadas de ordem maior sao obtidas por aplica-
goes sucessivas das Equacoes (3.12) e (3.13); mais detalhes da

transformacdo podem ser encontrados na referéncia |26].

3.3 - Geracgao do Sistema Coordenado

Para determinar o valor das funcgoes &,n dadas pelas
Equagoes (3.1) e (3.2), faz-se aqui uso de um método automatico
de geracao. Tal método faz com que o sistema natural de coorde-
nadas (£,n) seja solugéo‘de um sistema de equacgoes diferenciais
parciais elipticas no dominio fisico, com condi¢bes de contor-

no de Dirichlet prescritas em todas as fronteiras |26].

O sistema de equacoes elipticas que deve ser resolvi

do para este objetivo &

m
+

sl
1}

xX yy P(€,n) (3.14)

Q(g,n) (3.15)

3
+
3
Il

xx yy

onde P(&,n) e Q(&,n) sao fungoes de controle que regulam a den-

sidade de linhas e pontos coordenados (&,n).

Considere-se o caso da geracao de um sistema natural
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de coordenadas que se adapte as -fronteiras do dominio simples -

mente conexo da Figura 5.

X

Figura 5 - Dominio fisico com sistema natural de coordenadas.
O sistema gerado no plano fisico € representado pelas
Equacoes (3.14) e (3.15), com as seguintes condigoes de contor-

no de Dirichlet.

n=mn; T constante em o

1

n =n, = constante em 0,
o (3.16)

£ = gl = constante em 03

£ = gz = constante em Ty

A solucao das Equacgdes (3.14) e (3.15) com as condi-
coes de contorno (3.16) fornece as funcoes £(x,y) e n(x,y), que
sao as coordenadas nao-ortogonais, usadas na solugao das equa-

coes diferenciais do problema.

Como a solucao precisa ser numérica e o dominio de
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calculo € irregular, o problema da discretizacdo ja aparece na
geracao do sistema de coordenadas. Realizada a discretizagao
das equagoes dadas na forma cartesiana, encontra-se o problema

das interpolagoes nas condigoes de contorno.

Desta maneira intercambiam-se as variaveis dependen-
tes e independentes daquelas equacgoes, solucionando-as em um

plano retangular fixo, segundo a Figura 6.

B G2 C
» #
(o Q,
L
A o D

g

Figura 6 - Dominio transformado.

Nesse plano especificam-se as condigoes de contorno
sobre linhas retas, evitando-se as interpolacoes e escolhendo-
se as cé€lulas da malha em forma quadrangular, com lados de com-

primento unitario por conveniéncia.

Os passos da transformacao das Equagoes (3.14) e
(3.15) de geracao de malhas, do plano fisico para o plano trans
formado, sdo dados em |26|, mesmo para tratamento de dominios

duplamente conexos.

As equacoes transformadas resultantes sao:

ox - 2BXx + YXx + 1

£E £n nn * o7 (PXg Q) = 0 (3.17)
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OLygg - ZByEn + Yynn + j% (Pyg + Qyn) =0 (3.18)

onde os subindices £ e n indicam as primeiras e segundas deriva

das com as seguintes condigoes de contorno tipo Dirichlet.

»
]

fl(g,nl) sobre 0y
y = fz(g,nl) sobre ol*
X = gl(g,nz) sobre 02*
y = gz(g,nz) sobre o,
' (3.19)
_ *
X = fs(gl,n) sobre o
y = f4(£1,n) sobre 03*
X = gs(gz,n) sobre'o4

y = g4(gz,n) sobre 04

Os coeficientes de acoplamento entre as Equacgoes(3.17)

e (3.18) sao as componentes do tensor métrico gij mostrado em

|26 -
o = xnz + ynz (3.20)
B = xgxn + YeVn (3.21)
y = XEZ . YEZ (3.22)

As funcgoes fl’ f2’ g1 8> f3, f4, g3, 84 Sao determi

nadas pela forma do dominio fisico e pelas distribuigbes £ e n,

respectivamente, desejadas nas fronteiras.
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As Equagoes (3.17) e (3.18), apesar de mais compli-
cadas em sua solugdo que as Equagbes (3.14) e (3.15), tém por
vantagem condigoes de contorno mais facilitadas, ja que sao es-
pecificadas sobre um contorno reto, evitando-se assim o proble

ma de interpolacgoes.

Pelo uso das equacoes transformadas, todo o trabalho
de computacdo necessario para gerar o sistema de coordenadas
e, posteriormente, para resolver o problema fisico, sera execu-
tado sobre uma malha quadrangular fixa, independente da forma
do dominio fisico e independente do espacamento escolhido entre
as linhas coordenadas. A grande vantagem desse procedimento e
que o codigo computacional fica independente da geometria consi
derada. Com a equacgao no plano transformado ela € aproximada

em diferengas finitas.

3.4 - Controle de Espacamento entre Linhas e Pontos Coordenados

Como P(£,n) e Q(&,n) sao as funcoes de controle que
regulam o espacamento entre linhas e pontos coordenados, € pos-
sivel produzir grandes concentragoes de coordenadas como deseja

do.

Faz-se uso, nesta dissertacao, do critério adotado
pbr Thompson et al. |26 |, que sugerem que P e Q sejam calcula-
dos por somas de fungoes exponenciais que regulam a atragao ou
repulsao para linhas em seus primeiros termos e atragao ou re-
pulsao para pontos nos segundos termos, respectivamente. Tais

funcbes tem por valor
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m -ciIE-Eil
P(g,n) = - ¢ aisgn(g-g.)e -
i=1 1
m -4, Y(8-€.)% + (n-n,)?
L b.sgn(g-£.)e J ) ]
521 3 j (3.23)
m -ciln-nil
Q(g,n) = - L aisgn(n—ni)e -
i=1
m -d. Y(£-£.)% + (n-n.)?2
£ b.sgn(n-n.)e J J J
j=1 J J

(3.24)

Para o caso de P(&,n), que regula as interagoes entre
as 1%nhas £ em seu primeiro termo, o coeficiente ay junto com
o expoente s dara a atracao para uma linha definida &, onde
valores crescentes positivos do coeficiente para um mesmo  ex-
poente produzem maior atracao para a dita linha. Agora, se o ex
poente aumenta com um mesmo coeficiente, as linhas mais afasta-
das da linha & de referencia refletirao menor atragao. Se o coe

ficiente for negativo, produz-se uma repulsa entre as linhas.

No segundo termo a funcao P(&,n) regula a atracao pa-
ra pontos por seu coeficiente bj e seu expoente dj' Se maior €
o coeficiente bj e também seu éxpoente dj’ dar-se-a maior atra-

¢ao para o ponto desejado e vice-versa.

Estas mesmas consideragoes sao avaliadas para o caso

das linhas n, reguladas pela funcao Q(&,n).

Os sinais sgn sao introduzidos por efeitos computa-
cionais, devido a descontinuidade de P e Q, que podem tomar o}
valor de 1, 0, ou -1, dependendo de o valor de x ser positivo,

zero ou negativo.
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Valores dos coeficientes a, b como dos expoentes c e
d para uma malha em particular sao dados no Capitulo 8 dos re-

sultados.
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CAPITULO 4
TRANSFORMACAO DAS EQUACOES GOVERNANTES

4.1 - Introducao

N

Obtido o novo sistema de coordenadas, € necessario

transformar as equacgoes governantes do sistema dado originalmen

te, para o novo, o que & feito neste capitulo.

Discutem-se aspectos referentes as variaveis dependen
tes adequadas nas equagoes de conservacao da quantidade de mo-
vimento e consideram-se alguns aspectos das componentes carte -

sianas do vetor velocidade.

Mostra-se ainda que as equac6es transformadas manteém
sua forma conservativa, evitando o surgimento de novas fontes
e/ou sumidouros das propriedades transportadas nas fronteiras

dos volumes de controle elementares.

4,2 - Variaveis Dependentes para as Equacoes Transformadas

Lembrando que ¢ na Equacgao (2.5) representa u,_'v, T
ou qualquer outro escalar, uma decisao deve ser tomada com re-
lacao a escolha das componentes do vetor velocidade que serao

mantidas como variaveis dependentes no plano transformado (£-n).

Por ser o vetor velocidade uma grandeza vetorial, ele
apresenta, além do seu mdodulo, uma direcdo com suas duas compo-

nentes e um sentido, os quais devem ficar relacionados ao siste
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tema de coordenadas utilizadas. Assim, seja V o vetor velocida-
de atuando em um escoamento bidimensional em coordenadas genera
lizadas, como se mostra na Figura 7. O referido vetor velocida-
de pode ser representado pelas componentes cartesianas u e v,

pelas componentes contravariantes V1 e VZ, e pelas componentes

e VZ’ respectivamente.

covariantes vy

LMhoq

Linhasf

Figura 7 - Componentes cartesianas, covariantes e contravarian-

tes do vetor velocidade V.

Depreende-se da Figura 7 que, devido a nao ortogonali
dade do sistema, as velocidades covariantes e contravariantes
nao sao coincidentes. Para o sistema cartesiano, em particular,
devido a sua ortogonalidade, as componentes covariantes e con-
travariantes sao coincidentes; assim, as componentes do vetor
velocidade em tal sistema sao denominadas componentes cartesia-

nas simplesmente. Maiores detalhes com relacao a geracdo das
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componentes covariantes e contravariantes podem ser encontrados

em |17

A questao que se apresenta, entdo, € quanto a esco-
lha das componentes mais adequadas dé vetor velocidade para uti
lizagao nas equagoes transformadas do movimento. Esta escolha
esta baseada no critério de que apenas uma das componentes seja
responsével pelo fluxo de massa, devendo a outra ter diregao
tangencial a essas linhas, para de fato poder haver uma equa-
¢ao da continuidade com a mesma estrutura do sistema cartesia-

no.

Figura 8 - Componentes contravariantes, e contravariantes sem

normalizacao métrica.

Pela Figura 7 verifica-se que a componente contra-

. 1 . e . . 2 -
variante V° satisfaz este criterio, pols a componente V nao
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transporta massa através das linhas coordenadas £. Contudo, a
grandeza da componente contravariante V1 nao representa a gran-
deza da componente que transporta fisicamente a massa, uma Vvez
que a mesma esta referenciada a um sistema céordenado cujos ve-

tores de base nao sao unitarios.

Desta maneira, a Figura 8 mostra as componentes U e
V, responsaveis pelo transporte de massa, onde U € a componen-
te normal as linhas de & constantes; e V a componente normal

as linhas de n constantes.

Entao, da Figura 8 se pode observar

c
]

V1 cos el (4.1)

<
1}

V2 cos 9, ~ (4.2)

onde U e V s3ao as proprias componentes contravariantes a menos
de um fator multiplicativo inerente ao sistema de coordenadas
(E,n). Elas sao denominadas componentes contravariantes sem nor
malizacao métrica do vetor velocidade. Doravante denominar-se-

ao simplesmente componentes contravariantes da velocidade.

Deve-se indicar que estas velocidades contravariantes
fazem com que a equagao da continuidade no plano transformado
apresente uma estrutura semelhante aquelas para sistemas de co-

ordenadas ortogonais, o que € mostrado no Apendice A.

Como as componentes contravariantes da velocidade sao
as responsaveis pelo fluxo de massa através das superficies dos
volumes de controle, seria natural escolhe-las como variaveis

dependentes no plano transformado. Esta escolha, entretanto,



35

acarreta equacgoes transformadas muito complexas, dificultando a

interpretacgao fisica dos termos resultantes |17

Por este motivo, neste trabalho optou-se por manter
as componentes cartesianas do vetor velocidade como variaveis
dependentes, obtendo-se equagoes transformadas bastante simples

e de facil manipulacdo numérica.

4.3 - Transformacao das Equagoes Governantes

Antes de fazer as transformacoes das equagoOes gover -
nantes € preciso evidenciar alguns parametros que tém relacdo

com tais equacgoes.

Da mesma maneira que as componentes éovariantes e con
travariantes de um vetor podem ser correlacionadas num dado sis
tema de coordenadas {ei}, elas também podem ser relacionadas a
outras componentes desse vetor, definidas num outro sistema car
tesiano de coordenadas {ui}. Uma vez estabelecidas aquelas rela
goes, ter-se-a executado uma transformagao de sistemas de coor-
denadas. Assim, as componentes covariantes do vetor velocidade

V sobre esse novo sistema tém por valor. (Ver Apéndice A).

U, = V.Gi (4.3)

. > . -
Considerando o valor de V associado as componentes con

travariantes no sistema generalizado (£,n), mostra-se que

U. = g.. Vv (4.4)
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onde
g;; = e. .U, (4.5)

O tensor métrico gij € a matriz que define a transfor

macao de sistemas coordenados com

11 812
g = (4.6)
821 822
onde
g11 = q (4.7)
812 7 821 7 P (4.8)
872 T Y (4.9)

As expressoes destas componentes foram definidas pe-

las Equacoes (3.20), (3.21), e (3.22), respectivamente, no Ca-

pitulo 3.

Comentarios mais especificos sobre tensor métrico em
bases covariantes e contravariantes podem ser encontrados em
127].

No Apéndice A sao calculados os comprimentos e areas

do dominio fisico em funcdo destas métricas.

Aplicando a transformagao geral definida pelas Equa-

cio (3.1) e (3.2) sobre a equacdo genérica cartesiana (2.5), po



de-se reescreve-la para o dominio transformado mantendo sua

ma fortemente conservativa (ver Apéendice A), como

QJ‘QJ
3T

o , of
ot &
- q
! J
- 1
E j(ng +
= 1
F j‘(an +
~ 1
R j(EXR +
~ 1
S j(an +
pt _ BY

J
gb - S

J
A Tabela 2

+ PP - %% + %§-+ 3¢ (4.
(4.

EyF) (4.
nyF) (4.
£yS) (4.
nyS) -_(4-
(4.

(4.

mostra as grandezas S¢ e P¢, que sao
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for

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

0S

termos fontes e de pressao para as equacOes governantes trans -

formadas.
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p? para as equacoes
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Tabela 2 - Grandezas S7, governantes
transformadas.
Equagao da Equacao de Equacao de Equacao da
Continuidade | Movimento em u | Movimento em v Energia
Grandeza =1 ¢ =u o =v ¢ =T
u u v v T T
§¢ 0 SF + SS SF + SS SF + SS
J J JEp
R oP oP oP aP
224 0 GGevn ~ aedd | Grke ~ 38 0
Inserindo as Equacgoes (4.11) a (4.17) equacao

(4.10) e substituindo os valores de q, E, F, R e S segundo as

Equagoes (2.6) a (2.10), ap0s alguma manipulagao algébrica

tém-se

3 3 b _
(ppd) + gg(pu¢d) + Sﬁ(pv¢d) + P =

9
at

[

5 d
PASSE

-
©

) ¢

|
|

99y , 3 kL) g
* Coam) * 3n(Cagm * Co3e) * S

Y
QL
=

Esta formulacdo transformada mantém uma estrutura

melhante a da equagao dada no sistema cartesiano.

ob-

(4.18)

Os coeficientes da Equacdo (4.18) tem por valor

adr®a

(@]
il

-BJI'"d

(@]
]

C =

(4.19)

(4.20)
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c, = vJirda (4.21)

No Apéndice A mostra-se que as componentes contrava-

riantes do vetor velocidade tém por expressao

(ynu - XnV) (4.22)

(e
]

V= (x,v - ygu) (4.23)

3

Portanto, as equagoes que governam o problema de con-
veccao forgada bidimensional, com aplicagao ao lago de  geome-

tria arbitraria e profundidade d variavel sao

Continuidade

3(Ud) , 3(Vd)
9f on

= 0 (4.24)

Movimento para u

1 3 3 3 _ . 9P 5P
j SF(QUd) + BE(QUUd) + an(pVUd) - ( agyn+ any€)d +
3 ou Ju P ou ou alu
52(C13g * Comn) * 30 (Cazyy * Cop) * S (4.25)

Movimento para v

P ya +

1 9 9 d _ oP
J §f(de) + EE(QUVd) + §ﬁ(pVVd) = L-gﬁxg + 3%

9 oV oV ) oV Vv AV
EE(Clﬁf + Czsﬁ) + sﬁ(c4§ﬁ + CZEE) + S (4.26)
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Energia
l 9 ) 9 _ 9 oT oT
3 5e(pTd) + gg(pUTd) * 5 (pVTd) = gg(Clgg * Coayy)
3 aT T al '
37 (Cazm * Co38) *+ S (4.27)

Pode-se notar que, nas Equacoes (4.25) a (4.27), di-
ferentemente do que ocorre nas equagoes no plano cartesiano, a-
presentam-se oS termos distivoslem derivadas cruzadas, que
correspondem a termos nao ortogonais envolvéndo o} coeficiente

C,» o que sera analisado do Capitulo 5.

E importante observar que € também possivel definir

uma nova velocidade contravariante como

U = Uud (4.28)

<
i

vd (4.29)

o que coloca as Equacgoes (4.24) a (4.27) na mesma forma daque-

la mostrada em |17|. Neste caso, U continuaria representando o

valor numérico da vaziao volumétrica.
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CAPITULO 5

METODO DOS VOLUMES FINITOS APLICADO AS
EQUACOES GOVERNANTES NO PLANO TRANSFORMADO

5.1 - Introdugao

Uma vez escritas no plano transformado, as equagoes
governantes sao discretizadas e ~ integradas sobre um volume

elementar, resultando em um esquema conservativo.

Inicialmente, integra-se a forma diferencial sobre o
volume elementar, para os volumes internoé. Em seguida sao fei-
tas as aproximacOes numéricas, obtendo-se as equagoes algébri-
cas para os volumes finitos para um campo genérico ¢. As condi-
coes de contorno ficarao incorporadas, na medida em que sejam
realizado balancos nos volumes elementares do contorno, de acor
do com a condigao de contorno existente na fronteira em ques-

tao.

5.2 - Disposicao das Variaveis Dependentes na Malha

Como o problema em estudo apresenta mais de uma in-
‘cognita, € necessario definir a posigado relativa das mesmas na
malha computacional. Uma discussao detalhada a respeito pode
ser encontrada em |17|. Mostra-se que a diposicdo mais adequada
€ aquela onde as velocidades responsaveis pelo calculo do fluxo
da propriedade, estao localizadas no centro das quatro faces

dos volumes de controle para a continuidade. Ou seja, as veloci



42

dades devem ser localizadas onde s3o necessarias para realizar
os balangos de massa, evitando o calculo de médias de velocida-

des na equacao da continuidade.

Quanto as pressdes, devem ser localizadas na malha de
forma tal que as velocidades sejam controladas por gradientes
de pressao fisicamente consistentes |28]|. Para conseguir isto,
elas sao armazenadas no centro das células, enquanto que as
velocidades o sio nas supérficie. Outros eécalares, como tempe-
ratura, propriedades fisicas, etc., sdo armazenados conjuntamen

te com a pressao, como se mostra na Figura 9.

Observa-se ai que, para a pressao, € mantida a mesma
disposigao prevista para sistemas ortogonais. Em tal caso, como
a equagao do movimento possui gradientes de pressao em duas
direcoes, aquelé paré a pressao resulta em um esquema de nove

pontos.

No prdoximo capitulo se desenvolvera a equagao para a

pressao.

Como se indicara, na secao (4.2), sobre a convenien-
cia de utilizar um procedimento de que participem tanto as ve-
locidades cartesianas como as contravariantes, faz-se necessa-
rio, em tal formulacao, o conhecimento das duas componentes car
tesianas e contravariantes do vetor velocidade em cada face dos
volumes de controle para a continuidade. Assim, A Figura 9 mos-
tra a disposigao dos volumes de controle para esqu velocidades
atraves das equacoes de movimento, e dos volumes de controle pa
ra as equacoes de continuidade e energia. Em modelos mais Te-
centes em desenvolvimento |29/, apenas u e U sao armazenados

nas faces este e oeste, e, v e V nas faces norte e sul.
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Volume de controle
para u,v,V

/__—‘

]
T —
"
-

| S S | i |
| | I Volume de controle
- | _4#_ ) + ~"para u,v,U
f I
! I f///
L. L _ ol __J
. | u | ]
n
Volume de controle para
£ continuidade e energia

m Pressto, Temperatura, ou outro
escalar qualquer.

—= Velocidades u,v,U.

t Velocidades u,v, V.

Figura 9 - Posicao das variaveis na malha adotada.

5.3 - Equagoes Aproximadas no Plano Transformado

Na equagao diferencial parcial em sua forma genérica,
no plano transformado, aplica-se o método dos volumes finito

a cada célula do dominio, como se mostra na Figura 10.
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NW NE

77
An=1 Woowe e E
/2

SW SE

Figura 10 - Volume de controle elementar no plano transformado.

Como a equagéo diferencial nos apresenta a conserva -
956 da massa, quantidade de movimento, energia, etc., sobre vb—
lumes de controle infinitesimais, da\mesma maneira, ao fazer' a
integracdo em dita equacdo diferencial, ela nos representa a
conservagao das propriedades sobre volumes de controle finitos.
Isto &, a conservacao € conseguida via balancos dos termos da
equagao diferencial com suas respectivas aproximégBes em dife -

rengas finitas.

Antes da integracao da Equacgao (4.18), € preciso pro-

ceder a um ordenamento da mesma, da maneira seguinte:
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5 - d
T e (p0d) + 57(sUsd) + L (pvod) + BY = FH(CigD) +
d 3¢ A
57(Caay) + ST® | (5.1)
onde
b - gd , 9 a
ST - 5% + ag(czan) zag) (5.2)

Este novo termo fonte contém os termos de derivadas
cruzadas nao ortogonais. Optamos neste trabalho, em manter 0Ss
termos com derivadas cruzadas no termo fonte. Na realidade, os
mesmos poderiém ser tratados implicitamente, dando origem a um
esquema de 9 pontos, que nao apresenta nenhuma dificuldade
para a sua solucao. A manutencao, ou nao, dos mesmos no termo
fonte depende de suas magnitudes. Quahdo a malha utilizada e
quase-ortogonal estes termos podem ser mantidos no termo fonte
sem problemas de qualquer espé€cie. Para malhas altamente | nao

ortogonais, cuidados devem ser tomados.

Muitos trabalhos realizados pelo Grupo de Simulagao
Numérica da UFSC, mostram, entretanto que, mesmo em casos bas -
tante nao ortogonais a manutencao dos mesmos no termo fonte

nao apresentaram problemas de convergéncia.

Fazendo as integragoes no espaco e tempo nos termos
da Equagao (5.1) sobre o volume de controle da Figura 10, tem-
se

n t+ At
fn% lp¢d] - lp¢d|t}dndE +
n

[ a'As |
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t+At n .
s fn{|oU¢d|e - |pU¢d| }dndt +
t ns
t+At £
;o I%{|pved]| - leVed| }dedt +
t Ew
t+At £ n _
;18 M p%naeat -
t g g
t+At n
£ "{lc3Ele - 1C 320, banat + (5.3)
S
t+At £ |
9 9
[ Lotegly - eyl dasde -
w
t+At £ n_
;s % ™ S1ldndedt
t gW nS

onde t € o nivel do tempo e At € o avango de tempo. Por conve-
niencia, representa-se o nivel de tempo t por n, t+At por n+l
e t+6At por n+6, com 6 variando entre zero e um. Quando se
tem 6 igual a zero, diz-se que a formulacao resultante esta na
forma explicita; quando & € diferente de zero a formulacao se
diz implicita.

Como € imperativa a avaliacao do valor da proprie-
dade e do ‘valor de éua derivada normai nas interfaces do
volume de controle, uéam—se aproximagoes baseadés no "Esquema
‘de Diferencas Ponderadas a Montante' (WUDS) de Raithby & Torran
ce ISO]. Deve-se notar que 65 valores de ¢ sao conhecidos nos
centros dos volumes elementareé, e, portanto, fungGes de inter-
polacoes sao assumidas de acordo com a fisica do problema. Des-

ta maneira, as fungoes aproximadas nas faces dos volumes elemen
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tares sao:

6 = 13 * glop + 13 - 5 10 (5.4
L I% B &WI¢P ¥ i% + oo loy (5-3)
¢n ) |% ' c-JLnlq)P * l% ) &n|¢N (5-6)
¢s N l% B Oleq)P * I% ¥ 0leq)S (5.7)
e as aproximacoes para os termos difusivos
Clg_(ﬁble - ¢, B, i%;—& (5.8)
clg—‘g . c1W B j‘pr;_"’w (5.9)
c4-g-%|n = ¢, B %jﬁ (5.10)
c4%% . = Cue By i%jé (5.11)

onde a e B sao funcoes peso - determinadas de acofdo com a impor
téncié dos processos convectivos e difusivos do problema. Rai-
thby § Torfancé |30] apresentam express6es-due sao as mais cor-
rentemente utilizadas para estes esquemas - chamados hibridos-,
que foram posteriormente modificados por Raithby |31], e serao

as utilizadas neste trabalho. -
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. re2 |
a | = —2 (5.12)
e 10 + 2r °
e
1+ 0.0057r,° |
B, - ° (5.13)
1 + 0.05r
e
- PUAE
com r, T7a |e (5.14)

sendo r_ © numero de Peclet baseado no Af correspondente as com
ponentes contravariantes e avaliado na face '"e" para este caso.
Um estudo detalhado sobre os efeitos convectivos e difusivos €

proporcionado por Spalding |32].

Assim, os coeficientes a e B sdo fungdes do campo de
velocidades, podendo mudar de um esquema WUDS para um esquema
de "Diferengas Centrais" quando as velocidades sao pequenas,
com difusdo dominante, e levar de um esquema WUDS para um eéqug

ma de '"Diferencas a Montante'" para casos altamente convectivos.

Rearranjando os termos da equagao integrada e introdu
zida nesta, a equacao da continuidade em sua forma de diferen-

cas finitas
{lpUd|e - IpUd]w}An + {ldeln - |de|S}Ag =0 (5.15)

resulta a seguinte equacgao:

1 n+1AV * n+b _ n+o n+o - N+6
ijqP¢P at T Apdp T Aty Aydy o Apdy

n+6 _:_1_ n AV _ A¢ ~ ¢) A 16
Ajdg ~ + Fopdpop zx ~ LIPT[|AV + L|ST" |AV (5.16)
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" "

com AV como o produto de An por Af, que deve ser igual a "um" ,
e so0 € mantido para visualizar melhor as intepretagoes fisicas

da expressao.

LIP"| e LIST¢|550 os termos de pressao e fonte, de-

?

senvolvidos em diferencas centrais através do operador L.

Os valores dos coeficientes sao

- 1 _ - = '
A, = - M (5 -3a,) + B.D, (5.17)
A = M(@E+3)+8D (5.18)
W w2 w W W '
A= -M(3-3a)+B (5.19)
n n-2 n n n )
AL= M (3+3) +BD (5.20)
S s ‘2 S s s ’
*  — i
A Ay * A+ A+ A - (5.21)

onde a parte convectiva € dada por

n+o6

Me = pUd o An (5.22)
n+o

Mw = pUd W ‘An (5.23)
n+e‘

Mn = pVd 0 AE (5.24)
n+o

Ms = pVd s AE (5.25)
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e os termos difusivos por

D_ = Cp, -ﬁ—’gl (5.26)
D, = Cyp, %% (5.27)
D_=C, %% (5.28)
D, = C,q %% (5.29)

Fazendo 6=0 na Equacgao (5.16), a equacao resultante
avanga a variavel ¢ de um modo explicito. Com esta condicdo e

para garantir a positividade dos coeficientes deve-se respeitar

|28 |
pAVd
P P _ ' _
At < ——ng— Atmax _ (5.30)
onde Atmax € o valor maximo de avanco que pode ter At, sendo

ele variavel em cada volume de controle.

Quando se tem interesse no transiente real, o valor

de At usado. & o mesmo para todas as equagoes e todos os volu -

mes de controle. Neste caso At deve observar a seguinte expres

sao

At = EAt : (5.31)
max :

Onde E € um fator multiplicativo de tempo, menor ou
igual a unidade para formulacao explicita. Portanto, na Equacdo

(5.16) introduzindo o valor de E temos a formulacdao explicita
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A*

P n+l .(1 - E) n n n n n
T T A TE Ot Ate Ay Ay Y Agdg -
L18®|av + L|ST®|av (5.32)

Quando se tem interesse no regime permanente, pode-se

usar fatores de relaxagao para uma convergencia mais rapida.

Fazendo 6=1, obtém-se a formulacgao implicita, onde o
valor de E pode ser maior que a unidade, e atingir mais rapida-

mente a solugdo do problema. A equagdo para a formulagao impli-

cita €
A q)n+1 3 AP ¢n + A ¢n+1 + A ¢n+1 + A ¢n+1 +
P"P “ (1 + BE)'P e’ E w'W n-'N
As¢g+1 - 1% av + L|sT? |V (5.33)
com
p,AVd
= * P P
Ap = AS + — 5 (5.34)
usando-se as eguagoes (5.30) e (5.31)
p AVd A%
_p P _ P (5.35)
JAt E
e
» (1 + E)
AP AP E . (5.36)

Como o valor de ¢, na formulacao explicita tem restri
P s P 1

cdo de avango, € recomendavel usar a formulagao implicita. Nes-
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te caso, precisa-se de um sistema de equagéés lineares para sua
solugao, que pode ser obtida através dos métodos linhas por 1li-
nha, solugao direta, ou ponto por ponto - que € utilizado nesta

dissertacgao.

As equagoes governantes na formulagao u-v para os vo-
lumes finitos, na forma implicita, para as equacoes de movimen-

to e energia, sao

Continuidade

{|pUd|e - ]pUdlw}An + {lde|n - IQles}Ag =0 (5.37)
Movimento para u
n+l _ n+1 n+l n+1 n+l
ApUp & = AGUp T AU T+ Ajug T 4 Agtg #
AP n su U
T+ E Y - L|P|av + L|ST AV (5.38)
Movimento para v
n+l n+l n+1 n+1 n+l
ApVp = AVE Ayt ALYy AsVs
—»—f\—P——-vn - L|BY]|av + L|STY |av 5.39)
(1 + E) P | (5.
Energia
n+l _ n+l n+l n+l n+1l
ApTp = = ATg — + ATy~ + ATy + AT
A
p n a.T
Ti*’_TE—) TP + LIST IAV (5.40)
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Para resolver este sistema de equagoes em forma ite-
rativa, ha que se obter a equacdo para a pressao, o que se fara

no proximo capitulo.
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CAPITULO 6
ESQUEMA NUMERICO DE SOLUCAO
6.1 - Introducgao

Neste capitulo sao apresentadas as equacoes do movi -
mento em termos das componentes contravariantes do vetor veloci

dade.

Apresenta-se ainda um método iterativo para tratar do
acoplamento pressao-velocidade, apresentando suas equagdes pro-
prias para correcao de velocidades e atualizacao da pressao,bem

como, a técnica para obter a equacao para a pressao.

6.2 - Equagoes do Movimento em Termos de U e V

Como definido no Capitulo 4, as componentes cartesia-
nas do vetor velocidade sao as variaveis dependentes do proble-
ma. Como se esta tratando aqui com volumes finitos arbitrarios,
para a realizagao de balancos de massa nas fronteiras destes vo
lumes, € necessario o-conhecimento de u e v no mesmo ponto, ja
que nem u e nem v sao normais as faces. Do ponto de vista com-
putacional, contudo, nao € interessante ter-se que resolver as

equagoes do movimento para u e v no mesmo ponto.

Ficou mostrado também, no Capitulo 4, que a componen-
te contravariante U € a responsavel pelo fluxo de massa nas fa-

ces Este e Oeste, e V a responsavel para as faces Norte e Sul.
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Portanto, & recomendavel que as equagdes do movimento sejam re-
solvidas também para estas variaveis, que sao as que fazem par-
te da equacao da continuidade. As equacdes do movimento sao,

entao, escritas para as variaveis contravariantes.
Uma analise detalhada pode ser encontrada em |[17].

Fazendo uso das Equagoes (5.38) e (5.39) em combina -
cao com as Equagoes (4.28) e (4.29) obtém-se as equagdes do mo-

vimento para as- variaveis U-V.

2 2
= - f _ |AP aAVd AP BAVd
Up = Up 'Ag i }An ’ (6.1)
p
_ AP yAVd AP BAVAZ
R \p & S (6.2)

Ag \Y P
A
P

Onde os valores de U, e §P sao dados pelas seguintes

P
expressoes
. AU ' AV
Up = XﬁluEdPynP - VgdpXp| 0 | UdpYnp = VdpXnp|
P p
Ag | AS
g |"N3pYnp T VNdpFap| * O lusdpynp"vsdpxnpl
Ap Ap
Bp
_r (6.3)
0
p

+ﬁw_ ud

|vwdpXep ~ UndpYep

+
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AL Ay
v |Yndp¥ep ~ UdpYep| * ¥ | VsdpXep ~UgdpYep| *
Ap Ap
By
. (6.4)
A
P
e 0S novos termos fontes sao
Au
- U P -
Bp = |13p up * L[STUIAVldPynP -
AV
llf; v, + LISTV[AV'dPan (6.5)
AV
-V p SV _
Bp 73 Vp * LIST [AV'dPXEP
Au
Ap R
oE Y * L]STUIAVldPygp (6.6)

E necessario indicar que os coeficientes para um mes-
mo ponto em particular, em um volume de controle, sao identi-

cCos, ou seja:

Ag = A; = Ag para volume de controle de U
AY =AY =AY lume d le de V 6.7
p = Ap = Ap para volume de controle de (6.7)

Observe-se, portanto, que, apesar de as equagoes apre

sentarem nomenclatura diferente para os coeficientes acima men-
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cionados, eles ocupam o mesmo espago de armazenagem no computa

dor.

Como se pode ver nas Equacgoes (6.3) e (6.4), estas
componentes contravariantes ficam ainda em fungao das componen-

tes cartesianas. Para prescindir desta situacao € possivel fa-

zer uso das relacgoes inversas das Equacoes (4.22), (4.23), que
sao
u = Jd(ng + Vxn) (6.8)
v = Jd(Uyg + Vyn) (6.9)

e converter toda a equacgao em funcao das componentes de veloci-

dades contravariantes.

Tal procedimento, entretanto, nao € atraente, po1s
tornaria a equacao exessivamente complexa, conforme ja comenta-
do no Capitulo 4, quando se optou pelo uso das componentes u -V
como variaveis dependentes. O procedimento adotado neste traba-
lho €, pois a manutencao destas componentes nas equagoes, Sen-
do as mesmas recalculadas a cada iteracao através do uso das

Equagoes (6.8) e (6.9).

6.3 - Metodo para Tratar o Acoplamento Pressao - Velocidade

Conforme indicado no Capitulo 2, quando a massa espe-

cifica € constante no. dominio ou € funcao da temperatura  ape-
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nas, a equagao de estado nio podera mais ser usada para a  de-
terminacao da pressao; passara a ser uma equagao que determina-
rd a massa especifica. Desta maneira, ndo existe mais uma equa-
gSo para avangar os valores de pressao durante o ciclo iterati
vo. Os esquemas numéricos criados para avancar os valores de
pressao sao os chamados métodos que tratam o acoplamento pres-

sao-velocidade.

Existem varios métodos e uma analise deles pode  ser
apreciada em [18|. Neste trabalho usa-se o método PRIME - '"Pres
sure Implicit Momentum Explicit" -, conforme descrito em |[17]| ,

que simplifica o ciclo iterativo, eliminando o} procedimento
usual de dois passos, fazendo a correcao da velocidade e o cal-

culo da pressao em um Unico passo.

Isto € conseguido fazendo-se uso das Equagoes (6.3) e
(6.4), onde as velocidades ﬁP e §P sao conhecidas em fungao das
velocidades da iteragéo anterior, e sao inseridas na equacao da
conservagao da massa, conduzindo a equacao da pressao. Este no-

vo campo de pressao avangado € substituido novamente nas Equa-

coes (6.1) e (6.2) para corrigir as velocidades.

Portanto, o processo iterativo para a resolugao do
sistema de equagoes governantes discretizadas, pela wutilizacao

do método PRIME, € o seguinte:

(1) — Estimar os campos de pressao P(£,n), de tempera
tura T(Z,n) e de velocidade u(&,n) e v(€,n) no

dominio.

(2) — Calcular os coeficientes das equacoes de movi -

mento para u e para v, que sao 0S mesmos  para
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UeV.

(3) — Calcular as velocidades 0 e VU das Equacées

(6.3) e (6.4), com o campo de velocidades carte

sianas da iteracgao anterior.

(4) — Resolver a equagao para a pressao. (Ver proxima
Secao) .
(5) — Corrigir as velocidades U e V com este novo cam

po de pressoes, usando as Equacoes (6.1) e

(6.2).
(6) — Calcular U e V, nao exigida para satisfazer a
continuidade, usando as equacgoes abaixo. (ver

Figura 11).

U = (UA + UB + UC + UD)/4 (6.10)
Vv = (VA * Vgt VC + VD)/4 (6.11)
(7) — Calcular as velocidades u e v usando as Equa-

coes (6.8) e (6.9).

(8) —Voltar ao item (2) ate convergir o campo de ve-
locidades. Estas iteracoOes sao necessarias pela
nao-linearidade e pelo acoplamento entre as e-

quacoes.,

(9) — Calcular os coeficientes para a equagao da ener

gia.
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(10) Resolver a equacgao (5.40) da energia para calcu-

lar a temperatura.

n o n
VA VB

Ua n Us o V =
u_ Ve Vo

Fk - Uo o =

Figura 11 - Determinagao das componentes contravariantes U e V
nao necessarias para satisfazer a conservacgao da

massa.

Deve-se ressaltar que os sistemas de equagoes pa-

ra as velocidades ndo sao resolvidos diretamente. Elas

sao avancgadas durante o ciclo iterativo de uma forma semelhante
a utilizada no método de Jacobi, que € uma técnica ponto por
ponto e dai a semelhanca com o método explicito; sO uma equagao

da pressao € resolvida em cada iteragao.
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6.4 - Obtencao da Equacao para a Pressao

Chega-se a esta equacgadao introduzindo-se as equacgoes
de movimento discretizadas para as faces do volume de controle,

na equacao da continuidade.

As equacoes de movimento nas faces para o volume de
controle da Figura 12, com as velocidades que participam no ba-

lanco de massa, sao da mesma estrutura que as Equacgoes (6.1) e

(6.2).

W N g NE
Vn
I
w_ | p_| E
—] ] L —

. }U@ _TUe
L_ Vs |

aSW xS aSE

Figura 12 - Volume de controle da continuidade, com as velocida

des que participam no balango de massa,

De acordo com a Equagdo (6.1), com as velocidades par

ticipantes no balango de massa segundo a Figura 12, tem-se as
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seguintes expressoes com aproximagOes de segunda ordem para os

gradientes de pressado:

2 2
_ aAVd i BAVd
Uo = Ug T aelePE ~ Pp) * | U an|e®N Py -
A 4]
Pe - Pp) (6.12)
g =5 - Jeevall oo p L lsavadt | oL s
4 \ AU AEIW P W 4AU An|(w "N NW
p p
Pe - P) (6.13)
g% - |Yavdl| oy, |savd? (P + P -
n n AV An{n "N P 4AV AEIn " E NE
p p
Py - Py (6.14)
. s WNZE N
Vé =V§ V An s(PP - PS) * V AZ s(PE M PSE -
Ap 4Ay
P, - Pg) (6.15)

Substituindo as Equacgoes (6.12) a (6.15) na equacgao
da continuidade Equagao (5.37) e reordenando os termos, tem-se

a seguinte, denominada '"Equagao de Poisson para a Pressao"

AP = AePE + AwP

pYp + AnP + AP, + A P + A_ P

W N f%s T fne'NE T fnw w7

AsePSE + AswPSW + B (6.16)
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onde

A = anva? aavd® yAde YAVd2 (6.17)
P U AE|w U AE|e V An|n V An|s )
A A Ap A
p p p
2 2
A - |eovd Bavd? gava® (6.18)
e ,Ag At e 4AV BEn |4V BE]s
p
o = |eava?®| L |savd® INCE (6.19)
w o | JUBE|lw T |V BE MEEE .
p p p
o = |xova®] o, |sava® | |savd? (6.20)
n AV Anin 4AU An|w 4AU An :
p p 144p
_ [yava? INCE aava’
Ay = 1"V anls ~ |0 Bn|w * |0 Bn|e (6.21)
Ap 4n3 4A]
2 2
__ |savd BAVd
Ane U Anje ~V AE(n (6.22)
4A 4A
p p
BAVd NG
- 6.2
Ase 4AU An |4AV AE ( 3)
p p
W - |sova’ gava® (6.24)
nw | An|w T |,V BE|n :
p p
2 2
8AVd gava‘
A = - _ (6.25)
SW 4Ag An|w 4AV .V AE|s
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B=9y.V=00 -0 +y -7 (6.26)

Demonstra-se facilmente das expressoes dos coeficien

tes que
Ay = A + A + A + A
P n w
A+ A _+A + A =0
ne se nw SW
Os coeficientes encontrados sao validos exclusivamen

te no dominio interno do volume de controle. Para o caso da
fronteira o procedimento € similar, ondé as velocidades contra-
variantes presentes nas faces que participam do balanco de mas-
sa sao inseridas na equacao da continuidade para obter a equa-
cao de Poisson com seus respectivos coeficientes. Isto € reali-

zado no Apéndice B,

A equacao de Poisson nos mostra que a pressao tem uma
dependéncia de 9 pontos. Se a malha & semelhante a uma do tipo
ortogonal, entao a pressao mantém uma forte ligagdo com os pon-
tos W, E, S e N, e uma débil dependéncia com os pontos SW, SE,
NW e NE da Figura 12, Se a malha € ortogonal com B=0, tem-se um
esquema de 5 pontos. Quanto mais'néo—ortqgonal.é a malha, maior
a ligacao entre a pressao e os pontos diagonais, nao deixando,
entretanto, de manter Sempre a ligagao forte com os pontos para
lelos, uma caracteristica importante da metodologia aqui utili-

zada.
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CAPITULO 7

CONDICOES DE CONTORNO

7.1 - Introducgao

Até o momento, apenas a equacgao diferencial discreti-
zada governante do fenomeno foi estabelecida. Para completar a
formulacao do problema, € necessario especificar as condigoes
de contorno e implementa-las de forma discretizada no plano
transformado. A implementacgao destas condicoes € de fundamental

importancia num método numérico, pois sao um dos principais fa-

tores que produzem o avanco da solucgao quando se trata de um
processo iterativo. O processo de aplicagao das condigoes de
contorno esta ligado a localizacdo das variaveis na malha, as

quais podem estar ou nao sobre a fronteira.

Neste capitulo, mostram-se as condicgoes de contorno
de um ponto de vista geral para todas as variaveis no plano

transformado.

Discute-se a aplicacao da técnica do ponto ficticio

que, neste caso, sera usado apenas para as velocidades.

Avaliam-se também as condigoes de contorno para a
pressao, determinando suas equagoes correspondentes mediante a

aplicacao dos balancos de massa.

Os balancos de calor, por sua vez, se aplicam os vo-
lumes das fronteiras, de tal forma que as condigoes de contorno

fiquem incorporadas na equagao da energia resultante. Quando ne
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cessarios, sao determinados os gradientes de temperaturas nas

faces.

7.2 - Consideracoes Gerais sobre as Condigoes de Contorno

Consideram-se, a seguir, alguns aspectos gerais sobre

as condigoes de contorno em um dominio transformado.

Em primeiro lugar, o dominio € simplesmente  conexo,
convertendo-se suas quatro fronteiras em um retangulo no plano
transformado. Assim, as condic¢Ges de contorno no dominio trans-
formado sao as mesmas encontradas no plano fisico, que serao ma

neadas sobre os quatro lados do retingulo.

As condigoes de contorno, dependem em geral, da posi-
cao das variaveis, que poderdao estar ou nao sobre as fronteiras
do dominio de calculo. A seguir sao exemplificadas diversas pos

sibilidades para aplicacao dessas condigoes.

Uma das técnicas, a do uso dos volumes ficticios, fa-
cilita a aplicacao das condicoes de contorno e estabelece uma
Unica equagao para representar todos os.pontos do dominio, a
qual € obtida através das condigGes de contorho, mediante a se-

guinte equagao geral:

= A ¢ + B _ (7.1)

oN N-1

Para o caso mostrado na Figura 13, temos

Oy = Aop * B (7.2)
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Fronteira

Figura 13 - Volume de controle ficticio no dominio transformado

onde A, e B sao funcoes das condicoes de contorno. Desta for-

ma, a expressao acima € a equacao algébrica para o ponto ficti-

cio.

a) Tipo Dirichlet. Usando ¢ na parede como uma média ponderada
entre os vizinhos

0, = G+ a)by * G- ado, (7.3)

que, colocando na forma da Equagao (7.2), resulta

1
-(5 - o) ¢
6. = 2 \ ¢p + W

. — (7.4)
e e

b) Tipo Neumann. Com fluxo ¢ prescrito na fronteira.
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A equacao para o fluxo ¢ por difusdo € dada por

qn = -k ﬂ) (7.5)

Este caso depende do tivo de malha, ou seja,

bl) Se a malha € ortogonal,

¢, — ¢
"wo_— ﬂ = - _—____P W
Colocando na forma da Equacao (7.2),
- . 9'5x '
b T % T B X (7.7)

b2) Se a malha € nao-ortogonal, o gradiente de temperatura no

plano transformado tem a seguinte forma (Ver Apendice C):

n"o_ 99 - - 1/2 _3_9 _ _1,/2 Y]
q" = -k ;g w " kia J 5T o BJ 31 | (7.8)

que, colocada na forma da Equagao (7.2), resulta

1"

q
kal/2 g

B
qbw - ¢P + ?4_0,(¢NW + ¢N - (bsw - (bs) - (7.9)

Esta forma difere quando se trata de malha ortogonal, porque a

equacao do ponto ficticio passa a depender dos novos pontos NW

(¢33

e SW, também ficticios, conforme a Figura 13; portanto, nao
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recomendavel usar esta técnica para malhas nao-ortogonais.

c) Tipo Robin. Se a condicao na fronteira € de conveccao de ¢,

a condicao de contorno € expressa  por

k22 = (e, - 6 (7.10)

onde, novamente, os dols casos anteriores se apresentam.

Desta maneira, justifica-se o uso da técnica de pon-
tos ficticios sO para as velocidades, uma vez que geralmente
sao conhecidas nas fronteiras. Como a pressao e a temperatura
ficam armazenadas da mesma forma (nao sobre a fronteira) e nao
se ﬁsaréo pontos ficticios para estas variaveis, as condigoes
de contorno sao obtidas através de balancos de massa e de ener-
gia para as celulas de fronteira. Desta forma as condigoes de
contorno ficam incorporadas na equagao algébrica do ponto de

fronteira.

7.3 - Condigao de Contorno da Velocidade

De acordo com o que se mostrou na Secao anterior,faz-
se uso da técnica do ponto ficticio para as velocidades contra
variantes, quando nao sao coincidentes com as fronteiras, apli-
cando-se a Equacao (7.1). Isto € valido também. para velocida -
des prescritas ou de derivada nula na saida, mas deve-se ter
cuidado quando sao aplicadas estas condigoes de tipo paraboli-

co para a velocidade, ja que a malha deve estar alinhada, na
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saida, com o vetor velocidade |35|. Se esta condigcdo n3ao € sa-
tisfeita, pode originar-se um problema de divergéncia numéri -

ca, conseqliencia da nao conservacdao da massa.

7.4 - Determinacao dos Gradientes de Pressao nos Volumes de Con

trole das Velocidades Situados na Fronteira

Como as equagoes de movimento discretizadas sao fun-
cao do gradiente de pressao, € preciso avalia-lo quando se es-

ta trabalhando num elemento de fronteira.

Seja a Figura 14 onde se quer avaliar o gradiente de
pressao %% para o volume de controle de V, no ponto 3, median-

te uma aproximacgao de segunda ordem.

/]
w—/\’/\"\‘——-\&
- - !
]
| !
L___EP__J nE
as aSE
4
n 7
| /__/
_\——-‘

Figura 14 - Volume de controle da velocidade V na fronteira. A-

valiagao do gradiente %g)s.
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Tal aproximagao de segunda ordem, utilizada em |17

tem como perfil, no plano &-P o indicado na Figura 15,

P
f§ 3
| 2
] |
A
< ] I 1
E ’ | | |
1 ! !
5 l
5 | | |
o ! | |
w A { ] | E
1/2 3/2 5/2

Figura 15 - Aproximacao do perfil de pressao na fronteira.

Portanto

P(E) = a_ +ajf+ azgz (7.11)

Fazendo algumas oneracoes,

(7.12)

O gradiente na fronteira € determinado passando a pa-

rabola pelo terceiro ponto, obtendo-se

_3, .S 1s
a = 3 P 1 P2 + 3 P3 (7.13)
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a, = - P, + 3P, - 2P, | (7.14)
a, = :% - P, 4 i; (7.15)
%g)f = a, | (7.16)
%%)3= -% P, + 2P, - i% (7.17)

Deve-se atentar para a localizagao dos eixos com re-
légéo a seqliencia dos pontos na parabola segundo a fronteira,
uma vez que se origina uma troca. de sinais. No Apendice B mos -
tram-se os valores dos gradientes de pressao para outras fron -

teiras.

Com o uso destes gradientes € possivel determinar as
equacoes do movimento para as fronteiras onde eles estao pre-
sentes, e fazer o balanco de massa respectivo para obter a e-

quacao da pressao.

7.5 - Condicoes de Contorno para a Pressao

Como foi mencionado na Secao (7.2), nao se faz uso do
ponto ficticio para a pressao, inserindo-se diretamente as velo
cidades contravariantes, que atuam nas faces do volume de con -
trole, sobre a equacao da continﬁidade |17|, originando a equa-
cao de Poisson respectiva, que atualiza o campo das pressoes e

corrige o campo das velocidades.
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Apresenta-se, agora, o caso de uma fronteira Oeste;

0s outros casos podem ser vistos no Apéndice B.

Considere-se a Figura 16, onde a condicdo de contorno
na fronteira € de velocidade prescrita Uw' Este volume de con-

trole sera identificado pela letra L.

/1
R’\___
T —
j aN aNE
Vn
//@
Uw P /|ye £
e
y -S HSE
n ——__ s
’\//_/

Figura 16 - Volume de controle da continuidade, com suas veloci
dades contravariantes, que participam no balango de

massa na fronteira.

Aplica-se a Equacgao (6.1) para o volume elementar de
fronteira. Como a velocidade na parede € Uw prescrita, a mesma

nao necessitara ser corrigida, e, portanto,
U =10 : (7.18)

8d’

P, +P _ -P_-P
anp|© [Py

NE S SE

adz
AU \e(PE -Pp)+
p

(7.19)
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Vo= Vn - P |nC®y PR 5 5ln [P P T P -
Ap 4Ap
Py * 2(APf)n| (7.20)
2 2
g - & _ {yd~ - gd P. + P - P_ -
Vo =V N ls(PP Pg) + ZXV s | E SE P
p P
Pg * Z(APf)SI (7.21)

onde

AP. € o gradiente de pressao no ponto da fronteira

f
correspondente a sua face, e € dado pela Equacao (7.16).
Inserindo estas velocidades na equacao da continuida
de Equacgao (5.37), obtém-se as expressoes abaixo para o coefi -
ciente e termo fonte para este volume de controle, onde a equa-
cao para a pressao no ponto de fronteira tem a mesma forma da

Equacao (6.16). Para este volume

A=A _ =A_ =0 (7.22)

Ae’ Ane’ Ase permanecem inalterados com respeito aos

valores para volume interior,

2 2 2
- |yd _ |8d Bd
fn T VTn l4AU NI (7-23)
p P P
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2 2 2
AL = |9 (B o |Bd (7.24)
s AV IS anY (e |aaVlS
p p p
Ap = A v A A+ A+ A (7.25)
B = V.V + K ) K | 7.26
o vV’'s V)n (7.26)
2
K =84 ,p (7.27)
v 2 \Y £
Ap

Da expressao do termo fonte B aparecem novos termos,
provenientes do gradiente de pressao, que se derivam quando se
trata de 9 pontos; para uma malha ortogonal, entao, estes ter-

mos sao nulos.

Se a condigao de contorno na fronteira da Figura 16
for de derivada nula, mantém-se as mesmas consideracoes anterio
res para as fronteiras norte e sul, enquanto que seus coeficien
tes ficam inalterados; a condicao que muda & a das velocidades

nas fronteiras Este e Oeste que tomam o valor
u =1 (7.28)

onde sao realizados os mesmos passos indicados acima para o ob-
tengao dos coeficientes e termo fonte. O mesmo procedimento €
adotado para todas as outras fronteiras, e os resultados estao

mostrados no Apéendice B.



76

7.6 - Determinagao dos Gradientes de Temperatura nos Volumes de

Controle Situados na Fronteira

No Apéndice C mostra-se como sao avaliados, no plano
transformado os fluxos de calor, que sao necessarios para 0s
balancos de calor nos volumes de controle na fronteira. Como
no caso da pressao, estes gradientes levam em consideracao as
derivadas nas duas diregoes coordenadas. As expressoes utiliza-
das para estes perfis s3o iguais aquelas calculado para a pres
sao, ou seja, parabolicas. ObviamenteAque aproximagoes lineares
poderao ser adotadas, principalmente porque para malhas refina -
das a aproximacao parabolica ou linear na fronteira conduz aos

mesmos resultados.

O fato de que tanto a pressao como a temperatura se-
jam armazenadas no mesmo ponto faz com que o gradiente de tempe
ratura tenha a mesma expressao que o gradiente de pressao - E-

quagao (7-17).

De acordo com a Figura 17,

T

3T, .- _ 3 _ 1
3803 e )

(7.29)

E preciso conhecer, ainda, o gradiente de temperatura
na parede, no caso de se ter uma temperatura prescrita, para
avaliar o fluxo. O valor € desenvolvido tal como para a  pres-
sao, onde se tira uma parabola que passe pelos pontos w, P e E,
da Pigﬁra 17. O resultado encontrado €

T
= 3T - % T - _E (7.30)

w 3
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Figura 17 - Volume de controle para avaliar os gradientes de

temperatura na fronteira.

Esta equacao € valida para as fronteiras Oeste e Sul,

devendo-se substituir a simbologia para esta ultima.

T

- _ 8 _ _N
3T 3 T

s T3 (7.31)

Os gradientes para as demails frontelras aparecem no

Apéndice C.

7.7 - Condigaes de Contorno para a Temperatura

Antes de mostrar os balancos de energia nos volumes
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de controle na fronteira, faz-se necessario, para efeito de com
preensdo do fenomeno, aplica-los a um volume de controle inter-
no. Deve-se evidentemente obter a Equacao (5.40) em sua forma

implicita.

Considere-se a Figura 18, onde o volume de controle

interno, com seus respectivos fluxos de calor, € representado.

— —_—

qy \\\\\\ de
s
n \\\\,“ PVCpTlg 9s Acumulagdo

Figura 18 - Volume de controle de temperatura com seus fluxos

de calor para o balango.

A profundidade d do dominio vai implicito na area em

que atua cada termo segundo a face.

0 termo Sg representa, como ja indicado no Capitu-
lo 2, o termo fonte produto do efeito difusivo na superficie.
Neste ponto, € conveniente colocar que a difusao do fundo do

dominio se fez igual a zero, ou seja, S£ = 0.



A partir dai, fazendo o balango, tem-se:

I(qw + pUCpT)And|w + I(qs + pVCpT)AEdIs -

|(qe + pUC T)And|, - |(qn + pVCpT)AEdln -

P
Sz(pAnAgdeT)
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(7.32)

No Apendice C apresentam-se os valores dos fluxos de

calor no plano transformado, de acordo com sua fronteira de a-

plicacao.

Sustituindo os valores dos fluxos na equacao acima,

obtém-se

“k|agd 2L _ 534

33

'aT
kiaJd PE " BJd

+

pUCpTAnd)w

- pUCpTAEd)n

@
-3

oT
. wAn k YJd~§ﬁ - BJd

[+%4
'aai

T 9T oT
gﬁ eAN'*k yJd sﬁ - RJd SE

pvcpTAgd)S - pUQPTAnd)e -

S
J

T
S pdC

AE +

AE +

AnAg = —ij(Tn+l - THAnag (7.33)

Empregando os valores atribuidos as constantes dadas

pelas Equacoes (4.19) a (4.21); colocando as aproximacoes para

os perfis de temperaturas na forma hibrida, Equacodes (5.4) a

(5.11), e inserindo a Equacao (5.37) da continuidade, obtém-

se
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plp ~ = AT+ ATy 7+ AT ™+ ATy

80

+ STT

(7.34)

onde o termo fonte da temperatura STT, diferentemente do ter-

mo fonte da Equacao (5.2), contém adicionalmente o termo tran -

siente no nivel iterativo anterior. Este termo, na

(7.34), ordena o nivel de iteracao.

Entao:
ST
- |c 3T a1 e 3T _|c 2T _S
STT _lczan e Sanln ‘Czanlw lCSBE s T Jc
AP T
1+E) P

0 coeficiente A, € dado por

(1+E)

Ap = (Aw ¥ Ae ¥ As ¥ An) E

P
Para aplicar o balango de calor no volume de
na fronteira, o procedimento € similar ao aplicado ao

interno.

Seja a Figura 19 onde mostra-se um volume de
na fronteira Oeste, onde a temperatura € prescrita com

de massa também prescrito.

Uma vez feito o balango de energia no volume

trole, a equacgao resultante €

n+l _ n+1l n+1 n+l
APTP = AeTE + ASTS + AnTN + STT

- Equacgao

(7.35)

(7.36)

controle

volume

controle

um fluxo

de con-

(7.37)



81

/
/\\‘——*~—r~"\\——f-—\‘\‘
A mN
/] {Vn
/ﬁéaj Ue
— P~1+= ®RE
Tw /7 ) VsZ‘
1T
/ mS
/]
n >
/w\_—/‘/
£

Figura 19 - Volume de controle identificado por L para a tem-

peratura na fronteira

onde
T
3T 3T 3T q 5s . Ap . n
STT = Cognde ™ Cs3p)n = Csap)s T T T i T TE T
(7.38)
com a condigao de contorno
ay = - | T T
Cp)W Clai)w PO B Mt (7.39)
M, = prdw (7.40)

onde os gradientes de fronteira na Equagéo (7.39) sao avalia-
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dos com os valores da temperatura da Ultima iteracdo e com

- (1+E)
Ap (Ae + AS + An + Mw) g (7.41)
Desta forma, pode-se ter, nas fronteiras, variadas

condigoes de contorno, o que, por sua vez, implicara diferentes

termos fontes e coeficientes AP. Seja, por exemplo:

a) Fronteira so6lida com fluxo de calor prescrito

a4 = (7.42)
C qprescrito

p

M=opUd =0 (7.43)

b) Fronteira s6lida com temperatura prescrita

3T 3T

qQ - . oT T

c |C43n + Co3Eln.s (7.44)

q - _ oT .~ oT

c 'Clag + Coinlu.e (7.45)
P .

M=20 (7.46)

c) Fronteira com temperatura e fluxo de massa prescritos

5T 3T| .
138 ¥ C * M

Ay = - 92
)W C 29ni{w AR
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qy = - oT oT
c Vs Caam * Cozels * M1

Nestas equagoes indicou-se que as condigoes de entra-
da acontecem na fronteira w ou na fronteira s, com saida n ou
e. Se a fronteira de saida tem uma condicgao do tipo parabdlico,
a temperatura de saida na face E, & igual & temperatura na face

W, em um volume de controle.

Todos os coeficientes e termos fontes para os diferen
tes volumes de controle na fronteira sao mostrados no Apéndice

C.
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CAPITULO 8
RESULTADOS
8.1 - Introducao
Neste capitulo constam os exemplos numéricos feitos

para testar o modelo numérico que sera usado para a solucao do
problema da conveccao forcada bidimensional com descarga térmi

ca.

Primeiramente, alguns testes hidrodinamicos sao apli-
cados com o objetivo de comparar os resultados com aqueles ob-
tidos por outros autores. O problema escolhido € o do escoamen-
to bidimensional em um canal com uma expansao suave, € 0s resul

tados sao comparados com a solucao padrao apresentada por Napo-

litano § Orlandi |15|. Virias comparacoes sao efetuadas para es
te canal para determinados numeros de Reynolds, mostrando-se os

diferentes resultados por tabelas e graficos.

Em seguida, dentro dos testes hidrodinamicos, € resol
vido o problema de um canal com profundidade unitaria, onde se

prescreve a velocidade de entrada.

Posteriormente, neste mesmo canal variam-se as profun
didades linearmente, com o objetivo de testar a parte do progra

ma que envolve:'a variacao da profundidade.

Mostra-se também o caso de um dominio arbitrario com
uma descarga térmica havendo perda de calor na superficie por

convecgcao, com diferentes temperaturas de descargas e diver -
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sas razoes de fluxos entre o escoamento principal e a descarga

térmica do jato.

Finalmente, sao mostrados os resultaaos do problema
bidimensional do lago de geométria e profundidade variavel, con
siderando suas condigoes de contorno adequadas - resultados que
sao comparados qualitativamente com os de Elliott |14, mostran
do-se os campos de velocidades e temperaturas obtidos com a so-

lugao.

8.2 - Testes Hidrodinamicos

Como mencionado, antes de se resolver o problema da
descarga térmica resolvem-se os problemas hidrodinamicos, com
o objetivo de testar o modelo numérico com resultados disponi-

vels na literatura.
8.2.1 - Escoamento em um Canal com Expansao

O primeiro problema escolhido para teste foi o do es-
coamento laminar em um canal com uma expansao, conforme mostra-
do na Figura 20. Este problema foi escolhido pelo Grupo de Tra-
balho em Simulacgao de Escoamentos, da Associacao Internacional
para'Pesquisas Hidréulicas, como um teste apropriado para veri-
ficacdo da robustez dos métodos numéricos atuais. Os resultados
obtidos por 15 participantes sao apresentados e .comparados com
uma solucdo padrao (benchmark solution) em |15|, em termos da

vorticidade e pressao na parede do canal.
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y
©.n Fronteira de Simetria (Re/3, 1)
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©
o
P
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o
(0.0) x =
o -
wn
(Re/3, y(Re/3))

Parede do Canal

Figura 20 - Geometria do canal para Re = 10.

O problema € resolvido para nUmero de Reynolds igual
a 10 e 100, sendo a geometria do canal dependente deste numero

de acordo com a seguinte expressao:

y = |tanh(2 - 30x/Re) - tanh(2)]|/2 para

0 < x <X 79, Re/3 (8.1)
As demais condigoes sao

y =1 no contorno superior ) (8.2)

e as -componentes cartesianas da velocidade na entrada sao
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u = 3(y - y2/2) e v =20 para x =0 0 <y <1
- (8.3)
Observe-se  que a expansao € modificada com o numero

de Reynolds.

Como € imprescindivel determinar a vorticidade, tem-

se para ela a seguinte expressao no sistema x-y
W = F - w— (8.4)

No plano transformado, pela regra da cadeia, com velo

cidade da parede igual a zero, tem-se

2 3
W= - J(E% ye * 5% X, ) (8.5)

Os trabalhos relatados em |15| utilizam o sentido dos
ponteiros do reldgio como positivo para a vorticidade, ao con -
trario, portanto, da definigao dada pela Equagao (8.4). Todos
os resultados apresentados nesta dissertacao seguem a convengao

de |15

Para calcular os gradientes de velocidade,  necessa-
rias na Equacao (8.5), admite-se um perfil parabolico para a
velocidade, sendo a derivada obtida deste ajuste para trés pon-

tos de Velocidades, conforme Figura 21.

E importante salientar que o presente problema, ape-
sar de sua aparente simplicidade, apresenta uma regiao de recir

culacdao que muitos métodos utilizados nao conseguiram captar.

Propondo o seguinte perfil para u
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Figura 21 - Volume de controle para u e v no calculo

temos

gradientes.

u(n)
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.Seus

(8.6)

(8.7)

(8.8)

(8.9)
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Como se dispoe de todo o campo de velocidades carte -
sianas, sao avaliadas as vorticidades na parede; os resultados

sao mostrados nesta secao.

Para determinar a pressao na parede, nos pontos onde
isso se faz necessario, de acordo com |15|, foram usadas médias

dos valores disponiveis, conforme Figura 22

M"’—“ﬂ/\«‘—/\’ﬂ\

Y Pl L]
/
A

&P ]
A

n A ﬂps n

E fw f }?Nl 7
Figura 22 - Volume de controle da pressao para calcular seus

gradientes nos pontos f.

Com o uso da Equacao (B.8) podemos calcular Pw e Pwl

por

15, 5 3
P, = =Py - 7P, *gP | (8.10)

0 valor no ponto f € entao determinado por
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p, =% ¥ (8.11)

Considerando as condigoes dadas, foi decidido, em
|15], tomar como pressao de referéncia igual a zero o valor cor

.

respondente a x/x = 0.5, ou seja, na metade do canal. Isto

salda
foi feito pelas singularidades produzidas nos extremos, devido

as diferentes condicoes de contornos tomadas pelos autores.

O problema foi resolvido com a utilizagao das técni-
cas dos volumes finitos, com as aproximagoes hidridas correspon
dentes no plano transformado, de acordo com o ja exposto. Ma-
lhas nao ortogonais 20x20 foram tratadas com uma grande concen-
tragao de linhas n perto da parede, e da mesma forma se procu -
rou atracgao de linhaé ¢ de modo a deixar uma malha quasi-ortogo

nal; este caso & denominado TEST 2.

Para as comparagoes foram usados- dois tipos de ma-
lha. Uma tem valores dados porcentualmente na diregao y, para
a secao de entrada, com valores pequenos perto da parede para
obter concentracoes, e com valores para a direcao x, distribui-
dos sem atracao nas linhas £ (Figura 23). Este € o caso denomi-
nado TEST 1 onde a malha nao tem o tratamento adotado por |26/,

e € gerada algebricamente.

A outra malha utiliza o método descrito em |26] e cor
responde a TEST 2. Mostrada na Figura 24, esta malha foi cons-
truida com atragOes tanto para as linhas n e & como para pon-

tos, procurando-se obter uma malha quasi-ortogonal.

Nesta malha os valores de x, y sao fornecidos apenas
para os contornos do dominio, entendendo-se logicamente que no

contorno inferior os valores de y sao funcoes de x dados pela
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Figura 23 - Malha utilizada no problema canal com Re = 10. Caso
TEST 1.

Equacao (8.1). Os valores internos sao calculados via programa
computacional, onde as atragoes dadas foram as seguintes, de

acordo com as Equagoes (3.23) e (3.24).

Atracgao para linhas

Linha n Coeficiente Expoente
2 | 100 — 0.10
22 : 40 0.15
Linha &
12 10 0.10

22 10 0.10
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Figura 24 - Malha utilizada no problema canal com Re = 10. Caso
TEST 2.
Atragao para pontos
Pontos n Coeficiente Expoente
(2,3) 45 0.05
(2,4) 45 0.05
(2.5) 45 0.05
(22,16) 25 0.05
Deve-se mencionar que esta malha foi construlda num
de

microcomputador PC, através do aplicativo GERMAL - Gerador
Malhas |34]. A malha final foi transferida para o programa prin
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cipal no computador IBM 4341, onde todos os casos foram desen -

volvidos..

As equacgdes governantes do problema do canal com ex-
pansao foram résolvidas no plano transformado. O método das So-
bre-Relaxagoes Sucessivas (S5.0.R) foi aplicado com base no cri-
tério de convergéncia adotado em |33|, onde o valor para a ve-
locidade foi de €=1.0E-04 e a pressao foi sobre-relaxada

com valor de w = 1.5. Isto foi feito para as duas malhas.

As condicoes de contorno sao as indicadas na Figura

25.

Fronteira de Simetria du/3dy=v=0

s AV ANV vl

Figura 25 - Dominio do canal com as condigOes de contorno utili

zadas.

Em |15|, ficou a critério dos participantes a especi-

ficacao da condicao de contorno na saida. Neste trabalho usa-se
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a condicao fraca de derivada nula.

O tempo de CPU empregado no caso de TEST 1 foi de
20 min, aproximadamente, com 330 itéragées e no caso de TEST 2

foi de 25 min, com 235 iteracoes.

Antes de expor os resultados € conveniente indicar que
o outro caso de comparacao € com Re = 100, onde a malha cons-
truida foi similar ao caso de TEST 1, com algumas variagdes na
porcentagem de calculo da ordenada y. As demais condigdes se re
petem: condigoes de contorno e critério de convergencia. O tem-
po de CPU foi de 35 min, com 370 iteragoes. Chamou-se a este

caso TEST 3, para efeito de comparacao.

Nas Tabelas 3, 4, 5 e 6 aparecem 0S valores

da vorticidade e da pressao na parede para Re = 10 e Re = 100,
obtidos heste trabalho, e aqueles obtidos em alguns casos mais
representativos, para efeito de comparacdo, encontrados em |15].
Os resultados sao mostrados com seus valores numéricos para
maior fidelidade na comparacao. As caracteristicas fundamentais

dos modelos utilizados serao descritas ap0s os resultados.



Tabela 3 -~ Vorticidade na parede para Re = 10
Xy . CJG H R WA 2 TEST 1 | TEST 2
“saida
0.00 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 | 3.0000 3.0000
0.05 2.5750 2.5760 2.4000 2.5660 2.5920 2.6040
0.10 1.7060 1.6977 1.4660 1.8200 1.6780 1.6700
0.15 0.3990 0.3923 0.0600 0.9330 0.3005 0.3598
0.20 -0.1000 -0.0924 -0.0800 0.1520 -0.1254 -0.0996
0.25 -0.1350 -0.1311 -0.1000 0.0160 -0.2399 -(.1483
0.30 -0.1080 -0.1074 -0.1220 -0.0510 -0.1070 -0.1234
0.35 -0.1060 -0.1043 -0.1240 -0.0002 -0.1130 -0.1139
0.40 -0.1030 -0.1015 -0.1034 ~-0.0450 -0.1094 ~-0.1162
0.45 -0.0790 -0.0772 -0.0620 0.0640 -0.0869 -0.0991
0.50 -0.0330 ~0.0293 0.0000 0.0900 -0.0356 -0.0407
0.55 0.0270 0.0327 0.0660 | 0.1330 0.0230 0.0290
0.60 0.0920 0.1009 0.1320 0.1830 0.0930 0.0814
0.65 0.1570 0.1705 0.2000 0.2360 0.1483 0.1439
0.70 0.2170 0.2384 0.2320 0.2900 0.2037 0.2066
0.75 0.2720 0.3034 0.2660 0.3450 0.2517 0.2533
0.80 0.3190 0.3652 0.3000 0.4050 0.2996 0.3000
0.85 0.3570 0.4230 0.3320. 0.4740 0.3172 0.3188
0.90 0.3850 0.4753 0.3320 0.5590 0.3347 0.3375
0.95 0.4020 0.5152 0.3320 0.6610 0.3347 0.3375
1.00 0.4080 0.5317 0.3320 0.7530 0.3347 0.3375
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Tabela 4 - .Pressao na parede para Re = 10
X/ : .

saida CJG H R WA 2 TEST 1 TEST 2
0.00 -0.6650 -0.4154 -0.1625 -0.0450 -0.3300 -0.3212
0.05 -0.3170 | -0.3187 -0.1450 -0.0500 -0.3159 -0.3187
0.10 -0.3400 -0.3386 -0.1250 -0.0640 -0.3285 -0.3367
0.15 -0.2620 .—0.2602' -0.0750 ~0.0480 -0.2593 -0.2629
0.20 -0.1510 -0.1497 -0.0375 -0.0350 -0.1481 -0.1609
0.25 -0.0920 -0.0933 -0.0225 -0.0200 -0.0996- -0.0977
0.30 -0.0680 { -0.0683 .-0.0175 -0.0090 -0.0667 —0.6731
0.35 -0.0530 -0.0529 | -0.0125 --0.0080 -0.0516 -0.0564
0.40 -0.0370 -0.0358 —0.0100 -0.0060 -0.0353 -0.0397
0.45 -0.0180 -0.0178 -0.0050 —0.0030 1 -0.0175 -0.0204
0.50 0.00600 O.QOOO 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.55 _.0.0166 0.0165 0.0075 0.0040 0.0157 0.0184
~ 0.60 0.0300 0.0302 0.0125 0.0070 0.0320 0.0293
0.65 - 0.0410 0.0413 0.0200 0.0100 0.0403 0.0398
0.70 0.0500 0.0504 | 0.0220 0.0170 0.0485 0.0502
0.75 0.0570 0.0574 0.0270 0.0180 0.0546 0.0566
0.80 0.0620 0.0613 0.0310 0.0160 0.0606 0.0629
0.85 0.0660 0.0636 0.0330 | 0.0160 | 0.0649 0.0685
0.90 0.0680 0.0634 | 0.0350 - 0.0140 0.0691 0.0740
0.95° 0.0700 0.0603 0.0370 0.0080 0.0727 0.0800
1.00 0.0710 ©0.0560 0.0380 -0.0030 0.0763 0.0859
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Tabela 5 - Vorticidade na parede para Re = 100

Xsaida CJG H R WA 2 TEST 3
0.00 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
0.05 2.5016 2.5109 2.5000 2.3730 2.9580
0.10 1.7216 1.7082 1.8600 1.6770 1.7440
0.15 0.7315 0.7284 1.0000 1.0490 1.0850
0.20 0.1018 0.1116 0.3320 0.3810 0.0330
. 0.25 -0.0954 ~0.0898 ~0.1320 0.2720 ~0.0824
0.30 ~0.1280 ~0.1237 ~0.2000 0.1960 ~0.1671
0.35 -0.0981 ~0.0936 -0.1320 0.1550 ~0.0664
0.40 ~0.0320 ~0.0273 ~0.0600 0.1230 ~0.0380
0.45 0.0513 0.0568 0.0600 0.2770 0.0924
0.50 0.1386 0.1449 0.2000 0.3420 0.1452
0.55 0.2220 0.2285 0.0266 0.4000 0.2621
0.60 0.2973 0.3043 0.4000 0.4510 0.3039
0.65 0.3638 0.3713 0.4660 0.4870 0.3950
0.70 0.4223 0.4296 0.6000 0.5420 0.4230
0.75 0.4729 0.4799 0.6400 |  0.5790 0.4930
0.80 0.5156 0.5232 0.5000 0.6140 0.5110
0.85 0.5524 0.5599 0.4660 0.6440 0.5652
0.90 0.5843 0.5910 0.5200 0.6720 0.5765
0.95 0.6101 0.6162 - 0.5340 0.7000 0.6190
1.00 0.6210 0.6378 0.5600 | = 0.7250 0.6190
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Tabela 6 - Pressao na parede para Re = 100

Xy . CIG H R WA 2 TEST 3
saida
0.00 -0.2147 -0.2114 -0.1050 -0.0010 -0.2148
0.05 -0.2357 -0.2359 -0.1050 -0.0060 -0.2271
0.10 -0.2275 -0.2281 -0.1000 -0.0110 -0.2354
0.15 -0.1836 -0.1848 -0.0925 -0.0150 -0.2091
0.20 -0.1339 -0.1342 -0.0725 -0.0130 -0.1610
0.25 -0.0979 -0.0985 -0.0500 -0.0100 -0.1162
0.30 -0.0717 -0.0723 -0.0375 -0.0070 -0.0823
0.35 -0.0494 -0.0500 -0.0250 -0.0050 -0.0551
0.40 -0.0304 -0.0304 -0.0150 ~-0.0030 -0.0324
0.45 -0.0135 -0.0137 -0.0075 -0.0020 -0.0141
0.50 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.55 0.0105 0.0108 0.0030 0.0010 0.0106
0.60 0.0185 0.0190 0.0075 0.0020 0.0184
0.65 0.0245 0.0249 0.0100 0.0020 0.0239
0.70 - 0.0287 0.0288 0.0100 0.0020 0.0275
0.75 0.0303 0.0311 0.0050 0.0030 0.0294
0.80 0.0313 0.0320 0.0025 0.0030 0.0301
0.85 0.0313 0.0317 0.0050 0.0040 0.0297
0.90 0.0294 0.0305 0.0075 0.0040 0.0285
0.95 0.0273 0.0285 0.0100 0.0030 0.0262
1.00 0.0253 0.0258 0.0100 0.0030 0.0231
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Sdo as seguintes as caracteristicas dos métodos cujos

resultados foram comparados com os do presente -trabalho.

— CJG, Cliffe et al. |15] - Método dos elementos finitos, com
elementos isoparamétricos de 9 pontos, utilizando as varia -

veis primitivas u v e P. Usa malha independente na solucido.

— H, A.G. Hutton |15| - Usa a técnica dos elementos finitos a-
través do método de Galerkin, com continuidade incorporada
pelo método de multiplicadores de Lagrange, para resolver as

equacoes de Navier-Stokes. Resolve com u, v, P.

— R, A.K. Rasgoti |15| - Para a solugao do problema usa dife -
rencas finitas nas equacoes de Navier-Stokes em coordenadas
curvilineas ortogonais. Na solucao da malha usé a equacao
de Laplace em diferencas centrais. Emprega a integracdo so-
bre os volumes elementares para solucao das equacoes de con-
tinuidade e momento, e aproximacoes hibridas para os termos
difusivos e convectivos. O problema €& solucionado com as va-

riaveis u, v, P,

— WA 2, A. Wada § K. Adachi |15] - Na solucdo das equacoes de
Navier-Stokes adota-se a técnica de diferencas finitas com u-
‘tilizacdo das variaveis u, v, P. Desenvolvem-se as equacgdes
em um sistema de coordenadas cartesianas cbm interpolacoes

para as condigdes de contorno.

Os valores mostrados nas tabelas anteriores sao tam-
bém apresentados nas Figuras 26, 27, 28 e 29, a seguir. Para nu
mero de Reynolds igual a 100, apenas a solugao padrao de Cliffe

et al. € mostrada, comparada com a obtida neste trabalho.

Napolitano e Orlandi |15| adotaram os seguites critée-
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rios para medir a precisao das diversas solugOes apresentadas.

20 (Wi - wi..,
e = %99 3 - CJG (8.12)
w i=2 1cge
_ 100 20 |Pi - Pisg
€ 18 z 53 (8.13)
p i=2 1cJe

onde € € Ep sao os erros médios para o calculo da vorticidade
w

e da pressao, respectivamente; wi e Pi sao vorticidades e pres-
soes ao longo da parede em pontos igualmente espacados, e 0

subscrito CJG indica a solugao padrao de Cliffe et al.

De acordo com as expressoes dadas pelas Equacoes
(8.12) e (8.13), os resultados encontrados sao resumidos na
Tabela 7.
Tabela 7 - Resumo dos resultados
Re = 10 Re = 100
GRUPO
' €, Ep € sp
CJG 0.0 0.0 o 0.0 0.0
H 9.22 2.24 3.70 1.50
R 30.14 61.25 43.11 61.16
WA 2 111.92 78.92 135.48 90.43
TEST 1 12.83 2.98 - -
TEST 2 10.00 5.52
TEST 3 - - 18.60 6.96
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Figura 26 - Distribuicao da vorticidade na parede para Re = 10.
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Figura 29 - Distribuigao da pressao na parede para Re = 100.
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Observando a Tabela 7, constata-se que os resulta -
dos TEST 1 e TEST 2 (obtidos com diferentes malhas, mas ambas
com 20x20 elementos), para Re = 10, sao bastante bons se compa-
rados com aqueles de Hutton (H). E importante mencionar que Kl

resultados de Hutton sao os melhores apresentados no trabalho

comparativo de [15 . Para Re = 100, obtido com uma malha com a
mesma caracteristica daquela do TEST 1, os resultados no calcu-
lo da pressao e da vorticidade nao apresentam a mesma performan
ce. Entretanto,lse comparados com aqueles das outras quinze so-
lugoes propoétas, classifica-se entre os oito primeiros. Nenhum
esforgo foi feito para melhorar estes resultados, uma vez que
ja ficara demonstrada a eficacia do método. Basta observar, em
15|, que existem valores em €, iguais até 135, e para ¢ i-
guais até 90. A primeira providencia para aprimorar os resulta-
dos para Re = 100 € concentrar ainda mais as linhas coordena -

das junto a fronteira, cujos espacamentos foram semelhantes a

aqueles usados para Re = 10.

Convém ainda observar que, apesar de o método de Hut-
ton apresentar desempenho levemente superior ao do presente mé-
todo, a Figura 26 mostra que os valores da vorticidade na sai-
da do canal, calculados neste trabalho, melhor concordam com a

solucao padrao de Cliffe et al. do que os resultados de Hutton.

Também € interessante comparar os resultados deste
trabalho com‘os de Rasgoti, uma vez que este usa técnicas seme-
lhantes na solugéb do problema (volumes finitos), com coordena-
das ortogonais coincidentes com a fronteira. Os valores de €, ©
ep encontrados por Rasgbti para Re = 10 e Re = 100 sao bem mais

elevados do que os encontrados na presente dissertacao, confor-
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me Tabela 7.

Convém ainda tecer comentarios a respeito do método
WA 2, que utiliza coordenadas cartesiaﬁas com interpolacao das
condig¢oes de contorno na fronteira. Os resultados obtidos para
esse método siao os piores apresentados, e, de acordo com [15],
€ Claraménte inadequado para a solucao de escoamentos em geome-
trias complexas. Por exemplo, para Re = 100 o método nao captu

rou a recirculagao existente.

A analise dos resultados acima permite concluir que
o método empregado neste trabalho € comparavel aos melhores des
critos em |15| e, portanto, € confiavel e adequado para ser uti
lizado na previsdo de descargas térmicas em rios ou lagos com

profundidade variavel.
8.2.2 - Canal com Profundidade Variando Linearmente

Como o problema de interesse € definido em dominios
com profundidade variavel, resolve-se o problema hidrodinamico
bidimensional do escoamento em um canal reto com profundidade

variavel para fins de teste do algoritmo.

O propdsito deste teste & verificar a conservacdo da
massa atraveés dasivaria§6es do campo de velocidade. Duas situa-
cbes com respeito a profundidade sdo analisadas. Os dois casos
sao testados com Re baixos, ou seja, com efeitos difusivos do-

minantes.

No primeiro caso, trata-se de um canal reto, onde as

paredes Norte e Sul sao consideradas fronteiras de simetria.
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A malha utilizada‘neste caso foi de 10x20, do tipo
ortogonal, igualmente espacada nas diregoes x e y, respectiva-
mente. As medidas adimensionais sao de 0.5x2 e as condigoes de
contorno estao indicadas na Figura 30, onde nao foram considera

das as tensdes de atrito no fundo nem na superficie do canal,

ou seja, Sg = §

u sV sV -

F-Sg=Sg=0

Fronteira de Simetria

Fronteira com

/ 2.
saida parabolica
na velocidade

p—

VVelocidode

Simetria

Prescrita=1{

Figura 30 - Canal reto com profundidade constante no dominio.

Obviamente o resultado deste problema € u = 1, cons-
tante para todo o dominio. Entretanto, como o processo € itera-
tivo e as velocidades iniciais foram feitas iguais a zero, to
das as velocidades devem convergir para a unidade sem oscila-

coes, o que foi observado.

No segundo caso, trata-se do mesmo canal, porém com
a profundidade variando linearmente, partindo de um valor unita

rio na entrada, até duplicar-se no centro do canal, e novamente
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diminuindo até a saida, como é mostrado na Figura 31.

Fronteira de Simetria

Fronteiroc com

saida parabdlica
na velocidade

Velocidaode
prescrita={

Fronteira de simetria

Figura 31 - Canal reto com profundidade variavel linearmente.

As condigoes‘de contorno sao mantidas, como aparece
na Figura 31. A malha empregada € a mesma - 10x20 ortogonal - .,
desenvolvendo-se as equagoes no plano transformado e levando-se

em conta a profundidade variavel do dominio. .

O objetivo principal deste caso foi testar os termos
que envolvem a variavel d (profundidade) nas eqﬁag6es de conser
vacao, resolvendo-se um problema cuja solucao € conhecida. De
fato, a velocidade média no centro do canal respeitou a conser-

vagao da massa e atingiu ao valor 0.5.
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8.3 - Testes Envolvendo Transferencia de Calor

A seguir, com o objetivo de testar qualitativamente a
equacao da energia envolvendo o termo de troca de calor pela su
perficie, o problema da descarga de um jato em um canal arbitra
rio € resolvido para diferentes relacbes de vazao do canal e

do jato, com diferentes temperaturas de descargas.

8.3.1 - Teste em uma Geometria Variavel com Jato e Perda de Ca-

lor na Superficie

Nesta primeira situacgao €& considerado um dominio ar-
bitrario, como indica a Figura 32, afetado pela descarga de um
jato quente, levando-se em consideracao a perda de calor em to-

da a superficies do lago. O regime € considerado laminar.

Resolve-se o problema em uma malha nao ortogonal de
12x36, adotando-se o critério dado por |26|, onde atracbes pa-
ra as linhas n e & foram usadas, resultando a malha indicada

na Figura 33.

As condicBes de contorno adotadas correspondem-as mos
tradas na Figura 32, que sao introduzidas nas equagoes discreti
zadas, 'via balancos de conservagao nos volumes elementares

de fronteira,

Leva-se em conta uma perda de calor na superficie co-
mo produto das diferencas de temperaturas entre o fluido e o
ar, a qual € calculada na forma convectiva mediante a expres-

sao conhecida
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v=23T/37 =0

u

/ Qc (perda calor na

superficie)

T —+-3T/3R =0
V=O__ i
T 1 T 2u/?n=0

% 7 u=v=23T/3n=
u=v=3T/9n=0 usv n-o

Figura 32 - Dominio fisico de uma geometria variavel com suas
condicoes de contorno.

Q = H(T - T

c amb) (8.14)

que atua como termo fonte nos balangos de cada celula dos volu
T ' ~

mes elementares e corresponde ao valor de SS na equagao (2.4)

da temperatura. Outras troca de calor através da superficie co

mo evaporacao e radiacao podem ser levadas em consideracao sem

a menor dificuldade.

Com isto, deu-se desenvolvimento ao problema, chegan-

do-se aos resultados mostrados nas Figuras 34 e 35 onde

R = _» _ Vazdo do escoamento principal (8.15)
Qg Vazao do Jato
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Figura 33 - Malha nao ortogonal usada na geometria variavel no

plano fisico.

Pela Figura 34, pode-se observar que os resultados
das isotermas estao de acordo com a fisica do problema, ou
seja, a medida que a temperatura do jato aumenta, para uma
mesma temperatura ambienfe e mesma razao R, as isotermas teéem

uma maior penetragao no dominio.

Por outro lado, a Figura 35 mostra o resultado das i-
sotermas para uma mesma temperatura do jato com duas razoes
distintas, R = 4 e R = 8. Novamente acontece o fenomeno espera-
do, porquanto as isotermas com menor razao aumentam sua penetra

¢ao no interior do dominio.
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Figura 35 - Isotermas com temperaturas de descarga de 30°C pa-
ra R=4¢e R = 8. '
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Também foi detectado que, para uma mesma razao, ele-
vando-se a temperatura, os efeitos difusivos aumentam a montan-
te. Igual situacgao se produz para menores numeros de Reynolds,

com uma mesma temperatura de descarga e mesma razao.

8.3.2 - Escoamento Bidimensional com Descargas Térmicas em um

Lago de Geometria e Profundidade Variaveis

O objetivo principal desta dissertacao € a determina-
cao dos campos de velocidades e temperaturas produzidos em um
lago ou rio de geometria arbitraria, pelo efeito da descarga de

um jato quente em fluxo cruzado.

Os resultados sao comparados qualitativamente com oS
apresentados por Elliott |14], cujo modelo € tridimensional, e
que resolveu o problema da descarga de um jato quente no lago
Ontario, no Canada, cuja geometria variavel, juntamente com a
batimetria, a posigao de descarga da agua de condensagao e o ni
vel do contorno do lago em relagéo ao nivel do mar sao mostra -

dos na Figura 36.

Na Figura 37 o dominio utilizado na solugao numérica
€ indicado, com uma discretizacdo com 16 x 27 volumes elementa
res do tipo nao-ortogonal. As linhas foram concentradas com
malior intensidade nos lugares de altos gradientes e no lugar
da descarga do jato quente, conforme pode ser observado na Figu

ra 38.

Como se optou neste trabalho, por um modelo bidimen -

sional, e a profundidade € levada em consideracao, é recomenda-



115

-ourojuod o sepeprpunyoxd sens wod orielup o3eT Op ODISIJ oTuruwoq - 9¢ BInSTg

WX 09

000G24 283

9'vL
v.1S0O vad ONNOLINOD

vouvdS3a]

OIdVLINO 09V




116

+OpBZTTIIN O[NOTED op oTurwoq - .§ eINIT4

wy 0'6

0000% .1 083

OIdVINO 09V




117

‘08T ou eorwia) eSiedSop ep OBD

Trnuts eied 0DT1BWEIEBW OTOPOW OU BPRSN SoWNTOA ,gX9T op [euordeindwod 8peiy - 8¢ eandtg

i
|




118

2.5 Km

p=3
lll <]
>

L

Figura 39 - Perfil do fundo do lago para uma segao A-A.
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vel mostrar o perfil do fundo do lago, correspondente a uma se-
cao A-A, como indicado na Figura 39. Cabe observar que a Figura
39 nao corresponde a escala normal, ja que, por tratar-se de
aguas nao muito profundas, isto prejudicaria o entendimento da
figura. Assim, a cada volume elementar corresponde uma profun
didade determinada. As profundidades sao fornecidas ao progra-
ma computacional nos quatro vértices de um volume elementar pa-
ra a temperatura. Em quaisquer outras partes do volume de con -
trole - para a temperatura ou para outra variavel —ique a pro -
fundidade seja necessaria, ela € determinada através de média,

utilizando-se os quatro pontos conhecidos.

Além das hipoteses simplificativas expostas no Capitu
lo 2, nao foram consideradas as tensoes produzidas por atrito
no fundo, e na superficie - esta produzida pelo vento. Igualmen
te nao se considerou o valor da perda de calor na superficie do
lago, pois a contribuicao deste termo é pequena em relacao a
dos outros processos envolvidos, como, por exemplb, a incorpora
c¢ao de fluido frio ao jato ("entrainment"), principalmente per-

to da descarga.

Assim, de acordo com o exposto, temos

u _ vV _

Sg = 8§ =0 (8.15)
Vv

s; =Sp =0 (8.16)

T _

Sg = 0 (8.17)

As condicoes de contorno utilizadas no presente traba
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lho foram:

. Fronteira Este - fronteira de entrada do escoamento principal
do lago com velocidade da corrente de 0.11 m/s normal a fron-

teira, com temperatura de 16°C.

. Fronteira Sul - consideram-se velocidades e fluxo de calor
prescrito igual a zero. Para os volumes localizados na descar
ga do jato, tem-se uma vazao de 114 m3/s em uma area conheci
da. O vetor velocidade do jato tem a direcao indicada na Fi-

gura 40, enquanto que a temperatura do jato € de 27°C.

Fronteira Norte - € uma fronteira considerada impermeavel de
livre deslizamento; seu contorno se aproxima da forma das
linhas de corrente do fluxo |13|. Isto leva a considerar uma
componente da velocidade respeitando o deslizamento, enquanto
que a outré componente normal toma o valor zero. Com respei
to a temperatura, a condicao preservada € de fluxo prescrito

igual a zero em toda a fronteira.

. Fronteira Oeste - nesta fronteira, paralela ao eixo y, foram

consideradas trés condicoes de contorno para a velocidade.

a) Condicao de derivada nula na componente da veloci-
‘dade normal 3 fronteira de saida; a outra componente foi man-
tida com valor zero. Tal condigao transmitiu efeitos de recir
culacao existentes até a salda. Este fenomeno se deve ao fa-
to de haver um alto numero de Peclet no dominio, transmitin
do, entao, para a salda, os efeitos -de recirculacao o que nao
concordava com a condicao de contorno localmente parabolica,
destruindo a solucao. Exatamente o mesmo problema &€ relata-

do por Raithby [13
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b) Velocidade prescrita constante na saida, como uma
maneira de evitar os efeitos de recirculacao na saida, onde
a conservagao da massa era mantida. Esta condigao também foi

considerada em |13].

c) Também velocidade prescrita na saida, mas varian
do linearmente com y desde a fronteira Sul até a fronteira
Norte. O objetivo desta condigao de contorno foi testar os re
sultados das condigoes de contorno dadas por b) e as condi-
goes de c); nao foram encontradas maiores variagoes, o que da
va validade a condigao de contorno considerada. A nao influén
cia da condicao de contorno na saida ja era esperada, devido
ao alto nimero de Peclet e Reynolds, do escoamento, como foi

comentado.

Para o caso da temperatura foi considerada a condigao

de contorno fraca, de derivada nula.
As condigoes de contorno sao resumidas na Figura 40.

Deve-se observar que os dados utilizados correspondem

ao caso denominado "Normal" no artigo de Elliott |14].

Para tentar reproduzir os resultados encontrados em
|14|, um modelo de turbuléncia constahte, também usado em | 14|
foi usado para as equagoes de movimento e energia. Em tal situa
¢ao, usa-se uma viscosidade absoluta turbulenta igual a cem
(pt=100kg/m-s), que € o valor recomendado em |[13]| e em|36|, para
este tipo de problema. Automaticamente, utilizando o numero de

Prandtl turbulento, igual a 0.7, o valor da condutividade térmi-

ca & dado por
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p = = +— C (8.18)

100 (kg/m-s)

kt = 77 Cp : (8.19)

Na solucgao dos sistemas de equagbes usou-se a técnica
S.0.R. para regime permanente. O critério de convergéncia foi
de € =5.0E-04, atuando na velocidade sem relaxagao na pressao,
enquanto que para a temperatura o coeficiente de relaxacao foi
de 0.8, com um erro maximo de ERT =1.0 E-05. O tempo de CPU ocu
pado no modelo numérico foi de 18 min, aproximadamente, conver-
gindo em 180 iteracoOes para a velocidade e em 190 iteracoes pa-

ra a temperatura.

Na seqlencia, as diferentes figuras mostram os resul-
tados dos campos de velocidades e temperaturas obtidos neste
trabalho, bem como os apresentados em |14|, efetuando-se  uma

comparacao qualitativa.

No modelo descrito em |14| as tensdes de cizalhamento

produzidas pelo vento sao consideradas.

Uma grande diferenca entre os resultados dos dois mo-
delos € que, no modelo tridimensional, a descarga do jato € a-
fetada pelos efeitos da convecgao natural, levando o jato em
direcdo a superficie, o que faz com que haja uma maior penetra-
cao do jato no corpo d'agua. Ja no modelo deste trabalho, o ja-
to penetra em toda a area normal a descarga, devido a considera
cao da profundidade, e como nao tem efeitos de flutuacao, sua
penetracao no dominio & menor, pois se da ao longo de toda a
profundidade. Estes efeitos de penetracao do jato sao mostrados

nas Figuras 41 e 42,
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Figura 42 - Campo de velocidade modelo [14].



126

Por outro lado, a Figura 41 retrata a existéncia de
efeitos de recirculacgao, que, de acordo com a geometria do 1la-
go, sao fisicamente esperados. Estes efeitos nao sao captados

em |14|, como a Figura 42 registra.

Nas Figuras 43, 44, 45 e 46 sao mostradas as isoter-

mas obtidas com os dois modelos.

0 modelo descrito em |14| € dividido em cinco niveis
de profundidade, desde um valor dado por k=1 para a superficie
ateé k==5 para o fundo; nas Figuras 44 e 45 aparecem as isoter-
mas para os niveis k=2 e k=3. Mostram-se apenas os niveis de
isotermas para k=2 e k=3 por que as isotermas para k=1 sao
pratiéamente iguais aquelas para k =2. Quanto as isotermas para

k=4 e k=5, sao similares as de k = 3.

Comparando-se as Figuras 43 e 44, observam-se as dife
rengas entre as isotermas obtidas com os dois modelos, resultan
do também da diferente penetracao dos jatos devido ao efeito ja
explicado. Ou seja, com o jato tem uma maior penetracao no mo-
delo |14|, suas isotermas tém um raio de ag@o maior que no caso

do modelo deste trabalho.

Na Figura 46 aparecem as isotermas de 17¢9C, correspon
dentes ao modelo |14], para k=2 e k=3, ao lado da isoterma ob
tida neste trabalho, colocando-se esta entre as duas anterio -
res. Portanto, as isotermas deste modelo representam os valores
médios do modelo |14|, ou seja, para k entre 2 e 3, como era
esperado, ja que o presente modelo representa a média na profun

didade.

Com estes resultados, observa-se que os efeitos de

flutuacao do jato sao os principais responsaveis pelas diferen-
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cas entre os dois modelos. E importante observar também que, do
ponto de vista de estratificagao do campo de temperatura, o la-
go considerado em |14| n3o pode ser caracterizado como de aguas
rasas. Para um probleﬁa que considerasse um corpo d'agua de me-
nos profundidade os resultados obtidos com este modelo certamen
te representariam ainda melhor os diversos niveis de profundida

de.

Finalmente, pode-se concluir que o modelo mostrado nes
ta dissertacao apresenta resultados qualitativamente muito bons,
quando comparados aos de Elliott |14|, ja que todas as tendén
cias fisicas foram captadas pelo modelo dentro da média espera-
da. Para além desta comparagao, € recomendavel testar este mode
lo com dados experimentais obtidos em aguas nao profundas. Esta
tltima etapa nao foi objeto deste trabalho; realiza-la fica co-
mo recomendacao para atividades futuras, que poderao incorporar

também testes considerando malhas mais refinadas.
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CAPITULO 9
CONCLUSOES

No presente trabalho foi desenvolvido um modelo numé-
rico bidimensional eliptico para a solugao do problema da des-

carga térmica em um lago de geometria e profundidade variaveis.

O modelo utiliza sistemas de coordenadas generaliza-
das, que se adaptam a geometria do domihio, transformando-se
posteriormente numvdoﬁinio retangular, que fiea independente
da geometria inicial. Isto confere grande generalidade ao mode-

lo.

No teste hidrodin@mico efetuado, resolvendo-se o pro-
blema de um canal com expansao, o método demonstrou muito bom
desempenho, apresentando resultados que o classificam entre os

melhores dos analisados em |15].

0 modelo também foi testado para o caso de uma descar
ga térmica num lago de geometria e profﬁndidade variaveis, con-
siderando-se a descarga de um jato quente em escoamento cruza-
do. Estes resultados foram comparados qualitativamente aqueles
obtidos com o modelo tridimensional descrito em |14|, encontran

do-se os valores médios esperados.

Devido aos altos nﬁmeros de Peclet da malha, as re-
gioes de recirculagao perto da salda do dominio propagam-se até
esta saida quando a condicao de derivada nula é utilizada. 0
problema foi resolvido prescrevendo-se a velocidade na saida e

comparando-se os resultados para duas condigoes diferentes. Con



forme comentado, os mesmos problemas foram encontrados no mode-

lo tridimensional descrito em |[13|, que € o mesmo modelo usado

em |14

Os objetivos perseguidos nesta dissertacgao foram al -
cancados plenamente, resultando no desenvolvimento de uma meto-
dologia que € aplicavel a problemas de descargas de jatos em
aguas rasas, onde os efeitos de flutuagao nao s3o significati-
vos. Muitos outros problemas bidimensionais da Mecanica dos Flui
dos e Transferencia de Calor podem ser resolvidos aplicando-se
este modelo. O uso de coordenadas coincidentes com a fronteira

o torna ainda mais geral.

Como continuacao deste trabalho € necessario comparar
o modelo com resultados experimentais medidos em descargas em
aguas rasas e com resultados numéricos obtidos através de pro-

gramas bidimensionais com médias nas profundidades.

Recomendavel € ainda a inclusao de um modelo de tur-
bulencia que apresente adequadamente as trocas de calor e a
quantidade dé movimento-entre o jato e o corpo d'agua. Para a-
guas profundas com efeitos de flutuacao do jato € necessario o
uso de um modelo tridimensional completo. O desenvolvimento de
um programa desta natureza € uma etapa que deve seguir-se ao
presente trabalho, a exemplo do que foi realizado nos paises de
senvolvidos, para qﬁe aperfeicoamentos e crescimento cientifi-
co sejam alcangados na area de previsao numérica de descargas

térmicas em corpos d'aguas.
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APENDICE A

COMPRIMENTO NO DOMINIO FISICO

EQUACOES GOVERNANTES NO PLANO TRANSFORMADO
A.1 - Introducgao

Neste Apéendice apresenta-se:

— o calculo dos comprimentos e areas dos volumes de controle

no plano fisico, em funcao das métricas.

— a relacao entre as componentes cartesianas e as componentes

contravariantes.

— A determinacao das equagoes governantes no plano transforma-
do, mostrando-se a invariabilidade da equacao de conserva -

gao da massa quanto a sua estrutura.

— A manutencao da estrutura conservativa da equacgao genérica

governante no plano transformado.

A.2 - Comprimentos e Areas no Plano Transformado

As expressoes para calcular comprimentos e areas do
dominio fisico sdo aqui obtidas em func@o das métricas da trans

formacao.

De acordo com a Figura Al, pelo teoremade Pitagoras,e

fazendo uso das expressoes das métricas, obtém-se



Figura A.1 - Comprimento no dominio fisico.

[

jat, |

ldfn| = Anvx T o+ y

A area correspondente ao plano fisico &

onde, no sistema cartesiano,

dfg = X

£AEul + ygAguz

AE/XEZ s y£2 =y bt
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(A.2)

(A.3)

(A.4)
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>

> ‘ ->
dLn = annu1 + ynAnu2 (A.5)
Assim sendo a area
+
= = - AEA .
ds = |ds] (xgy, = X, ¥g)bEln (A.6)

Como AfAn representa a area no dominio transformado,
e o termo entre parénteses € o inverso do Jacobiano, visto no

Capitulo 3, deduz-se

ds = 2&4n (A.7)
J
Ou seja, o Jacobiano quantifica a relacao entre as

areas nos dois dominios.

A.3 - Transformacao da Equacao de Conservacao da Massa no Plano

Transformado

E necessario, antes de mostrar esta transformacgao,
procurar a relagao que existe entre as componentes cartesianas

e as componentes contravariantes.

Da Figura A.Z se depreende facilmente que a velocidade
contravariante U & igual a soma dos fluxos que acarretam as ve-

locidades cartesianas u e v.

U = (uyn - VXn) ) (A.8)
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Figura A.2 - Relacao entre as velocidades cartesianas e as con-

travariantes.

ud (A.9)

com U

Do mesmo modo, para a velocidade contravariante V

<
i

(VxE - uyg) (A.10)
7= vda | (A.11)

onde d € a profundidade variavel em cada ponto.

Vejamos agora a transformagao da equacao de conserva-
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¢ao da massa, que no sistema cartesiano € dada por
L(ud) + -2(va) = 0 (A.12)
X oy
Pela regra da cadeia

9 . 9 d -
E(ud) o Eﬁ(ua),+ Ey gg(Vd) + N gﬁ(vd) = 0

X 9 y
(A.13)
Fazendo uso das Equacoes (3.10) e (3.11)
y Ji(ud) -y (ua) - X Ji(vd) + X Ji(vd) = 0
n o9¢g 3 Bn n 93¢ £ an
(A.14)
Com algumas manipulacoes algébricas
\ N
3% 8X,.
BE |7 ) - x, )] - ag\cud) - SR

~

Ud ‘

, ;k 3y
o lx, (vd) - yg(Ud)l - 75%{Vd) + 7ﬁ§fUd) =0  (A.15)
va
Logo,
a(ud) , a(vd) _ 4 (A.16)

& an
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A.4 - Transformacao da Equacao Genérica Governante no Plano

Transformado

A equacao genérica, para a variavel ¢, escrita no sis

tema cartesiano, €

8q , 9B , 3F , 56 _ 3R , 3S , oo

ot ax ay X ay (A.17)

Para mostrar que ela mantém sua forma conservativa soO
o primeiro membro da equagao, € trabalhado, ja que os passos pa

ra o segundo sao identicos.

e

Pela regra da cadeia, e fazendo o segundo membro

gual a uma variavel auxiliar D, tem-se

oF, L 3F L+ p¢ o p (A.18)

Substituindo os valores de Ex, £E ., n_ e ny dadas pe-

Yy X

las Equacoes (3.10) e (3.11), e fazendo operacgoes algébricas,

obtém-se

3y . ¥ 3x

1 m. i _ _ \n Yg An \g _
7ot T aenE - X F) agf * aﬁf * S8F - ot
9 p?_ D A.19
sn(VeE - xgF) + 5 = (A.19)
N R D Y IR SR E TR N A
3t g 3E|T " "x an [T "x Ny J

e - ~ ~ —

3 & F p¢

q

(A.20)
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ou

3§ , oE , aF , Lo _ 3R, 35, a¢
"t + 3E + n + P 5E + o + S (A.21)
Esta € a equacao usada ao longo do presente traba-

lho.



146

APENDICE B

DETERMINACAO DE GRADIENTES DE PRESSAO, COEFICIENTES E TERMOS
FONTES PARA VOLUMES DE CONTROLE DA CONTINUIDADE NA FRONTEIRA

B.1 - Introducao

Como indicado na Secao (7.4), neste Apéndice tem-se:

— a determinacao dos gradientes de pressao nos volumes de con-

trole na fronteira, necessarios na equacao de Poisson.

— Os coeficientes e termos fontes da equacao de Poisson para
os volumes de controle de velocidade U na fronteira, para

diferentes condigoes de contornos que se apresentam.

B.2 - Determinagao dos Gradientes de Pressao nas Fronteiras

Considere-se a Figura B.1l, onde se quer determinar os

gradientes de pressao nos volumes de controle na fronteira.

Como a distribuicao do perfil € parabolica, apresen-

tam-se os segulintes casos, segundo a fronteira:
a) Fronteiras Norte e Este.

De acordo com a Figura B.2Z,
P(n) = a +an+atn2 (B.1)
0 1 2 ’

Apos algumas operacgbes e considerando as pressdes nos
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FRONTEIRA NORTE

f

4 Z Z L Z

V4

/ B

1 3 2 l ‘
LUf s - - W
'__
w ; -
S ] ! t2 o
g <T
x A o
4
e =
= ) 2 b | z
(@] o

/ ¢
@ (14
w7 . Z 3 f

/ 4

4

43
/]
( /7 7
n FRONTEIRA SUL
£

Figura B.1 - Volume de controle de fronteira onde sao avaliados

os gradientes de pressao.

pontos indicados, chega-se a

15, S, L3
ag =g P37 P g h (B.2)
aj = 2P - 3P, +P (8-3)

p p

- 3 _ 1

a; =5 ~ Pt 3 (B.4)
P_ - P

Para a fronteira Norte. (B.5)
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NN

~
FRONTEIRA

NN

1
!
I
I
I
|
1
/

-5

2 =32 -1/2 n

Figura B.2 - Perfil parabolico da pressao assumido para calcu-

lar seu gradiente nas fronteiras Norte e Este.

%%)f = a, (B.6)

O gradiente %%)f € avaliado em relacaoa fronteira. Pa

ra o gradiente da face Este € usada a mesma Equacao (B.5) com

Pz ~ Py, 190

3P, . :
-55)3 st 5 ag)f' Para a fronteira Este. (B.7)

b) Fronteira Sul e Oeste.

O caso & identico ao anterior

P(E) = ay + ajf + ayE’ (B.8)

1
QO

com

= > 3
= P, - 7 P, + '8— p (B.g)
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Figura B.3 - Perfil da pressao para avaliar seu gradiente nas
fronteiras Sul e Oeste.

a; = -2 Po+ 3 P, - P1 (B.10)
a, = :; _.Pz + i% (B.11)
%%)3 = ’2 ; %3 + % %g)f Fronteira Oeste (B.12)
%g)f = a (B.13)
Para o gradiente da face Sul
g%)s = EZ—%—EQ + % %g)f Fronteira Sul (B.14)
Atualmente, em alguns programas desenvolvidos pelo
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grupo de Simulacao Numérica do Dpto.de Engenharia Mecanica da
UFSC, estas aproximagoes sao tomadas linearmente sem perda da

qualidade dos resultados.

B.3 - Coeficientes e Termos Fontes da Equacao de Pressao para

Volume de Controle da Cbntinuidade na Fronteira

Apresentam-se aqul os coeficientes e termos fontes ob

tidos para os volumes de controle da continuidade na fronteira.

Na Secao (7.5) foram determinados os coeficientes e
termos fontes para um elemento interno e de fronteira. O proce-
dimento para os volumes de controle da Figura (B.4) € similar,

assumindo-se as condigoes de contorno indicadas.

Para as condigoes de contorno indicada, sao os seguin
tes os valores de coeficientes e termos fontes para os volumes
de controle na fronteira, a serem utilizados na equagao de pres

sao.

ELEMENTO L
Ay = Anw ) Asw =0
Ae’ Ane’ Ase permanecem 1nalterados em relagao aos

coeficientes para volumes internos.

+ o (B.15)
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Velocidode Prescrita

u=Vv=0 [ [ u=v=o
/ / s
= —— — Ll
g el o
o h=
1 S -~ —
-—
g B T —— g
E —_—— ————t S
.: -:
(3] (3]
wn w
(] ——— —_——
= ~
O, ® ® | «
L4 —_—— —
hel Q
o ©
R o) (o]
o ©
— o
® _—
> — e — —_—T1T o
>
—_——— | et
&9
/S 7 ’ 7
rL u=v=0 u=vz=0

Velocidade Prescrita

Figura B.4 - Volume de controle de fronteira para a continuida-

de com condigoes de contorno no plano transformado.

2 2 2
As ) de s * BdU e de S (B-10)
Ap 4A5 4Ay
>
B = V.V + Kv)s - Kv)n (B.17)
Onde
gd? AP
K, - ‘ (B.18)
2AY
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AP,. €& gradiente de pressao avaliado no ponto da fron-

f
teira da face onde & calculado

ELEMENTO LT

A = A = A = A = A =0
W SW nw n ne
ASe inalterado
2 2 2
A= |2 o B s B (B.19)
e AU e 4AU e 4AV [
P P P
2 2 2
A = (ydf Lo |Bd | _ |Bd” (B.20)
S AV [ 4AU e 4AV S
P P P
B = % K..) + K. ) (B.21
v.V - Ve Vs .21)
8d? sP
Ky = —— (B.22)
U ZAU
P

ELEMENTO T1

A , A, A inalterados
se
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2 2 2

Ae _ ladU .- BdU o * BdV ] (B.23)
A 4A 4A
P P P
2 2 2

A = |ed . |Bd”| _ |gd (B.24)

w AU w 4 Uiw 4 Vis

p Ap Ap

B = V.V - Ko * Xplu (B.25)

O Elemento T2 é igual ao Elemento Tl, por ter veloci-

dade prescrita na fronteira.

ELEMENTO RT

A = A = A = A <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>