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RESUMO

0 objetivo db presente trabalho e realizar um estudomsobre a transfe-
rencia de calor em regime 1aminar estacionﬁrio em um trocador de calor duplo-tu
bo duplo-aletado isolado externamente. A solugao e obtida atraves do metodo de
equagaes integrais com a utilizagao da solucdo fundamental de Green para a re-
giao de escoamento de fluido e funcoes de Green constru?das pelo metodo varia-
cional de Ritz para as superficies solidas. E analisada a distribuig56 de tem-
peratura e fluxo de calor nas superficies aletadas para diferentes valores de
numero de aletas. 0 desempenho do trocador de calor e avaliado em fungdo  dos
nﬁmeros de Nusselt do tubo interno e exterro, tendo sido plotadas curvas de de-
“sempenho para varios valores de niimero e comprimento de aletas. 0s resultados
do problema hidrodinémico sao comparados com as solugdes disponiveis na litera-
fura, enquanto que os resultados do‘prob]ema termico foram comparados com al-

“guns casos limites de solugao conhecida.
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ABSTRACT

The heat transfer characteristics for a laminar forced convection
fully developed flow in a double-finned circu]ar annulus with axially uniform
heat flux are obtained using the integral equation technidue. The fundamental
Green's solution is used in the f]ow,regions, while the Ritz's variational
method is applied to construct the Green's functions used at the'so1ids surfa-
ces. The influence of the lenght and fin number upon the temperature and heat

flux distribution over the internal and external fins is presented. The Nus-

selt number based on inside tube diameter is determined for the inner and
outer ducts. The solutions of the hydrodynamic problem are compared with
available data from previous published references and the so]Utionshof the

thermal problem are compared with some limiting cases available from the re]g

ted literature.



1 - INTRODUGAO

/
0 problema da determinagio do desempenho térmico de trocadores

de calor aletados tem recebido especial atencdao de inumeros pesquisadores, de-

vido a sua grande aplicacao na industria atual.

Trocadores de calor em regime laminar e escoamento forcado  tem
emprego assegurado em reatores nucleares refrigerados a metal 1iquido, onde de-
vido a alta viscosidade do refrigerante e a reduzida inf]uéncia das-forgas de

f]utuaggb, 0 comportamento do fluido neste escoamento podé ser assim considera-
do [1] . [2].
.
Uma importante aplicacao do escoamento 1aminar em trocadores de
calor ocorre na industria alimenticia, quando se deseja aquecer ou resfriar a-
Timentos 1iquidos de alta viscosidade, o qual se faz, bombeando tais alimentos

~atraves de trocadores de duplo-tubo.

0 escoamento laminar no interior de dutos tambem podem ser en-
contrados em coletores solares planos, principalmente aqueles que funcionam a

termosifao, onde a velocidade de fluxo do fluido e bastante baixa [3] - [5] .

¢



02

Um outro campo de aplicacao deste tipo de trocador de calor ,
muito recente e em franca expansao, e O Seu emprego em naves espaciais e esta-
coes orbitais, sendo usado em aquecedores ou resfriadores, com a caracteristica

~de que & inexistente a forca de flutuacgao.

De um modo geral, trocadores de calor aletados sao aplicados a

situagoes que exijam um bom desempenho em um espagd fisico restrito.

As solucoes de escoamento laminar em dutos aletados podem ser
encontradas com o auxilio de basicamente 03 (tres) metodos distintos: volumes

finitos, elementos finitos e equacgdes integrais.

0 metodo de volumes finitos teh'sido 1argamente empregado na so-
lucao dos mai§’variados problemas de transferéncia de calor e massa, sendo fre
quentemente aplicado ao escoamento em dutos aletados, como SOLIMAN at al [6]
que aplicaram o metodo a dutos aletados internamente com temperatura prescrjta
tanto ax{aTmente duanto cirtufereﬁéfé1mente, consfderando é{ﬁda aleta coﬁduto-
ra de eépessura finita. Um outro caso'em gue este metodo e aplicado, foi = ao
problema de escoamento 1aminar entre duas placas parale]as, onde uma das pla-
cas @ dotada de aletas, tendo sido resolvido por SPARROW at al [7] , [8] ‘para

diversas condigoes tanto axiais quanto transversais.

0 metodo de elementos finitos tem sua aplicacao fundamental na
elastostatica, no entanto tem surgido ﬁuitos traba]hos utilizando este metodo
em transferéhcia de calor. MASLYAH e NANDAKUMAR [9], empregando este metodo ,
obtiveram a solucao para dutos com aletas triangulares internas. A solugao en-

contrada foi para fluxo de calor uniforme axialmente e temperatura prescrita na
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secgao transversal, inclusive ao longo da aleta.

_ 0 metodo de equagGes integrais com a utilizacao da solucao fun-
~ damental de Green foi introduzido em 1963 por JASWON [10] e SYMM [11], na solu

gao de problemas relacionados a teoria do potencial e elastostatica.

Uma das principais dificuldades deparadas por qualquer metodo
numerico sao as fronteiras, ou seja, o tipo de secgao transversal e a natureza
da condigao de contorno. 0 primeiro aspecto e facil observar quando a frontei
ra do problema e de forma irregular fazendo com que o sistema de coordenadas
bcartesianas se torna inadequado par% armazenar as condicoes de contorno exata-
mente sobre a fronteira, sendo neceséério interpo]agGes sobre todo o contorno. -
Esta dificuldade desaparece com o metodo de equagoes integrais, pois as infor-
magoes sao armazenadas diretamente sobre a fronteira, nao importando a forma ,

eliminando este inconveniente.

Outra vantagem do metodo de equacoes integréis e inerenfé-ao_fg
to-das informagaes estarem sobre a fronteira, tornando necessﬁria a reso]ugao
de um sistema com menor numero de.eqdagaes, implicando diretamente na redugao
do tempo de computagdo, como pode ser visto em [12] e [13] . Qutras vantagens
podem sér observadas na ap1ita§50 a problemas especificos, como¢0; escoamento
sobre superf?cies externas ou ainda a regiaes mu]tip]amente conexas com condi-

coes de contorno mistas.

A aplicagao do métqdo de equagoes integrais a problemas de trans
ferencia de calor por convecgao em regime 1aminat foi. empregadé por HU e CHANG

[14] em 1973 na obtencao da solucao analitica do problema de transferéncia~ de
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calor em dutos a1etados'internamente e f]qxo de calor uniforme axialmente e
prescrito na secgao transvérsa] e aletas. A solugao para dutos aletados exter
namente com fluxo axial uniforme e temperatura a fluxo conhecidos tranversal -
mente, foi apresentada por COLLE [15] em 1976. Um caso particular deste traba
Tho e apresentado pof MALISKA [16] onde este metodo de solucao foi empregado em
trocadores de calor duplo-tubo com aletas que se estendem entre os dois dutos,
para condicao de fluxo de calor uniforme axialmente e prescrito transversalmen

te. o , /

Em 1979, COLLE [17] utilizou equagodes integrais na analise de
perda de carga em regime ]aminar.em dutos de seccgao transveral muitiplamente
conexas. Oé resu]tadbs apresentados mostram boa concordancia com as solugoes .
disponiveis na 11teratura. Um estudo bastante completo sobre transferéncia de
calor em dutos de secgao transveral arbitréria para fluxo axial de calor uni-
forme, foi apresentado por COLLE [18] , onde sdo analisadas diversas . geome-
trias e condigoes de contorno transversais. |

PRATA [19] em i980 uti]izdu 0 mesmo metodo para sb1ucionar 0
pkob]ema‘de'transferéncia de calor em regime permanente e fluxo de ca]or axial
uniformé, para dutos de parede espessa e Secgao transversa] eliptica. Uma ané
- lise do escoamento em regime laminar estacionério,para temperatura uniforme
axialmente foi obtido por COLLE [20] em 1982, tendo obtido so]ggGes para dutos
de seccao tfansversa] retangu]ar, as quais apresentaram boa cogcordéncia com

as solugoes analiticas conhecidas.

0 principal objetivo deste trabalho e rea]izat um estudo sobre

a transferencia de calor em regime permanente estacionario em um trocador . de
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calor duplo-tubo duplo-aletado isolado externamente como apresentado pela Fig.
1.1, utilizando o metodo de equagoes integrais, tendo em vista a determinagao
do comportamento do escoamento e a obtencdo de resultados que possibilitem oti

“mizar o numero de Nusselt.

Fig. 1.1 - Trocador de calor de duplo-tubo duplo-aletado.

A colocacio de aletas em dutos tem po;ﬁobjef%vo primeiroué au-r
mento da area de troca termica, no entanto, a medida que se aumenta o compri-
mento das aletas, a velocidade ponto a ponto do escoamento e alterada, influen
ciando diretamente no nGmero de Nusselt, concomitantemente, a poténcia de bom

beamento devera ser aumentada devido a elevagao do fator de atrito.

Todos estes fatores estao intimamente ligados entre si, fazendo
com que qua]quer alteracao nas variaveis, taié como comprimento das aletas s
cdndutibi]idade térmica e outras, afetem sobremaneira o comportamento do escoa
mento. Deseja-se obter neste estudo subsidios que possam ser utilizado pelo

A

engenheiro no projeto de trocadores de calor.
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2 - FORMULAGCAO GERAL DOIPROBLEMA

2.1 - Consideragoes Preliminares

—

0 presente capitulo mostra a formulagao do problema de ‘transfe-
rencia de calor em regime laminar em trocadores de calor de duplo-tubo aletados.

A simetria do escoamento e aproveitada e a regido de estudo conforme a Fig. 2.1.

Fig. 2.1 - Seccao transversal do trocador de calor em estudo.

A fronteira do problema e dividida em segmentos de acordo com a
Fig. 2.1, sendo que cada um desses segmentos e considerado uma superficie de
Liapunov; ou seja, as derivadas em toda a extensdao do contorno existem e Sao

continuas.

A analise global de problemas de transferéncia de calor em dutos

e muito complexa em virtude do grande numero de variaveis envolvidas. O presen
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te estudo restringe a solucao do problema considerando as seguintes hipoteses

simplificativas:

f

a) Fluido newtoniano em escoémentolaminar;

b) Perfis de velocidade e temperatura plenamente desenvolvidos;
c).Propriedades fisicas dos fluidos constantes;

d) Dissipagéo'viscosa desprez?veT;

e) Condugao axial nos fluidosve superffcies solidas despreziveis;

.f) Duto reti]?neo de superf?cies perfeitamente polidas..

Outras hipoteses simplificativas consernentes a natureza do pro-

blema sao consideradas aqui em particular: :

g) Aletas conicas de espessura desprezivel;

h) Duto interno de espessura de_parede desprevael;um.

i) Duto externo isolado;

J) Eséoaméntocbntracorrente e fluidos de mesma capacidade calori

fica horéria. |
As hi;6teses.simp]ificativas de (a) ate (f) sdo usualmente encqg'
tradaé em tréba]hos deste tipo, sendo 1mportante ressaltar que a solugao aqui
obtida hSo_é aplicavel a regioes de entrada de dutos, limitada pela hipotese
(b). A consideragio de que as propriedades dos fluidos sao constantes, implica
em que a diferenga de temperatura entre a entrada e saida do trocador nao pode-

ra ser elevada. Outra restricao importante diz respeito a conducao axial 'nos
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fluidos e superficies solidas. Esta hipotese faz com que o escoamento seja tal,
que os gradientes de temperatura transversais sejam muito maiores que os gra-

dientes axiais.

0 comportamento térmico de trocadores de calor duplo-tubo e in-
f]uen;iado-diretamente pelas Capacidades térmicas, aliado a direcdo de escoamen
to dos fluidos. A hipotese de escoamento em cdntracorrente e igualdade de capa .
cjdadeé calorifica horéria implica em que todo calor retirado do duto  interno
éeja igual ao calor entregue ao duto externo em cadé:secgio transversal, ou se-

ja, nao ha fluxo axial no fluido e superficies solidas. i

' 2.2 - Estudo do Escoamentb'em Trocadores de Calor

o

Os trocadores em calor duplo-tubos, podem ser divididos basica-
mente em duas classes relativo a direcao do fluxo dos fluidos:

1 - Trocadores de fluxo parale]o;

2 - Trocadores contracorrente.

Nos trocadores de fluxo paralelo, como o préprio nome explica ,
tanto o fluido quente, quanto o fluido frio, percorrem o trocador de calor na

mesma diregcao, como mostra a Fig. 2.2.

!
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A caracteristica deste tipo de escoamento e a diminuigao progres

siva da diferenca de temperatura entre os dois fluidos, ou seja:

* ' *
@Z' = Tbl, 7 - sz, z = f (Z) ' | (2.])

A outra classe de trocadores de calor, a qual foi adotada neste
estudo, e mostrada na Fig. 2.3, e e caracterizada pela direcdo contraria dos es

coamentos no trocador de calor. o L

S
Thi,A

*
Tb2,A

*
Tot,8

Tb2,12

* .
T™2,8 !

) C)_,&]; . — ijj}i?

1o .

Fig. 2.3 - Desenho esquematico de um trocador de
calor duplo-tubo contracorrente.
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A caracteristica deste tipo de escoamento & a diminuigao progres

siva da diferenca de. temperatura entre os dois fluidos, ou seja:

* *
O "Tb]_,.z'-T

9 b2, 7 = F(2) | (2.7)

A outra classe de trocadores de calor, a qual foi adotada neste

estudo, e mostrada na Fig. 2.3, e e caracterizada pela direcdo contraria dos es
o
coamentos no trocador de calor. . - L _ —
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Fig. 2.3 - Desenho esquematico de um trocador de
calor duplo-tubo contracorrente.
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~ Neste tipo de trocador de calor, a diferénga de temperéturaé o,
entre os dois fluidos e 30z poderao ou nao ser constantes, dependendo direta-
‘ 9z
mente d@s capacidades ca]orTficas dos fluidos. A igualdade desta grandeza assu
mida pela hipotese (j) faz com que tanto ©, quanto 802 permanegam constantes:
' v ¥4
T* * .
% = Tbi,z - Tbyyz = cte ‘_ N - (2.2)
. Ca* * -
§.e_g.=§lbl,z-a_-r.b2,z=0 _ (2.3)

- 92 0z 0zZ

Este fato pode ser melhor compreendido aplicando-se o principio
da conservacdo de energia a um volume de controle diferencial em uma secgao

transversal do duplo-tubo. De forma esquematica temos o seguinte escoamento:

-

* \ i
dTbz  » I L -
L dz) -— —+— P2 2 A2CpP2Tbz
Ly
|

»
P2 u‘é A%sz (sz +

!
» [ ! q;, * » I
1 U1 At Cpt Tbi -——:- —— Pt AICpy (Tb|+
|

éT: »
[
| ] dz )

dz

Fig. 2.4 - Balango térmico esquematico no trocador duplo-tubo.

/

Uma outra condicdo advinda da hipotese (j) e a uniformidade do
fluxo de calor por unidade de tempo e comprimento, permitindo que o balango re-

presentado pela Fig. 2.4 possa ser escrito da seguinte forma:

*
¢, b | (2.4)
" az” '

*
o,

q=0



Onde C; e C, sao as capacidades calorificas dos doi§ fluidos

sendo dadas por:

. % * K k
Cl = mlcpl = plUmlAlcpl (2.5)
' e % *  x * _ ‘ : »
Cz = m2C = pz_UmgAchz ) | (2.6)

P2

A igualdade das capacidades calorificas assumida pela hipotese

(j) faz com que as equagoes (2.2) e (2.3) sejam obtidas diretamenté de (2.4).

2.3 - Analise Termica do Escoamento Laminar em Dutos

Um outro fato importante proveniente da hipotese (b), a qual as-
sume os perfis de temperatura e velocidade plenamente desenvolvidos, e a exis-

tencia de um perfil adimensional de temperatura invariante com o comprimento a-
) " ) 7 e R : g
xial do duto, sendo definido em termos da temperatura media de parede Ts e tem

T*

peratura media de mistura 'b , a qual caracteriza o estado de energia _termica

media do fluido [21] e dada por:

A partir do momento em que e assumido este perfiladimensional de

temperatura, dita invariante na diregao do escoamento, pode-se dizer que:
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* * i R
s T T _ (®"/ an) D -
[“*(—:—;;“)] = cte s - = (2.8)
BDi

A analise da equagdo (2.8) em conjunto com o conceito de coefi-
ciente de troca de calor por convecgao " hC " e da lei de Fourier da condutibi-

lidade térmica aplicado 3 parede:

T* *
q=hc(s-Tb) - | (2.9)
B *
q=-k (2] (2.10)
an* N 4
~ aDi
permite que se conclua que:
h !
—% - cte g - - (2.11)
e

{

ou ainda, o coeficiente de troca de calor por convecgao e invariante com a di-
recao do escoamento para perfis de velocidade e temperatura plenamente desenvol

vidos. Aliado a condigcao de uniformidade do fluxo de calor axial, tem-se:

s - b = cte | (2.12)

Diferenciando na direcao axial,

. * *

az*‘ az*

s - =0 o | (2.13)




e

0 uso de invariancia do perfiladimensional de temperatura com a

direcao do fluxo, permite que se possa escrever:

T* T* X
o ST ) =0 (2.14)
* X o TX .
9z TS Tb
Diferenciando e rearranjando,
oT* oT* oT* T* T*
aT* S S b s -
= - ( - ) ( ————) (2.15)
9z* - 9z* 9z* az* T; - Tg

Aplicando a equagao (2.13) em (2.15),

o+ 2T ®Th (2.16)
9z* 9z* 3z* ’

A aplicagao da presente analise individualmente em cada duto do

trocador de calor, mostra que:

* * * * * *

az*  az* dz* 3z  Jz*  3z*

(2.17)

0 comportamento termico e hidraulico do escoamento para efeito
de analise comparativa e determinado com ajuda do numero de Nusselt e do fator

de atrito, tendo sido definidos convensionalmente por:

Nu <

]

(2.18)
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fols (2.19)
*
puy
*
Onde: D1 = diametro interno
. - o : o
T, = Tensao cisalhante do fluido na parede = y =— (2.20)
' on*

0 fator de atrito pode ser entendido fisicamente como sendo uma
relagao entre a energia cinetica dissipada no.atrito entre a parede e o fluido
e-a energia cinetica transportada pelo escoamento. Esta re]agio tem aplicagao.

direta na determinacdo da potencia de bombeamento.

0 numero de Nusselt pode ser entendido fisicamente como uma rela

¢ao entre o gradiente de temperatura do fluido imediatamente em contato com a

superficie e o gradiente de temperatura de referencia, a qual e dada -~ por
T* T % * T * _ . T * _

(s - 'b)/L,onde 's ea temperatura da superficie, b e a temperatura

- - . ~ *— . -~
que caracteriza o estado termico da secgao transversal e L e uma dimensao ca-

racteristica. _

2.4 - Equacao do Movimento

Nos problemas de transferencia de calor se faz necessario o co-
nhecimento da distribuicao de velocidade no escoamento, a qual & fornecida atra

ves da equagao de Navier-Stokes:



v . (ﬁV!) = Vp + v.Vy
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(2.21)

A equacgao de Navier-Stokes na forma como e apresenfada pela equa

cao (2.21) representa o comportamento de um fluido em situagles bastante abran

gentes, todavia devido as caracteristicas do tipo de escoamento em estudo, tal

como regime permanente,..propriedades fisicas constantes e perfil de velocidade

plenamente desenvolvido, permite com que a equagao (2.21) passe a ser

da seguinte forma em coordenadas cartesianas:

2

-
9 u a u

+

dIx*? dy*?

escrita

' (2.22)

A adimensionalizacao das equacbes & necessaria para que as solu-

coes obtidas possam ter validade para um numero maior de situacGes,para

tanto

* - - . ~ .
adotou-se L como uma dimensao caracteristica da secgao com as demais grandezas

e constantes fisicas referenciadas ao fluido do duto interno,

%2 2p1

oz*

U

i

(2.23)

(2.24)

(2.25)



*
- Uz
U, == ——————— ‘ ‘ .
L*z 921. (2.26)

dz*

As equagoes do movimento para o duto interno e externo reduzem-

se a:

V2u; = - 1 , (2.27)

V2. = -

v2u, Ry - Ry (2.28)
onde: Rp - Relagao entre gradientes de pressao

* * - .
R = sz / 3p1 ) i (229)
P az* VAl ‘

R - Relagao- entre viscosidades absoluta

R o=wm / w2 - (2.30)

A relacgao entre gradientes de pressao e determinada de modo que
o criterio de igualdade de capacidades calorificas seja respeitado. Uma descri

cao detalhada deste coeficiente pode ser vista na secgao 5.1.

A solugao de cada uma das equagoes do movimento e obtida indivi-
dualmente, resultante de dois problemas a valores de contorno especificos, com

condigoes prescritas em toda a extensao da fronteira, descritos como:
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Duto Interno: VZu; = - 1 z €D, (2.31)
w| =0 Z € 3Dy, 3D (2.32)
oD
w4 z € 3Dy, 3Dy o (2.33)
an |
oD
| . 2, o ‘
Duto Externo. Veu,. = —.Rp . Ru z €D | | (2.34)
aD :
3U2
- 0 z € 9D , 3Dy (2.36)

oD

2.5 - Equacgao da Energia

- -A equagao da energia para fluidos newtonianos incompressiveis e

descrita de uma maneira mais completa da seguinte forma:

DCT* D p* .
pC: = V* L (ke VAT*) 4 p g+ ——— ks (2.37)

p
Dct | Dct

onde ¢* - fungao dissipacao

.. . ( )
s - termo fonte de geracao ou sumidouro de energia
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Dy
- £ - perivada total de uma grandeza qualquer ¥
Dct .
: Dy _
Definida por: L 2 L yx gy (2.38)
Dct at - '

Aplicando as condicoes preestabelecidas de escoamento unidimen-
sional com perfil plenamente desenvolvido e propriedades fisicas constantes ,
sendo ainda considerada a dissipagao viscosa e os termos de pressao desprezi-

veis, a equagao da energia em coordenadascartezianas se reduz a:

(BTELRTH e 3T

2.39
9x2* dy2* P dz* ( :

ke

Fazendo o uso das definicoes anteriores de velocidade e coordena

das adimensionais dadas por (2.23), (2.24), (2.25) e (2.26) obtem~-se as seguin-

tes grandezas adimensionais:

o
T, L fiwm
= L*qapl* aT]* . . (2.40)
dz*  3z*
_ Q. -
T, =2 Tim - | (2.41)
L**3p,* 3T, *
3z* az*
o 1‘ . e - . _ 0. kf ’
onde f - Difusibilidade termica, dada por = f = —— (2.42)
o A . oC
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. As equagoes de energia para os dois dutos apos feitas as adimen-

sionalizacoes reduzem-se a:

V2T, = - uy | | (2.43)
V2T2 = = Uy Ra RT
onde Ra - relagao de difu§ibilidades térmicas Ru = a1/ (2.45)

RT - relacao de gradientes da temperatura na diregao axial,

* *
3Ty, 8Ty

Definida por RT =
‘ 3z*  3z*

=1, a partir da (2.46)
equacao (2.17)

As equagoes da energia (2.43) e (2.44), assim como as  equagOes
do momento (2.27) e (2.28) sao equagoes diferenciais pdfciais lineares de segun

da ordem elipticas de Poisson.

Com o objetivo de simp]ificar 0 tratamento matematico das equa-
coes (2,43)‘e (2.44), e aplicado sobre elas o Opérador Laplaceano, aliado ao
uso das equagoes (2.27) e (2.28), sendo transformadas em equagoes bi-harmonicas

assim representadas:

7Ty = (2.47)

<
E~
—
N
1]

Rera Rn Ry = R (2.48)



20

As equacoes (2.47) e (2.48) formam um problema a valores de con-

torno descrito da seguinte forma:

€ D

\% T1 = ] E
éTl ' :
~ aD
9Ty
~ aD
u L
\Y% Tz = Rf E E Dz 5
AT,
~ dD
3T, |
an n F G
aD

(2

(2.

(2.

(2.

(2.

.49)

50)

51)

.52)

53)

54)

.55)

Para a completa colocacao do problema e ainda necessario o esta-

belecimento das equacoes relativas as superficies aletadas.

As regioes aqui descrjtas como aletas, possuem a caracteristica

de o fluxo de calor atraves de tais regices ser considerado unidimensional, as-
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sim como temperatura constante a cada secgao transversal. Este conceito foi
‘aplicado nao somente as aletas propriamente ditas, mas tambem a superficie de

separacao entre os dois dutos, aqui chamada " superficie intermediaria ".

As equagoes de aletas podem ser obtidas diretamente da  equagao
~ da energia, ou realizando um balango energetico. Esta ultima forma & aqui des-

crita devido a melhor visualizacdo do fenomeno fisico:

|

!
! . . o7’

ks A% (g) T e ks A AT
ds* | | s & ds*
(] i | ’s +ds
aT*-

“an 98

Fig. 2.5 - Balango de energia na aleta.

_ * _ . . . . _
onde A (s) e a area da secgao transversal da aleta.

Efetuando-se o balango termico no volume de controle de uma ale-

ta de seccao transversal genérica obtem-se:

(2.56)

Este mesmo procedimento e entdo repetido para as regioes em ques
tao, resultando nas seguintes equacoes diferenciais com as respectivas condi-

coes de contorno,estando adimensionalizadas segundo as equagoes (2.23), (2.24),
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‘(2-39) e (_2.4.0).

el

3T, ke 3T,

Aleta Interna: 2 (AL(S) —) =2 _fr (2.57)
3s 3s k an
Ty, (s'= 0) = TA (2.58)
aT \
o, (2.59)
3s
- s =
o T2 k 3T )
Aleta Externa. 3 (AF(S —) = _f2 (2.60)
3s as k on
s
To (s = 0) =T, (2.61)
aT,
) °2 0 L (2.62)
9s
s = %2
_ 2 k
Superficie Intermediaria: ° T2 _ ] ( f, aTl’zi_ P, 0Ty, ) (2.63)
952 Ay g ks an ks an
Ti,2(s = 0) = Tg . (2.64)
Ti,2(s = h) =T, : (2.65)

‘ Um importénte fato a ser notado e o acoplamento dp problema, im-
plicando.na necessidade das equagoes (2.49), (2.52), (2.57), (2.60) e (2.63) se-

‘rem resolvidas, conjuntamente.



3 - METODO DE SOLUGAO POR EQUAGOES INTEGRAIS

3.1 - Conceitos Basicos

0 metodo de solugcao conhecido por " equagoes integrais ", tem
por finalidade transformar um determinado problema estabelecido atraves de equa
coes diferenciais pafa um dado dominio "D" , em um problema a valor a contorno
onde as solugoes sao agora obtidas atraves de equagdes integrais definidas sob

a fronteira "3D" do problema. !

/

A transformacao de uma equagao diferencial em uma equagdao inte-.

gral no contorno e conseguida com a ajuda primeiramente de equagdes diferenciais
auxiliares obtidas atraves dos operadores Laplaceano e Bi-harmonico associados

ao problema e suas respectivas solucgoes fundamentais.

e - - 0 operador Laplaceano-associado produz-a seguinte equagao dife-

rencial parcial:

- V29 (z, 2') = §(z, 2') Z, 2 € R (3.1)

K]

A solugao fundamental desta equacao e chamada Fungao -de Green .as

sociada ao operador de Laplace, para R? ¢ igual a:

g(z,2')=-——Tn|z-2] (3.2)
29 |

4

A equagao diferencial auxiliar, associada ao operador bi-harmoni

co e:
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- V"G (z, z') = §(z, 2') z, 2' € R" (3.3)

cuja solugdo para o R? sera: [

|z - z'|?2 (In]z - .2'] - 1) a (3.4)
81 '

G (Z, Z‘) = =
Alem do uso das solugdes fundamentais de Green, sao necessarios
alguns teoremas e identidades, utilizados como meio de transformacdo das equa-

coes diferenciais em equagdes integrais.
. Teorema da Divergencia

{ V.u dA = f u.n ds o (3.5)
D 3D |

onde u e um campo vetorial continuamente diferenciavel, D & uma regiao do R"

“n e o vetor unitario normal 3 fronteira dD, dS & o :elemento de arco e dA @ 0

elemento de area.

. Segundo Tebrema de Green .

[

{ o
u vev - v Vu = U— - v -=—)ds .
2 2y) dA (U -y Ay g (3.6)
D ‘sp M on

onde u e v sao fungoes continuas e possuem derivadas de segunda ordem tambem

continuas em D e Bu/ag«eav/an'seus respectivos derivados normais,dadas por:

5

Y osgu.n (3.7)
on _ :
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»Vav
-~ an

=YV .n o - (3.8)

Identidade de Ray]eigh-Green

: L LS ) 2 2 2 2
Jwvvewaans - [ w2 @u - v 2 e o] el - o 2 gas
o - 9n an on an
D aD - 3D ~
| \ (3.9)
Onde as fungoes U e v possuem derivadas de quarta ordem conti

nuas no Dominio.

3.2 - Aplicacao do Metodo Integral a Equacdao do Movimento

Com vistas a uma maior generalidade para a formulagao integral ,
e sugerido o seguinte problema, similar aquele proposto inicialmente pelas equa’

goes (2.31) a (2.36).

Seja D a regiao correspondente a secgao transversal de um duto e
3D a sua fronteira, com condicoes mistas de potencial ou derivada do potencial
nulos.

D, 90

Fig. 3.1 - Escoamento em dutos de secgao trans
versal arbitraria com simetria.
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A equacgao para o problema hidrodinamico propostq e de forma:

‘Yu=-a : ZED (3.10)
u] =0 R z € aD, (3.11)
30,
du ’ = 0 z € 3D, (3.12)
~3n |
3D,

onde a e uma constante.

A equagao integral do problema e obtida multiplicando a Equa-
cao (3.10) pela solugao fundamental de Green g e a Equagao (3.1) poru e soman-
do-as, |

{
2 2 1

o Wu-ug=us (z.z.) -g.a. . (3.13)

integrando a equagao resultante (3.13) no dominio D, com aplicacdo do  segundo

teorema de Green ao 'ado esquerdo da igualdade, obtem-se:

j (g & -y 29)ds - f_u §(z,z )dA - aJ g dA (3.14)
3p 90 on D D ‘
Onde: 3D = 3D; + D, _~ (3.15)

A forma final da equégéo_é obtida aplicando as condig&es de con-

torno (3.11) e (3.12) a equagao (3.14) e a pfopriedade da distribuicao Delta de
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Dirac, tem-se:

~

u (z') = f 9(z,2') M (2)ds - f u(z) 2(z,z)ds + aJ 9(z,z') dA  (3.16)
30, - aD, 0 D

Aplicando a caracteristica de simetria da funcdo de Green e tro-

cando z por z' tem-se,

{

u(z) = f 9(z,2') 4 l (z')ds'- j u(z')| 39 (2,2')ds'+ af 9(z,2')dA’
aD, 3 “5p, 3D, 30,0 D
| < (3.17)

zZED
A equagao (3.17) mostra que a partir do momento que se conhece
a derivada normal da velocidade no contorno 9D, e a velocidade no contorno 3D,,
e possivel obter o valor da velocidade em qualquer ponto do dominio D. No en-
tanto,.tais condigoes sao desconhecidas na fronteira, exigindo uma outra equa-

cao para que se determine estes valores.

_A nova equacgao integral surge através da pr6pr1a equ;gio (3.17),
coh a condicao de z € 3D. Este procedimentd leva, no entanto, ao surgimento de
sihgularidades quando z = z'. A eliminagao deste inconveniente & feita atraves
de um semi-circulo de raio r coﬁ r'+'0, conforme mostrado pela Fig. a.2 do apen
dice A, e Qtilizando as propriédadés fundamentais dasifung6es de Green (a.27) ,

(a.28). Logo,

a f g(z,z')dA'+ J g(z,z')ég- (zf)dsf— l-u (z')l- J ég(z,z‘)u(z')ds' =0
D | S Tapy - Mgp, 2 3D, 30,°0

z' € 3D
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Deste modo o problema da velocidade fica completamente determina
do, bastando tao somente a solugao de (3.18) para a determinacao de u em 3D, e

du em 3D, , sendo posteriormente aplicados em (3.17) na determinagio do campo.
an '

Um inconveniente surge do fato da fungdo de Green ndo admi
tir a solugado para'todas as classes de contorno, os quais sao denominados pela
literatura de contorno T' [23]. Sendo conveniente que se introduza em (3.17) e
(3.18) a condicao de consistencia do problema (3.10) - (3.12).

ou

.:[ v2udA = J — ds = - a.A(D) | (3.19)

D 30, "

A equagao (3.19) chamada de condigdo de consisténcia, e obtida

fazéndo'a integracdo da equacdo (3.10) no dominio D é'aplicando 0" Teorema de

Divergencia.

E interessante notar que as equagles (3.17) e (3.18) podem  ser
reduzidas a integrais somente no contorno (ver apendice A), tal como'apresenta-

do por []7],.com isso as equagoes (3.17) e (3.18) podem ser escritas da seguin-
te forma:

0 u(z) - f (z'-2 .n; u(z')‘ ds'+ J (In}z-2'|+ 1y au (z')i ds* =
30,12 = 2'l 3D, 30, 2 . gp,

-2 J (z' - z). n" Inlz - 2| ds' (3.20)
) _ _
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. %
onde @ = ﬂ se z esta localizado sobre 3D e © = 27 se z esta situado no interior

da reg1ao D.

Um outro parametro 1mportante na obtengao das equagoes para a

temperatura e a velocidade medwa do fluido, a qual e definida por

f u (Z) dA . ~z€D (3.21)

Tendo sido estabelecido as equagoes integrais no contorno para a
velocidade, e possivel obter-se uma expressao para a velocidade media tambem
com apenas integrais sobre a fronteira. Uma expressdao semelhante a apresentada

por [17] e obtida e apresentada no apendice B.

3.3 - Aplicagdo do Metodo Integra] a Equacao da Energia

0 problema da temperatura assim como apresentado no capitulo 2 ,
sera tratado de forma diferente para o escoamento no interior dos dutos e para

as superficies consideradas aletas. |

3.3.1 - Regiao de Escoamento do Fluido

0 procedimento adotado seque a mesma 1inha apresentada para a
equacgao do movimento,ou seja,0 problema proposto por (2.49) a (2.51) e (2.52) a

(2.55) & aqui substituido por outro semelhante a fim de que se tenhafuma cefta
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genera]idade.de solugao.

L

Seja a regiao D correspondente a secgdo transversal de um duto e

3D a sua fronteira, tal que

9

oDy

/N

Fig. 3.2

onde q; e a distribuicdo do fluxo de calor na fronteira solida 3D;.

0 problema similar proposto e da forma:

2 7 f

-V T=buy v Z€ D (3.22)

-k 2L =g | z€ 30, (3.23)
an - \

LI z € D, (3.24)

an

onde o problema hidrodinamico e dado pelas equagbes (3.10) a (3112).

A equacao bi-harmonica e obtida da mesma forma que (2.49) . e
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(2.52), sendo a seguinte:
'VT=a.b=¢ / z €D (3.25)

Multiplicando a equacao (3.25) pela solugdo fundamental associa

N .
do ao operador V e a equagao (3.3).por T somando-as, obtemos:
Y " ,
GV-TVG=¢G+ Ts(z,z2") _ (3.26)

Integrando a equacao resultante (3.26) no dominio D é aplicandoa

Identidade de Rayleigh-Green (3.9), tem-se

' ; ‘2 2 2 2
J [G—"’—(VT)-VT?-E]ds-J[Ti(va)-vaﬂ]dw
- L ag ag an an

3D 3D

(3.27)

~='J TS (z,2')dA + ¢ f G (z,2')dA
R D l'”- D :
' 4
2 .

A forma final e obtida substituindo Vv T conforme (3.22) com apli
cagao da propriedade da distribuigéo Delta de Dirac. A obtengao da solugao
fundamental G(Z,Z')'éwdescrita pelo apendice A e dada pela equagdo (3.4), tendo
sido admitido que:

2

VG (z,2') =g (z,2") E (3.28)

resultando na seguinte equagao:
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T(z') = - ¢_J G(z,z')oA + J [g(z,2") aT (z) - T(2) ki) (z,z') + b!G(z,z')”EE (z)
| D 3D on on | an
+bu(z) &8 (z,2')] ds | | (3.29)

an

Aproveitando a propriedade de simetria das funcdes de _Green e in

tercambiando z por z', obtem-se:

.T(z Yy =~ ¢ J G(z,z')dA + J [9(z,2") QI-(Z')I - EQQ(Z;Z') T(z‘)l +
- p D M gp, O 3D
. 1 . 1

~ b 6(z,2") §!(z')| Jes'-[ (29 (z,2') T(z'). - b 28 (2,7') u(z')| ] ds
| ' M 3p, 3D, N ‘ aD, o0 3D,

(3.30)

De modo semelhante_ad procedimento utilizado na oﬁténgao das e-
quagoes (3.17) e (3.18), a equagao (3.30) pode ser reduzida a somente integrais

no contorno'(ver apendice A), a exemplo do apreéentado por [18], resultando:

A T(z) - JQ-J
81 5

P

1 (In}z-2'|- E) lz-z'|?(z'-2).n'ds'= - L J 1an'Z'|§I(Z')’ ds’

D

. ;L'J [z -z);n T(z')| ds'e 2 J (In|z-2' |- 1)[z-2' |2 3% (2') ds' +
1
29 7 yp lz-2'|2 3D, 8T “ap, o

e L[ L2 1| gse B (nfzezt |- 172) (2 )t w2 st
21 Ty, lz-2t a0, " 7ap, 3D,

(3.31)
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onde A = 1 para z€ De ) = 1/2 parja,zE,BD.

Com a mesma finalidade de se evitar o contorno T nos termos onde

. A
a integral ao longo do contorno e somente sobre g (z, .z'), novamente a condicdo
de consistencia e empregada, atraves da aplicacdo do teorema da divergencia a

equagao (3.22), a qual e multiplicada por uma constante arbitraria ¢.

C J V2T dA = be J udA , (3.32)
. D D : i

aplicando a d'efj'nigé"o de velocidade media dada pela equagao (3.21),

z J CANYPTS l ds' = -z'bu (D) A (D) (3.33)

Dessa forma, a equacao (3:31) pode ser reescrita com o auxilio

;

~da equagdo (3.33), fazendo ¢ = 1/2 para que se obtenha o mesmo nucleo da equa-

¢do (3.30), tem-se,

j (z'-z).n' T(z ds' - oT(z) - f ( % + In|z- z)l) (Z )l

2
|2-2"| ) 3D, 3D,

I ‘ [g’ (In[z-z'[- 5/8)(z'-z).n'+ b(In|z-2'|- ])a_u_ z )| 1 {z-2"|? ds' +
3D, | on 3D
} 1

&

H

[g (1n|z—z'|; 5/8)[z-z'|? - 2b(In]|z-z']|- l)u(z')‘ ] (z'-z).n' ds' +
0. * ' : 2 -

aD,

+ .;, by (D) A (D) | (3.36)
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onde @ = 7 se z€3D e O = 29 se z € D.

3.3.2 - Transferencia de Calor nas Aletas
0 tratamento dispensado as regioes consideradas aletas @ seme-
lThante ao retratado anteriormente, no entanto, as fungoes de Green utilizadas
sao agora construidas pelo metodo variacional de Ritz (ver apendice C), con-

\

forme descrito em [24] .

De acordo com a formulacao apresentada no capitulo 2, uma aleta -

e regida pe‘]a"s'eguirf\te equacao:

2 (1) 2] - -t () | (3.35)

As condigoes de contorno desta equagSo diferencial parcial elip-

tica poderao ser de forma:

para T = 0 3T .o (3.36)
oT :
ou T=T , (3.37)
%
para T = T, oM .o , (3.38)

oT



ou . T=T_ (3.39)

onde T, e o comprimento retificado da leta.

A escolha de uma ou outra condigao de contorno dependera de qual

regiao esta em questao: aleta interna, externa ou superficie intermediaria.

0 procedimento descrito a seguir e géra] podendo ser aplicado a

qualquer um dos_casOs anteriores.

A fungao de Green construida pelo metodo variacional de Ritz de
. ' 4 -

vera satisfazer a seguinte equagdo diferencial parcial de segunda ordem.

a ] ]
Zn (tot.)]= 68 (1, T ) (3.40)

- 2 [ P(x)
9T 3T

_ 'Mh]tip1icando (3.40) por T e (3.35) por g. (ts 7 ). e sdmandq am-

bos, obtem-se:

39, .

oy T [P0) A -T2 [p(r) D)= - Fg + To(n, 1) - (3.41)
aT 9T ot 3T
Integrando a equagao resultante entre 0 e T; » tem-se:
T > s s T Ty
T ) '
g9, — (P ) -1 L _-n - -
B 5 P T D) [ Foos [ Tom e

o o o 0 (3.42)
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Por outro lado tem-se que:

39 |
T T
gi (P g, %—) el g-+ 0, éi (P-%I ) . (3.43)
T T T T T T

39 3g |
2opT =0 p 378 (p 2T, (3.44)
9T 9T 3T aT 9T aT

Substraindo a equacgao (3.44) de (3.43) e integrando a equagao re

sultante entre 0 e Ty conclui-se que:

T. ! : T, %

! - 3 ! 5 ~ _
J [gni'(P'—)-T.i(P-?-ﬂ)]dt=f i(Pgnﬂ-PT—gﬂ)dt (3.45)

0 .ar 9T T oT 0 9T oT 9T

A propriedade da distribuigao Delta de Dirac e novamente aplica

da a (3,42), que em combinagSo com a equacao (3.45); resulta: ﬁ

T - | g (6 ) F (1) dr - [ 2 e (@) -
0 0 ot . oT
39 .
=P (1) T (1) =2 (t, ') ] du ~(3.46)

“,integrando o ultimo termo de (3.46) e utilizando a propriedade

de simetria das funcoes de Green, tem-se,
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. D i p)
- P(0) g(0, 1) 2 + P(0) T(0) %n (0, t) - P(t.) T (t:) *n (t
i . 3’1" T2 0 aT' i 3 .

A equacgao (3.47) pode ainda ser simplificada atraves da aplica -
- gao da propriedade de descontinuidade na derivada das fungoOes de Green, obtida

intéérando a equagao (3.40) como segue:

Ty T
9g
I [P (1) =2 (1, )] dT = - J S (t, ') ot (3.48)
0 at 9T 0
Dessa forma,
- ag, 39,
P (1) =2 (145 ') - P(0) —R (0, ') = - 1 (3.49)
o - oT 9T
Substituindo (3.49)lem (3.47) obtem-se:
T; _ -
Tl [ gyl R g Pl gy (a0 2| - p0) g0,
0 ot T'=Ti ot T'=0
. agn .
+ [T(0) - T (t;)] P(ts) ——T'(Fi, T) + T(0) (3.50)

A equagao integral (3.50) deve ser particularizada-para cada su-
perficie mediante a aplicagao das respectivas condigoes de contorno e  fungoes

de Green.

As condicoes de contorno referentes a aleta interna e externa
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30 seme]hantés e dadas por (3.37) e (3.38),

T(t=0)=7 (3.37)
a4 :
2! =0 3 P (3.38)
oT . : o
T = T'i

onde para a aleta interna Tq = TA e, = 2, e para a aleta externa Tq = TB e
' - 0 ‘ ' ' 0

T_i"'212

Dessa forma, as fungoes de Green obtidas (ver apendice C)  pos-

suem a caracteristica de:

én (0, ) =0 | | (3.51)
(t; »1)=0 (3.52)
aT

Substituindo (3.37), (3.38) e (3.52) em (3.50) obtém-se a equa-
.cao integral correspondente as aletas internas e externas cujas fungoes de

Green sdo dadas por (c.21) e (c.34) e f (1) pbr (c.12) e (c.25) respectivamente.

A equagao final sera:

T.

ke .

T(t) = 2 At [ g (1, 1') EI-(T') s (t') dt' + T (3.53)
ks 0 n " 9n . . . q

A particularizagdo da equagao (3.50) para a superFTciev interme-



diaria e obtida pela aplicagdo das condicGes de contorno correspondentes,

T(t=0)=T | (3.37)

T (T

-

h) = T (3.39)°

u

onde "h" & o comprimento retificado da superficie intermediaria. Com isso, a

respectiva fungao de Green apresenta a caracteristica de

l
[en]

g, (0, 1) = (3.54)

1]
o

g, (hs T) (3.55)

A substituicao de (3.37), (3.39), (3.54) e (3.55) resul ta na

equagao integral correspondente a superficie intermediaria,
h A 59
T(t) = J gn(’r, ) f (t') dt' + [TB - TA] 1 (h, T) + TB (3.56)

o 9T

onde 9 (t, t') e dada por (c.47) e f (t') de acordo com (c.38), deste modo tem

-se,
. h h

fl’J g, (1, t) 2 (1) s (') det + —__.f o (. ©) I (1)s(xt)er

T(t) = —L
ks an

(3.57)
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0.presente capitulo mostra a obtencdo de equagdo atraves do uso
de funcoes de Green para problemas genericos de transferéncia de calor em dutos

usando simetria. A aplicacao das equagoes obtidas a um problema especifico e

- /
apresentada no capitulo 5.

LI S



.4 - METODO NUMERICO DE SOLUGAO DAS EQUACGES INTEGRAIS

4.1 - CdnsfdefaQGes Iniciais
_ o _ )

As equacgoes integrais’desenvo]vidas no capitulo 3 s3o lineares,
portanto passTveis de_serem resolvidas pelos metodos tradiéionais de solugao.
0s. metodos freqaentemente utilizados na solugao de integrais do tipo Fredholm
'“5505, |

i) Metodo das aproximagoes sucessivas;

)
ii) Metodos algebricos;
ii1) Metodo da colocacgao;

ivy

‘Metodos mistos

0s metodos de solugao de equagbes integrais sdo todos,‘sob cer-
~to aspécto,.aproximados, sendo a solugao obtidé_gtﬁavés de uma.aproximagao ana
1Tticé tal E;%o uma poﬁinomia] ou séries de potencia ou mais diretamente como
uﬁa aproximagao numerica. Ha muito poucas equacgOes integrais para a qual a so

Tucao possa ser expressa de forma fechada e estas ndo possuem grande importan-

cia pratica.

0 metodo empregado na solucao das eqdagEes integrais obtidgs no
capitulo 3 foi o metodo dé colocagao com integragao em sub-intervalo. Este m§
todo consiste na divisao de cada contorno em iguais segmento de arco, e para
cada um destes segmentos de arco ha um ponto nodal sobre o qual e aplicada a .
equacao integré].' A integragao dos nﬁc]eos da equagao integral em cada um des

tes segmentos e feita numericamente, atraves de nova subdivisao, desta vez den
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tro de um mesmo segmento de arco. Estes pontos sao denominados sub-nodais. A

Fig. 4.1 ilustra esta divisao.

—

A exigencia inicial de que um determinado contorno aDi_seja uma
superf?cie'de Liapunov faz com que cada interva]o As, comporte-se como tal.
Dessa forma 0 bdnto nodal Q_nunéa estaré localizado sobre uma extremidade de
3D, garantindo deste modo que a normal de cada um dos pontos nodais esteja bem

definida.

4.2 - Aproximagﬁo das Integrais

As equagOes integrais obtidas para o problema hidrodinamico e
problema termico sao caracterizados pela seguinte'forma gera]:j

s (2) j K (z, 2') ¢ (2') ds' = f (z2) (4.1)
| a0, - |

1
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onde a funcao ¢ (z) e a incognita do problema, podendo ser a velocidade, tempe—

ratura, derivada norma1 da velocidade ou der1vada normal da temperatura.

{

A fungao k (z, z') e um nucleo conhecido, podendo ser a solucdo

fundamental de Green para o operador Bi-harmonico ou Laplaceano, suas respecti-

4

vas derivadas normais ou ainda as fungoes de Green obtidas para as aletas.

A fungib f (z) e um termo conhecido dependente apenas da geome-

tria ou condigoes previamente determinada nas fronteiras.

A aproximacao e feita considerando que ¢ (z}) seja constante em

cada intefval? Asj >

T -3, z'eAsj,j=1,2...N. (a2
gnde Nié o numero de pontos nodais no contorno BDi.

Dessa formg a equagao (4.1) pode ser'éproximada pgr;

¢ (2) ~J k(z,2)8(z)ds = ¢ (2) (4.3)

como ¢ (z') e constante no intervalo Asj a equacgao (4.3) resulta em,

. N ]
Ei(z) -z EJJ_ k(z, z') ds = f (z) (4.4)



A funcdo ¢ (z) e avaliada em cada ponto nodal J de aDi , deste
f'modo'a equacao (4.4) representa um sistema 1inear,de equagoes N x N cuja incog-

nita e 63 . A representacgao de (4.4) para um deté}minado pont? nodal e:

§; 044 - 'd?j[ k (2, z) dsj = f; (4.5)

onde Gij e o Delta de Kronicker.

Os coeficientes do sistema de equacoes obtidas a partir de (4.5)

SaO,
o = 6 . Z. Z. d . 4.(;
K.». iJ J k ( _" ) SJ ( A )

onde a integral e avaliada, neste trabalho, numericamente, exceto para aqueles

originarios das fungdoes de Green das aletas.

/
A equagao (4.4) pode ser representada na forma matricial como

sendo:

(K] [¢] = (f] | (4.7)

4.2.1 - Equacdo Integral da Velocidade

A aproximagao para as equacgoes integrais da velocidade @ feita

de modo;idéﬁtico a (4.7), entretanto podem surgir_dificu]dadesipara dividir um
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- contorno em arcos iguais devido a possibilidade de variagdo da velocidade de
curva em cada ponto. Una parametrizagao nas equagoes e feita a fim de se evi-

tar este prob1ema de forma que:
x = x (1) | (4.8)

y=y (1) | | (4,9)

s(r) = 20 fx(x) + y(x) e (8.10)
oT'

x(t) = X! | | (4.11)
ot

y(t) = - (4.12)
— ot'

A aplicagao desta parametrizagido em (3.20) resultas:

6 u(t). - J [z (x) -z () . N () (T')l dt' + f ~ [n]z (1) -

302_‘2 (T) -z (Tl)i'z V 9D, 3D, V
2 (e LT3 eyl des - Ef[ [z(r')-z<T)]fg(r') 1n|z(§)l- z(t')| dr’
2 oN 2 |

gy (4.13)
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A determinacao da velocidade e derivada normal da velocidade e

feita para z (1) € 8D, com 0 = 1 .

como descrito anteriormente resulta,

N, ’

' - z: z.y N, — '
ﬂﬁg - I U& J 1_2__llj_!.de + I an J (1n|zi - zjl + l-)drj

j=1 ,Arz.lzi'zjl j=1 ATy '

, J J
a - o 1 -

= - £ f (z' - z;) . N In|z, - 2'[dr
2y

A

Convem recordar que como 3D = 3D; + 3D, a equacao (4.14)

'senta_um unico sistema de equagOes com uj

. como incognita do contorno 3D Dessa forma o sistema tera N, + N,

para igual numero de incbgnitas, que sera igual ‘ao:numero de pontos
‘ . ; i

&
v

existentes no contorno 3D da regiao.

Deste modo, a aproximagao da eguagao (4.13)

L

(4.14)

repre-

como incognita do contorno 3D, e 51%'

equagoes

nodais

A equacao (4.14) pode ainda ser representada na seguinte forma:

N2 - N]
p) uj Aij + I 3l5 Bij + Ci =0
j=1 J=1
onde _
. o (%5 - %i). N
Aij 21 6ij 2 J_ de

- 2
8z, |25 - 24l

le2)
i

so= | (V+ Inlz; - z.|? )dt,
1 '[ATI . ! J J

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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. a t 2 .
C. = —-—-J (z -2z,).N 1In |z, -z | .d7 - (4.18)
2 i i

A analise das equacOes acima mostra que para i = j h3 o apareci-
mento de singularidades, as quais deverao ser contornadas atraves de um integra

¢ao analitica na vizinhanga dos polos (ver apendice D).

A representacao de (4.15) na forma matricial &:

[ o O N P O | (4.19)
' oy C

Tendo sido determinadas a velocidade e a derivada ncrmal da velo
cfdade, pode-se ca]cu]ah o campo de velocidades no interior da regiao de escoa-
mento atraves da equagdo (4.13) com © = 29 . Deste modo a discretizacao e fei-

ta na forma,

| N2 1 (%i - %i).N Ni ;L_J L,
v ) ol { 2 - z502 0 95Tk e (1 +nfzy - 2] ) dry-
Asz AT1J
a o ! r 2 ' '
-~g; [ _(Z - zi). N In |Zi -z | .dt : (4.29)

4.2.2 - Equagio Integral da Temperatura

A aproximagdo discreta das equagbes integrais da temperatura &



realizada sob 0s mesmos preceitos discutidos anteriormente.

e

A eqUagEo da temperatura foi obtida no capitulo 3 na forma de:

J {z27-2). 0% g5 ds' - oT(z) - J (L+n)z-20]) & (Z')l ds’ =

P B -
ap 122" ) 3D, 2 an a0,

[ 02 nlzzrl- sy tz)n s b(infzezt|-1) 2 (29 11221 ds's
30, v : on oD,y
, |

[ [ £ (ln[z-z{[- 5/4)(2'-2).n'-2b(1nlz-z'I-l)u(z')’ 1 (z'-z).n' ds' +
3D, o 2 30, ‘

H =
& |

bu. (D) A(D) | | (3.34)

N | —

A parametrizacao da equagao da temperaturd‘também se{faz,neceséi
rid, sendo feita do mesmo modo que a equacdo da velocidade. Neste caso, as in
cognitas no contorno sao a temberatura e a derivada ﬁormal da temperatura, as
quais s56_obtida$.fazendo z€ 3D com© = 7. Dessa forma a equaggb (3.34) pode

ser reescrita na forma discretizada como sendo:

N;+N2 Nl Nl N2

'z Tj Dij'+ z aTj Eij + I qj Fij + X ‘uszij * R, = 0‘ (4.21)
'j=1 . j=] j=] . j=] 8 ﬁ .
onde

Z' Z- ] l
D.. = 296.. - 2 J (9 - ") Ny (4.22)
1] 1] |Z -7 lz J :
As. i J



_ - 2
By = I (1 + In|z, zjl ) drj (4.23)
ATIJ-.
F. . =—9—f (In]z; - z|2- 2)|z; - 2.]? dr, (4.24)
Woog R i 4y i o SRt
AT]-J- ,
= —._..b__ - 2 - I - 1
Hij > J (]n[zj zj{ 1)_(zj z;). N drj (4.25)
Asz ‘
'iRi - L J (1n|zi -z'|? - 3 ) (z5 - z')% (z' - z;) . N dt' + b u_ (D) A(D)
' _ i m
16 ‘ 2
1)
(4.26)
0 sistema de equagoes representado pela equagao (4.21) possui

N, + N, inéégnitas de temperatura e N, incognitas de derivada norma] de tempera
tura, perfazendo um total de 2N, + N, incognitas, para um total de N; + N, equa
~ ¢oes. Por este motivo, um prob]ema qua]quer de escoamentb e transferencia de
calor em dutos de seccao arbitréria deveré possuir condigcoes prescritas de tem-
peratura, fluxo de calor (derivada normal de temperatura) ou uma combinégio de
ambas. No presente ‘caso, ja foi prescrita inicialmente a condigao de simetria
no contorno 30;},ouiseja gl = 0, como nao se conhece as condigoes restantes,
a ® 3D,

‘@ necessario 0 uso das equacgoes das aletas para que o sistema seja determinado.

‘A equacgao (4.21) pode ser escrita na seguinte forma matricial:

F

{

[o].[TJ+[EJ.[ﬁwm.{g]wawo (4.27)
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Os va]ores de velocidade U e derivada norma] da velocidade 3U

devem estar previamente determinadas atraves da equagao (4.19).

0 campo de temperatura do escoamento e determinada atraves da
‘equagao (3.34) como © = 29 . Com aplicagao do mesmo procedimento empregado na
‘obten§50'do campo de velocidades. Apos a discretizagao, a equacao (3.34) pode

. ser escrita como,

N1+N2 | ‘ N1 ’: .
! _ (25 2 ' . b .
T(z;) = ¢ T. _L-J {53-71) .N° dv, - I oT, — I (1 + 1n|%i-%j|2)dt, +
v J 29 |z.-z.]? J I a4q J
=1 At i =1 ,Ale
Nz NI
- b 2 i 1 ~ 11 b Z Z 2
- I u,— (W] ©9-7312 - 1) (%3-%i). N' dt'+ I aUl. — (In] i “j|
J 1
=1 7 8 e, j=1 167 a7,
J J
- 2)|%i-%5] dr, + -z [ (Infzg-2"[2 - =)(2'-2;) .N' [z;-2'|? dt' (4.28)
a 641 ) - s |

4.2.3 - Equagao Integral para as Aletas

As equacgoes integrais para os aletas obtidas no capitulo 3 tam

bem podem ser discretizadas utilizando o mesmo procedimento anteriormente des-

crito.
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— A equagcao para as aletas interna e externa e de forma,

T (1) = J g, (T, T ) F(t)or +T (4.29)

substituindo f (t ) conforme (c.12) e (c.25), tem-se:

an %

301

T
k . C . - ’
T.(T)=2J -k—f—gn('r,r)éI s(t )dt + T (3.53)
0

A discretizacao de (4.29) sera:
N;
Tv]. + j)::] 3T Ky = T =0 | (4.30)

onde ' a7 = A ;(T ) . i . (4-31); |
an - N ,
BDi
kf "
Kij = -2 ;— J 9, (Ti, Tj) de o (4.32)
‘ S ATij

A equacao (4.30) representa a discﬁetizagio tanto da equagao pa-
ra a aleta interna quanto para a aleta externa. Deste modo a forma matricial

da equacdo (4.30) & dada por,

[‘I][T]+[K][§_]-Tq[1]l=0 (4.33)

o



onde [ I ] e a matrii identidade.
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A equacgao referente a superficie intermediaria e discretizada de

modo semelhante, a qual pode ser obtida diretamente da equagao (3.57) que e a

Ker . : .

) —LI 9, (1, ") ﬂ- (t') s (') dr' +
ks -0 on.
ke (" . - :

+— J g, (1. t) 2 (x') s (x') drt +
ks' 0 on '

39
(Tg - T4l — (h, 1)+ T
ot'

+

B
"

4

k i

i

)

A equagao (3.57) de forma discreta e descrita por:

seguinte:
T (1)
= —
Ti + z P} i Lij
j=1
onde _ Lij
N,
.

N_i 7 - - ,.
TOBT My - T+ TPy = 0
J=1

k
- ———-J Qn(Tj, TJ) dt

S ' AS
k
.fz
_k__J 9, (T_i,’l'j) dt
S ASj
ag
1+ — (h, 15)
9T . 1
J
g
n
. (h’ T'i)
aT !

(3.57)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)
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Os valores desconhecidos da equagao (4.34) sao os fluxos de ca-
lor e a temperatura ao longo da aleta. Esta equagao faz o acoplamento entre os
dutos externo e interno por intermedio de 5?+j e 5T-j respectivamente. A equa-

K

cao (4.34) adquire a seguinte forma em termos de matrizes:
(1] [T)+[L][aT ]+ [m] [oaT]-
ST [I)INY+T, (D] [P]=0 (4.39)

* onde [ 1] & a matriz identidade.

Deste modo foram estabelecidas todas as equag6e; necessarias pa-
ra a solugao de um problema generico de transferencia’ de calor em dutos de sec-
gEo‘arbitrEria usando simetria com a presenca de aletas. A determinagio da so-
lucao do problema fica condicionada a solucdo dos seguintes sistemas de equa-

coes:

(1) [T+ k] [aT] - T [1] =0 (4.33)

Lo} 0T el o b+ ml o -1p011[n]+

+T, (1] [P]=0 : (4.39)



A solugao das equagoes da temperatura deve ser simultanea devido
ao acoplamento do problema. A precisdo do metodo numerico esta diretamente 1i-
gada ao numero. de Pontos nodais, isto e, uma maior precisdo na solugdo € obtida
pelo uso de um nGméro maior de pontos nodais, entrétanto 0 aumento do nﬁmer9 de
-nodos acarretarélem um aumento do tempo de computagao. Para geometrias muito
complexas onde e exigida uma excelente precisio, se torna necessério o uso de
metodos especificos para a solucao dos sistemas 1ineares, tal como o metodo que
divide o sistema em blocos de matrizes, como meio de reduzir 0 espago de ‘memo-

ria ocupado no computador.

L



5 - APLICAGAO DO METODO E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

5.1 - Aplicagao do Metodo

Nos cathuios anteriores foi desenvolvida uma.formulagao em ter-
mos de equagoes integrais e sua correspondente metodologia de solugao, tendo em
vista problemas de.transferéncia de calor envolvendo convecgao e aletas conduto
ras em regioes multiplamente conexas. Dessa feita, a formulagao proposta e de
forma bastante abrangente, sendo aplicavel a toda uma classe de problemas de

transferencia de calor.

0 objetivo deste capitulo e a‘pérticularizagao do metodo inte-
gral ao problema proposto inicialmente e apresentado pela Fig. 1.1., de onde se
‘ptetende determinar a inffuéncia.das aletas condutoras no comportamento termico
do ésébamento. l' é |

A geometria considerada na resolucao do problema e mostrada pe
la Fig. 5.1., onde foi aproveitada a simetria.
0 comprimento de referencia adotado e o raio do duto externo de

forma que:

R: =1 e R= (5.1)

A influencia das aletas sera avaliada atraves de seu comprimento

adimensional,definido em termos dos raios interno e externo na forma,
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Ly = ——— » (5.2)
R .
Ry - R | |
D
Ly s — ~ 5.3
2 1R (5.3)

onde Lyel, $ao 0s comprimentos admensionais das aletas interna e externa res-
pectivamente e RA 0 raio do topo da aleta interna e RD 0 raio do topo da aleta

externa.

\3:\ /
W

Fig. 5.1 - Geometria do problema. '
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0 pr6L1ema na forma estabelecida através das equagoes diferen-
ciais e respectivas condigoes de contorno e um problema de Newmann, ou.seja ,
condigSes prescritas apenas na derivada normal da temperatura, dessa forma, - e
necessafio estabelecer um températura de referéncia, tendo sido escolhida a tem

peratura da base da aleta interna T

A. No entanto, outra dificuldade surge a me-
dida que se deve conhecer a temperatura da base da aleta externa TB, entretanto
tal temperatura pode ser incluida como incognita na posigao do no 1 da superfi-

cie G, conforme Fig. 5.1.

De acordo com as consideragdes iniciais, a temperatura sera‘cons
tante radialmente na superficie intermediaria, dessa forma, as temperaturas nos

3D ’

contornos ~ G e aDA serao iguais ponto a ponto.

0 angulo de abertura do setor e definido a partir do nimero de

aletas no duplo-tubo como sendo,

oL | | (5.4)
M

onde M e o numero de aletas.

. 0 trocador de calor e considerado isolado externamente, isto e ,

o fluxo de calor atraves de Dg & nulo, ou seja,

aT2

-0 I | (5.5)

m
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As equagoes integrais particularizadas para esta geometria sio:

a) Duto Interno

. Problema Hidrodinamico

aD, aD,,,

+ l—-J J 2 (z'-z).n" (z -2").n

_ 412
49 3D, 3D, ., |z - z'|

. Problema Termico

<

(Infz - z'|+]E) dui,1 (z") dt' =

. — 2
BD192 lz Z I BDI,I
= - l-[; 'Kz' -z).n' 1In(z - z') dt’ z' € 3Dy, | (5.6)
. z 3D; -
ul;é (z') - (z' - z ;n Up,o (2')dT' + [ (Infz-z'|- 1 )auy,y (z2') dt'
| D152 |z - 2] D151
- l-f c (2t - z).n' Injz - 2'] dr z' € 3D,z (5.7)
250, 7 ,
(D1) A(Dy) = - ;L-T 'J J—-(1n|z -z'|- l-)(z' - z).n'(z - z').n dt' dr +
3 2 - -

<L I J Tnlz - z'|(z - 2').n Juy, (2') dt' dt +
4

Ur,2(z') dr' drt (S.é)
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- T1,1(Z') dt' - J -(—z-—;-.—'—z)——Tl;z(:Z') dt' +
B PR LI

:+..J | (l+l]n]Z-Z'])8T1,1_dT'=—1-J [ (1n|z-z|— 5/4 (z-z)n +
. 3Dy, 2. o , 4 3015, L .

+ (Inlz = 2"|- 1) 3uy,1(2')] ]z - 2'|% dt' + = [

- 5/4)(z" - z).n" - 2(In|z - Z'l- é-)ul,z(z')](z' - z).n' dt' % (D1) A(D1)
C2' € 3Dy, (5.9)

Tr,2(2") - J s z);n' Tis1(2") dt' - J {z' - 2).n’ Tis2 (2') dT' +

3D1,1|Z - 2| 301,2|Z ) Zflz "
VL ] ] - . .
+ ( -+ 1n] z'|) 8Ty1,1 dt' = — [~ (In|z - 2'|- 5/4)(2"' - z).n'+
a0y, 2 MR
] [ l| 2 ] ‘ ] ] ]
(Inlz - 2']- 1) du1,: (2")] |z - 2'|? dt +—j [ = (In]z - z -
‘ aD1 52

- 5/4)(2' - z).n" -~ 2(in]z - Z'T"%) uis2(z")](z" - z).n' dt' -
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e
k 1

"TL (1) = 2 E~—-I gN,L (T,.Tf) aTL drf + TA .zf € aDL (5.11)
S o »

R

‘onde 3D; = 3Dy,y + 31,2,  ADi,y = 3D, + 3D, e aDy,; = aDy + D

b) Duto Externo

. Problema Hidrodinamico

- J _LEL_Z_EILEL Uz,o (Z2') dT' + J (In|z -'z‘|+-% ) duz,1 (2') dt', -

o f2
302,2 IZ Z.l . aDZsl
/
-2 (z' - z).n' Inlz - z'|dr'< z' € 3Dz, (5.12)
2 aD2 | P
uz,2 (z2') - | (2’ - ? ;n Uz,2 (2') dt' + J (In|z - z']+ lﬁauz,l(z')dr'
3D2,2 IZ -z l,,, 3Dy, 2 o
= -3 J (z' - z).n' In|z - z'| dt° : z' € aDz,z? : (5.13)
2 "30, ’
U, (D2) A‘(Dz) = - 31—} l-(lnlz -z'|- l—)(z' - z).g'fz‘— z').n dt' dr+
4 "3, "ap, 3
R J Inlz - z'] (z-2"). ndup,; (2') dr' drt +



61

;L_a_f [ p (2! - 2z).n' (z -z').nuz,, (2') dt' dr (5.14)
M 3p, e 2 - 2" S
2 292 :

[
. Problema Termico

e

Mon (24) - | 22200 ¢ 2y art - [ (2L -2)n' ¢, (') det
aD291IZ B lez BDZ:ZIZ -z Iz
1 ' ' t (- 1 q ' 1 [
+ (—+ Infz - 2']) 8Tz, (2') dt' = = [ £ (tn]z - z*|-5/4)(z'-2).n
4 4 b o

W & 4 a0,

b (Inlz =:z'|- 1) duz»y (2')]|z - 2'|2 dt' + [-g (In|z - z*| -

. 5/4)(z'i- z).n' - 2b(Inz -.z'|-.%) Was2(2)] (2 - 2).n' dr - %-um (D2) A(D2)

Ta,2(2') - J ————:“El*—*'Tzal z') dt' - -L———:—El;~— Tz,z(z ) dt' o+
' 302,1|Z -z IZ " 302,2|Z»- 2| |

] f ' [ ] ¢ - [ 1 _ '
+ (—+ Inlz - 2'|) aT2,1(2") dt* = — [ (In]z - z'|- 5/4)(z'-2).n

302,1 2 ' ) 4 3D2,1.4' :
s E 1 1]2 ' 1 d ,
(Infz - 2'|- 1) Qu,,, (2')]]z - 2'|?% dt +—-j [ £ (n]z - 2'| -
. | 4

aD3,2

- 5/8)(z' - z).n' - 2b(In|z - 2'[- 1 uaya(z)] (2" - 2).n" dr'--% bu_(D2) A(D2)
. -~ 2 ~
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2'€ 30252 | | (5.16)
L2
ke2 | | |
Tp(r) =2 ;(———[ Iy, p (s T') 3Tp dt' + Ty z' € 3D (5.17)
. < o ‘
. kfl h . . kfz h
F R R R e I LR
. S 0 S o
, . ag ' . '
T [+ —2 (h, 0)]-T, 3 (h, 1) " z' € aD (5.18)
B -t ) A ot A.G

onde 8D2 = 9D>2,; + 9Dz, , 3D2,1 = 9D~ + 3D~ + aDA ,’302,2 = 3D~ + 3D s
: E F G C D

- A sd]ﬁgéo.do problema hidrodinamico para o duto interno pode ser
obtida diretamente das equagoes (5.6) e (5.7) de onde se determina 3ui,» e
ui,2. De posse desfes valores, a velocidade media ﬁa regiao 1 pode ser calcylg
‘da a partir de (5.8). No entanto, a solugao para o duto externo nao e obtida

* *
diretamente, devido ao desconhecimento da % /~§B—l , a qual determina a con-
oz* = 3z*

digao de igualdade de capacidades calorificas.

0 primeiro passo na determinagao desta relacao e reescrever a

equacao (2.27) na forma:

—)=-R, | | (5.19)
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 Sendo entao determinados 0s va]ores;de uz,z e au;,l das equagoes
(5.12) e (5.13) e a velocidade media u*m, através ae (5.14), oade:

Uzsz = ( Eiii ) ’ | (5.20)
) |
up,; = ( QY2a1 ) | (5.21)
R, \
- : u
u'm, = (22 ) (5.22)
Ry

0 valor da constante Rp e finalmente determinada por intermedio

das equagoes de capacidade termica dos fluidos (2.5) e (2.6), com:

: um1 A, p1 CPI( — ' o
R = " : (5.23)

p
. Um2 Ay o sz

Deste modo, os valores de uz,2 , duz,; € umz sao obtidos pela

multiplicacao de u:,z s 8u§,1 e U;g por Rp.

Tendo sido determinadas as incognitas de velocidade "tanto no du-
to interno quanto no duto externo, as equagoes para a temperatura (5.9) e (5.11)
e (5.15) a (5.18) sdo resolvidas com as seguintes condigoes de contorno:

i)

oTp (2') = 0 | (5.24)



- Ty (2') =T (2)) (5.25)

As outras condicoes de contorno, ta%s como a siﬁetria e o fluxo

de calor na interface solido-1iquido, ja estao .incluidas nas equagGes integrais
sob a forma de 3T2,2 = 0 e equagao para as aletas. Deste modo, tem-se um pro-’
blema acoplado exigindo que a solugao tanto panﬁﬁo duto interno quanto para o

duto externo sejam obtidas simultaneamente.

0 mesmo procedimento para a discretizagao e parametrizagao apre-
sentado pelo Capitulo 4 foi empregado nas equagoes anteriores. 0 numero de nos
em cada contorno foi estabelecido de acordo comgd numero de aletas, tal que o

: - : . i NP =
espacamento entre os nos fosse aproximadamente.igual a uma distancia padrao

DELAT, desta forma ) nﬁmero de pontos nodais e@;uma dada superf?cie e dado por,
N = —— | | (5.26)

onde L, e o comprimento retificado do contornoléDi e N; e 0 numero de nos.

ta] qué N, >3 eN, = impar

0 programa de computador foi escfito em FORTRAN IV sendo proces-

sado em um computador IBM 4341,



5.2 - Discussao dos Resultados

L

0 nGmero de variéveis envolvidas no problema de transferéncia de
ca