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S I M B O .  L O G I A

Os principais símbolos usados no decorrer do texto estão 
listados abaixo. Subscritos de uso geral encontram-se também in­
cluídos. Aqueles, cujo uso é especifico ou; ainda, dependem de in 
terpretação especial, não estão listados, uma vez que encontram- 
-se explicados no decorrer do texto.

GERAL

[A]
s. , a , o, x ’ y ’ z

CL
'D rd 
E

k - ,  : 
f

£max
G
I
i
í

M(.f) , MO) 
Mu

Anvnlitude harmônica [mj . Também ãrea da secção 
transversal [m2]
Matriz característica
Coordenadas dos isoladores, com relação ao sistema 
cartesiano X, Y, Z, [m]
Velocidade de Propagação da onda longitudinal |m/s]
Diâmetro [ml
Modulo de Young [N/m2]
Força [N]
Indica transformada de Fourier 
Freqüência de entrada [Hz]
Freqüência máxima [Hz]
Modulo de elãsticidade ao cisalhamento [N/m2] 
Momento de inércia axial [kg.m2]
Unidade imaginária |V-T]
Comprimento [mj 
Massa dinâmica [N.s2/m]
Massa ativa do isolador ou elemento resiliente [kg]
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m Massa total do corno rígido [kg]. Também número de
isoladores

M Momento [N.m]. Também massa extrema fixa-r.o ....
isolador [kg] •

n .Número de onda [m-1]. Também número de graus de
liberdade 

(n&) . Freqüência adimensional
p Parte real da freqüência adimensional complexa.

Também direção principal elástica 
q Parte imaginária da freqüência adimensional complexa.

Também direção principal elástica 
ÍO(t)} Vetor de forças externas generalizadas
q̂  j-ésima coordenada generalizada [mj
r Direção nrincinal elástica
T Período [s]. Transmissibilidade (adimensional)
t Tempo [s]
u. v, w Translações da fundação segundo X, Y, Z,

respectivamente [m]
X. Y, Z Eixos coordenados fixos a um corno rígido, com

origem no centro de gravidade 
X, Y, Z Sistema cartesiano inercial
xc,yc , zc Translações do corpo rígido com relação ao

sistema X, Y, Z, [m] ...
a, 6 Deslocamentos angulares de um corpo rígido [rad]
y Razão entre a massa extrema e a massa ativa do

isolador (adimensional). Também deslocamento angular 
de um corno rígido [rad]

A Pequena quantidade incremental em freqüência [Hz]
6 Deflexão do isolador ou membro elástico [m]
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<5_ Fator de amortecimento associado ao modulo de E
elasticidade (adimensiona.1).

é Deformação específiçf (a imf.isional)
X Autovalores de [a] . lamb-.-m cossenos diretores
K .Deslocamento da secçi.0 transversal do isolador [m]
P Densidade de massa
cf . Tensão (tração-compressão) [N/m2}
<í>̂ i-êsima coordenada dc autovetor
^ - Ângulo de fase [rad]
^ Freqüência natural [rad/s]
w. Freqllência excitadora £rad/s]

OUTROS SÍMBOLOS

[ ] Matriz quadrada (nx n)
{ } Matriz coluna . (n * 1)
C üt ' Transposto de uma matriz 
[ 1 Inverso de uma matriz

CONVENCOES

‘0 símbolo * sobre qualquer variável indica valor complexo, 
0 símbolo sobre qualquer variável indica comportamento 

harmônico.
Os símbolos ’ ou sobre qualquer variável indicam a 

primeira ou segunda derivada temporal, respectivamente.
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R E S U M O

Este trabalho apresenta -o desenvolvimento de um método 
comnutacional que permite predizer as transmissibilidades das vi­
brações, em baixa e alta freqüência , de um corpo rígido montado 
sobre isoladores elásticos, em número e, direções arbitrárias.

Revê-se, inicialmente, o modelo clássico de isolamento 
com múltiplos graus de liberdade. Um programa para computador di­
gital, que permite a determinação das freqüências naturais e auto 
vetores do sistema isolado, foi escrito. Nesse programa, nenhuma 
restrição é feita quanto ao número e orientaçã"o dos isoladores.

Os resultados computados das freqüências naturais e modos 
de vibração foram verificados experimentalmente, através de um en 
saio analogico.

A determinação dos parâmetros modais, via digital, também 
fei tentada e é aqui discutida.

Finalmente, formula-se o método computacional para o cál­
culo das transmissibilidades. Este método é absolutamente geral, 
levando em conta os efeitos dinâmicos (ondulatórios) dos isola­
dores. As características dinâmicas dos isoladores são verifica­
das experimentalmente.

Os esforços transmitidos pelos isoladores â carcaça de um 
compressor hermético são estudados, como exemplo, e comparados 
-com a potência sonora irradiada por este, em faixas de 1/3 de oi­
tava.
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A B S T R A C T

This work presents the devellooment of conrouter oriented 
method capable of predicting the transmissibilities, both at low 
and high frequencies, of a rigid body mounted on .many elastic 
isolators of arbitrary directions.

The classical multi degree of freedom vibration isolation 
model is reviewed.

A conrouter program for the computation of natural 
frequencies and modes shapes of the vibrating body was written 
down. No Restriction was made as far as the number of isolator 
and its directions.

Computer results of natural frequencies and mode shapes 
have been verified through an analogical experiment.

The determination of modal parameters through a digital 
-experiment has also been, a^hempted and is discussed.

Finally, the computer oriented method for the calculation 
of the transmissibilities is presented. This method is quite 
general, for it takes into account the dynamic effects of the 
isolators.

These dynamic characteristics are verified experimentaly.
The forces transmitted through the isolators to the 

casing of a hermetic compressor are studied as . an example and 
compared to the sound power radiated by it in 1/3 octave bands.
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I N T R O D U Ç Ã O

t

Isolamento de vibrações, em geral, ê uma forma de reduzir 
a transmissão de movimentos ou forças vibratórias de uma estrutu­
ra para outra. Isto é obtido através da interposição de um elemen 
to resiliente, adequadamente projetado, entre as duas estruturas. 
A efetividade do isolamento, nas freqüências ressonantes, ê marca 
damente influenciada pela quantidade de amortecimento dos isolad£ 
res.

Existem dois aspectos a considerar, quando da aplicação 
das técnicas de -isolamento: .(P redução das forças transmitidas 
por uma maquina a sua fundação e (2) redução do movimento transmi 
tido pela fundação ã maquina sobre ela montada. No -orimeiro aspe£ 
to, estão incluídas as maquinas rotativas em geral (motores elé­
tricos, turbinas, etc), resilientemente montadas, cuj as forças pro 
-venientes dc seu funcionamento devem ser isoladas. Um equipamento 
eletrônico, montado resilientemente no painel de uma aeronave, 
exemplifica um sistema excitado pelo movimento do suporte.

r Neste trabalho, o problema de isolamento ê tratado sob o 
primeiro aspecto, com particular atenção ac estudo de compresso­
res herméticos de refrigeração. A extensão a sistemas excitados 
pelo suporte,.todavia, é imediata.

A figura 1.1 mostra, em duas vistas [ 1 ], o compressor 
hermético PW 5,5 K 11 utilizado na aplicação da formulação materna 
tica aqui desenvolvida. Do ponto de vista vibratorio, o núcleo 
montado â carcaça, através dos isoladores, constitui-se em um si£ 
tema forçado, amortecido, com seis. graus de liberdade. Logo, tra­
ta-se de um sistema discreto, cuja formulação, geralmente, é obtî



da por um conjunto finito de equações diferenciais acopladas.

PONTO DE FIXAÇÃO

FIGURA 1.1. (a) Corte lateral do compressor
PW 5,5 K 11 (b) Vista superior com a carcaça aberta.
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Em sistemas discretos, o problema de isolamento de vibra­
ções trem sido objeto de estudo há bastante tempo. Jã em 1925, 
'.’AN/'CA [ 2 ] realizou estudo no sentido de reduzir as vibrações em - 
um motor aeronáutico do tipo estrela.

Tratando-se do isolamento de corpos rígidos, vibrando so- 
bre montagem resiliente, é de fundamental importância prática o 
conhecimento' dos mòdos de vibração, uma vez que cada particular 
sistema pode ter seu isolamento otimizado, através do projeto ,ad£. 
quado da suspensão, o que implica na caracterização de seus modos 
de vibração.

0 completo desacoplamento modal, usando isoladores incli­
nados radialmente dispostos, com vistas ao projeto de uma, suspen­
são que proporcionasse a redução das tensões vibratórias em moto­
res aeronáuticos, foi estudado inicialmente por TAYLOR e BROWNE

[3]* .

Uma outra montagem, onde os isoladores são montados sime- 
.tricamente ’los cantos inferiores de um corpo cúbico ; foi sugerida 
por MACDUFF £ 4 ] , visando o desacoplamento 'parcial das coordena­
das .

Mais recente, entretanto, com o surgimento de computado­
res digitais de alta velocidade de processamento, diversos auto­
res têm sugerido o tratamento matricial das equações de ino.vimanto 
que regem o comportamento dinâmico . dos corpos rígidos, proporcio­
nando não só uma técnica compacta para a manipulação .do sistema 
simultâneo de equações diferenciais, em sua forma mais geral, mas 
ainda permitindo que as condições de desacoplamento sejam facil­
mente determinadas por pura inspeção dos elementos fora da diago­
nal. Neste sentido, os trabalhos, de SMOLLEN f5  ̂ e DERBY [6 ] me­
receram especial atenção.



4

Neste trabalho, a proposição inicial é a elaboração de um 
programa computacional, que determine os modos normais e respecti­
vas freqüências naturais de vibração, para corpos rígidos.,vibr-an--.-. 
do sobre montagem resiliente, através da solução do sistema de 
equações diferenciais em sua forma mais geral. Â verificação expe 
rinental da precisão do modelo matemático, usualmente adotado, é 
também objeto de estudo. ' .

Em uma primeira instância, portanto, os resultados numéri_ 
cos para um dado exemplo de aplicação, forneceriam os subsídios 
necessários para que o problema de isolamento em baixa freqüência 
fosse atacado de forma clássica.

A ‘analise de casos práticos, todavia, revela, por exemplo, 
que a potência sonora irradiada [7 ] pela carcaça de um compres­
sor hermético apresenta níveis elevados em freqüências relativa­
mente altas, indicando com isso a ineficiência do isolamento em 
àlta freqüência. 0 fato é que, quando a freqüência de excitação 
tcrna-se relativamente alta, ondas estacionárias tendem a ocorrer 
ao longo do isolador.e a teoria clássica de isolamento de vibra­
ções, baseada em elementos resilientes de massa desconsiderãvel , 
póde não fornecer resultados satisfatórios. A consideração de 
efeitos ondulatórios em isoladores, para sistemas simples, tem sjL 
do exaustivamente discutida por diversos autores [8 ] , [9 £10] ,

P 1]-
Sob este outro enfoque, o trabalho contêm o estudo de uma 

formulação que permite avaliar o desempenho de suspensões linea­
res em alta freqüência. 0 fato novo, ao que, se conhece, reside na 
consideração do efeito de onda em sistemas com múltiplos graus de 
liberdade.
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A técnica utilizada.para a introdução de amortecimento a 
formulação, sem a computação da correspondente matriz,, é outro 
item.considerado.

São descritos agora os conteúdos dos Capítulos e Apêndices 
que aparecem na seqüência.

No Capítulo 2 é revisto um modelo matemático clTssico com 
vistas a determinar os modos normais e freqüências natu?-ais do nu 
cleo do compressor. Ao final é formulado um problema de autovalo­
res,.

No Capítulo 3 é abordada a solução numérica do problema 
de autovalores, com aplicação ao compressor hermético. Considera-

o

çoes sobre a medição dos dados de entrada do programa são também 
feitas.

No Capítulo 4 descreve-se todo o procedimento experimen­
tal usado a fim de corroborar os resultados numéricos.

E apresentado no Capítulo 5 um estudo teérico-experimental 
df* algumas orcpriedades dinâmicas importantes, quando se trata com 
isolamento de vibrações.

No Capítulo 6 é formulado e resolvido, via computador, o 
problema linear de corrente do modelo matemãtico atual, ou seja, 
considerando o efeito ondulatorio nos isoladores. São calculados 
e analisados os espectros de força transmitida e.deslocamentos dos 
pontos de fixação dos isoladores no corpo do compressor.

No Capítulo 7 reúne-se algumas conclusões de caráter ge­
ral, bem como sugestões para a continuidade deste estudo.

No Apêndice A estão contidas algumas notas sobre a compu­
tação dos modos normais e freqüências naturais. Um diagrama de 
fluxo é apresentado.



o
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0 Apêndice B contêm considerações gerais sobre a computa- 
ão dos espoctros de esforço transmitido e deslocamentos do ponto 
Ce cjnti.to Isol.ador-corpo.
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C A P Í T U L O  2

VIBRAÇÃO DE CORPOS RÍGIDOS MONTADOS SOB/1E- s “ 
ISOLADORES LINEARES

2.1, INTRODUÇÃO

Neste Capítulo serã revisto um modelo matemático, com a 
finalidade de determinar os modos normais e freqüências naturais 
do núcleo 'do compressor.

De acordo com as previas considerações sobre o sistema, o 
núcleo do compressor pode ser interpretado como sendo um • corpo 
rígido montado sobre isoladores lineares, estes -com massa descon- 
siderável.

Nes\e contexto, são portanto necessárias seis coordenadas 
independentes (três rotações e três translações) para que a vibia 
ção espacial do corpo seja completamente conhecida, o que conduz 
a -um conjunto de seis equações diferenciais ordinárias ...'.simultâ­
neas de 2a. ordem.

Inicialmente serão discutidas algumas propriedades dos 
isoladores lineares, com vistas á determinação das equações do mo 
vimento do sistema, da forma mais geral possível, com base na se­
gunda lei de Newton. Simplificações, devido a alguma, simetria no 
corpo que porventura exista, serão também abordadas, considerando
o desacoplamento das coordenadas.

Finalmente será formulado um problema de autovalores, cu­
ja posterior solução automática, via computador digital, fornece-
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rã os modos normais e freotlências naturais de vibraçao não amort£ 
cida do núcleo do compressor. - ™ -■

2.2. PROPRIEDADES DOS ISOLADORES LINE/ ;ES "

. Os suportes resilientes, ou isoladores lineares, são idea 
lizados como elementos elásticos. ti'i-dimc isi'riais , com dois terini 
nais de fixação e massa desconsidcrãvel. As conecções, ou termi­
nais, quando movidas relativamente em qualquer direção ocasionam 
uma força resistiva a este movimento no isolador. A força que re­
siste a tal movimento relativo ê de natureza-elástica, e nropor- 
cional ao mesmo, assim como a forca de amortecimento é diretamen- 
te proporcional ã velocidade relativa.

Em geral, para sistemas que não possuem restrições impon­
do a direção de deslocamento dos isoladores, a aplicação 'de uma 
força externa ao elemento resiliente causa movimento em uma dire- 
çã^ diferente, a menos que. vdireção de anlicação da força seja 
colinear com um dos "eixos principais elásticos". Definindo for­
malmente: os "eixos principais elásticos", de um isolador, são 
aqueles eixos segundo os quais o elemento, quando sem restrições, 
experimenta uma deflexão colinear com a força a ele aplicada

A representação idealizada de um isolador linear ê mostra 
da na figura 2.1, a seguir, once a rigidez total do isolador ê 
idealmente representada pela combinação de três molas mutuamente 
perpendiculares, orientadas ao longo das direções principais elãs> 
ticas do mesmo. Cada mola idealizada possui rigidez igual ã rigi­
dez principal na direção considerada.

As nropriedades de amortecimento dos isoladores são conce 
bidas de forma similar ãs de rigidez (figura 2.2).



r
------- ,F <<

FIGURA 2.1. Represent'.~ão idealizada das pro­
priedades de um isolador linear não amortecido

FIGURA 2.2. Idealização das propriedades de 
um elemento resiliente amortecido.
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A idéia assumida é útil porque, em geral, a rigidez nas
divc'Çc ’?i os eixos coordenados pode ser expressa em função dos va
■le' rs'“ vTi :ip~is (K , K , K .) e cos ângulos entre os eixos...prin-p q i
cií ai5 o ( s eixos coordenados associados, ao corpo.

A determinação da rigidez principal no particular caso de. 
mõl.as .helicoidais é relativamente simples e serã discutida com de 
ta.'her no Capítulo seguinte.

O ponto O de intersecção dos eixos principais elásticos 
de um isolador é conhecido por "Centro Elástico". O centro elãsti_ 
co define a localização teórica do elemento resiliente para efei­
to' de calculo das forças restauradoras.

2.3. EQUAÇÕES DE MOVIMENTO »ARA CORPOS RÍGIDOS
COM MONTAGEM RESILIENTE

Corpos rígidos vibrando ni/ esoaço, evidentemente, consis­
te:;; em sistemas com seis gr^us de liberdade, porquanto são neces­
sárias seis coordenadas para que rua vibração seja espacialmente . 
definida. A figura 2.3 mostra a i< eal ;. zac.ão .do núcleo do compres­
sor suportado por isoladores inc4:nados.

0 movimento global do corpo é referenciado a dois siste­
mas de coordenadas cartesianas. Um dos sir^emas é fixo e represen 
tado por X, Ÿ, Z. Outro sistema, fixo ao L~rpo com ori-jem no -cen­
tro de massa, e representado por X, Y, Z, é também utilizado.

As três coordenadas necessárias para descrever o movimen­
to translacional do corpo são denotadas, por xc , yc, z q , e repre­
sentam os deslocamentos tri-dimensionais do centro de mrsa, em 
relação ao sistema fixo X, Ÿ, Z.. O movimento rotacional e caracte 
rizado pelos ângulos a, 6, y, de rotação dos eixos do corpo
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(X,Y,Z), em torno dos inerciais X, Y, Z, respectivamente.
Assume-se que os doi: sistc as de coordenadas são coinci- 

dentes ̂  com o-rigeiii: no ceiitrc .de.. ...ai; a_: figura.- 2.-3)-,- quar.dc o cor­
po encontra-se em equilíbrio cs* áti .o.

FIGURA 2.3. (a) Modelo matemático para corpos rígidos 
montados r.obre isoladores lineares. Rotações positivas 
são convencionais peia "regra da mão direita"; (b) mo­
vimento aplicado pela fundação aos isoladores.

A localização dos centros elásticos ê representada por 
suas coordenadas ax , â ., a'z, com relação ao conjunto fixo ao cor­
po (x,y,z).

Considera-se as forças externas Fx> F e Fz, apiicadas d^ 
retamente no centro de massa e, além dessas, consideram-se ainda
os momentos M , M e M„. ,x y ^

Foi também considerado o efeito da excitação proveniente 
da fundação, imaginariamente aplicada na terminação de cada con­
junto resiliente tri-ortogonal presa a fundação. Esta cxci.tação,
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a mais genérica possível, é considerada sob -forma dos deslocamen­
tos do suporte u, v, w, nas direções X, Y. Z, respectimente, 
bem como os deslocamentos r o t a c i o n -r-A' ->e.r torno dos mes­
mos eixos fixos.

É importante, neste ponto., ení .t-i:ar que as equações de 
movimento , cuja derivação sera revist? a segair, são validas pa­
ra pequenas translações e rotações, de . -so te--ue os ângulos de ro 
tação em torno dos eixòs do corpo são aproximadamente iguais âque 
les em torno dos eixos inerciais.

2.3.1 DETERMINAÇÃO DOS COEFICIENTES DE 
INFLUENCIA de rigidez

A concepção física dos chamados "coeficientes de influên­
cia de rigidez", auxilia muito quando se procuram as equações de 
movimento de sistemas mais complexos. Assim sendo, faz-se-necessá 
ria a determinação previa destes, como a seguir se .mostra.

Da teoria das Equações de Lagrange para sistemas lineai?- 
zados, tem-se que a i-êsima•força externa generalizada é dada por 

[9-]:

n
0 - = V K-. q . (2.1)

onde K-. - coeficiente de influência de rigidez, i j 6
- i-esima força generalizada, 

n - número de graus de liberdade,
t

q. - j-esima coordenada generalizada.
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Suponha-se agorá que todos os qlj são nulos,
exceto diga-se, q^ que, por sua ver:, c to: ade igual a .1. Assim 
sendo, a (2.1) fica ..

( 2 . 2)

' Depreende-se, portanto, an^lirand> a (2.2) que ê nume
ricamente igual à força externa generalizada, associada â coorde­
nada q^, todas as coordenadas do sistema nulas, com exceção de q̂. 
que ê unitária. Esta interpretação é de vital importância e permi 
té que a matriz de rigidez, do sistema seja obtida por colunas.

Note-se que, quando q̂  =0; j  ̂k e q^ = 1, a V-êsima co­
luna da matriz de rigidez pode ser facilmente computada com 
a variação de i = 1, 2, ..., n.

_A figura 2.4 mostra a idealização dos isoladores linea­
res , não amortecidos, identificando os ângulos formados entre os 
eii.os principais elásticos e o sistema inercial (X,v,Z).

FIGURA 2.4. Ângulos entre os eixos principais elásticos 
p, q, r e os eixos inerciais X, Y, Z.



Fazendo uso da (2.2), tome-se inicialmente ‘à primeira con 
dição; para . " '

xc - 1 e yc = zc = a = 6 .= Y - 0,

com k = x -• ; i = x, y,z

então Kik = Kix ; 1 = x ’ y ’ 2

Desta feita determina-se a força na direção de X (K ),
nã direção Y (K ), e na direção Z (K ), devido a um deslocamen-yx z x o
to unitário em X.

Desde que x = 1, suas nroiecões nas direções p, q. r são

cos xp = À (2.3)
XV

cos xa•= X (2.4)xq ~ J

ccs xr = Axr (2.5)

As (2.3) a (2.5) representam a projeção do : deslocamento 
do cenrro elástico sobre os eixos principais. Evidentemente, tais 
deflexões ocasionarão forças elásticas nas direções principais,
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As forças (2.6) a (2.8), projetadas sobre X , -fie an­
dadas nor

F__  = F_cos xu = K_ Xi_ •. fS- )mpx mp - p xd .

F = F cos xq = K X2 . . '2.10)mqx mq n q xq

F = F cos xr = K X2 ....  (.2̂ 1!.)... mrx mr r xr = •

A resultante em X, devido a um deslocamento x = 1, (K ),C ÀA
ê, portanto, obtida pela soma das forças (2.9) a (2.11), ou seja,

K = K X2 + K X2 + K X2 (2.12)xx p xp q xq r xr

Procedendo-se de maneira absolutamente similar, projetan­
do-se (2.6), ( 2 . 7 e (2.C) nas direções Y e Z chega-se às seguin­
tes expressões

:: = r x x k . x x + k x x (2.13)yx d : -d vp q xq yq r xr yr

t = K X X + K X X + K X _ X (2.14)zx p :p zp q xq zq r xr zr v '

. Note-se que o primeiro índice do coeficiente (K^) repre­
senta a direção da força interpretada e o segundo a coordenada dî  
ferente de zero. E evidente, pelo princípio da .reciprocidade de 
Maxwell, que = K^, qualquer que sejam i, k.

A segunda condição, ainda fazendo uso da (2,2), seria

a - 3 = Y = xc = zc = 0  e yc = 1,
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o que de maneira análoga leva a" IC , ^ » ^zv’ ou seia>
j ' > 7 é

,2 + K X2 + K X2 * (2.15)yp q yq r yr

K = K (2.16): 7 yx

K = .'I X ; - X X X + K X X, (2.17)zy p '.'p zp q yq zq r yr zr

A última condrçao, ou seja, = 1 e xc - yc = 0, fornece

K , K e K mantendo a mesma rotina dos casos anteriores, xz ’ yz zz5

K = K ' (2.19)yz zy

K = K X2 + K X2 + K X2 (2.20)zz p zp q zq r zr

' . A matriz de rigidez do sistema pod.eria enrãu ser compléta 
mènte determinada por este processo, caso fossem envolviuas as c <d 

ordenadas angulares. Entretanto, em favor ü  clareia, as equações 
de\ movimento serão determinadas pela segunda lei ce Newton, desde 
que as matrizes de massa e rigidez surgirão naturalmente.

2.3.2 DETERMINAÇÃO DAS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO

Com base nas exposições feitas nos itens precedentes 
(2.3) e (2.3.1), e considerando novamente a figura 2.3, as equa_ 
ções de movimento podem ser agora formulados com clareza.

As equações de movimento translacional do corpo são des­
critas pela segunda lei de Newton.



0 movimento de rotaçao de corpos rígidos ê descrito pelrs 
seguintes equações [3]

M = I a - I 6 - 1  y (2.21d)x xx xy xz v ■

.M = I 8 - 1  a - I y . (2.21e)y . yy xy Y z

M„ = I, y - I a - I 8 (2.21 £)z z; ::z yz

onde I , , I ,1 , I ,1 e i  rão os momentos e produtos de xx yy xy ..z zz . yz
inércia do corno com relrção ao sistema X, Y, Z fixado ao corpo.

Considere-se, primeiramente, que o corpo da figura 2.3 S£ 
fra um deslocamento xr , na direção X, em seu centro de massa. lis­
to provoca as forças - K?_x (:cc - u) na direção X, - K (xc - u)
na'dirécão Y e a forca - k ■ „ (x - u)■na direção Z, cesde que, coXi c —
mo anteriormente visto, existe acoplamento entre as _ xoordenadas. 
A força na direção X, en\.re£ afeto, causa os ip.or.on-tos IC, (x - u) a~. A L J‘

na coordenada y, Lem como o Momento - k (x - u)a na coordena-AA O í*

da 6. Analogamente , K (x - u)a„ na coordenada a,, e IC (x - u) axy c z *̂ y ^
na coordenada y são os momentos induzidos pela força que atua na 
direção Y. Os momentos K (x - u)a em tornode Y, e '-K (x - u)J r f v Z C  X X Z L.
x a em torno de X, da mesma forma são causados pela força - Ky * A l
x (x - u), na direção Z. Continuando de forma exatamente anãloga 
para as restantes cirico coordenadas, e assumindo as seis condi-



18

ções"Üe equilíbrio com a aplicação das expressões. (; 
zoe '-dar ada [31, [4], [8], as equações de movimento,
■x: ta] m isoladores sobre o corpo, são

m m m
E Kxx (xc " u) + Í Kxv (yc ” v) + Ê :. = 1 XX C i = l Xy C i = l

m
+ Y (K1 a1 - K1 a1) (a - a)£=]_:■ xz y xy z

m
- J v tKxx az - Kíz ^  (6 - B) 

1 = 1

m . -

+ Y (K1 a1 - K1 a1) fy - y) = F
i = i  x y  x  J' x  - '  ’ x

m m m
my + y K1 (x - u) + Y K1 - v) + T K1
}c xy c j,-] yy c y z

m
+ Y (K1 a1 - K1 a1) (a - a)i=i y z y yy z

m .
+ Y (K1 a1 - K1 ax) (6 - 6)L  ̂ Xy Z y Z X Ji = l

m .

+ Y (K1 a1 - K1 a1) (y - y) = F
í= i yy xy y y

. 21), em cada 
assumindo que-

(zc - w)

(2.22a)

(zc - w)

(2.22b)
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mz„ +
m m. , m
.1 Kîz - U> + .A, ,rÍZ - Y> + %  K ZZ CZc'" W>i = l i::l i=l

m
+ J ml K z  ay :yz ^  Ca - a)

m
- I C 

i = l
Vxz X 1“zz te - 6)

K1 a1) (y - y) = F xz y J v J  z
(2.22c)

m
I a - I ß XX xy I y + I CK ax - K1 a1) (x u)• xz. 1 i = l ^ ^ z c

m
+ y (K1 a1 - K1 a1) (y - v) v yz y yy zJ w c J

m
+  i h  ( K ^  a y  '  -K y z  ( z c  -  w )

ni • « • « • • o

+ t (K1 a12 + K1' a12 - 2 K1, a1 a1)- (a - ã)i = l /Y z zz y yz z y J v '

ÎTI • • • • • •  • •

+ C*iz ■ * a z + ai a> ,̂ zz K  ^  •“ ) (6 - 5?
1 =  1

y . xy

I
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+ ■ ? (K1 a1 a1 + K1, a1 a1 - K1 aj aji = l' XY y Z yz X y X Z

“ K* a1 2) (y - y) = M• xz y v 1 ' X

ri
yy xy yz i = lIW1, a - I „ r 3 - IAr7 y + I (-XX a z “ K—  a::) (x- ~ U)

m
+ Y (K1 a1 - K1 a*) (y - v) i=i xy z yz x 7c

m
Ii = l

(Kxz - r (z, - w)

1
(K1 a1 ait + K1 v xz y z a1 a1 yz X z KJ a1 a1 z X y K1xy

la-
'zal‘) (a

m
. i = l

Y (K-1 a*2 + K a 2 - 2 K"; ax a,) (ß - (3)L XX Z Z Z X  X Z X 7. vXZ X Z'

m
+ Y (K-1 a1 a^ + K1 a1 a1 - K1 a1 a1 A xy X z xz X y xx y z

(2.22d)

- a)

- a ^ 2) (y - Y) = M y z z • y (2.22e)
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- !

K*x ay^ (*c u)

m
+ y (K1 a1 - K1 a1) (y - v)

i=i yy x xy y c ^

m
+ J (K1, a* - k* a1) (z - w)i = l yz X xz y J K c

Kl . . .  . . .  . . .  . .
+ ) fk a a + K  a a - K  a a - K  a j C a - a J  ■;=i xy y z yz x y yy x z xz y J K J

+ y (K* ai a* + K* a^ ai - K* a* a^ - aÍ2) (6 - 6).-_T xy x z xz x y xx y z yz x J J
_L ”  _L

m . . . .

+ y (K1 a12 + K1 a12 - 2 K1 a1 a1) (y - y) = M (2.22£) ̂̂  X’' y yy x xy x y J y ' w z v . J

As expressões (2.22) formam , portanto , um sistema de seis 
equações diferenciais ordinárias simultâneas, as quais regem o 
comportamento vibratorio de corpos rígidos, da forma mais genéri­
ca possível.

As forças de amortecimento foram, por ora, desconsidera­
das. Entretanto, convém aqui ressaltar que pela própria concepção 
ideal dos isoladores, os termos que nas equações (2.22) contives­
sem amortecimento seriam exatamente análogos aos termos de rigi­
dez, fazendo com que de fato a dificuldade seja nada mais do que 
o aumento do número-de termos nas equações (2.22). Posteriormen­
te, quando o sistema for representado matricialmente, o amorteci-
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mento serã considerado.

2.4. DESACOPLAMENTO -MODAL, UM PLANO. .JP ' <S: '!:T IA-

As equações (2.2 2) são de caráter gr /ai podendo, entre­
tanto, sofrer simplificações consideráveis i a m- ioria dos casos 
práticos. Tais simplificações decorrem basicime: te da escolha 
apropriada do conjunto de referência, be:n ccmo ’e alguma condição 
de simetria resiliente do sistema. A tradução final destas parti­
cularidades ê a redução no grau de acoplamento modal das coordena 
das.

qual se constitui no objetivo principal deste trabalho, possui um 
plano de simetria resiliente, as implicações deste fato no grau 
de acoplamento modal serão a seguir estudadas.

Para tal, tomemos o exemplo da figura 2.5, que possui as 
seguintes particularidades:

?) 0 sistema.de referência (X,Y,Z) fixo ao corpo foi sele? 
cionado coincidente com os eixos principais de inércia. Então [s],

b) Os isoladores possuem as suas direções principais elã^ 
ticas (p,q,r) paralelas com os eixos (X,Y,Z). Logo, das expres-

De-sde que o sistema formado pelo núcleo do compressor, o

sões (2.12), (2.13), (2.14), (2.15) e (2.17) decorre* que

K K K K Kxx P yy q zz
(2.24)

K K K 0xy xz yz
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c) 0 plano YZ ê um plano de simetria, assim sendo, os se­
guintes termos nas expressões (2.22) serão nulos

m m m
1 = . yy x i=l

. a1 a1 a1 i-1 yy x z

m 
i = l

1 1 nK a a = 0 zz x y (2.25)

z > z

5,6|—■WVW—1-

/7"7 7 7  7 V  7 ~ 7  7  /  /  7  ' ~ 7

FIGURA 2.5. Exemplo de um corno rígido, montado com um 
plano de simetria. 0 plane YZ e o plano de simetria, 
desde que os isoladores têm as mesmas propriedades.

As equações de movimento do sistema (2.22), tendo em con­
ta (2.23), (2.24) e (2.25)., são

m
mx + 6 K (x - u) + l (K* a*) (0 - 3)p c i=l P z-

m
Y (K1 a1) (yi=i_ p y -  y )  =  F (2.26a)
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m
myc + 6 K (y - v) - T:,. (K;1' a*) (a - a) = F'■*' M -i ~ y

(2.26b)

M
mzr + 6 Kr (ze - w) + Y- (K; av) (a - a) > F

->1 y (2.26c)

m
i»l q zJ w c

m
+ &  ( x í  a P  ( z = '  w )  = M>

(2.26d)

m . .
+ Y ( K 1 a 1 2 + K 1 a 1 2 ) ( 3  - 3 ) ̂ p z q X J

m . . .

" ï (Kp ay az} W  - Ÿ) = My (2. 26e)

*• m • •
1z2 Y - X  (K„ “y5 txc - u)I -1 *

m
-  ï  ( KÍ  a y  a * )  ( 3 - 8 )  i=l P y z

m .

y (K1 a12 + K1 a12) (y - y) = M i=1 p y  ̂ * z (2 . 26£)



25

Portanto, as expressões (2.26b), (2.26c) e (2.26d), envol̂  
vem somente as cc )rdv.na«' ts ’r , z , a* enquanto que as demais contém,x ,C C • c
3, y. visicam-.-ntc , i. to ê traduz no chamado desacoplamento de co 
ordenadas, ou sej i, c c< rpo vibrará em modos envolvendo (x , 3, y) 
ou (y , z , a), com KovLnento no plano de simetria somente.

É importa ite ainda ressaltar que a condição (b) não é ne­
cessária para qut. o "̂ s; coplamento ocorra, sendo somente (a) e 
(c) suficientes. Em outias palavras, caso o sistema da figura 2.5 
possuisse isoladores inclinados, ainda assim o desacoplamento se 
verificaria. 0 assunto será objeto de futuras considerações.

*

2 . 5. FÓRMULAÇÃO DO PROBLEMA DE AUTOVALORES

A solução do sistema de equações (2.22) pre:upõe a solu­
ção de um problema de autovalores, o qual será formulado a seguir.

Para tal, considera-se , inicialmente, as vibrações li­
vres não amortecidas do corpo, cujus equações de movimento, neste 
caso, têm a seguinte’ representação matricial '[12]

{KJ {q> + [TC] ' {q} = {0} (2.27)

onde {q} e {q} são vetores colunas n-dimensionais representativos 
das acelerações e deslocamentos generalizados do sistema, respec­
tivamente. As matrizes de massa e rigidez são denotadas por [KJ e

Kj -
Desta feita, o sistema (,2.22) pode ser reescrito em acor­

do com a (2.27), ou seja,



m 0 0 0 0 0 r “Xc r E™ T K1 1=1 XX

0 m 0 0 0 0 >;c E Kxy
0 0 m 0 0 0

<
zc

> +
E Kxz

0 0 0 Xxx -Ixy _Ixz ä E(K a -K a )  ̂xz y xy z;
0 0 0 -Ixy Iyy -Iyz B E(K a -K a ) v XX z xz x'
0 0 0 _Ixz •Iyz 1zz_ Y E (K a -K a )  ̂xy x XX y;

E(K a -K a ) ̂xz y xy zJ
E(K a -K a )yz y yy z
E(K a -K a ) ̂zz y yz zJ
E(K a2+K a2 yy z zz y
-2K a ajyz y z

E(K a a +K a a v xz y z yz x z
-K a a -K a2) zz X y xy zJ

E (K a -K a )  ̂ XX z xz xJ

E(K a -K a ). xy z yz x̂
E(K a -K a )1 xz z zz XJ
E(K a a +K a a 'xz y z yz x z
-K a a -K a2) zz x y xy z;

E(K a2+K a2' XX 7 ZZ X
-2K a a ) xz x z

E(K a a +K a a 1 xy y z yz x y
-K a a -K a2) yy x z xz yJ

E(K a a +K a a v xy x z xz x y
-K a a -K a2) XX y z yz xJ

26

E Kxy E Kxz
E Kyy E Kyz
E Kyz E Kzz
E(K a -K a .) yz y yy z' E(K a -K a )  ̂zz y yz zJ
E(K a -K a )  ̂xy z yz x' E(K a -K a )  ̂xz z zz x'
E(K a -K a ) yy x xy yJ E(K a -K a ) yz x xz yJ

E(K a -K a ) ̂xy x XX yJ

E(K a -K a ) yy x xy yJ
E(K a -K a ) ̂yz x xz yJ
E(K a a +K a a v xy y z yz x y
-K a a -K a2) yy x z xz y

E(K a a +K a a v xy x z xz x y
-K a a -K a2) XX y z yz x •

E(K a2+K a2  ̂XX y yy x
-2K a a )xy x yJ

x

a 0
< > = < >

0

0

(2.28)
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Inicialmente, estamos interessados em verificar se a 
(2.27), ou (2.28), admite uma solução separada no tempo e forma
dO tÍP0 V ?-

q± (‘-) = f (t), i = 1, n

ou . (q(;)} = {<>} f(t) (2.29)

Aplicando-se a (2.2 9) na (2.2 7) e fazendo a prê-multipli-
— tcação de ambos os membros por {<(>} , segue-se que

i *
U )1 [M] {<),} f(t) + [K] (cj)} f(t) = {0} (2.30)

Desde que supostamente [H] {*} é diferente de zero, a
(2.30) pode ser reescrita

ffti t,(,ít Míiii = ------------ (2.31)
{<f>} [M] {<!>}

Seguindo o procedimento padrão usado em separação de vari
ãveis, os dois lados da (2.31) devem ser iguais a uma-^constante 
positiva. Fazendo a constante positiva igual a Q 2 a (2.31), da 
origem a duas outras expressões

I !

f(t) + fi2 f(t) = 0  (2.32)

-- [Kl {tf.} = Q2 [Mj {cp}- (2.33)



A (2.32) ê uma equação diferencial ordinária .de 
ordem, cuja solução é

«

f(t) = A sen (fit - ijj)

onde A e  ̂ são amplitude e fase respectivamente.
Pode-se concluir, a esta altura, que c;-<so a (2.27) admita 

solução do. tipo (2.29), esta deve ser harmônica com freqüência £3 
e fase ^, de sorte que o movimento do sistema completo não sofre 
mudança em sua "forma" com o tempo. Somente a amplitude de cada 
coordenada varia harmonicamente com o tempo.-

A questão remanescente consiste em se determinar qual a 
freqüência da solução (2.29). Para tal, observa-se a (2.33), rear 
ranjada da forma

[K] - f i2 [M ]j U )  = {0} (2.35)

De fato, a (2.35) consiste em um sistema de n equações al 
gebricas lineares, cuia solução não trivial é possível somente se

A = j [Kj - Çl2 [M] I = 0 (2.36)

onde A ê comumente conhecido como determinante característico. A 
solução de A fornece o polinómio característico de ordem n, na va 
riãvel ft2, ou seja,

p^X11 + P2^n  ̂ + ?3^n 2 + ••• Pn  ̂ + Pn+1 = 0 (2.37)

28

segunda

(2.34)

onde X , = Í22 .
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0 problema de se determinar os valores de ft2 para os
quais a (2.35) possui solução não trivial ê conhecido como pro­
blema de autovalores. As n raízes do polinómio característico 
são os chamados autovalores.

Desde que [K] e [m] sejam simétricas e positivas defini­
das, mostra-se que as raízes do polinómio (2.37) são reais e po­
sitivas |~9] . A raiz quadrada positiva dos autovalores são as fre 
qüências naturais do sistema.

A forma deformada assumida oelo sistema quando vibrando 
em uma de suas freqüências i = 1, n, caracterizada pelo auto
vetor (cj)}̂. recebe o nome de modo normal de vibração.

Os' modos normais de vibração {cj>}  ̂ são obtidos a partir 
da (2.35), após um processo qualquer de normalização. Em solu­
ções computacionais- ê usual normalizar os vetores com respèito a 
matriz •"[ MJ, fazendo {} T [}lj = 1.

_ Um programa computacional com vistas a solucionar o pro-
,bnema aqui formulado, ou .coja, a determinação das freqüências na 
tura.is de vibração de corpos rígidos vibrando sobre isoladores 
lineares, serã apresentado rio Capítulo seguinte.
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C A P Í T U L O  3

DETERMINAÇÃO NUMÉRICA DOS MODOS NORMAIS E FREQUÊNCIAS 
NATURAIS DE VIBRAÇAO DE CORPOS RÍGIDOS

3.1. INTRODUÇÃO

A finalidade principal deste Capítulo reside na determina 
cão das ressonâncias e modos normais de vibração do compressor em 
estudo, a'partir da elaboração de um programa computacional com 
vistas a solucionar o problema de autovalores formulado no Capítu 
lo precedente. '

Primeiramente, um teste de verificação do desempenho do 
programa será feito, mediante a aplicação de um exemplo, cujos re 
svltados são seguramente conhecidos

Uma vez verificado o programa, serã feito o levantamento 
experimental dos dados de entrada necessários para o compressor 
efinalmente, apresentados os resultados numéricos.

O Apêndice A contêm um diagrama de fluxo (figura A.l) com 
os passos básicos para a computação dos modos de vibração de cor­
pos regidos com suspensão resiliente ideal, bem como algumas no­
tas sobre o algoritmo de JACOBI, usado para resolver o problema 
de autovalores. •
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3.2. APRESENTAÇÃO DE UM EXEMPLO PARA CERTIFICAÇÃO
DOS RÉ; ULTADOS

Serão, a seguir, comnutados numericamente os autovalores 
e autovetores ce turbinas PTGA-28 "PRATT AND WITNEY OF CANADA", 
montadas sobre susoensão KLEIN.

A figura 3.1 mostra o esquema de montagem da turbina em 
estudo sobre isoladores ideais, não dissinativos. Os dados experi^ 
mentais de rigidez, constantes inerciais e forma de montagem fo­
ram extraídos do relatório LVA-EC-81/07 [13] .

FIGURA 3.1. Esquema de montagem de um turbina PTGA-28. 
Os eixos principais elásticos são paralelos aos eixos 
inerciais. (X,Y,Z) sã0 eixos principais de inércia.
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3.2.i . RESULTADOS NUMÉRICOS DA TURBINA

X.; dados de entrada do sistema, fornecidos por- [13] , sãô  
mostr-dos âs páginas 33 e 34.

Resultados numéricos, representados pelas freqllências na- 
turaic e modos normais de vibração da turbina, podem ser vistos ã 
pá^in 35. Cada modo de vibração é representado por uma coluna da 
matriz de autovetores , correspondente ã freqüência natural de vi­
bração não amortecida.

3.2.2. DISCUSSÃO DOS RESULTADOS

Com base nos resultados numéricos, conclui-se, portanto, 
que o programa computacional satisfaz totalmente os propositos pa 
ra os quais foi elaborado, porquanto que os resultados estão exa­
tamente em concordância com o que seria esperado para um sistema 
.possuindo as característic?s'do exem1 lo usado. Neste sentido, ca­
be aqui ressaltar que existem três modos (l9, 2°, 6°) que sé pos­
suem movimento no plano XY de simetria, e outros três (39, 49. 59) 
que possuem movimento em planos perpendiculares aquele.

Os resultados foram bons, também no que diz respeito ã 
precisão dos mesmos, quando confrontados com resultados forneci­
dos por [1.3] . -



MASSA = 0.25500D+03 COSSENOS DIRETORES

IXX = 0.11420D+02 
IYY = 0.75400D+02 
IZZ = 0.75350D+02 
IXY = 0.0 
IXZ =0.0 
IYZ =0.0

RIGIDEZ DOS ISOLADORES SEGUNDO 
OS' EIXOS PRINCIPAIS ELÁSTICOS

ISOLADOR N. 1

KP = 0.10400D+08 
KO = 0.24200D+07 
KR = 0.21000D+07

ISOLADOR N. 2

KP = 0.10400D+08 
KO = 0.24200D+07 
KR = 0.21000D+07

ISOLADOR N.

COORDENADAS DOS CENTROS ELÁSTICOS

ISOLADOR N.

AX = -0.21200D+00 
AY = 0.13500D+00 
AZ = 0.23300D+00

ISOLADOR N. 2 .

AX = -0.21200D+00 
AY = 0.13500D+00 
AZ * -0.23300D+00

ISOLADOR N.

AX = -0.21200D+00 
AY = -0.26900D+00 
AZ = 0.0

KP = 0.91700D+07 
KO = 0.19700D+07 
KR = 0.26000D+07

33

ISOLADOR N.. 1

LXP = 0.10000D+01
LXO = 0.0
LXR = 0.0
LYP = 0.0
LYO = 0.iOCOC?:01
LYR = 0.0
LZP = 0.0
LZO = 0.0
LZR = 0. i

ISOLAD > - • T -~Ui\ IS • L.

LXP = O.lOOOOD+Ol
LXO = 0.0
LXR = 0.0
LYP = 0.0
LYO = O.lOOOOD+Ol
LYR = 0.0
LZP = 0.0
LZO = 0.0
LZR = O.lOOOODi-Ol

ISOLADOR N. 3

LXP = O.lOOOOD+Ol
LXO =0.0
LXR = 0.0
LYP = 0.0
LYQ = O.lOOOOD+Ol
LYR = 0.0
LZP = 0.0
LZO = 0.0
LZR = O.lOOOOD+Ol
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. MATRIZ DE INÉRCIA

0.25500D+03 0.0 0.0
0.0 0.25500D+03 0.0
0.0 ' 0.0 0.25500D+03 .
0.0 0.0 0.0 t 

0.0 0.0 0.0 

0.0 0.0 0.0

MATRIZ DE RIGIDEZ

0.29970D+08 0.0 0.0
0.0 0.68100D+07 0.0
0.0 0.0 0.68000D+07
0.0 ' 0.0 -0.13240D+06
0.0 0.0 0.14416D+07
-0.34127D+06 -0.14437D+07 0.0

34

0.0 0.0 0.0
0.0 oo 0.0
0.0 0.0 0.0
0.11420D+02 0.0 0.0
0.0 0.75-/.00D+02 0.0
0.0 0.0 0.75550D+02

0.0 0.0 -0.34127D+06
0.0 0.0 -0.14437D+07
0.13240D+06 0.14416D+07 0.0
0.52744D+06 -0.28069D+05 0.0
0.28069D+05 0.14348D+07 0.0
0.0 0.0 0.13487D+07



FRTOUENCIAS naturais

0.54577D+02 
0.29169D+02 
0.29092D+02 
0.34397D+02 
0.17260D+02 
0.16658D+02

MATRIZ CONTENTO OS AIJTOVETORES

0.62603D-01 
0.17932D-03 
0.0 

0.0 

0.0

-0.28736D-02

-0.10I25D-02 
0.52239D-01 
0.0 

0.0 

0.0

-0.63504D-01

0.0 

0.0 •

0.50150D-01 
0.58054D-01 
0.65166D-01 
0.0

0.0

0.0

-0.10701D-01 
0.29011D+00B

-0.11293D-01
0.0

0.0  

0.0

-0.35945D-01 
-0.53745D-02 
0.94279D-01 
0.0

0.12065D-02 
0.34534D-01 
0.0 

0.0 

0.0

0.96075D-01

35
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3.3. ALGUMAS CGNSIDERACOES SOBRE A HE DlHÃO DAS CARACTERÍSTICAS 
INiRCIAIS DO NÜCLEO DO COMPRESSOR

A "os:ção do centro de massa do núcleo e os seus momentos 
principais de inércia foram determinados experimentalmente em£7J .

Co i v:‘. stas ao aproveitamento destes resultados, bem como 
pelas rimp’..if:cações decorrentes de se trabalhar com produtos de 
inércia nulos, adotou-se o sistema referencial (X,Y,Z), fixo ao 
corpo, coincidente com os eixos nrincipais.

A técnica do pêndulo simples [?>] , [14] foi usada para a d£ 
terminação da posição do centro de massa do corpo. Os momentos 
principais de inércia do núcleo foram obtidos por meio de um pên­
dulo trifilar [8] , ]14] .

Os resultados fornecidos pelo experimente foram [7j

2■ Ixx = 113 Kg.cm

2Iyy = llZ Kg. cm

1^2 = 11-2 Kg.cm2 

MASSA DO NÜCLEO =5,5 Kg.

IXY = IXZ = IYZ = 0

3.4. DETERMINAÇÃO DAS COMPONENTES PRINCIPAIS DE RIGIDEZ 
DOS ISOLADORES DO NÜCLEO

3.4.1. BREVES CONSIDERACOES SOBRE 0 EXPERIMENTO 

0 valor de rigidez medido na direção de um dos eixos prin
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cipais elásticos de um isolador linear é a chamada rigidez princi^ 
pal. No )re: ente caso, os isoladores são molas helicoidais e, co­
mo t; T, os: iem um dos eixos principais elásticos peípendicular à. 
secçi d -t a-n: versai e passando nelo centro da mesma. Assim sendo, 
quaisque • deis eixos perpendiculares na secção transversal da mo­
la s; o e:.xoi principais elásticos, uma vez que as molas helicoi­
dais 'oos -uen. simetria elástica transversal [Í4] . A figura 3.2, a 
segu: r, raostra o que. foi dito.

FIGUIIA 3.2. (a) Montagem típica de uma mola helicoidal como 
um isolador. As direções p e r sãc direções Drincipais elás­
ticas. (b) Deflexão iateral da mola helicoidal, na direção 
elástica principal. ■ ■ :

■3.4.2. MEDIÇÃO DA RIGIDEZ VERTICAL DOS ISOLADORES (Kr)

A figura 3.3 mostra o esquema do experimento realizado, a 
fim de se determinar a rigidez dos isoladores na direção vertical

(2), para cada um dos valores de carga disponíveis. Os resultados 
experimentais estão, plotados na figura 3.4, a seguir.

( a) b)

Com o sistema apropriadamente calibrado, o ‘ experimento 
consistiu em se registrar, através de (3), o sinal proveniente de
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FIGURA 3.3. Esquema da montagem usada para 
medir a rigidez vertical dos isoladores.
(1) Massas calibradas (gramas)
(2) Transdutor de deslocamento sem contate IWT 301 VEB
(3) Medidor elétrico de deformação 4D5 VEj.

F ( N)

FIGURA 3.4. Resultados experimentais da rigidez 
vertical (Kr). •



0 valor da rigidez vertical (K ) ê definido como sendo (l4]l

K. = - tg 0 = 0,818 x 1 0 N/m ' (3.1)
x __

3.4.3. MED1CÃ0 DA RIGIDEZ LATERAL DOS ISOLADORES

Na figura '.5 v-stà esquematizado o experimento, com o 
qual determinou-se os valores de rigidez transversal dos isolado­
res (K , K ). As mudanças em relação ao item anterior dizem res- P q
■peito somente ao sentido do carregamento da mola, que neste caso

*

ê paralelo ao plano da secção transversal da mesma.

- 39

FIGURA 3.5. Esnuema da montagem para medição da 
rigidez lateral da mola (Kp, K^).
(1) Massa calibrada
(2) Transdutor de deslocamento IWT 301 VEB
(3) Medidor elétrico de deformação 4D3 VEB
(4) Rolete cilíndrico de madeira
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Nesve caso, o procedimento experimental foi exatamente si_ 
milar ac it m i cecodente. 0 rolete (4) foi introduzido para que 
as ŝ cç(‘ " js  x t :  ;ma.‘ da mola sejam forçadas a permanecer paralelas 
durante a d flixão, de sorte a reproduzir com a maior aproximação 
possiveã o soiador idealizado.

Os -esiItados experimentais obtidos estão plotados na fi­
gura 3. ( , a se; uir.

FIGURA 3.6. Resultados experimentais para a 
rigidez lateral dos isoladores (Kp, K^).

A rigidez lateral ê, por definição, dada pela seguinte 
equação [14]
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(3.2)

Mas , de acordo com referências anteriores., poi- -rctZÕi. 
simetria, a seguinte relação ê valida

K = K = 0,491 x IO1* N/m n. P (.3 • 3)

A esta altura, chama-se a atenção para o fato de que as
retas das figuras 3.4 e 3.6 não são ajustadas, configurando assim 
■o-,caráter bastante linear dos isoladores utilizados no compres­
sor.

3.5. DETERMINAÇÃO TEÕRICA DAS CONSTANTES DE RIGIDEZ DAS MOLAS 
HELICOIDAIS, SEGUNDO AS DIRECOES PRINCIPAIS ELÃSTICAS

A rigidez de uma mola helicoidal, segundo a sua direção 
principal r (figura 3.2). node ser calculada nela seguinte expres 
são [8 ] , [14]

(3.4)
Sr 3nD3

onde K - riçidez axialY* °r
F - força aplicada
6 - deflexão axial resultante da forca F r r
G - módulo de elasticidade ao cisalhamento do material da

mola
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d - diâmetro do arame .
- diâmetro médio da espiral
- .úmoro de espiras ativas

Neste caso particular, obteve-se os seguintes dados

D = 9,3 x 1Õ3 m
d = 1,6 1Õ3 m
n « 10
G = 79,29 GN/m2

Substituindo-se estes valores em (3.4), tem-se

K = r
79,29 x iQ9 x (1,6 x 1QJ> 

8 x 1 0 x (9 , 296 x 1 (13) 3
„3^

-J— =■ 8085 N/m (3.5)

Para o calculo da rigidez laterai, ou seja, na direção q, 
a seguinte expressão é usada [14]

K = _______ 106 d** = %
p nD(0 ,204 h2 + 0,256 D2) Ôr,

(3.6)

onde K
P

-

rigidez lateral (Jlb/in) 
força aplicada na direção p (£b) 
deflexão devido a força na direção p (in) 
diâmetro do arame (in)
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n - número de espiras ativas 
D - diâmetro mêdio da espiral (in)
h - altura de trabalho dà-mola. Neste-caso igual a.. .0 7 7 in. 

Aplicando-se novamente os dados levantados na ,3.6)., -iem-
-se que

K - _____________L0lL0..063r____________ K 28,9 £b/in
v 10 X 0,366 (0 , 204 (0,77) 2 + 0 , 256 (0,366) 2)

ou = 5060 N/m (3.7)

A comparação dos resultados teoricos (3.5) e (3.7.) com os 
obtidos experimentalmente indicam que os experimentais são muito 
proximos dos esperados teoricamente, com variações percentuais me 
nores do que 5%. Na computação numérica serão usados os valores 
experimentais.

3.6. MEDIÇÃO DOS COSSENOS DIRETORES DOS
ISOLADORES DO NÜCLEO

3.6.1. DESCRIÇÃO DO EXPERIMENTO

Para a computação da matriz de rigidez do sistema, de 
acordo com às referências feitas no Capítulo precedente, são ne­
cessários os cossenos diretores, dos eixos principais elásticos de 
cada isolador, com relação ao sistema cartesiano inercial.
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Na figura 3.7.o conjunto completo de sistemas cartesianos 
na forma em que foi escolhido para o compressor, pode ser-observa 
do

ticameilte os cossenos diretores, optou-se pela confecção de um mo 
delo em madeira, semelhante a figura 3.7. A partir daí, os 2 7 ân­
gulos e correspondentes cossenos diretores procurados foram, com 
maior facilidade, rapidez e precisão, determinados. A leitura dos 
ângulos foi feita com o auxílio de um transferidor otico .

Os ângulos medidos, ao lado dos respectivos cossenos dire 
tores, .são mosl;rados na Tabela 1.

FIGURA 3.7. Conjunto de sistemas cai'tesianos escolhidos 
para o compressor. (.X,Y,Z) são eixos principais de inércia.

Em face das dificuldades naturais em se determinar anali-

3.6.2. RESULTADOS DAS MEDIÇÕES



e

TABELA 1 - Cossenos diretores medidos.

45
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3.7. RESULTADOS NUMÉRICOS. MODOS NORMAIS E FREQUÊNCIAS 

NATURAIS D':. VTBRACAO DO NÚCLEO

Uma ve: de posse dos dados necessários., determinados nos 

itens (3.3), (-.4) e (3.6), o programa computacional foi alimenta 

do, fornecendo como saída os modos normais e as respectivas fre­

qüências navur; is le vibração do nüeleo do compressor. Os resulta 

dos numéricos podem ser vistos a seguir.

Os modos de vibração estão impressos por coluna na matriz 

dos autovetores. As coordenadas nodais encontram-se na mesma or­

dem da representação matricial adotada (veja.equação 2.28).

3.S. CONCLUSÕES

Desde que o sistema referencial, fixo ao corno, foi toma­

do coincidente com os eixos inerciais principais, os resultados 

numéricos indicam claramente a existência de um. plano (XZ) de si­

metria, fornecendo assim confirmação pira as 4niciais suposições. 

Então, existem três modos (l9 , 39 , 59) , cujos movimentos nas três 

coordenadas x , y , 3 são acoplados, mas independentes do movimen 

to em qualquer das outras três y , a, y. Consequentemente, os três 

demais modos (29 , 4 9 , 6 9) possuem vibração acoplada nas coordena­

das y , a, y.

As freqüências naturais do sistema são, de maneira geral, 

muito próximas e de baixo valor, indicando uma eventual dificulda 

de prática em se excitar isoladamente cada modo na sua forma ver­

dadeira .

0 amortecimento na solução do sistema foi desconsiderado, 

posto que o objetivo relevante do Capítulo que ora se conclui foi
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a determinação numérica dos modos e freqllcncias naturais de vibr£ 

ção, parâmetros estes uj sc isibilidade ao amortecimento'é reco­

nhecidamente ncque:- a.



FREQUÊNCIAS NATURAIS

0.38883D+00 

0.0

0.17980D-01 

0.0

-0.39186D+01 

0.0

0.70059D+01 
0.71199D+01 
0.10570D+02 
0.12361D+02 
0.12901D+02 
0.12189D+02

MATRIZ CONTENDO OS AUTOVETORES

0.0

0.3S590D-00

0.0

0.37346D+01 

0.0

0.24256D+00

-0.37780D-01 

0.0

0.42423D+00 

0.0

-0.37946D+00 

0.0

0.0

-0.14158D+00 

0.0

0.56593D+01

0.0

0.64399D+01

0.17426!? ' 00 

0.0

0.51857^-01

0.0

0.85532D+01

0.0

c. c
o r o " í ' Ti'.nn

o.n

0.5 40^90+01 

0.0

0.69105D+01
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C A P Í T U L O  4 

ANÁLISE MODAL

4.1. INTRODUÇÃO

A compreensão correta do comportamento dinâmico de estru­

turas, ou cornos elasticamente montados, tem-se constituído cm uma 

parte importante do processo de projeto de tais sistemas mecâni­

cos. Para ta l , ê necessário que se determine com nrecisão as pro­

priedades dinâmicas do sistema, em geral, utilizando-se técnicas 

computacionais, sendo porém necessária uma verificação experimen­

tal dos resultados.

Uma vez carac er: xad >s tais propriedades, o comportamento 

do sistema em regime normal ie trabi’lho pode ser predito e, então, 

controlado e otimizado.

Usualmente pode-se medir as nropriedades dinâmicas de uma 

estrutura através da chamada Análise Modal. Esta técnica permite 

conhecer as propriedades dinâmicas de um sistema vibrante, por 

meio de identificação de seus modos de vibração.

Neste trabalho, em particular, a Análise Modal do sistema 

em estudo decorre principalmente da necessidade de se verificar 

fisicamente a acuidade do modelo matemático adotado, para predi­

zer teoricamente o comportamento dinâmico do sistema.

Por motivos que serão posteriormente discutidos, a Análi­

se Modal do sistema em estudo foi feita por duas técnicas distin­

tas :
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Análise Modal via digital, utilizando-se computador HP 

54 5 C-FOURIER ANALYZER;

- Ans isc Modal via analógica, utilizando-se cadeira de 

med cão convencional.

4.2. Di.TEP ''INACÃO EXPERIMENTAL DAS FREQUÊNCIAS

N, TUP-M S  DO NÚCLEO

No Capítulo precedente, foi anresentado o cálculo numéri­

co das freoUências naturais e modos normais de vibração de núcleo 

do compressor resilientemente montado. . .

A -verificacão exnerimental das freoUências naturais, atra 

ves da medição via digital da resposta em freoUcncia do niielco, 

será o objetivo deste item.

Na figura 4.1, a seguir, o esquema da cadeia de medição 

utilizada pode ser visto.

(7)(D
(ADC)

(2 ) (LPD

(4) (6 )

FIGURA 4.1. Cadeia de medição utilizada na 
medição da resposta do núcleo.
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(1) Gerador de sinais Tipo 1027 BÇK
(2) Amplificador de potência T í p o  2706 Bf?K
(3 Excitador de vibrações Tipo 4809 BÇK
(4; Núcleo do compressor em sua montagem original
(5 Transdutor de sinal (acclerômetro) Tipo 4366 BÇK
(C. Pre-amnlificador Tipo 2626 Bf,K
(7; Computador IIP 5451C-FOURIER ANALYZER

Cem base nos resultados teóricos, sabia-se oue existiam 

tr- s r  -ssonâncias envolvendo movimento em x , z, B e  outras três 

en''olv indc y, a, y. Por este motivo, optou-se pela medição das 

curvas de resposta, tendo em conta o desacoplamento do sistema, 

ou seja, primeiramente com o eixo de sensibilidade do acelerôme- 

tro coincidente com a direção Z, e posteriormente com a direção y. 

Desta feita, o primeiro espectro obtido, mostrado na figura 4.2, 

contem as ressonâncias referentes aos modos com deslocamentos em 

(x, z, 6), enauanto oue o s^gui do, mor.trado na figura 4.3, contem 

as freqüências naturais referentes aos outros três modos restan­

tes.

Note-se oue nas figura:.; 4.2 e 4.5 aparece um pico resso­

nante em torno de 3 H z , o qual no entanto não e uma freqüência na 

tural do núcleo, e sim do próprio e x c 'tacor de vibração, em face 

do tipo de montagem que foi utilizada.

Na figura 4.4 esta mostrac a a curva de resposta do excita_ 

dor em sua montagem, obtida, com o transdutor diretamente a ele 

preso, com vistas a justificar a afirmação anterior.

Os parâmetros amostrais selecionados no FOURIER ANALYZER, 

com base nos resultados teóricos foram os seguintes:

a) Freqüência de corte Fc = 50 Hz
b) Freqüência máxima Finax = 100 Hz
c) Número de pontos N = 4096
d) Número de medias 200
e) Sinal ruído branco (2 Hz - 2 KHz)



52

FIGURA 4.2. Espectro das vibrações do núcleo do comoressor. Acelerômetro 
com eixo de sensibilidade na direção Z. £^ = 6,64 Hz; f ̂ = 9,60 Hz; £^=12,3 Hz.

FIGURA 4.3. Espectro das vibrações do núcleo. Acelerômetro com eixo de 
sensibilidade na direção Y. f-, = 6,35Hz; f^=ll,14Hz; £4=12,5Hz.
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H z  Lin ' (  I O 1)

FIGURA 4.4. Espectro do sistema de excitação. Acclerômetrn 
preso diretamente ao excitador. fe = 3,1 Hz.

A Tabela 2, a seguir, mostra os erros percentuais 

cs valores das freqüências calculadas e meiida .

M 0 D 0 S
.

FREQUÊNCIAS NATURAIS JJz) Dl 'EREk - 
ÇA %VALORES CALCUIADOS VALORES MEDIDOS

EN
VO
LV

EN
DO

 
x 
, z 

, 6

% 7,0059 6,64 i 5,5

£3 10,57 9,6 10,3

f5 12,901 32,8
...........

o,c

o
P  >-
3  « 
P

1 á

£2 7,1199 6,85 3,9

f6 12,189 33 ,14 9,4

f4 12,361 12,5 -3,3

entre

TABELA 2 - Erros percentuais entre as 
freqllências calculadas e medidas.
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4.3. ANÃLISE MODAL VIA DIGITAL

A utilização do Analisador de Fourier nara a identiíic cã-i 

dos parâmetros modais de um corpo elasticamente montado e oas^ad? 

na medição de funções de transferência. Tais dados medi dos pe mi - 

tem a identificação digital dos parâmetros modais necessários p a ­

ra definir completamente cada modo de vibração do sistema. ’ist;, 

técnica é implementada no IIP 5451C FOURIER ANALYZER. 0 sistem; 

funciona utilizando a técnica de excitacão em um único ponto, coir 

espectro de banda larga, de sorte que todos os modos sejam excita 

dos simultaneamente [15] . Tal excitacão com banda larga pode ser 

obtida do imnacto de um martelo instrumentado, ou de um excitador 

de vibrações acionado por um gerador de Ruído Branco.

4.3.1. ANALISE MODAL UTILIZANDO TÉCNICA DE IMPACTO

Em uma primeira te1 tat iva dr- se fazer a Análise Modal do 

compressor, utilizou-se a nxc:*aç.~o por impacto. Para tal, foi 

utilizado um martelo ins tremer iadn com uma c.élul.a de força de on­

de provinha o sinal de excitação. A resposta do sistema foi medi­

da nos vãrios pontos per meio de um acelerômetro piezoelêtrico.

A cadeia de medição utilizada neste ensaio esta esquemati^ 

zada na figura 4.5, a seguir.
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FIGURA 4.5. Esouema do sistema de medição usado
na Analise Modal. Excitação por imnacto.
(1) Martelo em forma de cunha
(2) Célula de forca Tino 8200 BÇK
(3) Pré-arnplificador Tino 2626 BÇK
(4) Núcleo do comnressor na montagem original
(5) Acelerômetro V 2" Tipo 4366 BÇK
(6) Prê-amnlificador Tipo 2651 BÇK

Escolha dos parâmetros do ensaio:

a) Banda de Interesse

A fim de evitar que seja introduzido erro de "Alir->sing" 

[16 , [17 J , quando da conversão do sinal analógico em valores di­

gitais, o IIP 5451C esta equipado com dois filtros programáveis 

passa-,baixa, de sorte aue a freqüência de corte deve ser ajustada 

obedecendo â relação f £ \  f ax [16 ] j_l 7 ] .

Adicionalmente ã freqíiência de corte dos filtros, deve 

ser escolhida de forma que todas as outras importantes do sistema 

nalisado sejam inferiores a ela.

Neste caso particular, a freqíiência de corte poderia ser 

ue 15 Hz, uma vez que, segundo os resultados teóricos, a freqUên- 

cia de interesse mais alta foi de aproximadamente 13 Hz. Entretan 

to, desde que a menor freqíiência de corte programável nos filtros 

é de 50 Hz, esta foi a opeão adotada durante os ensaios de anrli-
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se m o dal;

b ) Numero de Pontos Amostrados e de Medicão

0 sistema de análise modal permite que se c cc'ha o núme­

ro de pontos amostrados durante o primeiro passo do programa, ate 

um máximo de 2048 pontos [18] . O número máximo, ou “sej a , N- = 2048 

pontos, foi escolhido visando-se ter o maior registro possível.

A fim de efetuar análise modal, via digital, ê necessário 

que se discretize o sistema com um determinado número de pontos, 

de sorte que estes, quando em conjunto, forneçam uma ideia geome- 

trica espacial mais próxima possível do corpo sob teste. Para o 

compressor foram selecionados 22 pontos, porquanto este e o menor 

número de .pontos necessários à finalidade acima.

c) Redução do Efeito do Ruído Externo

Uma das mais nocivas características de qualquer sistema 

digital para análise modal ê o ruído externo proveniente de uma 

variedade de fontes, o qual 5 também adquirido distorcendo os re­

ais sinais de excitação e resposta.

Para nue este problema seja atenuado, o sistema permite 

que sejam tomadas várias médias para um mesmo ponto de medição. 0 

efeito do número de médias sobre as funções de transferência, com 

a evidente redução na variância, pode ser visto na figura 4.6, a 

seguir.

L -- Ur-r _/j

Yi

__r V"
*

V
F re qu ê n c i a  

(3 Medi as )

F r e q u ê n c i a  

( 5 0  M e d i a s )

FIGURA 4.6. Efeito do número de médias no redução do ruído externo.
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0 problema, então, consiste em adotar-se um número adequa 

do de médios, de sorte que o grau de contaminacão das medições, 

-jor vuí !o cu não-1 inearidades , seja minimizado aumentando com is­

so ; ou.ilidade das funções de transferência estimadas, as quais 

servirão de base para toda a Análise Modal.

A influência de agentes externos ou não-1inearidades e, 

con:equentemente, o grau de qualidade das medições, pode ser quan 

tificados por meio da funcão de coerência, denotada nor y 2 e def_i 

nida como [l5j, [ll

2 _ Potência da Resposta causada nela Excitacão Aplicada ^   ̂-j 
Potência da Resposta Medida

onde 0 <: y 2 £ 1.

A (4.1) indica o grau de dependência linear da resposta 

em relação ã excitacão. Coerência menor do que 1 indica que a res 

posta medida não e totalmente devida a excitação imposta, porque 

algum tipo de fonte estranha está t-mbcm contribuindo para a po­

tência da resposta. Consequentemente, coerência nula indica que a 

resposta media ê totalmente devida a outras fontes de excitação.

Problemas Surgidos Durante o Ensaio e Conclusões:

0 sistema de Análise Modal utilizado pelo IIP 5451C, con­

forme anteriormente citado, baseia-se nas funções de transferên­

cia medidas Q.S ] .

Durante as medições feitas com o compressor nao foi possi 

vel, apesar das várias tentativas com a excitacão nor impacto, ob 

ter-se uma coerência razoável das medições, não tendo, portanto, 

sentido a continuação do processo, uma vez que as funções de trans
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ferência medidas não eram, no sentido exposto, de boa qualidade.

Na tentativa de localizar a fonte do problema, varias po£ 

síveis causas de bai ca foerência, tais como o isolamento entre o 

piso e o compressor, o rúmero de medias que oodia não ser sufici­

ente, foram verificadas sem sucesso.

A conclusão chegada, para explicar a inadequação deste t_i 

po de excitação par? o compressor, baseia-se na natureza física 

do próprio equipamento testado, como segue.

Sendo o compressor, com aquela montagem, um sistema que, 

como já se sabia, possuia um espectro imnortante somente at3 apro 

ximadamente 13 Hz, era então usual que a freqüência de corte do 

filtrr foâse ajustada em 50 Hz, a qual ê a menor disponível nos 

filtros. Desta feita, tem-se que o tempo de registro do sinal e 

dado por [ 17 J

N N ■T = N AT = -— -—  = —
2F 4F max c

onde F - freqüência de cor.te (Hz) = 50 H- 

N - número de pontos =: 2 04 8. Então,

rp. 2 048 in 7 T = ------ - 10,3 s e g
4 x 50

Com base nestes cálculos, e levando em conta que o impa£ 

to proveniente do martelo tem uma duração de aproximadamente 2 ms, 

pode-se logicamente concluir que o sinal an'alogico adquirido du­

rante (T) segundos era sensivelmente contaminado nelo ruído, uma 

vez que quase todo o período de aquisição de forca era utilizado 

para medir sinais expúrios. Em outras palavras, dos T segundos :ie
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diclos, apenas uma pequena fração correspondia efetivamente ã for­

ça de iate; açã ' er.tre o martelo e o núcleo do compressor.' Daí a 

baixa cirr ’ac o rntre excitação e resposta.

0 rob .ema acima descrito foi suficiente para que se aban 

donasse a i xci ação com impacto e se tentasse outro tipo de entra 

da que :am'i cm ’osse aceita pelo sistema computacional.

4.3.2. ANÁLISE MODAL UTILIZANDO EXCITACÃO PERMANENTE

0 programa de analise modal usado pelo HP 54 51C admite 

ainda excitacão do tipo permanente. Tal excitação pode ser obtida 

por meio de um excitador de vibrações conectado ào sistema sob tes­

te, o qual, por sua vez, recebe um sinal de banda larga (Ruído 

Branco) proveniente de um gerador.

Este procedimento foi adotado com vistas a solucionar os 

problemas de baixa coerência apontados no j.teu. precedente.

Como os sinais neste.caso são permanentes, a lógica do 

programa aplica a estes uma janela temporal tino "Hanning" de com 

primento (T), antes da excitacão e resposta serem processados pe­

lo algoritmo FFT. Com isso reduz-se o vazamento de freqllência, 

que normalmente ocorreria devido a aplicacão da janela "Hanning". 

Após a funcão de transferência ser obtida, a lógica do ensaio alec • _

atõrio corrige automaticamente os efeitos da aplicacão da janela 

de "Hanning" sobre os dados temporais.

Os parâmetros de amostragem com este novo tipo de ensaio 

foram, obviamente, mantidos do caso precedente.

Os resultados que eram teoricamente aguardados com esta mo 

dificação realmente apareceram com uma melhoria substancial na co 

crência (cerca de 501) das 66 medições realizadas, uma vez que fo
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ram feitas 3 (três) medições em cada ponto, referentes lis ti 

reções do referencial, dada a necessidade de obter-se ui a c 

ração esnacíal do modo.

A cadeia de medição utilizada esta esquematizada na 

ra 4.7, a seguir.

FIGURA 4.7. Esquema da cadeia de medição usada na 
analise modal. Excitação contínua.

(1) Gerador de Ruído Branco (2-2 KHz) Tino 1027 BÇK 
,(2) Amplificador de potência Ti.no 2706 Bf7K
(3) Excitadcr de Vibração Tino 4809 B^K
(4) Transdutor de força Tipo 8200 BÇK
(5) Núcleo do compressor na montagem original
(6) Acelerômetro 1/2" Tipo 4366 BÇK
(7) Prê-amplificador de carga Tino 2651 BÇK
(8) Pre-amplificador de voltagem Tipo 2626 BÇK
(9) Computador HP 5451C-FOURIER ANALYZER 
(ADC) Conversor Analõgico-Digital
(LPF) Filtros Passa-Baixa

:ês di_ 

■nfi gu

figu-
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Problemas Surgidos:

Superado o problema de baixa coerência na banda de inte­

resse, passou-se então para o passo seguinte na lógica do ens-aio, 

a fim de fazer a identificação dos modos. Antes, porem, do início 

do processo de estimativa inicial dos parâmetros modais, e poste­

rior adaptação para uma forma analítica das varias funções de 

transferência, foi feita uma cuidadosa verificação das funções no 

display da maquina [18] .

Como jã eram conhecidos os espectros de alguns pontos par 

ticulares do compressor (figuras 4.2 e 4.3),,cujas ressonâncias 

corroboraram com boa precisão os dados teóricos, estes foram uti­

lizados para conferência dos picos contidos nas funções de trans­

ferência. atualmente medidas. Assim procedendo, poder-sc-ia jâ 

identificar algum erro que porventura tivesse ocorrido.

De fato, verificou-se que as ressonâncias em alguns pon­

tos de medição não coincidiam complctamente com as anteriormente 

determinadas, jã indicando algum tipo de problema, com os dados di_ 

gitais.

Mesmo assim, decidiu-se continuar a lógica do ensaio, pa_s 

sando para o passo de identificação dos nodos e posterior obten­

ção da função de transferência adaptada analiticamente [18].

Apesar das freqüências não coincidirem com boa precisão, 

o ensaio foi concluído e os três "modos", primeiramente identifi­

cados, foram mostrados no display.

0 resultado final foi. frustrante, como jã se esperava, 

uma vez que os modos identificados eram todos acoplados nas seis 

coordenadas, não sendo possível, portanto, concluir a principal 

finalidade aue era a verificacão pratica do modelo matemático ado
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tado, cujos modos calculados eram totalmente desacoplados em três 

coordenadas.

Novamente um processo de ide- v.ij ca< To das causas do pro­

blema foi iniciado com a finalidade te £ >lucionar o mesmo.

Finalmente, pode-se concluir que a principal causa do pro 

blema residia na baixa resolução (Af\ adotada, ou seja, a quanti 

dade em (Hz) entre dois pontos digit.,\is. A resolução usada pode 

ser obtida pela expressão [~16 j

i i 2 F£ = I = _L__ = _— 5LÍ2S , , (4.3)
T N AT N

onde F „ = 2 F = 2 x  5 0 = 100 Hz. Lo ao, ni ci x c

Af = 0,1 Hz

Caso se leve em conta que, por exemplo, os dois primeiro; 

modos teóricos estão separados entre si por 0,11 Hz, e, ainda as­

sim, são desacoplados, pode-se facilmente concluir que as resso- 

nancias estimadas pelo programa de análise modal ocorriam em fre­

qüências vizinhas das verdadeiras, razão pela qual os modos surgi 

ram acoplados.

A solução deste problema aparentemente simples consiste, 

portanto, de acordo com a (4.3), em se diminuir a freqüência mãxi 

ma ou aumentar o número de pontos amostrados,. 0 número d.e pontos 

usado jã era o máximo permitido pelo sistema de análise modal. A 
freqüência máxima poderia ser reduzida para, por exemplo, 50 Hz, 

o que entretanto causaria erro de "aliasing", uma vez que a meno”
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freqüência dc corte existente nos fi ltros "anti-aliasing" c 5 0 H z , 

a qual nesta hipótese deveria ser menor ou igual a 25 Hz.

Cabe aqui ressaltar que, do ponto de vista teórico, i ~o 

haveria problema em se proceder como anteriormente descrito, pc s- 

to que a mais alta componente importante no esnectro e de aproxi­

madamente 13 Hz. Na pratica, entretanto, o espectro possui compo­

nentes mais altas, devido a ressonâncias externas como, por exem­

plo, o sistema de sustentação do excitador de vibrações.

4.3.3. CONCLUSOES SOBRE A ANÁLISE VIA DIGITAL---------------------------------------------------------------------- v------------

A .conclusão a que se chegou, apõs as tentativas de fazer- 

-se analiso modal via computador digital, ê que, para o compres­

sor estudado, o sistena rão funcionou satisfatoriamente, devido 

principalmente a dois fatores:

1) As freqüência:- na curais do núcleo sob a suspensão se­

rem extremamente baixas, ocasionando uma serie de problemas de or 

dem pratica, uma vez que equipamentos, tais como o excitador da 

vibrações, pre-ami lifica> or o outros, possuem sempre sua curva de 

resposta alterada (não piana) em freqüências muito baixas;

2) As ressonâncias do sistema encontram-se muito próximas 

no espectro, sendo portanto necessária uma altíssima resolução pa 

ra que as mesmas sejam precisamente identificadas. Este problema 

é agravado ainda pelo fato de os modos de vibração serem desaco- 

plados cm três coordenadas.

Para a solução de problemas como o anteriormente torna-se 

necessária a instalação de um periférico conhecido por "ZOOM-FFT". 

Tal sistema consiste basicamente em um método através do qual a 

resolução pode ser aumentada sem o aumento do tamanho da amostra.
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Entretanto, somente uma pequena narte correspondente a faixa ori­

ginal pode ser analisada no "cempo. 0 efeito do "ZOOM-FFT" ê mos­

trado na figura 4.3, par; um faior de "ZOOM", ou seja, um aumento 

n a resolução de 10 vezes.

FIGURA 4.8. Efeito do "ZOOM-FFT".
(a) Espectro com banda base
(b) Espectro com alta resolução

4.4. ANALISE MODAL VIA ANAIÕGICA

4.4.1. INTRODUÇÃO

Em face das tentativas feitas para se medir os modos de 

vibração do compressor via digital não terem sido bem sucedidas, 

optou-se pela medição destes via analógica, usando uma cadeia con



vencional de medição adequadamente escolhida.

Com este método os modo:-, foram identificados através de 

fotografias feitas sob c.fei o c = tr■ ■boscSpio, conseguido com um 

analisador de movimento.________________________________________________

4.4.2. DESCRICÃC DO EXPERIMENTO

A figura 4.9 mostra o esquema da cadeia de medição usada 

no ensaio.

• G E R A D O R  DE V O L T Í M E T R O ___^__
S E N O ELETRÔN ICO A N A L I Z A D O R

[ DE M O V IM E N T O

i
----O

AM PL IF ICADOR 

D E

P O T Ê N C I A

EXCITADOR
E L E T R O M .

M E D I D O R  DE 
VI  B R A Ç Õ E S

KÚíLt.O
\

A C E L E R O M E T R O  1

LAMPADÍ

FIGURA 4.9. Esquema da cadeia de medição 
para analise modal via analógica.

0 experimento inicialmente consistia em se excitar o sis­

tema exatamente na freqüência de ressonância, jã anteriormente me 

dida, com um sinal senoidal. A precisão da freqüência de excita­

ção era garantida por meio da verificação do pico de resposta na 

escala do voltímetro.

0 sinal de resposta proveniente do transdutor, a f i m  de ga
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rantir a precisão da sintonia do gerador, anos amplificado pelo 

medidor de vibrações, e então ervi?do ao analisador de movimento. 

0 sinal de resposta que L.lir ~nt. o :najisador de movimento permi­

te que o "flash" seja gerado na mesma freqüência ("flash"/seg) da 

vibração do corno, fazendo com que este permaneça VISUALMENTE es 

tãtico.

Ajustando-se a fase :io analisador de movimento, o corpo 

era posicionado em uma de suas amplitudes. Uma primeira fotogra­

fia era batida. Novo ajuste de fase era feito de sorte que o cor­

po se posicionasse novamente na deflexão mãxima, mas cm sentido 

oposto. Outra fotografia superposta ã primeira foi obtida.

0 procedimento acima descrito fornece nas fotos de dupla 

exposição a imagem da vibração pico a pico do compressor.

0 corpo foi fotografado em dois planos perpendiculares pa 

ra cada modo, visando uma melhor avaliação da forma da vibração, 

através de suas coordenadas. As linhas de referência coladas ao 

ccrpo servem para facilitar a visualização da vibração.

4.4.3. DISCUSSÃO DOS, RESULTADOS

Os resultados obtidos finalmente corroboram com boa mar­

gem de precisão os teoricos. A interpretação dos modos experimen­

tais segue a seguir:

1? MODO - FREQUÊNCIA = 6,64 Hz

A figura 4.10 mostra o primeiro modo de vibração no plano 

XZ. Verifica-se, portanto, que predominantemente o movimento se 

verifica na coordenada x, e rotação (3), em torno do eixo Y. O mo 

vimento em z, como previsto teórica e computaciona]mente, quase 

não se manifesta.
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A figura 4.11 permite uma vista do plano X Y , com o que so 

verifica a inexistência de acoplamento devido a translação (y), u 

as rotações a e y, em torno dos eixos X e Z, respectivamente

As figuras '4.10 e 4.11 podem ser comparadas com o modo 

previsto computacionalmente.

2? MODO - FREQUÊNCIA = 6,8 5 Hz

A figura 4.12 mostra o segundo modo de vibração ;.o plano 

YZ. Pode-se ver claramente a translação (y), acompanhada da rota­

ção (a), em torno de X. Percebe-se, ainda, a partir da figura 

4.12, a inexistência de translação ao longo de Z, bem como de ro­

tação (3) eni torno de Y.

Na figura 4.13 se observa uma ligeira rotação (y), em tor 

no do eixo Z, bem como a inexistência de translação no eixo X.

As figuras 4.12 e 4.13 podem ser comparadas com o segundo 

modo estimado teoricamente.

5* MODO - FREQUÊNCIA = 9,6 0 Hz

Mediante observação da figurr. 4.14, tem-se ideia da vibra 

ção do corpo vi: ta no plano X Z , permitindo com isso que se obser­

ve as translações z e x, bem como a rotação (3), em torno do eixo 

Y. Nota-se também que tanto a fase do movimento como a grandeza 

relativa de suas amplitudes concordam precisamente com o modo cal 

culado.

A figura 4.15, por sua vez, fornece informações quanto ao 

desacoplamento das rotações (y) e (a), bem como da translação (y), 

obvi amente n u las.

As figuras 4.14 e 4.1S podem ser confrontadas com o ter­

ceiro modo calculado.



4? MODO - FREQUÊNCIA = 12,5 Hz

A figura 4.16 mostra o qi art. j modo de vibração visto no 

plano YZ. Podc-se, neste refe -on< ia] observar a rotár.ao (a), em 

'torno de X fortemente presente, 1 em :omo a translação (y) .

A figura 4.17 mostra i v:sta do plano YX com a rotação 

(y), em torno de Z, e revela que na pratica existe acoplamento 

com a rotação (6) , em torro d ' Y não sendo portanto caracteriza­

do o completo desacoplimento de movimentos no plano de simetria, 

como se esperava teoricamente.

Comparações entre as figuras 4.16, 4.17 e o quarto modo 

teõrico devem ser feitas.

5? MODO - FREOUÊNCIA. = 12,8 Hz

A figura 4.18 dã uma visão do quinto modo no plano de re­

ferencia X Z , onde se observa claramente translação na direção x, 

e rotação (6) em torno do eixo Y.

A figura 4.19 mostra a vibração no plano XY, onde pode-se 

nofar uma l^ve manifestação da rotação (a), cm torno de X.

Ficou demonstrado, portanto, que o quinto modo de vibra­

ção, como o anterior possui algum acoplamento com uma das coorde­

nadas (a), que caracterizam o movimento fora do plano de simetria do 

corpo e, neste aspecto, com alguma discordância dos resultados 

calculados.

6? MODO - FREQUÊNCIA = 11,2 Hz

0 sexto modo de vibração e tambem mostrado em duas vistas, 

do plano YZ (figura 4.20) e do plano XY (figura 4.21).

Verifica-se, portanto, que possui uma forma semelhante ã 

teórica, a não ser pela rotação (B), em torno de Y, que novamente, 

ainda que discretamente, se fez presente de modo que o completo 

desacoplamento de coordenadas, que caracterizam movimento no pia-

68
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no XZ nao se verificou totalmente.

4.5. CONCLUSÕES

Em face das dificuldades.vrícic: s encontradas durante a 

determinação das características motais do compressor, pode-se, 

agora concluir baseados nos resujtai j s  :xpo'.tos no item (4.4.3) , 

que o modelo matemático utilizado p; ra o sistema mostrou ter pre­

cisão satisfatória, principalmente r.o que diz respeito ãs freqüên 

cias naturais calculadas e medidas, cujos erros em termos percen­

tuais são considerados nequenos e inerentes á qualquer técnica ex 

perimi.n t a l .

A maior dificuldade pratica, sem dúvida, foi a determina­

ção da forma do modo da vibração proveniente, principalmente, da 

proximidade das ressonâncias no espectro, o que torna muito difí­

cil na pratica o isolamento de um modo particular.

Dis^ordâncias entiu os resultados calculado.-* e mcJidc-j 

analogicamente, certamente decorrem da característica física Co 

sistema acima descrita, posto que, apesar de se ter posicionado 

a direção da força excitadora de forma a excitar modos com movi­

mento no plano XZ de simetria e fora deste, separadamente, e ad­

missível se conceber algumas transferência de energia vibratória, 

entre modos cujas freqUências naturais estejam muito próximas, 

causando com isso mudanças na forma de vibrar em relação ã teoria 

prevista.



FIGURA 4.10. Primeiro modo de vibração.
Vista do plano XZ. Freqüência=6,64 Hz.

FIGURA 4.11. Primeiro modo de vibraçao.
Vista do plano XY. Freqüência=6,64 Hz.
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FIGURA 4.12. Segundo modo de vibraçao. 
Vista do ülaro YZ. Freqüência=6,85 Hz.

FIGURA 4.13. Segundo modo de vibração.
Vista do plano XY. Freqllencia = 6 ,85 Hz.



FIGURA. 4.14. Terceiro modo de vibração.
Vista do plano XZ. Freqüência=9,60 Hz.

FIGURA 4.15. Terceiro modo de vibração.
Vista do plano XY, Freqüência=9,60 Hz.



FIGIJPA 4.16. Ou ar o modo de vibração.
Vista do plano YZ. Freqüência=12,5 Hz.

FIGURA 4.17. Quarto modo de vibração.
Vista do plano XY. Freqüência=12,5 Hz.



FIGURA 4.18. Quin .o modo de vibracao.
Vista do plano XZ. Freqüência=12,8 Hz.

FIGURA 4.19. Quinto modo de vibração.
Vista do plano XY. Freqüência=12.8 Hz.



FÏGJRA 4.20. Sexto modo de vibração
Vista do plano YZ. Freqüência =11,2 Hz.

FIGURA 4.21. Sexto modo de vibraçao.
Vista do plano XY. Freqüência =11,2 Hz.
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C A P Í T U L O  5

ANALISE DO COMPORTAMENTO DINÂMICO DE ISOLADORES

. 5.1. INTRODUÇÃO

No presente Capítulo serã feito um estudo com vistas a 

identificar algumas propriedades dinâmicas de isoladores, que nos 

suam relevância quando se trata com problemas de isolamento de 

vibrações.

Desta feita, e inicialmente revista [lO] , |~19l uma técnica 

geral de modelagem dos elementos resilientes, com aplicações a 

montagens particulares,

A escolha c.aqujle;. exemplos particulares tem por objetivo 

não sõ permitir a investis ação exnerimental da nrecisão dos iesul 

tados teóricos, mas também, posteriormente, possibilitara um estu 

do mais elaborado dos sistemas mecânicos de maior interesse no 

presente trabalho.

5.2. CÁLCULO DAS PROPRIEDADES DINÂMICAS DOS ISOLADORES

5.2.1. CONSIDERAÇÕES GERAIS

Neste item serão revistas [10 1 as expressões para o cãlcu 

lo da massa e rigidez dinâmica de vigas vibrando longitudinalmen­

te, excitadas senoidalmente na mesma direção. Uma vez obtidas as 

expressões para a.s vigas, estas serão adaptadas para os isolado-

t
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res helicoidais, mediante uma simples analogia barra-moi,* das 

constantes existentes na equação diferencial na? cia . q d :screve 

as vibrações longitudinais em,barras.

Os exemplos particulares , que serão detal. nad s rm .'ase na 

equação geral de movimento, têm por objetivo a deo :aç. o d . teo­

ria â comprovação experimental, bem como, para i orn --1. ap...icãvel 

aos sistemas' de particular interesse neste trab; lho

5.2.2. DETERMINAÇÃO DA MASSA DINÂMICA Dl UK\ V. GA ENGAS­

TADA COM UMA MASSA NA EXTREMIDADE LIVRE

A figura 5.1, a seguir, mostra uma barra de comprimento 

(£) , engastada em x = i , e carregada por uma massa. (M) em x = 0. 

A forca s^noidal de excitação na direção longitudinal ua barra ê 

(F,-,) , a qual ê transmitida nara a fundação como (F-̂ ) . O desloca­

mento ia secção cransverdal em x = 0 e denotado por Ç q .

IV : '---— : m I

I T°
x =0

FIGURA 5.1. Viga engastada, excitada- 
senoidalmente na extremidade livre.

Para. determinar a massa dinâmica do sistema acima, ê n e ­

cessário que a equação diferencial que rege as vibrações longitu­

dinais seja solucionada.

Mb

x= L



78

Considerando que a barra da figura 5.1 possui dimensões 

laterais pequenas, coin relação ao comprimento da onda propegad;, 

pode-se negligenciar o movimento radial da mesma, e a eqnaçfo c e 

'descreve as vibrações longitudinais ê a bem conhecida equaç o 'a 

onda. No caso em que se considera o amortecimento interno dc ma".<5 

rial, a equação da onda ê da forma [ -iü 1 , P H 1

ZlÃ + (n*)2Ç= 0 , (5.1)
3x2

onde . (n*)2 = ^  , e ‘ (S.la)E *OJ

p e a densidade dc ma..'er:;al Ma viga,
E* = E,,fl + i ân ) representa o modulo de Younp- complexo doOJ CO v J

material da barra,

<$F ê o fator de ; mor •:ec:' men to associ ado com o mõdu io de You.ig ■Hj
dinâmico E eir um?? da la. frequência angular w.

A equação (5.1) pode ser solucionada de formas distintas. 

A solução na forma fechada serã aqui adotada, nor razões de sim­

plicidade e melhor adequação âs particularidades do problema. As­

sumindo-se que o deslocamento le partícula (Ç), na equação da on­

da bãsica, possui uma variação senoidal, este pode ser assim es­

crito

€(x,t) = Ç*(x) e 1'a)t (5.2)
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onde Ç*(x.) ê uma função somente de x. A aplicacão. da (S. 2) , na 

(5.1) , leva a

•d2£* + (n*)2ç*(x) = 0 (S . 3)
d x2

A (5.3) admite solução do tino Ç* (x) . = a* e D x , ca; a s. abs_ 

tituição acima, com as requeridas operações algébricas, mostra 

que a solução geral da equação da onda e

Ç*(x) = C* sen (n*x) + D* cos (n*x) (5.4)

onde, logicamente. C* e D* são constantes arbitrarias a serem de- 

terminadas me liai te conhecimento das condições de contorno. Note- 

,-s«! que a (S . 4) c xprossn a litudr-. do deslocamento de partícula 

em qualquer p->ntc (x) , ro 3 ongo da barra. Anr log-imente , a deforma 

cão especffic-’ , t uma dr.stâncir' arbitrar::7! (? ) , node ser obtida 

por

e*(x) = — — = n*|c* cos (n*x) - D* sen (n*x)| (5.5) 
dx L 1

Em particular, para o exemplo da figura 5.1, são validas 

as seguintes condições de contorno:

(a) A tensão atuante na secção em x = 0 e dada por
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(F0 + M o)2Ç0)/A , (5.6)

adr A e a ãrea da secção transversal -da barra;

(b) 0 deslocamento de partícula no engaste, ou seja, em 

= £, e nulo.

= 0 (5.7)

Aplicando-se, agora, a condição (5.6) ã expressão da de­

formação (5.5), tem-se

e * í x ) - - 4LÜÍ20 = - n * C * , (5.8)
E* dx
CO

F i ■>- ÍÜJ 2 ■ r,
ou, aiíida, —:- —•— = - n*C* • (5.9)

}:o w "Mb—  - - n*E*C* ----- - t D* , (5.10)
A w ■ A

onde y = M/M^ representa a relação entre a massa extrema e a mas 

sa da barra. Tendo em conta a (5.1a) , a (5.10) pode ser reescrita 

como

Fn—  = - (n*C*E* + (n*)2AE*yD*) (5.11)
^  W  ̂ J co
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De forma similar a aplicação da condição (5.7), fornece a

relação

Ç* £*'_£) ~ C = ( * sen (n*£) + D* cos (n*£) (5.12)

Resolvendo c si ,ter:.a de equações (5.11) e (5.12), as cons 

tantes arbitrarias são prontamente determinadas, ou seja,

F0C * = -----------cos (n*£) , (5 .13)
AE*n*n*03

F0D* = -------— sen (n*£) , • (5.14)
AE * n *n *OJ

onde r,* = cos (n*£) - y sen (n*Jt) (S.J^J

Definindo massa dinâmica como sendo a relação entre a for 

ça atuante e a aceleração em um determinado ponto, tem-se, para a 

ext.reirj.da.de livre da viga (x = 0)



Substituindo a (5.14) em (5.16), chega-se a expressão

AE*n*n*
M( üj) --------- ^-------- , (5.17)

2 sen (n*£)

( je, normalizada pela massa da viga, fica

, , . AE*n*n* . E*(n*)2í,
I' ( . « )  ^  U) (  )  = -  W -  n
Mb ^bw-2 sen n *& MbU)2/A (n*£) sen (n*£)

(5 .1S)

e ' = ..-- ----- D_!-------  ; (5.19)
Mb (n" £) sen (n*£)

-já. que o primeiro terii.o à ui-, dita igualdade em (j . 13 ) e unitá­

rio.

Cabem aqui al;,ums‘í considerações sobre a deperdência em 

freqüência do modulo de din.vmico E e fator de amortecimento <5r •• ■ D ■
Às vezes, acontece ser possível assumir-se o modulo dinâmico e fa. 

tor de amortecimento como independe).tes da freqüência. Isto ocor­

re, por exemplo, com metais comuns, de baixo amortecimento, lar­

gamente usados na confecção de isoladores. Sendo, então, estas hjl 

põteses observadas, E e podem ser reescritos como E e ôP , de

notando assim o seu comportamento essencialiíiente independente da

freqüência.
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Com vistas a facilitar a comoutação da equação (5.19), ê 

c.o /en ente que as partes real e imaginaria do parâmetro n*£ se-

■ a. de erminadas. Logo, tem-se que

n* £ = p + iq = £ (— 2.) 1/2 (5.20)
E*

= £(“ 1P) 1/2 (1 + jôF) ' 1/2 (5.20a)
E L

Seguindo-se o metodo usual para determinação da raiz qua- 

dr;: da de um número como] exo ch ?o,a se a

onde

D- + l 1
n ^  í-----•) 2 (5.2i;

D P  2

n£ DE 1 v ?  -r 0 9-,q - - —  -----  , L5.22J

h

DP = (1 + 6 2) 1/2 (5.24)

Reescrevendo, agora, a (5.19), tendo em conta a (5.20),

tem-se
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M(u>) (nR + j nT) Oid + 3 nT)

(p+jq) sen (p+jq) Cp+ jq) (sen p cosh q + j cos p senh. q)

(nR + j nr)

(p sen p cosh q - q cos p senh q) + j (p cos p senh q + q sen p cosh q)

onde e n^ denotam as partes real e imaginaria da (5.25) e são 

dadas ’oor

Então, inedindo-se ou a.;sur indo-se o valo"1’ do fator de amortecimen 

to ô g , pode-se computar o valor absoluto |M(o))/M̂ | como função da 

freqüência adimensional (ní,) , para um sistema com uma da relação 

de massas y = M / M ^ •

Analogia Barra-Mola.:

A expressão (5.25) pode ser adaptada ao uso em molas heljl 

coidais, desde que os termos análogos entre os dois sistemas se-

= cos p cosh ,q - y. f p sen p cosh q - q cos p 'senh q) (5.26)

X] = -sen p senii q - y vp cos p senh q +. q sen p cosh q) (5.27)
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j;m identificados. Para. .tal, os seguintes parâmetros são defini- 

d< s

V - representa a massa por unidade de comprimento da mol-ü • • 

m - denota a massa por espira

a - representa o número de espiras por .unidade de comprimento 

(N / £)

N - representa o numero de espiras ativas da mola

A rigidez estãtica no sentido longitudinal (K ) de um iso 

l;;.dor helicoidal, como jã visto, ê dada por (3.4)

K = Gd ' = Zl = _ . ÍJ _ = EA
r 8 ND'3 ô le ir r r

EA = ----
dJ

onde F e a força estã .ic;. na di^ eçãj lcngií;ud:'.nal do isolador ou 

barra

6 e a deformação no sen:idc l-o igitudinal

er = = °r^  ^ a deformação específica na mesr.-.a direção.

A velocidade de propagação da onda longitudinal, denotada 

por C^, ê definida por flO ] , [ll ]
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ou, ai,ida., tendo em conta a (5.28)

C j = ■ ■ ----- = — (5.29) 
8yaD3 8ma2D3

A -xp essão (5.23) pode agora ser reescrita em termos da 
(5.29) fcrne :endo a relação entre a freqüência adimensional (n£) 
e l ci cu]ar (f), em Hz. Então,

n£- = £ —
C T

j.j

(n£) C,
logo, f = ------- [Hz] (5.30)

2ir£

5.2.3. DET E RM INAÇÃO M  RI G í. DE?. Di vvM' CA E TRANSMISSIBI LI­
DA DE PA RA ISOLArORE-' Ei' GA S " A D O S SOB EXCITAÇÃO 
SENOIDAL

2 TT f  £
C,

A figura 5.2, a seguir, mostra um isolador helicoidal exci­
tado por uma força (Fq) senoidül na extremidade livre em (x = 0). 
A forca transmitida nara a fundação em (x = £) é (F^).
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x = 0  x = l

FIGURA 5.2. Isolador helicoidal engastado, exci­
tado harmonicamente na extremidade livre.

Considerando as observações feitas no Item anterior, so­
bre a analogia barra-mola, a rigidez dinâmica do sistema acima po 
de ser nrontaraente determinada, a partir da expressão (5.19), que 
trata io exemplo anterior. Definindo rigidez dinâmica, como sendo 
a relação entre a fo: ça -'_mp es:s i e o deslocamente no me r.mo -ponto-,, 
e denotando-a por K ( oj)  , ..em se ûe

l;
j2 7í(w) = -- (5.31)

c * l' 0 ■

onde M('íjü) ê obtido do caso anterior , fazendo y = 0 . ou seja, 
M = 0. Neste caso, a (5.19) fica

M(u)) = _ __1__ x cos (n*£)
(n*£) sen (n*£)

Aplicando a (5.32) em (5.31), e normalizando pela rigidez 
estática (K ), surge a seguinte expressão

---- x cotg (n*£) (5.32)
(n*a)
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V 2K (co) = - 2 - x  
(n*A)

cotg (n*z) (5.33)

ou ,
Kr ^
AE/&

M,
—  x — x — x cotg (n*&) , o ai da 
E Aí, n*

(5.34)

K t ( w )  ' n'2 ? o— --- = —  x —  x cotg (n*»„) (5.35)
K • E n*

ta em
A equaçao (5.1a) pode ser aplicada na (5.35J, o que resul_

K (u)----- = (n*£) (1 + j ô-p) cotg (n*í,) , ou
K L

(5.36)

Kr(u>) £os_jo cosh q _j sen p senh q | ^
sen p cosh q + j cos p senh q|

L (5.37) permite o calculo da rigidez normalizada, para 
isoladores engastados, com um fator d.e amortecimento 6̂ . Os valo­
res de p e q, logicamente, continuam dados pelas (5.21) e (5.22), 
como função do parâmetro (n&), proporcional à w  A figura 5.3, a 
seguir, mostra cs resultados computados para |Kr(w)/Kr [ contra 
(n&), para dois valores de amortecimento.
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Define-se como transmissibilidade a relação entre a força 
rar-smitida através do isolador e a força impressa. Ou seja, de:ic 
ani'o-se por (T) a t.ransmissbilidade , tem-se que. , - .

F p* eiut p*
T = -1 = — ------  = —  (5.33)

*0 Fq eiwt F0

A tensão no ponto de engaste pode ser escrita, considerí 
do a deformação (5.5), da seguinte forma

a* = - -E*
dÇÍ
dx

E-2i* C* cos (n*£) -- D* sen (r;*í,) , (5.39)

Substituindo > D1*' po seus valores (5.̂ ,3) e (.>.14). vem

= AE*--*Fl j C .'s 2 (n*?,) . se?r;_(n *
n n AE*n*n*

(5.40)

ou , Zi'= AE*n*
Fn AE*n*

cosj_(n*£,) + sen2 (n*;.)
n *

(5.41)

Finalmente, a expressão fica

cos (n*£,)
(5.42)
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5.3. VERIFICAÇÃO EXPERIMENTAL DAS EXPRESSÕES —  : ' ... > •
TEÓRICAS DESENVOLVIDAS ..

5.3.1. ASPECTOS GERAIS,. . _ -5 d

A fim de corroborar experimentalmente a pr-' ;i: .c as ex­
pressões desenvolvidas no item precedentefoi; la': or; lo- ai expe­
rimento cujo conteúdo, serã descrito a “-seguir.

A figura 5.4 mostra ò esquema da cadeia de mec’..cã- utili­
zada para . medir a massa dinâmica de um isolador he'. ict ida. , engaŝ  
tado em uma extremidade e carregado com uma massa rm íornui de cu­
bo na. extremidade livre.

C isolador usado no ensaio ê o ir.3smc . qu ; eruii i -,f s . com- 
PV2SS re:. . he > mév icos produzidos pela EMB IACC .. * ‘ , :

r “ 7 TL (I‘
-J

FIGURA 5.4. Esquema da cadeia utilizada na medição da massa 
dinâmica do isolador engastado. Foram usados os seguintes instrumentos:
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(1) Gerador de s.nal Tipo 1027 B^K
(2) Anipr ific do’ de .otêrcia Tipo 2707 BÇK
(3) fixe : tad : dc vib ições Tipo 4812 B§K
(4) Cab :a < ir sds :ia Tipo 8001 B§K
(5) Tso' -do- • r, >• a nipres sores EM8RAC0
(6) Pré- -jjnix. íic dor Tipo 2626 B^K
(7) Med. ior ' - ora 5es Tipo 2511 BÇK
(8) Ana. isad r cr' Fo rier Tipo 5451C HP

5.3.2. .DBS'.'RI ( ÍO . O FXPERIMENTO .

O experimento con:-. istiu em se obter dois sinais, um de 
força e outro de acelcraçao, na extremidade libre da mola, qu_e„, des 
pois de adequadamente tragados, alimentavam o computador digital,.

1 4 onde eram processados.
O sinal de força gerade por (1) foi do tipo "Ruído Branco" 

na banda de 2 F z a 2 ] \ z Aquele sinal, depois.de. ijnp iíi :adr- por
(2), alimentava o oxcitadur (3). O monitoramento d i e.- cil ação - foi 
feit • mediante uma da:- sa:"das do transdutor (4' , q ie ,• do-i su? vez, 
se e.-contra/a conectado ao pre-amplificador (6'r , c : o de o .inal 
jã t--atado era inj etado no filtro assa-baà xa.-número -d< ccnputa 
dor digital. iJ

Da outra saída da cabeça de - impedância (4) pr vij ia , s •* 
nal'de ‘aceleração que, apôs ser amplificado em (7) , e a ! ̂ va-io ao 
outro canal de entrada do computador, mediante passagom elo fil­
tro número 1.

Uma vez estando o computador digital de pesse dos dois >:1 
nais, força e aceleração, o programa "TRANSFER FUNCTION", ineren­
te ao sistema, era acessado, a fim de que automaticamente fosse 
computada a razão entre a transformada de Fourier do canal 2 e a 
transformada de Fourier do canal 1 que, em outras palavras, repre_ 
senta a massa dinâmica. Ou seja,
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x?(f)
M(f) - --- ,

XiCf)

ide X 2(£ D denota a transformada da força
X̂ ,(f) denota a transformada da aceleração

Os parâmetros amostrais ajustados no computador foram os 
r egrintes :

- freqüência de corte dos filtros = 1250 Hz
- freqüência mãxima = 2 500 Hz
- número de pontos = 2048
- número de médias = 500
A figura 5.5, a :egi .‘..r, mostra os resultados experimen- 

■;ais da massa dinâmica o tio s - are o i solador ensaiado. :

Hz Lin

FIGURA 5.5. Resultado experimental obtido para a massa dinâmica.
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0 calculo d. massa dinâmica, oara o mesmo isolador ensaia 
do, mediante o i 'o a expressão (5.25), serã agora descrito. Para 
este fim, os ~>o; -~.rs es dados da mola do compressor foram medidos:

m. — .7 g (massa total, 19 espiras)
N; 5 ; (massa na extremidade da mola)
N =: 0 c sniras
G - = ! ,6 00 2 mm
D = i,296 4 mm
G = /9,29 GN/m2
1 2 0 mm

s

m = £,7/19 = 4,58 x 1Õ-. Kg/esnira
a ’ = ?.'0/0,0 2 = 500 espiras/metro

Os dados acima aplicados na (5.29) fornecem a velocidade 
de propagação

/  79,29 x 109 x (0 ,0016002' - C = / ------- 2--— ----- —̂ 2-------- ----- ~ 2.5 m, s
/ 8 x 4 ,58 x 104 x (500) 2 x (0,0092964) 3

ou, ai: da, pela (5.30),

£ = 25 THzl , (5.4 3)
0,13 u J
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A expressão (5..4 3) permite a conversão da freqtlência adi- 
mensio.ial em !z, fazendo com que os resultados teõricos possam ser 
'levam -do iv ce na 3scala de freqüência que os medidos.

A ra; .o ■ ntre as massas (y) ê aproximadamente igual a 10.
A fi; !ra 5.6, na pagina anterior, mostra a superposição 

entre a c.rv; experimental e a resultante da computação do valor 
abr.oir\ o a i :.ss. dinâmica, a partir da expressão (5.25), ou seja, 
|M(w)|. O. v í lores numéricos foram convertidos para a escala Ioga 
ri.timica, utilizando-se a mesma constante de sensibilidade usada 
nas medições.

Diversos valores para o fator de amortecimento foram assu 
midos na computação do [-M(w) | . O melhor ajuste com os resultados 
experimentais verificou-se para <5̂ = ü,0C3, al-or que possivelmen 
te se encontra bem proximo do real.

"• ,5.3.3. MEDIÇÃO: DA MASSA' D'] IIÃM C'A "RA SVI ,^SAL DO ISOLADOR

Até aqui, somente a di^ecão l^ngitud na] dos isoladores 
foi considerada na analise de s u í *s  p'op:ied. def dinâmicas. Entre 
tanto, como se sabe, os elementos res:\lif~ite" sro idealizados pos 
suindo três direções principais elãst:.cai , o seja, p, q e r.

A fim de verificar o efeito dinâmico dos isoladores, nas 
direções transversais (p,q), uma nova medição , ..utilizardo. a mesma 
montagem do item anterior, foi feita, somente que agora com a mo­
la sendo excitada lateralmente.

A figura 5.7 mostra esquematicamente a parte modificada 
da montagem.-
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FIGURA 5.7. Esquema da parte modificada na cadeia 
de medição da massa dinâmica. (3), (4) e (5) são 
os mesmos anteriores.

0 resultado experimental da massa dinâmica transversal ê 
mostrado na figura 5.3.

Hz Lin

FIGURA 5.8. Massa dinâmica transversal da mola.
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5.4. ANÁLISE DOS RESULTADOS

Os resultados mestrado ~nz fi, ura 5.6 permitem concluir- 
-se que a técnica de modelagem ado :ad; gu irda boa concordância 
com os resultados medidos. E e'ide ite também que a precisão é bem 
maior em freqüências mais baix;.s, ião obstante na banda analisada 
os. erros não terem sido maiore:. dc qu< 7,S%\ valor verificado pa­
ra a terceira ressonância longi.tuc :‘.;nal. da mola.

Em se tratando de vibrações laterais da mola, depreende- 
-se da figura 5.8 que a influência dinâmica da mesma, caso seja 
considerada como um meio contínuo, -praticamente inexiste, uma vez 
que a curVa de resposta, a não ser nelas variações devidas ao aco 
plamento com a vibração longitudinal, é aproximadamente constante. 
Isto significa que,- na prática, as características transversais 
do isolador podem ser aproximadas nor seus valores estáticos (fre 
qüência nula) com boa -precisão.

As conclusões apon^das acima são de fundamental impnrtân 
cia,, uma vez que permitirão uma sensível melhora no modelo ma te má 
tico desenvolvido nc Capítulo 2, onde não sõ o amorteci?nento, mas 
tàmbêm o efeito ondulatorio dos isoladores não foi considerada.

A elaboração de um novo programa computacional, com vis­
tas ao cálculo da resposta para vibrações de corpos rígidos, con­
siderando o comportamento dinâmico dos isoladores, com altas fre­
qüências, serã objeto do Capítulo a seguir.
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C A P Í T U L O  (

CALCULO NUMÉRICO DA RESPOÍ-TA" ' '■ -3£ SNX IA PARA 
VIBRAÇÕES DE CORPOS RÍGIDOS. CC. 41 'TJ.7 EM ELÁSTICA

6.1. INTRODUÇÃO

A quantificacão da resposta às vibrações de sistemas mecâ 
nicos pode, em geral, ser obtida por diversas formas diferentes. 
No Capítulo que se segue, entretanto, serã de particular interes­
se a determinação da resposta om freqüência, da força transmitida, 
através dos isoladores, bem como cos des] oca:nentos tridimensio­
nais de seus centros elásticos.

Assim sendo, serã formulado e resolvido numericamente o 
problema linear decorrente do modelo matemático atual, considera­
da a inclusão de toda a análise desenvolvida no Capítulo preceden 
te.

Os resultados computados para o compressor hermético se­
rão, a título de exemplo, mostrados, fazendo com que importantes 
conclusões no que diz respeito ã efetividade do isolamento, bem 
como a otimização dos mesmos sejam tiradas a seguir.

6.2. A FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

A fim de formular o problema proposto, considera-se ini­
cialmente as equações do sistema (2.22) em sua forma matricial
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[M]{q(t)> + [KJ {q (t) } = {Q(t) } (6.1)

or, e'^{0(t)} e a matriz coluna que contém todas às forças externas 
generalizadas.

O sistema (6.1) pode ser solucionado pelo método de Trans 
fc maca de Fourier. Para tal, as seguintes transformadas são ne­
cessárias

[0.(t)j = Oi(f) (6.3)

[q^t)] = - u)2 q (f) - .icaqi (0) - q.(0) (6.4)

onde q^(f) e CK(f) denotam, res-oectiv^iuente, a transformada de 
Fourier de q^(t) e 0^(t). O deslocameito e velocidade nicial ge­
neralizada são dados por a-(0) e r.(0).1 x 1

Tomando-se, agora, a 'transformada da (6.1), em ambos os 
lados, e considerando as expressões (ó.2), (6.3) e (6.4), tem-se 
que

[M~J {-o)2q (f) - juq(0) - q(0)} + [K]{q(f)} = (0(f)} , ou (6.5)

jpC] - o)2[M] {q (f) } = (Q (f) } +' [Mj {j wq (0) + q(0)} (6.6)
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ou, ainda, [A]{q(f)} = {E} (6.7)

{E} = {0(£)}.+ [m]jwc(0) • q '0J) (6.9)

Esta renresenta a forma mais geral de excitação, uma vez 
que inclui não somente as forças excitadoras, mas também as condi_ 
ções iniciais.

A solução da (6.7) é simplosnu. nte dad i per

{c.;(íj ; = TAV {L} (6.10)

Em se tratando ce corpos rígidos, a formulação . anterior 
üode ser adaptada às equações (2.22) na sua forma matricial, de 
sorte que a (6.1C), na essência de condições iniciais, pode ser 
a-ecscrita como

xcCf)

xc( f) 
zcC£3

< a(f) > 
3 (f)
Y (f)

[A]

Fx(f)
Fy (f)

F z Cf)

Mx(f3
My(f)
M 2 (f)

(6 . 11)
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onde [A] ê dada pela (6.8).
\ot- -sc que ate aqui nenhuma alusão foi feita, quanto ao 

amor' ec: - T) ■ c sf st ema. A complicação da solução numérica, devjl 
do a inc.-.us- d c ; matriz de amortecimento, pode ser contornada, ca 
so se cc-isi 3rc o mesmo na própria matriz de rigidez. Para tal, 
basta qi;3 ■ a matriz £k] seja computada a partir do valor dinâmico 
da r: oi.c íz rir ?.ipal dos isoladores, dado pela expressão (5.37).

Xc(f) FxCf)
yc C£) EyCt)
Zc(f)
a ( f )

V

I ----
1

gCM311—
i 

o1—
1

11A

Fz(£)
Mx(f)

B..(f ) M (f)
y

Y(f) . Mz(f)

(6 .12)

onde [K(lo)] representa a matriz de rigidez •-.omputada a partir oa 
rigidez dinâmica do isolador.

Torna-se necessária a determinação ios deslocamentos do 
ponto de contato entre o isolador e o corno vibrante. Estes desic) 
camentos, usando a mesma notação do Capítulo 2, podem ser determi_ 
nados por simples considerações geométricas, e são dados por [3]

ce

yce

x* + a„R* ~ a y’C zp y '

y* - a a* + a y* 7 c z x '

(6.13)

(6.14)

zce = zí " V *  + V * (6.1S)



103

onde x , y e z denotam o deslocamento tridimensional do cen- ce 71 e ce
tro ■ la; ;i c• . / prcjeção destes na direção longitudinal principal 
do i. olí or ' e de pronto obtida, fazendo uso dos cossenos di­
reto’ es X e À . Ou seja, xr • zr J

r i'”) - x* (f)A '+■ v* (f)À + z* (f)A (6.16)ce J ce; J xr -ce yr ce J zr

T "*onde X denota o deslocamento resultante do centro elástico, pro ce - —
jetado na direção longitudinal principal (r)„do isolador.

A ’forca elástica atuante na junção mola-corpo, segundo o 
eixo longitudinal, levando em conta a ( >. 31) e (6.16), é calcula­
da nor •

Fq (oj) = (w) xXio(a) (0.17)L.'

ou, em termos de freqüência adimens"ona!,

Fq (nil) = Kr(n£) x X^e(n£) (6.1o)

A força transmitida para o engaste através do isolador, 
pode ser agora computada, considerando também a (5.38). Então,
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F|(n£) - T(iU) x F0(iU) (6.19)

end’ T j c.ida pela (5.4 2).
Um programa computacional foi elaborado, a fim de deteririi 

na: n nericamente, a resposta tridimensional do centro elástico 
cor ba: 3 m s  expressões (6.13), (6.14) e (6.15). A partir daí, ê 
feita,- computação do espectro de esforço transmitido pelo isola­
dor, cmforme a (6.19).

No item a seguir serão apresentados os resultados da apl_i
cacão ao compressor hermético.

t <►

6'. 3 - RESULTADOS NUMÉRICOS -

Os resultados numéricos, obtidos para a transmissão de for_ 
ça pelos isoladores helicoii ais s.' o ir >strados nas figuras 6.1, 
6.7 e 6.3, em função de (n£N . A-3 ci rva ' (6.1) foram obtidas com 
alta resolução (ANL = 0,0001), posto que i.’s freqüências naturais 
do sistema são sabidamente ruito proxi-nas. A partir de nZ igual a 
0,1, entretanto, a resolução foi reduzida 100 vezes, com o que fci 
ram Computadas as curvas (6.2) e (6.3).

De forma similar, as figuras 6.4 e 6.5 representam os deŝ  
locamentos dos centros elásticos, obtidos com alta resolução, en­
quanto que as curvas (6.6) e (6.7) foram computadas com menor re­
solução ao longo do restanda da banda de interesse. Neste exemplo 
particular, a faixa de freqüência é de 0 a 2 KHz ou, em termos 
adimensionais, (nil) entre 0 e 10. A conversão, evidentemente, po­
de ser feita pela expressão (5.43).
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FIGURA 6.1. (a] Espectro do esforço transmitido pelo isolcior.
Baixa freqüência. Resolução ANL = 0,0001.
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simétricos. Baixa freqüência. Resolução ANL = 0,0001.
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Por razões que serão posteriormente c o í. on.tadas, o vetor
de força usado ê composto por uma fo-'ça na ir/ :ão X, atuante . no
centro de massa e denotada .T>or F ■, -c um :or r.t( po .itivo em torno 
do ei

ladores, foram usados três valores pira o í .to'j de amortecimento
(ôg) , a fim de permitir a analiso dc ef itc p; ra o sistema, da 
adição de amortecimento.

6.4. DISCUSSÃO DOS RESULTADOS

Com referência ãs curvas de esforço transmitido, existem 
d ias regiões distintas a serem consideradas. A primeira refere-se 
a fi;ura 6.1, .onde jtrês picos de foiça, devido as ressonâncias do 
r/icleo, são encontrados. Aqueles valores máximos ocorrem em fre- 
c, iSni .ias muito nroxima s das ressonantes , j á anteriormente calcula 
c-s, com pe. uenas variaçõos, devido a nresença de amorteciiaento 
ro sistema. Posto que o v^tor de força foi adequadamente simulado 
r" ua’ do no plano XZ dc co.vno , por razões de simetria, soiiiento 
três modos se pronunciaram no espectro. Nesta região convêm, ain­
da, ressaltar que a força transmitida ê regulada basicamente pe­
los deslocamentos dos pontos de fixação corpo-mola, uma vez que 
as propriedades dinâmicas dos isoladores (transmissibilidade, ri­
gidez dinâmica) variam muito pouco na baixa freqliência.

Com relação ãs curvas (6.2) e (6 . 3) , notam-se picos de for 
ça não mais devidos as ressonâncias do corpo, mas sim pela varia­
ção em freqliência das características dos ^isoladores. Nesta faixa 
de freqliência, o. corpo, dado a sua elevada inércia, permanece qua 
se que parado no espaço. 0 isolador ê quem responde dinamicamente,

xo Y, denotado por- M , com as-c ;ma. s ̂  :mp-í lences nulas.
No computação do esforço tré ;sm1 tic ■: ao engaste pelos iso
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amplificando, em certas freqliências, a força transmitida.
Em outras palavras, caso o efeito dinâmico - dos isolado; 

ião fosse considerado na formulação , • a ident-ificaÇiã©-=dat.\.Le3. s.-.- -« 
portantes regiões críticas, ao isolamento em alta freqilcmcí';̂  mo- 
seria possível. A redução considerável nos níveis de forca .:ra: õ- 
mitida , • devido ao aumento de amortecimento , ficou-./tambem-evvde;: ci_ 
ada,. de forma clara, nas figuras 6.1, 6.2 e 6.3.

Evidentemente que , tambem por -razões de simetri-a oy.st• n - 
te no corpo, o comportamento dos isoladores simétricos ' í-ixúnnr-o:; 2 
e 3) e idêntico.

Ouanto âs curvas de deslocamento em baixa freqtlência (6.4) 
e (6.5), o cormoor tamentc, como era esperado, e semelhante ao da 
força transmitida na me.1 na. : aixa, com três picos devido.' as resso 
nâncias do núc leo em moi os (e vibração envolvendo mc/iim ntc no pia 
no de simetria XZ. •

Os result ido cc npu ades para os desl ocai >ent js i m freqliên 
cias mais p 11 *• s (:ig"ra. 6.1? e f . 7) den onstrair, quo sn jel'-s decres­
cem ass-in-toticame Jte cor o • crcsci'-o ca freqüônc' a n ã o  sendo, por 
tanto, eviden- iac.o o efc’.tc daí, re.' sorânci as e ant :.rer sonancias. 
dos isoladores. Isto se dev , c.ertemente, â grande diferença de 
massa existence entro o núcleo- e as mclas do compressor.

Os picos de .Torça eu alta■ freqüência explicam, com boa s<3 
gurança, a existência de níveis elevados -r.o Espectro da Potência- 
Sonora irradiada pela carcaça do compressor. A .figura 6.8 mostra
o espectro de potência sonora medido por LENZI e SANGOI [ 7 ] , on­
de nota-se claramente a elevação dos níveis, entre 500 e 1000 Hz, 
1000 e 2000 Hz, e na freqUência de 63 Hz. Tais elevações devem-se 
certamente aos picos de excitação nas freqliências de 63, 605, 
1207 e 1813 Hz.
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C A P Í T U L O  7

CON-CLUSOES' E SUGESTÕES PARA ESTUDOS POSO.';lRi !'.E:

Embora muitos comentários j ã tenham sidc fe to; cm Capítu 
los precedentes, quando de suas conclusões, r.er-ão. a;.oro co..ocadas 
algumas considerações de carãter mais geral sobre a:- vá .ria eta­
pas deste trabalho.

A seguir, serão fornecidas sugestões „com vistas à r.ontinu
tidade do estudo nesta area.

Iricialmcnte, abordar-se-á a solução nuirSri a - 'os- modos 
normais e frc .[üêj.cias naturais de vibração.. (s resu.tatj s=computa 
dos, a partir da formulação inicialmente adotada, mostraram que o 
progra. ;a <..omr. «ta^ional constitui-se eu un a fi rma rápida e precisa 
de se jetcriui lar teoricamente os principais parâmetros modais de 
sistemas vibr^to? ios discretos. A venera-] idade do método, no que 
di/. re -p; to ã g-iome'•:rido corpo e d: spcsicáo dos isoladores, ê 
outra ^vidente vantagem que dê -e ser considerada.

A anális! modal feita digitaluente, mediante utilização 
do computador HP 5451C, mostrou ser ainda bastante problematica, 
quando se trata de sistemas cujo espectro apresenta picos muito 
proximos, como é o caso do compressor experimentado. Segundo os 
fabricantes p20*1 , todavia, o problema de falta de resolução pode 
de pronto ser resolvido com a aplicação ao sistema do periférico 
conhecido por "ZOOM". 0 uso daquele periférico permite que a trans 
formada de Fourier sei a computada sobre uma faixa particular de 
freqüência, com altíssima resolução, ao invez do método usual, on
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de ê sen, >re computada na faixa que vai de zero até F1 max
..-p: ocedimento experimental analógico, utilizado para me- 

■-'< i io: de vibração do núcleo do compressor, mostrou ser um
•“r - to y 'la - ivàmente simples e rápido. Os resultados obtidos. fo-
j m, coi!' i se viu, razoavelmente satisfatorios , considerando as^di 
í cu' dac s em se medir modos de A^ibração espacial com desacopla- 
ü nt de coordenadas. Assim sendo, conclui-se -que o uso desta tec 
r. ca fie ledição é indicado ate mesmo em sistemas complexos.

A formulação e posterior obtenção automática das curvas 
de esforços transmitidos pelos isoladores, considerados os efeitos 
o:rdulotorios dos mesmos, conclusivamente permitem uma analise de­
talhada e 'Confiável do desempenho do isolamento em freqüências 
mais ele/adas. Esta anãli:;e,; :on udc . ê de graiide importância, 
qjanuo se considera_ a per< epç lo ̂  ele hoj.em Io ruído emitido, per 
quanto o ouvido humano provoca grande atenuação • em freqüências 
maito baixas. Além das vastas: ms já _po:. tad is , ficou v.ambem tarac 
terizada a ‘ implicidade dn scluç o i. ime ica decorrente da fo mu] a 
ção adotada, posto que ê nossíve ccisi< erar--so o amortecinen; y 
do sistema sem que necess: ri; ien e í :ja inc ,uí< a u na r ova nr . tri z 
(de amortecimento) ás equações d,: mc rim' ntc, ccm o quo ce -tarz-ente 
a solução numérica se dificultar a bist;-ite.

A forma: simples de acess > ac valor do r mortecl.men :o des 
isoladores permitiu que o efeito do me suo fosse estudado ejn alta 
e baixa freqüências, separadamente. Tal procedimento foi adotado
por ser, na baixa freqüência, necessária uma resol.ução muito

- ' .
maior, dadas as características dinâmicas do exemplo testado, 
feita, verificou-se que, independentemente da faixa de freqüência, 
um aumento do fator de amortecimento implica em redução no valor 
de pico da força que" e transmitida à carcaça. Logo, torna-se evr. -
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dente a necessidade da adição de amortecimento ao sistema de so~
' lamento do núcleo. Em outras palavras, urna redução. . slgnif ca iv; 
no g níveis de excitação da carcaça- é; con.seg.uLda, com^ ó, wvx -a d- 

‘amortecimento. Isto, na prática, significaria umMeoré: citi no: 
níveis de potência sonora irradiada.

Ë conveniente também ressaltar a eficiência dc p og am;. 
computacional, no que diz respeito à rapidez.. de procès.' ame "o. po: 
quanto são necessários cerca de. três -minutos de CPU pa. a c.; .c- se­
jam computados seis esnectros (três de. deslocamento e rês cie fo) 
ça) com quinhentos pontos cada.

A seguir, serão apresentadas algumas»sugestões sobre futu 
ros trabalhos:

- ensaio, do tr msmissibilidade em sistemas cor múrtirlos 
graus de j.i borda 'e;

- projet'1 e desenvolvimento de isoladores, visando redu­
zir a transm:: ssã de força em sistemas ccm m :ltj olos graus de li-
, be~dace r '-orpre? rores h ' w  fie ->s ;

- esr :.dc de nrc ;rirdados dinâ-iic.; s e térmicas de elastôme 
rosde al :o .-aor ■ec:l ri en to . Anã is< c c vd a. a t i • a c-e mHo'-os;

- inclus, xo ’..a forrai la ;ão exi.;tei: te da õe-perldência em fre 
qUência das prop.< ie<.,ade r des isoladores c las . omtricos . Aplicações 
em isolamentc. de Câmaras A< usticai' , T irbinas Aeronáuticas e Moto­
res Veiculares, m̂ gerei.
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a p ê n d i c e

V. jTA • Su.HF. \ I )MPUTAÇAO DOS MODOS NORMAIS E FREQUÊNCIAS 
NATUI- vIS DE -IBKAC; D DE CORPOS RlGIDOS MONTADOS RESILIENTEMENTE

■ O prvgra/a computacional foi desenvolvido para determinar 
os autova ores e autovetores (freqüências naturais e modos de vi­
bração) de uri co po rígido montado sobre isoladores elásticos, li 

neares, não cissipativos, dispostos em qualqyer configuração so­
bre o ~orpo.

A; nutri.es de inércia e xigi-iez- são dei ;rm'nacas, a par­
tir do 3 d^doí d.e entrada, pela. sul rot.-na -liSP/OOl Um. vez determi­
nadas Í'K"I e fM] , o programa chama a subretin; que soluciona o nro 
bl!.maĵ :"Kl - {̂ }.= 0, utilizar do ■■ àlgor tmc de J/ COB!,- [9 ] ,
fornecendo, tomo saída, sei :•> autovalo/es  ̂o se.s c. ■■ rrc spondentes 
autovetores normalizados na forma {<j>} .'["Ml < cj)}. = - ,1: = 1, n.
• Na página seguinte. • a figi ra ,'.1 nos ra im ia; ramu de flu
xo com os passos básicos para a ccmputaç?o d .s rodo;' e 1 req;lências. 
onde a.s matrizes [K"| e [M~| são calcul ida.- co ■ bc ;e ia . forriulação 
desenvolvida nó Capítulo 2.

Note-se que, apesar dos exemplos de aplicação mostrados 
neste, trabalho possuirem características simplií icativas, o pro­
grama elaborado ê geral, desde que determina as matr.izes de massa 
e rigidez, a partir das equações de movimento originais, isto ê, 
sem qualquer hipótese simplificativa.



FIGURA A.l. Fluxograma para o calculo dos modos normais 
e freqUências naturais de vibração.



121

A p ê :: d ; c e b

• . CONSIDERAÇOEo S< -RE ' < i iP TACAO DAS CURVAS DE
i F? Oi'.* , : v* ̂ ! , I z * [i i v. j . I ce ce ’■ ’ 1 ce 1

A figura B.l mo:- ira um 'ia rama de fluxo com a. seqüência 
bãsica dos passos na cor.out çãc da força e deslocamentos. Apõs ser 
feita a leitura dos dados p :rtjnences ao sistema, é necessário d£ 
finir-se o valor de algumas corstantes:

F(I), I = 1,6 =*> rep /esc nta a i-êsima coordenada complexa 
de vetor de forças gnierali adi s. Oesta feita, o ü regra >a porirr." te 
que sejam simulacos /ár;os ipes do excitação para c si. tci a.

NL => freqüência. adimensional., a ser definida de aco 'do com 
a freqüência ...nfc-rior di ba.ida de interesse, na i;ua5 se es< jui -fe 
tur.r a varre d ara.

A subrotina CES.110 calcula as matrizes de rigidez < n;as-> 
sa, co:!. b? se ■'as expressões (2.22), considerando o \alo" c< ;np] oxo 
da r i.g : de r na direção (r) .

A invorsáo da matriz [AJ ê feita pela subrotina CITV, uti_ 
lizando o método FADDEEV-LEVERRIER [21].

Pera que a seguir seja determinado o valor absoluto ,dos 
deslocamentos, ê necessário computar primeiramente o produto en­
tre a matriz [A] 1 e o vetor de força {Q} . riste produto ê calcula 
do pela subrotina CPRODV.

As operações subsequentes do programa estão em forma aut£ 
-explicativa no fluxograma B.l, sendo desnecessários maiores co­
mentários a respeito.
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LEITURA DE DADOS '
M, IXX, IYY, IZZ, IXY, IXZ, IYZ, LI 

LA(I,J,L), A(I,J), K(I,J), DNL, ETA, CL

IMPRIME DOS DADOS DE ENTRADA7
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j

/ E S C R E V E  \ a l o :- AB;'<-LU] DO.% DESLOCAMENTOS/
/  E  FREQUÊ! : i a .'ijlH . N S r NAL ■ /

COMPi. Í’A  ’ \LOk ABS jLUTu DO
rs F O ’ :o  ' A N Í ÍIT I X3 N/v
.DIRE,' Ao )NG] TIDI JAL 1

/ IMPRIME C M3LÜL0 DA FORCA 
/ TRANSMITIDA E CORRESPONDENTE

I  -FREQUÊNCIA NL /

I

FIUJRA B.l. Fluxograma para. o calculo da força transri'.tio ■ 
e tóslccamentos do centro elástico. Sistemas com seis grtus 
de ’ i !x .-dat
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FIGURA 1.2. Vista da montagem completa usada na análise modal via analógica.



FIGURA 1.3. Cadeia de medição uti !A za ia n;;. análise modal 
via digita] . Excitação pc r ir )ad j.

FIGURA 1.4. Montagem completa usada na analise modal 
via digital. Excitação permanente.
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