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R E S U M O 

Desenvolveu-se, no plano, uma especificação compaç 
ta das posiçoes infinitesimalmente separadas (PIS) para a sínte 
se de mecanismos articulados, utilizando expressões para a deter 
minaçao dos parâmetros de movimento d, B para duas, três, quatro 
e cinco posições do plano. 

' Com estas expressões tornou-se possível a especifi 
cação dos seis casos da teoria PMS, que envolve posições finita

~ mente separadas (PFS) e posiçoes infinitesimalmente separadas 
PIS do plano mõvel. `

-

~ As equaçoes desenvolvidas foram acrescentadas ao 

programa de computador SIMAP (Síntese de Mecanismos Articulados 
Planos) atravës da subrotina PISEP resultando o programa PMS MQ 
dificado, denominado SIMAPM; I 

_ I 

O programa SIMAPM (Sistema Modificado para a Sínte 
se de Mecanismo Articulados no Plano), utiliza dois sistemas de 

referência ou seja, o geral e o especial. Este programa está pre 
parado para resolver, considerando o sistema geral de referência, 
os cinco casos de 5 PMS que são P-P-P-P-P; PP-P-P-P; 

V 

PP¡PP-P; 
PPP-P-P; PPP-PP, e através do sistema especial de referência os 

CaSOS, PPPP-P; PPPPP. 
*

_ 

Exemplos de aplicação da nova sistemática de espe 
cificação são dados, evidenciando a eficácia do modelo proposto.
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A B S T R A C T 

A compact specification for infinitesimally _separa 
ted positions (PIS) of the coupler plane in plane linkage synthe 
sis is developed from the expressions involving the motion parame 
ters a, B, for two, three, four and five positions of the coupler 
plane. By this procedure it beumes possible the specification of 
the six cases in the PMS theory, involving finitely (PFS) and in 
finitesimally separated positions (PIS) of the moving plane. '

. 

The developed equations were added to the computer 
programme SIMAP through the subrotine PISEP, resulting the modi 
fied PMS computer programme called SIMAPM. t 

' The SIMAPM computer programme uses two reference 
systems, i.e. the general and the special one, and is prepared to 
solve, the five cases of 5 PMS respectively P-P-P-P-P; PP-P-P-P; 
PP-PP-P; PPP-P-P; PPP-PP, using the general reference system, and 
PPPP-P; PPPPP by the special reference system. 

Examples of application of the new systematic are 

given, which proves the efficacy of the proposed model.
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CAPÍTULQ 1 

INTRQDUÇÃO 

1.1. INTRODUÇAO 

Métodos analíticos programados para computador tem 
sido utilizados no projeto dos mecanismos articulados, onde em

\ 

~ ~ uma mesma especificaçao pode-se ter combinaçoes envolvendo deslo 
camentos finitos e infinitesimais do plano mõvel, que ao todo che 
gam a acomodar até 5 posições multiplamente separadas do plano má 
vel, ou seja 5 PMS. . 

Para 5 PMS há sete combinaçoes possiveis para o des 
locamento do plano mõvel, envolvendo posições finitamente separa-

~ das do plano (PFS) e posiçoes infinitesimalmente separadas (PIS). 

As posições separadas finitamente são relativamente fáceis de es 
pecificar não ocorrendo o mesmo com as posições separadas infini 
tesimalmente que requerem o perfeito entendimento da teoria PIS, 

Zanini [6] 

A disponibilidade de um programa de computador_ que 

resolva completamente o problema de 5 PMS, se apresenta como uma 

ferramenta poderosa para o projeto de mecanismos articulados, que 

sô poderá ser usada, uma vez conhecida as qualidades potenciais 

da teoria PIS. 

Todas as características especiais de movimento den 
~ ~ - 

tro da teoria PIS sao armazenadas em onze cartoes de dados.
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* Nesta dissertação são utilizados os sistemas ge 
ral e especial de referência e a transformação de coordenadas que 
envolve rotação e translação do sistema geral para o sistema espe 
cial e a transformação inversa do sistema especial para o sistema 
geral. 

O método apresentado possibilita um elenco de, alter 
nativas na determinação da especificação dos parâmetros de movimen 
to (d,BzY) figz 2.1 gerando soluções as mais variadas, sem exercer 
todavia controle sobre as dimensões finais das barras das solu 
ções encontradas. .-

` 

1.2. REVISÃO BIBLIQGRÃFICA 

Tesar e Sparks ÍAJ, em l968 desenvolveram a síntese 
coplanar para 5 posiçoes, dentro da teoria PMS. 

Em 1975 Zanini [6], elaborou a sua tese de Doutora 
mento, na qual apresentou interpretações do significado geométri 
co de PIS, e comparou os resultados obtidos através da aplicação 
da teoria PMS com aqueles obtidos através da aplicação de métodos

~ de otimizaçao. 

_ 

Em 1980, Riso P] em sua tese de Mestrado, realizou
~ a unificaçao da teoria PMS plana em termos dos coeficientes gene 

ralizados da curvatura, Amz, que,sõ tinham sido utilizados i para 
5 PMS. M

A 

Na dissertaçao ora apresentada é realizada uma sis 
temática programada para a especificação de PIS utilizando o sis 
tema geral de referência até 3 PIS, e o sistema especial de refg 
rência para 4 PIS e 5 PIS.
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-

_ Exemplos de aplicaçao sao apresentados mostrando a 

utilização da sistemática proposta, em computador. ' 

1.3. OBJETIVO DO TRABALHO 

O objetivo do trabalho ê o de desenvolver uma siste 
mâtica que, aplicada ao computador, permita especificar de forma 
automática os parâmetros de movimento d e B para as posições infi

~ nitesimalmente separadas do plano acoplador. Até entao a especifi
~ caçao vinha sendo feita em uma forma desacoplada ã teoria das PQ 

sições Multiplamente Separadas (PMS), requerendo um extenso traba
~ lho de preparaçao de dados. 

Hoje, com a implantação_na U.F.S.C. deste programa 
fica facilitado o processo de especificação para as posições infi 
nitesimalmente separadas dentro dos sete casos da teoria 5_PMS. 

Convém ressaltar que o programa de computador SD@EM 
desenvolvido traz como vantagem a economia de tempo e a precisao 
dos resultados, poupando cálculos extensos e complicados.
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CAPÍTULO II 

A TEORIA DAS POSIÇÕES INFINITESIMALMENTE SEPARADAS (PIS) 

2.1. INTRODUÇÃO 

A síntese de mecanismo articulados pode ser realiza 
da através de três modos distintos, que são os métodos geométrico, 
analítico e de otimização. 

Este trabalho baseia-se na teoria analítica de 5 PMS 
(Cinco posições multiplamente separadas), que se apresenta sob 7 

combinações distintas de posições infinitesimalmente separadas QIS 
e posições finitamente separadas (PFS) ou seja 

Caso l PPPPP 
Caso 2 PPPP~P 
Caso 3 PPP-PP 
CaSO 4 PPP-P-P 
Caso 5 APP-PP-P 

Caso 6 PP-P-P-P 
Caso 7 P-P-P-P-P 

ondeíüfirepresenta duas posições infinitesimalmente separadas(2PISL 
e P-P duas posições finitamente separadas (2PFS) . 

- 
' Neste texto apresenta-se para a teoria 5 PMS o desen 

N , F `
_ volvimento das equaçoes basicas de d e B [L] K21 #3] [4] [5J,cu3as 

interpretações geométricas [6] já haviam sido estabelecidas por Za 
nini [6] em sua tese de doutoramento. -
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Complementando, o texto apresentam-se outras equa 
ções que associadas as expressões de d e 6 e geram as especifica 

ções automaticamente de 2 PIS, 3 PIS, 4 PIS e 5 PIS, respectivamen ' 

te. V 

A apresentação da teoria PIS será feita a seguir, a partir das eë 
pressoes da transformaçao fundamental da teoria PMS. 

A transformação de coordenadas (fig.2.l) entre aos 

sistemas coordenados fixo e mõvel ë básica para o tratamento ana 
lítico da síntese coplanar. A” 

A n

P 

five U 
~ 

lE_a'____._ 
“ uz// // \*l 

\ '° 
a 

. 
Y. 

`› 

1 

.v
B 

_ 

.Wu' 
Fig. 2.1. - A transformação de coordenadas 

Para um ponto qualquer E (u,v) do plano mõvel as 
coordenadas em relação ao plano fixo UV, são definidas por: 

U = u cosy - v seny + d 
- (2.l) 

V=U.`S€1'1'Y+VCOSY+B 

onde Y ë tomado como parâmetro.independente.
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Considerando duas posições finitas n,m do plano má 
vel, de acordo com a equação (2.l) tem-se:

ú 

Un = un cosyn - vn senyn + an 

= u s n + V cos + ' 

vn n e Yn n Yn Bn 

U = u cos - v sen + a m m Ym m Ym m 

= + + Vm um senym vm cosym Bm . 

em que o deslocamento de um ponto do plano móvel ê dado por: 

AU = Un - Um 
' -(2-2) 

AV = Vn - Vm 

As expressões para o deslocamento infinitesimal(PIS)
~ sao consideradas abaixo quando a Y se dá o acréscimo Ay. ' 

AU = um + Ay) - U(Y› ' 

‹2.3) 

AV = V(Y + Av) - V(Y) 

_ 
A partir das expressões (2.3), aplicando limites so 

bre AU e AV, ou seja, fazendo Ay + 0, tem-se as equações que rg 
presentam um deslocamento infinitesimal de um ponto do plano mê 
vel,
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dU = U'dy 
(2.4) 

dV = V'dY Í 

A teoria PMS dá um tratamento analítico unificado pa 
ra PFS e PIS, resultando para U e V as expressoes gerais que se- 

guem: -' 

k .

k U - = -Ê- u cosy - v sen + d 
‹3.k,2› k Y “*"§* @<Y> 

dY Y=Yj ay Y=Yj 

(2.5) 

V(j'k,£) = --E- u seny + v cosml _ + --i~›[f(Y)1 SH 

_ 

dY Y'Yj dy Y=Yj 

~ ~ ~ que sao chamadas expressoes da transformaçao fundamental da teoria 
PMS. 

,sOs índices j,k,£ sao próprios da teoria PMS e foram 
introduzidos para caracterizar PFS e PIS. Quando k-O as expressoes 
(2.5) são adequadas ao tratamento de PFS. Quando k#0 trata-se de 

PIS, onde: 
p

` 

j = contador do número de PFS, podendo assumir os va 
“ lores 0, l, 2, 3, 4. 

k = contador do número de PIS, correspondente a uma 
' dada posiçao finita, podendo assumir os valores 
o, 1, 2, 3, 4. 

IQ = contador do número total de PMS, podendo assumir 
os valores 0, l, 2, 3, 4.

.
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~ 
' 

_ A consideraçao de PIS, leva, portanto ãs derivadas
. 

das funçoes U(Y) e V(y) dadas por U' e V'. Conforme se poderá 
ver a seguir essas derivadas são de primeira ordem para 2 PIS, de 
segunda ordem para 3 PIS,de terceira ordem para 4 PIS,e de quarta 
ordem para 5 PIS. 

Nas expressoes (2.5) o movimento cinemâtico do sis 
tema pode ser expresso em termos de Y, parâmetro independente do 
tempo com al e Bi sendo expressos como funções de Yi em queà se 
tem: a “

k 

Y=Yj

k 
B, = :df em 

. 
- 

Y Y=Yj 

2.2 - DUAS POSIÇÕES INFINITESIMALMENTE SEPARADAS (PP) 

Para o caso PP, ao, B0, yo, al e,B1 devem ser deter 
minados para (j,k,2) = (0,0,0) e (O,l,l) respectivamente. ›¬ 

Se k=l para 2 PIS,a equação 2_5 resulta 

U1 = U' = -u seny - v cosy + dl 
_ 

f (2.6) 
Vl = V' = u cosy - v seny + B1 

Considerando as curvas desejada g(U,V) e P gerada, 
f(u.B) ao se considerar PFS o ponto móvel E descreve um arco de 
curva A§ú,finito _ao passar da osição E0 para E1, e ao se consi 
derar PÍS um arco de curva elementar A801 + 0, para PFS a aproxi
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F19- 2-2b- - Contato de primeira ordem (2PIS)
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mação entre elas se dã pela sua intersecção nos pontos de ' preci 
são. Na fig. 2.2a observa~se que a intersecção das duas curvas em 
duas posições finitamente separadas define uma secante. 

Na fig. 2.2b nota-se que duas posições separadas in 
finitesimalmente definem uma tangente e por conseguinte as duas 
curvas estão com apenas um ponto de contato, o que significa um 

. . 

õ` 
contato de primeira ordem [J- 

Quando uma curva ë dada por sua representação para 
'métrica ` 

U = fm
V 

(2.7) 
V = 9(Y) 

o polo, por definição, ê o ponto onde U'=O e V'=O ë obtidoi' como 

mostrado na figura 2.2c. Assim as coordenadas do polo em relação 
ao plano mõvel são dadas por: ' 

up'= al senY - B1 cosy 
(2.8) 

vp = al cosy + B1 seny 

e as coordenadas do polo em relação ao plano fixo são: 

Up = ao - S1 ., 

(2.9) 

VP = Bo + Q1 

. As expressões (2.9) servem para determinar os pará 
metros a e B quando são conhecidos u , B e Y e a posição do 

1 1 0 0 0
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â \
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fl 
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É 
U
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Fig, 2.2c - As tangentes ãs trajetórias de dois pontos 
definem o movimento do plano móvel instan 
taneamente.
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polo em relação ao sistema fixo de referência. 

Nas expressões (2.9) podem ser feitas as seguintes
~ simplificaçoes: 

V 

l. Se ao = B0 = Yo = O os planos mõvel e fixo coin 
cidirão e Up e VP 'serão funções de B1 e d respectivamente:

1 

Up = -B1 

(2.l0) 
~V = d 

2. Se a = B = a = 8 = O 
0 O 1 1 

U = O p . 

(2.ll) 

v=o S

P 

e o polo está na origem do sistema fixo, e os planos mõvel e fixo 
possuem uma origem comum. O plano mõvel contudo, girarã instantâ 
neamente sobre a origem. - 

(2.l2) 
3. Se a __» w , V = w 

1 P 4 

B1--_.›oo, Up=oo, 

resultando numa translação instantânea do plano mõvel. 

A derivação acima pode ser aplicada aos dois casos 
de 2 PIS a saber PP - P - P - P e PP -“PP - P, da teoria das posi 
çoes multiplamente separadas.
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›2.3. TRÊS POSIÇÕES INFINITESIMALMENTE SEPARADAS (PPP). 

No caso PPP em acréscimo a a , B , Y ,-e a , B 
0 0 O 1 1 

e necessario especificar dz, 62 para (j,k,2) = (O,2,2) 

Se k = 2 para 3 PIS a equação (2.5) resulta, 

U = U" = -u cosy + v seny + a 
2 2 

_ 

(2.l3) 

V2 = V" = -u seny - v cosy + B2 

Considerando as curvas desejada e gerada, para PFS 
~ 4 ~ ` 

a aproximaçao entre elas se da pela sua intersecçao nos pontos de 
precisão. Na fig. 2.3a observa-se que a intersecção das duas cur 
vas em três posiçoes finitamente separadas definem duas secantes 
e uma circunferência. Na fig. 2.3b, nota-se que três posições se 
paradas infinitesimalmente definem um contato de segunda ordem 
entre as duas curvas, e portanto fica definido instantaneamente 
um raio de curvatura Q, do círculo que contêm as três posições in 
finitesimalmente separadasípl.

u 

A curvatura da trajetória ê definida por:' 

1 . K = -- ‹2.14›
D 

sendo que para 3 PIS do plano môvel ela.ê explicitada .conforme 

mostrado na expressão abaixo, ou seja * 

K z 1 = U'V;' " V`U"2 
3' <2.15› 

Í) BW) .+ /2
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No caso de k¬O o numerador da expressao (2.l5) será igual a zero 

e, consequentemente, p = w, ou seja, › 

U'V" - V'U" = O (2.16) 

Considerando a equação 2.5 e substituindo em 2.16 

para U', V', U" e V", tem-se: . 

2 Z 
~; 2 2 T + W + 4d B - 4d B

' 

iu 
_ _'-!-LJ + [V 

_ il = 22 
* 

2* 
2 ‹2.17› 

2 2 4 . 

onde . 

T = B seny + 
_ d seny + d cosy - B cosy 

2 oq 1 0 2 o 1 o 

(2.l8) 

W = B cosy' + d cosy ~ d seny + B seny 
2 O 1 0 2 U 1 O 

. O lugar geométrico dos pontos do plano assim defini 
dos ë denominado círculo de inflexão, significando que os pontos 
sobre a circunferência estão sobre uma inflexão. . 

Portanto, a circunferência divide o plano em duas 

regiões em que cada uma delas proporciona pontos com curvatura 
opostas uma em relação a outra. '

. 

O centro e o raio- da circunferência com respeito 
as coordenadas do plano móvel são definidas pelas expressões: 

CENTRO: Iii , -É-1+ fm , 5 ) 

2 2 2 2 

' f 1(2.19) 
. 2 

'

1 
RAIO: -Ê-{m + W2 + 4a B - 4d 5 

‹1 

/2 ` 

2 2 1 1 2 

. . _. A. ............z...‹-
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Portanto, conhecendo-se as coordenadas do centro da 
circunferência (-š- , -g-), dz e B2 podem ser determinados. Para 
isto ë necessário determinar¬se a circunferência do círculo de in 
flexão (fig.2.3c), que se dá pela aplicação da equação de Euler- 
Savary a dois pontos E e F, a seus centros de curvatura OE e OF 
e ao polo (P). Portanto, 

__2 __ __ EP = EOE . EJE (2.20)

~ Da equaçao (2.20) ë possível determinar-se JE e JF. A partir dos 
‹ _ 

pontos P, JE e JF determina-se a equação da circunferência que 
passa por estes três pontos e acha-se o seu centro (T/2, W/2). 
Substituindo estes valores na equação (2.l8), reescrita na forma 
que segue, 

dz = B1 + T cosyo - W senyo
ç 

_ (2.2l) 
B2 = T senyo + W cosyo - dl

T 

e, com al, B1.e Yo conhecidos, determina-se uz e B2, conforme a 

expressão 2.21. T

' 

O procedimento para a determinação analítica de W e 

T ê conduzido na forma que segue, entrando-se com: 

E(UE, VE) 

°E(UoE' VQE) 

P‹uP1, VPI) 

F‹uF, vF› 

`m("°¡l + OC)
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onde z - 

Ponto do acoplador E: 
OE = Centro de curvatura do ponto E 

P = Polo (fig. 2.2c)

~ Ponto arbitrado para obter o círculo de inflexao F: 
Coeficiente real que posiciona OF sobre a FP; ê 

h m = 

um parâmetro de otimização (m = FÕÊ/Ff). 

OF = Centro de curvatura do ponto F. 

Define-se o significado de m(-K, + s) através das se 
guintes consideraçoes: ›

› 

a) Se m<O; F está entre OF e P. - 

b) Se m=0; OF está sobre F, significa o raio de curvatura nulo pa 
ra o ponto F, o que significa a formaçao de uma cüspide na tra 
jetôria gerada pelo ponto F.

A 

c) Se m está entre (O,l); OF está entre F e›P. - 

d) Se m=l;OF está sobre P e o Ponto F se encontra na tangente t 

do polo P. .
z 

e) Se m>l; P está entre F e OF. 
m z infinito; o ponto OF estará no infinito logo o raio de f) Se 

curvatura (FO ) ara a trajetória de F será infinito, o que F P 
significa deslocamento do ponto F sobre uma reta, e F estará 
sobre a circunferência do círculo de inflexáo, e portanto F e§ 

,_, .í 
Vtá sobre JF, conforme equaçao (2.25) FJF-0.
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JE, OE e JF, OF devem estar sempre do mesmo lado de 

E e F respectivamente,de tal sorte que olhando do polo P,se o pop
~ to E estiver dentro do círculo de inflexao a curvatura será conve 

xa e, se estiver fora, a curvatura será cõncava, conforme mostra 
a figura 2.3d.

' 

A determinação de T¿e W, farse-ã em cinco partes, ou seja: 

l. Especificação do problema ` 

a) Determinação da origem do sistema geral de referência UV; 

b) Localização do ponto do acoplador sobre a origem do plano mê 
vel; -A 

c) Posicionamento do polo (P) em função das características ini 
ciais do problema; 

d) Especificaçao do raio de curvatura OEE do ponto do aa¶fladm:E; 

e) Determinação do ponto F; 

f) Determinação de OF como função de um parâmetro de otimizaçãorn 

que varia de (-W, w). 

Utilizando-se o conceito de ponto que divide um segmento numa ra 
zão dada pode-se escrever: -
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ÊÕF m = ff” (2.22) 
FP 

e consequentemente 

- 
, (2.23) 

VOF = (1-m) . VF + m;VP 

UOF = (l¬m) . UF + m.UP 

É importante ressaltar que m deve satisfazer as res 
trições impostas pela equação de Euler+Savary, anteriormente de§ 
tacada.

A 

2. Relações entre os parâmetros constitutivos do problema 

_ 
2 V 2 EP *= VQUP - UE)› + (Vp - VE) 

A 

2 2 

l (2.24)

2 
FP = _ UF) + (VP _ VF) 2. 

_2 , 2 
FOF = VQUQF “ UF) + (VOF " VF) 

3. Determinação de EJE, FJF por Euler-Savary (Equação 2.20)

2 

EJE ' E6" i 

E ' ‹2.25) 

FJF = (FP)2 
FOF
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4. Determinação das coordenadas de JE e JF.` 

U _ (UP - UE).EJE 
+

- 

___._____.._._.._.__ U JE EP E 

VJE = (VP - vE).EJE 
+ V 

- 

"““”“Ê5§'~** E (2.26› 

U _ (UP - UF).FJF 
JF ' '"“"'"""'“"" + UF FP 

V _ (VP - vF).FJF
+ JF T `""""`"""'" VF FP 

5. Determinação da›circunferência do círculo de inflexão que pas 
sa por três pontos P, JE , JF, 

Chamando: 

A11=UP A21=UJE Aa1:UJF 

A12 22 32 

A = l ' A = l A = l 
13 

A 

za as 

B = A 2 + A 2 B = A 2 + A 2 B = A 2 + A 2 

1 11- 12 2 21 “22 3 31 32 

Adotando a equaçao da circunferência onde U e V
2 

U + V2 + DD.U + EE.v + FF = 0 (2-28) 
~ ~ sao os eixos coordenados e DD, EE, FF, sao os coeficientes a se 

rem determinados e aplicando aos três pontos dados, obtêm-se o 

sistema de equaçoes
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A DD + A' EE + A FF + B = 0 
11 12 1a 1 

A DD + A EE + A FF + B = O (2.29) 21 22 23 2 

A. DD + A EE + A FF + B = O 31 32 33 3 

Fazendo as igualdades abaixo: 

c =-B 
1_ 1 

- c =-B (2.3o›_ 
2 2 

c =-B 
3 3 

e aplicando nas equações 2.29 e em seguida, utilizando o método 
de GAUSS, resulta: _ 

A .DD + A EE + A FF = C 
11 12 13 1 

A DD'+ A EE + A FF = C (2.3l) 
21 22 23 2 

A DD + A EE + A FF = C 
31 32 as 3 

Denominando 

AA = (A .A - A .A' ) 11 11 22 12 21
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AA = (A .A - A .A ) 12 11 23 13 21 

AA -= (A .A - A .A ) 21 11 32 12 31 

AA22 = (A11'Aaa _ A1s'A31) (2-32) 

CC = (A .C _ A .C ) 
1 11 2 21 1 

CC = (A .C * A .C ) 
2 11 3 31 1 

Resulta 
CC . AA - CC .AA 

1 22 2 12 EE= A fz 

AA .AA -AA -AA 11 22 21 12 

CC .AA * CC .AA 
FF =. 2 11_ 1 21 _(2_33) 

AA. .AA - AA .AA 
11 22 21 12. 

-(A .EE+A .FF+B) 
DD_= 22 23 2 

A Í 

2 1 

A Uma vez que foram determinados EE, FF, DD tem-se a 

equação da circunferência do círculo de inflexão, faltando deter 
minar, portanto; o raio e as coordenadas do centro dadas por 

- .E2 UCEN ' 2 

` - -EE VCEN " 2 

« ............,......z...‹ ...‹._.. -_ . .._................._..,-. _ . .., ...___



T = TT = -DD 

W = WW = -EE 

RAIO = 

AS 

2 2 _ \/UCEN + VCEN FF 

expressões (2.34 

do centro e o rai f 

' ` 

minação de a .B 

o, da circunferencia, necessâr 

‹z.34› 

) fornecem T, W, as coordenadas 
ios para a deter- 

2, 2 
pelas expressões (2.2l) ou seja: 

G' É
2 Bi + T cosyo - W senyo 

:T _. B2 _ 

senyo + W cosyo al 

Algu 
‹2.21›z

' 

1.. 

dem, isto ê, d' = 
0 0 Y0 

(1 Z 

mas simplifica õe ~ 
ç s sao possiveis nas expressões 

Quando a origem dos planos fixo e m 

B = = O tem-se conforme a 

B + T 
2 1 

W 

8 = W - G 
2 1 

2 - Quando d = B = a = B " 
0 O 1 1 

õvel coinci 
figura ‹2.3.e›

' 

(2§35) 

O o plano mõ 
vel e o plano fixo ~ ' 

rã também nesta ori 

a É
2 

B :
2 

terao uma origem comum 
gem dos dois planos. (fig. 2¡3

T

W 

, e portanto o polo esta 
.f) ' 

(2.36) 

.....`..,¬.......
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' 3 - Uma situação muito útil ë quando ao = B0.= a =
1 

B = az = Yo = O na qual somente B2 ë deixado para ser determina 
1

_ 
do. Como o polo está sobre a circunferência,. a sua tangente e a 

normal, fornecem um novo sistema de referência onde B2 ë o diâme 
tro da circunferência.(Fig. 2.3.g) 

a = O
2 

(2.37) 

B2 = 2.raiO = W e 

4 - Com as características do item 3,reduzindo ã 

unidade o diâmetro da circunferência tem~se: 

a = 0
2 

(2.38) 

e =s1
2 

. A teoria 3 PIS desenvolvida nesta secção pode ser 

usada para determinar az e B2 nos seguintes casos: PPP-P~P e 

PPP-PP. 
d

“ 

2.4. QUATRO POSIÇÕES INFINITESIMALMENTE SEPARADAS (PPPP) 

` No caso (PPPP), requer-se em adição a ao, B0, Yo, 

al, B1, az, B2 os parâmetros aa e Bal para (jzk,£)= (0,3,3). 

Se k = 3 Para 4 PISz a équação (2.5) resulta: 

...A-
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U3=U"' = u senyo + v cosyo +›d
3 

. 

(2.39) 

V3=V"' =-u cosyo + v senyo + B
3 

. Considerando a fig. 2.4a observa-se que a interseg 

çao das curvas gerada e desejada em quatro posiçoes finitamente:q§ 
paradas definem três secantes e duas circunferências. Os primei 
ros três pontos E0, E1, E2 definem a curva com raio de curvatura 

pl e os últimos três pontos Ely E2, E3 definem uma curva 1. com 
raio de curvatura 02. Observando-se a figura 2.4b, quando 4 PIS 

sao definidas, um contato de terceira ordem ocorre entre a curva 

desejada e a curva geradafg .

V 

Uma nova derivação da equação (2.l8) define a varia 
ção de curvatura (K') como segue: _ 

2 2 

K' : = [U1 +V| 1(U|Vn|__V|Un|)_3 (U|Vu_V|Uu) [:U|Un+V|Vu] 
d* z z 5/2 `(2.4o) 

ÍU' + V' 

K' = O implica em se ter o numerador da expressão (2.40) igual a 

zero, o que conduz ao conceito importante em 4 PIS que ê o da cg 
bica de curvatura estacionãria.

~ Para reduzir o número de termos envolvidos quando da aplicaçao de 
K' = 0, optou-se pela utilização do sistema especial de referên 
cia, isto ë, do = B0 = al = B1 = uz =>y0 = 0, resultando: 

(uz + v2)(a3u + Bsv) + 3B2u(u2 + V2- Bzv) = 0 (2.4l) 

...zw .‹...-¿.ó»..-
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~ , ø que ë a expressao da cubica de curvatura estacionaria cuja repre 
sentaçao gráfica ë mostrada na figura 2.4c. 

Na expressao (2.4l) fazendo 

u = r cos6 

v = r senô 

resulta,
q 

l + l 
.M sen6 N cosô 

= 1 
‹z.42›

r 

~ .- p que ê a equaçao da cubica de c urvatura estacionaria em coordena 
das polares onde M e N sao dados por:

2 
3 (B2) M:~ 
(a + 36 ) 

3 2

2 
3 ‹s2› , N=--z

B
3 

(2.43) 

que são os diâmetros das circunferências que osculam a cübica no 
polo (fig. 2.4d). 

Considerando os pontos E(rE,6E) e F(rF,6F) do plano 
mõvel e aplicando-os sobre a equaçao (2.42) obtêm-se o sistema: 

1 + 1 = 1 
M.sen6 N.cos8 r E E E 

li + 1 = ‹2`.44› 
M.sen6 

1 

N.cos6 F F 1¬
E 

r‹ ` A
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Os parâmetros GE, rE(EP) e GF, rF(FP) sao determina 
dos em função do sistema operacional de acordo com o quadrante em

~ que estao localizados. (Fig. 2.4e e Fig. 2.4f) 

Paragg 19 quadrante tem-se: 

` PJ 
6 = arc sen -É E d 

onde d ë o diâmetro da circunferência do círculo de inflexão. 

te. 

Para o 29, 39 e 49 quadrantes tem-se respectivamen 

GE = 180 - arc sen 

GE = 180 + arc sen 

GE = 360 - arc sen 

PJE
d 

PJE
d 

PJET 
O sistema em 2.44 resolvido para M e N permite de

~ terminar a3 e B3 pelas expressoes: 

3(B2) ‹z=-----se 

3 =
3

3 

onde B ë o diâmetro da circunferência.2 

(2.45) 

.._..«...z,.....z..--
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Se o diâmetro da circunferencia ë tomado como unitš 
rio a expressao (2.45) reduz-se: 

_ '3 (13-M-3 

s=--3 
3 N 

(2.46i 

A 
Adotando na equação 2.44 a seguinte notação: 

G =--J;-i G :_í___l 
11 sen9E 12 cos6E 

~G21=# Ghz; 
sen6F cos6F 

X:-_--1 
M N 

Obtem-se as equações 

:H ¡ G1lX+Gl2y 1 

H G21X + Gzzy = Hz 

H=¿_ IRE
; 

HZ = _É;. (2_4j) 
RF 

que resolvidas, determinam M e N conforme as seguintes expressões; 

_ - - ‹.õ.«›-›‹›a¡.:H1i$I¢--«
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V G .G - G .G 11 22 21 12 1 

M = ~ (2.48) 
2 

H .G - H .G 
1 22 2 12 

G `.G - G .G 11 22 21 12 
N : W 

H .G _ H .G 
2 ll 1 21 

Operando sobre as equações 2.48 e 2.49 determi 
nã-Se . 

HG = (H .G _ H .G ) 12 1 22- 2 12 

HG =(H.G. - H.G) 21 211 121 

de onde se conclui: 

l- Quando HG12=O na equação (2.48), M=w, o que sig 
nifica pela equaçao (2.42) que a cübica se transforma em uma cir 
cunferência de raio = -g- e na reta que contem a tangente t con 
forme mostrado na fig. 2.4g. ' 

2. Quando HG21=O na equação (2.52), N=w, o que sig 
nifica, pela equação (2.42) que a cübica se transforma em uma ci; 
cunferência de raio = -%- e na reta que contem a normal n confor 
me mostrado na fig. 2.4h. 

Nestes casos as expressões (2.45) se resumem, respectivamente,em:
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= ¢ então resulta: l. Se M 

a = -36 
3 2

2 

3(B2) 
B : 

3 N 

2; Se N = ¢ então resulta: 

2 × 

3(3z) - se 
a = ---- 2 

3 M 

ô‹=0 `

3 

3. Quando HG f O-e HG = f O 12 21 

M = (G .G - G .G )/HG 11 22 21 12 12 

N = (G .G _ G .G )/HG 
11 22 21 12 21 

~ ~ e as expressoes 2.45 valem e sao as mesmas,

2 
G = 3(5 ) /M “ 35 

3 2 2 

B 
= 3‹B'›2/N

_ 

3 2 

A teoria 4 PIS desenvolvida nesta secção pode ser 

¢.‹.‹»-



'40 

usada para determinar as e B3 no seguinte caso PPPP-P, sendo 
que a e B são determinados usando a transformação entre dois 

ló k 

sistemas de referência? *

A 

2.5. CINCO POSIÇÕES INFINITESIMALMENTE SEPARADAS (PPPPP) 

Para o caso PPPPP, em acrêscimo a d , B , Y , a ,B 
0 0 0 1 1 

az, B2, as, 33, ê necessário especificar ak e Bu para (j,k,2) = 

(0z4z4). 

Se k = 4 para 5 PIS, a equação (2.5).re5u1ta» 

U = UIV = u cosy + -V seny + d 
li 0 0 1+ 

› (2.50) 

Vu = VIV = u seny + V cosy + B
` 

. 

- ~ o -_ o u 

Considerando as curvas desejada e gerada, para PFS 
a aproximação entre elas se dã pela sua intersecção nos pontos de 
precisão. Na figura 2.5a observa-se que a intersecção das duas

. curvas em cinco posiçoes finitamente separadas definem quatro se 
cantes e três circunferências. Os primeiros três pontös E , E ,E 

i 

_ 0 1 2 

definem a curva com raio de curvatura pl os segundos três pontos 
E , E , E definem uma curva com raio de curvatura p e os ülti 

1 2 3 " 2 "' 

mos três pontos E , E , E definem uma curva com raio de curvatu 
2 3 Lo 

ra pa. Observando-se a figura 2.5b quando 5 PIS são definidos,uma 
quarta ordem de contato ocorre entre a curva desejada e a curva 
geradaíõl- Í 

A teoria 5 PIS está calcada na condição de se ter 

* Ver apêndice 4. 

-W. .‹....-ur.
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(K') e sua derivada (K") ambas iguais a zero, ou seja, 

K' = K" = O (2.5l) 

resultando 

K":Ê..IÊ._.=O_ 
dy (2.52) 

. Os pontos que satisfazem esta condiçao sao chamados 
de Burmester. No ponto de Burmester a ordem de contato entre a 

trajetória traçada pelo ponto com sua circunferência de osculaçao 
ë pelo menos, de quarta ordem, conforme a figura 2.5c. 

Considerando o sistema especial de referência e as 
derivadas em todas as ordens de I a IV de U e V e, fazendo o nume 
rador da expressão 2.52 igual a zero, utilizando coordenadas pola 
res, ' "- 

› .u = r cos6 

v = r senô 

obtêm-se a equação da cübica: 

3d3+6 4B3sen6 . 

oz +48 + (-4a + B + -3;-5) tge+ __-tgesene------Ê--=o 
1+ 3 3 '+ r r r ~ r oos9 

(2.53) 

que aplicada a dois pontos E(rE,6E) e F(rF,6F), gera as equações
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4 3 _- 3‹z3+õ 4e,3 3 a +5 tg9 =-48 +( a - --+5)tg9 - --- tgõ senô + --senô + ---- 
“ H E 3 3 rE2 E rE E E 

pE 
E rEcos9E 

(2.54) 

_3 3<>z3+õ 453 
_ 3 au+Bktg6F- -4B3+(4a3-;š-5)tg9F- --šši-tg6Fsen9F+ 3%;-sen8F + ;-;;šš- 
F F 

(2.55) 

onde as incõgnitas a e B são determinadas. 
1+ '-0 

Adotando nas equações (2,54) e (2.55) a seguinte ng 
taçao: 

P =l P = 9 11 12 tgE 

P = 1 P = t 9 21 22 gF 
_ X __ -ali y :BH 

_3 (3a3+6) A' 463 3 QI--483 + (4og;:¡;-+5)tg6ET-;:-- tg6Esen9E +--;- sen6E + ;Í;:-:;- E E E EOSE 

(2.56) 

_3 (3 +6) 45 Q=-45 + ‹4<z _2+5)tge -13-tge sena +'_3sene +% F F F F 2 3 
. 

3 IF rF A rF rFcos6F 

Obtem-se as equações 

Pmx + P12y = QI (2.57) 

P21X + Pzzy : Q2
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Resolvendo a equação 2.57 obtem-se aQ`e Bu como segue 

(Q P - Q P ) (Q P - Q' P ) = 17 22 2 12 = 1 22 2 12 
L' (P P -P P ) (P -P .) 1122 2112 2 12 'T7 ». 

oz 

` (2.58) 

(Q P _ Q P ) (Q * Q ) 

8 _: 2 11 1 21 : 2 L 
2” (P P -P P ) (P -P ) 1122 2112 22 12 

Adotando nas equações (2.58) PP12 = (P22 - P12) che 
ga-se as seguintes conclusões: ' 

l_- Quando PP12 < O ou PP12 > 0, aq e BH são dados pelas 
j equa 

ções (2.58). 

2 - Quando PP12 = O, o denominador da equação (2.58) ê zero, e pe 
las expressões (2Ç56) GF = GE, então deve-se redefinir o pon 
to F, sobre.uma reta que passe pelo ponto (P) e não seja coli 
near com a reta que passa pelo ponto do acoplador (E) e o pg 
lo (P). ' 

. A teoria 5 PIS desenvolvida nesta secção pode ser 
usada para determinar au e Bu no caso PPPPP.
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CAPÍTULO III 

COMPATIBILIZAÇAO DO PROCESSO DE ESPECIFICACAO DE PIS COM O PROGRê 
MA PMS-MODIFICADO (SIMAPM) 

3.1. INTRODUÇÃO 

A subrotina das posições infinitesimalmente separa 
das (PISEP), desenvolvida e implantada no sistema IBM/4341 na 
UFSC, durante a elaboraçao deste trabalho, possibilita criar a es 
pecificação para os grupos de 2 PIS, 3 PIS, 4 PIS e 5 PIS(*). 

Esta subrotina PISEP foi acoplada ao programa PMS(*) 
* av ‹ ( ) ja existente e utiliza basicamente a especificaçao para as 

posições finitas que são relativamente fáceis de especificar pelo 
rojetista e mais a especifica ao do polo (P ) ou dos polos P e P 9 

1 a.1 

P2 e os pontos E, F e seus centros de curvatura OE e OF(m), con 
forme será visto no processo de especificação que segue. 

Entrando com ll (onze) cartões de dados, a subroti 
na PISEP procura o caso PMS, calcula as posições infinitesimalmen 
te separadas necessárias e armazena estes valores numa memõria. 
As outras subrotinas do programa SIMAPM utilizam os valores desta 
memória e calculam o mecanismo articulado. . 

V 

No cálculo das posições infinitesimais a subrotina 
PISEP utiliza dois sistemas. 

(*) Observe-se que o termo grupo aqui introduzido serve para indi 
car a existencia de duas ou mais posiçoes infinitesimalmente 
separadas do ponto do acoplador. ' 

_

* 

(*)(*) Vide apêndice 1. 

..~.
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19 Sistema geral de referência (S.G.R.) 
29 Sistema especial de referência (S.E.R.) 

No S.G.R. sao calculados atê 3 PIS inclusive, utili 
zando as expressões gerais apresentadas no capítulo anterior; nes 
te sistema o mecanismo ê obtido de forma direta. 

No S.E.R. o cálculo dos 4 PIS e 5 PIS ë feito por 
expressões especiais que contêm simplificações; mas que não 

S 

per 
dem em generalidade na solução do problema. O mecanismo obtido

~ neste sistema sofre uma transformaçao de coordenadas para retor 
nar ao sistema geral de referência. 

3.2. PROCESSO DE ESPECIFICAÇÃO DE PIS 

3.2.1. Duas posições infinitesimalmente separadas (2 PIS) 

Para especificar PP ë necessário conhecer a primei 
ra posição (a0,Bo,Y0) e o polo (UP1, VP1). Na figura 3.l_vê-se as 
coordenadas do polo em relação ao plano fixo, e as coordenadas da 
posição inicial da origem do plano mõvel. 

A teoria (2 PIS) ë aplicada ao caso 6 (PP-P-P-P) on 
de as posições separadas finitamente são conhecidas e especifica

~ das diretamente e, a posiçao do polo fornecida para o grupo PP, e 

ao caso 5 (PP~PP-P) onde se torna necessário especificar outro pg 
lo para o segundo grupo PP, ou seja, (UP2, VP2). A figura ›3.2, 
mostra as coordenadas dos dois polos, para o primeiro e segundo 
grupos de posições infinitesimalmente separadas. Assim, com os pg

~ los e com as coordenadas das posiçoes finitas, pode-se através da 
subrotina PISEP determinar as posições infinitesimais dos dois
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grupos de 2 PIS, que juntos com as posições finitas formam 5 PMS, 

podendo ser resolvido pelo programa SIMAPM gerando assim o meca I I __ _ 

nismo articulado desejado. 

3.2.2. Três posições infinitesimalmente separadas (3 PIS) 

A 
Para especificar PPP ë necessário complementar o 

que fora determinado-para 2 PIS com as seguintes variáveis: 

m = coeficiente real (-« , + m) 

E = ponto da origem do plano mõvel 

OE = centro da curvatura que a trajetoria do ¿ponto 
E assume ~ 

F = ponto qualquer com trajetória arbitrada. 

, 
Observa-se que o coeficiente real m deve ser utili 

zado como parâmetro de otimização para posicionar o ponto OF so 
bre FP (fig. 3.3). 

Esta teoria aplica-se aos casos 4 (PPP-P-P) e 3 

(PPP-PP) conforme as figuras 3.3 e 3.4 respectivamente. Na 
figura 3.3 tem-se a especificação para 3 PIS, destacando-se no 
sistema geral as variáveis: " 

F (UF, VF) 

P ‹UP1, vP1› 

E (UE, vE› 

OE (UoE' Vos) 

-‹ .. -...f.....d-›..--

_ 1
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Apenas como exemplo, m=0,5 significa que OF está lo 

calizado na metade do segmento FP. . 
ly 

Zxfigura 3.3 mostra também o círculo de inflexão gerado pelas 

4. ~ ~ 
tres posiçoes infinitesimalmente separadas satisfazendo as equaçoes de 

Euler-Savary. Apresenta também a trajetória do ponto E cujo raio 

de curvatura p - EOE, e a posiçao finita conhecida (ao, Bo, Yo). 

Na figura 3.4 tem-se além do já mencionado na figura 3.3, ainda a
~ especificaçao para dois PIS onde se deseja obter a característica 

de tangência ã trajetória dada, especificada pelo polo (UP ,VP ), 
2 2 

G (Ga, Sa, Y1) para a posição finita no segundo grupo. E, final 

mente a fig. 3.4 ainda apresenta o sistenm XY cuja origem ê o po 

lo (UP1 , VP1) que será utilizado na soluçao de problemas com 4 

PIS e 5 PIS. O sistema XY é chamado sistema especial de referên 

cia. Apresenta ainda o avanço 6, que o eixo X do S.E.R. faz com 

o eixo U do S.G.R.; este ângulo ê calculado na subrotina PISEP. 

Resumindo: com o polo (UP1, VP1) e (ao. Bo, Yo) pi. 

ra as três posições PPP a subrotina PISEP calcula (m1, B1, Yo) e 

(az, B2, Yo). No caso 4 (PPP-P-P) as outras duas posiçoes¡. fini 

tas (aa, B3, Y1) e (ag, Bk, Yz) são especificadas diretamente. 

3.2.3. Quatro posições infinitesimalmente separadas (4 PIS) 

ç 

Na especificação de 4 PIS (PPPP)são aplicados os 

conhecimentos anteriores e surge de forma complementar o iconcei 

to de cübica de curvatura estacionãria que ë gerado por 4 PIS. 

Assim a especificaçao ë feita a partir das variáveis,
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F (UF, VF) . 

P (UP1, VP1) 

OE (UoE' VOE) 

m ('°° l+°°) 

((10: 80r_Y0) 

(GW-+1 BH: Y1) _

. 

Na figura 3.5 aparecem os pontos E e F, que aplica 

dos a equação de Euler-Savary servem para a determinação dos 

raios de curvatura da cübica no polo, dados respectivamente por 

M/2 e N/2. Estes serão utilizados nas expressões de ag e' B3 

(quarta posição do plano móvel), lembrando, que a quinta posição
~ 

(a., Bu, Y1) ë finita e ê especificada diretamente em relaçao ao 
sistema geral de referência. ' '

_ 

3.2.4. Cinco posiçoes infinitesimalmente separadas (5 PIS)` 

V Na especificação de (PPPPP) ë válido o que foi de 
terminado para os casos anteriores, sendo importante mencionar 
que duas curvas cübicas são consideradas e que se interceptam em 
9 pontos. Havendo 4 intersecçoes reais das duas cübicas, 4 pon 
tos de Burmester serão.determinados gerando assim seis mecanis 
mos de 4 (quatro) barras ao todo. Se somente duas` intersecçoes 
forem reais dois pontos de Burmester serao determinados, gerando

~ assim um único mecanismo de 4 barras. Se as intersecçoes forem 
todas imaginárias não existirá nenhum ponto de Burmester no pla 
no real e o problema correspondente não terã solução.

/
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A especificaçao de 5 PIS ê feita como segue: , 

F (UF, VF) 

.P ‹UP1 vP1› 

OE (UoE' VOE) 

:m (-w,+w) 

(Oi-Or B0/ Y0› 

*As intersecções entre as duas cübicas são moazadas 

na figura 3.6 - onde o problema da transformação da curvatura pa 
ra 5 PMS sucessivas 2 = 0, l, 2, 3, 4 apresenta um número finito 

de soluções. Considerando f 0123 como a cübica dos pontos de cír 

culo correspondente a quatro posições Z = 0, l, 2, 3, e f 0234 o 
~ _ 

~ ~ ~ 
mesmo em relaçao as posiçoes 2 - 0, 2, 3, 4 entao as intersecçoes 

dessas cübicas constituem-se nos pontos do plano móvel que assuman 

5 PMS sobre um arco de circunferência no plano fixo. Dessas inter 

secções os polos ou centro instantâneos P02, PO3, P23 são pontos 

comuns as cübicas f 0123 e f 0234 apresentando-se portanto, como 

três intersecçoes reais. Dois pontos complexos representam mais 

duas intersecções. São as quatro intersecçoes restantes que satiâ 
~ ~ fazem ao problema de 5 PMS. Estas intersecçoes sao na figura 3.6 

os pontos Bl, B2, B3, B4 que são os pontos de Burmester que neste 

caso geram seis mecanismos de quatro barras, quando combinados 

dois a dois. '

_
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CAPÍTULO IV

K 

APLICAÇÃO DA TEORIA PIS 

4.1 - INTRODUÇÃO 

A teoria PIS, conforme foi desenvolvida nos capítu 
los anteriores, será aplicada para os diferentes casos de 5 PMS, 

Ou seja PP-P-P-P, PP-PP-P, PPP-P-P, PPP-PP, PPPP-P e PPPPP, Onde 
P-P e PP significam respectivamente duas posições finitamente e 

infinitesimalmente separadas. .

- 

_ 

Sao apresentados a seguir alguns exemplos com a fi 
nalidade de mostrar a metodologia ora implantada na UFSC atra 
vês do programa PMS-modificado, tendo como base O programa SIMAP

* 
(Síntese de Mecanismos Articulados Planosf *). 

CaSO 6 (PP-P-P-P) 

A aplicação deste caso envolve, além da especifi 
~ ~ caçao das posiçoes finitas O conceito de tangente de (a0,B0,Y@), 

necessário ã determinação inicial do polo (Upx, VP1),_(fig.4.l).
~ As 3 PFS restantes completam a especificação " do 

problema de 5 PMS. A

' 

Para O problema em questão o seguinte conjunto de 
dados da Tabela l deverá ser fornecido ao programa SIMAPM.. 

(**) Apêndice l.
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O mecanismo articulado (fig. 4.2) obtido 
_ 

através 

das especificações contidas na tabela l obedece â condição impos 
ta pela posição PP, ou seja, desloca o plano do acoplador, instan

~ tâneamente na direçao da tangente. 

Os parâmetros de movimento d e 6 são determinados 
.na subrotina PISEP sem a necessidade, portanto, da. interferência 
direta do projetista, facilitando assim, a aplicação de PIS na so 
'lução de problemas de mecanismos articulados. - 

Caso 5 (PP-PP-P) 

_A característica deste caso ê a de envolver dupla 
mente o conceito de tangente, estabelecido no caso anterior.. A 
sua especificação necessita da determinação de dois polos, .sendo 

respectivamente um para cada par de posições infinitesimalmentese 
paradas. (fig. 4.3). 

_ 
A especificação das 3 PFS restantes completa a cog

. 

figuraçao de 5 PMS.. . 

Para o caso 5 ë necessário que se forneça o conjun 
to de dados da tabela 2. - 

U5 Vs UF -VF Uoz Vos 

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

OLBY 
0.4 24 0.245 30.0 ,_____4 
0.0 0.0 0.0 

í._..,___i..___.__ 

0.424 6.245' 55.0 

0.0 0.0 0.0 

0.49 0.0 70.0 ' 

u,,,_\/P1 upa- vn mfl 
he 2.019 o.õ5 0.05 o.o 

_.__..¿___-._-_-------‹ 
TABELA - 2
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O mecanismo obtido (fig. 4.4) tem os seus parame 
tros de movimento d1,B1 e d3,B3 determinados diretamente através 
da subrotina PISEP, com a característica de que o plano dot aco 
plador percorre, instantaneamente,nas posiçoes PP, a direçao das 
tangentes especificadas.~ 

Caso 4 (PPP-P-P) 

A aplicação deste caso envolve além da especifica 
~ ~ _' ~ çao das posiçoes finitas o conceito de_circulo de inflexao. para 

3 PIS (PPP). ' 

Para a tangente ê definido o polo (UP1 , VP¡) em me 
laçao ao sistema fixo de referência e, para o círculo de infle 
xão são definidos os pontos E, F, OE e o parâmetro de otimização 
m-(real) que posicionarâ o ponto OF sobre a reta FP. (fig. 4.5) 

Os dados contidos na tabela 3, abaixo são 'neceg 

sãrios para a especificaçao do caso 4.
1 

UE vE UF vF UOE vOE 

0.0 O_O 0.75 2.0 3.0 2.6 

a B *Y 
0.0 0.0 30.0 
____¬__;.___._ 
0.0 O. 0 0.0 

0.0 0.0' 0.0

É 

2.25 Hz 52.0 

4.0 \°|.o 55.0

‹ 

UP1 VH Upa 
Q 

Vvz 

3.75 3.25 0.0 0.0 \o.5a. 

' TABELA-3 .

' '
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Caso 4 (PPP -P-P) 

Os parâmetros de movimento a1, B1, az, Bz envolven 
do os conceitos de tangente e círculo de inflexão são determina 
dos diretamente através da subrotina PISEP. O mecanismo obtido 
satisfaz as condições impostas para PPP, ou seja, que o plano do 
acoplador se desloque instantâneamente na direção da tangente da 
da, obedecendo a trajetõria de raio de curvatura p pré-estabele 
cida¿ (Fig. 4.6) -

`
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Caso 3 (PPP-PP) 

A especificação do caso 3 envolve o conceito de 
tangente aplicado duplamente para as posições infinitesimalmente 
separadas (PP), bem como o conceito de círculo de inflexão para 
as 3 PIS (PPP). 

Para as tangentes sao definidos os respectivos po 
los (U , V p) e (U , V _), em relação ao sistema fixo de refe P1 P1 Pz Pz - 
rência. 

De forma similar ao caso anterior, para o círculo 
de inflexão são definidos os pontos E, OE, F e o parâmetro .' de

61
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'otimizaçao n1(real) que posiciona o ponto OF sobre a reta FP. 
(fig. 4.7) 

p 

A tabela 4 contêm o conjunto de dados para a execg 
çao do caso 3. - 

É 
Os parâmetros de movimento ul, B1, az, B2 e a4,Bk 

são determinados diretamente através da subrotina PISEP, gerando 
a soluçao mostrada na fig. 4.8. ` 

UE VE UF VF UQE \/OE I 

' 

_

*

A 
o.o o.o 0.75 2.o 3.o 2;e 

V /¿// 
(0 

.Q ¬< \ `õ \~âzY 
o.o o.o 30.0 V / 

*I 0.0 `0.0 0.0 /Q Q
° 

` 

_ _ 3Ó° \ 55° 
o.o o.o o.o E 5 * 

L=o,|,2 |.=a,4 U 
2.85 0.075 55.0 .__._`í___i` 
0.0- 0.0 0.0 

5.75 3.25 ë.2e¬2.2e~o.*õe 

_U›>1 'VP1 pUP2 Vpzlm 
Í

~ 

4 

TABELA 4 
Fig. 4.7. - Especificação para o mecanism 

caso 3:(PPP-PP) 0
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Caso 2 (PPPP-P) 

. 
A especificação para o caso 2 envolve os conceitos 

de tangente, círculo de inflexao e cübica de curvatura estacionë 
ria. -

` 

Para a tangente ë definido o polo (ÚPI, VPI) em re 
lação ao sistema fixo de referência. 

Para o círculo de inflexao sao definidos os pontos 

E, OE e F e o parâmetro mz(real) que posiciona o ponto OF. sobre 
a reta FF (fig. 4.9). ~

'
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Tomando a origem do plano móvel como o ponto - do 

acoplador e coincidente com a origem do sistema fixo de referên 
cia, e utilizando o sistema geral de referência, tem-se o conjun 
to de dados da tabela 5. 

E VE UF VF Uos Vbs 

3.0 O_O 0.75 2-O 3.0 2.6 

Êi< /V
3 

\ 
`¿> m_\-°\ 1 Z/ 

.o o.o o.o _ 

M Q 'zw ----- 
5 P 

.o ao ao lõqnaö L=4 ` U 

.o o.o 27.0 

P1 VP1 UP2 VPZ 

75 3.25 0.0 0.0 (058 
_ 

`*" Ui . 4.9. - Es ifica ~ ' 

TABELA 5 
L g pec pçao para o mecanismo 

Caso 2 (PPPP - P) ' 

Os parâmetros de movimento uq, B1, az, 62, dz, B3 

envolvendo os conceitos de tangente, círculo de inflexão e Vcübi 
' ca de curvatura estacionãria são determinados através da subroti 
na PISEP do programa SIMAPM. 

l O mecanismo obtido satisfaz as condições impostas
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para PPPP, ou seja, que o plano do acoplador se desloque instan 
tâneamente na direção da tangente dada, obedecendo a trajetória 
de curvatura p estacionãria pré-estabelecida (fig. 4.10).

A
V
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Ê” 
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' 
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.z BC 

1 2 s 4 ¿` >U 

VPPPP-P 

Fig. 4.10. - Mecanism e sua trajetória
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CAPÍTULO V 

CONCLUSOES E RECOMENDAÇOES 

5.1. Conclusões 

_ 
As propriedades de ordem superior do movimento do 

plano móvel foram estudadas em detalhe para cada um dos 4 casos, 
PP, PPP, PPPP, PPPPP e a partir do significado geométrico já esta 
belecido para os parâmetros de movimento de ordem superior, foi 
desenvolvido um método analítico, que determina o fundamento da 
teoria PMS, que é a especificação do problema, usando somente os 
três parâmetros-(a,B,Y)zpermitindo a formulaçao destes de forma 
compacta e particularmente conveniente na subrotina PISEP. 

As subrotinas INPUT e PISEP podem ser especificadas 
io mesmo modo para cada um dos sete casos da Teoria SPMS. Nesta 

~ 4 4 ~ especificaçao, em acrescimo aos (a,B,Y) necessarios para posiçoes 
finitas tornou-se necessário especificar o polo para dois PP, e 

mais dois pontos E(UE, VE) e F(UF, VF) e os pontos OE(UOE, VOE) e 

m(-s, +@) que posiciona OF(UO , VO ) sobre FP dados em relação ao 
F F 

sistema geral de referência, para os casos PPP, PPPP, PPPPP. 

Desta forma esta sistemática auxilia o projetista a especificar 
os (d,BzY) necessários ao problema de modo mais rápido,compacto e 

eficaz; pois evita erros provenientes de cálculos de d e B em ,ex
~ pressoes muito complexas a partir de 3 PIS, ao mesmo tempo auxi 

lia-o na interpretação geométrica da teoria PIS, facilitando a
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síntese do mecanismo articulado, através do sistema geral de refe 
rência. Nos casos de 4PIS e SPIS a subrotina PISEP utiliza expres 
sões no sistema especial de referência para evitar o número eleva 
do de termos, mas estas expressoes nao perdem em generalidade na

~ resoluçao dos problemas . ' 

No sistema geral de referência o ponto de origem do
- plano movel é o ponto (E) e é chamado de ponto do acoplador, o po 

lo por sua vez está afastado deste ponto. ~ 

No sistema especial de referência o ponto da origem
~ do plano mõvel é o polo (P) e é ele que determina as posiçoes do 

plano mõvel e é através dele que é especificado o seu mgvimentg 
através dos termos (a, b, ø), que sao gerados internamente na sub 
rotina PISEPfiaqual determina o mecanismo articulado através. das 
outras subrotinas do programa PMS - Modificado. 
Em síntese o projetista especifica no sistema geral e obtém o me

z canismo no sistema geral de referencia, e a partir daí faz. uma 
análise cinemática do mecanismo obtido verificando se o mesmo sa

~ tisfaz as posiçoes finitas e a trajetõria desejada do ponto do 
acoplador; 

' ~ | ~ Nesta sistemática de especificaçao para as posiçoes 
infinitesimalmente separadas na síntese de mecanismos articulados 
o conceito de curvatura é importante, auxiliandg através da equa 
ção de Euler Savary na determinação do círculo de inflexão, a par 
tir dos pontos E, F, OE, OF, e P. - 

Conforme apresentado, as equaçoes da curvatura se 

apresentam na forma paramétrica, já no apêndice é dado o ~enfoque 

em forma reduzida.
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A aplicação da teoria a problemas práticos revela 
as vantagens da nova sistemática uma vez que o processo de especi 
ficação do problema ë bastante simplificado com relação a PIS e 
integrado ã teoria PMS. 

5.2. Recomendações 

Na síntese de mecanismos articulados, a aplicaçao 
do conceito de ân ulo de transmissao õtimo seria im ortante se im 9 P _ 
plantado no programa SIMAPM com a finalidade de selecionar a so - 4' __ 

luçao mais eficaz em termos de transmissao de forças.Sendo o pop 
to (F) um parâmetro de otimização, seria de valia, associar um má 
todo de otimizaçao ã sistemática ora desenvolvida para a síntese 
de tal sorte a compor uma especificaçao ao problema que viesse 
otimizar a solução obtida tendo como parâmetro de controle desse 
processo o ângulo de transmissão õtimo. Assim sendo, da famíliade 
mecanismos obtidos aqueles que apresentassem uma melhor qualidade

~ de transmissao do movimento seriam analizados e selecionados com
~ pondo a soluçao final do problema.
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APÊNDICE 1 

O PROGRAMA PMS - MODIFICADO 

O programa PMS também chamado SIMAP está escrito em
~ linguagem Fortran IV e permite a utilizaçao da teoria PMS, tanto 

com o sistema geral quanto com o sistema especial de referência. 

Este programa foi desenvolvido.pelo Professor Josê Carlos Zanini, 
durante a elaboração de sua tese de doutoram.ento[6]. Bernardo Riso [9] 

implantou-o no sistema ÍBM/360 na UFSC, em sua dissertação de mes 
trado, utilizando precisão dupla para as variáveis reais.

' 

Hoje o sistema utilizado ë o IBM/4341 e o programa 
PMS - modificado difere do programa PMS apenas pela introdução da 

sub-rotina PISEP que tem a capacidade de calcular as posições in 

finitesimais (dä, Bl) necessárias para a especificaçao de PIS. 

O Programa PMS - modificado foi elaborado de tal mo 
do que ê permitido ao usuãrio a especificação de um conjunto de 

parâmetros angulares (Y) para as posições finitas, tendo em vista 
que cada conjunto de (a,B) infinitesimalmente separado depende do 

Y especificado para a posição finita. 

No programa principal são lidos alguns dados de en 
trada e ê exercido o controle geral sobre todo O programa. ' 

A subrotina MSP5 comanda os cálculos mais importan 
tes realizados no programa e imprime alguns resultados." ` 

A subrotina INPUT lê e imprime os dados de entrada.
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A 

A subrotina EQUATN identifica o caso especificado 
de PMS e calcula os coeficientes generalizados da curvatura, Ami, 
que sao utilizados em outras subrotinas. 

A subrotina MATEST aplica testes sobre as matrizes 
para verificar casos de degeneração.

_ 

A subrotina INFPTY calcula os coeficientes da cübi 
ca de curvatura estacionâria, suas coordenadas, ponto focal e as 
síntota. Calcula o centro e o raio do círculo de inflexão. 

A subrotina ZIZO verifica os casos de degeneração 
das cübicas, calcula os coeficientes da quãrtica, calcula as coor 
denadas dos pontos de Burmester e imprime esses resultados.. 

' A subrotina STLINE trata o problema da especifica 
~ ~ çao de posiçoes sobre uma reta. 

. As subrotinas MATRX3 e MATRX4 calculam determinan 
tes de terceira e de quarta ordem, respectivamente.

\ 

A subrotina COG calcula as coordenadas dos 'pivôs 

dos mecanismos cognados e imprime resultados. 

A subrotina_MOTION classifica os mecanismos, origi 
nais e cognados, de acordo com o critério de Grashof. 

As subrotinas MOVE l, MOVE 2 e MOVE 3 estão relacio
~ nadas ã utilizaçao do traçador de gráficos para desenhar asi cübi 

cas. - 

O diagrama de fluxo apresentado na figura l preten 
de mostrar a estrutura lõgica do programa PMS modificado. 

O programa PMS modificado reconhece sete casos de 

5PMS. Esses casos são mostrados a seguir:
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PPPPP 

PPPP-P 

PPP-PP 

PPP~P-P 

PP-PP-P 

PP-P-P-P 

P-P-P-P-



trada de dados no programa SIMAPM. Para cada problema, todos 

A seguir sao apresentadas as instruçoes para a 
~ ~ 

cartões devem ser repetidos. - 

inteiro 
Um asterisco no número da coluna indica formato 

eE 
os 

.CARTÃO 
COLUNAS

E 
FORMATOS 

DEFINIÇÃO VARIÃVEL 
LIDA

l l a 2* Número de problemas a serem re 
solvidos- N PROB

2
\ 

l a 2* Número do caso PMS N CASE

3 l a 10 1.0 se forem especificadas pg 
sições sobre a reta. 
Para todos os outros casos,dei 
xar em branco. GOSTLN 

ll a 20 Controle de impressão dos, re 
sultados. Colocar 0.0

v 

TRACE 

21 a 30 1.0 para saída em formato F. VARÊMT

4 l a 10 
ll a 20 

Abscissa do ponto E 
Ordenada do ponto E 

UE 
VE 

l _ 

21 a 30 
31 a 40 

Abscissa do ponto F 
Ordenada do ponto F 

UF I 

VE 

41 a 50 
51 a 60 

Abscissa do ponto OE 
Ordenada do ponto OE VoEA“
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CARTÃO COLUNAS
E 

FORMATOS 
DEFINIÇÃO VARIÃVEL 

LIDA

5 
até
9 

l a lO Valor de ag £=0,l,2,3,4 HANGA 

ll a 20 Valor de Bl £=0,l,2,3,4 HANGB 

21 a 30 Valor do parâmetro angular 
yj, em graus. j=0,l,2,3,4 P (5) 

10 l a 10 
11 avzo 

Valores de abscissa do polo 
Ordenada do polo l 

l Upi 
Vpi 

21 a 30 
31 a 40 

Abscissa do polo 2. 
Ordenada do polo 2. 

UP2 ` 

VPâ 

41 â'5o Valor do parâmetroan, 
Ponto que divide um segui- 
mento FP numa razao dada, 
para posicionar OF sobre FP -m 

ll 1 a 10 Valor inicial de y para o 
traçado da cübica. STARTY 

ll a 20 Incrementos de y STEPY 

21 a 25* Número de valores de y a 
serem usados no gráfico da 
cübica. ` ` NOYYLS
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APÊNDICE 2.. 

CURVÃTURA E RAIO DE CURVATURA 

Seja AB a trajetõria de um ponto E e representado 
por S o comprimento do Arco AE (fig. l) ao passar da posição E ã 
posição vizinha E' o ponto móvel descreve um arco de curvatura elementar 

AS. '

V 
V B

_ 

éš 
` É 

_ 

Bv
. 

OENÊ A0 EAV 
_Í^V '

Q Ô \{'àA'f ' 

V 
Au 4

- 

_ 

41 
_ zo U M N ç 

0 u u -' 
A _ 

ng. '1 FW-2 

Seja EQ e tangente ã curva em E e E'Q a tangente em
~ E'. Representando por W a inclinaçao da tangente em E, podefse rg 

` ~ presentar por w + Am a inclinaçao da tangente em E', dizendo que 
a inclinação da tangente sofre um incremento Am quando o ponto de 
contato descreve um arco AS. Traçando, enfim, as perpendiculares 
EOE e E'OE às tangentes em E e E'; o ângulo formado em OE ë igual 
a A¢ (no quadrilãtero) EQE'OE, o ângulo em OE ë suplemento do ãn 
gulo oposto formado em Q. _
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A maior ou menor variação do ângulo AW em relação 
a um dado acréscimo AS do arco, indica uma curvatura mais ou me 
nos acentuada nas proximidades do ponto E. 

Chama-se de curvatura média Km relativa a um arco 
elementar AS, a razão de variação do ângulo em relação ã varia 
ção do arco S, a saber: 

_ AW Km* As 

O limite desta razao incremental quando o arco AS tende a _zero, 
dã a derivada de w em relação ao arco S eië por definição, a 

curvatura no ponto E;;e escreve-se: 

lim AW dw s 

K = -- = -- (l) AS+o AS ÕS 

O recíproco da curvatura K se denomina o raio_ de 
curvatura no mesmo ponto e se representa por p: . 

'

. 

. As as =11<=1 __=___ 2 o / 1m M dv () 
As»o 

REDUÇÃO A COORDENADAS CARTESIANAS 

Dada a equação da curva . 

V = f(U) 

Sejam (UE,VE) as coordenadas de E e (UEfiAU, VE+AV) as coordena 
das de E' (fig. 2),
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de modo que os incrementos AS do arco e AW da inclinação da tan 
gente, correspondam os incrementos AU e AV de UE e VE respectiva 
mente. ' ` 

Introduzindo o incremento AU na razão incremental 

AS, cujo limite define o raio de curvatura, pode-se escrever a 

identidade: 

As = As AU* 
Au» 

_ 

AU Au» 

Estas razões incrementais tem por limites as deriva 
das de S em relação a U e de U em relação ad›, na pressuposição 
de que S seja função de w por intermédio de U; desde: 

Q = as = as ~ au 
âzp au au» 

ou ainda: 
_ 

¿ ds 
O = ds = dU (3) 

aw dw
A 

du 

Concebendo ambas as variáveis S ew como funções de U e lembrando 
a regra de derivação de funções inversas. Resta calcular estas 

duas derivadas, relacionando-se â equação da curva. 

Uma vez determinados os valores de -Ê§- e -gil e dU dU 
substituindo em (3), resulta: ` 

+(l + V'2)3é 
VII

_ 

que exprime o.raio de curvatura em função das derivadas de 1? e 

. . ....‹........-.‹....
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2? ordem da equação da curva. Assumindo o raio de curvatura como 
um número essencialmente positivo,convenciona~se tomar, em cada 
caso, o sinal da expressao irracional de acordo com o sinal de V" 
toma-se inicialmente o sinal positivo do radical Vl + V'2, to, 
mando V" em mõdulo, escreve-se: 

0:*-~2 (1 * V' ) 
(5) 

|V"I 

CENTRO E CÍRCULO DA CURVATURA 

O raio de curvatura de uma curva em um pontoEKUEA@Q 
ë um segmento EOE = p da normal ã curva neste ponto, do lado con 
cavo da curva (fig. 3). 

V OE (UQENQE) 

D p
b 

t N *e(u ¿ ) 

O O U
› 

Hgä 

-6 šz-_-__ 

O ponto OE assim determinado se diz o centro de cu; 
vatura da curva no ponto E. Conhecidas as coordenadas de E e o 
raio de curvatura p, podemos obter as coordenadas do centro de 
curvatura. Com efeito, sejam UQE = OD e VOE = DOE estas coordena
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das; pelo ponto E traça-se EN perpendicular a DOE, formando» l o 

triângulo retangulo E OE N, cujo ângulo em OE ë igual aw , de mg 
do quep0d€-Se escrever: 

UOE = UE - p senw 

VOE = VE + 0 cosw 

e as coordenadas do centro de curvatura serão 

V' (1 + .v'2› 
U _ UE ------- OE '_ 

_ Vu 

V _ (l+V'2') 6 VOE - VE + --Ç:-~ ( ) 

OBSERVAÇÃO: Quando V" > 0 resulta VQE > VE,isto ê, o centro 
ã 

de 

curvatura está acima do ponto E e a concavidade da curva está vol 
tada para cima, quando V" < O e VQE < VÊe a concavidade está vol 
tada para baixo. ' 

Dá-se o nome de círculo de curvatura ou círculo os' 

culador da curva no ponto E ao círculo de centro OE(UOE,VOE) e 

raio p = OEE. Resulta imediatamente desta definição que a equação 
do círculo de curvatura ê

A 

(U - UOE›2 + d‹v - v0E›2 à 02 
_ ‹7›
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APÊNDICE 3 

A EQUAÇÃO DE EULER-SAVARY E O CÍRCULO DE INFLEXÃO 

Para determinar a curvatura da trajetória traçada 
pelo ponto do acoplador E uawse que ter ou: 

VEZ 
'

z 

a) Acentripeta = -š- (metodo indireto). 

b) Usando o método direto que consiste na aplicação da equação 
de Euler-Savary. H 

i
' 

Considerando a cinemätica instantânea conforme a 

figura l, onde üäwse o ponto E, sua trajetõria, seu raio de cur 
vatura e sua velocidade. 

óü 
E no 

A 
«.«›.,¬,.,V - - ,..,. Jun 

~ P 
fl`\ §\ 

\ 
Os 

‹¡ ‹3 

Fig.1.-Ormxnmism>artkmlak›cano 
pmmo(E)doaaxú&br
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Considere o movimento do ponto E, ligado ao centro 
do mõvel, a figura 2. 

O centro de curvatura instantâneo está em OE, se E 

desloca~se para E' girando o centrodo mõvel de ÔW. 

TANGENTE

N 

.E' 
'z' 

-\

O 
Çm 

cEr¿s41g2oEnlp *vz _, 

, 1,, _ ___:_ 4 ,, .,z,¡\z ‹.‹.\›¿_
' COMUM 

cENTRooo ~ 
* 

.W

« 

HXO 

Fig. 2 - O movimento do ponto do acoplador do centrodo mõvel. 

Assim os triângulos semelhantes 

fornecem, 

A oEPs e A OEEE , 

OEE EE' 
OEP PS 

ÔW 

rOE ~`rE = rE ÔW 
= rE . ôt 

rOE ôX.sen O%öE) ôX.sen W
ÊÉ
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' [t -Êí_ = _ÊÍ- = W Velocidade angular de Para 
I 

ôt dt 
barra mõvel 

Lõtzo 
u 

_Êš_ = _Êš_ = Vp Velocidade do polo õt `t _ “ G 
' (Centro instantaneo) 

. 
rOE`rE' _A w w_ - "-”“_-___ ' °*”“*“_"““ -~,= Constante, para uma V rOE . rE Vp .sen W vp N dada posiçao. 

_ W 1 C d d -- = ___ = onsi eran o vp d Cte 

1 _ tl = 1 Equação de Euler-Savary 
rE rOE d sen W

_ 

Se OE tender para o infinito tal que a trajetória de E torna-se 
uma reta, ~ 

ro m l _ lp = l 
E rE w d sen W 

onde rE = d sen W 

O que *fornece um círculo de diâmetro d, passando por P, Cha 
mado de círculo de inflexão, conforme a figura 3.
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/ 
n 0E°¢ 

J
V 

av E 

d 
g Q/.ówmw 

'Y .

P 
t

‹ 

Fig. 3 - O ponto (E) de raio de çurvatura infinita 
sobre o círculo de inflexão 

Todos os pontos ligados ao centrodo mõvel e sobre este círculo es'
~ tao instantaneamente deslocando-se sobre linhas retas. 

Pontos dentro do círculo possuem curvatura - convexa.í 

Pontos fora do círculo possuem curvatura ~ cõncava 

A figura 4 apresenta o ponto E com seu raio de curvatura finito. 

O . 

n E 

JE 
d E 

Y “ 
\ 

r
1 

P 
p 

re 
k 

OE 
JE 

Fig. 4 - O ponto (E) de raio de curvatura finito ' 

dentro do círculo de inflexão



84 

~ ~ ` A seguir apresenta-se a deduçao das equaçoes de 
Euler-Savary sob outra forma. ' 

PJE = d sen W 

então 1 - } = 1 

rE rOE rJE 

1 1 _ 1 Our " 
.

" 
PE POE PJE- - 

->_ ->_ :- _ rE-1>E- EP? 

>_ >_ _ > roE - PoE - EP>+ EOE 

-~> --> --> 
PJE - -EP + EJE 

-1-. 1 1 
_ _ U -E EP EP f UOE P + EJE 

que fornece 

EOE . EJE = (EP)2 outra forma de expressar a 
. tequação de Euler-Savary. 

Supondo uma série de pontos A,B,C,D,...N sobre a reta r na figura 
5 os centros de curvatura das trajetórias OA, OB, OC, OD ... ON, 
se obtêm fazendo a aplicação da equação de Euler-Savary.



‹ 

. Â u 

OD O1

d 

~. .. *` 

f: 
` _ 

a- * 

fi O 
V ., K CF 

. OL › 

O vv.. oa oM K0 _ 

0A,|_ 

if 
(0(-_ÀM)¢g 

Fig. 5 - Os pontos A, B, C, D...M e seus centros de curvatura 
OA, OB, OC, . . . OM obtidos pela aplicação da equação 
de Euler Savary. .
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As seguintes observaçoes se deduzem sem dificuldade 
da equação de Euler-Savary. V 

_

` 

l. A equação de Euler-Savary representa uma relação 
entre quatro pontos alinhados, E, P, OE, JE e três distâncias EP, 
EOE, EJE.

A 

Quando se conhecem três pontos ou três distâncias, ê possível de 
terminar a incógnita restante. Onde: ' 

E = ponto do plano mõvel 

P = polo, ou centro instantâneo de_rotação 

OE= centro de curvatura da trajetória do ponto E V 

JE= intersecção da reta r com a circunferência de inflexão. 

EP= distância do ponto E até o polo P.
. 

. z 

EOE= distância do ponto E até o centro de curvatura do ponto E, 
ou seja OE. 

EJE= distância do ponto E até o ponto JE. 

2. (a) EJE e EOE devem ter sempre o mesmo sentido 
com respeito a E, qualquer que seja a posição de E, ou seja, isto 
estabelece que OE e JE estao do mesmo lado de E. 

(b) Já que OE e JE deverão estar sempre do mesmo lado de E, se o 

ponto E está dentro do círculo de inflexão a curvatura será 
convexa para quem olha de P, se o ponto E está fora do círcu 
lo de inflexao a curvatura serã cõncava olhando do mesmo P. 
Conforme a fig. 6.

A

`



q 

c 

q

E 
'R n 

. 

_ 

""'\-,E
_ ra, OE r 

, 

À I 

'JE d 

a JE 

,P 
*M

f 

VFig;'6 - A.trajetõria convexa ou cõncava ara o ponto E. 

(c) A equação P; 
= ;` ~ 

Pê E E E 

ê aplicável para 'E' compreendido entre 'JE' e 'P' e, para 'E' 

compreendido entre JE e m por 

p1_=p1 _1 
PJE POE PE 

e para qualquer posição de 'E' ë aplicável a equação: 1:1¿1' 
PJE PE POE 

3. Estas três equações podem ser observadas, quan 
do para valores de 'd"e"¢' dados, Rosenauer realizou a constru
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ção de uma hipêrbole equilatera (fig. 7) 

xy - PJEX - PJEy = O 

ao fazer: EP = x 

EOE = §‹;+y 

na equação EP2 = EOE . EJE 

onde para se obter EP e EOE - EP se procede do seguinte modo: 

Leva-se a partir de 0 a distância OM = EP. 

Traça-se uma perpendicular por M, obtendo-se E sobre a reta e O 
sobre a hipërbole. 

J_=J___L 
PúE.PE -PoE 

-O-°( _|_=-_ 
| | | 

'”~'z z=T=W“'¢›E 
E E 

m3; 
3-

e '< 

E O 
,Â 

PEV 
° E 

_ , .i 
- 

. 
LINHA DE-J 

. 

` 

" 
:z 

~ 
. i 

- ú o r 

__‹ m_ ¡M" z 

pmz ,Q _ VM uNflAoE¿¿ X a 
' O 'L 

0 d PE " ° \ E 
.° 

1

; 

° 

O 
KI

› 

E n 

« O
E 

Í ú -¿<_ 

Fig. 7 - A hiperbole equilâtera.
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4. Se os pontos se encontram na tangente ft' do cen 
tro instantâneo P, então os centros de curvatura se encontram em 
P, conforme a figura 8. 

, h 

CM 

c( 
Pi 

)^ )B 1

0 
cF ,OC 

Fig. 8 - Os centros de curvatura no polo para 
os pontos sobre a tangente t. A 

As trajetórias descritas por P; tem raio de curvatura nulo, o que 
significa a formação de uma cúspide na trajetória gerada. 

5. O lugar dos pontos do plano mõvel cujas trajetë 
rias tem o centro de curvatura do infinito ë a cirdunferência de 
inflexão. O lugar de centros de curvatura, no plano fixo, que cor 
responde a pontos de distância infinita ë a circunferência cuspi 
dal, conforme a figura 9. “



: 
F ef 

11 

,E 
_ 

CIRCUNFERENCIÂ DE INFLEXAO

Í 
tJ;hñ_ 

to CIRCUNFERENCIA CUSPIDAL 

ÔF Y..~ 

Fig. 9 - O ponto (E) e (F) de raios de curvatura infinitas 
eia circunferência cuspidal e de inflexão.



COMENTÁRIOS ÃS EQUAÇÕES DE EULER-SAVARY 

A subrotina PISEP, para verlflcar se os pontos E 

e 'F' satisfazem as equações de Euler-Savary, se vale da segulnte 
restrição: 

"Os pontos 'OE' e 'JE' 

outra forma, os segmentos EO e J devem ter o mesmo sentldo 

Esta restrição ê satisfelta para o ponto 'E' se forem obedecldas 
pelo menos uma das seguintes condlções 

l. TXEJE 

TXEOE 

2. TXEJE 

TXEOE 

3. TXEJE 

TXEOE 

4. TXEJE 

TXEOE 

devem estar no mesmo lado de 'E', ou,

>

>

<

<

>

<
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onde TXEJE = XE - XJE 

TXEOE = XE - XOE 

Para isto, como os pontos E, OE, JE, são definidos 
em relação ao sistema de eixo UV eles sofrem uma transformação de 
coordenadas envolvendo rotação e translação, do sistema UV para o 
sistema de eixos XY, dada pela equação: 

XE = (UE - Uéí) cos (GGAMA) + (VE - VP1). sen (GGAMA) 

para o ponto 'E' ê similarmente para OE e JE, 

onde E (UE, VE) 

P (UP1, VÊÃ) 

®=GGAMA 

onde: 'E' ë_o ponto analisado, (definido para 3PIS). 

P ë o polo origem do sistema XY, (definido em 2PIS). 

9 ê o ângulo que o eixo dos x faz com o eixo dos U do sis 
tema de eixos UV (definido em 3PIS). 

"De modo semelhante deve ocorrer para o ponto 'F', para que o mes
~ mo, satisfaça as equaçoes de Euler-Savary.
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APÊNDICE 4 

TRANSEORMAÇÃQ ENTRE Dois SISTEMAS DE REFERENCIA 

No sistema especial de referência ê o movimento do 

polo P, que define (a,b) e a transformação dã-se em duas partes: 

~ ~ 
a) Uma rotaçao e translaçao para definir o polo P no sistema ge 

ral de referência UV. A rotação dos eixos de UV para os de XY 

ê 9. As coordenadas do polo P para as posições £=0,l no siste
~ ma UV sao: definidas pelo par (U?¿, VP1), que ë mostrado na fi 

gura 1. 

vi 

Upi ~ze E ~ zw

V

P
V Pi Qz 0,: 

._ gs 
iU 

Fig. l - As coordenadas do polo P (Upl, Vpl) no sistema 
geral de referência UV, na posição l==O,l
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b) Uma transformação de coordenadas do sistema geral de referên 
cia para o sistema especial de referência aplicada ao polo; de 

P(UP1, VP1) para P(X,Y). Quando o plano mõvel formado pelos ei 
xos u e v se desloca da posiçao inicial finita £=0, para a po 

~ 4 ~ siçao enezima n~4 e sofre uma rotaçao finita Yn o valor desta 
rotação finita xiê igual em ambos os sistemas e os eixos x e y 

~ ~ sofrerao a mesma rotaçao, portanto Y - ¢ - y, assim quando o n n u V 

plano mõvel vai a posição 2=4 o polo como ponto deste plano má 
. vel passa para cima nova posição ou seja, as coordenadas de P 

para 2=n=4 no sistema fixo UV de referências serão dadas por: 

UPq'=.UÊ1 x cos Y» - VP1 sen yr + ai 

VPM = UPi x sen yr + VP1 cos Y» B4 

._ ' Na figura 2, ve-se este deslocamento do polo da pç 
sição (UPI, Vbl) para a posição (UPH, Vbk). 

Y Q '7 X V 
v × ~,z×*/ 

i v4 z/// i 

.G P ///'/ U lí V 

V 

_ -4 
u

V 

_ Du=ÂU;Plr\._ _____ __~- V ¢4 bn” YWY4 

ÊÊ 

13 

:ãí 

Tƒí à
. l \ \ \\

_

\

9 E 
-__:ág__ J>

W 

\ /, \ z/,, 
i ,/ 

V = 

_ pl: 1___,_-_ __f-- --.› s s 

' U 

Fig.2- Coordenadas do polo (P) no sistema UV na posição l=4
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A figura 3 apresenta geometricamente todos os ele 
mentos da equação das coordenadas do polo na posição £=4 em rela 
ção ao sistema UV. ¿ 

V ̂  “P4 
,I 

P ///////,Vb¡.C0$jQ% 

.¿fl.” %NI|" z 'gffiääig 

_ up!.sen¡«4 

.:> 
\Ô ¿

Í 
VM 

4? 

V ... 

_ 

_ U 

Fig. 3 - Demonstração geoêtrica das equações de ak e gr _ 

As coordenadas do polo na posição 2=4 no sistema XY 
sao dadas por: 

a4= (UP¿ ~ UP1) cos 9 + (VPQ - VP1) sen G 

b~=~(UPQ - UPI) sen 6 + (VPH - VPI) cos O 

Na figura 4 tem-se a transformação de coordenadas 
entre dois sistemas de referência (caso PPPP-P)
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r TRAJETQÊA Do Poto i lf'mÀúETo”R:A no 
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ã 

~ 
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m 

Q 

>_
U 

Fig. 4 - Transformação entre dois sistemas de referência (caso PPPP-P)
_ 

, A figura 5 apresenta a demonstração geométrica das 
equações_de ar e br quando o polo se desloca para a posição £=4 

como ponto do plano môvel x, y.

' 

\\ 
'fa 

O' 
r «gt , 

A” 
V\ÍA 

ig ¶;( k 

“$ 

Ybã 

UM: “D4 geo/xMA V V

l 

P4= p4 
. p

ã 

V UP|=“a@› d 

_ 

_ 

_ 

VP!-=vp¡. 

u . 

L i'-f'-_-° v Ú» ' ' 

r 
~#ruçt 

Fig. 5 - Demonstração geomtrica das equações de a4 e b4
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