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Funcdes da equacdo do movimento na forma

de diferencas finitas

Coeficiente de friccdo local, adimenslI£

nalisado.

Termo na equacdo do movimento dado por
GAD

Fator que aparece nas equacles do movi -

mento em coordenadas curvilineas, dado
por: (R(x)/R(x)+y)
Fator de forma ( 6* / 0 ).

Constante da hipdétese da Viscosidade Tur®

bulenta,

Comprimento de mistura.

Maximo valordej

Raio local da superficie curva
Tempo.

Tempo total.

Velocidade do escoamento potencial.

Velocidade instantanea na direcdo 1.
Velocidade media na direcédo 1.

Flutuacdo da velocidade na direcgdo 1.

Velocidade de friccao

Flutuacdo da velocidade na direcdo vertical

Velocidade média vertical.

Velocidade normal transformada.



Coordenada vertical.

Coordenada vertical transformada

Espessura da camada limite.
Viscosidade turbulenta.
Critério de erro.

Constante de Von Karman (0.42)
Viscosidade dinémica.

Viscosidade cinematica ( —H_ )
p_

Coordenadas adimensionais

Densidade
Tensor (y -]y m+ (-p u*v* )

Tensor turbulento.

Tensor laminar ( vy )
3y

Pressdo de estagnacéo

Borda da camada limite

Notacdo tensorial: denota direcbes parale

la a superficie com a mesma direcéo do

Cy _\'L)-*

fluKo, normal a velocidade, paralela

superficie mas normal ao vetor velocidade.

Afastado da parede
Perto da parede.
Na parede.

Para u igual 0,98999
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0 objetivo deste trabalho foi calcular a camada
limite turbulenta em superficies curvas em regime permanen-
te. Isto foi conseguido partindo-se das equacdes de Navier
-Stockes e da equacdo da continuidade, para um sistema de
coordenadas curvilineas.

Devido a natureza aleatdéria da turbuléncia , a-
plicou-se um tratamento estatistico ao sistema de equacles.
Em conseqlencia desse tratamento apareceu nas equacles de
Navi_er-Stockes um tensor turbulento que tornou o numero de.
varidveis maior do que o0 numero de equacgles. De modo a con-
tornar esse problema foi adicionada uma equacdo, modelo ma-
temdtico para o tensor de Reynolds.

0 modelo matematico do tensor e composto de

duas equacglBes para a viscosidade turbulenta:

uma para a regido prdéxima da parede e outra para a re -

gicao afastada.

A camada limite turbulenta foi calculada numer”
camente, por diferencas finitas, usando um sistema de grade
variavel, de modo a ter pequenos incrementos perto da pare-
de.

Inicialmente foi reproduzido o calculo da cama-
da limite da placa plana, fazendo-se o0 raio de curvatura
muito pequeno. Em seguida foi testado um canal com pequeno
raio de curvatura, cujos resultados foram excelentes.

Para se 1iniciar o calculo, necessitou-se dos
perfis de velocidade 0”v e de Uoo (x) , da espessura da c”
mada limite naquele ponto e da velocidade de friccgdao.

Veja no apendice (C) os resultados obtidos nos

calculos dos parametros u,u”,v, £ e CFf.



CAPILTULO

INTRODUCAO

0 estudo da camada limite, devido a importancia de
suas aplicacbes na aerodinamica de navios, avides, foguetes
e, também na transmissdo de calor, vem desde o comeco do sé-
culo despertando a atencdo de muitos pesquisadores. Renoma -
dos cientistas de cada época vem emprestando suas colabora-
cbes a eadse ramo da mecanica dos fluidos.

No estudo da camada limite definiu-se tres regides
distintas de pesquisa: regido laminar, transicdo e turbulen-
ta.

A regido laminar foi a mais atacada inicialmente |,
devido a maior possibilidade de tratamento matemdatico. Gra -
cas a isto, existe nos dias a:tuais, grande quantidade de pr£
blemas resolvidos nessa darea, publicados em livros tecnicps,
e revistas especializadas.

Nas outras duas regides, o0 aparecimento de termos
adicionais nas equacdes diferenciais nao linerares, torna o
problema de dificil solucdo analitica. Particularmente a re-
gido turbulenta, objeto de nosso estudo, alem da ndo lineari”®
dade das equacbles hd a caracteristica aleatéria do movimento.

Paira se resolver o problema da camada limite turbu
lent™a:_usa-se definir as varidveis, u e v como sendo somas de
uma velocidade media mais uma velocidade de flutuacdo. Isto
envolve o aparecimento de novas variaveis nas equacles.

0 caradter randdmico do movimento suscitou a idéia
de ser dado um tratamento estatistico &s equacgbes. Aplicou -
se entdo uma média em-relacdo ao tempo ds equacdes do movi ---
mento e da continuidade. Em conseqléncia dessa média apare-
cem nas equacdes de Navier-Stockes um tensor turbulento cu-
jas componentes sdo as imédias dos produtos das velocidades
de flutuacéo.

Quanto & forma ndo linear das equacdes” ndo se po -
de alteréa-las uma vez.que descrevem um fenomeno fisico. En -

tretanto em relacdo ao tensor turbulento h& duas maneiras de



.ae -contorjiar ,esse. problema: tentar _r_elacion_ar_D;” “n.sor___ de_
Reynolds a velocidade média por uma relacdo empirica ou ex-
perimental >*>desenvolver uma equacdo para o tensor turbulent
to ou para algumas de suas componentes. _ )

Quem teve a ideia de relacionar o tensor a velo-
cidade :média por uma relacdo foi Boussinesqg, que fazen
do.uma analogia com escoamento laminar, definiu o tensor
turbulento como o produto da taxa d.e variacgao da velocidade
na direcdo perpendicular ao escoamento por uma viscosidade
turbulenta. Contribuicdes 1importantes usando Boussinesq for-
ram; a teoria do comprimento de mistura, de Prandtl""nn e

da similaridade, de Von Karman/~Ann,

Nesses ualtimos 20 anos foi apresentado um vasto
numero de trabalhos propondo modelos matematicos para 0
tensor de Reynolds, dando grande- itnpulso a pesquisa da cam”

da limite turbulenta.

Quanto a outra opcao, a.técnica consiste em ob -
ter equacdes derivadas a partir das equagdes de Navier -
Stokes. Isso aumenta o grau de dificuldade do problema
uma vez que a cada nova equacdo adicionadas ao sistema, au-
menta o nUmero de variaveis do problema. A.menos que se con
siga maiores informagcbes sobre o escoamento, nao.se podera
obter solucdo por esse caminho porque esse processo intro -
duz novas varidaveis no problema de tal forma que o nUmero
de.variaveis é sempre maior que 0 nUmero de equacdes. A es-
se tipo de comportamento é tradicionalmente chamado de "pré£
blema de fechamento™.

0 uso do computador, trouxe grande impulso para
a pesquisa da camada limite turbulenta, permitindo a solu -
¢cdo dos sistemas de equacOes diferenciais ndo lineares ana-
liticamente insollveis, por métodos numéricos. 0 congresso
internacional "Computacdo da camada limite turbulenta”™ rea-

21) . . .
veio confirmar a im-

lizado no ano de 1968, em Stanford
portancia do computador na area de turbuléncia. Os métodos
numéricos foram classificados ge acordo com a forma" das

eqyacdes que governam o fenomeno fisico.



Método diferencial: 0 sistema é composto de equ”

¢Oes diferenciails parciais.

Método integral: Cujo sistema é formado por equf
¢bes diferenciais ordinarias, deduzidas a partir da integr”®
¢80 das equacdes fundamentais, na forma diferencial,dd cam”

da limite.

Para uma d"escricao detalhada desses métodos ver

Schlichting.

0 presente trabalho faz parte do esforgo do
Prof .-Pereira H.V. para desenvolver aqui no Brasil, um métoi
do de calcular camada limite turbulenta para superficies
planas e curvas, usando o roetodo"diferencial. Na resolucéo
do sistema de equacOGes Tfoi usado o programa desenvolvido na
tese de- doutorado do referido professor(14), fazendo-se as
devidas modificacdes para trabalhar com as equacdes no sis-
tema curvilineo e, algumas outras mudancas necesséarias as

caracteristicas do problenma,.

Até o momento, em relacao a superficie plana ,
ndo foil muito grande o nUmero de trabalhos publicados na a&-
rea de tutfbuléncia em superficies curvas, o que tornou recom

mpensador o esforgco empregado na tese.

Esse trabalho ndo poderia ter sido feito sem. a

vali.fs;.a.,..aj.uda de publicagbes como:

Wattendorf, F.L., 1934 ~"3) ~ Estudo do efeito de
curvatura no escoamento turbulento. Nessa pesquisa o0 autor
investigou experimentalmente a distribuicdo da velocidade

turbulenta em canais, e tubos finos de secdo constante.

(12), Efeito da supef

Roddam Narasinha e S. Kojha
ficie curva longitudinal nas camadas limite. Nesse trabalho
foi usada a técnica de perturbacdo de Von Dyke que expande
em série de Taylor as variaveis u e v. A equacdo diferencial
de ordem Zero t.em pouca influencia no efeito de curvatura,
sendo resolvida separadamente. As outras, sdo reduzidas por
uma analise de similaridade & equacgfes diferenciais que séo

resolvidas, por métodos numéricos utilizando o computador.



-Cebe”ci 1971-(6) ,-JEfe.ito__de ~trans icdo. para ca
madas limites turbulentas em superficies curvas. Nessa pés -
quisa Cebecci usou a equacao do movimento e um modelo matemd
tico "para o tensor de Reynolds composta de duas "equacdes :
Uma para a regido proéxima e outra para a regido afastada da
parede. As equacbGes foram tomadas em coordenadas planas, ape_
nas sendo corrigido o efeito de curvatura para a equacao do

tensor turbulento.

Dvorak, F.A., 1972 (8), Calculo da camada limite
turbulenta e jatos de parede, para superficies curvas. Dvorak
usou a equacado do movimento e da continuidade em coordenadas
curvilineas, tomando como modelo do tensor de Reynolds a e -
guacdo da hipdétese do comprimento de mistura, modificada por
Van Driest™”\ para a regido proxima da parede, e a equacao
desenvolvida por Wygnask e Fiedler para a regido afastada da
parede, em coordenadas planas.

So, R.M.S e Melor,G.,1972 ~~, Experimento sobre
os efeitos da curvatura na camada limite, turbulenta.

Nesse trabalho foi investigado experiméntalmente a camada li-
mite turbulenta em superficie convexa, com raio de curvatura
vari ave 1.

Patankar, S.V.; Prap, V.S. e Spalding, D.B. .

1975(13), Predicao do fluxo turbulento em tubos curvos.

Primeiramente foi adotado um mdelo simples do tensor de Rey
nolds usando a hip6tese do comprimento de mistur.a(Nikuradse )_
que nao concordou com os dados experimentais. Diante disso

foi adotado um modelo que relaciona o tensor & energia ciné

tica e a taxa de dissipacdo (Launder e Spalding,1972).

So R.M.S.,1975~ obteve uma equacao para o ten -
sor turbulento em funcao da velocidade média, da rotacao é
da escala de comprimento da turbuléncia. Para fluxos em super®
ficies planas e um escoamento irrotacional essa expressdo re-
cai na equacao de Prandlt para o tensor turbulento, onde 0
comprimento de escala tem o mesmo significado do comprimento
de mistura. Baseado na hipo6tese de Boussinesq, deduziu para
superficies curvas uma equacao para o tensor de Reynolds se -
melhante a que estamos utilizando no presente trabalho sem ,

entretanto®, wusar nenhum modelo matematico para a viscosidade



tirFuTenta a fim de resolver o sistema.

Pereira, H7V., desenvolveu um-me todo numerl
CO, rédpido e econdmico, para calcular a camada limite turbu-
lenta, utilizando-se de modelos matematicos para o tensor
turbulento, em funcao da energia cinética turbulenta e da ta.
xa de dissipacéo.

Pereira, H.V.,1973~~" aplicou a hipoOtese da
similaridade de Von Karman para escoamentos turbulento a fim
de desenvolver uma regra de determinacdo da viscosidade tur-
bulenta, em relacdo ao comprimento de mistura, para superfi-
cies curvas.

0 Presente trabalho visa obter um metodo numéri-
co para calcular a camada limite turbulentaem superficies
curvas para escoamentos 1incompressiveis. Baseado na hipdtese
de Boussinesq tomamos um modelo para a viscosidade turbulen-
ta composta de:duas equacoes, a primeira é do comprimento de
mistura modificada por Van Driest™” para a regido proxima
da parede, e a segunda para a regido afastada. O sistenma,, a
ser desenvolvido foi composto pelas equacBes do movimento, e
as relacbGes para o tensor de Reynolds, todas transformadas

para o sistema de coordenadas curvilineas.



CAPITULDO 11

FORMULAGAO®" DO PROBLEMA

2.1. Situacdo tedrica do problema

No regime turbulento aparece nas equacdes da
conservacdo do movimento, diferenciais parciais nao i -
neares, um tensor turbulento. 0 aparecimento déste" ten -
sor torna impossivel o calculo da caidiada limite tirbulen”
ta uma vez que o sistema composto das equacdes da camada
iimite e continuidade, tem mais“Variaveis do que 0 nume-
ro de equacgdes. Para tomar possivel a solucdo deste sis-
tema obteve-se relagbes para o tensor turbulento relac”o”®
nando-o com o gradiente de velocidade na direcdo da per-
pendicular as linhas de correntes.”

De modo a calcular a camada limTte em super-
ficies curvas féz-se uma transformacdo de coordenadas
nas equacdes de Navier-Stokes de modo que o0 eix0 dos Xx*s
tem a direcdo das linhas de corrente e o0 eixé dos y*s
perpendicular. a x, e Lonsequentemente perpendicular- -as

J .
linhas de corrente (vide figura abaixo).



2.2 - Equagbes de Navier-Stokes

para superficies curvas

As equacbes aqui usadas sao para um Ffluido inbompress”

vel newtoniano. Para o escoamento laminar e permanente temos

m Thompson (22) (pag. 772) , as equagoes :
Equacoes do movimento
Direcao x

9u u L f Ip -2 9™
9x 9y R p 9X 9xn

| 2f2 8u f* dR 9v ~ dR 9u
u + — —+ — y — —
R" R 9 x R dx9x R dx9x

Direcao vy

fu Yoy T2 L9 4y Y
9x yi R P 9y Qy~
+ f2 aVv dR  9v

9x RN RN dx R dx 9x

9%u .

9y

R 9x

four
R 9y

(2.1)
ROy

(2 .2)



Equacdo da icontinuidade

f —A i—t ;v = 0 - (2.3)
8x 3y R
onde
E (x,y) = -— e, (2.4)
R(x)+y

R(x) 1 o raio da curvatura a superficie.

2,3 Equacdes de Navier-Stokes aplicadas ao

-regime turbulento.

As equacbes (2.1) e (2.2) sado tambem vé@lidas pa
ra um escoamento turbulento como equagbes que descrevem as
varidveis instantaned do movimento.

De,acordo com a descricdo do éscoamento médio *

definiremos as velocidades instantaneas como:

u =u + uv~ (2.5)
V =V +.V* <2.6)
P =P
Cc =¢C
onde u é a velocidade -média na direcdo x e u*é:.. a fFlutua -
cdo da velocidade nessa direcdo. Analogamente o0 mesmo se

€))

A média de uma variavel A em relacdo ao tempo ¢é

.4 -~
pode dizer para v. Para uma maior compreensdo ver Hinze

dada por:

T

(T + L) dL (2.7)



Devido ao escoamento ser incompreensivel nao se-
ra considerada a variacdo de densidade dentro da camada 1li-

mite.
Substituindo-se (2.5) e (2.6) em (2.3) teremos:

f_ 9 (U +u*)y+ — — (v + VM) + (v + vi) = 0
3X Oy R
oti ainda,
9x - 9x 9y 3y R - R

Aplicando (2.7) a (2.8) e depois de algumas simplificacbes

ob temos :

gue é a equacdo da continuidade para o escoamento médio em
superficies curvas. Se seguirmos o escoamento com a mesma

velocidade média deste, so presenciamos o0 escoamento pura-
mente turbulento. . -

Temos entao que a equacao da continuidade continua valida

e sera:

- EquacbGes do movimento

Aplicando o mesmo procedimento a (2.1) e (2.2) as equacdes



do movimento nas diregcdes X e vy,

-to,

Direcdo x

fu _99__ + \7 __9_[1_
9x
9u
oy N\ 9y
dR 9u _
dx dx
Direcédo vy
fu 2 g
o:x 9y
2 qu
R 9x
RA dx
(u«v*) -
9x
A deducdo de

2.4 -

(2.11)

sdo as seguintes :

para o escoamento turbulen

LI v Py Su
R 9x 9x”
9V _QB__ V ¥ 1:_/\__ j -
R 9x RN dx R “
9u 2 v u 2f 2.11)
9x ov R
i VS le- 4+ vy
R P 9y A
f 9% T f 9nv fr Y
R 9y RA 9xn R=
dR 9v gy "2
R? dx 9x oy
(2.12)
(v*2 - u"2)
R
e (2.12) se encontra no apéndice (A).

Equacdo da Camada Limite

10



As equacdes de Navier-Stokes traduzem um balancgo
entre as forcas de inércia e viscosidade num escoamento. Tendo
esse Jbal_anco sido fjeito .pararb.. .e~C.0.ameji..to!potencial , na camada
limite, devido as suas peculiaridades, alguns termos dé"ssas e-
quacOés poderdo ser desprezados apés uma andlise de magnitude,
simp-lificando-as . -

De modo a fazer uma analise de grandeza"™ nos ter-
mos das equag¢bes da conservacdo .do movimento e da camada limite
€ preciso definir-se algumas escalas.

Seja a escala na direcdo de x e L2 a escala
na direcdo de y (vide figura abaixo).,

FIG. 2 - Camada Limite

Admitindo-sé que as flutuacbes de velocidade tenham a mesma or-

dem de grandeza pode-se escolher uma escala "i." para as flutua-
¢bes de velocidade da ordem de:

s, .= 0 (\ Nv*n)

A escolha de uma média.geométri ca deve-se & natureza das veloci

dades u" e v", que podem adquirir valores positivos e negativos
ao longo do tempo.
Olhando-se para a figura conclui-se que a rela-

cdo entre L2 e € muito pequena, ou seja:

<« 1 (2.13)

Uma observacéo necessaria., a analise é

11



que sendo R(x) da ordem de , deduz-se numa 1inspecdo em
o fator...f. 1 0 (1) (o.t.deni,,.de .1) g-que-nos lev-a—ain--

da a verificar que

=0 ) (2.14)

Depois das nescessdrias consideracles, far-se-a
agord o estudo da ordem de grandeza das equag¢bGes da conti -

nuidade e de Navier-Stokes.

Equacdo da Continuidade

De acordo com as tonsideracdes feitas acima pode

mese escrever a eq. (2.9) da seguinte maneira:

0(1) . P +0 i— —=-)0 (v) =0
o(Lj™) o(L™) ol IEAN
MultiplicandQ-se por - segue-se que
p(v)
0(1) .Plvi— + + 0(1) =0 (2.15)
0 (v) 0 ~n2n

A equacdo (2.15) nos leva a concluir o seguinte:

0(v) _ <<< 1 (2.16)



Através das eq. (2.13), (2.14), (2.16) e (2.17),
iemosanalisar a ordem de grandeza-de-(2.11) e (2.12) _ob-
tendo assim numa forma mais simplificada das equaclOes em

discussao.

Direcdo x

/ -\
Y 3u fu
3X 3X 8y \3y
(2.17)
3y
Direcdo vy
- F u 1z - - _J_ (v'2) (2.18)
R , P 3y 9y
ou
9p 4 A + T («2) (2.19)
9y R %

Se integrarmos (2.19) em relacdo a y obteremos:

pv*2 + —2— dy

(2.20)



Derivando agora em relacdo a X

SP = dPo _ p A _JL Uy
3X dax 9x 3x R R
(2.21)
Como a ordem de magnitude de e a mesma de 9u*~/3x

que 1 muiti pequena, podendo ser desprezada, e a eq-(2.21)
ficaréa:

3P P- -

dy
3X dx 3x R
(2.22)
Utilizando o teorema de Bernouille poderemos obter o valor
de dPp
dx

Entdo segue-se -que;

3P.
+ -Isl- = cte - u~(:x5
2 p
dUoo(x)
dx
Substituindo-se em (2.22) obtemos:
9P Dog () -——-TuC20) _, - fu gy (2.23)
3x dx 0 R

Introduzindo-se (2.23) em (2.18) chegaremos a equacdo da ca
mada limite turbulenta para superficies curvas para um es -

coamento bi-dimensional.

14
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N =f uai(x) -dTMxI f f i1 dy +
8y dx 33X, ,
f
+ V d o ¢ U - u*v?= (2.24)
sy \ 9y R/

A deducdo de (2.18) e (2.23) estdo no apéndice (A).

2.5. Forma®" gérai do problema

A sollicado do sistema de equacoes abaixo nos per-
mitira obter a espessura da camada limite, os perfis de ve-

locidade ao longo do escoamento e outros parametros impor -

tantes..
y
£ i _ar_ + ; u dy +
9x 9y dx 3x R
+ VvV 8 m- T U - u"v»
3y \ 3y R (2.24)
/=
ou ¥ o, f (2.9)
3X )Y R

Sujeito &8s seguintes condigoes de contorno:

u=V =20 quando y =0

u tende para U» (x) quando y tender para 06 (Del-
ta) .

A titulo de observacdo, R(x) é uma relacdo auxi-
Xiar e sempre conhecida uma vez que é o raio de curvatura *

da superficie no ponto Xx.



2.6 . Investigacdo t~drica sobre a hipdtese de

uraa Viscosidade Turbulenta

0 termo v*u 7 que aparece na eq-(2.24)
turbulento. As novas variaveis V* e (* tornam impossivel a
resolucdo do sistema de equacdes (2.24) e (2.9).

Como ja foi citado anteriormente, uma maneira de
contornar esse problema € a utilicdo da hipotese de
Boussinesq que relaciona o tensor de Reynolds & velocidade
média por uma relacdo. A 1idéia, consiste em fazer uma anal”o
gia com o escoamento laminar, definindo o tensor turbulento
como o produto de uma viscosidade turbulenta pelo gradiente

de velocidade.

2.6.1. Conceito de Viscosidade Turbulenta

Em geral pode-se generalizar a relacdo entre ten

sdo e deformacdo, dada abaixo por:

Cji r “ijKENKE (2.25)

onde dkA sdo as componentes do tensor deformacao de segunda

ordem, 0 tensor D é dado pela seguinte expresséo:

JL x .
D \Y + vV AN
0+ (VD (2.26)

Onde T significa o Transposto de uma matriz.
0 tensor de quarta ordem C nos da o estado de tensdo num

elemento dé fluido.

16
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Trabalhos de Luxton, R.E.; Maton, M.J.; Banner ,
M.L., M.E e Che,E.T apresentam uma discussdo cuja con
clusdo & que a viscosidade turbulenta deve ser um tensor de
quartz, ordem se existir”™ gradiente médio de velocidade no
campo. B

Se assumirmos que a viscosidade turbulenta "e" e
um tensor de quarta ordem, de acordo com (2.25) e por uma
generalizacdo da hipotese de Boussinesq, 1iremos obter o ten

sor turbulento como: e

De &cordo com Thompson(zz) 52V para uma superf?&ie curva se

ra:

/ \
vw= ix X +F - xyomx - By ix Lo+

9x R / o~ ~9x  ~ ~ R
ix 1y + —iy 1iy (2.28)
9y 9y
:lntroduzindo-se (2.28) em (2.26) teremos que D seri dado
por:
f Qu ~ TV 1 ~Novy _ fu ~
9x R 2 9x R 3y

9X m R 9y 9y

17



Baseados em (2 .31),(2.14) e

crever ;
= 0(1) -+ 0 (v).0(—"—)
8X R o(L")
A0 ()0 ("2) g g 8y " . fu
o(L") 3x ~ R
0(1)0 (V) o(i)0 (-1__) , -
o(L™) 0(L2)
- o(u) + 0(-0)
o(L") 0(17)
av o(v) "~ 0(u)o(r2) ~ Q(w
3y 0(L2) P(Lj™)O0 (L2) 0 (L-2)

Baseado.”na equacao (2.24), a uUnica comptinente de que
...aparece ¢
L L %
mpvu g p£—xjkm d’km
-pv - = e d 2e d + e d
Xyxx. —XX XYyXy Xy Xyyy -yy
(2.30)
Combinando (2.30) com (2.39) teremos:
-pu*v= = p e mf dii—+ £72— + £
3X R
£ 3i_ —.iL. =~ e e —aL-— (2.31)
.+ 3X EA 9y 9y
2.6.2. Analise da ordem de grandeza dos termos

(2.16) pode-se es-

0(1) — +

o™

8y

0(i)o-"2)o0 (@
oCL,)

18



19

De acordo com (3.7) podemos escrever

0(1) 0(«)0( 2) / 0Ch)Q<u)Q(nr2n ) +
o(L™) o(L™) o(L™) o(Li)
0(i) 0 (i) (2.32)
o(L2) y 0(Li)y

0( "2)0("1)
0(u)

Multiplicando~se (3.8) por varaos obter:

0(1) 0(*2) ~ 0(*2) \ A~ /0(1)0(™J.)
0(L™) ofLr)  j N oM

- o(L?) + oL+

+ 0(L2) (2.33)

Numa répida olhada vemos que o primeiro termo e <<<1,
Da mesma forma, o terceiro é da 0(”2) e o segundo aproximadamen-
te da ordem de + ordem de L~F por consequiente, bem maior do

que o0s outros dois. Desta forma (2.30) fica reduzida a:

av (2,34)
Xy xy 9x R 3y

Numa segunda verificacdo em (2.32) vemos que e

3x

muito menor do giie fu e 3u Sendo assim, (2.34) fica

R 3y
., > 3u fu

p u“v P Exyxy (2.35)

3y R



Prandlt apresentou uma expressdo para Q(t) num

escoamento -em superficies sur-vas-Watteadorf

P t e (2.36)

Cxyxy 3y .
Nessa publicacdo Wattendorf faz uma investigacdo *
para descobrir quais das duas expressfes (2.35) e (2.36) def
creve melhor o comportamento do tensor de Reynolds. Vérifi -
ca~se na fig. 11 do seu trabalho que (2.35) e que melhor se
aproxima dos resultados experimentais, contudo, ndo ha uma
seguranca em se afirmar que (2.35) é o melhor modelo para
uma vez que na determinacdo do tensor vis cosidade tur-
bilenta, xyxy, aparecem varias constantes. Uma variacéo de
seus valores modificara tambem o comportamento de (2.36).
Kinney,R B.Jr.“aplicando a hipotese da simila-

ridade de Von Karman para superficie cilindricas chegou a
conclusdo que (2.35) e o melhor modelo de para essa geo®
metria.

De.Tmodo a escolher entre (2.35) e (2.36) no presen
te trabalho, utilizou-se a Hipotese de Similaridade de Von
Karman e obteve-se que o melhor modelo para o tensor de Rey-

nolds é:.

/ )
(t) 202 3u fu (2.37)
\ 3y R

(15)

Comparando (2.37) com (2.37) tém-se a expressdo pa

Ver desenvolvimento em

ra o tensor viscosidade turbulenta, que serd;

'xyxy = T KNI ou fu (2.38)

2.0



2.6.3. Modelo matemético da Viscosidade Turbulenta.

Para efeito de estudo, a camada limite turbulenta *
pode ser dividida em trés zonas ou regides, A primeira, cha-
mada subcamada laminar, fica adjacente a parede e caracteri-
za-se pela predominancia do escoamento viscoso. Em consequen
cia disso, nessa regido, o gradiente de velocidade na dire -
¢do y varia linearmente com a velocidade media do escoamento.

Na segunda zona, intermediaria, o0 escoamento visco-
so vai dando Jlugar® a vi‘uma crescente turbuléncia, que atinge
o valor maximo nessa regidao.

No restante da camada limite, a terceira zona, a
regido compreetidida entre 0.46 e 1.26 o0 escoamento e interm”
tentemente turbulento e ndo turbulento, com continuo decrés-
cimo da energia cinética turbulenta, ate que lentamente atin
ja o escoamento potencial.

De modo a se ter uma expressdo que represente o com
portamento da viscosidade turbulenta escolheu-se para a re -
giao perto da parede a relacao de Van Drieiit ("> e para a re-

giao afastada, a de Clauser(lg)

2.6.4. Hipoteses da Viscosidade Turbulenta.

Para a regido proxima da parede a expressdo de Van

Driest adptada para superficies curvas é dada por:

1« EXP(— y/h) u (2.39)

3y R

onde, Kp é uma constante, e A tem o seguinte valor:

(2.40)
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Vale salientar que esse modelo foi desenvolvido
para escoamento sem gradiente de pressdo”™ de modo que os ca®
sos testes escolhidos satisfazem essa condicgdo.

Segundo Cebecci(21) para se adaptar (2.39) para
escoamento com gradiente de pressdo é ne.cessario a modifica,

cdo de (2.40) para:

172
26V 9P (2.41)
9x

Sugerimos para futuros trabalhos, o calculo da
camada limite em escoamento onde apareca —gR_ , usando *
(2.41) pois, segundo Cebecci(21) a nao correcdo de (2.40)
acarretara descontinuidade nos perfis de velocidade.

A outra expressdo do modelo da viscosidade tur-

bulenta é a seguinte:

= p Uoo(x) 6* y (2.42)

onde; 06*, e a espessura de deslocamento cujo valor nos mos-

tra a expressdo abaixo:

dy (2.43)

e Y, é o fator de intermiténcia, dado por

-1

1 + 5.5 .(y/0) (2.44)

Devido a caracteristica aleatdéria do movimento,
a borda da camada limite turbulenta e irregular apresentan-
do picos e depressBes onde se misturam escoamento turbulen
to e ndo turbulento.

Nessa regido intermitente, compreendida entre 0.40 e 1.020,



4 energia turbulenta e decrescente. De modo a melbor ajus
tar o modelo da viscosidade turbulenta, de Clauser, Kleba

noff introduziu o fator de intermiténme_ia que significa

a

fracdo de tempo em que o escoamento e turbulento. Esse fa-

tor so assume valores significativos coiuo se vé por (2.44)

nessa regido da intermiténcia.
Simulando a viscosidade turbulenta, (2.39)

usada ate que elas atinjam a um mesmo valor* A partir daqu_

e

e

le ponto (2.42) & assumida ate que u atiriJa 0.98999 do es-

coamento potencial.

2.5. Modelo matematico do problema

Equacdes:

Equacdo da Conservacgcdo do movimento

fu®
9x dy dx 9x o R
Su fu \
+ Vv
9y 9y R 9y \ 3y
(2.45)
eq. da continuidade
v (2.9)
9x 9y R

CondicbGes de contorno

u =V =0 quando y - 0

23



u tende para U (x) <juando- y tende para

Modelo da viscosidade turbulenta.

2 "
e, = F L 1-EXP (- y/e) ou fu (2.39)
8y R
e, = Uco(x) o* . vy (2.42)
onde K «"0.4 e K. =0.0168.
p m 0
melacdo auxiliar
R
(x) (2.2)
R(x)+y
Antes de apresentar o método de resolucéo do
modelo faz-se necessario algumas consideracdes:
a) - Ao longo do escoamento, dois pontos devenm

merecer nossa atencdo; o ponto de transi-
¢do 8 0 de separacdo.

A regido onde ocorre a transicdo pode ser pre-
vistas de varias maneiras. Pode-se determina-la usando o mé
todo de Van Driest, Granville, Smith, Ganberoni ou ainda a-
través do fator de forma H, dado pgr

r>
H = -~ (2*46)
0
No regime laminar, a transicdo ocorrera para valores de H

compreendidas entre 1,4 e 2.6. .-

Para a escolha do melhor método, deve ser fei-

to um estudo acurado, cdntudo essa investigacdo foge ao ob-

24



jetivo do presente trabalho.

(21)

b) quanto ao ponto"dé sépdracao, segundo ,
um caminho de determina-lo, simples, do pon-
to de vista de computacdo e seguro _do podnto
de vista matemadtico, € determinar o ponto on
de Cp ® 0 (tensor na parede). A rigor nao *
exatamente zero mas, um valor muito pequeno.
Através do calculo de H pode-se confirmar a
coeréncia dos nossos resultados, uma vez que
para valores de H compreendidas entre 1.8 e
2.8 a separacdo estd eminente num regime tur”®.

bulento.

2.6. Adimensionalizacdo e Mudanca de Coordena

das .

A- fim de faciiitar a resolucdo do sistema vamos

adimensionalizd-lo e fazer uma transformacdo de coordenadas.

-\
Definimos

v (2.47)

Uco(x)y U3 (x) dx (2.48)
(2C)%

Introduzindo (2.47) e (2.48) nas equacbes do mf£

delo e depois de algumas simplificacGes obteremos:
Equacdo do movimento

Su A A 30 A A (2027 duco(x)

¢~ fu
ag an uco(x) d¢
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n
Z A\ -, 2-F .
. o EU dn - fuP 4 (c; n nu LR
1 C Rn <Tn 0
0
/ \
VAN VAN
3u fu H 3 G u fu_ @ .49)
9n AOn /\’1 ) 3ri v \ 9n "N /
Eguacao da continuidade
(2.50)
Modelo da viscosidade turbulenta
2
* LVAN
Ip = yP. - gxp - VU 3u™ (2.51)
Vi 26 v 3y r/ T
-1
— = K UAX) f(l - ——--)dy"» 1 + 5.5 " (2.52)
v Unr(x)
onde
U,(x) R U (K)
] (X3 u’ (X) =

As deduco"es de (2.49), (2.50), (2.51), (2.52) se
encontram no apéndice (c).



3.1.

0 perfil

CAPITULDO 11

de velocidade

0 modelo em diferencas finitas

apresenta uma variacdo de velo

cidade muito grande na regido proéxima da parede e depois permane-

ce quase que constante.

Escolheu-se pois,

uma malha de pontos va-

ridveis de modo que possui incrementos pequeno.s_.na regiao de
maior variacdo e incrementos grandes onde a""taxa de varicao i
pequena. ; )
A camada limite sera dividida numa malha de pontos (i,jJj) com in -
tervalos A e N » como mostra a figura abaixo:
..... —"% [ 1
o
1 - 1 An,
: %
/ i - m }
le i 1
""" e IG+172.
1
(i,J+1/2) h +1/2) An-
:
i ~ (i,5) i
. . ii+r/2,
1 (i,j-1/72)]j+1/2)
} An-
} 1
fi.i-nj
....... 1 [ ]
An,
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- A malha pode ser variavel” em e em_ACj™. Na direcdd n a
grade Af|]. é escolhida de modo que tenha uma variacdo segundo
uma progressao geometrica, que garante um ajustamento as ca-
racteristicas do perfil de velocidade. 0 incremento Ar). é

dado por:

An << K (3.1)

Feitas as consideracdes sobre a escolha da malha,
0 passo seguinte é representar em difer.encas finitas os ter-
mos diferenciais das equacgbes diferenciais. As derivadas e-
quacdes sdo representada no ponto (i+j/2,j,) tendo em vista
que consi"tui-se numa melhor aproximacdo, uma vez que repre -

senta um valor médio como. mostra a equacdo abaixo:

Ni+l/2,§,K (3.2)

onde f é uma funcdo qualquer e K indica a iteracao em que
¢ explicito o valor de f*.
As;derivadas em relacdo a ¢C e n sdo dadas pelas

expressdes genéricas abaixo;

of Fredy20 1 - Fr 30 (3.3)
i+1/2,j -
ac AC /
3f Ni-H g+l o~ mi+n, -1 T - T
iv172 /2
3n An.+An._, /
(3.4)

Na equacdo do movimento h& termos com derivada SE£
gunda que foi discretizado em termos de 1- ordems da seguin-

te maneira:



29

3n \ / An . (An"+An

+ ANE+1/2, j+172
Ang(AH; + An

A H1/2,§-1/2 N S

(3.5)

N H + NwEg 1N
Anj_ (AFIJ 3 1

Como o sistema de equacoés do problema é& ndo linetar
de modo a resolve-lo, foi transformado eni equacbGes lineares como

nas expressdes que se seguem:

u __g_li___/\ u IN\I,+1’j ’k sj sk \
i+1/2 j,k-1 AC - (3.6)
3V Yizii I
Vv 172 V.. . 1z1TAAJTZ
an i+1/2,j,k~1 Ar, +An. j

t “9,3-1.fc-X"
Anj+An._j [/

(3.7)

fur MM+1/2,§ k-1 «-~141,3 Mk-1

R
0 n n

(3.8)



Os termos de curvatura na equacdo do movimento foram
considerados todos na iteracao anterior para contornar o proble
ma da ndo linearidade.

A transformacdo das equacdes em diferancas finitas
se encontra no apéndice (B).

Feita a transformacdo em diferencais finitas, a equa-

¢do do movimento adquire a forma linear tridiagonal da equacéo
abaixo:

A.u -7+ Bu- _+C,U. . «D . (3.9)

onde Aj,Bj,C.,D. sdo matrizes.

A equacdo (3.8). pode ser resolvida para + ] se
for conhecida a distribuicdo de u'sJ' Isso significa que devera
ser fornecido um perfil de velocid ade iniciai para ser come ¢ada
a computacao. O0s valores dos coeficientes A, ,C. s@o dados a-
baixo:
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i AC Arij (Anj+aiij__,)

* AT *in.s-\n

(3.11)
Arij,,~(An +
N Ni-H/2, + j-1/2___
N 2(Ari _HAri | Ar].. Arl!. + An. ,
( J J:A) b—A(J - )
(3.12)
2(An. - An.,M)
D. = NMiti/2, n
j 2 (ATij+Ati] Arjj (Arij+ATij _j™)

45
*OANMANTERL/2 M/ 2
Anj(An + An™_ M) A~ (Ad . - Arin )
+ AM+1/2, NN 41 /2, §-1-1.72 n
2(Anj+An._i) An.,,1~(An, "
| /™M) 4101 2
PO (lreffdr 7L + PRESM (L-ufn, L)+
2(Arij + Arij n) T i+1/2,j,k-i

# PRESH ( ny = fop fo o ——-illlli-TiL_ o+
AN +1/2



redé, e u. =
X ,N

N-2 equacdes a N-2

¢cdo n,

A+

Onde G. e g.
J gJ

0,98999,
A equacao

incégnitas,
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+ 2 fi+1/2,j e A+I1/2010,k-1 i)
R . . .
ni+i/2,j
T
2n Tv1/20 « micHr2.j k-1
72,5 - /2.1 -H/Z.g drj +
0 Ani+l1/2
(2pN 2n
+ - MIN-1/2 A+1/2.1 « ALL/2,5,k~1
. (3.13)
Chiv12 < \i +1/2 »
Onde
n
PRESH / £ (2F) dUo» (x)
\ U«(Xx) / i+1/2,]
Os valores de D., em cada iteracdo, sdo Cf
M 3 3 d 3
nhecidos da iteracao anterior. O0s valores de u. < , , para j«l
e J=N sdo conhecidos pelas condi¢gbes de contorno u. = 0, na pa-

definicdo da camada limite.

(3.8)

representa uil sisteina tridiagonal de

sendo K o numero de pontos na dirje

cuja solucdo é dado pela seguinte expressdao:

sao dados por:

il jel (3.14)
-A.
] (3.15)
B. + C.G. ,
J J J-1

(3.16)
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3.2. Resolucdo do sistema

0 calculo do sistema e iniciado no ponto N, cujo valor

de u & conhecido. De acordo com (3.14), calculado u, . pode ~ se
obter o valor de e assim sucessivamente ate a parede. Quan
to as equacdes (3.15) e (3.16), sao calculadas 1inicialmente na
parede, onde aplicada & condicdo de contorno mimplicara ene

=0 e -0 (3.17)

0 nimero de pontos N na direcdo de y pode ser definido

de duas maneiras. Desde que se sabe que os IRcrementos Ari® sao
dados por uma progressdo geométrica, sera preciso de acordo com
(3.1) conhecer K e N para que seja efetuado a solucéo de

(3.9). 0 valor de Artj deve-, ser escolhido muito pequeno tendo em
vista a grande variacao de u perto da parede. Resta ainda a esco-
lha de K e N. Se foi especificado o valor de N, necessita-se re -
calcular o K para cada iteragcdo, ao passo que sendo dado o valor
de K, a computacdo torna-se mais rapida e sem problemas quanto a
precisdo desejada.
Alguns pesquisadores, Cebecci and Smith, Beckwith and BushnellrAA
tem recomendados valores entre 1. e 1.05,

Conhecido K, o procedimento para determinar o0S nume
ros de pontos N i calcular o numero de poxitot? j pela equacao(3.1)
desde a parede ate a condicdo de contorno do topo da camada limi-
te, Uur n = 0,98999. Entretanto a condicdo abaixo, deve ser satis-
feita no topo da cara,ada limite.

9u

n = nj (3.18)



Onde 6 e um valor muito pequeno (0(10_4)). Colocando (3.18)

em diferencas finitas teremos:

1 - (3.19)

Aplicando (3.14) em (3.9), levando-se em considera-
¢cdo que para = 0.98999 n = e, substituindo-se em
(3.19) teremos:

ur(l (3.20)

Para cada estacdo, a computacao e efadtuada até que

seja satisfeita a condicdo (3.20) e deste modo, esta determi”

nado o novo valor de N, uma vez que aumenta com O aumen-
to de C.

Prosseguindo a computacao, depois de calculado 0s

valores de u. , - recalcula-se os valores de V.. % . ha equa

1+1/2,3 qua

cao da continuidade. Feito isso, recomeca~se o processo ite-
rativo ate que o valor de j tenha convergido. O critério
de convergencia escolhido é baseado no tensor laminar na pare
de, dada pela expressdo abaixo:

(3.21)
\ an /

9u
9n
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Onde P e K significam o valor de C na parede, na iteracao K. 0

N - Z
valor ae C e da ordem de 10 3. Levando-se em consfderacao a

condicdo de contorno da camada limite na parede e, escrevendo
(3.21) em diferencas finitas pode-se conseguir uma forma mais

simplificada dessa desigualdade, como nos mostra a equacdo que

se segue:

< Uit 2,k (3.22)

Satisfazendo o critério de coftvergéncia, comeca o

calculo de outra estacédo.

~ Consideracdes sobre a equacdo da continuidade

Sabe-se que o0 presente método necessita para 0
infcio da computacdo do perfil inicial de velocidade. Dedique -
se atencdo agora, para o perfil da componente da velocidade na
direcdo r). Como ndo existe nenhum dado experimental para tal
componente, V é definido em funcdo da equacao da continuidade,

no ponto i+1/2,j (Veja Apéndice (B).

An
1- 5 -f i+1/2,j-1/2
n
N+ 1/2,§ < i+ 1/2 -1
j-1 £
i+1/2
An. 1
An.
1+ —J 1L ()~ L
, 1+1/2,j—1/2
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(3.23)

A eq. (3.23) pode ser tomada como perfil inicial
de V.
Uma outra maneira i partindo da defixiicdo de V (Veja expres -

sdo adiante) fazer v ® 0 ou 1igual a um v~

2n-1
vV (20 uon dlico(x) A)o>(y.) (3.24)

(24) " U«, (X) 5 ac c

Neste trabalho tomou-se o v. » 0 e como perfil i-

nicial para V a expressdao que se segue:

20) dUoo(x) Ua>(x)

un (3.25)
Uoo(x) dc

Na pagina seguinte pode-se ter uma visado global do
método numérico usado para calcular a caatada. limite turbulenta,

através da apresentacao de ura fluxograina do programa usado.



ENTRADA

SUB~ROTINA QUE GERA E CALCUIA
PERFIL E "N™ INICIAIS

VALORES OBTIDOS DE
Uoo(x) ; DERIVADA DE
Ue(x)

CALCULO DE A Bj, Cj e i - 1,N
CALCULO DE Gj e i-, j = 1,N
CALCULO DO MOVO N

CALCULO DE U£J , j
-IMPRIMIR

CHAMAR

?LGTR2 OU
REPORT

DELX = DELX/2 EIM
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TV ~ DISCUSSAO E ANALISE DOS RESULTADOS

Uma solucdo numérica necessita de comparacao com
a solucdo exata ou com dados experimentais para, determinar
seu grau de precisao\ Nao sendo possivel obter solucdo exa~
ta para o sistema de equacgles diferenciails parciais ifao
lineares,em estudo, testar-se-4 a eficacia do zodelo cor.
frontando-o com dados experimentais.

0 primeiro teste teve como objetivos verificar a
transformacdo das equacfes para o sisteijsa de coordenadas
curvilineaSj as expressfes da viscosidade turbulenta e seu
comportamento, e também a calibracao e ajuste do modelo* Pa
ra tanto foi reproduzido o escoamento niuna placa plana, com
dados experimentais de Wieghart (23)» ccttsiderando-se 0
raio de curvatura muito grande de raodo a ~litainar os termos
de curvatura que aparecem nas equacfes.

Conseguida a precisdo desejada nos resultados do
calculo da placa plana, foi usado corno caso-teste o traba -~
swho experimental (18), tentando obter os “paramétres do es ~
coamento turbulento para as duas superficies laterais, cOn-
cava e convexa, a fim de avaliar a validade do modelo para
calcular a camada limite turbulenta em siiperfxcies curvas.

Os resultados obtidos e pos teriorsiiente apresenta -

dos mostrarao a eficiéncia do modelo para o escoamento tur-
bulento em superficies curvas de pequena curvatura, sem
gradiente de pressdao.
Vale salientar, que para definir as reais possilfilidades do
presente trabalho, precisam-se realizar testes com escoataen
to em superficies de grande curvatura# com gradiente m de
pressao ou sem,, favordvel ou adverso ao escoaiaento.

0 perfil inicial de velocidade tesi grande importan
cia na computacao da camada limite turbulenta, Faz~se mis ~
ter que sua espessura 6, e a derivada da velocidade na paréf

de sejam tao prOximos o quanto possivel dos dados do escoa™
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mento, tendo em vista a influencia desses pafaraetros na, con
vergéncia e precisdo dos dados calculados-

Na reproducdo do escoamento na placa plana, a titu
lo de investigacao. Foi usado um perfil _%enoidal e, um per-
fil deduzido experimentalmente para o aludido escdéamento.No
calculo da camada limite usando o primeiro perfil, o modelo
necessitou de mais iteracles para coiivergir eai cada estacéao,
até que o perfil calculado se ajustasse aos dados do eacoa~
mento; ao passo que o perfil experimental alem de convergir
para os dados do escoamento nas primeiras estacdes, gastou

um tempo de computacdo menor,

Na computacdo da camada limite do canal (18), pa-
ra melhorar a precisdo dos resultados, fol necessaria a
criacdo de um perfil inicial. ParQ B ¥i*"+ o D N vy N 3-

velocidade obtida da expressdo u* b y™™ para a regido 5 < y*
NoT70 obteve-se u da equacdo: u* « A log + B» e pa-’’
ra o restante da camada limite ou seja para y"™'<70 a veloci
dade foi obtida através de u = (y/<5"""® onde A e B foratn de

terminados de maneira que a reta u+t+ = A log y™+ B concor -~

dasse com os dois outros segmentos do perfil. Quanto ao ex-
poente ri, depois de investigar a precisdo dos resultados ph%a
ra n igual a 7,6 e 5.5 verificou-se que com ultimo valor

de 1 obteve-se maior precisdo do Gf. calculadoj em relacdo
ao Cf. experimental.

- No calculo de i---o valor de Arii é de fun

damental importéncia pois como e sabido, O gradiente de ve-

locidade perto da parede é muito grande, A sscolha do

deve ser feita de modo a alcancar o maior nurflero de pontos
possivel nessa regido, a fim de conseguir a melhor preci
sao no calculo da derivada da velocidade na parede. Como se
sabe a velocidade de friccdo tem influéncia na eficacia do
modelo, uma vez que a viscosidade turbulenta esta adimensli£
nalisada em termos de u™7e y™.

0 valor de Arg®, para um dado deCermina o0 nume"*
ro de pontos do perfil de velocidade;, que estd diretamente

ligada ao tempo de computacdo, Jja que este e o indicador



da viabilidade econdmica do modelo.

Nos dois casos testados, usamos Atij baseado em
(14).
Justicamos o uso de An = 0,25 tendo ero vista qle a geome-
tria do canal é composta de uma parte plana e outra curva

e que nosso calculo comeca na parte plana.

- No funcionamento deste modelo numérico 0
valor de BK, razao entre Ar), e Ar). influi diretamente
no tempo de computacao e na precisdo dos resultados. De
acordo com Cebeci (14), para o escoamento turbulento, BK

pode assumir valores de 1.01 a 1.05. De modo a verificar
0 comportamento do modelo, usamos fora dessa faixa ou
seja: BK = 1.09. Para satisfazer a necessidade de peque -
nos incrementos perto da parede, adotamos um A"I"®0.001 ,
Constatou-se que os resultados obtidos divergiram conside
ravelmente dos dados experimentais. Ora, como An® é fun -
¢dao do valor de BK, quanto maior for seu valor mais répi-
do crescerdo os Ari,, . Se esses Ar|],, creseerera muito have
rd imprecisdo no calculo das derivadas de u e £, o qua
justifica a diyergincia dos resultados obtidos em relacéo
aos dados experimentais.

- OQutro fator importante e o incremento na di-
recdo”" ¢ ,AC. Para valores pequeno de AC, vcrificou-se que
0 tempo de computacdo 1 grande ao passo que grandes AC
diminuem o tempo mas reduzem a precisdo dos resultados
Na escolha do incremento para os casos testados, determi-
namos o AC que correspondesse ao =AX flsico igual a es -
pessura da camada limite.

A tabela abaixo, nos da uma ideid, do tempo de
computacao em funcdo da superficie e do incremento AC pa-

raSOestacdes:

TEMPO DE COMPUTACAO

CASO

AC - 3000 AC - 6000
P. PLANA 5 :30" 6 = 104"
SUP.CONCAVA 6 = 22" 6 < :047"

SUP.CONVEXA 5" . 44" 6 04"



A tabela abaixo nos mostra o numero de estacgdes

calculadas por unidade de tempo.

N9 DE ESTAGOES P/MIN

CASO
AC - 300 - 6000
P. PLANA 9.09 8.24
SUP. CONCAVA 7.85 8.24
SUP. CONVEXA 8.72 8-24
4.1 Perfis de velocidade e

No apéndice C, estdo apresentados os graficos
dos resultados, calculados peb%C“étodo riuracrico, compara-
do com dados experimentais de de (23).

A secdo Cj~apresenta gréaficos velocidades
u eV em funcao de ( y/d) , para™ a placa plana e para as
superficies do canal (18). Analisando- se os valores de u
plotadas para a placa plana e comparando~ 03 com os resul-
tados obtidos por (23), verificou-se ndo existir difgren—
¢a nos resultados conseguidos pelo presente modelo. Quan_

to & velocidade v, cujo valor plotado _.-e dado por

v= ( {; ), é importante salientar que sua. distribuicéo
em reIaga@Na (y/6) foi quase proxima do linear nos casos
computados.

Os graficos da secao C,, representam as curvas
u plotadas em relacdo ao log y~, contra os dados experi-
mentais tirados de ~""3) N placa plana e de para
o canal. Nos mesmos graficos aparecem tracados os perfis?”

de velocidade, 1logaritimicos, dados pelas equacdes:

u y paraO”y <5eu log(y ) + B para
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A secgao mostra graficos da viscosidade turbu -
lenta e do tensor de Reynolds escolhidas aXeator ianiente. Na
andlise dos resultados, oraitiu~se comentarios sobre o compor
tamento da viscosidade turbulenta para a placa plana uma vez
que o referido modelo conta com bastante trabalhos analisan-
do sua viabilidade e desempenho, como por exemplo: Cebeoi(1l7),

Analisando-se o comportamento dos valores da visct
sidade turbulenta, obtidas numericamente, para o canal
observou-se que ao longo do escoamento fisouve um crescimento
dos maximos para o escoamento na superficie cdncava e ura de-
créscimo desses méaximos ao longo da superficie convexa.

Quanto ao ponto yc, observamos que ele se mantem

fixo para o caso da superficie coOncavaj, ocorrendo sempre a
mudanga para y/6 = 0.15. Na convexa hoi.ive uma Oscilacao en -
tre y/6 = 0.14 e y/6 = 0.15 até a estacdo 150, que correspon_

de a uma distancia de 26cm da. origem. A partir daf houve uma
estabilizacao na mudanca que ocorreu em y/5 ~ 0.14,

A diferenca entre o ponto yc das duas superficies
¢ explicavel. Ja foil visto anteriormente que a superficie
convexa diminui a turbuléncia e que a cOncava a aumenta.Lo””
go, em consequéncia disso o comprimento de raistura vai so ~
frer influéncia do efeito de curvatura, Fortai>to como o0 va -
lor de (y/6), onde se da a passagem de (2.39) para (2.42) ,

€ menor para a Sup, Convexa do que para a concavaj concluiu ™

se que o comprimento de mistura, dado por

£ =y 1 - exp (-y/A) % (4.1)
W, i
€ maior para a superficie cdncava o0 que esta de acordo com
as conclusoes do Ramaprian ~"8)~"

0 tensor turbulento foi plotado a& duas maneiras

diferentes. Numa, tracou-se o grafico para regido perto *
da parede comparando-o com o tensor laminar. Observa-se a
coerencia dos resultados, lembrando-se que na parede cC" " e
zero e sua cn®va tem o cargter crescente» enquanto C(e) tem
0 carater decrescente, atingindo na parede o0 Seu maximo e

que(Ctotal/rp)~1.
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onde os valores de A sdo 5.48 e 5,6 para a placa plana e 0
canal respectivamente. Da mesma forma os valores de B sio;4.9
e 5.5.

Analisando os graficos da secdo C2 observou-se z
nos resultados obtidos da computacdo do céanal ~"1®), houve
uma pequena discrepancia entre os valores calculados pelo

presente modelo e os dados experimentais.

4.2°Viscosidade Turbuléncia e Tensor de Reynolds

Como primeira tentativa de desenvolver um ifiodelo
matemdtico para calcular a camada limite turbulenta em super_
ficies curvas, experimentou-se as relagcbBes empiricas (2.39 )
e (2.42), desenvolvidas para superficies planas, como modelo
matematico da viscosidade turbulenta. A laudaaca da eq, (2.39)
que i usada para a regido proxima, da parede, para a eq.
(2.42) wusada para sempre se dS era yc que e o ponto onde 0S
valores das equacdes se igualam.

Veja a figura abaixo.

FIG.4- Expressdes da Viscosidade Turbulenta.



OQutro grafico do tensor de Reynolds foi tracado em fun -
cdo de (y/6 ), Sua tendéncia esta de acordo com 0S re~
sultados obtidos por Ramaprian (18), pois o teusor turbu
lento que & funcdo da viscosidade G e do gradiente "de
velocidade __9u , cresceu ao loogo do escoamento pa-

ra a superficie cOncava, e decresceu para a convexa.

4.3- Coeficiente de Friccao.

Na secao C/ N estdo plotados os graficos
do coeficiente de friccdo para os casds anteriormente
tados, calculadas de trés maneiras diferentes. A curva
cujo simbolo plotado e o ponto ( . ) corresponde a equa-
¢cao .

Cf = 0.592 rp@*» (4.2)

onde, € o numero de Reynolds em relacdo a C.

A segunda curva,. plotada pelo simbolo (*),
€ calculada pela expressdao empirica que se segue;

Cf = 0.246 X (4.3)

onde o H é o fator de forma e € o tilmero de Reynolds
baseado na espessura de momento.
A outra maneira de calcular o coeficiente

de friccdo é usando a equacao abaixos

cf 2 ux X (4.4)
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onde u* é o calculado pelo modelo.

Usando (4.4), obtein-se uma pequena diferenca na
detejininacao do Cf em relacdo aos dados experimentais,
do ao fato do calculo da velocidade de Friccdo, que e fun-

cdo da derivada da velocidade na parede. Para calcular

(——-=—--—- ) A usou~se 4 pontos do perfil de velocidade para

a placa plana e um ponto para o canal " = . Apesar de ser
uma equacdo experimental, (4.3) consegue melhor aproxima
cao uma vez que o calculo do Cf, envolve todos os pontos do

perfil de Velocidade.
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5.1.CONCLUSAO

0 objetivo do presente trabalho foi testar um
delo matematico para a solucdo da camada liiaite turbulenta
em superficies curvas. 0 sistema, composto <las equacdes de
movimento, da continuidade e de um modelo para a viscosidf
de turbulenta foi resolvido pelo metodo nlnierico da tri ™
diagonal. Com relacdo ao referido algorxtraOs verificou- se
sua sensibilidade ao perfil 1inicial de velocidade ,aos in, '»
crementos An e AC, e ao fator BK.

Comparando-se o0s resultadQ§ obtidos com os dados
experimentais dadas por Shivaprazad!JBJ, foi possivel ob -
sers ar discrepéncias nos resullados da viscosidade turbu -
lenta, no perfil de velocidade u e no texisor turbulento ,
Com relacdo ao coeficiente de fricg¢do, devido &8s caracte -
risticas do escoamento, sem gradiente de pressdo e pequena,
curvatura; e do perfil 1inicial, foi considerada pequena a
discrepancia entre os dados comparado,s.

Da analise dos resultados foi possivel concluir

0 seguinte :

- Observando-se os valores da viscosidade turbu-
lenta para a regido préxima a parede obtidas
experimentalmente vimos que a equagiio (2.39)
precisa de um ajuste para levar em considera "

cao o efeito de curvatura. E irttaress ante tam-

bém uma ferificacdo na constante N uraa vez
que este valor usado foi obtido para superfi -~

cies planas.

~ A equacao (2.42), para a regido “bute,r", sendo
aplicada desde 0.2 6 até u ~ 0.98999, tem uma
influencia muito grande no calculo da camada
limite, e com maior razao ainda, precisa de um
estudo que a torne capaz de levar em considera,

cao o efeito de curvatura.
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Os resultados obtidos com o presente modelo ndo

sdo totalmente despreziveis. Ihi pequeno refina-7"

mento nas hipoceses,da Viscosidade e um perfil
inicial mais proxim, dos dados do escoamento e
obteremos bons resultados para superficies de

pequena curvatura.

5.2 .Sugestoes para trabalhos futuros

Visando continuar o esforgco para desenvolver o es
tudo da turbuléncia aqui no Brasil, de modo a qye num futu
ro tenhamos condigfes de partir para aplicacfes praticas
sugere-se o0 seguinte:

0 presente modelo seja testado para outras super-
ficies de pequena curvatura sem, gradiente e cora gradiente
de presséo.

Verificar a aplicabilidade do niodelo para superfi
cies de grande curvatura como por exemplo: Cilindro e 0
canal de So Mellornan=®
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Por definicdo a media em
deza A 1 dada pela eqg.

SO

APENDICE A

(2.7).

relacdo ao teiapo de uma gran~-

A(T + L) dL (2.7)
Aplicando (2.5) e (2.6) a (2.1) obteffi~se
f U+ uT) (Ut u¥) v (U +-«7
9x 9y
(v + V) U+ u) o (U +u? +
R 9x 3x"
A CRESTR) g— ") m2 v V)
R 9y R 3X
N N\ VAN
f dR _ v + V") + f 9 U s . ——9———(u U
RA dx R 9X 3y~
(A~1)
Introdu zindo~s e (2.7) em (A-"l) e a,pos simplificacdes
tem-se:

9x
f 9P
+
p 9x



.................... g. .B......y [ ——— y — ............d..B.. - 3 u -f- 3 ._ti
R- dx R2 dx 9x gy"
(2.11)
que 1 a equacao do movimento ria direcao k.
Aplicando (2.5) e (2,6) a (2,-2) obtem-se:
f (utu®) -—-—-(v+v") + (v+v*) (vtv*) ~ (u+u")n R
ox 3y
S L VS A (v+v*)”—2f, S” (u+u*)
dy 3y R 3X
T(vtvT)+fN- (v+v*) ———f‘i.r
R 3y ' r
dR dR
(vtv ") + (utu ?) + (v+v') (A-2)
r2 dx R dR
Introduzindo-se (2.7) em (A*-2) e, efetuadas algumas
simplifacoes vamos obter a seguinte equacao:

;v 9v L dP o' -2f~ 35
fu 5 vV By R n ay A Y2 R Ox
T 3v 37V u + 11 A dR 8v ~
R m 3y RN 3x” r2 ~ dx  3x

3.y"= *v. " v ) f
-y T f SR 2.12)

que é componente da eq. dp movimento na aixec&U V.
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A.2 - Analise da ordem de grandeza dos termos

de (2.11) e (2.12) .

De acordo com (2.13), (2.14)

escrever (2.11) da seguinte maneira;

e (2.15) podemos

ocryocan) 0(v)O(u) ~ Q0 m1 . 0(v)O0(i) - 0(1) o(Ar)
o(L™) 0(L2) L, P 0(L™)
+ V o(U), 1 / 0(Cu) 0(v) n
0(CLp 0IL™) 0lLj,)
0@u)
-0 o(1)o(v) + 0 0(L2>0(1) b1
W/
_o(1) O6fell - Rxy 0(Z% ) _ 0/ 10 )Ry (A-n3)
o(Lid 0(L2)
Aplicando-se (2.17) era (A"3) taremos.
0(u)
o(Li) o(L™) O(Lj) oO(Lp 0(Lj) o(Lp
0(u) o( ) o™~"D 0(u)
o(L*j) o 1> 0(L2) od”) o(Li)
Q(u) 0("2) 0w 0 (~2) oL All- ~ R B}
o(L]) o(L™) o(Lp o(Li) O (L") oap
(A-4)

o(L™)

52



53

L] L] *y\* \
Oonde, y u-v 0 u*v
Y ) /
-1
Multiplicando-se (A-3) por ——O(Al) Teremos:
0(u="?
P
0(1) + 0(1) + 0("2) 0("P) v 0(1) +
o(L™) poiG™) OCu)o(Lp o(Lp)
0("2) 0("2) 0("2) 0(fc™)
0(L2) o0(L™) o(Li) oa”) o(Lj™) 0("2)
R -lydi 0 - R (A-5)
0{i=") SR

Desde que sabemos que o valor de RA" (coeficiente de correlacao)
esta compreendido entre zero e um ( 0< R.,< 1) e esperamos uma

alta correlacdo, assumiremos R”j de ordein 1,

0 numero de Reynolds baseado em elementos do escoamento tera a
ordem de magnitude 1igual a:

(A >6)

Desde que nos interesfsa o escoamento viscoso, 0s termos de visc_o
sidade da equacdo do movimento que terso influencia no escoamen-

to obrigam a que o numero de Reynolds tenha a ordem pelo *menos
/ L. ]

| uar a
g -

2/

Das caracteristicas das flutuacdes de velocidade nos saliemos

que a ordem de grandeza de O pode ser pelo menos 1igual
\u-“



Baseadas nas conclusdes acima faremos a analise

de cada termo da equacao do "momentum®’na direcio Xx;

Oy
<
[

9y

yT ~u 0
r2

3u
3X

9y

2f u<y"

= i——-i---)<<< 0(1)

L
=0 (— —)o(i) << 0(D)
L,
3u fu 0 0 -
3y R

(-——1---)0(1) <<< 0(1)

-)<<< 0(1)
9X

9iL ~ 0 (—L_ D)o (._?--)<<<0(D)
dx 9x

0 (— )<<< 0(1)
/
2\ L1 L L
0 (——-L—)™ o (— &--0(1)
/
I L,
0 (——- )0 (— ——-)<<<  0(1)

54



Baseados na analise feita acima e desprezando-se os termos de or
dem menor que 1, teremos a seguinte equagaos

3F fu
9x 3y dx \ay R

s (2.18)

Otencdo da componente da equacdo do mmom.ento na dire
cdo y para regime turbulento.

Aplicando (2.5) e (2.6) a (2.2) vatios tar :

f . +uU) —— (V+vD s (Vv —— (v - (T uF) —
9x 3y R
3k vV ILN (v + vY) - —< 0 + u") +
P 3y 3y " R 3x
3/\
+ 1 ——=(v + V*) + P- (v +v™>-i— (v + V")
R 9y 3x*"
dR (u+u") + dR 9 (v + V*) (A-7)
dx R™ dx 3X

Tomando-se a media em relacao ao teaipo, eq. (2.7), ®
usando procedimento andlogo ao uso para (A.l) iremos ter a se ~

guinte expresséo:

¥,y lig _ 2fl +
3x 3y 3y J7y2 R 3x
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9v — 3n vV +

3y R dx
dR 3v vtz o suv
dx 3x 3y 3x

A.3 - Analise da ordem de grandeza dos termos

da eq. (2.12)

Tendo em vista as eq, (2.13) e (2.15) podeinos

escrever (2.12) do seguinte modo:

0iv) Ao (V) o(u™ ) 0(AP)
0(1)0(u) + 0(V) e e S
o(L™) o0(L™) o(L™) pOCLY)
0(v) 0(u)
0(Lp 0(Lp o(LAL2> OilLp 0(1,J) o(L™)
0(v)(O 2 B - R o(r) , 0(~") 4 PSill (a~8)
0(17)0(1 ) 0TLp Yooy o(Li) 0(L™)

Introduzindo-se agora (2.16) em (A~8), teremos

0(U™) 0(r2) ~ QU™ 0(”2) _ 0(unM) 0(AP) 7
o(L™) 0o(L™) o(L™) o(LM) o(L™) po(L,)

0Ci)  0(r2) _ 0@) _ O(u 0(u) ...0 (') A
oCLp O™ 0(Lj) o(Li) 0.(Li) o™

+ V

0 (u) 0("~2) 0("2) 0CX™)
o (1J) o(L™) 0(1d) 0OCLp O(L™) o(Lp
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N _ N N
_g 0a%)  _ 0g-) ~o(m) (A-r9)
XY o™ o(L™) o(L,
Vamos multiplicar (A-9) por o(Ly) 7 o(un™
(o(L™) 7 ocLn))
Ficaremos com a seguinte equacao;
0(1) + 0(1) + 0 (==~) = - 0(1) ~ _It 0 ¢
L, p0(Ji2) Oilp 0(i)o(L™)
5 L
0(—" ) + 0(1) + 0(1) + 0(—==- 0{— ")+ 0(1)+0 (-~ 2-)
0 L, h.
0(---- R oCiil 0 (-ii-) - 5ip. . 0(--K .)
0(U2) mo(uM 0(u")
0] [V IV ¢ (A-10)
0(U2)
Na deducdo da eq. na direcdao x chegamos a conclusao
que o ntremo de Reynolds ¢é da ordem de * ~ entdo, o0s termos

viscosos, comparados com a ordem de magnitude dos termos turbu-

lentos, podem ser desprezados tendo em vista que partimos do
pressuposto que ® pelo menos db6 ordem de "~ ™1 A
un A9

Entdo (A-10) reduz-se a:

- 0(— 1-)= - o(ii=) . o(-1:1-)r -AliU. .0 R
0(U2) 0(u2) o(u")
.0 (™) - -Hp. -0 (A_ ) . A, (A-11)

0(.un) L- o™
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ou ainda.

- o(l) . - 0 (-7~ Y- “Til 0 (~A) -K 21~
0(un) o(u™) oCu )

0(in) 0(u™)

Continuando.

0(1) = -21~" 0 (—-~) -0 £-— RN, 0 (—) - 0(— ) +
PO(u") L2 A

+ 0 (—7N) (A-13)

Finalmente podemos concluir que:

) (2.9)
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APENDICE B

TRANSFORMAGCAO DAS EQUACOES

B.l - Adimensionalizacdo da eq. do movimento e conti-

nuidade.

A partir da definicdo das varidveis adimensionais da-
das abaixo, vamos substitui-las nas equagBes do momento e da

continuidade:

u u (B-1)

(B-2)

Equacdo do momento.
Substituindo (B-1) e (B-2) em (2,45) vamos obter;

fUoo(x) ZU 2

fu U, (x) —=» + fu U OONMdUTiM. - fF
8x dx 3X 5 R
8u fu u
+ V Uoo (x) + Uoo (x) 6. (Uoo(x)
9y 3y - R ay
Uoo(x) fu ) (B-3)
R

Dividindo-se (B-3) por 0U~(x), e depois de algumas sim-

plificacdes teremos:
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A QUL g
Fu = % J‘fiiulf + Vv gu ) dy -
8x U,,(x) 3y i,(x) - U,(x) dx
o f fu”® dy + 3u fu
9x u(’l‘)(x) 3y \9y R i
/
e m 9u fu (B-4)
Un(x) 9y \3y e / _

Equacdo da Continuidade

Aplicando (B-1) e (B-2) em (2.9) e, dividindo-a por

U (x) obteremos a equacdo que se segue:

£ t 3vVv. .11 =0 (B-5)
9x unr(x) dx 9y R

vamos definir as coordenadas adimensionais e

unCx) AeQ.(x) Y
dx N = (B-6)e(B-7)
v (20" Vv

Lembrando que C é funcdo de x e n de x e y temos

9()_ 9( ) (B-8)
9x v moC

(B-9)
9y v(2C)"™ 3n

Antes de introduzir as expressfes acima nas equacdes

do movimento e da continuidade, vamos definir a varidvel v cjo
mo :

n
V = (22;/)” _ v(20 fu In (B—10)
3X
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Introduzindo-se as expressdes
(B-8), (B-9) e (B-10)

dade obteremos:

2n

(B-6) ,

nas equacdes do momento e da continui-

61

(B_’7)

oy fu 84 4y _ (29) duoo () 1 - un+
3n Uoo(x) dx
N m
mon .
+ 2 fu an * fu n \ N (2g)  fAnnu (25)00F fu dn
3¢ oA
4 o
3 3u fu 4 A 3u u (2-49)
3n 3n -n 3n V. 2~ 3n Rn j
que 6 a equacao do movimento adimensionalizada e
v
(25)~77 f (2
3n 3t Rn

que i a equacado da continuidade

adimensionalizada.



B.2 - Adimensionalizacdo do modelo da viscosi

dade turbulenta.

Sej a;
y+- yAL (B.11)
v
(B-12)
u
6 u (B-13)
\Y

onde u e a velocidade de friccdo que e dada por:

Substituindo-se (B-11) (B- )

1-EXP - (B-51)

Analogamente, utilizando-se das expressdes
(C-11) (C-12) e (C-13) obter-se-4 a eq. adimensionaliz”®

da para o modelo de Clauser.

= K Uoo(x) 6" Y (2.52)
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Onde UcoCx)

B.3

De modo a simplificar

em = — AN , CSIM =
V
TSIM = (f.CSIM) . ,
PRES2 = TSIM
Uoo(x)
CURVI = TSIM

Substituindo

i+1/2,] teremos:

- Modelo em diferencas finitas

, PRESM =
Unn(X)
, PRESI = TSIM ——-——
dUoo(x) fu = fur
m dC . 0 An
n -
fu dn , CURV2 = CSIM
io Rr
(B-14) na eq. do movimento

as equacdes vamos definir

SdIMja)

dc 1+1/72, 3

a -uw,

dn

_/\)
c R,

(B-14)

no ponto



cr

=

°m

-H

1
or-
+ #
N [
d -—
<«
| | a -H
3 »H |
—1 *T—
T P
)
cr 3 B +
a T
+_ Ol o a
H <1
k< -
| av
ov T w
<1
+ <3
“— (?‘
H
o4 cr
S PA
W
+
-H >»
-H
ar
<<
)
-H 14
= + or
av orA cr
<
erl
+ fr s CM
1 <3 W
av
> av 4
(@] L 3l o
o + < ™
-~ 1 °0
+.
N c ofi
< «3 P
+ m PAa
a + oH
-H H
s 1
+ w < °m
-H r
H <
I
= o 4
PA
rH
u + c
'r( <
w av
+
A H
av 3
|
+
erl < o
PA
av *>
71 t
w +
Pa aT -H
~ 3 W or
Gj <3
eH
|
ol H
A a +
av < cr
Gl <1
1
+ + av

o]
av
r-l
erl +
*H
(0] >
0 1
O -
p* *»
(0] M
<O +
™ erl
J =
N
oH 4
4=
u
=
>
o) © ™
«a el 1
« oA
™ LS5
o< 00
d (@)
(] M
o] +
+J
a o T
o -
U . au -H
s/
@&
13 «n —
o
®J ol
o=
3 +
cr H
w iH
+
1 ot
H
3
W
Eq)
(5
o
o
O. -+
o+
3

VO
H
|
o R
I
™M
+
avi
I
L
3
+
‘*~==
r/\
1
B EN
cr
<3
s
M
@
H
+
foes
ur r-t
3 t
<
&
avi
V4
r-t
-
=
cM
A
oM
+
+
>
<3
1 av
=1
3>
CM +



65

APENDICE ¢C

Nomenclatura usada nos graficos deste Apendice

UVEL

VEL

UPLUS

TTURB

TVISC

TTOTAL

USTAR

DELTA

VIS

Velocidade adimensional, xi/Uas
Velocidade vertical adiraensional, ampliada
Velocidade de friccdo u*

Tensor turbulento

-Tensor laminar

Soma dos tensores laminar e turbulento
Velocidade de Friccao u*
Espessura da camada limite

Viscosidade cinematica
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SECAOD C2

= - 4. 4,
Graficos da velocidade 1 versus 1In vy
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mSECAD

Graficos da Viscosidade Turbulenta,, do tensor

de Reynolds e do Coeficiente de Friccéo.
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