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R ES U MO

O presente trabalho trata da aplicagao de eque
gaes.integrais a solugao de problemas bidimensionais de condugao
do calor transiente, em meios homogeneos e isotrépicos, sob condi
goes de contorno de radiagao e convecgao. E apresentado o procedi
mento de obtengao da equagao integral a partir da equagao diferen
cial da condugao do calor, com o auxilio do teorema de Green e da
fungao de Green fundamental. E mostrado o desenvolvimento de um
esquema numerico de solugao que resulta em um sistema de equagSes
nao li#eares, definidas no contorno da regiao em analise. O siste
ma de equagoes & resolvido pelo método de Newton - Raphson. 0 mé

todo & testado pela comparagao com as solugoes analiticas para u

ma regiao circular e para uma regiao retangular, sujeitas a con
vecgao com coeficiente de troca de calor constante. Sao obtidos
resultados para as mesmas regioes sujeitas a troca de calor por

convecgao com o ambiente e por radiagao com uma placa isotérmica,

para varios valores do numero de Biot e do nimero de radiagao.
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ABSTRACT

This work deals with the application of integral
equations to the solution of transient heat conduction = problems
in homogeneous and isotropic media with radiative and convective

boundary conditions.

It is presented the procedure to obtain an integral
equation from the heat conduction differential equation, using the

Green's theorem and the fundamental Green's function.

It is shown the development of a numerical me thod
to solve the integral equation, which gives rise to a non-linear
equation system. This system is solved by the method of Newton-

Raphson.

The method is applied to an infinite circular cilinder
and to an infinite rectangular prism, both subjected to a constant
convective heat transfer coefficient. The results are compared

with exact solutions, showing good agreement.

Results are obtained to the same solids subjected
also to radiative heat exchange with an infinite isothermal strip

and with the surroundings.



1 - INTRODUGAO

O problema nao linear em condugao do calor foi abor
dado sob o ponto de vista de equagoes integrais ja em 1959, por
Chambre, conforme Ozisik!. O problema resolvido foi o da condugao
do calor em uma regiao semi-infinita, definida por 0 < x < o , i
nicialmente a temperatﬁra zero, e, para tempos maiores que zero,
submetida a uma condicao de fronteira em x = 0, dada pela lei da
radiagao de Stefan-Boltzmann. Chambre transformcu a equagao dife
rencial da condugao do calor em uma equagao integral nao linear ,
singular, do tipo de Volterra, por meio da transformada de Laplace,
usando a integral de convolugao para a inversao do produto da -trans
formada de Laplace de duas fungoes. Para remover a singularidade,
Chambre efetuou uma mudanga de variaveis de integragao, e escre
vendo a equagao integral sob a forma de uma relagao de recorren
cia, aplicou o método das substituigoes sucessivas para a obten

¢ao do resultado numérico.

0 uso pratico da fungao de Green fundamentzl em con
junto com a segunda formula de Green para a solugEo de problemas

de condugao do calor foi provavelmente introduzido por Jawson em



1963, e bons resultados numéricos foram obtidos por Symm, porém.i

penas para a equagao de Laplace, para varios problemas bidimensio

nais, conforme Chang, Kang e Chen?,

Em 1964, Tolubinskiy® formalizou um método de solu
gao para problemas transientes de transferencia de calor e massa
sob a hipotese do conhecimento da fungao de Green fundamental. A
presentou um estudo de diversos problemas a valores no contorno
para uma classe compreensiva de regioes, construindo uma equagao
integral. Mostrou também que esta equagao integral pode ser resol
vida pelo meétodo das aproximagoes sucessivas e examinou sua con

vergencia, porem sem apresentar resultados numéricos.

Em 1967, Crosbie e Viskanta' resolveram o problema
da condugao do caior transiente unidimensional em uma placa subme
tida a aquecimento ou esfriamento por convecgao e radiagao combi
nadas. A equagao diferencial da condugao do calor foi transforma
da em uma equagao integral nao-linear do tipo de Volterra pelo u
so da transformada de Laplace e do teorema da convolugao. O métg
do adotado para a solugao da equagao integral foi o método das a
proximagoes sucessivas. As dificuldades encontradas com singulari
dades no decorrer das integragoes numéricas foram resolvidas pelo
uso da formula da soma de Poisson e pela aplicagEo da formula de
integragao de Gauss modificada. Os valores iniciais para o metodo
das aproximagoes sucessivas foram obtidos pelo método das inter
secgoes, e foli ressaltado que a convergencia das aproximagoes de
pende fortemente desses valores iniciais. Diversos resultados nu

méricos mostrando boa concordancia com resultados de solugoes exa



tas foram apresentados.

Em 1973, Chang, Kang e Chen? apresentaram um estudo
de aplicagao da fungao de Green fundamental a problemas de condu-
¢ao do calor em meios isotropicos e anisotropicos. A fungao de Green
fundamental foi definida (sic) de acordo com a teoria cliséica do
potencial e com a teoria das equagoes diferenciais parciais. Com
o auxilio da formula de Green, a equagao diferencial da condugao
do calor foi transformada em uma equagao integral. As singularida
des surgidas nessa equagao integral foram isoladas com o auxilio
de propriedades da fungao de Green fundamental. A equagao inte
gral foi particularizada para duas dimensoes e problemas com tem
peratura prescrita na fronteira foram resolvidos para tres geome
trias: cilindro, prisma de segao quadrada e cilindro oco. Os re

sultados foram comparados, em casos cuja solugao analitica e co

nhecida, mostrando boa concordancia, exceto para intervalos de tem

po muito pequenos.

Ainda em 1973, Shaw® apresentou um método de solu
¢ao de problemas de condugao do‘calor em meios homogeneos e iso
tropicos, com fontes de calor internas e condigoes de contorno éz
bitrarias, incluindo nao-lineares. A equagao diferencial da condu
¢ao do calor foi transformada em uma equagao integral pelo uso
de solugoes fundamentais e com o auxilio da formula de Green. Foi
resolvido um problema especifico, para um cilindro seccionado por
um plano paralelo ao eixo longitudinal, submetido a fluxo de ca
lor constante ou linear na face curva e a temperatura prescrita

-~ -
na face plana. Os resultados foram comparados com solugoes anall



ticas para um solido semi-infinito e para a parede infinita.

Em todos os trabalhos analisados a equagao diferen
cial da condugao do calor e transformada em uma equagao integral.
A vantagem obtida dessa transformagao, reside no fato do problema
ficar reduzido a determinagao de valores desconhecidos apenés na
fronteira da regiao em questao. Como pode ser visto na sequencia
deste trabalho, a equagao integrallincorpora em si todas as condi
¢oes de contorno e inicial, e & resolvida, por um processo 1itera
tivo, apenéﬁ para pontos da fronteira. Os valores de temperatura

: ’
para os pontos internos, pertencentes a regiao, sao obtidos por
integracao numerica, fazendo uso da solugao explicita obtida pela

formula de Green.

Em relagao aos metodos numéricos usuais de solugao
de problemas de condugao do calor, por exemplo: diferengas fini
tas, o metodo integral apresenta a vantagem ‘de ser resolvido em
um numero de pontos bem menor. Tome-se, como exemplo, o problema
bidimenéional de um prisma longo de segao quadrada:. A divisao dos
lados do quadrado em duas partes, gera uma malha de nove pontos
na regiao, onde atuam os metodos usuais, mas gera oito pontos na
fronteira, onde se aplica o metodo integral. A divisao dos lados
do quadrado em quatro partes gera Qinte e cinco pontos na regiao,
mas apenas dezesseis pontos na fronteira. A divisao dos lados em
oito partes gera oitenta e um pontos na regiao, mas apenas trinta
e dois pontos na fronteira. Isto indica que quanto mais fina for
a malha de pontos, maior sera a diferanga entre o numero de equa

goes necessarias aos metodos usuais e ao presente metodo. Este
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fato e particularmente influente em geometrias compliqadasz.
Sob o ponto de vista de precisao, o método integral
s0 apresenta discrepancias para intervalos de tempo muito peque

. _
nos, requerendo, nesses casos, solugoes assintoticas. Porem, nes
sas condigoes, a solugao pelos métodos numéricos usuais também &
dificil?. Outras discrepancias sao tambéem introduzidas quando a
fronteira da regiao em analise contiver cantos vivos, ou se a con
digao de contorno apresenta£ descontinuidades. Estas discrepanci

.as podem ser reduzidas pelo "arredondamento" dos cantos® ou pelo

uso da fungao de Green incompleta, quando a mesma for disponivel?.

Embora a teoria do uso da fungao de Green fundamen
tal na solugao de pfoblemas de condugao do calor tenha sido bem
desenvolvida nos trabalhos analisados, a aplicagao pratica da mes
ma restringiu-se a problemas simples, unidimensionais ou bidimen
sionais, com condigoes de contorno lineares. Apenas no trabalho
de Chang? foi analisada uma geometria com presenga de cantos(pris
ma longo de segao quadrada), porem sob condigoes de temperatura

prescrita na fronteira.

No presente trabalho, o método de equagoes integrais
e aplicado a problemas de condugao do calor em duas geometrias
- um cilindro de segao circular e um prisma de segao retangular-
sob condigoes de contorno de convecgao e radiagao combinadas.Ei
sa aplicacao tem por objetivos verificar a convergencia do método
de equagoes integralis para problemas nao-lineares, preconizada

mas nao testada por Chang? e Shaw®>, e verificar a influencia da



troca de calor por radiagao com corpos vizinhos e com v meio en
volvente com grandes diferengas de temperatura, caso em que a hi
potese da linearizagao da radiagao através de um coeficiente de

convecgao equivalente nao é aceita.

As geometrias analisadas foram escolhidas por serem
usuais na pratica. Alem disso, praticamente qualquer geometria po
de ser obtida pela combinagao de segoes circulares com segoes re

tas, com ou sem a presenga de cantos vivos.,

0 método de equagoes integrais & aplicado tambem ao
problema da condugao do calor com condigoes de contorno lineares,
mais exatamente, convecgao com coeficiente de transferencia de ca
lor constante. Tal aplicagao permite uma boa avaliagao dos resul-
tados do método de equagoes integrais, pois a solugao analitica
para esse tipo de problema e disponivel, tanto para o caso do ci
lindro de segao circular’® como para o caso do prisma de segao re

tangular!?,



2 - FORMULAGCAO DOS PROBLEMAS

Neste trabalho, sao resolvidos problemas de condu
¢ao do calor transiente em um cilindro longo de segao circular e
em um prisma longo de segao retangular submetidos a troca de ca
lor por convecgao com o meio ambiente e por radiagao com wuma pla

ca isotermica e com o meio ambiente. As geometrias dos dois pro

blemas sao mostradas na figura 2-1 e 2-2.

Ambos os problemas sao resolvidcs sob as seguintes

hipoteses:

a) o material que constitui os solidos e isotropico

e homogeneo;

b) os solidos sao suficientmente longos para que a
influencia das extremidades possa ser desprezada, bem como - a con

du;go axial; com isto, o problema se torna bidimensional;

c) as propriedades fisicas do material sao constan
tes;

d) os solidos nao possuem fontes internas de calor;

e) a troca de calor por convecgao com O meio ambieE

te se da com coeficiente de troca de calor por convecgao constante ;
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f) a troca de calor por radiacao com a placa isotéz
mica se da de acordo com a lei de Stefan-Boltzmann, com o fator
de forma F entre a placa e um elemento da superficie do solido,
ASj;

g) a troca de calor por radiagao com o ambiente se
. ,

da tambem de acordo com a lei de Stefan-Boltzmann, mas com fator

de forma'(i-?) (ver Apendice I).

A figura 2-3 mostra a geometria para o calculo do

fator de forma.

A equagao diferencial da condugao de calor para o
cilindro, sob as hipoteses consideradas, escrita em coordenadas

polares, & dada por'!'.

1 9 AT * 1 32T* 1 JT* _
T* 3TF (r ar*) YT 397 T § 9t (2-1a)
definida em
0 ¢ r* ¢ ro*
R* = , t* > 0  (2-1b)
0 <6 < 2n
0
onde
T* = T*(r*, 0, t*) . (2-1c¢)

A condigao inicial para o problema e dada por

T*(r*, 6, 0) = T _* (2-2)



TROCA DE CALOR
POR RADIACAO
COM O MEIO:
FATOR DE FORMA

(1-#) / \
/TROCA _DE CALOR POR"-

" RADIACAO COM A PLACA:
/ FATOR DE

FORMA F

/ \

_11...

FIGURA 2-3: GEOMETRIA PARA O FATOR DE FORMA F
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constante em toda a regiao R* , para t* = 0

I

A troca de calor por radiagao e convecgao na super

ficie do cilindro fornece a condigao de contorno (ver Apendi

ce I):
oT* 4 u 4
k== = - h(T* - To*) - oe[T*"- F T *-(1-F) Tw* ] (2-3a)
r* = r %
o
onde h € o coeficiente de troca de calor por convecgao. O termo

(1-F) Tw*" representa o calor trocado por radiagdo com o meio am

biente. A condigao de contorno e definida em:

S* = y t*>0 "(2-3b)

Assim, as expressoes (2-1), (2-2) e (2-3) definem o

problema a valores no contorno para a condugao do calor transien
. . - 3 —. . 3 .

te no cilindro. E necessario ressaltar que € e obrigatoriamente i

gual a unidade (ver Apendice I).

Para facil generalizagao de resultados, € convenien
te colocar o problema em uma forma adimensional. Para tanto, defi

ne-se as variaveis adimensionais:

* - . .
r = L % coordenada radial adimensional (2-4)
o
t*a . . - ' .
t = , tempo adimensional, ou modulo de Fourier (2-5)

% 2
To
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T = T—% » temperatura adimensional (2-6)
e o] .

A temperatura adimensional e definida dessa forma
por convenieéncia na adimensionalizagao da condigao de contorno,co

mo esta mostrado adiante.

Para a troca de variaveis na equagao e na condigao

de contorno, calcula-se:

1 3, OT* 19 o 0 ]dr 13, 3T, To*
—_— = — TOO* —_— = o e —_—) = -
% e ) rr* 3r‘% Yo' 31 (T ) dr* r ar(r ar) ry*? @
1 %% _ 1 3? (T To%) = 1 3°T Tm (2-8)
*2 307 (r ro%)2 002 0 X% 307 rox?

1 9T* 10 1 9T Teo*a 9T Two*

= = e e o = 2 2= 2% 2"9
o at;E a ot (T To*) dt* o ot rO*Z ot ro*i ( )
9T* 9 dr OT Too*

—— = — (T Te* = (2“10)
dar*  3r ( ) ar*  or r,”

To

Substituindo (2-7) a (2-9) em (2-1a) e (2-4) a (2-6 )
em (2-1b), obtem-se a equacao diferencial da condugao do calor

transiente escrita em variaveis adimensionais:

1 9 9T 1 9°T 9T : .
—_—— r — + —— — T — (2“113)
r or ¢ ar) r2 26 ot
definida em 0 ¢ r g1l |
R = ,t >0 (2-11b)

o
n
<
n
[y%)
=
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onde .
T = T(r, 6, t) ' (2-11¢c)
Substituindo (2-6) na condiggo inicial (2—2), obtéE
-se:
T (r, 6, 0) = To- (2-12)
constante em toda regiao R em t = 0.

Substituindo (2-10) na gondiggo de contorno (2-3a)

e (2-4) a (2-6) em (2-3b) obtem=-se:

2 - -Bi (- - Ri[1Y - F T - (-] (2-13a)
definida em
r = 1
S = ,t > 0 (2-13b)
0 < 0 ¢ 27
e onde
h * .
Bi = Lo (2-14)
k
€ numero de Biot e
g € * % 3
Ri = To” Te (2-15)

k

€ o numero de radiagao para esfriamento", e onde ¢ & igual a uni
dade. A definigao desse parametro adimensional & possivel gragas

a adimensionalizagao adotada para a temperatura, equagao (2-6).
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Ainda:

T = B (2-16)

€ a temperatura adimensional da placa.

Assim, o problema a valores no contorno da condugao
do calor transiente no cilindro, escrito em variaveis adimensio

nais e definido pelas expressoes (2-11), (2-12) e (2-13).

A equagao diferencial da condugao do calor para o

prisma sob as hipoteses consideradas, escrita em coordenadas car

tesianas, & dada por’'!':

32T* _ 32T* 1 JT*
5%%2 t 3yRT T 5 3EF (2-17a)
definida em
- x */2 < x < x */2
o o
R* = , t* > 0 (2-17b)
-y *[2 < v < yo*/Z
onde
T* = T* (x*, y*, t¥*) (2-17¢)

A condigao inicial para o problema & dada por:

T* (x*, y*, 0) = T _* | (2-18)

constante em toda a regiao R* para t* = 0.
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A troca de calor por radiagao e convecgao na super

ficie do prisma da a condigao de contorno:

* -
g—T—* = = h (T* - To*) - 0 [T** - F T_** - (1-F) To*"] (2-19a)
N7 gx - P

onde 3T*/3n* &€ a derivada da temperatura na diregao da normal ex
terior a superficie, em cada ponto. Essa derivada pode ser identi

ficada ao longo das superficies do prisma por:

i *
- X0 /2 < x* < xo*/2
* * '
%%; = - %‘* em  S;* = C(2-19b)
y = -y */2
x* = xo%/2 ,
* *
%%; = %%; em Sy* = : (2-19¢)
. o Yo*/2< y* < yo*/2
J - Xp*/2 < x*< x,*/2
AT* oT* X =
=% = - em S3* = | (2'19(1)
an 5}' L y* = yo*/z
x* = - x */2
* * .
e e st (2-19)
X = Yo*/2 < yk < y */2

Assim, as expressoes (2-17), (2-18) e (2-19) defi
nem o problema a valores no contorno para a condugao do calor tran
siente no prisma. Aqui também e obrigatorio que € seja igual a u

nidade.

Para facil generalizacao dos resultados, & conveni

ente colocar o problema em uma forma adimensional. Para tanto, de



fine~se as

x =
y =
t =
T =

variaveis adimensionais:

= abcissa adimensional
ordenada adimensional

t*q
*2
xo

[

tempo adimensional, ou modulo de Fourier

T*
Teo*

= temperatura adimensional

Para a troca de variaveis na equagao e na

_17.-

(2-20a)

(2-20b)
(2-21)
(2-22)

condigao

de contorno, calcula-se:

32T* _ 3 [g_ (T T%) dx ] dx _ 3°T  Teo*
ax*?  9x  Llox © 7 dx*] ax*  9x? Xo*°
2T* _ 3 [é_ (1 T %) LY ] dy _ 3%T To*
ay*? a3y lay dy*} dy* 3y’ xo*?

LOT% 13 (pgadt 10T Tufa _ OT Tt
a dt* q ot 7 dt* o 3t x %7 dt x 2
9T* 3 dn AT To*

O o8 (T Tx) 4B - 22 e

an*. 9n ® 7 dn* on Xo*?2

Substituindo (2-23) a (2-25) em

(2-23)

(2-24)

(2-25)

(2-26)

(2-17a) e (2-20) a

(2-22) em (2-17b) obtém-se a equagao diferencial da condugao do ca

lor transiente adimensional,

escrita em coordenadas cartesianas:
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= = (2-27a)

definida enm

R = ’ t > 0 (2-27b)
L- v

T = T(x,y,t). - (2-27¢)

Substituindo (2-22) na condigao inicial (2-18), ob
tém-se:

T(x,y,0) = To

constante em toda a regiao R em t=0

Substituindo (2-26) na condiggo de contorno (2-19a)

obtém-se:

== = - Bi (T-1)- Ri [T" —AFTp“ - (1-F) | (2-29a)

onde 3T/3n e a derivada da temperatura adimensional na diregao
normal a superficie em cada ponto. Fazendo uso de (2-20) a (2-22)
em (2-19b) a (2-19e), pode-se identificar essa derivada ao longo

das superficies do prisma por:

l/— 1/2 < x < 1/2

._BI = —.a._!:. em S1 = 9 (2'29b)
an y L o /2
y = yo
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x =1/2
-2—3‘1 - % em S; = (2-29¢)
- Yo/2 <y <y, /2
-1/2 < x < 1/2
_g% = .g_.i. em S“ =3 (2—29d)
y = y,/2
x =-1/2
%% = - %% em Sy = ‘ (2-29e)
ot ye/2 <y < y,/2

Nos cantos do prisma, a derivada normal da temperatu

ra apresenta uma descontinuidade. Tal fato e examinado adiante.

Na condigao de contorno (2-29a),

*
Bi = A~ Xo (2-30)
& o numero de Biot e
. X% T3
Ri = € kO“ @ (2-31)

€ o numero de Radiagdo para o esfriamento’, e onde € & igual a uni

dade. Ainda:

T *
T, = ox (2-32)

@
€ a temperatura adimensional da placa.

Assim, o problema a valores no contorno para a condu
¢ao do calor transiente no prisma, escrito em variaveis adimensip

nais, & definido pelas expressoes (2-27), (2-28) e (2-29).
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3 - SOLUGCAO DO PROBLEMA DA CONDUGAO DO CALOR TRANSIENTE
COM O AUXTLIO DO TEOREMA DE GREEN E DA FUNCAO

DE GREEN FUNDAMENTAL

A solugﬁo de problemas a valores no contorno para a
condugao do calor transiente pode scr obtida por diversos métodos,
analiticos e numéricos. Entre os métodos de solugao analiticos pu
de-se citar a separagao de variaveis, o uso de integrais particu
lares, a transformada de Laplace, as solugSes combinadas por su

12

perposigio ou de Duhamel, a transformaggo de variaveis ', e 2

transformagao integral!. Entre os metodos numéricos pode-se citar

12

o das diferengas finitas, em suas diversas formulagoes e o méto

do mais recente dos elementos finitos.

Porém, todos os métodos citados sofrem grandes limi
tagoes quando as condigoes de contorno sao do tipo de (2-3a) ou
(2-19a), isto é, nao lineares. Nesse caso, os metodos analiticos
citados nao podem ser usados e os métodos numéricos sao limitados

pela generalizagao da geometria.
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Como esta mostrado neste caplitulo, o método integral
nao sofre limitagoes devido a nao-linearidade das condigoes de con
torno. Porem, essa nao-linearidade provoca o aparecimento de ex

pressoes complicadas, que so podem ser integradas numericamentel.

Para a obtengao da solugao dos problemas de condu
950 do calor propostos, necessita-se do teorema de Green para o O
perador da condugao do calor e da solugao fundamental, ou fungao
de Green fundamental, para a equagEo diferencial da condugEo do

calor.

0 operador da condugao do calor & definido por’:

d

= 9  _ 2 s o
L = T v {3-1)
onde
2 2
. 9 d _
Vi ekt oy . (3-2)

para duas dimensoes em coordenadas cartesianas, ou

d o 1 32
EFIUIE T2 T E (3-3)

para duas dimensoes em coordenadas polares.

0 adjunto formal do operador condugao'do calor e da

do por

L = - %? R (3-4)

Este operador e auto-adjunto, segundo o produto in
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terno:

< Lu,v >= J (Lu)v dx
R

< Lu,v > = < u, L*y > (3-5)

onde u e v sao duas fungoes com derivadas continuas ate a segunda

n .
ordem em R e com derivada continua em t.

Pode~se provar que7

..

()

v Lu -~ u L*y = div (3-6)

onde

e
1]
o
[+

v - (v grad u - u grad v). (3-7)

0 operador grad atua somente nas variaveis espaciais

e e, e um vetor unitario na diregao do eixo do tempo.

O teorema de Green e a forma integral de (3-7)7:

J_ (v Lu = u L*v) dR =
R

= J n . [e uv+ugradv - v grad u| dS (3-8)

onde R & uma regiio no espago-tempo, S sua fronteira, dR e um ele

mento de volume no espaco-tempo e dS um elemento de sua fronteira;

n e o vetor unitario normal exterior a S.



_23_

Para os problemaé propostos, R & uma regiao no espg’
¢o-tempo, com forma de um cilindro semi-infinito, formado pela re
giao R no plano, definida por (2-11b) ou (2-27b), e pelo eixo dos
tempos, para t > 0, como mostra a figura (3-1). Ainda, R & uma re
giao regular - regiao aberta cujo bordo e constituido de segmen
tos de superficies regulares, isto e, segmentos continuos onde em

cada ponto esta definida a normal.

Porem, para a aplicagio do Teorema de Green, neces
sita-se do cilindro finito: x € R, 0 < t < T onde T € um numexro
positivo qualquer, que desaparecera ao final da analise. A iron

teira do cilindro consiste de tres partes[vide figura (3-1)]:a ba

se x €E R, t = 0; a base x € R, t = T e a superficie lateral
x €S, 0<t < 1, Na base t = 0, a normal ao cilindro €& na dire
cao - Et enquanto que na base t = T, & na diregao Et. Na superfi

cie lateral do cilindro, a normal ao cilindro coincide com a nor

mal a S, fronteira de R. Nessas condigaes, pode-se escrever:

v

=R}

v grad u = v z—



FIGURA 3-I:

-

t=0 |

REGIAO REGULAR NO ESPACO-TEMPO

21

(7]
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Substituindo os resultados acima na formula de Green,
equagao (3-8), vem:
Vv

T
~ Ju
dt [ dx [v(e=-Vu ) -u (- % - V%) | =
JO R ot ot

T
du
v

@), 3+ | du (3-9)

= J - (uv)t=0 dx + j dt[ dsS (u %X -
R S n

R 0

que e a forma do teorema de Green para o operador condugao do ca

lor definido no cilindro da figura (3-1).

Para a utilizagao dessa expressao na solugao do pro
blema da condugido do calor transiente u & feita igual a distribui
cao de temperatura, solugao procurada para os problemas definidos
por (2-11), (2-12), (2-13) e (2-27), (2-28), (2-29). Os dois pro

blemas podem ser colocados sob a forma geral’:

%% - 92y = q(%,t), X em R, t > 0 (3-10)

onde q(x,t) representa a geragao interna de calor adimensional. A

condigao inicial e dada por

u(x,0) = f(x),x em R, (3-11)

onde f & uma fungao conhecida e continua em R e a condigao de con

torno e dada por
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1

h(u,uo), X em S, t>0, (3-12)

sendo h uma fungao conhecida e u, uma temperatura fixa, por exem

plo, a temperatura do meio ambilente.

Ainda na expressao do teorema de Green, v sera fei
ta igual a uma fungao de Green apropriada. Tal fungao & a fungao
de Green fundamental, ou soluggo fundamental, para o adjunto for

mal do operador condugao do calor. Por definigio7, essa solugao

fundamental & a solugao g*(i,t|§o,to)'do problema:

(—%? - \72> g*(x,tlx ,ty) = 8(x-x5) 8(t~ty),

para todo X, X, em R = R, , - o <t, to< o (3-13)
e

g*(i,t!%o,to) =0, t >ty,, x, x, em R = R, (3-14)
onde

§ €6 a distribuigao Delta de Dirac’

(Xg»>t,) € chamado polo da solugao g*

R, € todo o espago de n dimensoes, e

~

X = (xl, cees Xg)
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No presente trabalho, n = 2, mas o desenvolvimento

e valido para o espago n-dimensional.

Por outro lado, seja g(i,t|§0,to) a solugao funda
mental para o operador condugao do calor, isto &€, a solugao do

problema:

(%? - Vﬂ g(x,t|xg,t0) = 8(x-%xo) O(t-ty),

b3
tadd

o em R IR, , - o <t, ty < w (3-15)

e
g(x,t|xy,t0) = 0, t<ty, , X,Xo, em R = R, (3-16)
Aplicando o teorema de Green a g e g* de maneira
conveniente’ encontra-se que:
g* (X,t|Xg,to) = g (Xg,tolx%,t) (3-17)
Além disso pode-se provar7 que a solugio fundamen

tal de (3-15), (3-16) coincide, para t>t,, com a solugao do pro

blema de valor inicial:

3 _ o2 = = - -
(3? \Y ) g (x,t|xo,to) =0 , >t (3-18)

lim g(X,t|Xo,to) = 8(X - X,) (3-19)
t*to
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Aplicando agora o teorema de Green, expressao (3-9)
a u, solugso de (3-10), (3-11) e a g(§o,t0]§,t), soluggo de(3-13),

(3-14), com t, < T, obtem-se:

+ J [u g(x ,t [x,t)] dx +
R t=T

T Xogstolx.t - - '
+ dt as |u 38%o o[X,t) _ g(x ,t |x,t) du (3-20)
0 on o’ o an
S S
mas.:
JT dtj dx [g(§ t Ix t) [éﬂ - Vzu] L =
0 R L ° 0 ot
t:O ~
= J dtJ dx q(x,t) g(io,t lx,t) (3-21)
0 R °
e.:

T ~ ~
~ - _ Bg(xo’tolx,t) _ 2 > = 1!' =
J dtJR dx u | AT v g(xo,tolx,t)JJ
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t 1 ‘
= J © dtJ dx I; u [5(§—§o) d(t—to)] = - ulx_,t_) (3-22)
R | .

0 L J

pelas propriedades da distribuigao Delta de Dirac. Ainda:

JR - [u g(io,to|§,t)] dx = - JR u(x,0) g(io,to|§,0)d§ (3-23)

jR [u g(§o,t0[§,t)] dx = 0 (3-24)

pois, de (3-14):

g(xo,t0|x,t) =0 , t > to.
Lembrando que, de (3-12) e (3-11)
Qu | Lk (u,ul) e u (%,0) = £ (%)
an ’ o ’

e substituindo no teorema de Green, expressao (3-20), vem:

tO N _ S B _
Jo dtJR dx q(x,t) g(xo,tolx,t) - u(xo,to) =

= - J £(x) g(x,,t [|x,0) dx +
R

to Yo (X X ~ ~
3 g( O’tolx’t) - -
+ Jo dtJS ds [g(x,t) o g(xo,tolx,t) h(u,uo)]s (3-25)
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Rearranjando essa expressao, e lembrando que o ter
mo de geraggo de calor q(i,t) € ausente nos problemas aqui abordg

dos, obtem-se:

u(io,to) = JR f(x) g(%o,to|§,0) dx +

ag(ﬁo,to]i,t)]

A S (3-26)

to - - ~
+ JO dtJS dS[g(xo,to[x,t) h(u,uo) - u(x,t)

Este resultado nao mais contem T e & valido para to
do io em R e todo t°>0. Para colocar a solugao em uma forma pa

drao’ intercambiam-se os indices (x,t), (;o’to)’ obtendo-se:

u(x,t) = J f(§o) g(§,t|§o,0)dx +
R

t ~ = i Lt '
. JO dtojs ds [g(§,t|§o,to) hlu,ug) = ui,t ) 3g(x’tg§° °)]S (3-27)

que € a forma integral correspondente ao problema de condugao do
calor dado por (3-10), (3-11), (3-12) com geragao de calor nula,

isto e, q(x,t) = 0.

Para a aplicagao dessa equagao, necessita-se conhe
cer a fungao de Green fundamental g(§,t|§o,to). Aplicando a trans
formada de Fourier em (3-13), (3-14) sobre as coordenadas espaci

. - 7
als, obtem-se’:
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_ exp[-R?/4(t-to)]

g(x,t]x,,t,) (3-28)
. hm(e-tg)™ 2
onde n & o numero de coordenadas espaciais e
R = (% - %Xg)2 o (3-29)

Para duas dimensoes, em coordenadas cartesiamnas ob

tém-se:
2
_ expl- R¥/a(t-ty)] -
g(x’Y’t|xo,yosto) = 4ﬁ(t—to) 2 (3 30)
onde
R? = (x-x,)% + (y-yg)? (3-31)
Para duas dimensoes, em coordenadas polares obtém-se:
_ exp[-R*/4(t-tg)] A
g(r’e’terSGO’to) Aﬂ(t—to) (3 -2)
onde
RZ = 1r? + rg,% -2r rg cos(6-6,) (3-33)

Para verificar se essas solugoes satisfazem (3-18),

sao calculadas:

3_ _exp[-R¥4(tto)] | RE 1 -
St g(x,y,t|%x5,¥0,t0) = 7 (E-to) [a(t-t ¥ (t-ty) (3-34)
)
32 _expl-R¥/4(tt0)] | (xx0)2 1 -
g;; g(x’y’t’XOsyO:to) - 4ﬂ(t'to) A(t—to)z Z(C-CO) (3-35)
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(3-36)

32 exp[-R?/4(t-to)] | ¥0)2 _ 1
Yy )

P 1G9 B PO S 1
(o]

Por substituigao direta, ve-se que a solugao (3-30)

satisfaz (3-18), e o mesmo pode ser constatado para (3-32).

E facil ver que g(xX,t|X,,t,) se torna singular em
X = §o e t = t,. Devido a isto, os polos deverao ser isolados em

determinados calculos. Para tanto, sao examinadas algumas propri

edades da fungao de Green fundamental.
Para §*§o pode ser mostrado?, tomando o limite,que:

t
lim j g(%,t|%g,t0) dty = g(X,%) (3-37)

onde g(§,§o) & dada por?

1

g(X,%Xg) = = 5= WnR (3-38)

para duas dimensoes, onde R & dado por (3-31) ou (3-36).

Seja € o raio de uma pequena superficie esferica pa
ra tres dimensoes, ou o raio de um pequeno circulo para duas di
mensoes, envolvendo o ponto X na regiao R e seja S essa pequena

superficie (ou linha). Pode ser facilmente mostrado’ que:
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~ ~ —_ }
lim J g(x,t]xo,to) dSe =0 (3-39)
e+0 S¢
e que t |
lim j dtoJ %E g(x,t|x,,t ) dS¢ = 1 (3-40)
e+0 O S¢

Se o polo surge na fronteira S da regiao R, pode-se
isola-lo por uma pequena superficie hemisférica para tres dimen
soes, ou um semi-circulo para duas dimensoes, com raio € e centro

no polo, dado por §°s , e obter?:

t
. 0 ~ ~ 1
lim J dtOJ ﬁ g(Xs,tIXOS,tO) dSe = .é. (3-41)
e+0 O S¢
Assim, na solugao u(x,t) dada por (3-27), quando

Xx*Xg , com o auxilio de (3-41), pode-se escrever:

J £ (xg) g(§s,t|§os,to) dx +
R

% u(xg,t)

t

+J dtOJ ds[g(is,tlﬁos,co) h(u,uy) -
0 S

u(Xo_»to) (3-42)

ag(§5»tl;{059to)
an

que €& a solugao para os pontos que pertencem a fronteira S de R.

A solugao (3-42) para os pontos da fronteira, junta
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e

mente com a equagao de condigao de contorno (3-12) sao suficien
tes para determinar os valores desconhecidos na fronteira,u(is,t)

e Bu(ﬁs,t)/an.

Note-se que as integrais na regiao em (3-42) e (3-27)
sao fungaes conhecidas. Assim, o conhecimento de u(§s,t) e au(;(s,t)/an né
fronteira possibilita o calculo de u(x,t) para toda regiao por sim

ples integragao.

Portanto, o problema fica reduzido a fronteira S de
R, e sua solugao & obtida sobre um numero bem menor de pontos do
que a solucao obtida por metodos numeéricos usuais, como esta co

mentado no capitulo 1 deste trabalho.
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4 - ESQUEMA NUMERICO PARA A SOLUCAO DE PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS

A transformagao da equacgao diferencial da condugao
transiente do calor em equagao integral reduz o trabalho de solu

gao apenas aos pontos da fronteira da regiao em analise.

Todavia, a complexidade das fungoes a serem integra

das em (3-42) obriga o uso de metodos numéricos de integracgao.

Este fato sugere a utilizacao de um esquema numéri

co de solugao da equagﬁp (3-42) para a fronteira S de R.

Para tanto a fronteira e dividida em N elementos.Fa
ca-se i=1,2,..., N denotar os pontos nodais primarios, resuvltan
tes dessa divisao, e j=1,2,..., N denotar os pontos nodais secun

darios.

Ainda, em funcao das propriedades da fungao de Green
fundamental examinadas anteriormente, pode-se admitir que (BT/&ﬂS
e Uﬂs variem muito lentamente em comparagao com (ghse (Bg/én)s res

pectivamente. Tal hipotese permite a aplicagao do Teorema da Médi
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a para Integrais Maltiplas'®. Assim, pode-se admitir que'(ST/Bn)S
e (T)s sejam constantes em cada elemento da fronteira e remove-

los para fora da integral no contorno.

Para poupar espago em memoria de computador a inte

graggo no tempo pode ser efetuada ©passo a passoz, isto e,

T(xsi’ysi’tm) pode ser calculada a partir de T(xsi,ysi,tm_l),onde
m=1,2,3,... denota os pontos nodais no tempc. Assim,ainda de acor
do com o Teorema da Media, pode-se retirar (BT/Bn)S e (T)S para

fora da integral no tempo.

Nessas condigoes, a equagao dos valores na frontei

ra (3-42), pode ser escrita na forma algébrica?:

T(x .,y .,t ) =2 § EE A.. -
si’7si’ m j=1 \on AS 1]

N .
"2 3L (Myg By v 2 F; (4-1)
J
onde:
= ) 1 ' ' , _
Fl IR T(X 4 ’tm—l) g(xsi,ysi’tm X',y ’tm_l)dR(X Y ) - ((4 2)
tm
= ! Pt ? [} ' ' -
Aij = J dt f g(xsi’ySi’tm!X s,y S’t )dS(X S’y S) (4 3)
tm—l AS

m d
= 1 L [ ' ' ' 1 -
Bij J dt ( = g(xsi’ysi’tm‘x Y gt )dS(x 5 S) (4-4)
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onde g & dada por (3-30) ou (3-32). Note-se que 'para m=0, a tempe

ratura € a temperatura inicial dada por (3-11).

A integragao de Aij e Bjj em relagao ao tempo pode

ser efetuada’ obtendo-se:

f ; 2
A;: = l_J E Rs ds (x' ) (4-5)
13 4T 1 4(tm—tm_17 s* Vg

e = 1 DS - R82 ' 1 -
BlJ - ZTTJ( R 2 EXP[ A(tm—tm—l) dS (x s 7 s) (4-6)

(2}

onde E; (z) a integral exponencial, dada por

El(z) = dv (4-7)
v
z
e
RZ = (xgq= x' )+ (yg;=y' )" (4-8)
D, = cos(n,;ﬂs) (xsi->ﬂs)+ cos(n,y's)(ysi‘y's) (4-9)

Usando notagao matricial, a equagao (4-1) pode ser

.
escrita como:

| 51l | ‘
(T, = 2 {Ai {ggj» -2 {B‘ JT + 2 JF} (4-10)

representando um sistema de N equagoes para os N pontos nodais es
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pecificados.

Essas equagoes sao, porém, nao-lineares, devido ao

fato de (BT/an)S, dado por (2-13) e (2-29), ser nao-linear.

Para a solugao deste sistema, utiliza-se o metodo

de Newton—Raphsona, reescrevendo a equagao (4-10) na forma:

f =T + 2 B J/T\L - 2 IAl IEE - 2 fFl (4-11)
} } HU “18“} ]

~

onde {T} e {BT/Bn} sao obtidos com valores aproximados da

temperatura em cada ponto, T'i.

Em cada iteragao novos valores da temperatura sao

obtidos por:

™., = T', - ¢', (4-12)

onde s'i sao as componentes do vetor erro, que devem ser feitas i
guais a zero, isto €, menores que uma certa tolerancia. Os valo

res €', sao calculados, a cada iteragao,pela solugao de®:

!
Jel» = <,0!~ S (4-12)

onde
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of, df ] 9f
dT, 0T, Ty
afz sz 3f2
9T, 93T, ''" 3Ty
[ W l = (3-13)
9fy fy df g
0T, 9T, """ 03Ty

isto e, a matriz jacobiana das fungoes f. em relagao as temperatu
ras Tj calculadas para os valores aproximados T'j, suposto que[WJ

seja nao-singular.

O processo iterativo e terminado quando, para todo

i, for satisfeito o critério de tolerancia:

< g (4-14)

onde as barras indicam valor absoluto e £ e um valor especificado.

Apos ter sido atingida a tolerancia desejada, os va
lores da temperatura e de sua derivada normal em cada ponto da
fronteira sao usados para calcular a temperatura na regiao, com
o auxilio de (3-27). Como a températura e conhecida apenas em pon

tos discretos da fronteira, as integrais sao calculadas numerica

mente.

A escolha do método de Newton-Raphson para a comple

mentagao do esquema numérico de solugao das equagoes integrais,em
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. - o . ~ . 1
detrimento do metodo das substituigoes sucessivas usado em () ,
(3) e (*), por exemplo, foi motivada pelo fato do método das subs
tituigoes sucessivas nao apresentar boa convergencia quando as e

quagoes sao nao-lineares.

Ainda, Colle e Abreu!’ concluiram que o método das
substituicoes sucessivas aplicado a problemas bidimensionais de
condugao do calor em regime permanente com radiagao e convecc¢ao
combinadas torna-se instavel com o aumento da influencia da radia
¢ao, mesmo que na obtencao da equagao integral se faca uso de fun

¢ao de Green completa.
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5 - SOLUCAO DO PROBLEMA DO CILINDRO

A solugao do problema do cilindro, dado por (2-11),
(2-12) e (2-13) e colocada sob a forma de um programa de computa

dor, para a rapida obtengao de resultados.

Inicialmente, sao calculadas as coordenadas dos pon
tos nodais da fronteira e da regiao, bem como o fator de forma de
elementos da superficie do cilindro para a placa, de acordo com a

figura 2-1.

O fator de forma é dado por'?:

sen ¢2 - sen ¢1
Faa -a, = 7 (5-1)

onde ¢, e ¢, sao os angulos mostrados na fig. 5-1 e onde dA, e um

elemento de area na superficie do cilindro e A, a area da placa.

A seguir, sao calculados os coeficientes Ajj e B, ;
para os pontos da fronteira. Para o calculo das integrais das ex

pressoes (4-5) e (4-6), cada elemento ASj da fronteira é dividido



FIGURA 5-1: ANGULOS PARA O CALCULO DO FATOR DE FORMA
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em dez partes.

Para o calculo da integral exponencial do coeficien

te A;: @ utilizada a subrotina EXPI'". Porém quando j=1i

ij , 0 pdlo

coincide com o ponto nodal, isto e, r=r' e 0=6', e o argumento da
integral em (4-5) torna-se singular. Nesse caso, a integral e cal
culada pela integracao da série que representa a integral exponen

ciall?® para valores de x entre zero e um:
E, (x) = - 2n(x) - 0,57721566 + 0,99993193 x -
- 0,249910555{2 + 0,05519968 x°® -
- 0,00976004 x* + 0,00107857 x° (5-2)

Assim quando j=i, o valor do coeficiente Aj; € dado

por:

AB/2
= 1 -
0

onde AB/2 & a metade do angulo que compreende uma divisao da fron

teira e x e:

Rs

N CETab) (5-4)
onde
R 2 =2 -2 cos (AB/2) (5-5)
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uma vez que tanto o polo como o ponto nodal estao sobre a frontei

ra. Logo:

Para o calculo de Bij; » a relagao Dg/Rg?, em (4-6)

deve ser calculada. Assim, de (4-9), calcula-se:

D_. = cos B8' (cos ei - cos B6') + sen 8' (sen Gi - sen 9')

\J

= cos B8' cos 6{ - cos? B' + sen B' sen ei - sen” 0

- —_ ! -
= coSs (6i 6') 1

E de (4-8) calcula-se

RZ =2 [1 - cos (8, - 08")] -
assim:
Ds 1
Rg? T2 (5-6)

para quaisquer pontos na fronteira.

A seguir, sao calculados os coeficientes Fi’ atra
vés de (4-2). A integracao & realizada numericamente atraveés da

regra de Simpson para integrais duplas®, sendo a regiao dividida
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por uma malha de dez divisoes no raio e trinta e seis divisoes
L]

no angulo (vide figura 2-1).

Apos o calculo dos coeficientes F., sao calculados
os termos da equagao matricial (4-11). Os valores da primeira a

proximagao da temperatura sao calculados pela linearizagao da ra

diagao, e sua soma com a convecgaolz, dada por

|

- - - _ , v —1)1 -
T (T__ -1) exp ¢- 2 [B,+R;(T_4-1)/(T__, l)JAtJ> (5-7)
Natyralmente, essa expressao nao da valores precisos para a tempe

ratura, mas seus resultados sao suficientemente aproximados para

favorecer a convergencia do método de Newton-Raphson.

Em seguida a equagao (4-11) & resolvida pelo método
de Newton~Raphson. Os valores da temperatura na fronteira sao lis
tados a cada iteragao. Apds a convergencia, sao listados os valo
res do fluxo de célor na fronteira, da taxa de calor instantanea

dissipada, dada por:

F/F0 = j ’%{ T(r,t)f dS/J [g; T(r,O)J ds (5-8)
S S S S

e da quantidade total de calor dissipada desde o tempo zero até o

instante calculado, dada por

Q/qQ, = ).(v pC(T, = T)AV /JV pC(T, = 1) dV (5-9)
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Feito isso a temperatura na regiao & calculada pela
expressao (3-27). O calculo dessa expressao apresenta um problema
de precisao numérica para pontos proximos a fronteira. A derivada
da fungzo de Green em’relagao a normal, em (3-27), torna-se cada
vez maior ao aproximar-se o ponto nodal da fronteira. Este fato
provoca erros intoleraveis para raios maiores que 0.85. Assim, os
valores da temperatura para o raio igual a 0.9 sao obtidos pelo a
juste de uma parabola aos valores da temperatura para o raio igual
a 0.7, 0.8 e 1.0. Este ajuste, no entanto, nao provoca erros sen

- - -
siveis, quer no tempo considerado, quer nos subseqllentes.

Finalmente, apos a listagem dos valores da tempera
tura para a regiao, sao calculadas as coordenadas de isotermas,pa

ra a visualizagao dos resultados.

Para o calculo da distribuigao de temperatura no in
cremento de tempo seguinte, o programa e recomegado a partir do

calculo de F., inclusive.

O programa e rodado, inicialmente, com numero de ra
diagao igual a zero, isto e, somente com convecgao. Isto permite
a comparacao com a solugao analitica para o cilindro com troca de
calor por convecgao com coeficiente constante. Essa solugao & da

da em (%) por:

T-1 2 ? J1 Q) Jo (Ap1) exp (-A,*Fo)
& 2
o n=1 kn[Jo (An) + le(A“)]

(5-10)
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onde os Xn sao as raizes de

An Jl(kn)/Jo(An) = Bi (5-11)

e onde J e J, sao as fungoes de Bessel de primeira especie de or

dem zero e um.

A quantidade de calor dissipada e também dada em (°)

Q © 4 Bi [ 2 ,
= I 1 - -A F 5-12
T we e vs B W exp (-2 ° Fo) ( )

Os resultados estao apresentados nas proximas pagi

nas da seguinte maneira:

- Figuras 5-2 a 5-7 - comparagao da solugao integral com a
solugao analitica, com Ri = O,isto &,
apenas com convecgao.

- Figuras 5-8, 5-10, 5-12 - valores da energia dissipada Q/Qo pa
ra varios valores de Bi e de Ri em
fungao de t, ou Fo.

- Figuras 5-9, 5-11, 5-13 - valores da taxa de calor instantanea
F/Fo para varios valores de Bi e dg

Ri, em fungao de t, ou Fo.

- Tabelas 5-I, 5-1II, 5-I1I distribuigao de temperatura, produzi
da pelo programa de computador para

alguns valores de Bi, Ri e t, cu Fo.
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- Figuras 5-14 a 5-16 - isotermas correspondentes as distri
buigoes de temperatura apresentadas

nas tabelas 5-I, 5-IT1 e 5-TIII.

A analise desses resultados & apresentada no capitu

lo 7.
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6 - SOLUGCAO DO PROBLEMA DO PRISMA

A solugao do problema do prisma, dado por (2-27),
(2-28) e (2-29) e tambem, como a solugao do problema do cilindro,
colocada sob a forma de um programa de computador, para a rapida

obtengao dos resultados.

Inicialmente, sao calculadas as coordenadas dos pon
tos nodais da fronteira e da regiao, bem como o fator de forma dos

elementos da superficie do prisma para a placa, de acordo <com a

figura 2-2.

A seguir sao calculados os valores dos co-senos di
retores da normal exterior as faces do prisma. Esses.valores apa
recem no calculo de Ds’ expressao (4-9), e influenciam o coefici
ente Bij.‘Devido a presenca dos cantos na secao retangular, os va
lores dos co-senos diretores da normal apresentam descontinuida
des nesses cantos. Algumas hipoteses foram testadas_numericamente,
mas os melhores resultados, em comparacao com a solugao analitica,

foram obtidos admitindo-se a normal fazendo um angulo de 135° com

ambos os lados do retangulo. Esta hipotese pode ser justificada
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PONTO NODAL

|

SUB-DIVISOES
N
a
— SUB-DIVISOES
ﬁo NODAL
als2
FIGURA 6-1: CONCORDANCIA DOS LADOS DA SECAO DO PRISMA




_63.—

se se imaginar que um arco de circunferencia de raio pequeno reas

»

. -~ - -
liza a concordancia dos lados, como mostra a figura 6-1.

A seguir sao calculados os coeficientes Aij e B

J
para os pontos da fronteira. Para o calculo das integrais das ex

e

pressoes (4-5) e (4-6), cada elemento ASj da fronteira e dividido,
nesse caso, em trinta e duas partes. Chegou-se a esse numero apos
diversos testes com numeros menores. Tambem foram realizados tes
tes para um numero maior de divisoes, mas o aumento obtido na pre

cisao dos resultados nao foi significativo, enquanto que o tempo

de computador necessario aumentou grandemente.

Em comparagao com o numero de divisoes dos elemen
tos de fronteira utilizado no caso do cilindro, apenas dez, pode-
se dizer que essa diferenga e causada pela maior '"suavidade" do

contorno da segao circular do cilindro.

Para o calculo da integral exponencial do coeficien

te Aij e utilizada a mesma subrotina usada no problema do cilin
dro. A singularidade que ocorre quando i=j e evitada, de maneira

analoga a anterior, pela integral:

A.., = E,(z) dz (6-1)

[*H
[ X

1 AR/2
2w 0

onde AL/2 e a metade do comprimento de cada elemento ASj da fron

teira e:

RS2 _
Tt (6=

VA =
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onde

RZ = (x = x' )% + (y, =~ y')? (6~3)

onde tanto o polo (x'S,y'S) como o ponto nodal (xs,ys) considera

-

do estao sobre a fronteira.

-

Para o calculo de Bij’ a relacgao DS/RS2 em (4-6) e
calculada péra cada ponto no decorrer do programa. Quando, porem,
i=j, o valor de RS2 & nulo, tornando a expressao singular. Nesse

caso, utilizando as propriedades da fungao de Green fundamental,

encontra~-se:

2

lim B:;: = lim —— Eﬁi- exp (- Rs ds(x' ,y' )= 0 | (6-4)
e 2m AS RS2 4(tm—tm_15 s’ s
3

Para o calculo de Fi’ atraves de (4-2) com o uso da
regra de Simpson dupla®, a regiao & dividida em uma malha de dez
divisoes na abcissa e seis divisoes na ordenada. Foram realizados
calculos com numero de divisoes maior, mas o tempo de computador
consumido tornou-se proibitivo, enquanto a precisao em relagao 4

solugao analitica nao aumentou sensivelmente.

O restante:- do programa segue, de forma analoga, a

logica do programa do cilindro.

O problema de precisao nos valores da temperatura
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dos pontos proximos a fronteira voltou a ocorrer, como no caso do
cilindro, pelos mesmos motivos. Assim, os pontos proximos a fron
teira sao obtidos pelo ajuste de parabolas aos valores da tempera
tura dos pontos adjacentes. Esse procedimento, no entanto, nao
provoca erros sensiveis em relagao a solugao analitica, quer no

tempo considerado, quer nos subseqllentes.

‘O programa € rodado inicialmente com o numero de ra
diagao igual a zero, isto &, somente com convecgao, e admitindo
constante o coeficiente de troca de calor por convecgao. ILsto per
mite a comparacao dos resultados com os da solugao analitica para
o prisma, que e obtida pelo produto de duas solugaes para a placa
plana infinitag;lb. A distribuigao de temperatura para uma placa

plana infinita, tendo uma face isolada e a outra exposta a convec

¢ao com coeficiente de troca de calor constante e dada por:

0 = IC8)71 5% sen), cos(Ap x)

-3 2 -
X T -1 ngl1 X_ + seni_ cosh_ P ( *a t) (6-5)
o n n n

ja sob forma adimensional, e onde os An sao as raizes de
A tand_ = Bi (6-6)
n n

De forma analoga, e obtido o valor de Oy. Finalmen

te, pelo produto das duas solugoes, obtém-se:

O(x,y,t) = Ox(x,t) Oy(y,t) (6-7)
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Esse valor & usado para a comparagao com os resultados obtidos pe

la solugao integral, calculando-se os valores:

T(x,y,t) =1 + O0(x,y,t) (To—l) (6-8)

Sao calculadas também a energia dissipada e a taxa

de calor instantanea, de acordo com (5-8) e (5-9).

Os resultados

nas da seguinte forma:

- Figuras

- Figuras

-~ Figuras

- Tabelas

- Figuras

A analise

6-2 a 6-7

6-8, 6-10 e 6-12

6-9, 6-11 e 6-13

6-1I, 6-1I1 e 6-1I11I

6-14 a 6-16

desses resultados

estao apresentados nas proximas pagi

o\

comparagao da solugao integral ' com
a solugao analitica, com Ri=0, isto

€, apenas com convecgao.

valores da energia dissipada Q/Qo
para varios valores de Bi e de Ri

em fungao de t, ou Fo.

valores da taxa de calor instantane
a F/F0 para varios valores de Bi e

Ri, em fungao de t, ou Fo.

Distribuigao de temperatura, produ
zida pelo programa de computador pa

ra alguns valores de Bi, Ri e t.

Isotermas correspondentes as distri
buigoes de temperatura apresentadas

nas tabelas 6-1I, 6-1I1 e 6~IIT.

apresentada no capitulo 7.
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1.0 -
0.9 TEMPERATURA PROXIMA AO CENTRO
0.6 DA SECAO DO PRISMA COM Bi=O.i __|
‘l\
07 \’Nﬂﬁk‘
0.6 \"\q\
0.8
0.4 N\,
03 L
'~\<|~TEGRAL
0.2 ANALITICA 5\
1N
N
N
o.1
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 115 20 25 3.0 35 Fo
FIGURA 6-2: COMPARAGEO DAS SOLUGOES
»
0
1.0
0.9 ~ TEMPERATURA PROXIMA AQ CANTO —
(X} M DA SEGAO DO PRISMA COM Biz0.1 __
0.7
0.8 »
0.8 \
0.4 \
0.3 INTEGRAL —
0.2 | NG
ANALITICA %
A\
‘\\
0.1
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 10 15 20 25 30 35 Fo

FIGURA 6-3: COMPARAGAO DAS SOLUGOES
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.0

0.9 N TEMPERATURA PROXIMA AO CENTRO _|]
0.8 b

DA SEGAO DO PRISMA COM Biz1.0 |

0.7 P

0.6 k\

0.8 \\\

0.4 \\\\

0.3 NN 1

0.1 NN

0.0 0.1 Q.2 03 0.4 Fo

FIGURA 8-4: COMPARACAO DAS SOLUGGOES

o

1.0 —
0.9 F\\ TEMPERATURA PROXIMA AO CANTO
0.8 S , DA SEGRO DO PRISMA COM Biz=1.0
0.7

P—
0.6 — -
P, _\.\\
0.5 a2
\-
. 0.4 \\
0.3 N
0.2 \&
N ANALITICA
INTEGRAL \,4
0.1 ‘ .
0.0 0.02 004 006 0.08 O.i 0.2 03 0.4 Fo

FIGURA 6-5: COMPARAGAO DAS SOLUGOES
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1.0 -
09 | ~ TEMPERATURA PROXIMA AO CENTRO
o8} . DA SEGAO DO PRISMA COM Bi=10.0
0.7 \-\ .
-~
0.8 L
\\.
0.5 <
.\\
04 ‘Q\\
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7 - ANALISE DOS RESULTADOS

O problema proposto para o cilindro fol resolvido de
acordo com a metodologia apresentada no capitulo 5, com os seguin

tes dados numéricos:

- numero de divisoes na fronteira: trinta e seis
sendo cada divisao ASj subdividida em dez partes, para a realiza-

¢ao das integrais numéricas correspondentes.

- numero de divisoes na regiao: trezentos e sessen-—

ta, sendo :trinta e seis divisoes no angulo e dez divisoes no raio.

- tamanho de intervalo de tempo: entre 0.02 e 0.1 ,

em tempo adimensional.
- numero de Biot: 0.1, 1.0 e 4.0

- numero de radiagao: 0.1, 1.0 e 4.0, sendo utiliza
das combinagoes destes valores, Bi e Ri, para o calculo de diver

sas situagoes.
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- temperatura inicial do cilindro: To = 4.0 em to

dos os calculos. Tal escolha baseia-se no fato desta temperatura

.

ser comum em processos de tempera, por exemplo. Considerando a tem
peratura ambiente como 27°C, esta temperatura inicial sera  de

927°c¢,

- temperatura da placa isotérmica: Tp = 2.0 em todos

os calculos.

- semi-largura da placa: & = 1.5
- distancia da placa ao plano central: h = 1.5
Inicialmente o programa foi rodado com Ri = 0, for

necendo resultados para comparagao com a solugao analitica. Ambas
as solugoes estao plotadas nas figuras 5-2 a 5-7.

Nas figuras 5-2 e 5-3 pode-se examinar os valores
da diferenca de temperatura adimensional dados pela solugao anali
tica (5-10) e os calculados pela solugao integral, transformados

em diferenga de temperatura adimensional por:

para Bi = 0.1 no centro e na superficie do cilindro. Pode-se no
tar que com o aumento do tempo (ou numero de Fourier) os valores
calculados pelo método integral se afastam cada vez mais dos .valo

res calculados pela solugao analitica. Isso se deve ao fato do mé

todo ser seqllencial, isto e, calculado passo a passo. Assim, ca
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da novo passo calculado incorpora em si o erro do passo anterior,
gerando um erro acumulativo. Pode-se observar que a discrepancia
entre os valores de diferenga adimensional de temperatura & da or
dem de -277%7 para Fo = 10.0, mas, transformando esses valores em
temperatura adimensional, essa diferenga cal para valores da or

dem de -87, diferenga que se mantem para valores dimensionais re

ais.

Nas figuras 5-4 e 5-5'pode-ée observar valores da
diferenga de témperatura adimensional para Bi = 1.0 no centro e
na superficie do cilindro. Pode-se notar que a diferenga entre os
valores calculados pelo método integral e pela solugao analitica
€ sensivelmente menor que para Bi = 0.1. Para Fo = 1.5, na super
ficie do cilindro, figura 5-4, pode-se calcular uma diferenga da
ordem de =117, que cai para valores da ordem de - 37 para tempera
turas adimensionais e para temperaturas dimensionais reais. Para
Fo = 1.2 no centro do cilindro, figura 5-5, pode-se calcular uma
diferenga da ordem de - 87, que cai para valores da ordem de -1.5%
para temperaturas adimensionais e para temperaturas dimensionais

reais.

Os valores para diferenga de temperatura adimensio
nal para Bi = 4.0, no centro e na superficie do cilindro estao a
presentados nas figuras 5-6 e 5-7, respectivamente. Podé—se obser
var que a diferenga entre o resultado da solugao integral e o da
solugao analitica no centro do cilindro para Fo = 0.7 (Fig.5-6)fi

ca reduzida a valores da ordem de + 57 para diferenga de tempera

tura adimensional, o que corresponde a valores da ordem de +1.5 7
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para temperatura adimensional e temperatura dimensional real.

Valores da energia dissipada Q/Qy, calculados pela

solugao integral e pela solugao analitica estao apresentados nas

figuras 5-8, 5-10 e 5-12 para Bi = 0,1, Bi 1.0 e Bi = 4.0, res
pectivamente. Na figura 5-8 pode-se observar que para Fo = 4.0 a
diferenga entre os valores da solugao integral e os da analitica
e da ordem de + 7.5%, notando-se a mesma tendencia ao aumento da
diferenga, como nas figuras 5-2 e 5-3. Porem, para Bi = 1.0, ve-se
que a diferenga entre os valores da solugao integral e os da ana
litica para Fo = 1.5 cai para valores da ordem de + 2.5%, desapa
recendo a tendencia ao aumento dessa diferenga. E, para Bi = 4.0,

praticamente nao existe diferenga entre os valores calculados pe

la solugao integral e os calculados pela solugao analitica, para

Q/Qq-

Este fato interessante & devido ao uso de um grandé
nimero de passos no calculo da solugao com Bi = 0.1, enquanto que
com Bi = 1,0 e Bi = 4.0, o numero de passos utilizados & menor.Na
turalmente, com maior numero de Biot, o cilindro esfria em um tem
po menor, requerendo o calculo um numero de passos menor para a

tingir o regime permanente. Assim, o erro acumulado & menor.

Valores da taxa de calor instantanea F/F, calcula
dos com resultados da solugao integral e da solugao analitica 556
apresentados nas figuras 5-9,5-11 e 5-13 para Bi = 0.1,Bi = 1.0 e
Bi = 4.0, respectivamente. Porém, esses valores sao fungoes ;inei

res da temperatura da superficie apresentando, assim, o mesmo com
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portamento daquela.

Visando reduzir as diferengas mais sensiveis encon
tradas nesses resultados, foi aumentado o numero de pontos na fron
teira e na regiao. Como conseqliencia, obteve-se um tempo de proces
samento em computador proibitivamente longo e uma pequena diminui
¢ao nas diferengas. Todavia, um aumento no numero de divisoes im
plica em uma diminuigao de valores de distancias (R?) que influem
no calculo da fungao'de Green. Isto pode provocar problemas de pre
cisao numerica pelo uso de valores muito pequenos (ou muito gran

des).

A influéncia da troca de calor por radiagao com a
placa isotermica e com o meio ambiente pode ser observada mnas fi

guras 5-8 a 5-13.

Na figura 5-8 esta apresentada a energia dissipada
Q/Qo para Bi = 1.0 e com Ri = 0.0, Ri = 0.1, Ri = 1.0 e Ri = 4.0,
Pode-se observar que o regime permancnte e atingido para Fo = 3.0
com Ri = 0.1, para Fo = 1.2 com Ri = 1.0 e. para Fo = 1.0 com
Ri = 4.0. A energia dissipada Q/Qo nao atinge o valor 1.0 pois a
distribuigao de temperatura em regime permanente nunca sera uni
forme. Isto se deve a presenca da placa a temperatura Tp, que tre
ca calor por radiagao com o cilindro, fazendo com que sua parte
inferior permanega a uma temperatura mais alta do que a do meio

ambiente.

Na figura 5-9 esta apresentada a taxa instantanea



- 84 -

de calor F/Fo para Bi = 0.1 com o mesmo conjunto de numeros de ra
diagao. E necessario notar que a taxa de troca de calor cai consi
deravelmente com o aumento de Ri; naturalmente, isto e provocado
por um rapido esfriamento da superficie. Porém, valores de tempe
ratura na superficie e de taxa de calor para tempos menores que O
apresentado, Fo = 0.05, nao podem ser calculados diretamente pela
solugao integral. Isto se deve ao aparecimento de '"underflow" no
computador, para tempos menores que 0.02, e posterior divisao por

zero, interrompendo o processamento do programa. Esta dificuldade

ja havia sido notada por Chang?.

Nas figuras seguintes, 5-10 a 5-13, os comportamen
tos observados para a energia dissipada Q/Qo e para a taxa de tro
ca de calor F/Fo sao analogos aos observados nas figuras 5-8 e
5-9. £ digna de nota, porém, a influencia do alto numero de Biot
na figura 5-12, que faz com que a influencia da radiagao na ener
gia dissipada seja pequena. O mesmo nao acontece com a taxa de
troca de calor, figura 5-13, que continua caindo consideravelmen

te com o aumento do numero de radiagao.

Para complementagao, sao apresentados nas tabelas
5~I, 5-I1 e 5-III alguns resultados extraidos das 1listagens do
computador e nas figuras 5-14 a 5-16, as 1isotermas corresponden

.
.

tes.

Na tabela 5-I esta apresentada a distribuigao de
temperatura no cilindro submetido a convecgao com Bi = 1.0 e a ra

diaggo com Ri = 0.1, para Fo = 0.02. Cada valor corresponde a um
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ponto nodal da malha apresentada na figura 2-1. E mostrada,ainda,
a relaggo entre o fluxo de calor iocal em cada elemenfo AS. da
fronteira e o fluxo maximo na fronteira. Isto permite observar a
assimetria provocada pela presenga da placa. Além da taxa de tro-
ca de calor F/F, e da energia dissipada Q/Q, € apresentado o nume
ro de iteragoes utilizado no método de Newton-Raphson. A conver
gencia, nesse caso, foi obtida com cinco iteragoes, para uma to
lerancia £ = 0.001 entre o valor de temperatura calculado e o an

terior, para cada ponto nodal da fronteira.

Na tabela 5-II o valor de Fo e 0.2 e na tabela 5-IIL
e Fo = 0.7, mostrando a evoluggo da temperatura com o tempo. Nos
dois casos o numero de iteragoes reduziu-se a quatro. Em todos os
calculos realizados, o numero de iteragoes nao superou a sete, pa

ra a mesma tolerancia.

As isotermas apresentadas nas figuras 5-14 a 5-16
mostram a tendeéncia ao deslocamento do ponto mais quente para o
local mais proximo da placa, bem como a tendéncia a uniformizagao

da temperatura.

Durante a realizagao dos calculos, alguns problemas
foram encontrados. O primeiro deles foi o tempo de processamento
grande em relagao a outros métodos, no caso, a solugao analitica
para a convecgao. Outro problema surgido foi o da precisao dos va
lores da temperatura em pontos nodais proximos a fronteira, bem
como a oscilacao desses valores com a variagao do angulo. Verifi

cou-se que ambos eram causados pela singularidade da fungao de
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Green e pelo metodo de integragﬁo:utilizados. Ainda para valores
grandes do modulo de Fourier, a solugao integral apresentou uma
instabilidade para problemas com radiagao, traduzidas pelo apare
cimento de temperaturas na fronteira maiores que no interior do
cilindro. Acredita-se que tal instabilidade seja ainda causada pe
lo método de integragao utilizado e pelas caracteristicas da fun

¢ao de Green fundamental.

0 problema proposto para o prisma foi resolvido de
acordo com a metodologia apresentada no capitulo 6, com os seguin

tes dados numéericos:
- largura do prisma: x, = 1.0

- altura do prisma: Yo = 0.6

- numero de divisoes na fronteira: trinta e dois,
sendo cada divisao ASj subdividida novamente em trinta e duas par

tes, para o calculo das integrais correspondentes,

- numero de divisoes na regiao: sessenta, sendo dez

na abcissa e seis na  ordenada.

- intervalos de tempo: entre 0.005 e 0.1, em tempo

adimensional.

- numeros de Biot: 0.1, 1.0 e 10.0

- numero de radiagao: 0.1, 1.0 e 10.0, sendo wutili
zadas combinagaes destes valores, Bi e Ri, para o calculo das di

versas situagoes.

- temperatura inicial do prisma: T, = 4.0 em todos
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os calculos. A justificativa da escolha &€ a mesma do cilindro.

- temperatura da placa isotérmica: T = 2.0

- semi-largura da placa: £ = 1.0

- distancia ao plano central: h = 1.0

Inicialmente, o programa foi rodado com Ri = 0.0,

fornecendo resultados para comparagao com a solugio analitica

(6-5). Ambas as solugoes estao plotadas nas figuras 6-2 a 6-7.

Nas figuras 6-2 e 6-3 pode-se examinar os valores
da diferenga de temperatura adimensional dados pela solugao anali
tica e os calculados pela solugao integral para Bi = 0.1. Os pon
tos cujas témperaturas foram plotadas sao: o ponto mais prcximo
ao centro da secao retangular do prisma e o ponto mais proximo do
canto da mesma segao. Nao sao apresentadas as temperaturas no cen
tro e no canto do prisma devido ao fato da malha ter sido escolhi
da de forma que 05 cantos nao fossem pontos nodais, conforme a fi
gura 2-2. Assim foi evitada a singularidade da -equagao integral
que existe nos cantos da segaoz. Em ambas as figuras nota-se uma
tendencia ao aumento da diferenga entre os valores da solugao in
tegral e os da solugao analitica com o aumento do numero de Fourier,

embora ate Fo = 2.0 praticamente nao exista diferenga entre eles.

Isto se deve ao fato do método ser seqllencial, como
foi frisado no caso do cilindro. Esse erro acumulado poderia ser
evitado pela solugao simultanea de todos os pontos nodais no tem

po; porem a quantidade de memdoria de computador utilizada seria
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excessivamente grande?.

Ja nas figuras 6-4 e 6-5, para Bi = 1.0, nota-se que
a diferenca entre os valores da solugao integral e os da solugao
analitica sao menores que para Bi = 0.1 e a tendencia ao aumento
dessa diferenga com o passar do tempo & amenizada.

Este comportamento pode ser explicado de forma ané
loga ao caso do cilindro. Com menores nﬁmeros de Biot, o tempo re
querido para o esfriamento do prisma & maior, obrigando ao uso de
um grande numero de passos no calculo, e causando maior acumulo
de erro. Com numeros de Biot maiores o esfriamento € mais rapido,
o numero de passos & menor e, conseqlentemente, o acumulo de erro

€ menor.

Porém, nas figuras 6-6 e 6-7, para Bi = 10.0, nota-
se o aparecimento de diferengas grandes entre os valores da solu
gao integral e os da solugao analitica. Essas diferengas indicam
a necessidade de um numero maior de divisoes na fronteira e na re
giao, e de uma diminuigao no intervalo de tempo utilizado. Ambas
as providencias, porém, causam um crescimento excessivo do tempo

de processamento, como no caso do cilindro.

Valores da energia dissipada Q/Q0 calculados com va
lores de temperatura obtidos da solugao integral e da sclugao anz
litica sao apresentados nas figuras 6-8, 6-10 e 6-12 para Bi=0.1,
Bi = 1.0 e Bi = 10.0, respectivamente. Pode-se notar que a concor

dancia dos valores das duas solugoes & boa, embora os valores de
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temperatura apresentem as diferengas ja mencionadas.

O mesmo ja nao ocorre com oS valores da taxa de ca
lor instantaneo F/F0 plotados nas figuras 6-9, 6—11 e 6-13 para
Bi = 0.1, Bi = 1.0 e Bi = 10.0, respectivamente. Embora para
Bi = 0.1, figura 6-13, os valores de F/Fbapresentem boa concordag
cia com os da solugao analitica, as diferengas que aparecem para
Bi = 1.0 e Bi = 10.0 indicam a necessidade de um aumento no nume

ro de divisoes,; quer na regiao, quer na fronteira.

A influéencia da troca de calor por radiagao com a
placa isotermica e com o meio ambiente pode ser observada nas fi
guras 6-8 a 6-13. Como no caso do cilindro, pode-se observar que
o regime permanente & atingido em tempos menores e que a energia
dissipada nao atinge o valor 1.0, pois em regime permanente o ca
lor trocado por radiagao com a placa mantém a parte inferior do
prisma a uma temperatura maior que a do ambiente. A taxa de calor
instantanea F/Fo tambem cai consideravalmente com o aumento do ng

! - .
mero de radiagao, indicando que, quando Ri e grande, a temperatu
ra cal rapidamente nos primeiros tempos do processo. No caso do

prisma conseguiu-se reduzir os valores do intervalo de tempo ate

0.005 sem o surgimento dos problemas ocorridos com o cilindro.

£ digna de nota a influéncia de um nGmero de Biot
grande sobre a energia dissipada. Pode ser visto na figura 6-12
paré Bi = 10.0, que a radiagao tem uma influencia relativamente
pequena na energia dissipada, devido a grande parcela correspon

dente a convecgao.
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Para complementaggo, sao apresentados nas tabelas
6-I, 6-I1 e 6-II1 alguns resultados extraldos das listagens do com
putador e nas figuras 6-14 a 6-16, as isotermas correspondentes.
Os +valores apresentados nessas figuras foram calculados ©para
Fo = 0.01, Fo = 0.05 e Fo = 0.3, com Bi = 1.0 e Ri = 1.0. Sao apre
sentados, alem dos valores de Q/Qo e F/Fo, os numeros de itera
goes utilizadas no método de Newton-Raphson. Nos casos aprésenta
dos, esses numeros foram de seis, cinco e cinco iteragoes, respec
tivamente, com uma tolerancia & = 0.001, a mesmé do caso do cilin
dro. Em todos os calculos realizados, o numero de iteragoes nao

foi superior a sete.

As 1sotermas apresentadas nas figuras 6-14 a 6-16
mostram claramente o deslocamento da maior‘ temperatura da segao
do prisma para o ponto mais proximo da placa. As isotermas tendem
a "abrir-se", aumentando o seu raio de curvatura, ate prcximo do

regime permanente, como e visto na figura 6-16.

Durante a realizagao dos calculos foram notados al
guns problemas. O primeiro deles foi o longo tempo de processamen
to, como no caso do cilindro. Novamente, a temperatura dos pontos
nodais proximos a fronteira apresentou problemas de precisao, cau
sados pelo metodo de integragao utilizado e pelas caracteristicas
da fungao de Green fundamental. Entretanto, nao foram notados os
problemas de oscilagao e de instabilidade da solugao na fronteira,

ocorridos com o cilindro.

Comparando a resolugao dos dois problemas pode-se
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notar que' o nimero de subdivisoes dos elementos ASj da fronteira
utilizado para o prisma (trinta e dois) e bem maior que o utiliza
do para o cilindro (dez). Chegou-se a esse nﬁmerg apos varios tes
tes com valores menores, que apresentaram grandes diferengas em
relagao a solugao analitica. A necessidade deste numero maior de
divisoes no problema do prisma encontra explicagao na presenga de
cantos vivos na segao retangular, enquanto que a segao circular

do cilindro e bem mais "suave".



- 92 -~

8 - CONCLUSAO E SUGESTOES

Como conclusao, pode-se dizer que o metodo integral,

.com a fungEo de Green fundamental, pode ser usado para a soluggo'

de problemas de condugao de calor transiente com radiagao e con
L

vecgao combinadas, desde que o numero de pontos nodais escolhidos

seja suficiente,

Todavia, o numero de pontos nodais representa um com
promisso entre a precisao desejada e o tempo de processamento ne

cessario.

Como sugestoes para o aperfeigoamento do método po

de-se citar:

- o uso de outros metodos de integragao, como o uti

lizado por Crosbie e Viskanta"'.

- o0 aproveitamento da simetria dos problemas na for

mulagao da solugao.

- o exame da convergencia do arredondamento dos can

tos, partindo de grandes raios de arredondamento e progredindo pa
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ra raios pequenos.

- o uso da fungao de Green incompleta, sugerido e a

plicado por Chang?.

Como continuagao da pesquisa pode-se sugerir a solu
gao dos problemas aqui apresentados, para regime permanente com
auxilio do método apresentado em('’). Isto permitira uma compara
¢ao mais acurada dos resultados, visto que nao foram encontrados,
na literatura disponivel, dados para a comparagao com os aqui a

pPresentados.



(L)

(2)

(3

(4)

(5)

(6)
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APENDTICE 1
1

ESTABELECIMENTO DA CONDICAO DE CONTORNO

Considere-se um involucro de comprimento 1infinito
que contem diversas superficies discretas, como mostrado na figu

ra A-1l,distribuidas da seguinte maneira:

Ao ~ superficie interna de um involucro de forma ci
lindrica;
A, - superficie de uma placa plana;
1 P
Ak ~ onde 2 < k ¢ N, elementos discretos da superfi

cie de um cilindro interior ao involucro.

Considere-se que tais superficies estejam sujeitas

as seguintes restricoes:

1) a temperatura em cada superficie & uniforme;

2) as emissividades espectrais direcionais SA' as

absortividades espectrais direcionais ax'e as refletividades es
. . . - [] b .

pectrals direclionals Py sao independentes da temperatura, de for

ma que: .



FIGURA A-2: BALANGO TERMICO NO ELEMENTO Ay

FIGURA A-3: GEOMETRIA SEM O INVOLUCRO
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e(TA) = a(TA) =1 - p(TA)

3) toda a energia e emitida e refletida de forma di

fusaj

4) o fluxo de energia incidente e, por conseqllencia,
o fluxo de enegia refletido sao uniformes sobre cada area indivi

dual.

Essas restrigoes implicam em considerar todas as su

perficies em jogo como cinza-difusas.

Para o estabelecimento da condigao de contorno usar
se-a o método da radiagao global (net radiation method) de acor
do com ('®), que consiste em realizar ‘um balango de energia para
a superficie de um elemento Ak do cilindro interior, conforme mos

tra a figura A-2. Nessa figura ve-se que!

q; y = fluxo de energia incidente no elemento Ay
b

proveniente de todas as outras superficies em jogo;

Q9. k = fluxo de energia emergente da superficie Ak;

?

9y = fluxo de energia fornecido pelo iqterior do

cilindro por condugao.

0 balango de energia em cada superficie fornece, se

gundo ('®), a seguinte relagao:

(S, . -

1-€5, Qj .
. ; Kj Kk

N

hX ( - F A )y =2 =

i €, k- .
=( j .J Ej AJ j

f MZ

.) oT." (A-1)
0 -] J
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onde ij e o delta de Kronecker, definido como:

1 quando k = j

0 quando k # j

Variando-se k de 0 a N obtém-se um sistema de N + 1
equagoes que deve ser resolvido para estabelecer a condigao de con

torno de cada elemento Ak da superficie do cilindro interno.

Todavia, se €, = 1 para todo e qualquer j, vem:

(A-2)

Lembrando que os elementos de superficie sobre o ci
lindro externo nao se '"veem", resta para k > 2:
k-0 o k-1 "1 (4-3)
Da condugao do calor tem-se a relagao:

8Tk

Q = - kA (529 (A-4)

k-1 (A-5)
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Fazendo-se
F =F e T =T | (A-6)
e substituindo-se essas relagoes em (A-3), tem-se:

0Ty _ 4 N Y-
= = O[Tk -F T (L - F) T ] | (A-7)

S

- k

due e a condigﬁo de contorno para os elementos Ak’ 2 ¢ k ¢ N, se
ej = ] para todo e qualquer j.

Para os problemas da presente dissertagao, Tp e To
sao conhecidas mas ve-se que os valores de e, devem ser obrigato
riamente iguais a unidade. Caso contrario, a determinagao da con

digao de contorno obrigaria a solugao de um sistema de equagoes

para cada ponto, como foi mostrado acima.

Por outro lado, considere-se uma geometria semelhan
te a da figura A-1, porém sem a presenga do involucro, como mos
trado na figura A-3. Considere-se validas as mesmas restrigoes do
caso anterior, admitindo-se ainda que o meio em que estao coloca

dos o cilindro e a placa seja infinito e que nao participe das tro

cas de calor por radiagao.

Para tal caso, o balango de energia em cada superfi

cie fornece, segundo (!®), a seguinte relagao:

813 1-e3 \ Q4 N
k) i R R - 4 -
IE T ke ‘. )Aj iE1 Oy 7 Ty 9y (4-8)
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Variando k de 1 a N obtém-se um sistema de N equa
gaes que deve ser resolvido para estabelecer as condigaes de con

torno de cada elemento Ak da superficie do cilindro.

Todavia,. se Ej = 1 para todo e qualquer j, vem:

Qe _ F 6. - F ) oT." (A-9)
A 31 k) K] j
Lembrando-se que os elementos da superficie do ci

lindro nao se '"veem", resta para k > 2:
— = OT, * - F oT, " (A-10)

Usando-se as relagoes (A-4) e (A-6), obtém-se:

dTy = 4 4

que e a condigao de contorno para os elementos de superficie Ak’

2 <k € N, se ej = 1 para todo e qualquer j.

Comparando as relagaes (A-7) e (A-11) com as rela
goes (2-13) e (2-29), ve-se que os problemas resolvidos na presen
te dissertagao sao do tipo esquematizado na figura A-1 acrescidos
da troca de calor por convecgao, embora nas figuras 2-1, 2-2 e
correlatas nao aparega o involucro externo. Todavia, a troca de
calor com o meio, referida no inicio do capitulo 2, foi considera

da como se fosse a troca de calor com um involucro externo, como

o da figura A-1.



