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0 objetivo deste trabalho e o estudo dinâmico e térmi_ 
co do escoamento laminar em um duplo tubo aletado.

A partir das equações do movimento e da energia, com 
simplificações que o problema físico admite e qüe serão justifi
cadas no trabalho, chega-se aos problemas de Dirichlet e Neu
mann. Estes problemas sâo resolvidos com o uso. das funções de 
Green. '

São apresentadas as soluções do problema dinâmico e 
térmico, bem como o método de construção das funções de Green.

Os resultados são apresentados em termos de numero de 
Reynolds, Nusselt e coeficiente de atrito para diversas relações 
de raios e números de aletas, e são comparados, em particular,com 
trabalhos anteriores.
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The dynamic and thermal study of the laminar flow in 
a double pipe with internal fins is the main goal of this work.

Starting with©momentum and energy equation and after 
some simplifications in the physical problem, which have been jus_ 
tified, we arrived to Dirichlet and Neumann problems. Those pro 
blems' have been solved by using Green's function.

The solution of the dynamic and thermal problem have 
been presented and also the calculations of the Green's functions.

The results are, presented in terms of, Reynolds and
Nusselt numbers and friction coefficient. The calculation of tho'
se parameters have been performed for several radius ratios and 
fins number and compared with'others previous works.
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1 - INTRODUÇÃO

Recentemente, o estudo das características dinamicas 
e térmicas de escoamentos em secções não circulares recebeu grarv 
de atenção dada a grande aplicação em trocadores de calor, prin 
cipalmente para reatores nucleares.

A grande maioria deste tipo de secção são obtidas a 
letando-se dutos circulares. Muitos trabalhos foram feitos neste 
campo. DELORENZO e ANDERSON (1945), determinaram as característi. 
cas dinâmicas para escoamento em um duplo tubo, com aletas pla
nas axiais, relação de r^ios 0,65 , com ângulo entre as aletas 
na faixa de 8 a 13°. SPARROW, et al [>]. resolveram a equação do 
movimento, para regime laminar e perfil de velocidade plenamente 
desenvolvido, também para o duplo tubo com aletas planas axiais.

No trabalho feito por ECKERT, et al podemos ver
a solução dos problemas dinâmico e térmico,.para regime laminar 
com perfis de velocidade e temperatura plenamente desenvolvidos, 
para o setor circular.

0 problema acima foi resolvido para duas condições 
de contorno: temperatura constante na parede e fluxo de calor 
constante na parede, ambos com fluxo de calor constante por uni 
dade de tempo e comprimento do duto. 0 problema do tubo aletado 
internamente foi resolvido por HU e CHANG £lj , também para regi 
me laminar e perfis plenamente desenvolvidos.

Eles encontraram um coeficiente de troca térmica vin 
te vezes superior aquele do tubo não aletado.

Um estudo bastante completo sobre tubos aletados com 
aletas de diversos tipos e em diferentes arranjos foi realizado 
por BERGLES [l^ .

Trabalhos experimentais também foram realizados nes 
te campo. HILDING e COOGAN [ll] ., estudaram dez tipos de tubos a 
letados e concluíram que, para números de Reynolds acima de 
5.000, todos apresentaram coeficiente de troca de calor inferio 
res ao do tubo liso. Entretanto, para baixos números de Reynolds, 
isto é, na região laminar- e de transição, acontece o contrário.
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BERGLES, et al [12] , realizando trabalhos experimen 
tais com tubos aletados internamente, encontraram um aumento de 
170% no coeficiente de troca térmica em relação ao tubo não ale 
tado, baseado na ãrea nominal de transferência de calor e igual 
potência de bombeamento. 0 critério de mesma potência de bombea 
mento não é necessária' em nosso estudo pois, para regime laminar 
com perfis de velocidade e temperatura plenamente desenvolvidos, 
o numero de Nusselt é independente do numero de Reynolds.

Neste trabalho ê estudado, do ponto de vista dinam_i 
co e térmico, o escoamento em um duplo tubo aletado, conforme Fi 
gura 1 .

Fig. I -  Geometria do duplo 

tubo aletado.

um acréscimo na ãrea
de troca de calor, aumentando a quantidade de calor trocado, se 
uma dada distribuição de temperatura é mantida na superfície ou, 
baixando a temperatura média da superfície se um dado fluxo de 
calor ê mantido.

Em outras palavras,■isto significa que, se estamos 
usando um duplo tubo não aletado e uma quantidade de calor Q” é 
trocada entre fluido frio e quente, se colocarmos aletas a mesma 
quantidade de calor Q§ poderã ser trocada com um fluido quen 
te em temperatura mais baixa daquela do tubo não aletado. Ou ain
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da, mantendo a mesma temperatura do fluido quente e o mesmo Qs, 
teremos um trocador de.calor mais compacto.

Obviamente, a colocação de aletas implica em um au 
mento da potência de bombeamento e, frente a isto, . o obje*tivo 
deste trabalho ê entregar ao projetista de trocadores de calor 
as curvas de coeficiente de atrito e número de Nussélt, para que 
ele possa escolher o número de aletas mais conveniente, não ape 
nas do ponto de vista térmico, mas também levando em considera
ção o acréscimo da potência de bombeamento.

Sob o aspecto comercial, as aletas planas axiais, co 
mo foi bem discutido por BERGLES, et al [12] , representam uma 
boa maneira de aumentar â performance térmica de trocadores de 
calor.
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2 - FORMULAÇÃO DO PROBLEMA ..

O problema, ao qual nos submetemos, ê resolver ã. e 
quação do movimento e dá energia para o escoamento em um duplo 
tubo aletado em regime laminar.

A região em estudo ê a mostrada ná Figura 2.

F ig . 2  -  Geometria do setor de 
coroa em estudo.

As hipóteses são as normalmente feitas em estudos 
desta natureza:

a) Perfil de velocidade plenamente desenvolvido;
b) Perfil de temperatura plenamente desenvolvido;
c) Superfícies de atrito do fluido perfeitamente polidas;
d) Condição de não deslizamento do fluido nas paredes. l£ 

to dã origem as condições de contorno do problema da 
velocidade;

e) Fluido Newtoniano;
f) Propriedades físicas dos fluidos constantes;
g) Aletas.planas e axiais com espessura desprezável, dis

postas radialmente e com igual espaçamento entre elas;
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h) Fluxo de calor, por unidade de tempo e comprimento do 
duto, constante. Esta hipótese se aplica a diversos pro
blemas de engenharia, tais como: Aquecimento por resi£ 
tência elétrica, aquecimento nuclear, aquecimento ® por.

■ radiação e trocadores de calor contra corrente quando 
os fluidos frio e quente possuem as mesmas capacidades 
caloríficas.

i) Os fluxos de calor por unidade de tempo e ãrea, nas ale 
tas, no tubo interno e no tubo externo, são supostos 
constantes e são denotados por q* , q* e q* , res
pectivamente. A hipótese de fluxo constante nas aletas, 
também adotada §m l] , não é bastante real, mas simplifi 
ca o problema, pois do contrario, teríamos que analisar 
simultaneamente a condução de calor na aleta e a con
vecção no fluido

j) A dissipação viscosa não serã levada em consideração , 
pois ficou determinado que seus efeitos são insignifi - 
cantes sobre o número de Nusselt W -

Dentre os objetivos do trabalho, um deles é comparar 
os números de Nusselt.do tubo aletado com aqueles do tubo não a 
letado. Para tal, vamos considerar que o duplo tubo não aletado 
e o aletado tenham o mesmo fluxo de calor por unidade de tempo 
e comprimento do duto. Como o aletado possue maior ãrea de troca 
de calor, espera-se que à temperatura média da parede diminua e, 
consequentemente, haja um aumento no número de Nusselt.

0 duplo tubo liso de comparação é considerado tendo 
um fluxo de calor q* , constante na parede do tubo interno e su 
perfície externa isolada.

Seja q| o  calor trocado, tanto pelo duplo tubo sem 
aletas como pelo aletado.

Para o não aletado,
O*' = q* •‘̂ Do (2-1)

Para o aletado,

Qs = qo,7TD* + q*.wD* + . <2-2)
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onde m ê o numero de aletas e Z" o comprimento das aletas.
2'rrm = -f—  (2 - 3 ) eo

= rj - r" (2-4)

Defina-se

= wQ (2-5)

q2 0)2 (2-6 )

Levando (2-1), (2-5) e (2-6) em (2-2), fatorando q*{ 
e rearranjando, vem . •

q? ' 1— _  = ---- --------- :---- (2-7)
q" 2m£” w,d;‘Hr £jhx» t + w + 2 , -

ttD^ ° D^

As equações serão desenvolvidas considerando o fluxo 
de calor q* mas, os resultados, para efeito de comparação com
o duplo tubo não aletado, serão computados com q” = 0 e, ainda 
porque a maior aplicação, do duplo tubo é em trocadores de calor 
contra-corrente, que normalmente possuem a superfície externa _i 
solada. -

Da hipótese (b) temos,
3T* dT* T* -T* dTjj T**._-T£ dTgm

-2----- *---x- • a + — — r* • — s- W-b;3z* ‘ • dz* TL-Tb dz“ Tsm-Tb

Da hipótese (h)s

T* tÍ = constante sm P

ou

dT* dTísm = --b ■ . (2-9)
dz dz:
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.Levando (2-9) em (2-8),

gT’“' dT* dT~sm b ( 2e-10 )
az5í dz* dz'

Para que a solução seja mais geral, a equação da e
nergia ê acrescida de um termo representativo da geração interna
de calor uniforme no fluido. 0 comportamento do numero de Nus-
selt em função deste parâmetro ê investigado.



3 - 0 PROBLEMA DA.VELOCIDADE

3.1 - Equação Diferencial da Velocidade

A equação de Navier-Stokes, para fluido Newtoniano 
com P e y constantes, em regime permanente, expressa em coor 
denadas cilíndricas (r“,0 ,z"), tem a seguinte forma |j>]:

Para a componente r* ,

3v£ * 3vr vé 
9t + Vr 9 r* + 1654

9v *2r ve
90 + v 9 v 

z 3z

+ y 32vj 
905

>v0

90
9 2 v

P St (3-1)

Para a componente 0 ,

/ 9v| + v, 9v| + vg 9V| + v ^ v |  + v; 9v|\ 
\ 3t p 9£ r* 9e • r* z 3z * )

1 9;
* 9fl

+ y 1 3 2 v
90'£ + ,«2

3Vp 32Vq +
9 0 9 7. * 2

Pg0. (3-2)

Para. a componente z' ,
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+ V 1 32v;
.,*2 ■ 3 g 2

3 V Z

T | r + pgz C3-3)

A equação da continuidade para fluido incompressí 
vel em regime permanente é,

3 * r * 3 (3-4)

Admitindo escoamento unidimensional,

v.

v6

0

0

(3-5)

(3-6)

Com (3-5) e (3t 6), (3-4) resulta,

3 v*
(3-7)

Com a hipótese de escoamento unidimensional e consi
derando desprezáveis os efeitos gravitacionais, (3-1) e (3-2) re 
sultam, 3*

- 2- " O  (3-8)3*r

(3-9)

Substituindo (3-5), (3-6) e (3-7) em (3-3), vem

( r ‘‘
r" 3r

3 v; 
3r5 )l + 1 . 32V;

*2 3e:
1 dp.: 
y dz; (3-10)

que é a equação diferencial dó problema dinâmico.
As condições de contorno da velocidade são,
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= 0 r‘‘ = r" " Tr/m £ 6 £. 7r/m (3-11)

v* = 0 r* = rj - Tr/m < 0 <■ 7r/m (3-12)
©

V *  = 0 e = 7 T /m r j  < r *  <  r *  ( 3 - 1 3 )

v ”  = 0 9  = - k / m  P q  ^  r “ <. r '2 ( 3 - 1 4 )

Para facilitar a solução da equação diferencial par 
ciai (3-10), com as condições de contorno acima, é interessan
te co.locã-la em uma forma adimensional definindo novas variá
veis £l] , ̂ 2̂j . a

.Seja,
vj

vz = - — 71--------  <3-15)dp*
U dz*

(3-16)

onde vz e r são, respectivamente, a velocidade ao longo do 
duto e a coordenada radial adimensionais.

Na equação (3-15) .ê suposta uma variação linear da 
pressão ao longo de z" Substituindo (3-15) e (3-16) em(3-10) 
vem, - ■ . _

1 3 , 3vz 1 32vz(r —— ) + --- —— 5- = -1

ou ,

V2vz = - 1 (3-17)

As condições de contorno, em termos adimensionais ,
resultam,

v = 0  r = 1 - V m  < 0 < ir/m (3-18)
iU

vz = 0 r = rQ - ir/m <- 6 — V m (3-19)
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vz = 0 9 = ir/m rQ £ r '<. 1 (3-20)

vz = 0 0 =-TT/m rQ < r < 1 (3-21)

A equação (3-17) é uma equação de Poisson que, com 
os valores da função prescritos na fronteira, caracteriza um pro 
blema de Dirichlet.

0 problema de Dirichlet tem solução única e será re 
solvido neste trabalho com o uso das funções de Green.

3.2 - Função de Grç,en - Definição

•Seja R uma região do espaço n-dimensional, aberta 
e limitada. Seja 3R a fronteira desta região. A função de Gre 
en para o Laplaciano negativo em R ê a solução, g(x,Ç), do: se 
guinte problema a valores no contorno.

- V2g = 6 (.x-Ç) x e Ç em R (3 — 22)

ggĵ  = 0 ; 3R = fronteira de R (3 — 23)

onde <5(x-Ç) ê a função "Delta de Dirac" (Ver Apêndice 3).
A função de Green pode ser obtida por diversos . meto 

dos , e neste trabalho’optamos pelo método da expansão par
cial em auto funções.

3.3 -’ Método dá Expansão Parcial em Auto Funções

0 método consiste em expandir a função de Green em 
uma das sequências de funções ortogonais obtidas pela separação 
de variaveis docperador Laplaciano. 0 sucesso do método depen
de, justamente, da possibilidade de separar em dois problemas u 
nidimensionais o operador V2, ou seja} que a equação V2u = 0 
possa ser escrita na seguinte forma,
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— — — “ Liu + . . . L2U = 0 (3-24)A (s) B(.t)

onde L é um operador diferencial.que depende apenas da vària 
vel s e L2- depende apenas da variável t .

A.solução da equação (3-24) serã da forma,

u = S(s) . T(t) (3-25)

A separação de variãveis origina dois problemas de 
auto.valores ,

L j S = X i A (s). S ; Sj®< s < s2 ; S (s j ) = S(s2) = 0 (3-26) 

L2T = X2B(t).T ; tj < t < t2 ; T(ta) ? T(t2) = 0 (3-27)

As soluções das equações acima dão origem a dois con 
juntos de funções ortogonais, possivelmente com uma função peso.

A função de Green, então, é expandida em termos de 
uma das sequências de auto-funções obtida com os problemas(3-26) 
e (3-27). Podemos obter,- deste modo, duas representações distin
tas para a função de Green. '

3.4 - Determinação da Função de Green dò Problema

A região para a qual vamos determinar a função de 
Green e a mostrada na Figura 2, onde apenas é feita uma rotação 
de (- ir/m) no eixo 8 , para que. o eixo 0 = 0 fique sobre u 
ma aleta. . .

. Usando o método da separação’de variãveis para V2u=o 
em coordenadas polares, para a região definida na Figura 2, sen 
do u = R(r*) . 0(0), temos os seguintes problemas de auto-valo 
res:

d r Cr* = - ^-4 > Rir*) = R(r*) = 0  (3-28)d£ d£ r
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d20
de2 = • X20 0 (0) = 0 (0O) (3-29)

onde X são os auto-valores.
Resolvendo os problemas (3—28) e (3-29), teremos a

função de Green em termos das auto-funções em r* ou em 0. Nes
te trabalho optamos pela expansão em r* . A equação (3 — 28) ê u 
ma equação de Euler, cuja solução geral ê,

R(r*) = A . sen(X£nr*) + B . cos(Xí,nr*) (3-30)

Aplicando as condições, R(rJ) = R(r*) = 0, em(3-30)
temos,

R(ro) = A . sen (X £n r£) + B . cos (X í,n r*) = 0 (3-31) 

R(r*) = A .sen (X £,n r*) + B . cos (X Zn r*) = 0 (3-32)

ou:
sen (X £n r£) cos (X £n r£) V 'o'

B 0_

(3-33)
sen (X £n r*) cos (X £n rj)

Para que o sistema (3-33) tehha solução não trivial
devemos ter

sen (X £n r~). cos (X £n r«) - sen(X5,nr?) .cos (X£nro)= 0

ou .

sen (X &n (r% / r£) 

onde os auto-valores são,

(3-34)

n ' 7T
n £n (rj/rj)

(3-3 5)

As constantes A e B tem as seguintes expressões: 

A = cos (X &n Tq ) (3-36)
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B = - sen (X £n r*) (3-37)

Substituindo as constantes A e B , a equação ' 
(3-30) resulta, •

R(r*) = sen (X $,n (r-,í/rQ)) (3-38)

0 conjunto de.auto funções em r* ê,

( n •77 ... ... \------ ----  , An (r‘'/rÕ)| (3-39)
*n(r*/rj) /

Doravante, denominaremos o conjunto de auto funções 
de {*:, (r*)}n=1)2>....

A função peso para que a sequência {i|>n} seja ortogo 
nal e, naturalmente, l/r" .

Com

r” = . r . r£ (3-40)

rj = rQ . r'2 (3-41)

r* = 1 . r* (3.42)

teremos a sequência de auto funções adimensional

^n(r) = - sen {-— --- £,n (r/rQ ) ] (3-43)
\ín rQ /

Expressando V2 e a função "Delta" em coordenadas 
polares (ver Apêndice 3), a função de Green para a região já de 
finida, de acordo com (3*-22), ê a solução do seguinte problema a 
valores no contorno:

-  Í  J L  ( r  -  —  l i êr  3r  g r  r2 302 fi(r-r’). 6(0-01) 
r

(3-44)
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rQ ' <_ r , r ' <- 1

0 < e e '  < e ( 3 - " 5)U — 5 “ O

r=r0 ~ & 'r=ig | , . _ JL

(3-46)
g*0 = O g l0=0o 0

A função de Green tem então a seguinte expressão:

g (r ,0 I r ' ,8 1 ) = E gnC^’,0,0') . în (r) (3-47)
n = l

onde os coeficientes gn(r',6,0' ) são os coeficientes de Fou
rier .

J-
1 / dr>gn(r',0 ,0 ') = --------- - g(r ,0 r ' ,0 ' ) .^n(r) .—  (3-48)

IknCr)!!2 : J r

onde,
o

,1
I dr 1ií>n(r)| I2 = ipn(r ) .̂ n (r ) =  - —  £n.r0
ro

Doravante, sõ escreveremos g]-̂ ®) , não _ mencionando 
a dependência da gn em r ' e 0 ' .

Se ja,
n.iTan
J>n.r0

Bn = j— -—  . sen ( ~õ~ ' 'H' • 5,11 (r/r0 ) ) rG \£n rQ . u /

Multiplicando a equação diferencial (3-44) por Bn 
e integrando de rG a 1 , temos,
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rl 3 / H- —T— (r 5-2-).Bn .dr -
3  r  3 r . n

/ p  7ro ro

1 3 2 g^q2- Bn .dr = f 6 (r-r' )ô (0 -0 ' )Bndrr

(3-50)

O primeiro termo do membro a esquerda ê integrado 
por partes, enquanto que, do segundo termo, observando que Bn 
não e função de 9 , obtêm-se diretamente a • 0 membro a
direita é integrado usando-se a propriedade (1 ) da função"Del 
ta" (Apêndice 3). Resolvendo estas integrais, encontramos,

2 _ 3 2gn _ 2 ( n-.irOn-.gn ~ fvq2 = — — —  sen -----  . £n (rf/r0 ) 6(0-0') (3-51)• 30 £n rQ l£n rQ 1

Para 0 i 0* , temos a equação homogênea de( 3 . 51), 

, 32gn
“n-Sn - -39^ = 0 <3-52)

gnle=o = Snle=eD = 0 (3-53).

A solução de (3-52) com as condições de contorno ' 
C3~53) ê, para 0 < 0* ,

gn (©) = AeanS+ Bian9 (3-54)

Para 0 < ên^O) = 0 , donde,

A = - B (3-55)

Levando (3-55) em (3.-54), vem,

gn (0) = 2A.senh (dn0) , para 0 < 0' (3-56)

Para 0 > 0* a solução de (3-52) ê,

gn (0) = Ce“110 + Dian6 (3-57)
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Para 0 > 0' gn(0o ) - 0 , donde,

D = - C e2an°° ' (3-58)

Levando (3—58) em (3-57), temos,

gn (6 ) = 2.C ean®° senh|an (0-0o ) , para 0 >0* (3-59)

A determinação da gn depende da determinação das 
constantes A e C . Para isto, observemos as seguintes còndJL 
ções que a gn(6 ) satisfaz (Ver Apêndice 3):

a) Continuidade da gn(©) para 0 = 0 ' ,  ou seja,

: Sn(dl> ~ gn(0l> = 0  (3-60)

onde 0| e -0  ̂ e a aproximação de 0 para 0 1 pela. di
reita e pela esquerda, respectivamente.

Substituindo.nas equações (3—56) e (3-59) 0 por 0* 
e resolvendo (3-60), temos,

2 C e01*1̂ 0 senh (otn (0'-9o )) - 2 A senh (an0' ) = 0 (3-61)

b) Salto da derivada da ■ ■ gn-( 0 ) para 8 = 0'.
Integrando a equação diferencial (3-51) entre 0' - e 

e 0 ' + e , vem,

„0 1 + e 0 ’ + e 0 ' + e
-angn = f sen (an -£n (r '/rò )) 6 (0-0 ’ )

0’-e.. 0'-£ '0,_e (3-62)

Observando a condição de continuidade da Pa_
ra 0 = 0 *  e a propriedade ( 1) da função "Delta", encontra
mos, no limite quando e . tende a zero,

gn(0|) " = " £n~2"r0 Sen (otn-£n <r’/r0')) (3-63)
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Derivando cóm relação a 6 , (3—56) e (3-59), substi^ 
tuindo 0 por 9 ’ nestas derivadas e resolvendo (3-63), vem,

2Cean0° a n .cosh(an (8 *-0o ))- 2Aan .cosh («n0 ' ) = . .

2 .sen (.0Ln .ln (r'/rQ )) (3-64)£n rQ

As equações (3-61) e (3-64) formam o sistema de équa 
ções que, resolvido, nos dã o valor de A e C .

• • 1 _a 0~ sen(an Jn(r'/r0 )) .senh(an6 ’ ) ,C = - e ana0 4 — e--- n-----------------------  (3-65)
■ 1 1 n .ir senh (an0o )

1 .sen (an . £n(r' /rQ )) . senh'(a (0 '-0 ))A ----- _  . ------- --------- — --------------- -—  (3-66)
n,7T senh (an0o )

Levando A e . C em (3-56) e (3-59), respectivamen
te , temos,

? sen(an .£n(r’/rQ )). senh(an (0o- 0 1)).senh(an0 )
gn(6) =. -4r • ----- --- ---------- =-------2------ :---------n,7r senh (an0o )

para 0 < 0 1 (3-67)

2 sen(an .í-n(r1 /rQ ) )• senh (an(0o-0 )). senh (qn0 f )
gn<0) =. n ,7r senh («n0o )

. ' para 0 > 0 ’ (3-68)

A função de Green, de acordo com (3-47), para 0 .< ■ 0 *
e ’

g (r ,0 | r ' ,0 ’) =
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oo 9 senh(an ( 0o-9 ' ))
' E Hif „ n h , ^ . e  )------- . s e n h « » n e) . i ( i  ( r ) . i l r  ( r M  ■ ( 3 - 6 9 )n=l n senh(an 0o )

00 2 senh(an(0o-9 ))
g(r,0 |r',0 ') =- £ —  ------- .------- • senh(anô ' ) .^n (r) .ipn (r ' )

n=l nTr senh(an0o )

(3.70)

Para que.o.eiso 0 = 0 seja eixo de simetria do se 
tor de coroa, devemos substituir em (3-69) e (3-70) 0 por ....
0 + _JL_ eo e é ' por 0 * + -i- 0o .

As equações resultam,

oo 2 senh(an (Tr/m-0 1 ))
g(r,0|r',0') =- £ --------- ;— :---- n----- . senh(an (0+Tr/m))ipn (r)ipn(r')

n=l n7r senh(an — — )m

para 0 < 0' (3-71)

oo 2 senhíaní77/111-0 ) )g(r,0 Ir 1 ,0 ' ) = - Z --- ----------------senh(an (0 ' +ir/m)) .ip (r )^n (r ' )
n=l nir senh(an ±JL)m

para 0 > 0 * (13 ̂ 7 2)

3.5 - Solução dò Problema' da Velocidade

Para determinação da equação da velocidade, para a re 
gião R , consideremos os seguintes problemas:
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- V 2 g = <5 (x-Ç) x ,ç em R
(3-73)

g ■ = 0 x em 3 R

- V2u = q(x) x em R
(3-74 )

u = f x em 3R

onde q(x) ê uma função integrável e f é o valor de u pres
crito na fronteira.

0 problema (3-74) ê um problema de Dirichlet e usare 
mos a função de Green para resolvê-lo.

Multiplicando (3-73) por u , (3t74) por g e sub
traindo, temos,

gV2u - uV2g = uô(x-Ç) - g.q(x) (3-75)

Integrando (3-7 5) na região e aplicando o 2? Teorema
de Green, ,.

. > 3u 3g■uôCx-Ç).dx - / g.ó(x).dx = / (g.--- - u ---).dSx (3-76)3nx 3nx
R J R 73R

onde nx ê a normal a fronteira de R em x .
Observando as condições de fronteira de '(3-73 ),(3-74 ) 

e a propriedade ( i ) da função "Delta", temos,

3g(x|Ç):u(Ç) =/ g(x|Ç).q(x).dx - / f(x).— r----  *dSx (3-77)dnx
'3R

Trocando x por £ na equação (3-77) e usando a s_i 
metria da g (ver Apêndice 3), vem,

uCx) = / g(x|Ç).q(Ç).d€ - / f(-Ç)..— —  . dSr (3-78)
/ 3nx
3R
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(3-17), vem.

A equação (3-78) ê a solução do problema (3-74). 
Usando (3-78) para o nosso problema definido por .

x = (r ,0 )

Ç = (r',6') . 

u ( x ) - vz (r,e)

0 na .fronteira

q(x) = - 1

vz (r , 6 )

Temos entao,
.1 0o

2 g(r,0 Ir’ jeM-r’dr'de*
ro J -0o 

■ 2

Resolvendo a integral, encontramos,

(3-79)

vz(r,6) = £ An 
n = l

1
cosh(an0) 
cosh(anĵ)

onde
cosnir

"n n

(3-80)

A equação acima nos dã o campo de velocidades no se 
tor de coroa mostrado na Figura 2.

por
A vazão volumétrica através do setor de coroa e dada 

-Tr/m „ 1
v„(r ,0 ).rdrd8 (3-81)

-ïï/m . / r.



A velocidade média é definida por

22

'm Ar (3-82)

onde
/ ir/m 1

/ rdrd0 
-'ff/m rQ

(3-83)

vm
00

E

Levando (3—83) e (3-81) em (3.82), temos 
/ff/m -1 '
/ • / v z (r ,g).rdrde
J q ^o

'm -'ff /m ,1

o
rdrdB

Resolvendo a integral acima encontramos,
2

rQ -cos n .ïï
4+ (_HlIL_) 2 &n rQ

ín-r,° tgh(-n "r TT

(3-84)

n . TT £n r •) - TT
o m m

n=! rQ
TT

m (1 - r£)

(3-85)

0 coeficiente de atrito é obtido por um balanço de
forças de pressão e viscosidade aplicado a um volume dé contro
le, conforme Figura 3.

Para escoamento plenamente desenvolvido, a variação
da quantidade de movimento linear é nula. Fazendo o balanço de 
forças no eixo z* vem,

p* \ Ac - (p* + ôz*)- Ac "dz - ^ (3.-8 6)

onde L* é o perímetro da secção transversal do volume de con
trole e Ac é a secção transversal.
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"I

(p- |f ò)

F ig . 3  -  Volume de controle.O

Definindo o coeficiente de atrito em função da veloci 
dade media [7J , vem,

Sw f . p .
vm (3-87)

onde £TW e a tensão tangencial na parede.
Combinando (3-87) é (3-86), temos

ri * dp 
d$

D-K

v* 2 vm
(3-88)

onde
Dh

4 . secção transversal 
perímetro molhado

Definindo o número de Reynolds com base no diâmetro 
hidráulico e usando a definição de velocidade adimensional, vem,

f . ReDh
Dh"
2v (3-89)
m
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onde

ReDh
A „ *

p vm'Dh
y (3-90)

3.6 - Resultados e Comparações

Os resultados da equação (3-80) estão mostrados em
termos de V_—- para diversas situações. vm

As figuras 4 e 5 mostram as linhas de mesma velocida
de para relação de raios de 0,38 com duas aletas e 0,50 com oito 
aletas.

Vz
F io . 4 -  Linhas de mesmo ~rr~  para r0 = 0 , 3 8  e 2  a le tas .vm
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Estas curvas dão o comportamento da velocidade em fun 
ção do raio e do ângulo, podendo-se. notar a modificação nas li
nhas de mesma velocidade que, para o tubo não aletado, são circu

• •lares.

v,
F ig . 5 -  Linhas de mesmo 77-  para ro = 0 , 5  e 8  a le ta s  .V m

Na Figura 6 estão mostrados os perfis de velocidade,
ào longo da linha de centro do setor, para relação de raios de
0,01 com 6, 8, 16 e 3 2 aletas, que correspondem aos valores de 

0 1tg(— de , 0,414 , 0,198 e 0 ,098 , respectivamente.



26

Estes resultados estão de acordo com aqueles apresen
tados na Figura (.2b) em [3J 9 onde o. campo de velocidade ê calcula 
do para um setor circular, o u  setor de coroa com relação de raios 
igual a zero.

F iç j. 6 “ Velocidade ao longo da linha de centro do setor para 

diferentes números de aletas.

Na Figura 7 são apresentados os perfis de velocidade‘0 (3 oao longo do raio para 6 = 0 , + -g5- e ± -3-  para uma rela
ção de raios de 0,01 e 32 aletas. Novamente estes resultados 
estão em acordo com aqueles mostrados na Figura (2a) em [3"]. Para 
tais resultados foi... tomada a relação de raiòs 0,01 para que fos
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se possível comparar com os resultados de M .

r

Fig. 7  -  Velocidades ao longo do raio para diferentes valores de 0 .

Os resultados da equação (3-89) para diversas rela
ções de raios e diversos números de aletas, estão apresentados na 
Figura 8. 0 motivo das curvas apresentarem mãximos e mínimos e 
porque o produto f , Rei^ não envolve apenas parâmetros do es- 
eoamento, mas também parâmetros geométricos. Como todos os parâme 
tros variam com o número de aletas, uns podem decrescer e outros 
crescer, provocando os máximos e os mínimos.

Também no Quadro 2 podemos encontrar os resultados de
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(3-89), que podem ser comparados com os do Quadro 1, que são re
sultados obtidos em [̂ 2̂ J.

F ig . 8  -  Coeficiente de atrito para diversas relações de raios e 
números de aletas.

0 método usado em ^2^ para resolver o problema de ve
locidade, foi o da separação de variáveis. Tal método é equivalen 
te a usar a função de Green expandida em auto funções totais. Em 
[4], está mostrado que a função de Green obtida por expansão par 
ciai é mais convergente do que quando obtida por expansão em auto 
funções totais.
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A. série que calcula a velocidade foi truncada quando

'n
n 
£

i = l
. 10

Na expressão acima, An é o enésimo termo da sériene £ A^ é o valor da série para n termos.
i = i

Com os testes que foram realizados no decorrer do tra 
balho, ficou mostrado que, usando . 10-t+ ou 10~^ na desigualda
de acima, os efeitos sobre os parâmetros que nos interessam são 
insignificantes.

QUADR O  I - F A T O R  DE  A T R I T O x n ® d e R E Y N O L D S  ( 2 ]

N® DE
R E L A Ç Ã O  DE R A I O S

A L E TA S 0 ,0 5 0,10 0,20 0 ,3 0 0 , 4 0 0 ,5 0 0 ,6 0 0 , 6 5 0 , 7 0 0 , 8 0 0,8 5 0 , 9 0 0 , 9 5

6 14,52 14,69 14,65 14,47 14,49 14,88 15,72 16,32 17,04 18,86 19,95 21,18 22,56

9 14,22 14,62 14,94 14,72 14,48 14,33 14,60 14,97 15,52 17,28 18,52 20,05 21,88

12 14,03 14,59 15,21 15,24 14,90 14,47 14,29 14,40 14,71 16,15 17,39 19,07 21,26

18 13,81 14,54 15,57 15,98 15,84 15,30 14,64 14,38 14,26 14,84 15,82 17,51 20,14

2 4 13,68 14,51 I S.79 16,47 16,56 16,13 15,35 14,91 14,52 14,33 14,91 16,36 19,17

3 6 13,55 14,49 16,04 17,07 17,51 17,37 16,68 16,16 Í 5,56 14,42 14,26 14,98 17,62

7 2 13,42 14,47 16,34 17,80 18,75 19,14 18,94 18,60 18,08 16,42 15,32 14,35 15,06
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OUADRO 2 - FATOR DE ATRITO * NUMERO DE Re y n o l d s

Hs OE RELACAO DE RAIC s

aletas 0 , 0 0 1 0 , 0 5 0 , 1 0
+

0 , 2 0 0 ,3 0 0 , 4 0 0 ,3 0 0 ,6 0 0 ,6 5 0 ,7 0 0 , 8 0 0 , 9 0 0 , 9 5

2 15,76 15,57 15,61 16,09 16,86 17,77 18,76 19,79 20,31 20,84 21,89 22,96 23,49

4 14,77 14,85 14,80 14,68 14,82 15,30 16,12 17,24 17,90 18,62 20,21 22,02 22,99

6 14,18 14,51 14,68 14,64 14,46 14,48 14,8 7 15,71 16,31 17,03 18,84 21,16 22,52

8 13,79 14,29 14,63 14,83 14,63 14,39 14,39 14,85 15,30 15,92 17,74 20 ,39 22,07

9 13,65 14,21 14,61 14,93 14,77 14,47 14,32 14,59 14,96 15,51 17,27 20,03 21,85

12 13,33 14,02 14,57 15,20 15,23 14,89 14,46 14,18 14,39 (4,70 16,14 19,06 21,85

16 13,05 13,85 14,54 15,46 15,75 IS ,53 14,99 14,44 14,28 14,28 15,15 17,97 20,47

18 12,96 13,79 14,52 15,55 15,97 15,82 15,29 14,63 14,37 14,2 5 14,83 17,49 20,1 2

2 0 12,88 13,74 14,51 15,64 16,(5 16,09 15,58 14,85 14,52 14,29 14,59 17,07 19,78

2 4 12,75 13,66 14,49 15,77 16,46 16,55 16,12 15,33 14,90 14,51 14,32 16,35 19,16

2 8 12,66 13,60 14,48 15,87 16,70 16,62 16,59 15,81 15,32 14,82 14,24 15,77 18,59

3 2 12,59 13,56 14,47 15,95 16,69 17,23 17,00 16,26 15,74 15,18 14,28 15,32 18,07

3 6 13,52 16,02 17,05 17,49 17,35 16,66 16,15 15,55 14,41 14,97 17,61

7 2 12,29 13,37 I4 ,« 2 16,30 17,7« 18,71 19,11 18,92 18,58 18,06 16,41 14,34 15,05

As posições, no quadro acima, que se encontram sem valores e sim 
plesmente porque os mesmos não foram calculados..



4 - 0 PROBLEMA DA TEMPERATURA

4 .'1 - Equação Diferencial da Temperatura

A equação da energia para fluido Newtoniano com P, y 
e k constantes, em coordenadas cilíndricas, com geração interna 
de calor, tem a seguinte forma

Pc, /3 T* 
\ 3t.

* 3T* vj aï* + v *

2 9 7. /  "

3 3T“—  (r" — -)

1 . ,3.2T* ,a.2T*
90:

+ y 3v;
9z

3z2

1 3 V;
90

/ 9 v r \ 2 r 1
h 2y +

2 r3vz 4t4
3 V p l2+

» i 1 -q +

+ v..

1 3vt

ï  - m

+ r 3“ r‘* J

+ Q5 (4-1)

Para regime permanente e escoamento unidimensional, a 
equação (4-1) tem a seguinte forma,

v2t* = p°p v* 9Î  _ ^z g* (4-2)

ou

v2r
Pcp * 
- vz H l  - V  - S i (4-3)

onde
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De acordo com a formulação do problema, Capítulo 2 , 
temos as seguintes condições de contorno:

9 T ^  *v * »- k -g-ç = . ' qo . r5í = r” - ir/m £ 6 £ ir/m : tU-5)
■ r 

3 T *

■ k T *  = —Q 2 r* = r* - ’f/m < 0 1 ir/m (4-6)r

- k ~ x  = iq” 6 = + 7r/m r“ < r" < r* (4-7)

Também para a®temperatura é interessante colocar o 
problema em .uma forma adimensional. Defina-se, então, as seguin 
tes variáveis adimensionais.:

(T* - T*)
qr.. • r: (4-8)

Q *  . v *  'X = -----p-1 (4-9)

onde T é a temperatura adimensional, X é o parâmetro de gera
ção interna de calor e T” ê a temperatura média na seção M -

Usando (4-8), (4-9) e a definição de velocidade e co 
ordenadas adimensionais (4-3) resulta,

1 8  3T 1 3 2T;----- (r + — = " C v z - C2cJ> - X (4-10)r or °r r o0 1

onde, ,.
pcD r 23 dp‘" dTí{<V = —  -x —  (4-11)

V  q£ dZ“ dz" -

1 r*3 dP* 2 
—  ( t - t )y qr dz“

(4-12)
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1 9 vz 
r j

(4-13)

Q* . *Í (4-14)

As condições de contorno adimensionais são do ti.po,

3_T

* r3r = 00 r = Tr - u/m < 9 <. ff/m (4-15)

S T  '  A —  =-$2 
3r r  = i - ir/m <_ 0 £ fï/m (4-16)

1 3T
9 0

= -  Bi rQ £ r 5L 1 (4-17)

onde,

6o w o 0 i (4-18)

il
q r m(l-r0 > , , 1

+  (Oq +  (JÚ2 -------
TT^O

(4-19)

Hf = W2Sr. (4-20)

A equação diferencial (4-10) com as condições de con 
torno (4-15), (4-16) e (4-17), é um problema de Neumann e é resol 
vido, neste trabalho, com o uso da função de Green generalizada.

," 0 problema de Néumann, descrito acima, tem solução u 
nica, a menos de uma. constante, .desde que satisfaça a condição de 
consistência.

V2TdA = 3T
3n dS (4-21)

'R o R

onde R ê a região considerada e 3R a fronteira desta região.
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Para o nosso problema, a condição de consistência (4-21) ê uma 
condição auxiliar para a solução.

A equação (4-10) será resolvida para a metade do se
*0 o •tor de coroa mostrado na Figura 2, ja que existe simetria do cam

9 Tpo de temperatura para 0 = 0 , ou seja, -—  = 0 , para 0 = 0 e00
r 0  -  r  <  i  .

Aplicando a condição (4-21) para esta região, temos

ff /m 1 7r/m Tf/m
(c x Vz+C2<í>+^  .rdrd0 = / ~  rQd0+ / ~  1 . de + 

o /rQ o 'o J o

dr (4-2 2)

Resolvendo as integrais e fazendo <{> = 0 , conforme
discutido no Capítulo 2, vem, .

c, = - e° ro 5 rn + B-1 q - r p ) ^  I s U-r*) (H_23) 
vm . j l  Cl-rJ)

4.2 - Função de Green Generalizada

A função de Green usada para resolver o problema de 
Dirichlet, não pode ser aplicada para obter a solução do problema 
de Neumann, pois não satisfaz a condição de consistência.

Para resolver este problema, usamos a função de Green 
generalizada que ê a solução do seguinte problema a valores no 
contorno. .

V2G = Ô(x-Ç) - —  (4-24)
A

3G—-— ■ = 0  na fronteira,
3 n
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onde A e a área da região considerada [VJ .
0 problema (4-24) satisfaz á condição de consistência

(4-25)

0 método usado para determinar a função de Green gene 
ralizada é o da expansão parcial em auto funções, já discutido no 
Capítulo 3.

Expressando o operador V2 e a função delta em coorde 
nadas polares, a equação «£4-24) toma a seguinte forma,

1 8 (r Jk 6(r-r' ) .5(6-9 1 ) ________ 1 (4-26)
-  “ Sr V  Se2 "  _1_ ,  d  _

9G

~̂ T

m

na fronteira.

Tambem para o problema da temperatura', optamos em ex 
pandir a, função de Green generalizada em auto funções da coordena 
da r .

Como foi visto anteriormente, o campo de temperatura 
é simétrico em relação a linha de centro do setor de coroa. A re 
gião, para qual vamos determinar a função de Green generalizada ,
é então, meio setor de coroa, já que, para a linha de centro,
3T ~ ~= 0  e isto constitui uma condição de contorno homogenea do
problema de Neumann. Note-se que, para a solução da velocidade ,
não é interessante fazer isto pois, o problema de Dirichlet tem
como condições de contorno valores da função e, se tivéssemos to
mado a linha de centro fazendo parte da fronteira da região , não
teríamos condição de contorno para esta linha, tornando o proble
ma, um problema misto.

Fazendo exatamente como no Capítulo 3, separando .... 
V2u = 0 , encontramos dois problemas de auto valores:



junto
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e a função peso ë novamente A  •r"
Para n = 0 a auto função do problema e a unidade.
Da mesma maneira que foi feita para a função de Gre- 

en do problema de Dirichlet, a função de Green generalizada serã 
expandida em àuto funções parciais. Então,

OO

G(r* ,0 | r ' ,0 ’ ) = E Gn(r*,0,0') . cf>n (r*) (4-31)
n=o

onde,

... v drGn(r'*,0,0’) = ---------- - G(r* ,0 ,r ’ * ,0 1 )<j)n(r* ) .— ^
H<Dn̂ >M2 J,ro

(4-3 2)
onde

/ 2 dr £n(r*/r”)
Il4>n í! = / ,4»n (r)-. <frn(r-).—  = ---- ----  (4-33)

para n =1 , 2 , 3.. .

Em termos adimensionais Gn (r! ,0,0’) resulta,

Gn(r' ,9,0') = - — -- I ■ G(r,0 [r ' ,0 ' ) .<J>n ( r ) (4-34)£n.r0 I r
ro

Seja
n . iran ra

2 ( n . ircn = - ----- cos -----  . £n(r/r_)n rQ U n  rQ °

A função de Green generalizada ê obtida resolvendo - 
se o problema (4—26).

Multiplicando a equação (4 — 26) por cn e integrando 
de rQ até 1 , temos,
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.1 1

JL- (r 1̂) c  dr _ f _L_ c  dr =3r lr*9r ;*cn*ar / r 3ei • cn-ar
' r o  r o

6 (r-r ’ )<5 (0 -0 ’ ) .cndr - — :----- I c rdr (4-35 )
(1-r5» 1

r o  r o

Seguindo o mesmo procedimento de integração visto no 
Capítulo 3, encontramos para n ú 0 ,

an ‘Gn  ̂ = “--- “ cos I * Zn^ /vô>àv £n ro , V n ro j

3 * G n  2 /  n . T T  \ . 6(9-0’)

( 4 - 3 6 )

Para 0 ^ 0 *  temos a equação homogênea de (4-36),

9 2Gn '
aK-Gn ~ — T^ = 0 (4-37)30

3 G n--- = 0  para 0 = 0

9 6  • 0
0 V 6o

2

A solução de (4-37) é,

Gn (6) = E..ean6+ F.e"an9 para 0 < 0* (4-38)

én(0 ) = H.ean^+ J.e an.̂ . para 0 > 0 * (4-39)

Com as seguintes condições de contorno,

dr ®on = 0 para 0 =   (4-40)d0 2
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dGn = 0 para 0 = 0  (4-41)d0

Derivando as equações (4-38) e (4-39), vem,

Gn(9). = anE.ean - anF.e Kn , para 0 < 0 ’ (4-4 2)

, a 0 _a 0Gn (0) = anH.e n - anJ.e n , para 0 > 0' (4-4 3)

Substituindo a condição (4.41) em (4-42) e (4-40) em 
(4-43), determinam as seguintes constantes:

E = F (4-44)
a 0

J = H.e n ° (4-45)

Então,

Gn (0) = 2E.cosh(an0) , para 0 < 0* (4-46)

0o 0
Gn(0) = 2H.e n —2" . cosh(an (0- ■> para 0 > 0' (4-47)

A determinação da Gn (0) depende da determinação de 
E e H . Exatamente como no problema da velocidade, a função 
de Green generalizada satisfaz as seguintes condições (Apêndi
ce 3 :

a) Continuidade da Gn para 0 = 0' , ou

Gn (0j) - Gn (0I) = 0  (4-48)

b) Salto da derivada para 0 = 0 ' .

0 salto da derivada e obtido como mostrado em 3.4

G'(0_!) - G^(01) = — -—  . cos f-H . í,n(r'/r0 ) n + n An.r0 \*n rc J
(4-49)
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Substituindo 0 por 0* em (4-42), (4-43), 
e (4-47), e com as equações, resultantes resolvendo (4-1 
(4-49), encontra-se,

a .  —  f i o  2H. e • 2 .. cosh (an (0t---^ )  )- 2E.cosh(on0» )■ ’ = 0

0cc Q Q
2H.e n 2 . an .senh (an (0V- — --■)•)-2E.an • sen (an 0*) =

2  /  n . ttcos -----  . £n(r'/r0 )£n rQ U n  rQ

Resolvendo o sistema (4-50), encontramos, os 
de H e E ,

i ' _ot ^2. cosM^©')
H  = -  —  e  n  2 .  --- -------------------^  ( r . )

senh(an9|)

n cosh (an(01 - -— -) )
E  = -  —  ’ — --------- -------------- - - a- -  - -  • <f>n ( r ' )n,7r senh (an —— )

Substituindo as constantes em (4-46) e (4-47'

2 cosh(a 0 ) ■
Gn (0) = - ---- • ---------gr- .cosh(«n (0’- -f)).<f>n (n.ir senh(a _^2 ) *

para 0 < 01

o cosh(an0')
Gn (0) = - — —  • —  0^~ .cosh(«n (0- — 2~))-4>n ( n.ir senh(an — )

• para 0  >  0 1

(4-50)

valores

(4-51)

(4-52)

, vem, 

r 1 )  ,  

(4-53)

r ’ )  , 

(4-54)

A solução de (4-26) sem o termo de consistência ê,
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00 2 cosh(an9) 0oG(r ,6 |r * ,0 ' ) =- E -— - ---->— ; u cosh(an (0’- —^) )<J>_(r ’ )4>n (r)
n'=l n,1T scnh («n— )

para 0 < 0 * (4-55)

OO 2 cosh(an0 ’) Q
G(r ,0 |r:f ,0 * ) =- S ------ — ---a—— . cosh(a (0 - — ~) ) •<(>n (r1 ).<}> (r)

n=l n -Tr senh(an—j)

para 0 > 01 (4—56)

Devemos agora resolver o problema (4-26) para que o 
mesmo,satisfaça a condição de consistência.

Seja 0O a auto função
'  1

I |4>0 I I 2 . = J  1 • = - £n rQ (4-57)
ro

Multiplicando a equação diferencial (4-26) por -£n.r0 
e integrando de rQ a 1 , temos,

3 2Gn <5(0-0') m  2. = --- -------- + -------  * (4-58)
30 £n .ro ir • £n ro

Para 0 ^ 0 ’ , temos

o G0 m
3 0 .̂5-n rQ (4-58a)

Gq (0 ) = ) = 0

Integrando

m
Gq = - •------- 0 + K , para 0 < 0 ’ (4-59)

ir.in rQ



f JU — '.G . = - -------  0 + K , . para 0 > 01 (4-60)
i r .  & n r 0  .

Integrando novamente, encontramos,
mGq = - ---- ---  02 + K0 + L , para 6 < 0* (4-61)

2ir. ün rQ

m ,  — 'G0 = - — :--- :--- 0 + K0 + M , para 0 > 0' (4-6 2)
2tt. £n rQ

Ápós usar as condições de contorno de (4-59) e a con 
tinuidade da G0 em 0 = 0' , vem,

m „, 1  —G0 = - --------  0 + -----  0f + K , para 0 < 0 ’ . (4-63)
2 7T. £n rò £n rQ

m ± —
G = ---------—  0 + ----- 0 + K , para 0 > 0’ (4-64)

2tt . £n rQ £n rQ

A condição de salto da derivada de GQ em 0 = 0 ’ é 
automaticamente satisfeita.

É possível determinar a constante K usando a se
guinte condição que simetriza a G0 (Apêndice 3) , -

0 1 ir/m
I God0 + I God0 = 0  (.4-65)
0  0 < e '  o 1 0 > 0 ’

Obtemos então as seguintes expressões para a GQ :

m  1  tt

G 0  = . ---------------------------- - ( 0  2 +  0  1 2 )  +  --------------- 0  ---------------- :-------------2ir.£n rQ £n rQ 3m.£n rQ

para 0 < 0 1 (4-66)
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m 1 ir 
G ~  = • ----------------------------- ( 0 2 + 0  ' 2 )  +  ------------------- . 0  -° 27T.S,n rQ £n rQ 3m.5,n rQ

para 0 > 0 * (4-67 )

A função de Green generalizada tem a seguinte expres
são final,

G (r ,0 | r ' , 0 ' ) = G0 (0,0') + G(r,0jr',0» ) (4-68)

que é. composta por dois ramos, para 0 < 0 ' e para 0 > 0 ' .
~  ô ^ 'A funçao de Green generalizada que sera usada para

resolver o problema da temperatura ê, então,

m . o 0 ' irG (r,0|r*,0’> ------------ (02 +0 1 2 ) +
2tt . £n rQ £n rQ 3m . £n ro

00 2 cosh (an0) tt
2   ------- o-——  . cosh(an (0 '- -)) . -<J) (r1 ) . «^(r1)n=l n.-n senh(“nH£) n m n n

2

para 0 < 01 (4-69)

—---------------------m 0 ff G ( r ,0 r 1,0' ) = ----------  (0 + 0 ) +
2v. £n rD £n.r0 3m.&n rQ

oo 2 cosh(otn0 ’ ) TT
„ . cosh(a„(0- ---)). d>_ (r). é (r')

n=l "•* senh(«nâ|) n m . . 9n

■ para 0 > 0r (4-70)

Podemos notar que de (4 — 69) para obter (4-70), basta 
.trocar 0 por 0* , e vice-versa.
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4.3 - Solução do Problema da Temperatura

Para determinação da equação da temperatura na re
gião considerada, vejamos os seguintes problemas a valores * no 
contorno (Problema de Neumann),

- V2g = <5 (x-Ç) - ;— —  x e Ç em R

9 G = 0 em 8R (4-71)^n

- V T  - q(x) x em R

3T
8n f.- em 3R (4-72)

Multiplicando (4-71) por T , (4-72) por G , sub
traindo e integrando na região,.temos,

(GV2 T - TV2G).dx = / T . <5 (x-Ç ) . d x ---—  / T.dx -

R R • R

G .q(x).dx ’ (4-73)
R

Pelo segundo teorema de Green e, observando a pro
priedade de integração da função delta, vem,

„  3T f 3G f  - 1 ,G dsx ~ / T -g- dSx = T(£) - / G.q(x).dx - i j T.dx

3R 8R R ' R

(4-74)
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Observando que 'SC
9n

_  3T I - 1 .T(Ç) = I G w—  . dSx + / G.q(x).dx + — — / T.dx (4<r-75)'n
R R

Para o nosso caso, pela definição de temperatura adi
mensional,

T.dx = 0
R

. Trocando os índices, usando a propriedade de sime
tria da G e sabendo que para o nosso caso x = (r ,0 ) = (r 1 ,0 ' ) 
e q(x) = CjVz (r,0) + X } com o uso das equações (4-15) . , 
(4-16) e (4-17), vem,

n /m ir / m

T(r,0) = j  G(r,0|r0 ,01).Borod0' +
0 '0

G(r,0[1,6*).32de ' +

TT/m 1
TT+ |. G(r,0|r’,-).3jdr' + G(r,0|r ’,0)(C1vz+^)r’dr’d0'

0 rf

+ C (4-76)

. Usando a condição de consistência do problema e re 
solvendo as integrais, encontramos a equação que nos da a distri 
buição de temperatura no setor de coroa.

T(r,0) Po^o + 3, +
X(l-r£) 0 :

2 . í-n rQ 3 . í,n rQ m

3X 7r(l-r0 ) 2.30r0í,n.rc
2 m.fcn rQ TT ‘

00 1

E --- cos ran . £n(r/rn )|
n=l rf L n ° 1
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2 3, &n.r2 O  00 (-1 )n

TT
E ----- cos [an.£n(r/r0 )]

n = l n2

n = l
cos |an .£n(r/r0 )j

cosh(an0 )
+ A,

lîn senh(an-^— ) 2n n m

oo ' i cosh(an0)
+ Cj £ --- ----- :--- :-- . A

n = l n cosh(an— ) 3n (£nr0 )2 11 .m
02 ♦ f 4 )f B,

oo
Ci E Aitn * cos [an .£n(r/r0 )j n=l '

£n.r0 cosh(çtn0)
2nTr cosh(an-^-)m

senh(an0) £n ro
senh(an“ — ) 2 cosh(an~- ) n,Trm m

00 00ca E v Ank cos ra]<-£n(r/r0 ) 
n = l k =1 L

n^k

cosh(an0)
(kz-n2) cosh(a n- ~  )n m

n
(k2-n2)

„  . cosh(av0 ) 
tgh (an -— -)

1
m senh(av---) k•K m

+ C (4-77)

•onde

an
n tt
Un v0 (4-77a)

0Ck = • k 7T
i-n rv

(4-77b)
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A in

Ajn

A jn

2 31 "cos n it - rQ*
u 1 + (an )2

2X ’2 (cos n 7r - r 2 )"
Tf 4 + (an )2

ná rg - cos n h
u2 4 + (an )2

(4-77c )

( 4-77d )

(4-77e)

B, Z 
n = l

r X  - cos n ir
4 + (an )

( 4-7 7f)

B i = Cj E 
n=l

rQ -cos niT
4+ (an )

7T 1

tsh(anir')(
2 m . & n r o

m.n.tar0 n f (4-77g)

A 4an (rQ - cos nTT) (rQ - cos 2nir)
*n (n”0 2 [(4 + (an )2][ (4 + ( 2 a R ) 2J

(4-77h)

2.
a :nk n k . it2

2r0 -co.s nfr
4 + Can )

Cn.+k ).(rn -cos (n+k)TT)
4 + ank

(n-k) (r0 -cos (n-k)7r )

aryk
(4-77Í)

ank
(n + k) it

ank

. in r0

Cn - k) it 
An rn

(4-77j)

(4-77k)
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Na equação (4-77), fazendo 3T
Y  = V r

9T
9r , de

r=l
víamos encontrar -g0 e 62 respectivamente, que são os fluxos 
de calor no tubo interno e externo.

Entretanto, estas derivadas são iguais a zero. Isto 
ocorre porque as derivadas das expansões,

2 30r0 £n rD
TT‘

cos (an £n(r/r0 ))
n = l n" o (4-78 )

o 00w V ®
n

71“ n = l n‘
cos (an £n(r/r0 )) (4-79)

que são responsáveis pelo fluxo de calor não convergem . na
fronteira. Felizmente, as equações (4-78) e (4-79), são as expan 
sões em serie de Fourier das seguintes funções, respectivamente & 
[l4]

- 30 £n rQ
1 £n(r/r0 ) 1 . (£n(r/r0 )) 

+ ------- — + ---* ------- ;--3 £n ^o 2 CU n r o ) 2
(4-80)

- 32 £n rc £n r 1 + --£n rQ
(£n r)
(£n rc )

2
(4-81)

Derivando as expressões acima e fazendo r = rQ na 
(4-80) e r = 1 na (4-81), vamos encontrar, respectivamente,-30
e 32 •

Os varlores de temperatura foram calculados substitu
indo-se na equação (4-77), (4-78) por (4-80) e (4-79) por (4-81).

A fim de calcular os números de Nusselt do problema, 
necessitamos conhecer a temperatura de mistura e a temperatura 
média na superfície de troca de calor.

A temperatura de mistura, também referida como tempe



ratura media de fluxo oú "temperatura de copo", em muitos textos, 
tem a seguinte expressão:

tt /m rí ,
Ç í T*(r*,e).v“(r*,0).r*dr*d0 ' ■ . .

* J o Jv*
-b = — °v ■ ...------- ■---:--------------- (4-82)u/m rí'

vZ (r5',0 ) .r"dr*d0

Usando as equações (3-15) , (3-16) e (4-8) , podemos 
expressar a temperatura de mistura adimensionalmente.

Tr/m J.
f f  T(r,0).vz(r,0).rdrd0
J o ‘̂ o
J/m A

vz(r,0 ).rdrd0
Tb = — — ---------------------- :------ (4-83)

/ o
ou

ir /m 1
f f T(r,0).vz(r,0).rdrd0

Tb = — -----2----------------------- (4-84)
1 tí 2

vm -T- —  Cl-r0 )2 m

A equação acima não foi resolvida analiticamente da
da a complexidade do produto T(r,0).vz(r,0) . 0 método de Simp 
son bi-dimensional foi usado para integrar numericamente (4-84). 
Breve discussão do procedimento usádo pode ser visto no Apêndice 
2.

A temperatura média -na interface de troca de calor ê,
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onde T* e o perímetro de troca de calor, ou muitas vezes referi 
do como perímetro aquecido.

De uma forma adimensional temos,

T(r ,0 ) .dS
'r. ■ ’ .TSm = (4-8 5a)

4.4- Resultados e Comparações

Os resultados da equação (4-77) estão apresentados em
termos de T - Tb para diversas situações.

. Tsm-Tb
Nas Figuras 9 e 10 estio mostradas as isotermas para 

rD = 0,3 8 com duas aletas e r0 = 0,50 com oito aletas. Podemos 
ver, nestas figuras, que a temperatura decresce da parede do tubo 
interno para a do tubo externo e das aletas para o centro, do tu 
bo, como era de se esperar, pois os fluxos de calor estão na pare 
de interna e nas aletas.(*)

Em uma análise de transferência de calor, os resulta 
dos mais significativos a serem apresentados são aqueles referen 
tes ao coeficiente de troca de calor. Neste trabalho, como jã foi 
comentado, ê feita uma comparação entre os números de Nusselt do 
tubo aletado e não aletado. Para que isto seja possível, devemos 
definir o coeficiente de troca térmica nas mesmas bases em que e_ 
le e definido para o tubo não aletado.

ASendo Qs o calor trocado pelo tubo sem aletas, defx 
niu-se o coeficiente de troca de. calor da seguinte maneira:

Q l (4-86)
tt Dj ,(T|m - Tgj

C * )  - Todos os resultados aqui apresentados, a menos de especifi
cação contraria, são para 30 = 2 3j ■ e $2 = 0 .
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Fig . 9  -  Isotermas para r0 = 0 , 3 8  e 2 aletas.

■ N o  Quadro 4 estão apresentados os valores do numero 
de Nusselt para o duplo tubo não aletado, calculados usando o co 
ficiente de troca térmica como definido em (4-89) e o diâmetro h 
drãulico [7J .

Usando as mesmas bases de definição vem,

NuDh
h . Dh‘ (4-87)

«U I. *H |
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F i g .  1 0 -  Iso lerm as para fo - 0 , 5  e 8 alelas

Usando (4-86), temos

NuDh
QS • Dh

k  77 DÍ (T*m - Tj)
(4-88)

Com a definição de temperatura adimensional e sabendo
que

Q s = qr 7T Do ,
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í» T\ T\qr TT D0 Dh
NuD h . = --------- *--— — :--- ---- (4-89)

k TT Dq • q-r r2 (Tsm - Tb )■ smk

DhNuDh = . — ---—  (4-90)
1 sm ib

Os resultados da equaçao (4-90), para relações de ra 
ios na faixa de 0,1 4- 0,9 com número de aletas de 2 a 32, estão 
na Figura 11.

Conforme podemos notar, para número de aletas atê 3 2 
existem números de Nusselt máximos para relações de raios ate 0,6. 
Para relações acima deste valor, os máximos são atingidos com nu 
mero de aletas superior a 32, cujos valores não foram plotados , 
pois não ê de interesse prático o uso ‘de grande número de aletas 
em um duplo tubo, devido a grande perda de carga.

0 máximo Nusselt não significa que com este número de 
aletas exista a melhor condição de troca térmica, justamente por 
que a relação (4-90) não envolve apenas a diferença (Tsm - Tb > , 
mas também o diâmetro hidráulico que varia com o número de ale
tas.

Uma boa relação,.que mostre claramente a melhoria das 
condições de troca de calor em relação ao tubo não aletado ê aque 
la que envolve apenas Tsm - Tj-, . Usando a mesma definição , 
(4-86), para o h, e definindo o Nusselt com base no diâmetro ex 
terno teremos esta relação, pois o diâmetro externo é constante e 
igual a 2.
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Fig. I I  -  Número de NUSSELT baseado no diâmetro hidráulico.

nais,
Usando a definição de Qg e das grandezas adimensio-

2 .
Nu D2

^sm “
(4-92)

mos de NuD 2
Nu l

Na Figura 12 os resultados estão apresentados em ter 
, onde Nu^ é o numero de Nusselt do tubo não ale

tado baseado no h , como definido em (4-86) e no D2‘. Desta ma
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neira, os valores lidos no grafico representam o aumento obti
do nas condições de troca térmica em relação ao tubo sem ale 
tas.

Podemos notar que para a faixa de relações de raios 
de 0,4 a 0,7 , que é a mais usada, colocando-se 8 aletas te
mos uma melhoria nas condições de troca de calor de 150% , para 
relação 0,7 , até 400% para 0,4 .

Para esta mesma faixa, colocando-se 20 aletas temos 
melhorias de 220%, para 0,7 , até 900% para 0,4 . Aumentan
do ainda mais o numero de aletas, a performance térmica do duplo 
tubo continua a aumentar, entretanto, teremos sempre maior potên 
cia de bombeamento.

Informações importantes ainda podemos obter da Figu 
ra 12. Para a relação de raios de .0,4 o uso de duas aletas não 
provoca aumento no coeficiente de troca térmica, e para a • rela 
ção de raios 0,5 o decréscimo no coeficiente de troca de ca
lor ocorre com o uso de aletas em número inferior a 2. Para 0,6 
4 aletas recupera o valor do coeficiente para tubo não. aletado.

Usando as relações de raios de 0,8 e 0,9 , neces
sitamos colocar 8 e 16 aletas, respectivamente, para recuperar 
as condições que o tubo liso oferece. É interessante notar que 
este efeito é acentuado quando a relação de raios é grande ou , 
em outros termos, quando as aletas são curtas. Para a relação de 
raios 0,2 o aumento de ãrea de troca de calor com duas aletas, 
é de 260%; para 0,5 é 63% e, apenas 15% , para a relação de 
raios 0,8 .

A explicação, para o decréscimo do coeficiente de 
troca de calor para certas relações de raios, encontra apoio na 
hipótese de que a modificação sofrida pelo campo de velocidade, 
com o uso de poucas aletas, não e compensada, suficientemente , 
pelo aumento de ãrea de troca de calor.

Apenas para deixar .mais completa a apresentação dos 
resultados, pois as Figuras 11 e 12 jã trazem todas as informa
ções necessãrias, na Figura 13 estão plotados os números de Nus_ 
selt com base no coeficiente de transferência de calor calculado 
para toda área de troca térmica, ou seja,
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Fig . 1 2 -  Relação entre números de 'NUSSELT do duplo tubo aletado e 
nào aletado.
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Usando as mesmas equações que em (4-91), temos

Nu = ------- -----— ------;-----  (4-95)m(l-r0 ) , •
1 + ---r-2- <Tsm - Tb)iT rQ

Os valores de Nup^ , Nup2 ©■ NuD2 podem ser vistos 
também nos quadros 5 , 6  e 3» respectivamente.

Em [3] está resolvido o problema de transferência de 
calor para o setor circular. As condições de contorno são de flu 
xo de. calor por unidade de tempo e área constante e igual em toda 
a periferia. 0 nosso probiema coincide com aquele fazendo 3Q = 
= 32 = 3i e relação de raios igual a zero. Entretanto, esta rela 
ção de raios é uma singularidade em nossas equações. Para contor
nar éste problema, calculamos os valores do número de Nusselt pa 
ra relação de raios de 0,1 e 0,0 5 e, por extrapolação, deter
minamos os valores para a relação de raios nula. Os valores do nú 
mero de Nusselt obtidos em £3J e neste trabalho estão na Figura 
14, em função do número de aletas. Na mesma figura, estão apresen 
tados os pontos usados para extrapolação.

Resultados para o setor, circular também foram obtidos 
em [l] 5 mas não são apresentados devido a dificuldade de leitura* 
dos valores mostrados no gráfico daquele trabalho.

Ainda para a relação de raios de 0,05, com 30=32=31» 
na Figura 15 estão plotados os perfis de temperatura' ao longo do 
raio para diversos ângulos e 6 aletas.

0 uso de uma fonte de calor na massa de fluido está 
representada por X em nosso trabalho. Tal geração de calor tem 
grande efeito sobre.o número de Nusselt, fazendo-o decrescer con 
sideravelmente.

Como podemos verificar na Figura 16, para rQ = 0,5 e
4 aletas, o número de Nusselt baseado no diâmetro hidráulico apr£ 
senta um decréscimo de 5,3 vezes com X = 8,0 . Para rQ = 0,4 
•com 2 aletas, o decréscimo ê de 6,22 vezes, também com X = 8,0. 
A fonte de calor causa aumento na diferença (Tgm - T$), tornando 
a transferência de calor mais difícil.
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Fig. 13 -Núm ero de NUSSELT baseado no diâmetro externo.

0 número de termos usados nas series da temperatura , 
foram determinados fazendo-se testes com diversos valores, ate 
que o numero de Nusselt não mais variasse significativamente. Ob 
servou-se que para pequenas relações de raios e grande numero de 
aletas, a convergência ê mais difícil.
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Fig. 14 -  Número de NUSSELT para o setor circular.

n ttO fator ------—  e o argumento das funções hiperbom &n rQ & -
licas existentes no denominador da equação da temperatura e, quan 
to maior, mais rápida ê a convergência. Por exemplo, com relação 
de raios igual a 0,1 com 32 aletas necessitou-se, aproximadamen 
te, 400 termos na serie dupla, enquanto que para relações de ra
ios maior que 0,5 , com qualquer número de aletas, bastou ape
nas 2 5 termos.
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Fig. 15 -  Temperaturas ao longo do raio para diferentes valores de 6 .

Entretanto todos os resultados foram calcuíados com, 
no mínimo, 121 termos na serie dupla.

Ém [l6] foi obtida a equação da temperatura para o du 
pio tubo com aletas parciais, isto e, com £* < r£ - r” . Fazen
do naquele trabalho £* = r* - r* , os resultados corroboram com 
os aqui apresentados.
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F ig .  16 -  Efeito do geração interna ds calor sobre o número de 
NUSSELT.
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OUADRO 3 - NUMERO DE NUSSELT BASEADO NO h MEDIO E DIÂMETRO EXTERNO

NUMERO
r e l a q a o de r a i o s

DE 

A LETAS 0 ,1 0 0 , 2  0 0 , 3 0 0 , 4 0 0 , 5 0 0 , 6 0 0 , 7 0 0 , 8 0 0 , 9 0

2 5, 1 S 5, 21 5 , 4 4 5 ,8 8 6 , 6 3 7 ,8 6 10,03 14,47 2 7 ,4 0

4 6 ,4 8 6 ,6 7 6 ,9 0 7 ,2 7 7 , 9 0 9 , 0 0 ll,OS 15,38 28 ,16

8 5, 78 7 ,0 7 8,2 8 1 1,28 13,20 17,33 3 0 , 4 4

10 © 9 ,7 6 10 ,99 12,27 14,26 18,33 31 , 3 0

12 4 ,3 7 6 ,0 3

16 3, 43 7 ,23 14,6 9 17,16 21,34 3 4 ,0 5

2 0 2 ,68 4,11 6 ,3 9 9 ,4 0 12,73 15,74 18,82 23 ,27 3 5 ,9  1

3 2 1,68 2 ,6 4 4 ,4 6 7 , 4 6 II ,8 4 17,37 2 2 ,6 3 2 8 ,47 41,59

■

QUADRO 4 - NÚMERO DE NUSSELT PARA 0 DUPLO TUBO Na'0 ALETADO [7]

NÚMEROS DE 

NUSSELT
RELAÇÃO DE RAIOS

0 , 0 5 0 ,1 0 %0 ,2  0 0 , 3 0 0 , 4 0 0 , 5 0 0 , 6 0 0 ,7 0 0 , 8 0 0 ,9  0

BASEADO tfo 

DIAM.EXTERNO
18,74 13,23 10,62 10,34 10,97 12,36 14,78 19,0 27,9 54 ,7

BASEADO NO 

DIAM. HIDRÁULICO
17,81 11,9 1 8 ,4 9 7 ,2 4 6,5 8 6,18 5,91 5 ,7 0 5,5 8 5 ,4 7
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OUADR 3 5- NÚMERO DE NUSSELT BASEADO NO DIÂMETRO HIDRÁULICO
NUMERO

DE
ALETAS

RELA ;ao DE RAIOS
0, 10 0 , 2 0 0 , 3 0 0 , 4 0 0 , 5 0 0 , 6  0 0 , 7 0 0 , 8 0

•
0 , 9 0

2 20,54 10,38 7,0 4 5,42 4,4 7 3,86 3,3 4 3,1 3 2,83

4 35,62 17,59 11,39 8,21 6,30 5,05 4,18 3,5 5 3,01

8 40,3 6 23,48 16,97 7,43 5,7 1 4,42 3,4 4

10 14,30 11,15 8,5 3 6,47 4,8 6 3,62 -

12 33,77 22,15 O

16 27,89 17,44 11,36 8, 6 3 6,1 9 4,20

2 0 2 2,70 16,62 16,02 15,96 15,02 12,74 9,9 | 7,06 4,59

3 2 15,08 11,32 11,93 1 3j59 15,06 15,27 13,02 9,47 5,7 7

QUADRO 6 - NlÍMERO DE NUSSELT BASEADO NO DIÂMETRO EXTERNO

NUMERO
RELACAO DE RAIOSDE

ALETAS 0 , 1 0 0 , 2  0 0 , 3 0 0 * 4 0 0 , 5  0 0 , 6  0 0 , 7 0 0 , 8 0 0 , 9 0

2 34,71 18,48 13,52 11,05 10,85 ■ 11,20 12,7 7 16,78 29,33

4 80,8 1 40,67 27 ,47 21,17 17, 97 16,64 17,09 20,27 32,15

e 139,29 79,19 57,7 1 30,43 27,6 1 2 8,3 6 39,0 5

10 56,38 45,97 38,33 3 3,72 3 2,91 42 ,37

12 154,8 0 98,22

16 160,16 93,253 64,58 54,64 48,51 53,3 1

2 0 156,60 108,99 101,36 9 9, 2 1 93,79 ’ 82,55 70,20 60 ,3 1 61,37

3 2 156,43 110,32 110,5 5 121,55 132,46 135,39 121,43 100,98 86,67



64

5 - CONCLUSOES

Com o desenvolvimento do trabalho, praticamente todos 
os itens conclusivos jã foram abordados. Apenas os mais relevan
tes serão novamente comentados aqui.

Para as relações de raios na faixa de 0,4 a 0,7 a 
performance térmica fica aumentada de 150% a 900%, com o uso 
de 8 a 20 aletas. Esta é a faixa que mais encontra aplicações pra 
ticas. Para relações de raios maiores não ê interessante aletar 
um duplo tubo porque necessitamos um número muito grande de ale 
tas, para apenas recuperar as condições do duplo tubo não aletado 
ou aumentar muito pouco as características de transmissão do ca 
lor. É lõgico que teremos aumento na potência de bombeamento mas, 
o uso, ou não, de trocadores aletados, depende da natureza do pro 
jeto onde ele serã aplicado. Existem casos onde o seu uso é impe 
rativo. Um exemplo seria um projeto onde o espaço físico para co 
locação dos equipamentos tem maior importância do que o aumento ’ 
no custo de fabricação do trocador. Estes casos exigem equipamen 
tos sempre mais compactos, ou, em um projeto onde a quantidade de 
calor trocada ê economicamente mais importante, como é o caso de 
reatores nucleares. Para aplicações mais comuns em engenharia, as 
variáveis econômicas são -sempre restritivas. Interessante seria 
determinar, para situações onde não existem restrições do ponto 
de vista térmico, qual seria o trocador õtimo baseado em uma ana 
lise econômica. Usando as características dinâmicas e térmicas , 
determinadas por este trabalho, e encontrando relações econômicas 
com as mesmas, pode-se desenvolver um trabalho de grande interejs 
se. Ainda seria interessante resolver o mesmo problema consideran 
do o fluxo de calor variável nas aletas. A execução de trabalhos 
experimentais, para verificação da solução analítica, também pode 
rão ser realizados, pois, é de grande interesse conhecer as limi 
tações da solução.
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APÊNDICE 2

Integração Numérica da Temperatura, de 
Mistura - Método de Simpson

Seja a região mostrada na Figura 17,

R = {a < x < A , b <- y B}

yj, = B

K)=b 0

-o

<Í6)-------- ©

-ó

Xo=a

F ig . 1 7  -  Região usada para dedução a equacáo ( 7 “I0).

Na figura temos,
(7-1) 

(7-2)
*o
x ! = a + h

X2 = a + 2h = A (7-3)Z

e , respectivamente,
y o - >  (7-'°
Vl -- b 4 k ‘7-5>
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y2 = b + 2k = B

A - a
2

B - b

(7-6)

17 - 7 )

Seja f(x,y) a função a ser integrada em R,

A B
f(x,y).dxSy = dx / f(x,y).dy 

R a b
(7-8)

Aplica.ndo o método de Simpson unidimensional para a 
integral interna em (7-8), vem,

A
f(x,y).dxdy = j dx f(x,y0 )+ 4f(x,y1)+ f(x,y2)

R
(7-9)

r- A A A
f(x,y0 ).'dx + 4 í f (x ,y j ) . dx + j f(x,y2).dx

a - a ' a
(7-10)

Aplicando novamente o metodo de Simpson unidimensio
nal para cada integral em (7-10), encontramos,

h . kf(x,y).dxdy = --- (CTQ + 4 ^  + 16^2) (7-11)

R
onde :

0q - e a soma dos valores da função nos pontos 1 do retân 
guio ;

oJ—  ê a soma dos valores da função nos pontos 4 do retân
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guio;
ê o valor da função no centro do retângulo, ou ponto 
16 .

Usaremos o método descrito para calcular a seguinte
integral:

1 ir/m
T(r,0).vz(r,0).rdrd0

ro °

Não temos,. ne«te caso, um retângulo como região de in 
tegração e sim o setor mostrado na Figura 18.

Fig. 1 8 -  Região de integração mostrando as dreás elementares.

Logicamente não podemos calcular esta integral usando 
apenas 9 pontos. 0 procedimento foi o seguinte:.

a) 0 setor de coroa foi dividido em áreas elementares 
( Ai) •
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b) A cada 4 areas elementares foi aplicada a equação 
(7-11).

Os valores de h e k são os dados abaixo:
: 1 ~

(7-12)

onde :
r(I)
L
N

k = r(I).A0

- e o valor do raio na linha I;
- é o número de intervalos no ráio;
- é o numero de intervalos no ângulo.

A0 TT
2 m N

(7-13)

(7-14)

Os números L e N devem ser pares neste trabalho. 
Desta maneira,

( r
T(r,0).vz(r,0)rdrd0 = , E

p=l
T(r,0).vz(r,0)rdrd0

Ai

onde, L . N

(7-15)

(7-16)

r

i

Usando a equação (7-10), vem,

h.kT(r,0).v„(r,0).rdrd0 (a + 4a + 16a,)9  O 1 2

onde :

(7-17)

aD = T(1+1,J+l) + T (1-1,J+l) + T(I+1,J-1)+ T(I-1,J-1) (7-18)

Oj. = T(I+1,J) + T(I-1,J) + T(I,J-l) + T(I,J+1) (7-19)
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02 = T (I,J) (7-20)

e

T = T(r , 0 ) . vz (r>,0 ) .rdrd9 (7-21)

©
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APÊNDICE 3

' ' Função Delta de Dirac

A função "Delta de Dirac" ou Distribuição Singular , 
satisfaz ãs seguintes condições

<5(x,Ç). f(x).dV = f(£) (definição) (7-22)
R - o

onde
f(x ) é uma função contínua.

Se f(x) = 1  , então

6 (x ) .dV = 1 (7-23)
'R .

Com (7-2 3) e

<S(x,Ç) = 0 x i K (7-24)

temos uma definição equivalente a (7-22) para a função singular.

.Expressão da Função Delta de Dirac 
em Coordenadas Polares

Seja x = (Xj, x2, xn ) um sistema de coordenadas.
Estamos interessados' em expressar a função delta de 

Dirac ô(x - x') em um novo sistema de coordenadas;

Seja u = (uj, u2, . un) o novo sistema obtido de x 
pela seguinte lei de transformação,
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. Uj = Uj(x)

U2 = U2(x)
• • ■
• •
• •

un = un (x)

A função delta no novo sistema é expressa por,

1<5(x - x v) = <S(u - u ’) . -— p (7-25)
~  lJ l

onde
|J1 = ê o modulo do Jacobiano de x eom respeito a u .

A prova de (7-25) encontra-se êm .
Para o nosso problema necessitamos expressar a função 

delta em coordenadas polares a partir das coordenadas cartesianas.
Seja ó(x - x'). S(y - y ’) a função delta em coorde 

nadas cartesianas.
A lei de transformação é:

x = r . cos 6 (7-26)
y ' = r . sen 0 (7-27)

onde
x = (x,y) 

u = (r,0)

3x 3x
' •

cos 0 -r sen 0
J 3r 30 = -

3y 3y sen 0
tf

r cos -0
8r 30

Então,
<5(r - r') .6(9 - 0! )

6(x - x'). 6(y - y') = ---------— ---------- (7 — 29)
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Fungão de Green

Função de Green Fundamental .

Definição: É a função que satisfaz o problema:

V2g(x I p  = 0 x i K (7-30)
com f  x, Ç em R

&im / -4^- d A = -1 (7-31)
r+0

' B>
8n

%

onde r é o raio da esfera Bç , centrada em E, .
Resolvendo o.problema,

. V2g(x | Ç) = 0 x i K
com • (7 — 32)

g = 0 
3R

temos a função de Green de primeira espécie (usada na solução 
do problema da velocidade).

Definição Equivalente

0 problema (7-32) pode ser formulado da seguinte ma
neira .

- - V g = <5(x,Ç) * em R

gI = 0 ' ' ■ ■ (7-33)
I 9R

Propriedades

1) g(x | V  > 0 em R (7-3*+)

Ver referência £4J , Vol. II, pp. 132 para a prova.
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2) g(x | Ç). = g(| | x) (7-35)

Prova:
. Seja g(x | Ki) e g(x | Ç2) as funções de Green para 

a região R ... Então:

- V2g(x. |Ç ) = 6(x, Ç!) x, K em R
~ ~ ~ ~ (7-36)

g = 0 x em 3R

-•V2g(x|£,) = ô(x,Ç2) x , Ç  em R~ ~ ~ (7-37)O
g = 0 x em 3R

Multiplicando (7-31) por g(x | Ç2 ) , (7-3 2) por 
g(x.| ) , subtraindo e integrando em R , temos,

-g(x |S2). V2g(x I Ca )-d-V + / g(x| |i ) .V2g(x| |2 ) .dV 

R R

g(x|Ç2). ô(x, Ç^.dV - / g(x||x ). ô(x, |2).dV (7-38)

R V  '/r

Usando o segundo teorema de Green e a propriedade ( 1 ) 
da função delta, temos,

gíxfÇj). ( x k 2).dSx - / g (x | 2 ) • -4^- .(x|Ç.).dSx =nx ~ / ~ ~ 3nx ~ -1
3R J 3R

= -g<§i g(|2 1^) . (7-39)

Como g(x|Çt) e g(x|g2) são nulas na fronteira, então

g(Ci|Ç2) = g(Ç2 |Ça) (7-40)
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Funçã<p de Green Generalizada 
ou Fungão de Neumann

Fungão de Green Fundamental

V2g V (7-41)

onde V ê o volume da região.

£im
r-*0

9g
’n dA = - -1

B,

Definigão Equivalente

(7-42)

- V ô(x, O  - V x , £ em R (7-43)

Usando (7-43) e pondo 9g
>n 9R

= 0 , temos a função
de Green generalizada.

É possível simetrizar a função de Green generalizada 
usando a seguinte condição.

g(x I |)-dVx = 0 (7-44)
R para todo Ç e R

Seja g(x I §i) e g(x | £2) as funções de Green 
generalizadas para a região R .

Então,

- V2g(xI?! ) = 5(x,^!) x, em R (7—45)
V

3g
<n

3R
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- V-2g(x|£2) = ô Cx j Çj ) - V x , Ç2 em R (7-46)

’n
9R

Usandó ò mesmo procedimento anterior, encontramos,

V g(x||i ) .dvx - /g(x||2 ) .dV, 
'R ■ ■-'R ■ (7-47)

Impondo a condição (7-44), temos,

lg2 > = sfEjI.)

Caso Unidimensional -Função de Green Fundamental

d dg--  (p(x). — ) + q(x).g = 0dx dx x t K
X , £ e a , b

(7-49)

onde p > 0 é contínua

As seguintes "condições devem ser satisfeitas

a) g(Ç+) - g(Ç_) (7-50)

b) g'(Ç+) - g'(Ç_)
P(Ç)

(7-51)

Para a prova de (a) e (b) ver referência [_6̂ ].
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Segundo Teorema de Green

(uV2v - vV u) .dx 3v 3u
U  —— - V  7T=r3n 3n dS

R 3R

onde u e v possuem derivadas parciais de segunda ordem e 
tínuas em R , sendo R uma região aberta e limitada.

7-52)

con


