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Resumo

O controle auténomo de trajetoéria para drones enfrenta grandes desafios devido a
natureza nao linear de sua dinamica, além da presenca de limites operacionais e
obstaculos no ambiente. Para abordar essa problematica, este trabalho apresenta
o desenvolvimento de um Controlador Preditivo Nao Linear (NMPC) formulado
via dualidade de Lagrange para garantir o desvio de obstaculos de forma eficiente.
Investigou-se o comportamento do drone sob diferentes perspectivas: a inclusao de
variaveis de estado adicionais (velocidades nos eixos x e y) e a implementacao da
estratégia de horizonte rolante (receding horizon) em malha fechada. Avaliou-se o
impacto do tamanho do horizonte no tempo de convergéncia, utilizando uma ma-
triz de custo terminal simétrica e definida positiva P.;, ponderada pela solucao
de uma Equagao Algébrica Discreta de Riccati (DARE), para garantir as condigoes
assintoticas de uma janela de predicao infinita. Analisou-se também a implemen-
tagao de warm-start para a redugao do tempo de convergéncia, discutindo-se os
cenarios em que essa técnica pode degradar o desempenho computacional em fun-
¢ao do horizonte adotado, além da resposta do sistema em cenarios de fase nao
minima com alta proximidade inicial ao obstéaculo. Diante da inviabilidade gerada
por restri¢oes rigidas em situacoes criticas, adotou-se uma estratégia de flexibiliza-
¢ao por meio de restrigoes suaves (soft constraints) penalizadas quadraticamente.
Os resultados demonstraram que o horizonte rolante proporciona uma navegacao
suave e computacionalmente viavel, enquanto o uso de variaveis de folga assegura a
viabilidade do solucionador sem comprometer a seguranca. Por fim, as simulagoes
geraram um banco de dados consistente para o aprendizado da lei de controle por
redes neurais.

Palavras-chave: Controle Preditivo Nao Linear (NMPC). Dualidade de La-
grange. Horizonte Rolante. Restrigoes Suaves.



Abstract

Autonomous trajectory control for drones faces major challenges due to their non-
linear dynamics and the presence of operational limits and environmental obstacles.
To address this problem, this work presents the development of a Nonlinear Mo-
del Predictive Control (NMPC) formulated via Lagrange duality to ensure efficient
obstacle avoidance. The drone’s behavior was investigated under different perspec-
tives: the inclusion of additional state variables (velocities in the x and y axes) and
the implementation of a closed-loop receding horizon strategy. The impact of the
prediction horizon size on convergence time was evaluated by incorporating a sym-
metric and positive-definite terminal cost matrix P,,,;, weighted by the solution of
a Discrete Algebraic Riccati Equation (DARE) to guarantee asymptotic conditions
equivalent to an infinite prediction horizon. Furthermore, the implementation of
warm-start techniques to reduce convergence time was analyzed, highlighting sce-
narios where performance may degrade depending on the horizon length, alongside
the system response in non-minimum phase conditions with high initial proximity
to the obstacle. To overcome the infeasibility caused by hard constraints in cri-
tical situations, a slack strategy based on quadratically penalized soft constraints
was adopted. Results demonstrated that the receding horizon approach ensures
smooth and computationally feasible navigation, while slack variables guarantee
solver feasibility without compromising safety. Finally, the simulations generated
a consistent dataset for learning the control law using neural networks.

Keywords: Non-linear Model Predictive Control (NMPC). Lagrangian Duality.
Receding Horizon. Soft Constraints.
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1 Introducao

Nos tultimos anos, os Veiculos Aéreos Nao Tripulados (VANTS), popularmente co-
nhecidos como drones, tém ganhado destaque na prestagao de servicos agréarios,
comerciais e militares [I]. A transi¢do para a operagao totalmente autonoma desses
drones revolucionou essas areas, a medida que permitiu sua operagao sem a neces-
sidade de um piloto humano, viabilizando missoes complexas de monitoramento,
inspecao industrial e logistica. Contudo, para que essa autonomia seja viavel e
segura, é necessario que o drone consiga operar de forma eficiente em ambientes
din&micos e repletos de imprevistos [2]. O grande desafio reside em evitar obstacu-
los em tempo real [3], tendo em vista a natureza altamente nao linear dos drones,
bem como os limites operacionais do proprio veiculo [4].

1.1 Caracterizacao do Problema

O controle da navegagao de drones, ainda que em seu estagio mais atdémico, é um
problema significativamente complexo para que seja implementada uma estratégia
de controle convencional, pois se trata de um problema:

1. Multivariavel: No caso mais simples, em um espago bidimensional sem consi-
derar variaveis de estado adicionais como a velocidade e perturbagoes como o
deslizamento ou uma carga adicionada ao drone, ainda haveria duas variaveis
de estado e duas agoes de controle.

2. Restrigoes: Existem diversas restri¢oes considerando elementos do ambiente,
limitagoes de sensores, etc., modeladas a partir de inequagoes matemaéticas.

3. Otimizacao: Além de evitar colisoes, o drone precisa seguir uma trajetoria
6tima, de modo a evitar desgastes sem necessidade, enquanto desvia de obs-
taculos e atinge o objetivo final. Tratando-se, portanto, de um problema de
otimizacao.

Tendo em vista estas condicoes, tal problema teria sua eficiéncia restringida
caso um controlador PID fosse implementado, pois nao lida bem com sistemas
MIMO (Multiple Inputs Multiple Outputs) [5]. Para a solugao mais eficiente de
tal problema, existe uma estratégia de controle que se encaixa perfeitamente com
as condigoes enfrentadas: trata-se de um controlador preditivo nao linear (NMPC)
[6, B]. O NMPC opera com as restrigoes exigidas pelo problema, com as diversas
variaveis de estado e acoes de controle envolvidas diretamente em seu modelo
matematico [4].

Contudo, o NMPC ainda é um problema de otimizacao que, apesar de eficiente,
pode ser computacionalmente caro, pois exige o célculo das ac¢oes de controle
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6timas em cada iteracao. Para isso, outra estratégia promissora é a utilizacao
de uma rede neural com fungao de ativagao ReLU, ja que a avaliacao da rede
possui custo computacional desprezivel em tempo de execucao, transferindo a carga
do célculo para a fase prévia de treinamento e verificagao offline. Assim, uma
vez treinada, a rede passa a aproximar a lei de controle do NMPC com elevada
eficiéncia computacional na operagao em tempo real.

1.2 Objetivos

Com base no contexto fornecido, os objetivos deste projeto de iniciacao cientifica
sao:

1. Projeto de controlador NMPC que atenda as especificagoes do problema;

2. Implementacao e teste do NMPC projetado com variaveis adicionais de es-
tado e condic¢oes adversas, adi¢cao do horizonte temporal rolante;

3. Geracao de base de dados para treinamento de redes neurais.

O projeto da rede neural e seu teste ficarao a cargo de Victor Nishida Raposo
(Bolsista PIBIC).

2 Materiais e Métodos

2.1 Definicao do problema

A priori, define-se o conjunto de estados iniciais como 2 = {Xinit € R? | ||Xinit —
Xe|loo < 0,5}, em que x, = [—5,0]" e xy,;, trata-se da efetiva posicao inicial ocupada
pelo drone. O obstaculo ¢ representado pelo poliedro & = {x € R* | Ax < b} (no
caso especifico de uma caixa centrada na origem, 0 = {x € R? | ||x] < 1,0}).
O objetivo da navegacao ¢ atingido quando o drone alcanca o estado final Xgoa1 =
[5,0]". Tais defini¢oes sao ilustradas na Figura .

Conforme a formulagao proposta por Zago et al. [7], para a modelagem do sis-
tema dindmico discreto e invariante no tempo (LTI), adota-se a seguinte din&dmica
de transicao:

Xpt1 = Xg + Ug, (1)

em que x, € R? representa o estado (posi¢ao) e u, € R? denota o vetor de agio
de controle no instante k.
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Configuracao Espacial do Problema de Navegacao e Desvio de Obstaculos

2 Regido Inicial Xt
2 ® Estado Inicial xc
[0 Obstaculo @
Regido Objetivo
@ Estado objetivo Xgoal

lfifzig—\ Xgoal
| |
04 ! ! Obstaculo © *

| )

| |

Coordenada Y (m)

6 1 2 0 2 1 6
Coordenada X (m)

Figura 1: Configuracao espacial do problema de navegacao, contendo a regiao
inicial Ziuit, 0 obstaculo & e o estado objetivo Xgoar.

Seguindo a estrutura desenvolvida em [7], a fungao custo e as restrigdes do
problema de controle 6timo por horizonte preditivo sao formuladas como:

!

T
V(Xinit) = min Y %, PX;, + Z u, Quy (2a)
[t k=1
Xp = Xi — Xgoal,
st.dxp =xp_1+ug, Veke{l,...,T}, (2b)
dist(xy, 0) > 1, Vke{l,...,T}.

Note que a condigao de desvio dist(xg, @) > 1 envolve uma restrigdo nao
convexa no espaco de estados. A distancia euclidiana de um ponto x; ao conjunto
poliedral & é definida por um problema de minimizacao interno:

dist(xy, @) = min ||zl (3a)

Xinit,Z

s.t. Z =X — Xinit7 (3b)
Axinie < b.

Inserir essa minimizacao diretamente na func¢ao custo resultaria em um pro-
blema de otimizagao aninhado (bilevel optimization), cuja elevada complexidade
computacional inviabiliza a sua resolugao em tempo real devido ao alto custo de
otimizagao hierarquica [§]. Para contornar essa limitagao, adota-se a abordagem
do Lagrangiano dual apresentada em [7]. Como o problema interno é estritamente
convexo, a dualidade forte se mantém, permitindo reescrever a restricao de distan-
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cia de forma explicita através do seu problema dual e incorporar os multiplicadores
de Lagrange diretamente no problema principal de NMPC.

2.2 Fundamentos de Otimizacao Convexa
Um problema geral de otimizagao matemética possui a forma padrao [9, [10]:
mxin f(x)
st. ¢gi(x) <0, i=1,...,m, (4)
hi(x)=0, j=1,...,p,

em que x € R" é o vetor de variaveis de decisao, f : R” — R é a funcao objetivo,
gi : R™ — R representam as restricoes de desigualdade e h; : R™ — R representam
as restricoes de igualdade.

Conjuntos e Funcgoes Convexas

Defini¢ao 1 (Conjunto Convexo). Um conjunto € C R™ é dito convexo se, para
quaisquer pontos X,y € € e qualquer escalar v € [0, 1], tem-se:

1x+(1-7)y €. (5)

Geometricamente, isso significa que o segmento de reta que conecta qualquer par
de pontos pertencentes a € estd totalmente contido em € .

Definigao 2 (Fungao Convexa). Uma fungao f : ¢ — R definida sobre um con-
Junto convexo € € dita convexa se, para quaisquer X,y € € e~y € [0,1]:

flyx+ (1 =7)y) <vf(x)+ 1 =) f(y). (6)

A fungao é dita estritamente convexa se a desigualdade for estrita para x #'y
eye(0,1).

Para fungoes de classe ¢ (duas vezes continuamente diferencidveis), a conve-
xidade pode ser verificada analiticamente através do estudo da matriz Hessiana
V2 f(x):

f é convexa < V?f(x) =0, Vx€%E, (7)

isto é, a matriz Hessiana deve ser semidefinida positiva em todo o dominio.
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Propriedades dos Problemas de Otimizagcao Convexos
Um problema na forma é denominado convexo se:
1. A fungao objetivo f(x) for convexa;

2. As fungoes de restrigao de desigualdade g;(x) forem convexas para todo i =
1,...,m;

3. As fungoes de restricdo de igualdade hj(x) forem afins (ou seja, da forma

hj(x) = a/x —bj).

Uma propriedade fundamental dos problemas de otimizacao convexos é que
todo ponto de minimo local é garantidamente um minimo global. Além
disso, caso a fungdo objetivo f(x) seja estritamente convexa, o ponto de minimo
global é tinico.

2.3 Dualidade de Lagrange
A Funcgao Lagrangiana e a Fungao Dual

Para incorporar e relaxar as restricoes do problema , define-se a fungao La-
grangiana L : R" x R™ x R? — R [9, [10]:

Lx, A p) = f(x) +Z)\Z-gi(x) + Zujhj(x), (8)

em que A = [A;,...,A\n]" > 0ep = [u,...,1)" sdo os multiplicadores de
Lagrange (ou variaveis duais).
A fungao dual de Lagrange g : R™ x R? — R é definida como o infimo da

funcao Lagrangiana em relagao as variaveis primais x:
g, p) = inf L(x, A, ). (9)

Uma propriedade crucial é que a funcdo dual g(A, u) é sempre codncava
(mesmo que o problema primal ndo seja convexo) e fornece um limite inferior
(lower bound) para o valor 6timo primal p*:

gA,p) <p*, YA>0, p. (10)

O Problema Dual de Lagrange busca encontrar a melhor limitacao inferior

possivel:
max g o)
Al

(11)
st. A>0.
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A relacao d* < p* é chamada de dualidade fraca. Quando d* = p*, tem-se
dualidade forte, a qual é garantida para problemas convexos sob condi¢oes de
regularidade (como a condigao de Slater).

2.4 Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Se o problema for convexo e a dualidade forte for atendida, as condi¢oes de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) sao necessérias e suficientes para a otimalidade primal-dual
(x*, A%, p*) |9, 10]:

1. Estacionariedade: V,L(x*, A", u*) = 0;

2. Factibilidade Primal: ¢;(x*) <0, Vi=1,....m e hj(x*) =0, Vj =
1,...,p;

3. Factibilidade Dual: \; >0, Vi =1,...,m;

4. Folga Complementar: \/g;(x*) =0, Vi=1,...,m.

2.5 Aplicacao da Dualidade Lagrangeana ao Problema de
Distancia Minima
Considerando o problema de calcular a distancia entre o estado x; e um obstaculo

politopico 0 = {x | Ax < b}, a funcado dual Lagrangeana do problema de distancia
é expressa por:

oA ) = inf [zl + AT (Asx, = B) + 1" (i — %, 2)

=-Ab+pu'x; + i}I{lf()\TA —pu")x, + irzlf (|lzlls — p"2) ,

em que A > 0 e p sao as variaveis duais.

Observe que g(A, p) = —0co se ATA — pu'” # 0 ou ||ull2 > 1. Considerando
apenas os multiplicadores duais vidveis, o problema de distancia dual é formulado
como:

dist(xy, 0) = max - — ATb+ Ty,
-

(
st ATA—p’ =0, (12b
A >0, (
[pll2 < 1. (
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2.6 Formulacao da Funcao Custo Explicita no Controle Pre-
ditivo (MPC)
Substituindo o problema de distancia em termos das variaveis duais diretamente

como uma restri¢ao de desvio de obstaculos no problema de otimizacao do contro-
lador, obtém-se a seguinte fungao custo implicita:

Xk Uk

T T
V (Xinit) = min Z x[ka + Z quuk, (13a)
k=1 k=1

(ik = X — Xgoah

X = Xg—1 + Uk, VkG{l,...,T},
—ALb + plx > 1,

Ar >0,

gl <1, VEe{1,...,T}.

s.t. (13b)

Com esta reformulagao, as variaveis duais tornam-se variaveis de decisao adici-
onais no proprio problema principal, eliminando a formulacao aninhada original.
Note que, apesar de a func¢ao custo ser quadrética e a maioria das restricoes se-
rem lineares ou convexas, o problema global é nao convexo devido & restri¢ao
—)\;b + py X > 1, a qual contém o produto de duas varidveis de decisao, carac-
terizando um termo bilinear.

Problemas dessa natureza podem ser resolvidos por solvers globais (como Gu-
robi, SCIP, Couenne e BARON) ou por solvers locais (como o IPOPT). No entanto,
o custo computacional para a otimizagao global pode ser proibitivo em tempo real,
ao passo que a solugao local depende fortemente do chute inicial e pode resultar em
estagnagao em minimos locais ruins ou em falhas de viabilidade. Sob essa perspec-
tiva, destaca-se a importancia de resolver o problema offline para diversos estados
iniciais, gerando um conjunto de trajetoérias 6timas que podem ser utilizadas para
o treinamento de redes neurais.

2.7 Horizonte Rolante, Custo Terminal e Garantia de Esta-
bilidade via DARE

Como ja explicitado, o controlador NMPC calcula uma sequéncia de agoes de con-
trole 6timas ao longo de um determinado horizonte de predicao. Em formulagoes
teodricas de controle preditivo em tempo discreto, a adocao de um horizonte de pre-
digao infinito (kpea — 00) assegura de forma implicita a estabilidade assintotica
do sistema em malha fechada [II]. Contudo, do ponto de vista de otimizagdo em
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tempo real, resolver um problema de programagao quadratica ou nao linear com
horizonte infinito é computacionalmente inviavel [4].

Para conciliar a viabilidade de execucao em tempo real com a capacidade de
antecipagao do controlador, adota-se a estratégia do horizonte rolante (receding
horizon) |12, [4]. Sob essa abordagem, a janela de otimizacao de tamanho finito
Fprea 20 permanece estatica, mas desloca-se continuamente a cada instante de
amostragem k, acompanhando o estado atual do drone [13]. O algoritmo resolve
o problema de otimizagao para toda a trajetoria futura no intervalo [k, k& + Kpred),
aplica estritamente a primeira a¢do de controle u(k) e descarta as subsequentes,
recalculando todo o processo no passo k + 1.

A dimensao desse horizonte finito kpeq exige um dimensionamento criterioso:

e Um horizonte demasiadamente curto torna a navegagao “miope”; fazendo
com que o drone reaja tardiamente as regioes de restri¢gao e comprometendo
a seguranga do trajeto [4];

e Um horizonte excessivamente longo introduz uma antecipacao desnecessaria
a perturbagoes distantes, além de elevar drasticamente o custo computacional
por iteragao [13].

Todavia, ao truncar o horizonte para um valor finito (kpeq < 00), elimina-se a
propriedade implicita de estabilidade assintotica inerente & formulagao infinita [14]
I1]. Sem um mecanismo de compensagao, o sistema otimizado para um horizonte
curto pode apresentar comportamentos agressivos ao final da janela de predicao
ou mesmo induzir a malha fechada & instabilidade no longo prazo [15].

Custo Terminal Ponderado via DARE

Para restabelecer as garantias formais de estabilidade em sentido de Lyapunov sem
requerer o aumento do horizonte kpeq (0 que inviabilizaria a execucdo em tempo
real), insere-se na fungao objetivo um custo terminal mapeado por uma matriz
de ponderacao simétrica e definida positiva P > 0.

Considere a funcao de custo do MPC quadréatico discretizado dada por:

k/’pred*1
J(x,u) = Z (x; Qxx + u) Ruy) + x{mdka
k=0

(14)

pred ?

em que Q > 0 e R > 0 sao as matrizes de ponderacao dos estados e das agoes de
controle ao longo do horizonte, respectivamente, e o termo x{predkaprc . benaliza
o estado no final do horizonte de predicao.

A matriz P atua como a aproximacao do “custo para ir” (cost-to-go) do estado

terminal x; . até o infinito, assumindo que, ap6s kyreq, O sistema operaré sob
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uma lei de controle linear assintoticamente estavel u, = —Kx;, [I1I]. Para que o
custo terminal corresponda exatamente & energia acumulada no horizonte infinito

restante, a matriz P deve satisfazer a Equagao Algébrica de Riccati Discreta
(DARE):

ATPA-P+Q-ATPB(R+B'PB) 'BTPA =0, (15)

em que A e B representam as matrizes do sistema linearizado em torno do ponto
de operagao. Quando P satisfaz a Eq. , obtém-se concomitantemente o ganho
6timo de realimentagio terminal K = (R + B'PB)'B"PA.

Garantia de Estabilidade de Lyapunov em Malha Fechada

A estabilidade assintotica do sistema sob o paradigma do horizonte rolante com
custo terminal pode ser provada definindo a propria fungao de custo 6timo V' (x;) =
J*(x)) como uma fungao candidata de Lyapunov V' : R"™ — R.

Para que V' (xy) seja uma func¢ao de Lyapunov estrita, satisfazem-se as seguintes
propriedades:

1. V(Xk) > 07 VXk‘ 7é 0 e V(O) = 0;

2. AV(xg) = V(Xpy1) — V(xg) < 0, Vxi # 0 (Decrescimento mondtono ao
longo das trajetorias em malha fechada).

Com a incorporacao da matriz P proveniente da DARE no termo terminal, a
variagao do custo 6timo entre instantes amostrais sucessivos satisfaz a desigual-
dade:

V<Xk+1) - V(Xk) S - (X;—ka + ugRuk) . (16)

Sendo Q - 0 e R > 0, o termo — (x;) Qxy, + u, Ruy) ¢ estritamente negativo
para qualquer x; # 0. Isso assegura que a energia do sistema decresce continua-
mente a cada iteracao da estratégia de horizonte rolante, garantindo formalmente a
estabilidade assintotica em sentido de Lyapunov em relagao ao ponto de equilibrio
desejado.

Desafios Numeéricos na Resolugao da DARE em Tempo Real

Em aplicagoes praticas com drones e plataformas NMPC adaptativas — nas quais
as matrizes de linearizacao A e B variam com a trajetoria e com a dinamica do
veiculo —, a DARE precisa ser resolvida com baixissimo tempo de processamento
[16].

Metodologias classicas de solugao baseadas em decomposi¢ao de Schur ou auto-
vetores possuem complexidade O(n?), o que pode sobrecarregar a rotina em tempo
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real [I7]. Estruturas adaptativas e estimadores iterativos associados ao condici-
onamento numérico via Pseudo-Inversa de Moore-Penrose (Y') garantem
a estabilidade da inversao do termo (R + B'PB)" mesmo diante de matrizes
mal condicionadas, assegurando a rapida convergéncia e a atualizacao eficiente da
matriz P a cada passo do horizonte rolante [I8] [19].

3 Resultados e Discussao

3.1 12 Cenario: Otimizagao com Horizonte Estendido

Para a resolugao do problema de otimizagao NLP nao convexo derivado, o sol-
ver comercial Gurobi destaca-se como uma das alternativas mais adequadas. O
principal motivo é a sua capacidade de resolver problemas com nao convexidades
bilineares (u} xy), garantindo otimalidade global por meio do algoritmo Spatial
Branch-and-Bound e de técnicas avancadas de relaxamento convexo (Presolve).
Em comparacao a solvers locais, o Gurobi evita a estagnacao em minimos locais
inadequados; em comparagao a outros solvers globais, oferece um desempenho
computacional superior e alta eficiéncia na execugao massiva necessaria para a
geracao do conjunto de dados offfine. A simulacao é implementada através do
seguinte script:

import gurobipy as gp

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import patches

import random
import pandas as pd

# Parametros de simulacao
T = 10

nxu = 2

nlam = 4

# Matrizes de ponderacao do custo

P = 50
Q =1
# Geometria do obstaculo (A * = <= b)
A = np.array ([
[1, o],
[-1, o],
[0, 11,
[0, -1]

b = np.array([1, 1, 1, 1]1)



60

66

3 Resultados e Discussao 14

# Pontos de interesse
x_init = [-5, 0]
x_goal = [5, 0]

# Criacao do Modelo

m = gp.Model ("NMPC")

m.setParam("NonConvex", 2) # Permite restricoes quadraticas mnao
convexas

# Vartaveis de Decisao

x = m.addVars (T, nxu, 1lb=-6, ub=6, name="pos")

x_bar = m.addVars(T, nxu, 1lb=-20, ub=20, name="x_bar")
u = m.addVars (T, nxu, 1lb=-1, ub=1, name="u"

lam = m.addVars(T, nlam, 1b=0, name=’Lambda’)

mu = m.addVars (T, nxu, name=’mu’)

# Funcao 0Objetivo
obj = gp.quicksum(P * x_bar[k, i]**2 for k in range(T) for i in
range (nxu)) + \
gp.quicksum(Q * ulk, i]**2 for k in range(T) for i in range(
nxu) )
m.setObjective (obj, sense=gp.GRB.MINIMIZE)

# Restricoes
for i in range(nxu):
m.addConstr(x[0, i] == x_init[i] + ul[O0, i])

for k in range(T):
for i in range (nxu):
m.addConstr (x_bar [k, i] == x[k, i] - x_goallil)

for k in range(l, T):
for i in range (nxu):
m.addConstr(x[k, i] == x[k-1, i] + ulk, i])

# Restricao de evitacao de obstaculo wvia dualidade
m.addConstr (-gp.quicksum(lam[k, 1] * b[1l] for 1 in range(nlam)
)+ 0\
gp.quicksum(mulk, i] * x[k, i] for i in range (nxu)
) >= 1)

for i in range (nxu):
m.addConstr (gp.quicksum(lam[k, 1] * A[1, i] for 1 in range
(nlam)) - mulk, il == 0)

m.addQConstr (gp.quicksum(mulk, i] * mul[k, i] for i in range(
nxu)) <= 1)
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# Resolucao
m.optimize ()

if m.status == gp.GRB.OPTIMAL:
print ("Otimo encontrado")
todos_pontos = [x_init] + [[x[k, 0].X, x[k, 1].X] for k in

range (T)]

x_traj = np.array(todos_pontos)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 8))

ax.plot(x_trajl[:, 0], x_trajl:, 1], ’bo-’, linewidth=2, label=

>Trajet ria?)

square_init = patches.Rectangle((-5.25, -0.25), 0.5, 0.5,
edgecolor=’black’, facecolor=’green’, label=’Estado inicial?)
ax.add_patch(square_init)

square_goal = patches.Rectangle((4.75, -0.25), 0.5, 0.5,
edgecolor=’black’, facecolor=’yellow’, label=’Estado objetivo’)
ax.add_patch(square_goal)

square = patches.Rectangle((-1, -1), 2, 2, edgecolor=’black’,
facecolor=’red’, label=’0bst culo?)
ax.add_patch(square)

ax.set_xlabel (’x’)
ax.set_ylabel(’y’)
ax.set_title(’Trajet ria tima do NMPC?’)
ax.grid(True)
ax.axis(’equal’)
ax.legend ()
plt.show ()
else:
print ("Status do Solver:", m.status)

Listing 1: Algoritmo NMPC usando Gurobi em Python

A Figura [2] apresenta a trajetoria gerada a partir da solugdo desse primeiro
cenario.

Como explicitado na Secao observa-se uma forte antecipacao do drone em
relacao a regiao de restricao ao adotar um horizonte de predicao excessivamente
longo (neste caso, de T' = 10 passos). Nota-se que o primeiro movimento executado
pelo veiculo ja busca realizar o desvio. Conforme discutido anteriormente, essa
abordagem antecipatoria resulta em um elevado custo computacional, o qual escala
significativamente & medida que o problema ganha complexidade com o acréscimo
de dimensoes e variaveis de estado.

Ademais, a agdo de controle u esta limitada ao intervalo [—1,1]. Esse limite
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Trajetaria otima

61 —e— Trajetdria

I Estado inicial
[ Estado objetivo
B Obsticulo

-4 -2 o 2

Figura 2: Trajetoria 6tima gerada pelo NMPC para um horizonte de predigao
T =10.

seria suficiente para fazer com que o drone atingisse a posi¢ao objetivo exatamente
no horizonte final de 10 passos em uma trajetéria retilinea, caso nao houvesse o
elemento obstrutivo. Contudo, a trajetéria final é fortemente ditada pelo compro-
misso entre as matrizes de ponderagao P e Q. Na presente simulagao, o erro de
posigao é punido de forma agressiva (P = 50), enquanto a agao de controle possui
menor peso relativo (@ = 1), conferindo ao solver liberdade para aplicar magni-
tudes elevadas de controle a fim de alcancar o estado alvo o mais rapido possivel
dentro do envelope seguro.
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3.2 22 Cenario: Otimizacao em Horizonte Rolante e Dina-
mica Estendida

A posteriori, adicionaram-se duas novas variaveis de estado ao modelo: as velo-
cidades nos eixos das abscissas (4) e das ordenadas (7), totalizando um vetor de
estado quadridimensional (n, = 4). Além disso, implementou-se a estratégia de
Receding Horizon (Horizonte Rolante) em malha fechada com o intuito de mitigar
o efeito de forte antecipacao observado no cenério anterior. Em paralelo a essa
abordagem, incorporou-se um termo de custo terminal a fungao de custo, elabo-
rado segundo o dispositivo da Se¢ao[2.7] ponderado pela matriz P, adicionando
uma camada adicional de penalizacao ao estado final da predi¢ao. Esse custo pe-
naliza o desvio do estado no instante final do horizonte de predicao (k = kprea);
assim, caso o objetivo esteja localizado logo apos o término da janela de predigao,
o otimizador tende a reduzir os erros de posi¢ao e velocidade ao final do horizonte,
favorecendo a aproximacao ao objetivo e o cumprimento das condigoes de parada.
A nova funcao de custo assume a seguinte forma, sujeita as mesmas restrigoes:

kpred_:l
V (Xinit) = min > (%P +uQu) + X PuaXe ¢ (17)
’ k=0

O Codigo [2| apresenta a implementacao do algoritmo NMPC em malha fechada
considerando a dinamica de duplo integrador discretizada.

import gurobipy as gp

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import patches
import pandas as pd

import time

def checa(A, b, x_pos):
return np.all(A @ x_pos <= b)

def MPC(x_init, k_pred):

Xx_traj_real = np.zeros((T + 1, nx))
u_traj_real = np.zeros ((T, nu))
x_traj_real [0, :] = x_init
passos_executados = T
telemetria_passos = []
for t in range(T):

x_atual = x_traj_reallt, :]

# Critertio de parada ao atingirT a meta
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if np.linalg.norm(x_atual [0:2]

np.linalg.norm(x_atual [2:4]) < 0.40:

passos_executados
traj_real = x_traj_real[:passos_executados + 1, :]

X_
u_

traj_real = u_traj_real[:passos_executados,

break

8 B B

=t

= gp.Model (f"NMPC_Step_{t}")
.setParam("QutputFlag", 0)
.setParam("NonConvex", 2)

- x_goal[0:2]) < 0.25 and

x = m.addVars(k_pred + 1, nx, 1lb=-10,

3]

ub=10, name="pos")

Xx_bar = m.addVars(k_pred + 1, nx, 1lb=-20, ub=20, name="
x_bar")

u = m.addVars(k_pred, nu, lb=-1.5, ub=1.5, name="u"

lam = m.addVars (k_pred, nlam, 1b=0, name=’Lambda’)

mu = m.addVars (k_pred, nu, lb=-gp.GRB.INFINITY, name=’mu’)

obj = (gp.quicksum(P * x_bar[k, i]**2 for k in range (1,

k_pred + 1) for i in range(nx)) +

gp.quicksum(P_mat[i,j] * x_bar[k_pred,

k_pred, j] for i in range(nx) for j in range(nx)) +

gp.quicksum(Q * ulk,

for i in range(nu)))
m.setObjective (obj,

# Condicao

for i

in range (nx):

sense=gp.GRB.MINIMIZE)

m.addConstr (x [0,

# Dinamica e restricoes de

for k

m.

inictal do passo

il =

in range (k_pred):

addConstr (x[k

m.addConstr (x[k
m.
m.addConstr (x[k

addConstr (x [k

+

+
+
+

1, 0] ==
1, 11 ==
1, 2] ==
1, 3] ==

x_atuall[il)

obstaculos

x[k, 0]
x[k, 1]
x[k, 2]
x[k, 3]

m.addConstr (gp.quicksum(-lam[k, jl
range (nlam)) +

0] * xI[k,

+ x[k, 2]
+ x[k, 3]
+ ulk, 0]
+ ulk, 1]

il * x_barl

i]l**2 for k in range(k_pred)

dt)
dt)
dt)
dt)

* ¥ ¥ ¥

* b[j] for j in

0] + mulk, 1] * x[k, 1] >=

m.addConstr (gp.quicksum(laml[k,

mu [k,
1)
for i in range (nu):
in range(mnlam)) - mulk, il

== 0)

m.addQConstr (gp.quicksum(mulk, 1i]

range (nu))

<= 1)

jl = Alj,

* mulk, il

il for j

for i in
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# Vartavel de erro (tracking)
for k in range(k_pred + 1):
for i in range(nx):
m.addConstr (x_bar [k, i] == x[k, i] - x_goall[il)

# Restricao terminal quando proximo do objetivo
distancia_atual = np.linalg.norm(x_atual[0:2] - x_goal
[0:21)
if distancia_atual < 1.5:
m.addQConstr (x_bar [k_pred, 0]**2 + x_bar[k_pred, 1]x*x2
<= 0.25%%2)
m.addQConstr (x_bar [k_pred, 2]**2 + x_bar[k_pred, 3]*x*2
<= 0.15%%2)

m.optimize ()

# Telemetria do Gurobi

tempo_solver = m.Runtime
nos_explorados = int(m.NodeCount)
try:

gap = m.MIPGap
except AttributeError:
gap = 0.0

telemetria_passos.append ({
’Passo’: t,

>Tempo_Solver_s’: tempo_solver,
’Nos_Explorados’: nos_explorados,
’Gap’: gap

b

if m.status == gp.GRB.OPTIMAL:
u_aplicar = np.array([ul[0, 0].X, ulO, 1].X1])
u_traj_real[t, :] = u_aplicar

# Atualiza dimamica do sistema
x_traj_real[t + 1, 0] = x_traj_reall[t, 0] +
x_traj_real[t, 2] * dt
x_traj_reall[t + 1, 1]
Xx_traj_real[t, 3] * dt
x_traj_real[t + 1, 2]

x_traj_real[t, 1] +

x_traj_real[t, 2] + u_aplicar
[0] * dt

x_traj_reall[t + 1, 3] = x_traj_real[t, 3] + u_aplicar
[1] = dt

# Salva wvariaveis para o proximo warm-start
prev_x = np.array([[x[k, i].X for i in range(nx)] for
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k in range(k_pred + 1)1])
prev_x_bar = np.array([[x_bar[k, i].X for i in range(
nx)] for k in range(k_pred + 1)])
prev_u = np.array ([[ulk, i].X for i in range(nu)] for
k in range(k_pred)])
prev_lam = np.array([[lam[k, j].X for j in range(nlam)

] for k in range(k_pred)])

prev_mu = np.array([[mulk, i].X for i in range (nu)]

for k in range(k_pred)])
else:

print (f"Falhou para k_pred={k_pred} no passo {t}")
return None, None, t, pd.DataFrame(telemetria_passos)

df _telemetria = pd.DataFrame(telemetria_passos)
return x_traj_real, u_traj_real, passos_executados,
df _telemetria

# --- Parametros ---
T = 25

dt = 0.5

nx = 4

nu = 2

nlam = 4

P = 10

Q = 10

P_mat = np.array ([
[45.7230, 0.0000, 30.8341, 0.0000],
[ 0.0000, 45.7230, 0.0000, 30.8341],
[30.8341, 0.0000, 55.0745, 0.0000],
[ 0.0000, 30.8341, 0.0000, 55.0745]
D)

=
|

= np.array([[t1, 0], [-1, o], [0, 1], [0, -111)
b = np.array([1, 1, 1, 1])

X_init

x_goal

np.array([-5.0, 0.0, 0.0, 0.0])
np.array([56.0, 0.0, 0.0, 0.0])

# Exzecucao da simulacao e exzportacao para CSV
lista_k_pred = [3,5,7,10,12]
trajetorias = {}

for kp in lista_k_pred:
print (f"Simulando NMPC para k_pred = {kpl}...")

estados, acoes, passos, df_telemetria = MPC(x_init,

if estados is not None:

k_pred=kp)
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trajetorias [kp] = (estados, acoes)

# --- EXPORTACAO TELEMETRIA PARA CSV ---
nome_arquivo = f"K_pred_{kpl}_warm-start.csv"

df _telemetria.to_csv(nome_arquivo, index=False)
print (f"\nTelemetria salva em: {nome_arquivol}")

# Impressao no terminal

print ("\n--- Resumo de Telemetria do Gurobi ---")

print (df _telemetria.to_string(index=False))

print (f"\nTempo Total Solver: {df_telemetrial’
Tempo_Solver_s’].sum():.4f} s")

print (f"Total de Nos Explorados: {df_telemetrial’
Nos_Explorados’].sum()}")

Listing 2: Algoritmo NMPC em horizonte rolante com estado 4D em Python

Com a inclusao das velocidades no vetor de estado, verifica-se uma suavizacao
significativa na trajetoria percorrida. Uma vez que as agoes de controle atuam
diretamente nas aceleracoes, o drone exibe um perfil dindmico fisicamente coerente:
acelera gradativamente em direcao ao objetivo até atingir a velocidade maxima
permitida e reduz a velocidade conforme se aproxima da posicao alvo, garantindo
uma parada estavel.

Para avaliar o impacto do tamanho do horizonte de predi¢ao na resposta do
sistema e no tempo de processamento, foram realizadas simulagoes comparativas
configurando dois tamanhos distintos de horizonte: kpreq1 = 5 € kprea2 = 7, repre-
sentados nas Figuras 3] e [} respectivamente.

Na simulagao com kpeq = 5 (Figura|3)), nota-se um comportamento miope por
parte do controlador: o drone inicia sua trajetéria deslocando-se em linha reta
em direcao ao objetivo e reage a regiao de restricao apenas quando esta passa a
interceptar a janela do horizonte de predicao. Essa reagao tardia exige corregoes
mais severas na trajetoéria ao se aproximar da barreira.

Por outro lado, ao estender o horizonte para kpea = 7 (Figura , o veiculo
passa a “enxergar”’ a presenca do elemento obstrutivo com antecedéncia suficiente
para planejar uma manobra de contorno mais suave e progressiva. Diferente do
12 Cenario (no qual a otimizagao em malha aberta com T = 10 gerava um custo
computacional desnecessariamente elevado para todo o percurso), a abordagem em
horizonte rolante com kpeq = 7 atinge um compromisso ideal: reduz substancial-
mente o esfor¢o computacional a cada passo de amostragem sem comprometer a
suavidade do desvio e a estabilidade na chegada ao estado objetivo.
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Validacao Visual do NMPC Unificado (Dinamica 4D)

L —8— Trajetdria Real (NMPC 4D)
B nicial
B objetive
[ Obstacule
_4 -
24
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=]
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_4 -

—4 -2 o 2 4
Coordenada X

Figura 3: Trajetoria executada em malha fechada considerando um horizonte de
predigao curto (Kkprea = 5).
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Validacao Visual do NMPC Unificado (Dinamica 4D)

Coordenada ¥

—i

—8— Trajetdria Real (NMPC 4D)
B nicial

[l Objetivo

[0 Obstaculo

—4 -2 o
Coordenada X

Figura 4: Trajetoria executada em malha fechada considerando um horizonte de

predigao estendido (kprea = 7).
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Analise e Comparacgao do Tempo de Execucgao

A seguir, apresenta-se uma medicao mais acurada a respeito do impacto computaci-
onal decorrente do tamanho do horizonte de predigao. Para tal, além dos horizontes
explorados anteriormente, adicionaram-se as configuragoes kpea € {3,10,12}.

Na Figura [5] avaliam-se o tempo médio por passo de amostragem e o tempo
total de otimizacao para cada horizonte. Como esperado, quanto maior a janela
de predicao, maior é a complexidade do problema e o tempo exigido pelo solver,
alcancando médias superiores a 1,3 segundos por passo no caso kpeq = 10. Por
outro lado, um horizonte demasiadamente curto (kyea = 3) inviabilizou a con-
vergéncia do problema, fazendo com que o solver classificasse a otimizacao como
infactivel devido & impossibilidade de antecipar o desvio a tempo.

Andlise de Escalabilidade Computacional do NMPC vs Kpred

—— Tempo Médio / Passo (ms)
——= Limite Tempo Real (500 ms)
—& Tempo Total acumulado (s)
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Tempo Total Solver (s)
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o
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o

’

Horizonte de Predicao (Kpred)

Figura 5: Comparativo do tempo médio por passo e tempo total do solver para
diferentes tamanhos de horizonte.

A Figura [0] ilustra que a expansao excessiva do horizonte de predi¢ao além de
kprea = 7 traz beneficios irrisérios no desvio do obstaculo. Contudo, o aumento
acentuado no tempo de calculo compromete o desempenho em tempo real, o que
pode acarretar perda de seguranca em aplicagoes praticas.

A Tabela [I] sintetiza os tempos de execucao, bem como a quantidade de passos
necessaria para alcangar o objetivo. Nota-se que, embora o horizonte kpreq = 5
apresente um tempo de computagao por passo significativamente menor, ele exige
mais iteragoes (15 passos) para concluir o trajeto. Nesse sentido, a escolha entre
Fprea = 5 € kprea = 7 depende da perspectiva adotada para a analise do contro-
lador. Sob a 6tica do custo computacional, kpeq = 5 apresenta uma vantagem
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Impacto do Horizonte kpreq Na Trajetoria Realizada

—— kpea=5

Kpred =7
—— Kpreg=10
—8— kpreq=12
B nicial

B Objetivo
Obstaculo

Coordenada Y (m)

T T T T T
-4 -2 0 2 4
Coordenada X (m)

Figura 6: Trajetorias resultantes em malha fechada para miltiplos horizontes de
predicao.

significativa, com tempo de processamento aproximadamente trés vezes menor por
passo. Por outro lado, sob a 6tica do desempenho da trajetéria, kpeq = 7 mostra-
se mais vantajoso, pois atinge o objetivo em menos passos (13 passos) com uma
resposta dindmica mais fluida, evitando atuagoes bruscas e desgastes desnecessé-
rios nos atuadores, além de fornecer um sinal de controle mais suave e seguro para
o treinamento de um modelo em tempo real (como uma rede neural).

Tabela 1: Analise do Custo Computacional e Desempenho do NMPC para Dife-
rentes Horizontes de Predicao.

Horizonte (kprea) Tempo Médio/Passo (ms) Tempo Total (s) Passos Executados

5 47,66 0,715 15
7 148,69 1,933 13
10 1322,95 17,198 13
12 6229,58 80,985 13

3.3 32 Cenario: Implementacao de Warm-start

O livro Predictive Control with Constraints [12] aborda o tema de warm-start
(inicializagao quente) no contexto da solugao de problemas de otimiza¢ao em tempo
real, em que a velocidade de convergéncia torna-se crucial para a aplicabilidade do
controlador. A técnica de warm-start baseia-se no conceito discutido na Segao 2.7}
assumindo condigoes de baixo ruido e pequenas perturbagoes, a sequéncia 6tima
de controle calculada no instante k estara muito proxima daquela requerida no
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instante k + 1. Assim, em vez de reiniciar o algoritmo de otimizagao a partir de
um ponto genérico ou nulo (cold-start), desloca-se a solugao anterior no tempo
para usa-la como estimativa inicial do ciclo subsequente, o que tende a acelerar a
convergéncia do solver.

A Tabela [2] sintetiza como a implementagao do warm-start afetou o tempo de
computacao para os mesmos horizontes analisados anteriormente.

Tabela 2: Anélise do Custo Computacional e Desempenho do NMPC com Aplica-
cao de Warm-start.

Horizonte (kprea) Tempo Médio/Passo (ms) Tempo Total (s) Passos Executados

5 41,87 0,6280 15
7 132,70 1,7256 13
10 1327,30 17,2543 13
12 6553,90 85,2003 13

Nota-se que, para os horizontes menores (kpeqa = 5 € 7), houve uma melhora
notavel tanto no tempo total de otimizag¢ao quanto no tempo médio por passo (re-
dugoes de aproximadamente 12,2% e 10,8%, respectivamente). Contudo, para os
horizontes mais longos (kpreqa = 10 € 12), observou-se um comportamento contrain-
tuitivo: a inclusao do warm-start acarretou um aumento no tempo computacional
exigido pelo algoritmo.

Esse fendmeno, embora a primeira vista inesperado, é amplamente documen-
tado na literatura de otimizagao ndo linear e controle preditivo nao linear (NMPC) [11,
10]. A eficacia do warm-start em reduzir o tempo de solugao depende criticamente
de o ponto inicial fornecido pertencer a bacia de atracao do 6timo local correto ou
estar suficientemente proximo de uma trajetoria factivel. Trés causas principais
explicam a degradacao do tempo computacional para horizontes mais longos:

1. Nao Convexidade e pontos de sela/minimos locais: Diferente do
MPC linear (cuja otimizagao resulta em um programa quadratico convexo),
o NMPC lida com superficies de custo altamente nao convexas e com mul-
tiplicidade de minimos locais [I1]. A medida que o horizonte de predicio
kprea aumenta, o espaco de busca cresce exponencialmente em dimensao e
a topologia da func¢ao de custo torna-se significativamente mais complexa.
O deslocamento simples do horizonte (shift) pode fornecer um palpite ini-
cial que cai proximo de uma regiao de ma condicionabilidade (ex.: ponto de
sela) ou em uma bacia de atragao local desfavoravel, exigindo que métodos
baseados em Gradientes Conjugados ou Programacao Quadratica Sucessiva
(SQP) executem passos de line-search ou trust-region muito conservadores
para garantir a descida, aumentando o nimero de iteragoes do solver [10].
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2. Incompatibilidade na Ponta do Horizonte (Tail Initialization): Na
estratégia padrao de warm-start, os estados e entradas de k41 a k+ kpreq — 1
sao reaproveitados da otimizacao anterior, enquanto o ultimo elemento do
horizonte (k + kpreda) precisa ser extrapolado (geralmente replicando o tltimo
valor ou utilizando uma lei de controle local pré-definida) [12]. Em horizon-
tes longos sobre sistemas nao lineares rigidos ou instaveis, pequenos erros
acumulados na extremidade final da trajetoéria extrapolada geram grande
infactibilidade nas restricoes dinamicas do modelo, forcando os métodos de
Ponto Interior (IPM) ou SQP a dispender um elevado esfor¢o computaci-
onal para restaurar a viabilidade das restricoes antes de otimizar a funcao
objetivo.

3. Efeito de Marcas Ativas (Active-Set Changes): Em solvers de Oti-
mizacao Nao Linear baseados em conjuntos ativos ou pontos interiores, a
estimativa do warm-start inclui também os multiplicadores de Lagrange asso-
ciados as restri¢oes do sistema [10]. Se a mudanca de estado entre o instante
k e k41 provocar a alteracao do conjunto de restrigoes ativas (por exemplo,
um atuador atingindo um limite de saturagdo que nao estava ativo antes),
a estimativa prévia dos multiplicadores torna-se incoerente. Para horizontes
longos, a probabilidade de ocorrer variagao na sequéncia de restrigoes ativas
ao longo da trajetoria é substancialmente maior, o que exige reinicializagoes
internas da matriz Hessiana/Jacobiana pelo solver.

Portanto, conclui-se que o warm-start é extremamente benéfico para manter a
operabilidade em tempo real de controladores com horizontes moderados, mas sua
implementagao em horizontes longos requer estratégias avancadas de inicializagao
da extremidade do horizonte (tail-strategy) ou regularizagao do solver para evitar
o aprisionamento em regidoes computacionalmente custosas.

3.4 42 Cenario: Fase Nao Minima

Diz-se que um modelo possui comportamento de fase nao minima quando, ao apli-
car um degrau para seguimento de referéncia, a resposta do sistema vai inicialmente
na diregao contraria & desejada (fendmeno conhecido como resposta inversa).

Sob essa Optica, o objetivo desta quarta etapa de simulacao é observar o com-
portamento do drone quando este inicia demasiadamente préximo ao poliedro 0.
Diferente dos primeiros cenarios, nos quais o drone sempre atua de forma a dimi-
nuir a distancia entre ele e o objetivo, aqui o veiculo precisa inicialmente afastar-se
para conseguir contorna-lo, caracterizando um comportamento anélogo ao de fase
nao minima.
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Em estratégias de controle preditivo, tradicionalmente formulam-se restrigoes
rigidas (hard constraints) para o sistema. Matematicamente, isso significa exigir
que o estado do sistema pertenca obrigatoriamente ao conjunto factivel 2.

Embora esse tipo de restricao garanta, teoricamente, a seguranca do sistema,
ele apresenta uma vulnerabilidade pratica: a factibilidade do problema de oti-
mizagao. Se o drone for atingido por uma perturbagao nao planejada ou iniciar
excessivamente proximo ao obstéculo, a dindmica do sistema combinada com os
limites de aceleracao impostos podem impossibilitar o encontro de uma sequéncia
6tima de acoes uy, fazendo com que o solver classifique o problema como infactivel.

Para contornar essa limitacao, adota-se a técnica consagrada por Maciejowski
[12] e Borrelli et al. [13], na qual as restri¢oes rigidas sao convertidas em restrigoes
suaves (soft constraints) por meio da introdugao de uma variavel de folga (slack
variable) s, > 0. A variavel de folga atua como um “amortecimento”, permitindo
que o sistema viole ligeiramente a restricao rigida apenas quando estritamente
necessario. Como demonstrado experimentalmente por Zhang et al. [20] em pro-
blemas de navegacao de veiculos autoénomos, essa estratégia evita a inviabilidade
computacional do solver em tempo de execucao na malha fechada.

Para o modelo desenvolvido neste projeto, baseado na dualidade forte e nas
condigbes de KKT formuladas por Zago et al. [7], a restrigdo rigida de nao-
interse¢ao para que o veiculo permanega estritamente fora do politopo & = {x €
R? | Ax < b} é originalmente expressa por:

DN

> (kg by) + ppxe > 1.

j=1

Seguindo os preceitos de flexibilizagao de restrigoes, insere-se uma variavel de
folga nao negativa s, > 0 para flexibilizar a fronteira em cenérios criticos sem
alterar a estrutura dual do problema. A restricao suave passa a ser formulada
como:

L2

Z (=Akj - b)) + ppxp + s > 1, com s;, > 0. (19)
j=1

e Se s, = 0: a trajetoria do drone respeita integralmente a margem de segu-
ranga.

e Se s, > 0: o otimizador absorve a impossibilidade fisica momentanea através
de s;, mantendo o problema matematicamente factivel.
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Modificagao da Fungao Objetivo e Penalizagao

Para garantir que o otimizador utilize s; > 0 exclusivamente em situagoes de
extrema necessidade (quando o problema seria, de outro modo, invidvel), insere-se
um termo de penalizagao na func¢ao objetivo do NMPC:

kprcd_l kprcd
. -Tps T 2, =T -
V (Xinit) = min g (%, Pxi + u,, Quy) + g Wiatacksi + X,y PrermXiyreq ¢
koWk,Sk
k=0 k=1

(20)
em que Wy € R representa um peso escalar positivo elevado (por exemplo,
Wslack ~ 105)

Neste cenério de simulacao, as matrizes de ponderacao sao definidas como
P =1e Q =1 (diferente da sintonia P = Q = 10 - I empregada anteriormente).
Essa alteracao maximiza a razao relativa entre a penalizacao de folga e o custo
de estado (Wyae/||P|| = 10°), garantindo que a variavel de folga atue puramente
como uma salvaguarda de emergéncia diante de cenarios limitrofes.

O Papel do Peso Wack

1. Prioridade Absoluta a Evasao: Como Wy, > P, @, o custo associado
a utilizar s, > 0 é ordens de grandeza superior ao custo de desviar da rota
de referéncia ou aplicar esfor¢o de controle maximo. Consequentemente, o
solver nao utilizara a folga para atalhar a trajetoéria.

2. Penalizagao Quadratica (s?): A formulagdao quadrética penaliza desvios
elevados de forma severa, promovendo o retorno imediato do sistema & re-
gido estritamente segura (s = 0) no menor nimero possivel de passos de
amostragem.

Resultados e Implementacao

As Figuras 7] e |8 apresentam os resultados da abordagem proposta para as condi-
¢oes iniciais Xinit1 = (—2,0;0,0) € Xinit2 = (—1,2;0,0), respectivamente.

Observa-se, em ambos os casos, o comportamento de afastamento inicial do
drone em relagao ao objetivo, confirmando a dinamica analoga ao comportamento
de fase nao minima discutida nesta secao.

Durante a resolucao do problema de otimizagao em tempo real, a variavel de
folga sq foi acionada apenas quando a restricao de seguranca se tornou fisicamente
inalcancavel de forma rigida. Os momentos e magnitudes de violagao da restrigao
suave sao detalhados na Tabela [3l
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NMPC 4D com Obstacule Estatico e Restrigdes Suaves

—e— Trajetoria Drone (NMPC)
I Drone Inicial
BN Obstaculo Estatico

e -.
0_ ..

-

Coordenada Y (m)

T T T T T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4 5
Coordenada X (m)

Figura 7: Trajetoria do drone para a condigao inicial X1 = (—2,0;0,0).

Tabela 3: Ativagao da variavel de folga (s) ao longo do horizonte de controle.

Condigao Inicial Passo de Tempo (t) Slack (sy) Status de Convergéncia

Xinit,1 = (—2,0; 0,0) t=14 0,0010 Alvo alcancado em ¢t = 13
t=0 0,8000
t=1 0,8000 B
Xinit2 = (—1,2; 0,0) i o 04250 Alvo alcancado em ¢t = 14
t=23 0,0059

Nota-se que o otimizador nao recorreu ao uso da variavel de folga de forma
irrestrita. O valor elevado atribuido ao peso de penalizacao Wy, garantiu que a
folga fosse utilizada exclusivamente para absorver a inviabilidade pontual. Além
disso, a penalizagao quadratica atuou de maneira efetiva, reduzindo severamente os
desvios de maior magnitude e reconduzindo o sistema a zona estritamente segura
em poucos passos de amostragem.

Anailise de Desempenho e Degradacao Computacional

Os resultados demonstram que a inclusao das soft constraints cumpriu seu papel
de salvaguarda numérica, impedindo que o solver classificasse o problema como
infactivel diante de condig¢oes iniciais criticas. Contudo, a analise temporal de
convergéncia revela um custo computacional significativo associado a essa flexibi-
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NMPC 4D com Obstacule Estatico e Restrigdes Suaves

—e— Trajetoria Drone (NMPC)
I Drone Inicial
BN Obstdaculo Estatico

14 1 Objetivo

Coordenada Y (m)

-2 -1 0 1 2 3 4 5
Coordenada X (m)

Figura 8: Trajetoria do drone para a condi¢ao inicial X0 = (—1,2;0,0).

lizacao.

Para a condigao inicial Xinit1 = (—2,0; 0,0) — na qual o sistema ¢ fisicamente
capaz de contornar o obstéaculo utilizando restrigoes rigidas —, a inclusao do slack
elevou o tempo total de convergéncia da simulacao de 4,0150 s (formulagao ri-
gida) para 6,0181 s (formulacdo suave), representando um acréscimo computaci-
onal superior a 49,8%. Fenomeno analogo foi registrado para a posigao inicial
Xinit = (—5,0; 0,0), cujo tempo aumentou de 0,7467 s para 1,0706 s (uma degra-
dagao de 43,3%).

Esse overhead computacional ocorre por dois fatores principais:

1. Aumento de Dimensionalidade: A adi¢ao das varidveis de folga s ex-
pande o vetor de decisao do problema de Otimizacao Quadratica Nao Con-
vexa (NQP), aumentando o espago de busca a ser percorrido.

2. Mau Condicionamento Numeérico: O peso elevado Wy,a = 10° insere
uma grande disparidade de escala na matriz Hessiana da funcao objetivo em
relagao aos pesos P e (). Essa rigidez numérica exige iteracoes adicionais do
algoritmo de pontos interiores do Gurobi a cada passo de amostragem.

Na condigao limitrofe Xinie1 = (—2,0; 0,0), o solver registrou uma ativagao re-
sidual de sy = 0,0010 no passo ¢t = 4. Essa microflexibilizagao ocorre por margens
superficiais de otimizagao na fronteira de decisao, redundando em perda de de-
sempenho temporal em um regime no qual a trajetoria rigida ja era totalmente
viavel.
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Em suma, embora as variaveis de folga sejam indispensaveis como mecanismo
de contingéncia para evitar a falha da malha em cenarios severos (como Xinito =
(—1,2; 0,0)), seu uso continuo no regime nominal compromete o desempenho em
tempo real do NMPC.

Estratégias de Mitigagao

Para evitar a degradagao computacional no regime nominal sem abdicar da se-
guranca do sistema, duas abordagens podem ser adotadas em implementagoes
embarcadas:

1. Ativagao Hibrida/Condicional: Manter a formulagao rigida (hard cons-
traints) como padrao de operacao rapida e ativar o modulo com slack vari-
ables exclusivamente como salvaguarda quando o solver retornar um status
de infactibilidade (Infeasible).

2. Penalizagao com Zona Morta (Deadzone): Substituir ou combinar a
penalizacao quadratica por uma funcao de penalidade exata L, dotada de
uma zona morta (¢ > 0), impedindo que residuos numéricos infinitesimais
ativem o gradiente de busca quando o veiculo estiver fora da zona de perigo
do obstéculo.

4 Conclusao

Este trabalho apresentou o projeto, a modelagem e a simulagao de estratégias de
Controle Preditivo Nao Linear (NMPC) aplicadas ao rastreamento de trajetoria e
desvio de obstaculos para um drone. A formula¢gao mateméatica fundamentou-se
no uso da dualidade de Lagrange para converter um problema de otimizacao de
dois niveis em um NLP nao convexo explicito, contornando a alta complexidade
de otimizacao aninhada.

A partir da transicao de um modelo atémico em malha aberta para uma for-
mulagao em malha fechada sob a estratégia de horizonte rolante (receding horizon)
com dindmica estendida (4D), observou-se uma significativa melhoria no perfil de
navegacao do drone. A inclusao das velocidades no vetor de estado conferiu sua-
vidade as ag¢oes de controle, enquanto o horizonte rolante estabeleceu um compro-
misso ideal entre a capacidade de antecipacao do veiculo e o custo computacional
por passo de amostragem.

Além disso, a anéalise do cenario com proximidade critica ao obstaculo (fase
nao minima) evidenciou as limitagoes praticas das restrigdes rigidas (hard cons-
traints) diante de problemas de infactibilidade computacional. A implementagao
de restrigdes suaves (soft constraints) com variaveis de folga (slack variables) e alta
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penalizacao quadratica mostrou-se eficaz, garantindo a viabilidade do solucionador
Gurobi em condigoes severas sem comprometer a seguranc¢a da operagao.

Os dados obtidos ao longo das simulacoes consolidaram uma base soélida e
fisicamente coerente, viabilizando o treinamento futuro de redes neurais (como
arquiteturas com fungao de ativagao ReLU) para o aprendizado da lei de controle
do NMPC com baixo custo computacional.

Como trabalhos futuros, sugere-se a expansao das seguintes frentes de pesquisa:

1. O projeto, a implementagao e o teste de metodologias de programacao neuro-
dindmica e aprendizado por refor¢o (Reinforcement Learning) para a sintese
de politicas de controle 6timo;

2. A extensdao do modelo para ambientes tridimensionais (R3) com multiplos
obstaculos dinamicos;

3. A incorporacao de modelos aerodindmicos mais complexos, considerando
efeitos de escorregamento e perturbacoes externas de vento em tempo de
execucao.
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