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Se as pessoas ndo acreditam que a matema-
tica € simples, € apenas porque nio perce-
bem o qudo complicada € a vida.

(John von Neumann, tradugdo livre)
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Resumo

Este trabalho propde uma abordagem para o estudo da computagdo sob uma
perspectiva dinamica. Para isso, introduz-se uma estrutura matemadtica simples
baseada em um conjunto de fungdes sobre os nlimeros naturais, a partir da qual sdo
definidos computadores, passos de computagdo, histéricos e simulacdes. Essas
definicdes permitem interpretar a evolucdo de um processo computacional como
uma dindmica discreta, tornando possivel analisar propriedades de sua evolucdo
por meio de conceitos inspirados na teoria de sistemas dindmicos.

Ao longo do texto, sdo estabelecidas propriedades gerais dos histéricos de
computacdo e de suas Orbitas, mostrando que comportamentos caracteristicos da
computacdo deterministica, como parada, periodicidade e evolugdo infinita, sur-
gem naturalmente como consequéncias da estrutura proposta. Também € intro-
duzida uma noc¢ao de simulacdo entre computadores, baseada na preservagao dos
passos de computacao, permitindo comparar diferentes sistemas sob uma perspec-
tiva estrutural.

Por fim, é apresentada uma nocao de complexidade orbital, que associa aos
histéricos de computacdo uma medida de crescimento inspirada em conceitos
classicos de complexidade. Embora exploratdria, a abordagem desenvolvida for-
nece uma linguagem unificada para descrever aspectos dinamicos da computacao
e sugere novas direcdes para o estudo da relagdo entre teoria da computagdo e
sistemas dinamicos.

Keywords: computagdo, sistemas dinamicos, maquinas de Turing, simulagao,
complexidade computacional.



1 INTRODUCAO

A teoria da computagdo busca compreender os limites, capacidades e proprieda-
des dos processos computacionais por meio de modelos formais. Embora diversos
desses modelos sejam equivalentes em poder computacional, conforme a tese de
Church-Turing, cada um evidencia aspectos distintos da computacdo. Por exem-
plo, a complexidade descritiva (Immerman 1999)) caracteriza classes de comple-
xidade por meio de linguagens logicas, enquanto a teoria axiomdtica de Blum
(Blum 1967) fornece uma abordagem abstrata para a complexidade de fungdes
recursivas, independente de um modelo especifico de maquina.

Grande parte desses modelos concentra-se na descri¢do dos mecanismos res-
ponsdveis pela computagdo ou na caracterizagdo das linguagens e fungdes com-
putdveis. Neste trabalho, adota-se uma perspectiva complementar: considera-se a
computacdo como um processo ja estabelecido e investiga-se a estrutura matema-
tica produzida por sua execu¢do. Em vez de enfatizar o procedimento efetivo em
si, busca-se compreender as propriedades do histérico de computagdo gerado por
esse procedimento.

Para isso, propde-se um modelo no qual um computador é definido como um
conjunto de fungdes sobre os nimeros naturais. A partir desse modelo sdo in-
troduzidos os conceitos de passo de computagdo, histdrico e itera¢do, permitindo
interpretar a evolucdo de um processo computacional como uma dinamica dis-
creta. Essa interpretacdo torna possivel aplicar conceitos inspirados na teoria de
sistemas dindmicos ao estudo da computacdo, como 6rbitas, componentes, perio-
dicidade e comportamento assintdtico.

Mostra-se ainda que, a menos de uma bijecdo, toda linguagem recursivamente
enumerdavel pode ser representada como um subconjunto especifico dos naturais
associado a um computador do modelo, estabelecendo sua compatibilidade com
a tese de Church-Turing. Em seguida, introduz-se uma nog¢do de simulagdo entre
computadores, formulada como uma semiconjugacio entre as dinamicas induzi-
das pelos respectivos histéricos de computagdo, permitindo comparar estrutural-
mente diferentes computadores.



Por fim, propde-se uma nog¢do exploratdria de complexidade orbital, inspirada
em conceitos cldssicos de complexidade computacional, cujo objetivo € associar
medidas de crescimento aos histéricos de computacdo produzidos pelo modelo.

1.1 Objetivos

Propor e estudar um modelo simplificado de computacdo cuja formulacio esta-
beleca uma conexdo direta entre teoria da computacdo e dindmica em espacos
discretos, permitindo analisar histéricos de computacdo por meio de ferramentas
inspiradas em sistemas dinamicos.

1.1.1 Objetivos Especificos

1. Definir formalmente os elementos fundamentais do modelo proposto;

2. Estudar a estrutura dinamica induzida pelos histéricos de computagio, es-
tabelecendo propriedades e uma classificacdo inicial de suas componentes;

3. Definir e investigar relacdes de simulacdo entre computadores, analisando
a preservagdo de propriedades dindmicas;

4. Introduzir uma nog¢do preliminar de complexidade orbital para os histdricos
de computagao.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo veremos terminologia, definicdes, e propriedades que serdo uteis
ao longo do trabalho. Em particular, elementos da teoria de conjuntos, de grafos
e no¢des de dindmica irdo ser apresentadas.

2.1 Teoria de Conjuntos

Apresentaremos apenas o que for suficiente para sustentar a notacdo e os resulta-
dos utilizados no restante do texto. Como usual na literatura, € denota o perten-
cimento como relacdo, ou seja, x € A é equivalente a ‘x pertence a A’. Usaremos
A C B para indicar que A é um subconjunto de B, e neste caso também usaremos
a defini¢do usual

ACB < Vx(x€ A = x€B). (2.1)

Também usaremos a definicdo extensional de igualdade, dada por
A=B < Vx(x€A < x€B) (2.2)

que pode também ser expressa por A = B <= (A C BAB C A). Outras relagdes
usuais sao unido U e intersecdo M, exibidas a seguir respectivamente:

Vx(x e AUB <= x€AVx€B), (2.3)

Vx(x e ANB <= x€ AANx€B). 2.4)

Eventualmente serd usada a notagcdo

A (2.5)

icl

para denotar a unido dos conjuntos A; indexados por i € I. Também podera ser
usada apenas a notacdo | JA para indicar o conjunto resultante da unido de todos
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os conjuntos X € A (onde A é uma colecdo de conjuntos). Estas notagdes t€m seu
caso andlogo para a interse¢ao.
Definimos A X B como o conjunto

AxB={(a,b):acANbc B}, (2.6)

chamado de produto cartesiano de A com B. Note que todos os pares possiveis
estdo considerados. Denotaremos o conjunto dos niimeros naturais {0,1,2,3,...}
por N.

2.1.1 Relacoes

Relacdes serdo rigorosamente subconjuntos do produto cartesiano de dois con-
juntos. Neste caso mais geral, ndo se estipulam regras acerca da relacdo. No
entanto, veremos duas relagdes especificas onde esperaremos determinado com-
portamento. Em rela¢do a notacdo, se R C A x B estd sendo lida como relacao,
podemos denotar como R(a,b), R(a) = b ou ainda aRb. A notagdo infixada fard
mais sentido adiante.

Funcoes

Um tipo de relagdo especifica que serd muito pertinente neste trabalho € a relacao
de fungdo. Diremos que f : A — B € uma funcio se

1. f C A X B, ou seja, se for uma relacio;
2. Toda vez que (aj,by) € f e (ar,by) € f temos que by = by; e
3. Paratodo a € A existe b € B tal que (a,b) € f.

Imediatamente iremos adotar a notagdo usual de func¢do dada por f(a;) = by, ou
simplesmente f(a) = b para o par (a,b) € f. Podemos reescrever nossa condi¢éo
de fung¢do entdo como: f(a;) = by e f(a;) = by implica by = by. O conjunto A
serd chamado de dominio de f, e o conjunto B de contradominio. A imagem de f
€ também a usual:

Im(f)={f(a):acA}. (2.7)

Por vezes, ndo se € exigida a terceira condi¢do, de que todo elemento de A
tenha imagem em B. Neste caso, costuma-se chamar a relacdo de funcao par-
cial. Nao usaremos esta nomenclatura diretamente, mas uma forma andloga ird
aparecer.



Outras definigdes tteis sdo: a imagem de um conjunto X C A por uma funcio
f:A— B, dada por
fX) ={f(x) : vx € X}, (2.8)

e a pré-imagem de um conjunto Y C B por f, dada por
i) ={xcA: f(x)er}. (2.9)

Note que temos entdo f(X) C B, f~1(Y) C A, e que Im(f) = f(A).
A composicao de fungdes € a usual, denotada por go f e definidase f:A— Be
g: B — C, ou seja, se o dominio de g € o contradominio de f. Escreve-se também

go f(b) = g(f(b)) paratodo b € f(A).
Usaremos as defini¢des usuais para func¢des injetoras, sobrejetoras e bijetoras,

que ressaltamos abaixo. Se f : X — Y, definimos:
1. féinjetora <= se f(x1) = f(x2) entdo x; = xp;
2. f é sobrejetora <= paratodoy €Y existe x € X comy = f(x); e
3. f ébijetora <= f € injetora e sobrejetora.

No caso, as func¢des bijetoras nos permitem considerar uma fungdo inversa, dada
por f~1:Y — X obedecendo fo f!(y)=yparatodoycY e flof(x)=x
para todo x € X. A inversa f~! é também uma bije¢do. Deixaremos claro quando
f~! diz respeito 2 inversa de uma bijeco ou a pré-imagem de um conjunto ou
elemento.

Equivaléncia

Outro tipo de relacdo especifica que aparecera no trabalho é a relacdo de equiva-
léncia. Esta usard da notacdo infixada, e focaremos apenas no caso R C A X A, ou
seja, de uma relag@o nos elementos de A apenas. Se R for

1. Reflexiva: aRa para todo a € A;
2. Simétrica: aRb se, e somente se, bRa; e
3. Transitiva: aRb e bRc implicam aRc para todo a,b,c € A,

entdo diremos que R € uma relacdo de equivaléncia.
Um resultado importante € que se R C A x A for uma relacdo de equivaléncia,
obtemos de imediato uma particdo do espago, isto é, um conjunto de subconjuntos
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de A, disjuntos entre si, que unidos formam A. Os conjuntos da parti¢do induzida
por R serdo os conjuntos
x={a€A:xRa}. (2.10)

A notacgdo deste conjunto por X tem um detalhe: qualquer elemento de X pode ser
substituido pelo x na notagdo. Na literatura, costuma-se dizer que qualquer ele-
mento de X funciona como representante de seu conjunto. Este conjunto também
tem o nome de classe de equivaléncia de x. O conjunto de classes de equivalén-
cia, obtidas por uma relagio de equivaléncia R, é denotado por A/R.

2.1.2 Enumerabilidade

Iremos definir que um conjunto A é enumeravel se, € somente se, A € finito ou
existe uma fungdo bijetora de A em N. Essa € uma defini¢ao usual (ou pelo menos
uma equivaléncia) na literatura. Iremos utilizar do seguinte resultado da teoria de
conjuntos:

A unido enumerdvel de conjuntos enumeraveis é também enumeravel.

Ou seja, se I € enumeravel e todo A; com i € I também o for, temos que

A (2.11)
iel
é enumeravel. Podemos observar este resultado de forma intuitiva e informal. Se
I € enumeravel, podemos listar os A; em ordem. Da mesma forma, como cada A; é
enumeravel, podemos listar seus elementos em ordem. Obteriamos algo da forma
(para i, j,k,...€l)

Ai A Ay
i1 ki 2.12)

b j» ko

onde iy,ia,... €A;, j1,j2,..,€Aj, € k1,ka, ..., € Ar. Conseguimos uma forma de
listar todos os elementos da unido, a saber, percorrendo a diagonal da direita para
a esquerda comecando por ij:

UAi={ir,ji.i2. k1, jo, i3, ...} (2.13)

iel
Por exemplo, se um conjunto K qualquer for demonstrado ser a unido de con-
juntos enumerdveis K; para i € N, entdo K ¢ enumerdvel e existe uma bijecao
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¢ : K — N. Aplicaremos exatamente desta forma, neste trabalho, a definicdo e a
propriedade exibidas aqui.

Aprofundamento acerca teoria de conjuntos e enumerabilidade pode ser ob-
servada em (Enderton 1977)), (Halmos 1960) ou (Jech 2003)).

2.2 Dinamica Discreta

Considere uma fungdo f : C — C. Para fins de exemplo, suponhamos que C seja
um conjunto numérico como R ou Q. Tome x € C e considere a sequéncia dada
por

(o, f (), £ (F (), S(F(F (X)), ) (2.14)

de aplicagdes sucessivas de f. Denotaremos a n-ésima aplicagao de f em x por
f"(x), e convencionaremos f°(x) = x. Ao conjunto

orb(x) ={f"(x) :n e N} (2.15)

daremos o nome de érbita de x. O estudo da 6rbita de elementos de C por f, tal
como propriedades de f sobre aplicacdes sucessivas, € parte do estudo da dina-
mica de f (note que C estd implicito, e geralmente € fixado como R ou C).

Como partimos da iteracdo de f (i.e. de aplicagdes sucessivas), costuma-se
classificar ainda esta forma de dindmica como dindmica discreta. O nome dis-
creta aqui vem do fato de que o “tempo”, neste caso, € implicitamente qual passo
da iteracdo estamos olhando. Outras formas do estudo da dindmica de fung¢des
consideram o tempo como uma varidvel livre, e a dindmica é estudada a partir de
equagdes diferenciais nesta varidvel, de forma continua.

Vejamos dois exemplos. Considere f : Q — Q dada por f(x) = x*. A dindmica
desta funcdo tem essencialmente trés comportamentos:

1. f(1)=1e f(0) = 0. Dizemos neste caso que 0 e 1 sdo pontos fixos. No
geral, se temos f(x) = x dizemos que x é ponto fixo.

2. f(x) <xse |x| < 1. Neste caso, a dindmica se concentra ao redor do ponto
x=0.

3. f(x) > xse |x| > 1. Neste caso, a dindmica faz com que a aplicag¢do suces-
siva de f resulte em valores cada vez maiores.

No geral, as dinamicas mais interessantes podem ser observadas no estudo de
fungdes em C. Terminaremos com um exemplo histérico deste caso. Considere
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entio a fungdo g : C — C dada por g(z) = z*> — (0,123 +0,745i). A dinimica
desta fun¢@o tem uma caracteristica ndo-trivial, que iremos explicar por analogia.
No caso anterior, da fun¢do f, pudemos achar uma “fronteira” especifica das duas
dindmicas no valor x = 1,. Para a funcdo g esta fronteira se trata de um fractal.
Mesmo se classificamos a dindmica apenas sobre a Orbita de um x ser ou nao
limitada, obtemos uma fronteira[l fractal.

A imagem abaixo ilustra essa fronteira (apesar da resoluc¢do limitada). Foi
gerada em Python com assisténcia do ChatGPT da OpenAl.

Filled Julia Set for z_(n+1)=z_n"2+(-0.123+0.745i)

1.5

1.09

0.54

0.0

Im(z)

-0.51

-1.04

-1.51

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Re(z)

Figura 2.1: Conjunto de Julia para g(z) = z> — (0,123 4-0,745i). Pontos em preto
correspondem a valores iniciais cuja 6rbita se mantém limitada; os demais t€ém
orbita ilimitada.

Vemos que de fato a “fronteira” entre os diferentes comportamentos orbitais
¢ extremamente detalhada e ndo-trivial. Para espacgos continuos como R e C,
ferramentas do célculo e da andlise sdo capazes de ajudar no estudo da dinamica,
porém para este trabalho estaremos limitados a N e portanto os resultados ndo se
aplicam.

10 uso do termo ‘fronteira’ aqui é um artificio intuitivo, pois de fato esta fronteira ndo existe
na forma usual como pensamos uma fronteira.



Dinamica discreta, partindo da iteracdo de funcOes, pode ser estudada em
(Sandefur 1990). Acerca da dinamica em fun¢des de uma varidvel complexa, es-
tas podem ser estudadas em (Milnor 2006).

2.3 Grafos

Na forma geral, um grafo é uma dupla G = (V,E) onde V é um conjunto nio-
vazio, chamado de vértices, e E C V x V € o conjunto de arestas. Casos sim-
ples de grafos podem ser representados por diagramas. Por exemplo, tome V =
{0,1,...,9}. Podemos inferir E pelo diagrama:

0 1—6
NN
2 7
/NS
30 4 8
NN
5 9

Desta forma, observamos que alguns elementos de E sdo (1,2), (4,5) e (8,9).
Neste caso, estamos também considerando o grafo como nao-dirigido, ou seja,
consideramos que (1,2) e (2, 1) descrevem a mesma aresta.

Para exemplificar um caso de grafo dirigido, considere

0 1—6

NN
2 7
S N
30 48
\ﬁ N\
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Neste caso, temos a aresta (1,2) mas ndo a aresta (2,1). Podemos obter a
versdao ndo-dirigida de um grafo por meio de uma relacdo de equivaléncia. Para
isto, considere um grafo G, e defina a seguinte relacao de equivaléncia:

(a,b) = (c,d) < (a,b)=(c,d)V(a=dANb=c). (2.16)



O grafo G’ montado nas classes de equivaléncia E/ = EI tem o mesmo diagrama
do grafo G, exceto pelo fato das arestas serem nao-dirigidas.

Se existem arestas uy,...,u, € E tais que a,b € V forem tais que a € uy, b € u,
eXxX € uNujyy parax # a,b EI, diremos que a e b estdo conectados. O conjunto
de todos os vértices conectados a um a € V diremos que € a componente conexa
a a. Geralmente, consideraremos apenas as componentes conexas sem mencionar
um vértice especifico.

Para grafos ndo-dirigidos, definimos o grau de um vértice como o nimero de
arestas das quais o vértice é parte. Para grafos dirigidos, distinguimos entre grau
de entrada, dado pelo nimero de arestas da qual a vértice € a segunda entrada, e
grau de saida, dado pelo nimero de arestas da qual a vértice € a primeira entrada.
No exemplo anterior, temos que o vértice 3 tem grau de entrada igual a 2 e grau
de saida igual a 0. O vértice 4 tem grau de saida 1.

2.3.1 Grafos Funcionais

Um grafo dirigido especifico que trabalharemos serd chamado de grafo funcional.
Este é obtido a partir de uma func¢ado f : C — C. Consideraremos C o conjunto de
vértices e as arestas serdo dadas por

E=A{(x,f(x)):xeC}. (2.17)

Uma propriedade destes grafos € que todo vértice tem grau de saida no ma-
ximo igual a 1, pois caso contrdrio f ndo seria uma fungdo.

Grafos podem ser estudados em (West 2001) e (Diestel 2017). O termo grafo
funcional aparece explicitamente em (Harary e Palmer 1973).

ZEsticando um pouco o rigor.
3 Abusando da notagdo.
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3 O COMPUTADOR

Neste capitulo, veremos as defini¢des iniciais que propomos para obter os histori-
cos de computagdo. Comecgaremos pelo ingrediente mais basico, aqui chamado de
“computador”, e detalharemos alguns elementos. Finalizamos com uma forma de
visualizar estes computadores que deverd servir de base para o resto do trabalho.

3.1 Definicoes

Usaremos N para indicar o conjunto usual dos nimeros naturais: N = {0,1,2,...}.
Denotaremos por N* o conjunto dos naturais sem o zero.

Definicao 3.1.1. Sejam D1, D;, ..., Dy subconjuntos ndo-vazios de N. Um con-
junto de fungdes
C={fi:Di—N, 1<i<k} (3.1)

define um computador C. A unido de todos os D; damos o nome de dominio
de C, e denotaremos por D(C). Analogamente, & unido de todas as imagens de
cada f; damos o nome de imagem de C, e denotaremos por /(C). O espaco de um
computador serd o conjunto E(C) = D(C)UI(C).

Nota. Sempre usaremos Dy, ..., D; para denotar os dominios das fun¢des f7, ..., fx
de um computador qualquer. Se estamos trabalhando com mais de um computa-
dor, deixaremos claro de quais dominios e fungdes se trata.

Exemplo 3.1.2. Qualquer funcdo nos naturais, por si sd, pode ser usada para
definir um computador.

Exemplo 3.1.3. SejaP={2n:ne N} el={2n+1:n e N}. Note que P se trata
do conjunto de nimeros pares e I do conjunto de nimeros impares. Definimos as
funcdesd : P—+ Net:I— N por

din)= =, t(n)=3n+1 (3.2)

NS
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e obtemos um computador C = {d,¢}. Note que este computador é basicamente
a funcdo conhecida pela conjectura de Collatz, que pode ser estudada de forma
aprofundada em (Lagarias 2010). Por vezes, chamaremos {d,7} de computador
de Collatz, e o denotaremos por CL. Temos que D(CL) = PUI =N.

Defini¢ao 3.1.4. Seja C um computador e f;, f; € C distintas tais que D; N\ D; # 0.
Se existe n € D; N D; tal que

fi(n) # fj(n) (3.3)
entdo diremos que C é um computador ndo-deterministico. Se n € D;ND; =
fi(n) = f(n) para todo n € E(C), diremos que C ¢ deterministico.

Nota. Iremos nos restringir ao caso deterministico, exceto quando explicitado o
contrdrio.

Definicao 3.1.5. Seja C um computador e n € D(C). A computacio de n por C
¢ a escolha do f; tal que n € D; e o célculo de f;(n). Denotaremos por C[n]. Em

outras palavras,

Cln] = fi(n) tal que n € D;. (3.4)
Nota. Note que, no caso nido-deterministico, C[n| ndo estd bem definido como
notagdo, pois se x; = fj(n) # fj(n) = x; entdo C[n] ndo corresponde a um nimero
s6. Poderfamos fazer C[n] = {x;,x;}, porém isso induz uma dindmica no espaco
Z(N) do conjunto das partes de N, que ndo sera nosso foco.

Exemplo 3.1.6. Se C é um computador deterministico, entdo existe um computa-
dor K com uma tnica fungéo k : D(C) — N tal que K[n] = C[n] paratodo n € D(C).
Podemos definir k como
fi (n), ne D
n), nebD
P R 2(n) ? (3.5)

fic|(n), n€ Dy

e como C € deterministico, se n € D(C) entdo existe um tnico a € I(C) com g(n) =
a para todo g € C tal que n € Dg. Assim, k estd bem definida. O computador
K = {k} de imediato é tal que D(K) = D(C) e K[n] = C[n],¥n € D(C).

Exemplo 3.1.7. Retomando o computador de Collatz, podemos montar k fazendo

e 5 se n € par (3.6)
C3n+1 se n € impar '
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e obter um computador de fungdo tinica K com K[n| = CL[n].

Um comportamento conhecido do computador CL € de que, se computamos
iterativamente CL[2"] para qualquer n € N, eventualmente caimos em um ciclo.
Vejamos com um exemplo: Seja n = 4. Temos que 2" = 16. Fazendo CL[16],
nossa unica op¢do é d(16) = 8.

Continuando a iteracao,

CLI8| —d(8) —4
CLI4] =d(4) =2
CLR] =d(2) =1 3.7
cL[l] =t(1) =4

observamos que 4,2, 1 formam um ciclo. O fato de termos uma certa ‘regido fixa’,
e que podemos observa-la iterando sobre CL[2"], motiva as préximas defini¢des.

Definicao 3.1.8. Seja C um computador. A iteracao de n em C serd a sequéncia
de computagdes sucessivas dadas por

(n,Cn],C[C[n]],C[C[C]n]]],-.)- (3.8)
Denotaremos o k-ésimo elemento desta iteragio por C*[n], com C°[n] = n.

Exemplo 3.1.9. Retomando o computador CL, podemos observar a iteracdo de
16:
(16,8,4,2,1,4,2,1,4,2,...). (3.9

A iteracdo de 27 comeca com:
(27,82,41,124,62,31,94,47,142,71,...) (3.10)

e atinge um ponto de ciclo (neste caso, 4) apés 109 computacdes m De fato, a
conjectura de Collatz afirma que todo n € N atinge o ciclo (4,2,1) em algum
momento da iteracao.

Definicio 3.1.10. Seja C um computador. Se existem xi, ...,x, € D(C) tais que
Clx1] = x2,Clx2] = x3,...,Clxp—1] = xn, C[xs] = x1 (3.11)

diremos que (x1,x7,...,x,) ¢ um ciclo em C, e chamaremos os xp, ..., x, de pontos
de ciclo. Para o caso n = 1, diremos que x; € um ponto fixo de C. O menor nu-
mero natural p > 0 tal que CP[x;] = x; serd o periodo de x;. No geral, abreviaremos
um ciclo de tamanho n por (x;)j,.

INio é dificil verificar isto, um pequeno script em Python resolve.
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Exemplo 3.1.11. De imediato, temos que (4,2,1) é um ciclo do computador de
Collatz, com pontos de ciclo 4,2 e 1. Pelas fun¢des de CL, também observamos
que 0 € um ponto fixo.

Exemplo 3.1.12. Considere as fungdes s1(n) =n+1e sy(n) =n—1, onde s estd
definida nos pares e s, nos impares, e defina o computador X = {s,s»}. Note
que todo nimero natural € um ponto de ciclo de X. Se fossemos diagramar esta
fungdo, teriamos varios ciclos disjuntos, como por exemplo, (0,1),(2,3),(4,5), e
nenhum ponto fixo.

Nota. Nao hd unicidade na escrita para o ciclo. Se (x1,x2,...,x,) é um ciclo em
um computador qualquer, (x2,x3, ..., X,,X1 ) € 0 mesmo ciclo. Além disso, qualquer
um dos elementos do ciclo pode ser usado para representa-lo, pois podemos obter
o ciclo todo iterando qualquer x;, 1 <i <nemC.

Definicao 3.1.13. Dado um computador C, ao conjunto D(C) — I(C) daremos o
nome de conjunto de raizes. Denotaremos por R(C).

Nota. O nome de raiz para o conjunto acima vem da seguinte visualiza¢cdo: po-
demos diagramar um dado computador comec¢ando pelos elementos da raiz, e
montando drvores utilizando as fungdes de C para as flechas, de tal modo que
uma seta de x para y nos diz que C[x] = y.

Exemplo 3.1.14. Considere a fungo sucessor nos naturais s(n) = n+ 1, e faga
C o computador com apenas esta fun¢do. Observamos que R(C) = {0}, e que
podemos visualizar a fungdo pela rvore a seguir.

S S S S
0—1—2—>3> -

Exemplo 3.1.15. Considere as fungdes f : N— {0} — Ne g: N — N dadas por
f(n) =2ne g(n) =2n+ 1. O computador C = {f,g}, de raiz R(C) = {0}, pode
ser visualizado pela seguinte arvore:

W
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Note que C € ndo deterministico. Esse comportamento pode ser observado
na visualiza¢do como drvore pelo fato de que existem nimeros com mais de uma
flecha de saida. No caso de computadores deterministicos, as flechas de saida sdo
Unicas em cada nimero.

Definicao 3.1.16. Seja C um computador. Ao conjunto I(C) — D(C) daremos o
nome de conjunto de folhas. Denotaremos por F(C).

Nota. O uso do termo folhas segue o padrao de visualizagdo como arvore que ilus-
tramos aqui. S@o os nimeros com pelo menos uma flecha entrante mas nenhuma
flecha de saida.

3.2 Linguagens Recursivamente Enumeraveis

Esta secdo busca mostrar que, para cada maquina de Turing deterministica, existe
um computador cujo comportamento ‘imita’ o da maquina e na qual podemos ob-
servar um conjunto analogo ao da linguagem reconhecida pela maquina de Turing
(neste caso, um conjunto em bije¢do com a linguagem). Desta maneira conclui-
mos que hd uma ‘inclusdo’, e que portanto os computadores aqui (rigorosamente,
um subconjunto deles) estdo em conformidade com a tese de Church-Turing.

Nos restringimos ao caso de maquinas de Turing deterministicas pois a classe
de linguagens reconhecidas nao muda ao introduzirmos nao-determinismo, como
pode ser observado em (Sipser 2006).

Definicao 3.2.1. Seja C um computador. O niicleo de C, denotado por N(C), serd
o subconjunto de R(C) dado por

N(C)={neR(C):TkeN,C'n] € F(C)}. (3.12)

Em outras palavras, se trata do conjunto de raizes de C nas quais hd uma
iteracdo finita que atinge uma folha.

Nota. Este comportamento de iteracdo de raiz para uma folha é analogo a comp-
tuacdo de uma entrada em uma maugqina de Turing (especificamente, a0 compor-
tamento das configuracOes induzida pela funcdo de transi¢do). Se formos capazes
de traduzir qualquer palavra e montar uma funcdo que nos garanta esta iteracao,
temos o resultado esperado nesta se¢do. Faremos isso adiante.

Lema 3.2.2. Seja A # 0 um alfabeto finito e A* seu fecho, isto €, o conjunto de
todas as palavras formadas pelos simbolos de A. Existe uma bijecdo entre A* e N.
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Demonstragcdo. Note que A* € o conjunto de todas as palavras de tamanho finito
(incluindo tamanho zero). Em particular, podemos escrever A* como

Ar=JA (3.13)
teN

onde A’ é o conjunto de todas as palavras de tamanho 7. Como A € finito, qualquer
A" serd também finito, e em particular enumerdvel. Como estamos fazendo uma
unido enumeravel de conjuntos enumeraveis, sabemos pela secdo 2.1.2 que A* é
enumeravel. Por defini¢cdo, um conjunto € enumeravel se, e somente se, existe
uma bijecdo deste conjunto aos naturais. Temos entdo a garantia da bijecdo entre
A*eN. |

Nota. O resultado acima € uma aplicacdo direta do que foi mencionado na parte
de fundamentacao tedrica acerca teoria de conjuntos.

Apesar de ndo construirmos explicitamente a bijecdo, aproveitaremos sua exis-
téncia e usaremos dela para ‘traduzir’ as maquinas de Turing.

Proposicao 3.2.3. Seja T = (Q,%,T',q0,0,H) uma maquina de Turing determi-
nistica e L(7T') sua linguagem. Existe um computador C tal que hd uma bije¢do
¢:L(T)— N(C).

Demonstragdo. Iremos observar o comportamento das configuracdes de T quando
dadas as entradas de L(T'). Note que podemos escrever estas configuragdes como
uma palavra do alfabeto Q UX UT, a saber, colocando o estado g, logo a esquerda
do simbolo lido pelo cabecote, e o contetdo da fita ao redor de g, (esta € a forma
que o (Sipser 2006) escreve, por exemplo. Ver paginas 140, 141 e 142).

O histérico de computag¢do de uma mdquina de Turing, paraw € L(T), u;,v; €
(ZUul)* e g; € Q, € algo da forma

qow F u1qe, v uagr,vo o gy vi (3.14)

onde g,, € H € um estado de parada. Utilizando do lema anterior (@) pode-
mos assumir uma bijecdo entre o conjunto de configuragdes de 7', escritas como
palavras no alfabeto Q UX UT, e os naturais. Seja & esta bijecdo. Note que
L(T) C (QUXUT)*, uma vez que £* C (QUXUT)*, e portanto & também enu-
mera as palavras da linguagem de 7.

Para cada w € L(T'), defina f,, como

fw(Ew)) = &(gow)
fw(&(qow)) = &(uigxv1) (3.15)
fw(é(uiCIxivi)) - é(ui+1qxi+1vi+1>
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observando que f,, estd bem definida como fun¢do em algum subconjunto X,
dos naturais, pois 7" é deterministica e assim cada configuracao terd apenas uma
préxima configuracdo no histérico. Temos que 1 <i < k.

Desta forma, obtemos uma familia de fungdes { f,, },,c L(T)» uma para cada pa-
lavra w € L(T'). Usaremos esta familia de fun¢des para definir uma dnica fungio,
a qual usaremos como fun¢do do computador.

Primeiramente, observamos que se u,v € L(T) e k € X, NX,, entdo temos que
fu(k) = f,(k). Isso pois a maquina de Turing em questdo é deterministica, e nossa
escolha de k nos diz que &~! (k) é alguma configura¢do, que por sua vez terd
apenas uma proxima configuracao resultante da transi¢do da méaquina de Turing.
Assim, nio importa se £ ~!(k) é atingida no histérico de aceitacio de u ou de v,
pois neste ponto as fungdes f, e f, devem concordar.

O argumento anterior nos diz que a funcio definida em

F: U X, — N (3.16)
weL(T)
dada por
F(n) = fw(n), Y"we L(T) :n € X, (3.17)

estd bem definida, pois vimos que as fun¢des f,, com w € L(T) devem concordar
nas enumeragdes em comum, isto €, concordam em todos os k € X,,, NX,,, N...
quando & ~! (k) é alguma configuraco que aparece no histérico de computacio de
Wi, W2, ... € L(T) (note que &' (k) pode ser a prépria palavra).

Obtemos entdo um computador C = {F'}. Resta observarmos que existe uma
bijegdo entre N(C) e L(T'). Da nossa construgo da familia de fungdes { fiv } ez (1),
obtemos de imediato que & (w) € D(C) para todo w € L(T). Além disso, nessa
mesma constru¢io observamos que nenhuma palavra de L(7 ) aparece como ima-
gem se ndo for uma palavra no alfabeto QUXUT, e portanto & (w) ¢ I(C). Como
toda outra configuracdo utilizada aparece ou como imagem da palavra ou como
imagem de outra configuragdo, temos que &(L(T)) = R(C). Um argumento simi-
lar nos diz que as folhas de C se tratam dos nimeros, por &, das configuragdes
escritas com um simbolo g, € H, ou seja, a enumeracdo das configuracdes de
parada (rigorosamente, de suas escritas no alfabeto QUX UT).

Diretamente das nossas construgdes de f,, observamos que toda raiz também
acaba, por defini¢do, sendo parte do niicleo, pois a funcdo percorre, por f,, (e todas
as demais f, que concordarem), precisamente os ndmeros por & das configuragdes
intermedidrias, até atingir a de aceitagao.
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Finalmente temos que R(C) = N(C) e assim & (L(T)) = N(C). Como & é uma
bijecdo, a restri¢do de & dada por

¢: L(T)— N(C)

Wi E(w) (3.18)

¢ também uma bijec¢ao. [

Nota. A demonstra¢do acima visa conectar o modelo aqui apresentado com as
maquinas de Turing para que haja conformidade com a tese de Church—Turing.
Esta conformidade € importante pois justifica as proximas secoes.

Citamos duas referéncias principais para maquinas de Turing e teoria da com-
putacdo no geral. Sdo elas (Sipser 2006) e (Lewis e Papadimitriou 1998). Em
particular, nossa forma de escrever as configuracdes vem de (Sipser 2000), tal
como nosso uso do nome linguagem recursivamente enumerdvel. A defini¢do de
madquina de Turing também € basicamente extraida de (Sipser 2006).

3.3 Nao-determinismo

Esta secdo ird discutir alguns pontos acerca do ndo-determinismo. Nao serd tdo
formal nem rigorosa quanto as demais secdes, e funcionard como o Unico trata-
mento do tema neste trabalho.

Retomamos nossa definicdo de ndo-determinismo. Se um computador C for
tal que existam duas (ou mais) fungdes f,g € C tais que Dy N D, # 0 (isto €, a
intersecdo de seus dominios for ndo vazia), e se n € DN D, for tal que f(n) #
g(n), temos um caso de ndo-determinismo para o computador como definido aqui
neste trabalho. Esse ndo-determinismo torna mal definida nossa nota¢do C[n| para
um passo de computagao.

A principal observacdo é que podemos reintroduzir o determinismo da se-
guinte forma: dado um computador ndo-deterministico C, montaremos um com-
putador C, com fungdes em Z(N) (no conjunto das partes de N, ou seja, fungdes
que levam subconjuntos de N em subconjuntos de N) que simula C. Este processo
€ andlogo a determinizagao feita em outros modelos de computagao.

O principal ingrediente é uma re-interpretagio de C[n]. No caso de C, temos
que C[S] ={f(n):n € SA f € CAn e D¢}. Note que estamos considerando todas
as funcdes para as quais n estd no dominio (do ponto de vista de C, o computador
nos naturais), aplicando-as e obtendo entdo um novo conjunto. Se n for o inico
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elemento de S e também for um ponto deterministico em C, podemos escrever por
extenso

Cl{n}] = {C[nl}. (3.19)

E nesse sentido, observamos que C age como uma “cépia” de C.

Neste ponto, poderiamos entdo considerar a dindimica dos computadores C
definidos em Z?(N). Novamente, o caso ndo-deterministico para esse tipo de
computador pode ser determinizado considerando & (Z(N)). Esta escalada pode
ser repetida a vontade.
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4 DINAMICA COMPUTACIONAL

Tendo definido elementos de nossos computadores (3.1, e demonstrada sua po-
tencial capacidade expressiva (3.2.3), partimos primeiro para um estudo da di-
namica interna de um dado computador, isto €, de como a iteracdo se comporta.
Ressaltamos estar apenas tratando do caso deterministico.

4.1 Orbitas e Componentes

Definicsio 4.1.1. Seja C um computador e n € E(C). A érbita de n serd o conjunto
0(n,C)={me E(C):3p eN, CP[n] =m}. 4.1)
A pré-érbita de n sera
V(n,C)={me E(C):3p €N, CP[m] =n}. (4.2)

Em outras palavras, a érbita de um niimero n € o conjunto de todos os nimeros
m que sdo atingidos através iteracdes iniciadas em n. A pré-orbita sdao todos os
numeros m que atingem n através de iteracdes de C, iniciadas em m.

Nota. As propriedades abaixo seguem diretamente da definicao acima e portanto
suas demonstragdes foram omitidas.

Proposicao 4.1.2. Para um computador C e n € E(C), valem:
l. ne F(C) = 6(n,C) ={n};
2. n€R(C) = V(n,C) = {n};
3.neN(C) <= neR(C)eb(n,C)NF(C) #0;

4. Para todo m € E(C), temos que m € 6(n,C) <= n € V(m,C);
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Nota. A proposi¢ao abaixo nos garante que as Orbitas ndo tém buracos, ou seja,
se atingimos a p-€ésima iteracdo de um n, a Orbita tem todas as k-ésimas iteragoes
anteriores, para k € {0,1,....p—1};

Proposicéo 4.1.3. Seja C um computador e n € E(C). Se C?[n] € 6(n,C), entdo
paratodo k € {0,1,...,p — 1}, temos C¥[n] € 8(n,C);

Demonstragdo. Faremos indu¢do em p. Para o caso base p = 0, temos que
CP[n] = C%n] = n € 6(n,C). Suponha que, para p qualquer, vale

CP[n] € 6(n,C) = CX[n] € 6(n,C), Yk {1,...,p—1} (4.3)

e assuma ainda que C”*![n] € 8(n,C). Como CP*![n] = C[CP[n]] temos que existe
CP[n] € 6(n,C). Portanto, C¥[n] € 8(n,C) para todo k € {0,1,...,p— 1}. Disso e
de CP[n] € 6(n,C) temos que C¥[n] € 6(n,C) para todo {0, 1,..., p}. |

Proposicio 4.1.4. Se C é um computador e n € E(C) for tal que existe x € E(C)
comx # nmas x € V(n,C)NO(n,C) entdo n e x sdo pontos de um mesmo ciclo.

Demonstragdo. Como x € V(n,C)N0O(n,C) e x # n, obtemos p,q € N tais que
CPlx] = n e C4[n| = x. Desta forma,

x = CY[n] = CI[CP[x]] = CP 4[] (4.4)

e portanto x tem periodo divisor de p + ¢, estando portanto em um ciclo. Analo-
gamente,
n=CPx] = CP[C?[n]] = CP*[n]. (4.5)

Proposicao 4.1.5. Dados C computador e n,m € E(C) tais que nenhum destes
estdo num mesmo ciclo, sdo equivalentes:

1. m=mn;
2. 6(n,C)=0(m,C);e
3. V(n,C) =V(m,C).
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Demonstragdo. As implicagdes (1) = (2) e (1) = (3) sdo imediatas. Vere-
mos entdo (2) = (1)e (3) = (1).

Para (2) = (1), temos que n € 8(n,C) = 8(m,C) = n = C¥[m] para
algum k € N. Assim, m € V(n,C) e portanto m € V(n,C) N 0 (n,C). Vejamos que
V(n,C)NO(n,C) = {n}. De fato, se existir x € V(n,C) N O(n,C) diferente de n,
a Proposigdo [.1.4]nos diz que n e x sdo pontos de um mesmo ciclo, contrariando
nossa hipétese. Portanto, V(n,C)N O (n,C) = {n}. Daim € {n} = m=n.

Para (3) = (1), n €V (n,C) =V (m,C) nos diz que C¥[n] = m. Desta forma,
m € 0(n,C) e o resto da demonstracdo é andlogo ao caso anterior. |

Proposicao 4.1.6. Sejam C um computador e n,m € E(C). Valem:
l. me 8(n,C) <= 0(m,C) C 6(n,C);e
2. meV(n,C) < V(m,C) CV(n,C).

Demonstragdo. Para (1), se m € 6(n,C), obtemos p € N tal que C?[n] = m. Tome
x € 6(m,C) e q € N tal que C4[m] = x. Assim, x = C?[m] = C?[CP[n]] = CP*4|n]
e logo x € 6(n,C). Portanto, 6(m,C) C 6(n,C). Reciprocamente, se 6(m,C) C
0(n,C), entdom € 8(m,C) C 6(n,C) e temos m € 0(n,C).

Para (2), se m € V(n,C), obtemos p tal que C”[m| = n. Tome x € V(m,C)
e separe ¢ tal que C9[x] = m. Temos entdo que CP[CY[x]] = CP[m] = n e as-
sim CP*4[x] = n, de onde obtemos x € V(n,C). Como escolhemos x arbitrario,
V(m,C) CV(n,C). Se V(m,C) C V(n,C), temos analogamente ao caso anterior

que m € V(n,C). |
Defini¢sio 4.1.7. Sejam C um computador e n € E(C). Ao conjunto
An,C)= |J V(kC) (4.6)
keb(n,C)

daremos o nome de componente de n por C. Quando o computador em questao
estiver claro, chamaremos apenas de componente de 7.

Proposicao 4.1.8. Sejam C um computador e n,m folhas de C. Temos que se
A(n,C) = A(m,C) entdo m = n.

Demonstracdo. Primeiramente, observamos que se x € F(C) entdo
A(x,C) =V (x,C). (4.7)

Desta forma, como V(n,C) =V (m,C). Como n e m sdo folhas, ndo estdo em um
mesmo ciclo, e da Proposi¢do [d.1.5]temos que n = m. [
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Proposi¢iio 4.1.9. Seja C um computador e (x1,...,x,), (¥1,...,¥4) ciclos distintos
(e disjuntos) de C. Temos que

A(x1,C) =A(x2,C) = --- = A(x,,C) (4.8)

e que
A(x1,C)NA(yy,C) = 0. 4.9)

Demonstragdo. Para a primeira série de igualdades, tome i,j € {1,...,p} e ob-
serve que 6(x;,C) = 0(x;,C) = {x1,...,x, }. Disso, temos que A(x;,C) =V (x1,C) U
V(x2,C)U---UV(x,,C) = A(x;,C).

Agora suponha que existe k € A(x;,C)NA(y;,C). Dai, k € V(x;,C) para algum
i < p e, analogamente, k € V(y;,C) para algum j € {1,...,q}. Obtemos entdo
r,s € N tais que C"[k] = x; e C°[k] = y;. Temos trés opgdes: r =5, r < sous <r.

No caso r = s, o determinismo de C nos garante x; = C'[k] = C*[k] =y;. Ainda
pelo determinismo, sabemos que Clx;] = C[y;| e, seguindo por este raciocinio,
vemos que os ciclos devem ser iguais, contradizendo nossa hipotese.

No caso r < s, terfamos que 0 < s — r e que

Crs=r) K] = C[CK)] = C ] = xi, (4.10)

paraalgumi; € {1,..., p} uma vez que x; estd em um ciclo. No entanto, C" " [k] =
C°lk] =y, e assim obtemos

y; =Clk] =C"™™ k] = C*"ICT[K]] = x4, (4.11)

de onde o determinismo nos diz que os ciclos devem ser 0 mesmo, novamente
contrariando nossa hipdtese. O caso s < r € andlogo ao caso r < s. Portanto, ndo
deve existir k € V(x1,C) NV (y1,C), ou seja, A(x1,C) NA(y1,C) = 0. |

Nota. A defini¢do acima descreve um conjunto que, na visualizacido por grafos
funcionais dos computadores, se trata de um componente conexo a n. No entanto,
nao € facil observar a conexidade dos nés neste conjunto, entdo usaremos para
isto uma relagdo de equivaléncia.

Definicsio 4.1.10. Seja C um computador e n,m € E(C). Diremos que n é conexo
amse

€ E(C) : k€ 6(n,C)NO(m,C) (4.12)

e denotaremos por n = m.
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Nota. Da Proposi¢ao[4.1.6|obtemos que 6(k,C) C 0(n,C) N 6(m,C).

Proposicao 4.1.11. Conexidade, como definida acima, é uma relacdo de equiva-
Iéncia.

Demonstracdo. Reflexividade é imediata, pois por definicdo n € 6(n,C). Se n =
m, 0 mesmo k nos garante que m = n, € entdo temos a simetria.

Para a transitividade, tome n,m, p € E(C) tais que n = m e m = p. Separe k|
que faz n = m e ky que faz m = p. Como ky,k, € 6(m,C), temos trés opcdes:

1. ki =ko;
2. ki € 8(kz,C); ou
3. kzee(kl,C).

O caso (1) nos garante n = p de imediato. Os casos (2) e (3) sdo andlogos entio
veremos apenas um deles. Se k; € 0(ky,C), como 6(k,,C) C 6(p,C) temos que
ki € 8(n,C)N OB (p,C) e dai temos n = p. |

Exemplo 4.1.12. O nome conexidade ndo € a toa. Usamos esta relagdo para cap-
turar, via a dindmica, a conexidade de grafos. Ilustramos que de fato a definicao
aqui nos diz que n e m estdo na mesma componente conexa dos grafos funcionais
possiveis para nossos computadores.

Considere um computador simples, digamos o exibido abaixo (as func¢des es-
pecificas estdo novamente omitidas):

0 1 6
\% N\
/

3

7
/
8
N\ N\
9

N — B~

Observamos que 4 =0 pois 5 € 6(4,C)N O(0,C). Vemos também que 6 Z 0.

Proposicao 4.1.13. As classes de equivaléncia induzidas pela conexidade sdo pre-
cisamente as componentes dos n € E(C).
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Demonstragdo. Seja i a classe de equivaléncia de n € E(C). Tome x € 71 e separe
k tal que x =n. Como k € 6(x,C) N 6(n,C), em particular temos k € 6(n,C) e
x € V(k,C), de onde obtemos x € A(n,C) pela definicdo de componente. Logo,
inC A(n,C).

Tomando x € A(n,C), entdo x € V(r,C) para algum r € 8(n,C). Desta forma,
re 8(n,C)NO(x,C). Logo x =n, ou seja, x € i e temos A(n,C) C i1. Finalmente,
ii=An,C). n

Nota. A proposicao anterior nos garante que as componentes que definimos par-
ticionam o espago, pois corresponde as classes de equivaléncia da conexidade.
Neste sentido, estaremos satisfeitos em dizer que podemos observar, num dado
computador C, uma combinacdo de componentes conexas que entdo formam seu
grafo funcional.

Proposicéo 4.1.14. Seja C um computador, n € E(C) e A(n,C) sua componente.
Vale uma e apenas uma das condic¢des a seguir:

1. Para todo x € A(n,C), existe uma tnica folha p € F(C) tal que p € 6(x,C);

2. Para todo x € A(n,C), existe um tnico ciclo (yi,...,y,) tal que yi,...,y, €
0(x,C); ou

3. Para todo x € A(n,C), temos que 0 (x,C) ¢ infinita;

Demonstracdo. Temos duas opgdes para 6(n,C): ou é finita, ou € infinita. Supo-
nha que 0(n,C) é infinita e seja x € A(n,C). Obtemos k € E(C) que torna n = x.
Sabemos também que k € A(n,C) e k € A(x,C). Como 6(n,C) ¢ infinita, 0 (k,C)
também deve ser.

Assuma entdo que 0 (x,C) ¢ finita. Temos duas op¢des: 0(x,C)NF(C) é vazia
ou € ndo-vazia.

Se O(x,C) NF(C) for vazia, sabemos que C¥[x] deve estar definida para todo
k € N. Assim, tome k; > |8 (x,C)|. Pelo principio da casa dos pombos, devemos
ter que C¥1[x] € 6(x,C) deve ser igual a algum C*0[x] para ko < ki. Assim, temos
um perfodo e portanto um ciclo. A proposi¢do [d.1.9nos garante que este ciclo é
tinico.

Se 8(x,C) N F(C) for ndo-vazia, temos (1) de imediato, e a proposi¢do [4.1.§|
nos diz que esta folha € tnica.

Vejamos agora que apenas uma das condi¢des ocorre por vez. De imediato,
temos que (1) = —(3) e (2) = —(3), que pela contrapositiva nos diz que
3) = =(2)e(3) = —(1).
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Vejamos que (1) = —(2). De [4.1.8| sabemos que A(p,C) = V(p,C). De
sabemos também que A(p,C) = A(x,C). Dai, A(x,C) = V(p,C). Supo-
nha que existe um ciclo yi,...,y, em A(x,C). Assim, devemos ter k; € N tal que
Ckily;] = p parai < q. Isso contradiz ou o fato de p ser folha ou o fato de (y;), ser
um ciclo, e portanto ndo podem existir ciclos em A(x,C). A contrapositiva desta
condi¢do nos da (2) = —(1). [

Nota. A proposi¢do anterior nos dd uma certa classificagdo das componentes co-
nexas que podemos ter num grafo de um computador C qualquer. Em outras
palavras, todo computador C tem por grafo funcional uma combinag¢do de uma
ou mais componentes conexas de um dos trés tipos acima. Gostariamos de poder
contar estas componentes.

Corolario 4.1.15. Seja C um computador e N o nimero de ciclos distintos em C.
O ndmero de componentes conexas do grafo de C é no minimo |F(C)|+ N.

Demonstra¢do. Temos isto diretamente das Proposi¢oes f.1.9] A. 1.8 e {.1.14]
pois toda componente conexa deve ser de um dos trés tipos, e folhas e ciclos estao
em componentes distintas. Note que isto também funciona para o caso infinito:
se temos infinitas folhas ou ciclos em C, temos no minimo infinitas componentes
conexas. [

Nota. Como sabemos que o comportamento orbital de componentes conexas é
apenas um de trés tipos, iremos dar nome a estes tipos.

Definicio 4.1.16. Seja C um computador e n € E(C). Se, para A(n,C), vale a
condicao (1) de entdo diremos que A(n,C) é de tipo 1. Desta mesma
forma, definimos os tipos 2 e 3.
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5 SIMULACAO

Tendo explorado um pouco o funcionamento interno dos computadores, iremos
estudar formas de compara-los. De agora em diante, estaremos lidando usual-
mente com dois ou mais computadores. Denotaremos estes computadores por C
e K.

A préxima defini¢do inaugura uma ferramenta que iremos utilizar amplamente
no estudo dos elementos algébricos dos computadores.

5.1 Simulacao Computacional

Definicdo 5.1.1. Sejam C e K computadores. Uma fungdo ¢ : E(C) — E(K) tal
que para todo n € D(C) vale

¢(Cln]) = K¢ (n)] (5.1)
serd chamada de simulacao de C em K.

Exemplo 5.1.2. Seja X um computador tal que E(X) = {1} e X[1] = 1, ou seja,
um computador cuja Unica computacdo € permanecer no ponto fixo 1. Qualquer
outro computador C pode ser simulado em X fazendo simplesmente ¢ (n) = 1 para
todon € E(C).

Exemplo 5.1.3. Iremos exibir dois computadores C e K por seus grafos. As fun-
coes especificas de C e K ndo sdo importantes para o exemplo e estdo omitidas.
Seja C da forma

4 —5

e K da forma

0—1—2—3
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e considere a fungdo ¢ : E(C) — E(K) dada por

0(4)=2, (5.2)

Verificamos que ¢ € uma simulacdo de C em K pois
¢(C[4]) = 0(5) =3 =K[2] = K[¢(4)]. (5.3)

Proposicao 5.1.4. Sejam C e K computadores, p € N e ¢ uma simulagio de C em
K. Para todo n € D(C), se CP[n] € E(C) entdo temos que

¢(C"[n]) = KP[p(n)]. (5.4)

Demonstracdo. Tome n € D(C). Faremos por indugdo em p. O caso base de
p = 0 éimediato: ¢(C°[n]) = ¢(n) = K°[¢(n)].
Se vale para p, temos que

¢(C"*[n]) = ¢ (CIC?[n]]) = K[#(C”[n]]) = KIK[9(n)] = K" [9(n)] (5.5

e concluimos a indu¢do. Como escolhemos n genérico, temos que vale para qual-
quer n € D(C). [

Proposicio 5.1.5. Sejam C, K e R computadorese ¢ : E(C) - E(K)e y: E(K) —
E(R) simulagdes. Temos que yo ¢ : E(C) — E(R) é também uma simulagdo.

Demonstragdo. Tome n € D(C), temos
yo¢(Cln)) = y(9(Cln])) = w(K[¢(n)]) = R[w(¢(n))] = Rlyod(n)]. (5.6)
[

Proposicao 5.1.6. Sejam C e K computadores e ¢ uma simulacido de C em K.
Temos que ¢~ (R(K)) C R(C).

Demonstragdo. Sejax € ¢~ (R(K)) <= ¢(x) € R(K). Se x ¢ R(C), entio existe
algum n € D(C) tal que C[n] =x. Como ¢ ¢é simulagdo, temos que ¢(C[n|) =
K[¢(n)]. Assim,

¢(x) = ¢(Cln]) = K[9(n)] (5.7)
o que contradiz nossa escolha de x tal que ¢(x) € R(K). Deve ser o caso entdo
que x € R(C), e assim ¢ "' (R(K)) C R(C). [
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Nota. Em outras palavras, a proposi¢cdo acima nos diz que as raizes de K sdo
imagens de uma ou mais raizes de C, quando de fato forem imagens de alguem
pela simulacao.

Proposicio 5.1.7. Sejam C e K computadores e ¢ uma simulag@o. Se (x,...,X,)
¢ um ciclo em C (com n > 0), entdo (¢ (x1),..., 9 (x,)) € um ciclo em K.

Demonstra¢do. Como (xi,...,x,) é um ciclo, temos que C[x;| = x;| parai <ne
que C[x,] = x;. Da defini¢do de simulagdo, obtemos

O (xit1) = 0(Clxi]) =K[p(x:)],Vie {l,...n—1} (5.8)
e também
0 (x1) = @(Clxa]) = K9 (x,)] (5.9)
ou seja,
K[ (x1)] = ¢(x2)
KW’(XZ)]:: ¢ (x3) (5.10)
K[ (xn)] = ¢ (x1)
de onde vemos que (@ (x;),...,9(x,)) é também um ciclo. |

Lema 5.1.8. Seja C um computador e x € E(C) tal que x tem periodo p. Temos
que para todo s € N, CP[x] = x.

Demonstragdo. Faremos inducio em s. Se s = 0, temos C°[x] = x. Suponha que
vale para s. No caso s+ 1 temos

CPOHI] = CP ] = CP[CPI) = CP ] = x. G-11)
u

Corolario 5.1.9. Se x; € E(C) tem periodo p e ¢(x;) € E(K) tem periodo ¢, entdo
q divide p.

Demonstragdo. Se q = p, adivisibilidade € imediata. Se g > p temos que p+r =
g para algum 0 < r < ¢, e daf

¢ (x1) =K (x1)] = ¢(Cx1]) = (CT[CP[x1]]) = ¢(C"[xa]) = K"[p(x1)] (5.12)
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que contradiz nossa hipdtese de que ¢ é periodo de @ (x ), ou seja, nao pode ocor-
rer de ¢ > p. Resta entdo g < p. Pelo algoritmo Euclidiano da divisao, obtemos
p=gs+tparas >0e0 <t <gq. Disso,

0 (x1) = ¢(CPx1]) = ¢(CP " [x1]) = 9 (C'[C¥[a]]) = K'[p(x1)]  (5.13)
de onde concluimos que ¢ = 0 e assim p = gs, ou seja, g divide p. [

Proposicao 5.1.10. Sejam C e K computadores, ¢ uma simulacdo de C em K e
n € E(C). Valem:

1. 9(68(n,C)) C 6(9(n),K);
2. ¢(V(n,C)) CV(¢(n),K); e
3. ¢(A(n,C)) C A(¢(n),K).

Demonstracdo. A propriedade (1) decorre diretamente de Tome ¢(x) €
¢(0(n,C)), ou seja, x € 8(n,C). Disso, obtemos p tal que C”[n] = x. Como ¢ é
simulacao,

¢ (x) = 0(C’[n]) = KP[p(n)] (5.14)
de onde obtemos que ¢ (x) € 0(¢(n),K). Assim, ¢(6(n,C)) C 0(¢(n),K).
Para (2), tome ¢(x) € ¢(V(n,C)) para x € V(n,C). Obtemos p € N tal que
CP[x] = n. Dali,
¢ (n) = 9(C”[x]) = K”[¢(x)] (5.15)
e portanto ¢ (x) € V(¢(n),K).
Para (3), tome ¢ (x) € ¢(A(n,C)). Usaremos o fato de que a componente ¢ a
classe de equivaléncia de n. Assim, obtemos k € 0(x,C) N 0 (n,C). Do visto em

(1), temos que ¢ (k) € 0(¢(x),K)NO(¢(n),K), e portanto ¢ (x) € A(¢(n),K). B

Nota. Relembramos que sendo C um computador e n € E(C), 7 denota a classe de
equivaléncia de n pela relagdo de conexidade. Isso serd importante para a proxima
definicdo.

Definicao 5.1.11. Ao conjunto
C={i:ncE(C)} (5.16)

daremos o nome de componentes conexas de C.
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Lema 5.1.12. Seja C um computador. Para cada S € C existe um computador Z
tal que Z[s] = C|s] para todo s € SN D(C).

Demonstracdo. Se restringimos as fungdes de C para o dominio SN D(C), obte-
mos as funcdes do computador Z. [

Nota. O que se espera de fato do lema anterior € de que percebamos que as com-
ponentes conexas de computador podem ser entendidas também como computa-
dores. Dessa forma, podemos falar de simulag¢do entre componentes. Abusando
da notagiio, serdo confundidas as componentes S € C com o computador obtido
pela construgdo do lema acima.

Proposicao 5.1.13. Sejam C e K computadores. Temos que existe uma simulacao
¢ : E(C) — E(K) se, e somente se, para todo S € C existe Bg € A(K) com uma
simulagdo ys : E(S) — E(B).
Demonstragdo. (=) Seja ¢ : E(C) — E(K) uma simulagdo, e tome ngy € E(C).
Sabemos de|5.1.10{que ¢ (A(no,C)) C A(¢(no),K). Faca S = A(ng,C) e defina

s

Vs: § = A(¢(no),K)
=), (5.17)

O fato de ys ser uma simulag@o decorre do fato de ¢ ser uma simulacio de C em
K. Parax € SND(C), temos do lema anterior que

Ws(Sk) = ys(Clal) (5.18)

e assim

¥s(Cl) = ¢(Cl]) = K[ (x) (5.19)
A(

]
e entdo novamente de[5.1.10]temos que K[p(x)] € A(9(no), K).

( <) Suponha que para todo S € C existe Z € A(K) onde temos uma simu-
lagdo ys: E(S) — E(Z). Como

UJs=E(©C) (5.20)
seC
e S1 NS> = 0 para todos Sy, S, € C, a fungio dada por
O (x) = ys(x),Vx € E(S) 5.21)

estd bem definida para todo x € E(C). Vejamos que ¢ é simulagdo de C em K.
Tome ngy € E(C). Sabemos que ng € S para algum S € C. Temos

¢(Clno]) = 9(S[no]) = ws(S[no]) = Z[ws(no)] = Z[¢(no)] = K[p(no)]  (5.22)
para algum Z € A(K). Assim, ¢ é simulacdo de C em K. |
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Proposicdo 5.1.14. Seja C um computador e S € C uma componente de tipo 3.
Podemos simular § em uma componente de tipo 2.

Demonstragdo. Iremos construir um computador B com apenas uma componente
e apresentar uma simulagio de S € C em B. Faremos D(B) = {0,1} e I(B) = {1}.
A tnica fun¢do de B serd

1 =0
bm)=1{ " (5.23)
1, n=1.
B tem raiz em 0 e ponto fixo em 1. A fun¢io ¢ : E(S) — E(B) dada por
0, xeR(S
¢ (x) = ) (5.24)
1, x¢R(S)

simula S em B. De fato, tome x € E(S). Temos duas opgdes: x € R(S) oux ¢ R(S).
Se x € R(S), temos que ¢ (x) = 0. Como S é do tipo 3, deve existir S[x| € E(S)
com S[x] ¢ R(S). Portanto,

¢(S[x]) =1 = B[0] = B[¢ (x)]. (5.25)

Se x ¢ R(S), sabemos que existe S[x] € E(S) e que ¢(x) = 1. Além disso, S[x]| ¢
R(S), e portanto
¢(Slx]) = 1= B[1] = B[¢ (x)]. (5.26)

Desta forma, ¢ € de fato uma simulacdo de S em B. [

Nota. Podemos demonstrar, de uma forma basicamente andloga ao feito na pro-
posicdo anterior, que toda componente de tipo 2 pode ser simulada em uma com-
ponente como o B apresentado. Em outras palavras, um ponto fixo e uma raiz
bastam para simularmos qualquer comportamento infinito, seja ciclo ou nao.

Proposicao 5.1.15. Seja C um computador. Existe um computador K, com no
maximo duas componentes, tal que podemos simular C em K.

Demonstragdo. Considere P = {2" :n € N} e O = {3,5}. Montaremos o compu-
tador K com a seguinte func¢ao:

fln) = {’;/ > " ig_ t (5.27)
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Dessa forma, obtemos que D(K) = (P—{1})uQ e I(K) = (PUQ)—{5}. Seja
S € C. Se S édo tipo 3 ou do tipo 2, sabemos pela proposi¢io anterior que existe
uma simulac@o de S em A(5,K) = A(3,K).

Se S é de tipo 1, seja f € F(S) a folha de S e defina ¢s como

)L, n=f
‘pS(")_{zk FkeN:k#OACknR] = f. (5:28)

Como todo elemento x € E(S) deve ser tal que CP[x] = f para algum p € N,
sabemos que E(S) € de fato o dominio de ¢s. Além disso, se a,b € E(S) forem
tais que a = b, entdo se temos k € N com C¥[a] = f, o determinismo nos diz que
Ckb] = f e assim ¢(a) = ¢ (b). Logo, ¢s estd bem definida.
Tome x € D(S) e sejar € N com C"[x] = f. Temos que ¢ (x) =2"e ¢(Clx]) =
2(r=1), Logo,
O(Cl]) =201 =27/2 = K[2'] = K[9(x)] (5.29)

e de fato ¢s é uma simulagdo. Como tomamos S € C arbitrdrio, qualquer com-
ponente de tipo 1 pode ser simulada em K. Como qualquer componente de C
pode ser simulada em alguma componente de K, por [5.1.13] sabemos que existe
uma simulacdo de C em K. Da nossa construcdo de K, vemos que ha apenas duas
componentes de fato: A(1,K) e A(3,K). [
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6 COMPLEXIDADE ORBITAL DOS NUCLEOS

Comecaremos definindo o que se apresenta como complexidade para o nosso caso
e entdo encerraremos com uma primeira definicdo de classe de complexidade.
Antes, iremos construir a notacdo e algumas intui¢des. Para este capitulo, assuma
sempre um computador C dado com ntcleo nao vazio.

6.1 Complexidade Orbital

Considere o conjunto 7(C) dos tamanhos das 6rbitas dos nicleos de C, ou seja
T(C)={|0(n,C)|:neN(C)}. (6.1)

Note que ignoramos multiplicidade de tamanhos de érbita. A partir de T(C),
obtemos uma sequéncia de conjuntos 7 (C)o,T(C)1,...,T(C)p, ... tais que

T(C)o=T(C)
T(C)1 =T(C)o—{minT(C)o}
T(Ch=T(C )1—{mlnT(C) }
(6.2)

T(C)n = T(C)n_{— (minT(C)p_1}

exceto nos casos onde existir kK € N tal que T(C); = 0. Sem perda de generali-
dade, assumimos que este € o menor k tal que isso acontece. Nesse caso, faremos
T(C), = T(C)x_1 para todo n > k. Esta sequéncia de conjuntos estd bem de-
finida devido a propriedade da boa ordem dos naturais, bastando observar que
T(C), € N para todo n € N, e portanto faz sentido pensar em um elemento mi-
nimo.

Com esta sequéncia de conjuntos, obtemos uma sequéncia ¢(n) de nimeros
naturais dada por #(n) = minT(C),. Com esta sequéncia 7(n), estamos prontos
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para definir a complexidade orbital do niicleo de C. Apesar de omitida na notacao,
t(n) ainda depende de C.

Definicao 6.1.1. Seja C um computador e considere sua sequéncia de tamanhos
de 6rbitas (n) como descrita anteriormente. Diremos que uma fung¢io continua f
¢ assintota de N(C) se, e somente se, existir ¢ € R tal que

lim —= =c. (6.3)

Em outras palavras, se o limite acima existir. Existindo este limite, diremos que f
¢ nao dominante de N(C) se ¢ # 0. Se ¢ = 1, entdo diremos que f é candnica.

Nota. Func¢des dominantes de um nucleo dizem pouco sobre o crescimento de
suas Orbitas. Por exemplo, observamos que se (por alguma coincidéncia), tiver-
mos t(n) = n, entdo ", nlogn, n® para a > 1 sdo todas dominantes.

Proposicio 6.1.2. Se existe assintota ndo dominante para N(C), entdo existe as-
sintota candnica.

Demonstragdo. Como

lim @ =c (6.4)

7 ()

por uma propriedade dos limites temos que

D 10 1) e (6.5)

cxoe f(x)  amecf(x) ¢
e portanto cf(x) é assintota candnica de N(C). [

Nota. Observamos que podem existir mais de uma assintota canonica. De fato,
se x” é assintota candnica de algum N(C) entio x> + x e x> +x + 1 também serdo.
Falaremos entdo de classe de complexidade orbital como sendo o conjunto de

fungdes assintotas candnicas de um dado N(C).

Definiciio 6.1.3. A classe de complexidade orbital de um dado nicleo N(C) serd
o conjunto de fungdes assintotas candnicas de N(C).

A terminologia similar (e mesmo a formulacdo) de fato buscam remeter as
classes de complexidade usuais. Uma diferenca fundamental, no entanto, € que
nao temos no¢do de tamanho de entrada aqui desenvolvida.

Um resgate das propriedades do limite pode ser feita em (Guidorizzi 2001)).

35



7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, propusemos uma abordagem para o estudo da computagao a partir
de uma perspectiva dindmica. Partindo de uma estrutura simples, dada por um
conjunto de fun¢des em N, buscamos compreender como histdéricos de computa-
¢do podem ser descritos, relacionados e analisados por meio de suas Orbitas. O
objetivo central ndo foi substituir os modelos cldssicos de computacdo, mas ofe-
recer uma linguagem na qual certos comportamentos computacionais, usualmente
compreendidos de forma intuitiva em modelos como as maquinas de Turing, apa-
recam como consequéncias formais das defini¢des adotadas.

Os resultados apresentados ao final do capitulo de dindmica computacional
constituem uma das principais contribuicdes do trabalho. Eles mostram que a di-
namica observada intuitivamente em mdaquinas de Turing pode ser recuperada de
maneira formal no modelo proposto. Em particular, a decomposicao dos histo-
ricos em comportamentos de parada, ciclos e trajetdrias infinitas evidencia que
a formulacao adotada € capaz de capturar aspectos fundamentais da computacio
deterministica sem exigir, de inicio, uma estrutura excessivamente complexa.

Outro ponto importante da construcao € a no¢cdo de simulagdo. Essa defini¢ao
expressa a ideia de que um computador pode representar a dindmica de outro
quando seus passos de computacdo sdo preservados por uma funcdo adequada. A
inspiracao em homomorfismos € natural: assim como homomorfismos preservam
a estrutura relevante em outros contextos matemdticos, a simulagdo preserva a
evolucdo computacional. Essa escolha permitiu comparar histéricos e Orbitas de
forma compativel com a dinamica do modelo, abrindo caminho para uma andlise
mais sistemadtica das relacdes entre diferentes computadores.

A principal qualidade do modelo, a nosso ver, estd em sua simplicidade. A
partir de uma estrutura inicial bastante elementar, foi possivel obter naturalmente
nocoes de histérico, orbita, componente, simulacido e complexidade orbital. Essa
simplicidade ndo elimina as dificuldades do modelo, mas torna mais claro o papel
de cada definicdo e permite que as propriedades dinadmicas surjam progressiva-
mente ao longo do texto. Assim, o trabalho contribui ao organizar uma linguagem
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na qual fendmenos computacionais conhecidos podem ser revisitados por meio de
ferramentas dinamicas.

Trabalhos Futuros

Ha diversos caminhos naturais para o desenvolvimento posterior desta abordagem.
Um primeiro ponto diz respeito a computabilidade dos passos de computagao.
Como a formulagdo apresentada permite fungdes genéricas, ndo hd, em principio,
garantia de que cada passo computacional seja efetivamente computavel. Embora
isso ndo impeca a andlise dinamica dos histdricos, compreender melhor os limites
dessa generalidade € uma dire¢do importante para trabalhos futuros.

Relacionado a isso, permanece a questao de delimitar quais histéricos de com-
putacao correspondem de fato a procedimentos efetivos. Neste trabalho, mostra-
mos que os histéricos de computacdo de maquinas de Turing estdo contemplados
pela anélise proposta. No entanto, isso ndo implica que toda dindmica admitida
pelo modelo possa ser induzida por uma mdiquina de Turing ou por outro pro-
cedimento efetivo equivalente. Investigar essa fronteira entre dinamica formal e
computacao efetiva parece ser um dos desdobramentos mais importantes da teoria.

Outra direcao possivel é o desenvolvimento de nogdes mais refinadas de equi-
valéncia entre histéricos de computagdo. A simulacdo captura de maneira inte-
ressante a preservacdo da dindmica, mas os resultados obtidos indicam que ela
pode ser forte demais para definir, por si s6, uma noc¢ao satisfatéria de equivalén-
cia. Uma teoria mais robusta de equivaléncias dependeria, provavelmente, de uma
compreensao mais precisa de quais historicos representam procedimentos efetivos
e de quais aspectos da dinamica devem ser preservados.

Por fim, ha também espago para aprofundar a no¢do de complexidade orbital.
A defini¢do apresentada sugere conexdes com cdlculo e andlise, o que ja possui
paralelos no estudo classico da complexidade temporal, mas ganha aqui uma for-
mulacdo compativel com a perspectiva dindmica adotada no trabalho. Investigar
essas conexdes pode revelar novas formas de comparar historicos, medir cres-
cimento orbital e relacionar propriedades dinamicas com nogdes tradicionais de
complexidade computacional.
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Abstract. This paper proposes a model in which computation histories are in-
terpreted as discrete dynamical systems. A computer is defined as a finite family
of functions on subsets of the natural numbers, and successive computational
steps induce orbits in a discrete state space. The model represents recursively
enumerable languages through deterministic Turing machines and supports a
structural analysis based on functional graphs, connected components and pe-
riodic behavior. A notion of simulation that preserves computational steps is
also introduced, together with an exploratory measure of orbital complexity.
The resulting framework provides a unified language for describing termina-
tion, periodicity and infinite evolution in computational processes.

Resumo. Este artigo propoe um modelo no qual historicos de computagdo sdo
interpretados como sistemas dindmicos discretos. Um computador é definido
como uma familia finita de funcées sobre subconjuntos dos niimeros naturais,
e passos sucessivos de computagdo induzem orbitas em um espago discreto. O
modelo representa linguagens recursivamente enumerdveis por meio de mdqui-
nas de Turing deterministicas e permite uma andlise estrutural baseada em gra-
fos funcionais, componentes conexas e comportamento periodico. Introduzem-
se ainda uma nocdo de simulacdo que preserva passos computacionais e uma
medida exploratoria de complexidade orbital. A estrutura resultante oferece
uma linguagem unificada para descrever parada, periodicidade e evolugdo in-
finita em processos computacionais.

1. Introducao

A teoria da computacdo estuda processos computacionais por meio de modelos formais
que permitem discutir computabilidade, reconhecimento de linguagens e complexidade.
Miquinas de Turing, func¢des recursivas e outros formalismos descrevem como uma com-
putacdo € realizada e quais problemas podem ser resolvidos por procedimentos efetivos
[Sipser 2006, Lewis and Papadimitriou 1998]. Embora esses modelos enfatizem aspectos
distintos, sua equivaléncia expressiva, usualmente associada a tese de Church—Turing, su-
gere a possibilidade de investigar propriedades da computa¢do sem fixar um mecanismo
operacional especifico.

Uma execucdo computacional também determina uma evolugdo temporal. Par-
tindo de uma entrada ou configuracdo inicial, a aplicacdo sucessiva de regras de transi¢ao
produz uma sequéncia de estados, isto €, um histérico de computacdo. Essa sequéncia
pode ser examinada ndo apenas como registro intermedidrio de um algoritmo, mas como



objeto matemadtico. Sob essa perspectiva, a computacdo se aproxima de uma dinadmica
discreta: uma fun¢do, ou uma familia compativel de funcdes, € iterada em um espaco de
estados, produzindo Orbitas, ciclos e trajetdrias que podem terminar ou prosseguir indefi-
nidamente.

Este artigo apresenta um modelo abstrato destinado ao estudo dessa estrutura. Um
computador € definido como uma familia finita de fun¢des cujos dominios sdo subconjun-
tos ndo vazios de N e cujas imagens também pertencem a N. No caso deterministico, essas
fungdes induzem um passo de computacdo bem definido. A iteragdo desse passo produz
os histdricos analisados ao longo do trabalho e, a0 mesmo tempo, determina um grafo
funcional no qual os elementos do espaco do computador sdo vértices e cada computacao
possivel € representada por uma aresta dirigida.

A simplicidade da definicdo nao pretende substituir modelos classicos de compu-
tacdo. Seu objetivo é fornecer uma representacdo em que propriedades dinamicas sejam
explicitas. Para justificar sua expressividade, mostra-se que, para toda maquina de Tu-
ring deterministica, pode-se construir um computador cujo nicleo estd em bije¢cdo com
a linguagem reconhecida pela maquina. Assim, linguagens recursivamente enumeraveis
podem ser observadas no modelo sem que a andlise dependa diretamente da estrutura
interna da mdquina de Turing.

A partir dessa constru¢do, definem-se Orbitas, pré-Orbitas e componentes. As com-
ponentes do grafo funcional s@o classificadas segundo trés comportamentos: trajetdrias
que alcancam uma folha, trajetérias que alcancam um ciclo e trajetérias infinitas sem re-
peticdo. Essa classificacdo retine, em uma tnica estrutura, fendmenos computacionais
correspondentes a parada, a periodicidade e a evolucao indefinida.

O artigo também considera relacdes entre computadores. Uma simulagdo € de-
finida por uma aplicacdo entre seus espagos que preserva passos de computacdo. Essa
condicdo corresponde a uma relacdo de semiconjugacdo entre as dindmicas e permite in-
vestigar quais propriedades orbitais sdo preservadas quando um computador representa o
comportamento de outro. Por fim, introduz-se uma noc¢do de complexidade orbital associ-
ada ao comprimento dos histéricos que partem do nicleo, como uma aproximacao inicial
entre crescimento orbital e complexidade computacional. A proposta se relaciona ao ob-
jetivo de estudar complexidade em estruturas abstratas, sem depender exclusivamente de
um modelo particular de maquina [Blum 1967].

As contribui¢des centrais sao: (i) a formulagdo de computadores e histdricos como
uma dinamica em N; (ii) a representacdo de linguagens recursivamente enumeraveis no
ntcleo do modelo; (iii) a caracterizacdo das componentes induzidas pela dindmica deter-
ministica; (iv) a definicdo de simulag@o por preservacio dos passos de computacdo; e (v)
a proposi¢ao de uma medida de complexidade orbital.

O restante do artigo estd organizado da seguinte forma. A Secdo 2 apresenta as
defini¢des do modelo e sua relacio com maquinas de Turing. A Sec¢ado 3 estuda 6rbitas e
componentes. A Se¢do 4 introduz simulacdes entre computadores e apresenta a comple-
xidade orbital. Por fim, a Secdo 5 retine as conclusoes e indica trabalhos futuros.



2. Modelo Proposto

Seja N = {0, 1,2,...} o conjunto dos niimeros naturais. Neste trabalho, a computagio é
modelada por meio de fun¢des definidas em subconjuntos de N.

Definicao 2.1. Sejam Dy,..., D, C N conjuntos ndo vazios. Um computador é uma
colecdo finita

Define-se

denominado dominio do computador, e

k
1(C) = | JIm(fy),
=1
denominado imagem do computador. O espago do computador é

E(C) = D(C) U I(C).

Quando duas fun¢des possuem intersecdo em seus dominios, pode haver mais de
uma computacdo possivel para um mesmo elemento.
Definicao 2.2. Um computador € dito deterministico quando

neD;ND; = fi(n) = fj(n)7

para quaisquer f;, f; € C.
Caso contrério, o computador € denominado nio deterministico.

Neste trabalho restringimo-nos ao caso deterministico. Nessa situacao, o passo de
computacao estd bem definido.
Definicao 2.3. Seja C' um computador deterministico. O passo de computacdo de um
elemento n € D(C') é definido por

C[n] = fz(n)7
onden € D;.

A aplicacdo sucessiva dos passos de computacdo induz naturalmente uma dina-
mica discreta.
Definicao 2.4. A iteracdo de um elemento n é a sequéncia

(n,Cln],C?[n),...),



onde C°n| =ne

C*H[n] = C[C*[n]).

Essa sequéncia serd denominada iteracdo de n.

A interpretagdo das iteracdes como Orbitas de uma dinamica constitui o elemento
central do modelo proposto. Dessa forma, conceitos cldssicos de sistemas dindmicos
podem ser empregados para estudar propriedades estruturais da computacao.

Além dos elementos pertencentes ao dominio e a imagem do computador,
destacam-se dois subconjuntos de interesse.
Definicao 2.5. O conjunto

¢ denominado conjunto das raizes.

Analogamente,

F(C) = I(C)\ D(C)

€ denominado conjunto das folhas. Finalmente,

N(C) = {ne R(C):Fpe: CP[n] € F(C)}

serd o ndcleo de C', ou seja, as raizes cuja computagdo termina em folha.

As raizes representam estados que ndo podem ser alcangados por nenhuma com-
putacdo anterior, enquanto as folhas correspondem a estados sem continua¢do computa-
cional. Essa interpretagdo permite visualizar computadores como grafos funcionais, nos
quais raizes e folhas assumem papéis andlogos aos de arvores direcionadas.

2.1. Expressividade do Modelo

Apesar da simplicidade de sua definicdo, o modelo preserva a capacidade de representar
computacdes arbitrdrias.

A ideia consiste em associar cada configuracdo de uma maquina de Turing a um
nimero natural por meio de uma enumeragdo das configuragdes possiveis. A funcdo
induzida pelas transi¢des da mdquina passa entdo a definir um computador segundo a
Definicao 1.

Esse resultado € formalizado pela proposi¢do seguinte.
Proposicao 2.6. Para toda mdquina de Turing deterministica 'l" existe um computador C'
tal que o conjunto das entradas aceitas por T estd em bijecdo com o niicleo de C.

A construgdo utiliza uma enumeragdo das configuracdes da maquina de Turing,
permitindo interpretar cada transi¢do como um passo de computacdo no modelo proposto.
Como consequéncia, linguagens recursivamente enumeraveis podem ser representadas



por computadores definidos neste trabalho, preservando a expressividade computacional
do modelo classico.

A partir desse resultado, as propriedades estudadas nas proximas secdes podem ser
interpretadas como propriedades gerais dos histéricos de computacao, independentemente
do modelo concreto utilizado para sua implementacao.

3. Dinamica Computacional

Uma vez definido o passo de computacdo, a iteracdo induz naturalmente uma dinadmica
discreta sobre o espaco do computador. Esta se¢@o introduz os principais objetos associ-
ados a essa dindmica e apresenta uma caracterizagdo estrutural de seus componentes.

3.1. Orbitas e Pré-Orbitas

A iteragdo de um computador permite descrever tanto a evolucio futura de um estado
quanto os estados capazes de alcanga-lo.
Definicdo 3.1. Seja C' um computadore n € E(C).

A orbita de n € definida por
0(n,C) ={m € E(C): 3k € N, C*[n] = m}.

A pré-orbita de n é

V(n,C)={me E(C): 3k €N, C*"m] =n}.

Enquanto a 6rbita descreve todos os estados atingidos a partir de n, a pré-orbita
retine todos os estados cuja computacdo eventualmente alcanga n. Esses conjuntos de-
sempenham papel andlogo as drbitas direta e inversa estudadas em sistemas dindmicos
discretos.

As orbitas preservam naturalmente a estrutura induzida pela iteracao.
Proposicdo 3.2. Sejam m,n € E(C'). Entdo

m € 0(n,C) < 0(m,C) C 0(n,C).

De forma dual,

m e V(n,C) <= V(m,C) CV(n,C).

Essas propriedades mostram que Orbitas e pré-oOrbitas sdo fechadas pela propria
dindmica, constituindo os blocos bésicos da estrutura computacional.
3.2. Componentes

A combinacdo entre Orbitas e pré-oOrbitas permite definir regides maximais do espaco nas
quais todos os elementos participam da mesma estrutura dinamica.



Definicdo 3.3. Sejan € E(C).

A componente de n € o conjunto

A, )= | V(0)

z€6(n,C)

Intuitivamente, uma componente contém todos os estados que pertencem ao
mesmo histérico computacional, seja por evolugdo futura, seja por retrocesso através das
pré-orbitas.

Essa defini¢do coincide naturalmente com as componentes conexas do grafo fun-

cional induzido pelo computador.

Para tornar essa relagdo explicita, introduz-se a seguinte nocao de conexidade.
Definicao 3.4. Sejam m,n € E(C).

Dizemos que m € conexo a n quando

O(m,C)No(n,C) # 2.

Denotaremos essa relagio por

m = n.
Proposicao 3.5. A relagcdo = é uma relagdo de equivaléncia.

Como consequéncia, o espaco do computador € particionado em classes de equi-
valéncia, cada uma delas coincidindo com exatamente uma componente da dinamica.

3.3. Classificacao das Componentes

Uma consequéncia importante da estrutura funcional dos computadores € que toda com-

ponente admite apenas um nimero limitado de comportamentos assintoticos.
Teorema 3.6. Toda componente de um computador deterministico pertence exatamente

a um dos seguintes tipos:

1. componentes cuja dindmica termina em uma folha;
2. componentes contendo exatamente um ciclo;
3. componentes cujas orbitas sdo infinitas.

O primeiro caso corresponde a computagdes finitas. No segundo, a computagcao
torna-se periddica apds um numero finito de iteragdes. O terceiro descreve computagdes
infinitas sem repeticdo periddica.

Essa classificacdo fornece uma descrigdo completa do comportamento qualitativo
das componentes de um computador deterministico.

Além disso, componentes distintas ndo podem compartilhar folhas nem ciclos,
implicando que a estrutura global de um computador pode ser interpretada como uma
unido disjunta desses trés tipos fundamentais de dindmica.

Essa caracterizag@o constitui um dos principais resultados estruturais do modelo
proposto, pois reduz o estudo de histdricos arbitrdrios ao estudo dessas trés formas bésicas
de evoluc¢ao computacional.



4. Simulacao e Complexidade Orbital

Além da andlise da dindmica interna de um computador, € natural perguntar quando dois
computadores podem ser considerados equivalentes do ponto de vista de sua evolugdo
temporal.

A nocdo introduzida nesta se¢do procura capturar exatamente essa ideia. Em vez
de exigir igualdade entre computadores, considera-se suficiente que um deles reproduza
a dinamica do outro por meio de uma transformagao entre seus espagos de estados.

4.1. Simulac¢io entre Computadores

Definicao 4.1. Sejam C' e K computadores.
Uma fungdo
¢: E(C)— E(K)

¢ denominada uma simulacdo quando

para todo

n € D(C).

Equivalentemente,

poC =K o¢.

Essa igualdade mostra que a aplicacdo ¢ preserva cada passo da computagdo. Em
outras palavras, executar um passo em C' e depois aplicar ¢ produz o mesmo resultado
que primeiro transformar o estado por ¢ e, em seguida, executar um passo em K.

Do ponto de vista da teoria de sistemas dindmicos, essa condi¢do corresponde
precisamente a uma semiconjuga¢do entre dinamicas discretas.

A principal consequéncia € que toda a evolu¢do computacional € preservada.
Proposicao 4.2. Se ¢ : C' — K ¢é uma simulagdo, entdo

¢(C™[n]) = K™[p(n)]
para todo m € N.

Demonstracdo. A demonstracdo segue imediatamente por inducao sobre m.
Para m = 0 a igualdade € trivial.

Supondo vélida para m, temos



¢(C™H [n]) = (C[C™[n]]) = K[p(C™[n])] = K[K™[¢(n)] = K™ [g(n)].
O

Como consequéncia imediata, propriedades orbitais sdo preservadas por simula-
coes.
Corolario 4.3. Se ¢ é uma simulagdo, entdo

¢(0(n,C)) C 0(¢(n), K).
Assim, ciclos, computacdes finitas e estruturas periddicas permanecem compati-
veis com a transformacao entre computadores.
Essa interpretacdo permite comparar computadores segundo sua estrutura dina-
mica, independentemente da implementacdo especifica de cada um.
4.2. Complexidade Orbital

A classificac@o dinamica apresentada anteriormente descreve o tipo de comportamento de
uma computagdo. Entretanto, ela ndo fornece informacdes sobre a velocidade com que a
dindmica se desenvolve.

Com esse objetivo introduz-se uma medida denominada complexidade orbital.

Tomando elementos das raizes de um computador C, consideramos o conjunto
T(C) ={l6(n,C)| : n e N(C)} (D

de tamanhos das 6rbitas dos elementos do nicleo. Ou seja, os tamanhos das 6rbitas das
computacdes que terminam. Podemos colocar estes tamnhos em ordem crescente em uma
sequéncia de nimeros naturais t(n), repetindo o ultimo nimero caso 7'(C) seja finito.

Assim, definimos que uma funcdo continua f € assintota de ¢ se

Diremos que f € ndo-dominante se ¢ # 0. Uma fun¢@o assintota serd candnica se
¢ = 1. Em particular, toda ¢(n) com assintota ndo-dominante admite assintota candnica.
Como podemos ter mais de uma assintota candnica, chegamos na seguinte defini¢ao:
Definicao 4.4. A classe de complexidade orbital de C' serd o conjunto de funcdes assin-
totas candnicas da sequéncia ¢(n) associada a N (C).

5. Conclusoes

Este trabalho apresentou um modelo abstrato de computacao baseado em familias finitas
de fung¢des sobre os nimeros naturais, no qual a execucdo de um algoritmo € interpretada
como uma dindmica discreta.



A formulacgdo proposta permitiu descrever histéricos de computagdo por meio de
conceitos como Orbitas, componentes conexas e grafos funcionais, obtendo uma classifi-
cacdo estrutural dos possiveis comportamentos de um computador deterministico.

Também foi introduzida uma no¢ao de simulacio entre computadores baseada na
preservacdo dos passos computacionais. Essa construcao estabelece uma conexio direta
com o conceito de semiconjugacdo em sistemas dinamicos e fornece um mecanismo para
comparar computadores segundo sua estrutura dinamica.

Por fim, foi proposta uma medida de complexidade orbital destinada a descrever o
crescimento das Orbitas produzidos pela dindmica computacional. Embora exploratdria,
essa medida sugere novas possibilidades para o estudo da relag@o entre dindmica discreta
e teoria da computacdo.

Como trabalhos futuros, pretende-se aprofundar a teoria da complexidade orbital,
investigar invariantes preservados por simulacdes e estender o modelo para o caso nio
deterministico.
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