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““ Uma corrida espacial ndo é vencida por quem apenas se move
mais rapido, mas por quem aprende primeiro a negociar com a
gravidade.

Eric D’Antona



RESUMO

Este trabalho analisa transferéncias rapidas Terra-Marte no a&mbito do Problema de
2 Corpos, utilizando o método de patched-conics para tempos de voo de 105 dias,
150 dias e 210 dias. O objetivo € comparar uma formulagdo simplificada, tradicional-
mente ensinada nos livros, com uma abordagem vetorizada proposta para melhorar a
determinacdo das condic¢des iniciais e a precisao da interceptagcdao com Marte. As con-
dicdes de transferéncia resultam da solugdao de um sistema de quatro equacoes algé-
bricas ndo-lineares avaliadas por simulagées numéricas no REBOUND, considerando
principalmente o AV total da misséo e o closest approach areocéntrico. Os resultados
indicam que a abordagem vetorizada aumentou sistematicamente a precisdo da in-
terceptacao, reduzindo o AV total da missao, em todos os tempos de voo analisados.
Em termos propulsivos, observou-se que as transferéncias mais rapidas apresentam
maiores valores de AV, especialmente devido a etapa de captura em Marte, enquanto
0 aumento do tempo de voo reduz progressivamente o custo propulsivo total, mas
aumenta a exposicao da tripulagcdo ao ambiente espacial profundo. Conclui-se que a
formulacao vetorizada melhora a precisao da transferéncia e fornece uma representa-
cao mais adequada das condicdes de chegada, constituindo uma ferramenta Gtil para
a analise preliminar de trajetérias rapidas Terra-Marte.

Palavra-chave: Astrodinamica; Exploracao espacial; Simulagdo numérica;



ABSTRACT

Crewed missions to Mars impose challenges associated with orbital dynamics, propul-
sive cost, exposure to ionizing radiation, prolonged residence in microgravity, and psy-
chological factors. In this context, reducing the travel time becomes a relevant alter-
native, although it requires more energetic interplanetary trajectories within the frame-
work of the 2-body problem and larger AV requirements. This work analyzes Earth—
Mars transfers using the patched-conics method with the aim of reducing travel time,
comparing a simplified formulation with a vectorized approach developed to improve
the determination of the initial conditions and the accuracy of the Mars interception.
The trajectories were evaluated analytically and through numerical simulations in RE-
BOUND for flight times of 105 days, 150 days, and 210 days. The results indicate that the
vectorized method improves the areocentric approximation in all analyzed cases, re-
ducing the closest approach and the total AV when compared with the simplified model.
For a 105 days transfer, the total AV remained high, indicating that Mars capture consti-
tutes one of the most critical stages of the mission. For longer flight times, a significant
reduction in propulsive cost was observed, although at the expense of greater crew
exposure to the deep-space environment. The influence of different propulsion sys-
tems was also discussed, showing that technologies with higher specific impulse, such
as nuclear thermal propulsion, may reduce the propellant mass fraction, but still de-
pend on technological maturity, safety, and system integration. It is concluded that fast
trajectories to Mars are possible as a preliminary orbital construction, but their feasibil-
ity depends on the balance between navigation accuracy, capture strategy, propulsive
performance, and crew safety.

Keywords: Astrodynamics; Space exploration; Numerical simulation;
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1 INTRODUCAO

Desde os primoérdios da civilizagdo, o céu cativa a curiosidade e o fascinio
da humanidade. Seja para medir a passagem do tempo, estimar periodos de gesta-
cao, identificar épocas de plantio e colheita, orientar deslocamentos e exploracoes,
ou ainda atender a fins simbdlicos e esotéricos, como a astrologia, a observacao dos
astros esteve presente em diversas culturas ao longo da histéria (Lewis, 1974; Evans,
1998; Ruggles, 2005). Em grande parte, isso se deve ao fato de que as estrelas as-
sociadas as constelagdes apresentam posicoes aparentemente imutaveis na abébada
celeste, em razéo de suas enormes distancias, enquanto corpos mais proximos, como
o Sol e a Lua, exibem movimentos periddicos facilmente reconheciveis.

Entretanto, nem todos os astros se comportavam de maneira téo regular. Al-
guns pontos luminosos pareciam deslocar-se em relagdo ao fundo de estrelas fixas,
descrevendo trajetorias aparentemente irregulares no céu. Esses corpos passaram a
ser denominados planetas, termo derivado do grego planetes asteres, isto €, “estrelas
errantes” (Dreyer, 1906). A tentativa de compreender esse movimento impulsionou o
desenvolvimento de diferentes modelos cosmologicos, desde explicacdes filosoficas
sobre a natureza do cosmos até sistemas geométricos complexos, como os epiciclos
empregados no modelo geocéntrico de Ptolomeu (Ptolemy, 1998).

Ainda na Antiguidade, avancos importantes demonstravam que a observa-
¢céo do céu podia ser associada a geometria e a medi¢cdo quantitativa da natureza.
Um exemplo notavel € o de Eratdstenes, que estimou a circunferéncia da Terra com
grande precisdo, considerando-se as limitagées instrumentais de sua época (Dutka,
1993). Apesar disso, 0 modelo geocéntrico associado a tradicao aristotélica e posteri-
ormente formalizado por Ptolomeu tornou-se o pensamento predominante na civiliza-
cao ocidental por muitos séculos. Apenas a partir do Renascimento, com a retomada
e o fortalecimento de ideias heliocéntricas por pensadores como Nicolau Copérnico
(Copernicus, 1992), Galileu Galilei (Galilei, 1989) e Johannes Kepler, a compreensao
do movimento dos corpos celestes passou por uma transformacgéao profunda. Esse
acumulo de observacgdes astrondmicas, modelos matematicos e mudancgas conceitu-
ais culminaria, posteriormente, na formulagao da Teoria da Gravitagao Universal por
Isaac Newton (Newton, 1999).

Atualmente, sabe-se que os planetas orbitam o Sol em trajetérias aproxima-
damente elipticas e que seus movimentos aparentemente irregulares no céu resultam
do movimento relativo entre a Terra e esses corpos, projetado contra o fundo das es-
trelas. Embora a Teoria da Relatividade Geral (Einstein, 1916) forneca uma descricao
mais fundamental da gravitacao, a mecanica newtoniana descreve com excelente pre-
cisdo a maior parte dos fenémenos de interesse em mecénica orbital, sobretudo em
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regimes de campo gravitacional fraco, ou seja, 0 espago-tempo pode ser tratado, em
primeira aproximagdo, como uma pequena perturbacdo da métrica de Minkowski e
velocidades muito inferiores a velocidade da luz, de modo que os efeitos relativisticos
permanecem secundarios para grande parte das aplicacdes no contexto da engenha-
ria aeroespacial.

Embora a fisica fornega uma explicagdo robusta para o movimento aparente
dos astros na abdbada celeste, esses objetos continuam a exercer forte influéncia so-
bre a imaginacdo humana. A compreensao de que a Terra é também um planeta,
inserido em um sistema de corpos que orbitam o Sol, ampliou profundamente a forma
como a humanidade interpreta seu lugar no Universo. A partir disso, diferentes narra-
tivas e possibilidades passaram a ocupar tanto o imaginario popular quanto o debate
cientifico, incluindo a existéncia de vida extraterrestre, a busca por formas de vida
inteligente ndo humana e a possibilidade de uma sociedade humana interplanetaria.
Assim, a curiosidade humana permanece impulsionada pelo desejo de preencher as
lacunas existentes no limite do conhecimento.

Um dos principais destinos considerados quando se discute a expansao da
presenca humana para além da vizinhanga do sistema Terra—Lua € o planeta Marte.
Devido as suas caracteristicas fisicas e orbitais, o planeta vermelho ocupa posicéao
central nos debates sobre exploragdo humana do espacgo profundo. Embora o ambi-
ente marciano ndo seja propicio a vida humana como a conhecemos, quando compa-
rado a outros planetas do Sistema Solar interno, como Vénus, Marte apresenta con-
dicdes relativamente mais favoraveis para a realizacdo de missdes tripuladas e, even-
tualmente, para a instalacao de estruturas permanentes. Uma das linhas argumenta-
tivas mais recorrentes em defesa da colonizacao de outros planetas € a mitigacao do
risco associado a possiveis catastrofes capazes de comprometer a continuidade da
espécie humana (Gottlieb, 2019).

Além dessa perspectiva, outros interesses relacionados a ocupacao do pla-
neta vermelho envolvem a possibilidade de estabelecer uma base cientifica perma-
nente em solo marciano (French, 1986). Uma estrutura desse tipo poderia, em princi-
pio, buscar maior autonomia operacional por meio do reaproveitamento de residuos,
da produgéo local de alimentos e da utilizacdo de recursos disponiveis no préprio
ambiente marciano. Marte também apresenta propriedades geologicas e planetolo-
gicas de grande interesse para a pesquisa cientifica (Wiens et al., 2025; Khan et al.,
2023). Por estar localizado na regidao habitavel do Sistema Solar, o estudo da evolugao
histérica de Marte pode fornecer indicios importantes sobre as condicbes ambientais
favoraveis ao surgimento da vida como a conhecemos, bem como sobre 0s processos
que permitem a preservacao ou a perda da habitabilidade planetaria.

Um dos principais desafios associados a uma missao tripulada para Marte é
a exposigado do corpo humano a radiagdo ionizante de origem solar e césmica (Fry,
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1986). O organismo humano nao € adaptado a exposicao prolongada a esse tipo de
radiacdo (Hart, 2023; Criscuolo et al., 2020). Na superficie da Terra, 0 campo geo-
magnético e a atmosfera atuam como mecanismos naturais de protecdo, reduzindo
significativamente o fluxo de particulas energéticas que alcanga o corpo humano. En-
tretanto, durante uma viagem interplanetaria, os astronautas permaneceriam por lon-
gos periodos fora dessa protecao natural, ficando sujeitos a um ambiente radiativo
consideravelmente mais severo. Nesse cenario, ions altamente energéticos podem
interagir com tecidos biol6gicos e produzir consequéncias relevantes para a saude,
incluindo carcinogénese, doencas cardiovasculares e déficits cognitivos (Durante; Cu-
cinotta, 2011; Chancellor et al., 2021).

Mesmo em érbita baixa terrestre, como no caso da Estacdo Espacial Inter-
nacional, ou ISS, do inglés International Space Station, situada a aproximadamente
400 km de altitude, os efeitos da permanéncia prolongada no ambiente espacial ja exi-
gem acompanhamento médico rigoroso antes, durante e apds as missdes (Petersen
et al., 2017; Sannigrahi et al., 2023). Embora a ISS ainda se encontre parcialmente
protegida pelo campo geomagnético terrestre, seus tripulantes sao submetidos a con-
dicdes significativamente distintas daquelas encontradas na superficie. Em uma tra-
jetéria Terra—Marte, esse problema torna-se ainda mais critico, pois a nave passaria
grande parte do tempo em espaco profundo, onde a exposi¢ao a radiagéo e os efeitos
da microgravidade se tornam fatores limitantes para a seguranca da tripulagao.

Uma misséo tripulada a Marte, entretanto, ndo depende apenas do interesse
cientifico, tecnoldgico ou simbdlico associado a exploracao do planeta vermelho. Do
ponto de vista da engenharia de missdo, uma viagem interplanetaria envolve restri-
cbes impostas pela dindmica orbital, pela capacidade propulsiva disponivel dentre
outras tecnologias necessdrias para uma expedigcdo como essa. Além disso, em mis-
sbes tripuladas, a duracédo da transferéncia esta diretamente relacionada a fatores
criticos de seguranga, como a exposi¢ao a radiacao ionizante e os efeitos fisiolo6gicos
da permanéncia prolongada em microgravidade, e até aspectos psicolégicos devido
ao isolamento e estresse continuo (Kanas; Manzey, 2004; Basner et al., 2014). Nesse
contexto, torna-se relevante estudar trajetérias Terra-Marte que permitam avaliar o
compromisso entre tempo de viagem e custo propulsivo.

E nesse contexto que este trabalho propde a andlise de trajetérias interpla-
netarias de alta energia no ambito do Problema de 2 Corpos, considerando as ca-
pacidades tecnolégicas atualmente disponiveis. A metodologia baseia-se no método
de patched-conics, no qual a missdo Terra—Marte, originalmente associada a um Pro-
blema de N =4 Corpos, envolvendo Sol, Terra, Marte e a espaconave, é decomposta
em trés etapas principais: partida, transferéncia heliocéntrica e chegada. Em cada
uma dessas etapas, admite-se que o movimento da espagonave é governado pre-
dominantemente por um unico corpo central, de modo que sua trajetéria possa ser
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descrita por uma secdo conica obtida a partir do Problema de 2 Corpos. A partir
dessa estrutura, emprega-se uma formulagao vetorizada desenvolvida para melhorar
a determinacao das condi¢des iniciais e a precisao da interceptacdo com Marte, além
de permitir sua comparacao com a formulagcédo convencional.

Como suporte computacional, serdo empregadas simulagdes numéricas no
REBOUND (Rein; S.-F., 2012), em linguagem Python (Drake; Rossum, 2009; Python
Software Foundation, 2026), com o objetivo de construir visualizagcdes da dindmica
orbital e comparar diferentes cenarios de transferéncia. As simulagdes seréo realiza-
das tanto a partir da formulacéo tradicional do método de patched-conics quanto por
meio da abordagem vetorizada desenvolvida neste trabalho. Nesta Ultima, a solugcao
de um sistema de equacdes algébricas nao lineares é utilizada para definir com maior
precisdo as condi¢des iniciais da nave e do planeta Marte na simulagéo, buscando
aprimorar os resultados obtidos pela aproximacao do método patched-conics e avaliar
seus efeitos na interceptacdo com Marte.

1.1 OBJETIVOS

Avaliar a viabilidade preliminar de missdes tripuladas a Marte por meio de 6r-
bitas de transferéncia interplanetarias de maior energia orbital no &mbito do Problema
de 2 Corpos. Neste trabalho, o termo “alta energia” refere-se a trajetérias que apre-
sentam energia especifica orbital superior a de transferéncias convencionais de menor
custo, como a transferéncia de Hohmann. De forma pratica, esse aumento de energia
manifesta-se em maiores velocidades hiperbodlicas de excesso, e consequentemente
maiores requisitos de AV, permitindo reduzir o tempo de voo Terra-Marte.

1.1.1 Objetivo geral

Estudar trajetorias de transferéncia interplanetaria de alta energia entre a Terra
e Marte, com énfase na reducdo do tempo de voo, utilizando o método patched-conics
e simulacées numéricas no REBOUND para analisar, comparar e validar diferentes
condicoes de transferéncia e aproximacao ao planeta Marte.

1.1.2 Objetivos Especificos
Como objetivos especificos, tém-se:

» Desenvolver a formulacao tedrica do problema de transferéncia interplanetaria
Terra-Marte, abordando conceitos como esfera de influéncia, raio de Hill, veloci-
dades hiperbdlicas excedentes e método das patched-conics;

* Implementar simula¢des numéricas no REBOUND para modelar trajetorias inter-
planetarias entre a Terra e Marte, considerando diferentes condi¢des iniciais de
langamento e aproximacao;
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» Comparar os resultados obtidos pelo método tradicional do patched-conics com
os resultados de uma formulacao vetorizada proposta neste trabalho, baseada
na solucado de um sistema de equacdes algébricas nao lineares;

 Analisar a influéncia das condi¢des iniciais da nave e de Marte impactam a pre-
cisdo da chegada no periastro marciano;

 Avaliar métricas relevantes para execucao de transferéncias de alta energia e
discutir a viabilidade de tal missdo tendo em vista a tecnologia atual.
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2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Com o intuito de estabelecer a fundamentacéao tedrica necessaria ao desen-
volvimento do método patched-conics, inicia-se a analise por uma revisao do Problema
de Dois Corpos. Para isso, parte-se da Equacao de Poisson. Nesse problema, ao se
considerar a interacao gravitacional entre dois corpos pontuais, ou corpos esferica-
mente simétricos que possam ser tratados por seus centros de massa, a dindmica re-
lativa pode ser reduzida a um movimento sob acdo de uma forga central inversamente
proporcional ao quadrado da distancia. Como consequéncia, as trajetérias possiveis
séo sec¢des conicas. Posteriormente, para aplicagbes em astrodinamica, adota-se fre-
quentemente o0 caso em que uma das massas é muito maior que a outra. Nessa
aproximacao, o centro de massa do sistema encontra-se muito préximo do centro de
massa do corpo mais massivo. A partir dessas hipéteses, possibilita-se descrever a
construcédo do método patched-conics.

21 GRAVITACAO

A descricao de trajetorias interplanetarias tem como fundamento a interacao
gravitacional entre corpos celestes. Em sua forma mais geral, essa interacao pode
ser formulada a partir do potencial gravitacional ®, cuja relagdo com a distribuicao de
massa do corpo atrator é dada pela equagao de Poisson,

V2® = 47nGp, (1)

em que G = 6,6743 x 10~ ''m?*kg~'s~2 é a constante gravitacional universal e p repre-
senta a densidade massica. Essa formulacdo permite tratar o campo gravitacional
como consequéncia direta da distribuicao espacial de massa, fornecendo uma descri-
¢ao mais ampla do problema gravitacional, como por exemplo em galaxias (Binney;
Tremaine, 2008).

Nesses sistemas, a atragéo gravitacional ndo € dominada por um Unico corpo
central, mas resulta da contribuicdo coletiva de uma distribuicdo extensa de massa,
composta por estrelas, gas e poeira interestelar. Estes estdo agrupados em diferentes
estruturas, que para a Via-Lactea podem ser separadas em estruturas denominadas
de bojo galactico (Plummer, 1911), disco galactico (Miyamoto; Nagai, 1975) e halo de
matéria escura (Allen; Santillan, 1991; Irrgang et al., 2013).

Entretanto, para aplicacdes em engenharia aeroespacial, em especial para
viagens interplanetarias, as distribuicbes de massas séo os planetas analisadas no
vacuo, a Equacéo (1) torna-se a equacao de Laplace

V2p =0, (2)
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cuja solucao para a equacao é dada de forma mais geral para corpos que nao sao
perfeitamente simétricos, por

N n n
®(r,0,0) = B Z (I;) JoPy(sing) — Z P (sin@) (C)'cosmO + S'sinmB) | », (3)

r n=2 m=1

em que assume-se que um dos corpos de massa M é muito mais massivo que o outro,
portanto u = GM é denominado parametro gravitacional. Essa solugdo é comumente
chamada de solucao dos harmoénicos esféricos (El'Yasberg, 1967). Na equacao (3),
¢ é a latitude, 6 a longitude, P! os polinémios de Legendre (Butkov, 1968), J, sdo os
coeficientes zonais, associados aos termos de ordem m =0 e C)} e S} representam
coeficientes harmdnicos dependentes da longitude, associados aos termos tesseral e
setorial do potencial.

Em geral, o termo associado ao achatamento do corpo massivo € represen-
tado, em primeira aproximacao, pelo coeficiente zonal J,, relacionado ao momento
de quadrupolo da distribuicdo de massa. No caso da Terra, esse termo descreve
principalmente o achatamento polar e constitui a principal correcdo ao potencial gra-
vitacional esfericamente simétrico. Sua influéncia é mais significativa em 6rbitas de
baixa altitude, nas quais o satélite se encontra mais préximo das irregularidades do
campo gravitacional terrestre. Para satélites GPS, por exemplo, embora o termo J,
seja relevante em modelos orbitais de alta precisdo, sua contribuicao para a corre-
¢ao gravitacional da frequéncia dos reldgios atdémicos é pequena quando comparada
ao termo monopolar, podendo ser desprezada em uma primeira aproximacao (Ashby,
2003).

Embora a descricdo por harmdnicos esféricos seja relevante para problemas
de alta precisdo envolvendo o campo gravitacional proximo a corpos extensos, tais cor-
recdes nao constituem o elemento central na formulacao classica do método patched-
conics. Para trajetérias de escape, transferéncia heliocéntrica e captura planetaria em
primeira aproximacgao, o interesse recai sobre a contribuigdo monopolar do campo gra-
vitacional de cada corpo dominante. Nesse limite, cada planeta ou estrela é tratado
como uma massa pontual, ou como um corpo esfericamente simétrico equivalente, de
modo que a solugédo da Equagéo de Laplace fora da distribuicdo de massa reduz-se
ao potencial newtoniano classico,

@)=~ (4)

Essa reducao estabelece o elo entre a formulagao via potencial gravitacional e o pro-
blema classico de dois corpos utilizado no método patched-conics: em cada trecho da
trajetdria, considera-se que o veiculo possui massa desprezivel e se move sob a influ-
éncia gravitacional predominante de apenas um corpo massivo, resultando em érbitas
cbnicas descritas pelo potencial monopolar.
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Uma vez reduzido o potencial gravitacional ao termo monopolar newtoniano, a
dindmica resultante passa a pertencer a classe dos problemas de for¢a central. Nesse
caso, a aceleracdo exercida sobre uma particula pode ser escrita como

2=
% — _va() = —Hp (5)
Como o potencial depende apenas da distancia radial ao corpo atrator, o sistema apre-
senta simetria rotacional, implicando a conservagdo do momento angular (Noether,
1918). Consequentemente, o movimento ocorre em um plano fixo e o vetor posicao
varre areas iguais em intervalos de tempo iguais, resultado correspondente a segunda
lei de Kepler.

A forma particular do potencial newtoniano torna o problema ainda mais res-
tritivo. Para uma forca central proporcional ao inverso do quadrado da distancia, a
equacao orbital pode ser escrita eliminando-se explicitamente a dependéncia tempo-
ral e tomando o raio vetor como funcao do angulo polar. Dessa forma, obtém-se uma
descricao geométrica da érbita na forma de se¢des conicas,

. P
r(f)= 1+ecosf’ (6)

na qual e € a excentricidade, f a anomalia verdadeira e p € o semilado reto de uma
secao cbnica que tem a relacao

a se e=0,
a(l—ez) se O<e<,
P:
2q se e=1,

a(e—1) se e>1,

onde a € 0 semieixo maior e g o periapice. Assim, dependendo da energia mecéanica e
da excentricidade, a trajetéria pode ser classificada como circular, eliptica, parabdlica
ou hiperbdlica, respectivamente. Esse resultado fornece a base matematica para a
descrigéo de drbita kepleriana.

A relevancia particular desse potencial pode ser elucidada pelo teorema de
Bertrand, segundo o qual apenas duas classes de forcas centrais admitem Orbitas
fechadas para todas as condigdes iniciais ligadas: a for¢ga harménica, proporcional a
distancia, e a forga inversamente proporcional ao quadrado da distancia. A gravitagao
newtoniana pertence a segunda classe, o que explica por que 6rbitas planetarias li-
gadas podem ser descritas, em primeira aproximagao, por circunferéncias ou elipses.
Por outro lado, quando a energia mecéanica € ndo negativa, a mesma lei de forca da
origem a trajetorias abertas, parabdlicas ou hiperbdlicas, associadas a processos de
aproximacao, escape e espalhamento gravitacional (Goldstein, 1980).

Apesar de o Problema de Dois Corpos fornecer uma descrigdo analitica ade-
quada para sistemas nos quais a interacado gravitacional ocorre apenas entre dois
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corpos, trajetérias interplanetarias reais estdo inseridas em um sistema envolvendo
multiplos corpos massivos. No Sistema Solar, por exemplo, uma espaconave sofre
simultaneamente a influéncia gravitacional do Sol, dos planetas, de luas e, em menor
grau, de outros corpos menores. Desse modo, a formulacdo mais geral da dindmica
gravitacional classica é dada pelo Problema de N Corpos, no qual cada corpo interage
gravitacionalmente com todos os demais.

Considerando um sistema composto por N corpos de massas m;, posicoes
vetoriais 7; e parametros gravitacionais y; = Gm;, a equagao de movimento do i-ésimo
corpo, devido a interacdo gravitacional com os demais corpos do sistema, pode ser
escrita como (Curtis, 2020; Murray; Dermott, 1999a)

;;i: . Z .ujr]_;rl’:;v i=12,...,N, (7)

em que u; = Gm; € o parametro gravitacional associado ao j-ésimo corpo. Diferen-
temente do Problema de Dois Corpos, o Problema de N Corpos ndo admite solucao
analitica geral para N > 2. Para o estudo desse tipo de sistema, torna-se necessa-
rio o uso de métodos numéricos ou aproximagdes fisicas que permitam descrever a
dindmica gravitacional entre os corpos envolvidos.

O método patched-conics surge justamente como uma aproximagao para este
tipo de problema. Em vez de resolver simultaneamente todas as interagdes gravitaci-
onais, a trajetéria € decomposta em trechos keplerianos nos quais apenas um corpo
atrator € considerado dominante em cada etapa. Entretanto, para iniciar a discussao
sobre o0 patched-conics é necessaria uma breve discusséo sobre o limite da relevancia
da influéncia que um corpo massivo exerce sobre outro, no caso, a nave.

2.2 ESFERA DE INFLUENCIA E ESFERA DE HILL

2.2.1 Esfera de influéncia

Uma davida natural que surge ao se estudar os fundamentos da gravitagéao é:
por que a Lua orbita a Terra, e ndo o Sol, se este € muito mais massivo? Essa indaga-
cao torna-se ainda mais pertinente quando se considera que a interacédo gravitacional
possui alcance infinito. Em principio, dois corpos isolados, mesmo separados por dis-
tancias cosmoldgicas, exercem forgas gravitacionais mutuas de mesma intensidade e
sentidos opostos, de modo que suas trajetérias sdo sempre influenciadas, ainda que
de forma extremamente pequena pela presenga um do outro.

A resposta para esta indagacao surge da andlise do movimento relativo entre
trés corpos: o Sol, um planeta e um terceiro corpo de massa desprezivel em com-
paragdo com os dois primeiros, como um satélite natural ou artificial. Embora a forga
gravitacional solar seja, em termos absolutos, extremamente relevante, determinando
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a dindmica orbital do sistema, nao se trata apenas da intensidade da atracao gravita-
cional.

Considere, portanto, um planeta cuja massa é m, orbitando o Sol de massa
M, separado deste por uma distancia R. Seja r a distancia entre o planeta e o satélite.
Se o movimento for descrito em relagdo ao Sol, a aceleragdo gravitacional solar, Ay,
atua como termo principal, enquanto a gravitagao planetaria comporta-se como uma
perturbagdo P,. Nesse caso, a razdo entre a aceleragdo planetaria e a aceleragio

solar pode ser escrita como
P, m (R 2
A, M\r) -~

Por outro lado, se o movimento for descrito no referencial planetocéntrico, a atracéo
gravitacional planetaria passa a ser o termo principal. Assim, a perturbacao do movi-
mento relativo entre o planeta e o satélite € a diferenca entre a aceleracao solar sofrida
pelo planeta e pelo satélite. Essa diferenga corresponde, essencialmente, a um efeito
de maré gravitacional. Nessa descri¢cdo planetocéntrica, a razao entre a perturbacao
solar e a aceleracao principal do planeta é dada aproximadamente por

a, M /r\3
Py m (E) ‘

A esfera de influéncia é entdo definida como uma regido na qual a descricao
planetocéntrica € mais adequada do que a heliocéntrica. Em outras palavras, o corpo
esta na esfera de influéncia do planeta quando a perturbagao solar sobre sua 6rbita
planetocéntrica € menor do que a perturbagédo planetaria sobre sua érbita heliocén-
trica, ou seja

ag Py

Pp  As
Substituindo as expressdes anteriores, obtém-se

My m (B
(2 < ()"
Ly

define-se, assim, o raio da esfera de influéncia do planeta como a distancia r que esta
no interior da regido onde a dominancia planetocéntrica € dominante, ou seja

Reorganizando os termos,

e, portanto,

rsor = R (%) - : (8)
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A Equacao (8) expressa que a esfera de influéncia depende da distancia orbital do
planeta ao Sol e da razdo entre a massa do planeta e a massa solar, e que, mesmo
que a gravidade solar seja muito superior, existe uma regido préxima ao planeta na
gual o movimento relativo do satélite € mais bem descrito como uma 6érbita kepleriana
planetocéntrica perturbada pelo Sol.

No caso da Terra, rsor ~ 9,25 x 10°,km, enquanto que a distancia média entre
a Terra e a Lua é, aproximadamente, 3,84 x 10°,km. Assim, ainda que o Sol seja muito
mais massivo que a Terra e exer¢ca uma atragao gravitacional significativa sobre a Lua,
esta ainda encontra-se na esfera de influéncia terrestre. Por isso, em uma primeira
aproximacao, seu movimento pode ser tratado como uma 6rbita kepleriana em torno
da Terra.

A esfera de influéncia nao representa uma fronteira fisica rigida, nem uma
regido onde a gravidade de um corpo deixa de existir. Ela € uma ferramenta de apro-
ximagao dindmica cuja significancia e importancia estdo em descrever qual atracao
gravitacional é mais influente, mesmo que haja uma diferenga abrupta nas magnitu-
des das forgas exercidas pelos corpos gravitacionalmente dominantes (Curtis, 2020).

2.2.2 Esfera de Hill

A discusséo sobre a esfera de influéncia conduz a uma segunda questao:
se a gravidade possui alcance infinito e se um planeta orbita uma estrela muito mais
massiva, até que distancia esse planeta consegue capturar um satélite e manté-lo gra-
vitacionalmente ligado a si? Esta pergunta ajuda a elucidar, por exemplo, 0 processo
de captura que varias das luas de Jupiter podem ter sofrido durante a formacgéo do
Sistema Solar (Gaspar et al., 2011; Gaspar et al., 2013). Também é de grande inte-
resse para a engenharia aeroespacial, visto que estabelece um limite sobre até quao
distante é possivel mirar num corpo celeste e ser possivel manter um satélite artificial
em Orbita estavel.

Considere, portanto, um planeta de massa m, orbitando uma estrela de massa
M, em uma érbita circular cujo raio é R. Seja r a distancia entre o planeta e um satélite
natural ou artificial de massa desprezivel em comparagcdo com os demais corpos. A
aceleracao gravitacional exercida pelo planeta sobre o satélite pode ser escrita como

. Gm
P r2 .

Por outro lado, a perturbacao solar diferencial cresce com a distancia r em
relacdo ao planeta. No referencial girante associado ao movimento orbital do planeta,
a expansao do campo solar nas proximidades do planeta conduz, em primeira aproxi-

macao, a um termo perturbativo da ordem de
GM

Apert ~ 3Fr
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O raio de Hill é definido como a distancia na qual a atracao gravitacional pla-
netéria deixa de conseguir dominar essa perturbacao externa. Assim, impbe-se a
condicao aproximada

Gm 3GM
—— ~3——ry,
r%l R3 H

logo, é possivel reorganizar os termos e entao obtém-se

m
r%] :R3—,

e, conseugntemente,

rH:R(SﬂM>1/3. (9)

A Equacéo (9) define o raio de Hill para o caso idealizado de uma érbita circular.

Fisicamente, o raio de Hill representa uma estimativa da regido na qual a atra-
cao gravitacional do planeta consegue superar os efeitos gravitacionais produzidos
pela estrela dominante e a captura de um terceiro objeto consideravelmente menos
massivo é possivel. Portanto, enquanto a esfera de influéncia esta associada a es-
colha conveniente do referencial e ao dominio de validade de uma aproximagao ke-
pleriana, o raio de Hill esta mais diretamente relacionado a possibilidade de retengéo
gravitacional de satélites ao redor de um planeta.

No caso da Terra, ry ~ 1,5 x 10%, km. Esse valor & maior do que a distancia mé-
dia entre a Terra e a Lua, aproximadamente 3,84 x 10°,km. Assim, a Lua encontra-se
bem no interior da regido de Hill terrestre, 0 que € compativel com a interpretacéao de
que sua Orbita pode permanecer gravitacionalmente ligada a Terra, apesar da intensa
influéncia gravitacional solar. Por via de regra, o raio de Hill sempre é mais amplo do
que o raio da esfera de influéncia.

O raio de Hill, contudo, ndo deve ser interpretado como uma fronteira rigida
ou como uma superficie fisica na qual a gravidade planetaria deixa de atuar. Trata-se
de uma estimativa dindmica para a regido de estabilidade gravitacional sob a ética do
Problema de 3 Corpos. Préximo a essa fronteira, as perturbacdes solares tornam-se
cada vez mais relevantes, de modo que érbitas estaveis de longo prazo normalmente
exigem que o satélite permaneca significativamente mais proximo do planeta do que
o proprio raio de Hill. Assim, o raio de Hill complementa a nocao de esfera de influ-
éncia: enquanto esta indica uma regido conveniente para a modelagem de trajetérias
como keplerianas, aquele fornece uma estimativa da regido em que um planeta pode
efetivamente reter corpos orbitando ao seu redor (Murray; Dermott, 1999b).

2.3 O METODO PATCHED-CONICS

A formulacdo exata de uma trajetéria interplanetaria corresponde a um Pro-
blema de N Corpos. Durante uma missao Terra-Marte, por exemplo, uma nave esta
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sujeita simultaneamente a atracao gravitacional da Terra, do Sol, de Marte e, em me-
nor grau, dos demais corpos do Sistema Solar (outros planetas e, em menor grau, as
luas de cada planeta). Assim, a descricao rigorosa do movimento exigiria a integragao
numeérica das equacdes do problema de N corpos ao longo de toda a trajetéria. As
ideias expostas nessa secao podem ser encontradas em (Curtis, 2020).

Entretanto, embora essa seja a descri¢ao fisica mais completa, ela ndo é ne-
cessariamente a mais adequada para uma primeira analise de missao. Em trajetérias
interplanetarias, as distancias envolvidas sdo muito grandes, e as esferas de influéncia
dos planetas tornam-se pequenas quando comparadas a escala heliocéntrica do Sis-
tema Solar. Isso permite decompor a trajetéria completa em trechos nos quais apenas
um corpo gravitacional dominante é considerado em cada etapa. Essa aproximacgao é
conhecida como método patched-conics.

O nome do método decorre do fato de que, no problema de dois corpos, as
trajetérias keplerianas sdo sec¢des conicas com o corpo atrator localizado em um dos
focos. Assim, uma trajetéria interplanetaria pode ser aproximada pela conexao se-
quencial de diferentes cbnicas, cada uma valida em uma regido dinamica distinta:
uma trajetoria hiperbdlica planetocéntrica de saida, uma orbita eliptica heliocéntrica
de transferéncia e uma trajetoria hiperbdlica planetocéntrica de chegada. Fora da es-
fera de influéncia dos planetas, considera-se que o movimento da nave € governado
predominantemente pela gravidade solar; dentro dela, por outro lado, 0 movimento
passa a ser descrito em relagao ao planeta correspondente.

Numa primeira aproximacdo, considera-se que a esfera de influéncia é pe-
quena quando observada a partir do referencial heliocéntrico. Portanto, a entrada e
a saida da esfera de influéncia podem ser tratadas como ocorrendo praticamente na
posicao do préprio planeta em sua 6rbita ao redor do Sol. Por outro lado, no referen-
cial planetocéntrico, essa mesma esfera de influéncia € suficientemente grande para
a nave ser considerada a uma distancia praticamente infinita em relacdao ao planeta
de partida ou destino.

Para uma transferéncia de Hohmann entre dois planetas em érbitas circulares
e coplanares, a trajetéria heliocéntrica € uma elipse tangente as érbitas dos planetas
de origem e de destino. Se R, é o raio orbital heliocéntrico do planeta de origem e R,
o raio orbital heliocéntrico do planeta de destino, a velocidade circular heliocéntrica do
planeta de origem &

Vi=\/—

enquanto a velocidade da nave no ponto de partida da elipse de transferéncia € obtida
pela equacao vis-viva,
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em que
. R+ Ry

2
€ 0 semieixo maior da elipse de transferéncia.

Para uma missao partindo de um planeta mais interno para um planeta externo
no Sistema Solar, como uma transferéncia Terra-Marte, tem-se Vp > V;. Assim, a
velocidade hiperbdlica excedente de partida € dada por

az

Veop = Vp — V1,

equivalentemente,

g 2R,
Voo = 1| o |1 ] 5 — 1
’ Ry Ri+R

Essa velocidade representa a velocidade que a nave deve possuir em relagcao ao pla-
neta de origem ao escapar de sua esfera de influéncia e entrar em trajetéria heliocén-
trica rumo ao planeta de destino.

No modelo planetocéntrico, essa condi¢ao corresponde a uma trajetéria hiper-
bélica de saida. A nave parte, em teoria, de uma 6rbita circular de estacionamento ao
redor do planeta. Se o raio dessa 6Orbita € igual ao raio de periastro ¢ da hipérbole de
escape, entao a velocidade circular inicial é

M1

Ve = >

q

onde u; é o parametro gravitacional do planeta de origem. A velocidade no periastro
da hipérbole de saida é

Logo, o incremento de velocidade necessario para inserir a nave na hipérbole de es-
cape é

Avp =v, —vg,

ou ainda,

Apés deixar a esfera de influéncia do planeta de origem, a nave passa a ser
descrita pela cbnica heliocéntrica de transferéncia. Nessa etapa, a influéncia gravita-
cional dominante é a solar, e a trajetéria pode ser tratada como uma 6rbita kepleriana
em torno do Sol. O tempo de voo, no caso de uma transferéncia de Hohmann, corres-
ponde a metade do periodo da elipse de transferéncia,

a;
oy =T —.
U
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Para ocorrer o encontro com o planeta de destino, este deve estar correta-
mente posicionado no instante de partida. Assim, além da energia da transferéncia, o
método também exige uma condicdo geométrica de fase: o planeta de destino deve
chegar ao ponto de interceptacao da érbita de transferéncia no mesmo instante que a
nave. O periodo de tempo em que as condicées necessarias para essa missao sao
satisfeitas € denominado janela de langamento e o periodo de tempo entre janelas
consecutivas é denominado tempo sinédico.

Na chegada ao planeta de destino, o procedimento é analogo ao da partida,
mas em sentido inverso. A nave cruza a esfera de influéncia do planeta alvo com
uma velocidade heliocéntrica determinada pela 6rbita de transferéncia. Subtraindo-se
vetorialmente a velocidade heliocéntrica do planeta de destino, obtém-se a velocidade
hiperbdlica excedente de chegada. Para uma manobra de Hohmann, as velocidades
da nave e do planeta de destino sédo paralelas, e podem ser escritas aproximadamente
como

Veor = Vo —Vy,

em que V, é a velocidade heliocéntrica do planeta de destino e V4 é a velocidade
heliocéntrica da nave no ponto de chegada da elipse de transferéncia. Essa velocidade
Ve 4 define a hipérbole de aproximacéo planetocéntrica.

O comportamento final da nave depende do objetivo da missdo. Se nao houver
manobra de captura, a nave realiza a manobra conhecida como fly-by, atravessando
a esfera de influéncia do planeta e saindo com o0 mesmo médulo de velocidade hi-
perbdlica excedente, embora com a direcdo alterada pela gravidade do planeta. Se
0 objetivo for inserir a nave em uma érbita ao redor do planeta, deve-se realizar uma
manobra de frenagem proxima ao periastro da hipérbole de chegada.

Nesse caso, a velocidade no periastro da hipérbole de aproximacao €

onde u, é o parametro gravitacional do planeta de destino e ¢ € o raio de periastro da
hipérbole de chegada e adota-se ser aproximadamente igual ao raio da érbita circular
heliocéntrica da Terra. Se a Orbita de captura desejada possui excentricidade e, a
velocidade no periastro dessa 6rbita é

_ [H(1+e)
Vpea =T

Assim, o incremento de velocidade necessario para a captura orbital é

Avy = Vphip — Vp,cap,
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ou seja,

2 1
Ava = [vZ 4+ Hy _ JHal +€).

q q

O método patched-conics, portanto, transforma um problema gravitacional
complexo em uma sequéncia de problemas de dois corpos. Em vez de integrar si-
multaneamente todas as interacdes gravitacionais relevantes, divide-se a missdo em
trechos dominados por corpos centrais distintos: o planeta de origem, o Sol e o pla-
neta de destino. Essa simplificagdo fornece estimativas satisfatérias para velocidades,
tempos de voo, janelas de langamento, manobras de saida e manobras de chegada.

Apesar de sua utilidade, o método nao deve ser interpretado como uma descri-
¢cao exata da trajetoria. A transicdo entre os referenciais nao ocorre de maneira fisica
abrupta, e os efeitos gravitacionais dos corpos envolvidos nunca deixam de existir. O
que se faz é substituir uma transicao continua por uma fronteira aproximada, a esfera
de influéncia, na qual as solugdes keplerianas sdo conectadas. Por isso, 0 método
patched-conics é especialmente Gtil em estudos preliminares de missédo, nos quais
se deseja compreender a arquitetura geral da trajetéria antes de recorrer a modelos
numeéricos utilizando o Problema de N Corpos.
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3 METODOLOGIA

A partir da introducgéo teérica apresentada no Capitulo 2, foram estabelecidos
os fundamentos necessarios para a discussado da arquitetura de missdes interplane-
tarias. Em particular, a transferéncia entre um planeta de origem para outro de 6rbita
mais alta do Sistema Solar foi apresentada, em primeira aproximagéo, como uma ma-
nobra de Hohmann. Entretanto, ao se considerar uma eventual missao tripulada para
Marte, algumas limitacées dessa abordagem devem ser discutidas. Essas missdes
podem assumir diferentes objetivos, como uma exploracdo com retorno, a instalagao
de uma base cientifica permanente, a demonstracdo de dominio tecnolégico ou, em
uma perspectiva de longo prazo, a ampliagao das possibilidades de sobrevivéncia da
espécie humana.

Por isso, embora a transferéncia de Hohmann seja uma referéncia fundamen-
tal em andlises preliminares de missdes interplanetarias, seu elevado tempo de voo
pode torna-la inadequada para cenarios de missoes tripuladas. Tendo em vista a pre-
servacao do bem-estar e da saude dos astronautas, trajetérias para Marte em tempos
consideravelmente menores sao desejaveis, ainda que isso implique érbitas de trans-
feréncia mais energéticas e maiores requisitos de AV. Nesse contexto, o problema de
Lambert (Vallado, 2022) constitui uma das formulagbes mais empregadas para deter-
minar uma trajetéria que conecta dois pontos no espago em um intervalo de tempo
previamente estabelecido. A partir dessa solugdo, podem-se estimar as velocidades
de partida e chegada e, consequentemente, os incrementos de velocidade associados
a missdo. Entretanto, neste trabalho serda adotado o método patched-conics, com o
objetivo de construir uma analise preliminar da transferéncia Terra—Marte e comparar
diferentes condi¢des de voo.

A Figura 1 mostra alguns exemplos de érbitas que possuem intersec¢ao com
a orbita heliocéntrica de Marte tendo o periastro na érbita heliocéntrica da Terra. E
possivel verificar que 6érbitas mais excéntricas tem uma trajetéria mais curta para o
encontro, consequentemente, sao rotas mais rapidas para chegar ao destino final.

Entretanto, a existéncia geométrica de uma interse¢cao com a érbita de Marte
ndo é suficiente para definir uma missao interplanetaria. E necessario que a nave
e Marte estejam simultaneamente na regido de encontro no instante desejado. Para
contornar o excesso de simplificacdes, uma forma vetorizada e mais robusta foi de-
senvolvida para este trabalho. Sua finalidade € construir condi¢des iniciais para a
simulacao numérica de modo que sejam satisfeitas, simultaneamente, a geometria da
saida da esfera de influéncia terrestre, a chegada a esfera de influéncia de Marte, o
tempo total de voo requerido.
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Figura 1 — Diferentes 6rbitas de transferéncia possiveis entre a Terra e Marte.
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Fonte: autor.

Para isso, considera-se o vetor de incégnitas

¢
0
s

fsoLg

X=

em que Q é o apoastro heliocéntrico da érbita de transferéncia, £ é o angulo polar
inicial da nave em relagdo a Terra, f}! é a fase inicial de Marte em sua oérbita helio-
céntrica e fsor € a anomalia verdadeira heliocéntrica da nave no instante em que esta
alcanca a esfera de influéncia de Marte diferentemente da formulagéo simplificada, na
qual o encontro é tratado diretamente na érbita média de Marte. Outra diferenca é
a estimativa do angulo &, que determina a posicao inicial da nave na 6rbita de esta-
cionamento terrestre e através dele, a velocidade inicial da nave pode ser calculada
analiticamente, ou seja, este Unico parametro define as condig¢des iniciais para iniciar
a simulacao. No método do patched-conics tradicional, £ é calculado por

1 1

3
QS/SVgO 2
1+ He

& =cos” T, (10)

qs/e; € O periastro geocéntrico da nave e v., € 0 excesso de velocidade hiperbdlica,
sendo estimado como

Voo = Vg — Ve,

onde v, € a velocidade no periastro da elipse heliocéntrica que a nave deve ter para
interceptar o alvo e v5 é a magnitude da velocidade heliocéntrica circular da Terra.
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No método proposto, entretanto, estas hipéteses ndo sdo adotadas. A posicéao inicial
da nave esta levemente deslocada, além de que a subtragdo de velocidades des-
crita acima seria valida apenas se e somente se as velocidades fossem antiparalelas
quando a nave ultrapassasse a esfera de influéncia, o que é uma hipoétese de simplifi-
cacao util para um estudo preliminar, mas nao fisicamente correta.

Portanto, a posi¢ao heliocéntrica inicial da nave € dada por

cosé
75(0) =75(0) +¢qy/e | sin& |, (11)
0

onde ¢4 é o periastro no sistema planetocéntrico de partida. A posigao heliocéntrica
da Terra é descrita como uma 6rbita circular de raio ag, tal que

cos (Qgt)
7o (t) = ag | sin(Qqt) | ,
0

onde
_he
az’
€ a velocidade angular heliocéntrica da Terra e hs € 0 momento angular heliocéntrico

da Terra. Portanto, no instante inicial, define-se que a posi¢do da Terra é

Qe

ag
?@ (0) — O 5
0

€ a posicao heliocéntrica inicial da Terra. No sistema geocéntrico, a posicao da nave,
de forma geral é dada por

E+f)
S _“s/ﬂa(e?/@_l) C?S(
I’S/@—W sm(§0+f) )

onde ¢;/® é a excentricidade da orbita hiperbdlica geocéntrica, v é a anomalia verda-
deira geocéntrica e £ o argumento do perigeu. O argumento do perigeu esta relacio-
nado com o angulo da assintota por

3
325—5”-

Define-se 0 momento angular especifico geocéntrico por

hyjq = \/u@as/@ (ef/69 — 1>.
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A anomalia verdadeira na borda da SOI terrestre, fsor«, € obtida impondo que
0 raio geocéntrico seja igual a Rsore:

2
_ s/ (669 - 1)
1+ eqcos fsora

Rsor,e

logo,
ag/e (€3 —1) /Rsore — 1
€p ’

fsor,e = arccos

A velocidade geocéntrica da nave na borda da esfera de influéncia é

—sin fsore
o A Mo
V/e (Atsore) = @ es +¢os fsore
0

A velocidade heliocéntrica de partida na borda da SOI terrestre, Vg.p, € entdo
construida pela soma vetorial entre a velocidade hiperbdlica geocéntrica e a veloci-
dade heliocéntrica da Terra no instante correspondente a saida da SOTI:

Vaep = Vo + Y/ (Atsore)
onde o tempo de voo hiperbélico geocéntrico é
&3
EB .
Atsore = o (ew sinh Hsor,q — Hsore) ,

S2)

e Hsor« € a anomalia hiperbdlica geocéntrica, definida por

R a,m+1
Hsore = arcosh( 0L/ s/ ) .

€s/®
Pela equacéao da energia mecénica total, dada por

1
_lp_ H_H

€ =—
2 r 2a’

(12)

uma orbita heliocéntrica de semieixo maior a e velocidade \Vdep\ tem energia para estar

na posi¢ao r.,., onde

2ap (13)

Fepe = ————-.
€ne u—i'_a}‘_;dep‘z

Por outro lado, a geometria vetorial da saida da SOI terrestre fornece a distancia heli-
océntrica
reeo = [T (Afsore) + 7y (fsore)| - (14)
Por definicdo, ambas as Equacbes (13) e (14) sdo equivalentes e esta é a primeira
equacao do sistema.
Fi = rene — ree0 = 0. (15)
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Essa condicao substitui a aproximacéo simplificada ¢4 =~ a5 por uma formulagcéo que
combina a imposi¢ao energética com a descricdo geométrica da orbita.

A distancia heliocéntrica inicial da nave, isto €, o periélio da érbita de transfe-
réncia é definido por

cuja magnitude é

q= \/aé9 +2a5qe cos & + g2,
O valor do afélio Q da 6rbita de transferéncia é uma das incégnitas do sistema,
mas pode ser descoberto ao correlacionar as variaveis entre os distintos sistemas de
referéncia, o semieixo maior da transferéncia heliocéntrica é

QO+gq
=== 1
a > (16)
e a excentricidade é
e=1-2 (17)
a

Como o periélio g permanece préximo ao raio orbital da Terra e varia apenas com a po-
sicdo inicial da nave, sua contribuicdo para a variagado da geometria orbital € pequena
na escala heliocéntrica. Assim, a excentricidade da érbita de transferéncia passa a
ser controlada predominantemente pelo afélio 0, de modo que maiores valores de Q
resultam em trajetorias mais excéntricas. O momento angular especifico da 6rbita de

transferéncia é entao
h=/pa(l—e?).

onde u € o parametro gravitacional do Sol.

Como a posicéo inicial da nave ndo é tomada exatamente no centro da Terra,
mas levemente deslocada devido a posicao inicial da nave na orbita de estaciona-
mento, o periastro da oOrbita de transferéncia também néo coincide necessariamente
com o eixo x heliocéntrico. Dessa forma, define-se o argumento do periélio da nave
na oOrbita de transferéncia por

@ = arctan <ﬂ> . (18)

as +qgcos&
Com isso, a magnitude do vetor posigcdo da nave ao longo da transferéncia

heliocéntrica ry = || pode ser escrita pela Equacao (6), onde e < 1, visto que se trata
de uma elipse de transferéncia. A posicao angular heliocéntrica é

f=0+v, (19)

onde v é a anomalia verdadeira heliocéntrica, logo, a posicao heliocéntrica da nave é

dada por
cos f

7s(f) =rs(f) | sinf | . (20)
0
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A velocidade heliocéntrica da nave é dada no referencial perifocal da transfe-
réncia por
—sin f
Vs(f) = e+cosfl|. (21)
0
Como a orbita esta rotacionada pelo angulo @, a velocidade no referencial
heliocéntrico é

==

Vs(f) = Ro(@)Vs(f)
em que R, () é a matriz de rotagdo passiva em torno do eixo normal ao plano orbital,
(Levi-Civita, 1927; Kostrikin et al., 1997).
O tempo de voo heliocéntrico desde o periastro da transferéncia até uma ano-
malia verdadeira f € calculado a partir da anomalia excéntrica E. Para a 6rbita eliptica,
a equacao do tempo de voo é

E(f,e)zZarctan[ i;jtan <§)] , (22)
e, portanto,
N9 =[S ()~ esinE( )]

No método desenvolvido, essa expressao € avaliada em f = fsor, de modo que

a3 )
Atgor o = m [E(fsor.q»e) —esinE(fsorg-€)] - (23)

A posicao de Marte no instante Argo; € obtida assumindo uma o6rbita helio-
céntrica circular e representa o tempo em que a nave esta na borda da esfera de
influéncia. O velocidade angular da 6rbita circular de Marte é

d
de modo que sua fase no instante de chegada a SOI é

-M
Assim, 0 espaco de fase de Marte quando a nave esta na borda da esfera de influéncia
marciana é

cos 6 4
?oz (AtSOI,OZ) = aoz sin 907\ N
0
e
—sin eoz
\_;dl (AlSOI,d' ) - COoS 907|
Ay /o

0
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A partir desses estados, define-se o estado relativo da nave em relagéo a
Marte no instante de entrada na esfera de influéncia:

Ty =Ts(fsorg) —Fg (Afsorg)s

Vi) = Vs(fsor,g) — Vo (Afsor, )
Esse estado relativo é usado para reconstruir a hipérbole de chegada areocéntrica.
A energia orbital especifica em relacao a Marte é
1, 2 U
€& =5 Vs/o”) R
rs/oz )

Para a chegada ser hiperbdlica, é necessario que
8071 > 0.

O momento angular especifico da hipérbole de chegada é

hs/o" = ?S/Oz X vs/o""

Com isso, a excentricidade da hipérbole areocéntrica é

O periastro da hipérbole de chegada € entao
2
hs/oz

Além de calcular o periastro, também é necessario determinar o tempo res-
tante entre a entrada na SOI de Marte e a passagem pelo periastro da hipérbole.
Definindo o0 médulo do semieixo maior hiperbdlico como

qS/d' -

Ha
s/ = E,

a anomalia hiperbdlica na entrada da SOI € obtida por

7/:s/o” ‘ /as/o7| +1
Hgop o = —arcosh e/ ,
N

portanto, o tempo de voo da borda da SOI até o periastro até a posicao na SOI é

3
a
t(]/O7| = —‘[:107, €S/O7| SinhHSOLOz _HSOI.,OZ . (24)
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A segunda equacao impde que a nave esteja exatamente na esfera de influ-
éncia de Marte no instante Arsor:

P, = |%(fsorg) — g (Atsor. )| — Rsor,g =0 (25)

A terceira equacao impde que o tempo total de missédo seja igual ao tempo
requerido. Como o intervalo total € composto pelo tempo heliocéntrico até a SOI de
Marte e pelo tempo areocéntrico da SOI até o periastro, tem-se

F3 - AtSOI,d‘ + Atq/dl - Atreq - 0, (26)

onde Af.q € 0 tempo de viagem desejado, sendo este um parametro livre .
A quarta equacao impde o alvo de chegada, isto €, que o periastro da hipér-
bole areocéntrica tenha o valor desejado:

Fy = 45/ — Greq = 0, (27)

onde grq € 0 tempo de viagem desejado, sendo este também um parametro livre .
Portanto, o método vetorizado resolve simultaneamente

F(0,9) 0
(0,8, £y, fsor) 0 (28)
F(0,&, 1, fson) 0
Fy(Q,&, £}, fsor) 0

O sistema é resolvido numericamente por minimos quadrados com restricoes
de dominio. Em particular, impde-se que

Q>ao7'a

3w
7<§<27r,

0< i <2m,

Essas restricbes contribuem para a estabilidade das iteragbes do método dos minimos
quadrados, evitando que a solug¢ao divirja ou convirja para valores sem significado
fisico. Ressalta-se que apenas o argumento do perigeu & e a fase orbital inicial de
Marte £} sdo utilizados como condigdes iniciais da simulagdo. O afélio Q e o &ngulo
fsorg» POr sua vez, sao introduzidos como incognitas auxiliares, necessarias apenas
para o sistema ser determinado e ndo como dados de entrada na simulagéo.
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4 APRESENTAGAO DE DADOS

4.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Um estudo de interesse consiste em analisar como determinadas variaveis in-
fluenciam a configuracao inicial da nave. No problema em questao, sdo considerados
dois parametros livres nas condigdes iniciais da simulacao e associados a arquitetura
da missao: o tempo de voo até o destino e a altitude inicial da nave em relacédo ao
planeta de partida.

Como a andlise depende simultaneamente desses dois parametros, mapas
de calor tornam-se uma ferramenta adequada para visualizar a sensibilidade das so-
lucbes. Para gerar os resultados apresentados a seguir, o sistema de equacdes (28)
foi resolvido para diversas configuracdes de tempo de voo e altitude inicial. Como a
esfera de influéncia representa uma fronteira aproximada para a troca do corpo central
dominante na descri¢do da trajetoria, as altitudes iniciais consideradas nesta analise
S840 expressas como percentuais de rso;. Nas imagens a seguir, a barra de cores
representa a magnitude de cada grandeza e as curvas sao curvas de niveis de mag-
nitude constante.

Inicialmente, analisa-se 0 comportamento da incégnita &, apresentado na Fi-
gura 2. Observa-se que, em todo o dominio analisado, a posicao inicial da nave per-
manece no quarto quadrante. As curvas de nivel indicam que & apresenta dependén-
cia tanto com a altitude inicial quanto com o tempo de voo desejado, evidenciando a
sensibilidade da condicao inicial a esses parametros.

Essa analise € particularmente relevante porque, como discutido anterior-
mente, o angulo & define a posicao inicial da nave na 6rbita de estacionamento terres-
tre e, consequentemente, a direcdo da velocidade ap6s a manobra de partida. Dessa
forma, variacées em & alteram diretamente a configuracao inicial do espacgo de esta-
dos utilizada na simulagdo numérica.

Outra grandeza relevante para a andlise € o afélio Q da 6rbita de transferéncia.
Como o periélio esta associado a posicao inicial da nave, sua variagao ocorre princi-
palmente devido a incognita &, definida no referencial planetocéntrico. Entretanto,
quando comparada a escala heliocéntrica do problema, essa variagéo € pequena. As-
sim, as principais alteragdes na excentricidade e na energia da elipse de transferéncia
passam a depender, majoritariamente, do valor de Q.

No mapa de calor da Figura 3a, observa-se que a variagdo do afélio com a
altitude inicial é pouco significativa, enquanto a dependéncia com o tempo de viagem
€ muito mais pronunciada. Esse comportamento também aparece na Figura 3b, na
qual se verifica que menores tempos de viagem exigem maiores valores de Q, como
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Figura 2 — Analise das variagdes do angulo & em fungao do tempo de viagem e altitude

inicial.
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esperado, uma vez que a orbita de transferéncia se torna mais excéntrica e energeti-
camente mais elevada.

Ainda na Figura 3b, nota-se que, para altitudes muito baixas, menores que
20% da SOlg, as curvas da apresentam variagdes muito pequenas entre si. Em-
bora essas diferencas sejam reduzidas quando expressas em unidades astronémicas,
elas ainda podem ser relevantes em um sistema sensivel as condi¢des iniciais, como
ocorre no Problema de N Corpos. Portanto, mesmo pequenas variagdes no afélio po-
dem produzir diferengas significativas na evolugao orbital consideraveis nas condi¢des
de chegada em Marte.

A Figura 4 apresenta o comportamento da fase inicial de Marte, £, neces-
saria para satisfazer as condigdes de encontro ao final da transferéncia. Verifica-se
que f)! aumenta com o tempo de voo, refletindo a necessidade de ajustar a posi-
¢ao inicial de Marte conforme o planeta avangca em sua 6rbita durante o intervalo de
transferéncia.

Em comparacdao com o tempo de voo, a altitude inicial apresenta influéncia
reduzida sobre f}!. As curvas de nivel apresentam um comportamento praticamente
linear, entretanto a inclinagdo muito mais proxima da vertical indica que a fase inicial
de Marte é determinada majoritariamente pela duragao da transferéncia, enquanto
que a altitude inicial ainda introduz uma corre¢ao na geometria do problema, uma vez
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que altera a posicao inicial da nave e, portanto, a configuracao da missao.

Figura 3 — Analise das variagdes do afélio Q em fungao do tempo de viagem e altitude

inicial.
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A Figura 5 apresenta o comportamento do incremento de velocidade de par-
tida, AV. Observa-se que os valores de maior magnitude ocorrem para tempos de
viagem mais curtos, evidenciando que transferéncias mais rapidas exigem manobras
de partida mais energéticas. A medida que o o requisito do tempo de voo é relaxado,
aceitando tempos de viagem mais longos, o valor de AV diminui consideravelmente.

A influéncia da altitude inicial sobre AV é menos pronunciada que a influéncia
do tempo de voo. As curvas de nivel apresentam orientacao predominantemente ver-
tical, indicando que a variagao temporal domina o comportamento da grandeza. Ainda
assim, nota-se uma leve dependéncia com a altitude, especialmente para tempos de
VOO menores, regido na qual pequenas alteragdes nas condi¢des iniciais produzem
diferengas mais perceptiveis no incremento de velocidade requerido.
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Figura 4 — Andlise das variagdes da fase inicial de Marte £}/ em fungéo do tempo de
viagem e altitude inicial.
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Figura 5 — Andlise das variagdes do incremento de velocidade de partida AV em fun-
cao do tempo de viagem e altitude inicial.
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4.2 RESULTADOS DAS SIMULAGCOES

Nesta secao, sao apresentados os resultados das simulagdes realizadas com
o REBOUND. Serao analisados trés tempos de viagem: 105 dias, 150 dias e 210 dias,
correspondentes, respectivamente, a aproximadamente 3,5 meses, 5 meses € 7 meses.
A escolha desses valores foi feita a considerando uma viagem rapida, uma de média
duragdo e uma mais longa.

Apés a solugdo do sistema de equagdes apresentado no Capitulo 3, apenas
o angulo &, associado a hipérbole de partida, e a fase inicial de Marte, £}/, sdo utiliza-
dos diretamente para inicializar a simulacao. Isso ocorre porque 0 REBOUND permite
definir os corpos de diferentes formas, seja por meio de posi¢do e velocidade em co-
ordenadas cartesianas, seja por elementos keplerianos. Neste trabalho, a nave foi
inicializada por posicao e velocidade cartesianas, calculadas analiticamente a partir
de &, enquanto o Sol, a Terra e Marte foram definidos por seus elementos orbitais. Os
demais planetas do Sistema Solar ndao foram incluidos, pois sua influéncia é secunda-
ria para os objetivos deste trabalho.

Embora tenha sido imposto o periastro da hipérbole areocéntrica de chegada,
nenhuma das simulagdes a nave atinge o alvo estabelecido de 50.000 km de altitude
em relacao a superficie marciana, mesmo utilizando-se das condi¢des iniciais encon-
tradas pelas equacbes analiticas. Essa diferenca pode estar associada as proprias
hip6teses do método patched-conics, no qual a trajetdria é aproximada por trechos de
dois corpos e apenas um atrator dominante é considerado em cada regido dinamica.
Ja na simulagdo numérica, a nave evolui em um Problema de 4 Corpos, composto pelo
Sol, pela Terra, por Marte e por uma particula de massa desprezivel representando a
nave.

Outro fator relevante é a sensibilidade da trajetéria as condigcdes iniciais. Pe-
quenas variagcdes na posi¢cao e na velocidade inicial da nave podem se acumular ao
longo do tempo de voo, produzindo diferengas significativas no estado final. Esse
comportamento € caracteristico de sistemas dindmicos sensiveis as condi¢des inici-
ais, especialmente quando multiplas interagdes gravitacionais sdo consideradas. Por-
tanto, a diferenca entre o periastro previsto pelo sistema algébrico e o resultado obtido
na integracdo numérica ndo invalida a formulagdo, mas evidencia as limitagdes da
aproximacao pelo método patched-conics quando comparada a uma simulagdao de N
COrpos.

4.2.1 Analise quantitativa

Nesse estudo foram feitas simulagdes tanto com o método vetorizado, que
chamaremos de método vetorizado, quanto o convencional ndo vetorizado, que cha-
maremos de método simplificado. A Tabela 1 contém os principais parametros utili-
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zados para iniciar a simulacao, 6rbita de transferéncia resultante e as condicoes de
chegada e frenagem em Marte. Os valores de v, na partida representam a magnitude
da velocidade da hipérbole de partida, ou seja, apds a aplicacdo do incremento de
velocidade.

Foi considerado que a nave partiria de uma 6rbita circular com altitude de
50.000 km em relagéo a superficie terrestre. Portanto, os valores das componentes de
posi¢ao e velocidade antes e depois da aplicagdo do impulso AV, que passaremos a
chamar de AVgp, ndo foram incluidos, mas podem ser facilmente calculados com o
valor &, fornecido tanto em radianos quanto em graus. O valor da altitude foi assumido
como 0 mesmo em todas as simulagdes, por isso esse dado ndo foi incluido na Tabela
1.

Tabela 1 — Comparagao entre as simulagdes simplificada e nao simplificada para dife-
rentes tempos de voo.

105 dias 150 dias 210 dias
Simplificado  Vetorizado  Simplificado  Vetorizado  Simplificado  Vetorizado

Parametro Unidade

Porpriedades da orbita planetocéntrica de partida

13 rad 6,147266 6,146143 5,992499 5,990657 5,852839 5,851140
& deg 352,212 352,148 343,345 343,239 335,343 335,246
Voo km/s 6,716777 6,685050 4,195347 4,177311 3,143038 3,133083
vy km/s 7,697901 7,670234 5,634139 5,620722 4,901151 4,894772
AVgep km/s 5,038711 5,011043 2,974949 2,961532 2,241960 2,235582
Geometria da transferéncia heliocéntrica

j{)‘/’ rad 0,652319 0,651332 0,724093 0,722912 0,790687 0,789222
m deg 37,3751 37,3186 41,4875 41,4198 45,3030 45,2191

0 AU 3,018096 3,017933 1,864964 1,865492 1,572458 1,573143
a AU 2,009346 2,009451 1,432780 1,433224 1,286526 1,287040

e - 0,501844 0,501870 0,301388 0,301605 0,221984 0,222295
f rad 1,606455 1,601058 2,087144 2,078667 2,698959 2,683167
Chegada e captura em Marte

closest approach km 217.031,128 120.425,997 515.935,694 62.851,035 674.546,726 312.189,191
AVyry km/s 12,203191 11,859222 7,396716 6,434448 4,161615 3,827560
AViot km/s 17,241901 16,870265 10,371665 9,395979 6,403576 6,063142
Tempo da 12 queima dias 104,823106 105,168750 149,122917 149,875884 205,098611 207,203662
Tempo da 22 queima dias 113,556597 109,671370 175,310954 152,355051 242,722412 220,864079
Tempo de manobra  dias 8,733491 4,502620 26,188037 2,479167 37,623801 13,660417
Tipo de movimento prograda retrégrada  prograda prograda prograda prograda

A analise quantitativa dos valores da Tabela 1 mostra resultados coerentes
com o comportamento esperado para transferéncias interplanetarias de diferentes
energias. Em particular, observa-se que oOrbitas de transferéncia associadas a tempos
de voo mais curtos apresentam maiores valores de afélio Q e, consequentemente,
maiores excentricidades. Isso ocorre porque a variacao do periélio devido a mudanca
do angulo ¢ é pequena quando comparada a escala heliocéntrica do problema, fa-
zendo com que as principais alteragdes na geometria da elipse sejam determinadas
pelo valor do afélio Q.
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Embora a energia orbital ndo esteja explicitamente apresentada na Tabela 1,
€ possivel inferir que as transferéncias mais rapidas sao também mais energéticas.
Para o problema kepleriano heliocéntrico, a energia mecanica especifica, dada pela
Equacéo (12), € constante e depende apenas do semieixo maior a, visto que u € uma
constante. Como o semieixo maior da elipse de transferéncia é dado pela Equacao
(16), 0 aumento de Q implica diretamente 0 aumento do semieixo maior. Consequen-
temente, a energia orbital especifica torna-se menos negativa, indicando uma 6rbita
heliocéntrica de maior energia.

Outro resultado que também ja era esperado é em relagdo ao AV,., a varia-
cao total de velocidade para frear em Marte, e consequentemente AV,,, a soma de
todas as variacbes de velocidade em cada possivel missdo simulada. Espera-se que
tempos de voo menores impliquem consequentemente em velocidades maiores, e isto
€ evidenciado pela desaceleracdo necessaria para estabilizar a nave na altitude dese-
jada. O tempo de voo de 210 dias necessita de uma variacao de velocidade total menor
da metade do valor necessario para 105 dias

Outro aspecto interessante sobre os resultados quantitativos da Tabela 1 é a
sensibilidade do sistema. Notar que a diferenga inicial no angulo & ocorre apenas na
terceira casa decimal apds a virgula e comparar a diferenca gerada no closest ap-
proach é impressionante. Uma diferenga na ordem de 0,001, aproximadamente, tem
consequéncias nada despreziveis na geometria da hipérbole de chegada no destino,
visto que essa grandeza representa o periastro da hipérbole no referencial areocén-
trico. Em particular, cita-se o caso de 105 dias em que a diferenga aparece nao apenas
em uma reduc¢ao no valor de closest approach mas também no sentido do movimento,
uma tem sentido proégrado e a outra tem movimento retrégrado.

Uma consequéncia do ponto de vista comercial na aplicagdo do método veto-
rizado € a reducdo no AV,.. Isso decorre do fato de que, se o periastro da hipérbole
for menor, o raio da 6rbita circular de estacionamento sera menor. Como a velocidade
da orbita circular € dada pela Equacao (29),

Ve = \/ga (29)

isso implica que uma 6rbita circular com raio menor tem uma velocidade maior e, con-
sequentemente, o impulso AV necessario para estacionar a nave sera menor. Este
fendmeno se da o nome de efeito Oberth (Oberth, 1972) e seu efeito sera posterior-
mente discutido na préxima secao.

Ha a possibilidade de um interesse comercial na melhora da precisdo do mé-
todo, que tem como consequéncia uma redug¢ao na manobra de frenagem, isso implica
diretamente em uma variagao de massa menor, como previsto pela Equacao de Tsiol-
kovsky, (Anderson Jr., 2020). Essa massa € o quanto de propelente deve ser ejetado
para haver essa variagdao na magnitude do vetor velocidade. Uma consequéncia direta
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de um método mais preciso implica é a reducao nos gastos da estrutura da nave, visto
que se ha menos combustivel para ser armazenado, a nave pode ser menor.

4.2.2 Analise qualitativa

Nesta secao serao apresentadas as ilustracdes feitas a partir dos dados obti-
dos na simulagédo. Exprimem nao apenas os dados expostos na Tabela 1 de maneira
mais visual, mas também complementam-nos, visto que varias caracteristicas na vizi-
nhanga de Marte foram omitidas.

Ao longo da presente subsecdo serdao apresentados os graficos associados
as geometrias das trajetérias em cada trecho do método patched-conics tanto para o
método simplificado quanto para o método vetorizado, respectivamente. Entretanto,
algumas ressalvas devem ser feitas sobre a apresentacao dos resultados antes de se
iniciar a discussao de resultados.

Ao analisar as trajetorias geocéntricas de partida, as diferengas para todos os
casos é muito singelas e contribuem muito pouco para a discussao feita presente neste
trabalho. Portanto, apenas os graficos associados as geometrias do tempo de viagem
de 105 dias serdo exibidos. Apesar da diferenca ser mais expressiva no referencial
heliocéntrico, este também contribui muito pouco, visto que a discusséo sobre a forma
como a excentricidade das 6rbitas ja foi feita na Subsecéao 4.2.1 e ilustrada na Figura
1, apenas o resultado para 105 dias. Portanto, apenas os graficos das trajetérias na
vizinhanca de Marte serdo exibidos para todos os tempos de viagem.

A discussao se iniciard com os resultados obtidos para o tempo de viagem de
105 dias. A simulag&o em ambos os casos se inicia com o impulso AV, ja aplicado,
consequentemente, a circunferéncia de linha preta tracejada representa a 6rbita de
estacionamento, mas esta foi gerada a partir das equacgdes paramétricas e nao dados
obtidos pela simulagéo.

Na vizinhanga da Terra, Figuras 6a e 6b, a integracdo numérica com o RE-
BOUND tem aproximagao muito satisfatéria mesmo com ambos os métodos do voo
no interior da esfera de influéncia terrestre. Ao comparar ambas trajetérias, as curvas
séo visualmente idénticas, sendo indistinguiveis ao olhar para o grafico que mostra
toda a esfera de influéncia.

De acordo com as Figuras 7a e 7b séo o erro instantadneo percentual, ou seja

rsim(t> - rteo(t>

€ =100 x
[7e0(t)]

A permanéncia da nave no interior da esfera de influéncia dura um pouco menos que
1,6 dias, independente do modelo adotado, um resultado que era esperado. Como es-
perado, visto que pela Tabela 1 as diferengas entre as condigdes iniciais séo singelas,
entretanto, as diferencas se acumulam ao longo da viagem, fazendo com que o resul-
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tado final seja evidentemente distinto. Esse resultado valida de forma intuitiva e visual
a robustez das hipo6teses nas quais € baseado o método do patched-conics.

Figura 6 — Trajet6ria geocéntrica de partida normalizada em relacéo ao raio da esfera
de influéncia terrestre.

(a) Método simplificado.
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(b) Método vetorizado.
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Fonte: autor.

Figura 7 — Erro instantaneo relativo percentual das trajetérias simuladas em relacao
as suas reconstrugdes analiticas no sistema geocéntrico.

(a) Método simplificado. (b) Método vetorizado.
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Fonte: autor.

O préximo trecho a ser discutido € a orbita heliocéntrica de transferéncia, exi-
bida na Figura 8a. Como discutido no Capitulo 3, a Terra é assumida estar alinhada
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com o eixo da abscissa a 1 UA de distancia. Tanto a érbita da Terra quanto a de Marte
foram aproximadas para orbitas circulares ao se considerar o raio médio no tempo de
cada uma, assim como discutido em (Curtis, 2020). Para isso os valores de semieixo
e excentricidade de cada planeta foram obtidos pela APl Horizons do Jet Propulsion
Laboratory da NASA (Giorgini et al., 1996) em Python.

Figura 8 — Trajet6ria heliocéntrica de transferéncia normalizada unidades astronémi-
cas.

(a) Método simplificado. (b) Método vetorizado.
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Fonte: autor.

Novamente, tanto visualmente quanto quantitativamente, pela Figura 9a, a si-
mulacao e a reconstrucado analitica tem concordancia muito satisfatéria entre si, tal
que, mesmo apos 100 dias, 0 erro instantaneo entre as trajetérias tedrica e simulada
ainda séo inferiores a 0,1%. Mostrando novamente que, mesmo em um modelo mais
simples, 0 método patched-conics tem fundamentacdo com boa consisténcia. Sendo
muito satisfatorio para iniciar uma analise em primeira aproximagéao de modo a enten-
der melhor os requisitos de missdo previamente de ser realizada uma simulacédo do
Problema de N Corpos e maiores gastos computacionais.

Por fim, o ultimo trecho do método patched-conics, a trajetéria préxima a
Marte. Neste grafico, € possivel observar com facilidade o impacto das pequenas
diferencas nas condigdes iniciais da cinematica da nave e da fase orbital marciana
exibidas na Tabela 1. Como mencionado anteriormente, para este caso em especi-
fico, as diferengas vao além de simplesmente a hipérbole de chegada ter um periastro
mais proximo ao destino. Para este caso com duragao de 105 dias, até mesmo o sen-
tido de orientacao € trocado entre movimento prégrado na Figura 10a e movimento
retrégrado na Figura 10b.

Como mencionado anteriormente, agora serdo apresentados os graficos para
os tempos de viagem de 150 dias e 210 dias na vizinhanga marciana. Ressaltando
novamente que os graficos das trajetérias geocéntricas adicionam pouco a presente
discussao e os efeitos da excentricidade no tempo de viagem e energia mecénica total
ja foram abordados e ilustrados previamente.
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Figura 9 — Erro instantaneo relativo percentual das trajetérias heliocéntricas simuladas
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Figura 10 — Trajetéria areocéntrica de partida normalizada em relagéo ao raio da es-
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fera de influéncia marciana para um tempo de viagem de 105 dias.
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Observa-se que na Figura 11a a precisdo do método simplificado é significati-

vamente afetada, ou seja, o periastro da hipérbole areocéntrica ocorre a uma distancia
muito maior na viagem de 150 dias do que para a viagem de 105 dias. De fato, esta tra-
jetdéria estd quase na borda da esfera de influéncia. Para um aumento de 45 dias de
viagem, a precisao deteriorou-se para abaixo da metade. Entretanto, o método simpli-
ficado ainda mantém uma boa precisdo em relacao a trajetéria analitica. De maneira
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Figura 11 — Trajetéria areocéntrica de partida normalizada em relagéo ao raio da es-
fera de influéncia marciana para um tempo de viagem de 150 dias.
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contraria, o método vetorizado melhorou consideravelmente sua precisédo. A redugao
do periastro da hipérbole e portanto um aproveitamento do efeito Oberth contribuiu
para uma redugdo de aproximadamente 0,96 km/s na manobra de frenagem.

A Figura 12a é um caso muito interessante. Nesta simulagéo a nave ndo con-
seguiu adentrar na esfera de influéncia, e a primeira manobra impulsiva ocorreu fora
desta mas ainda no interior da esfera de Hill. Como discutido na Seg¢&o 2.2 do Capi-
tulo 2, a esfera de Hill € uma superficie teérica, derivada do Problema de 3 Corpos em
que um satélite, natural ou artificial, ainda pode ser capturado pelo corpo celeste de
massa intermedidria, neste caso o planeta Marte, mas ainda assim este sofre efeitos
de perturbacao do corpo gravitacionalmente dominante, o Sol.

Uma consequéncia direta desses efeitos é que a aproximacao de oOrbita keple-
riana nao pode ser assumida. Isso faz com que, mesmo a manobra impulsiva tendo
sido calculada para que fosse alcancada uma altitude de 50.000 km apds a manobra
Hohmann de transferéncia, a nave ndo possui energia suficiente para atingir essa alti-
tude. Isso fica evidenciado no terceiro painel da Figura 12a, onde a linha trago-ponto
de raio 50.000 km indica novamente a altitude alvo que néao foi atingida. Entretanto,
neste caso, a precisdo da Orbita de estacionamento é consideravelmente maior do
que na Figura 11, o que pode comprometer a seguranga da missao.

Por fim, a Figura 12b mostra uma caracteristica interessante sobre o método



48

Figura 12 — Trajetéria areocéntrica de partida normalizada em relagéo ao raio da es-

fera de influéncia marciana para um tempo de viagem de 210 dias.
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vetorizado. Além da consisténcia de adentrar na esfera de influéncia em todos os
tempos de viagem analisados neste trabalho, o periastro da hipérbole areocéntrica
voltou a ficar mais distante, isso demonstra que em algum ponto entre os periodos de

105 e

210 dias o valor do closest approach atinge um minimo e entdo volta a aumentar.

A investigacdo desta caracteristica ndo sera abordada neste trabalho, mas pode vir a
se tornar um estudo futuro.

Tabela 2 — Tempo de execugdo dos métodos simplificado, vetorizado e a diferenca

entre ambos.

Tempo (dias) Simplificado (s) Vetorizado (s) Variagao (s)

105 18.40254 17.38441 —1.01813
150 28.68035 23.29148 —5.38887
210 38.46825 32.97639 —5.49186

Com os resultados de cada algoritmo apresentados de forma quantitativa e

qualitativa, uma breve discussao sobre o custo computacional e tempo de proces-
samento sera brevemente discutida. Ambos os algoritmos tem uma duragéo similar,
com pouca diferenga no tempo de execugéo. O intervalo de tempo adotado foi 67 s e
o integrador numérico 1AS15, (Rein; Spiegel, 2015). A Tabela 2 exibe os tempos de
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execucao de cada método, bem como suas diferencas. Nota-se que além de mais pre-
ciso, 0 método vetorizado € mais rapido, mesmo resolvendo o sistema de equacdes
ndo-lineares. Isso é esperado pois, pelo fato de o0 método vetorizado ser mais preciso,
o periastro da hipérbole de aproximagdo com Marte € menor. Consequentemente, a
elipse de transferéncia da hipérbole de aproximacao para a érbita areocéntrica final
tem menor valor de semieixo maior e, portanto, menor tempo de transferéncia acarre-
tando, também, menor tempo de processamento.

4.3 ANALISE DE INCERTEZA NA FASE INICIAL DE MARTE

Na secao passada, verificou-se que o método vetorizado proposto apresenta
algumas vantagens na melhoria da precisdo. Entretanto, em missdes reais, o planeta
de destino sofre muitas outras perturbacées que ndo estdo presentes neste trabalho.
Nao obstante, Marte ndo se encontra no mesmo mesmo plano orbital que a Terra,
o plano da ecliptica, portanto a manobra interplanetaria seria tridimensional, conse-
quentemente isso torna todo o processo de arquitetura de missdo mais complexo. A
realidade é muito mais rica que quaisquer experimentos e simulacdes.

Tendo em mente que possiveis diferencas podem ocorrer entre um modelo re-
lativamente simplificado, ndo conta com a perturbagéo gravitacional advinda de outros
planetas e suas luas, por exemplo, esta sec¢ao ira explorar o efeito que incertezas po-
dem gerar no resultado final. Foi decidido introduzir incertezas na fase inicial de Marte,
fazendo bastante sentido. Sistemas de controle de propulsdo modernos sdo bem pre-
cisos e apesar de ndo serem perfeitos, a propagacao de incertezas certamente é bem
menor que na dindmica caotica de Marte sem nenhum controlador.

Para isso definiu-se um valor de incerteza base, tal que apds ser multiplicado
por um numero m, gere uma incerteza que altere o espalhamento da interagao gravi-
tacional entre a nave e Marte de forma a manter uma mesma condi¢ao inicial da nave,
ditada pela variavel &, e possam ser observadas variagées consideraveis na trajeté-
ria de chegada. A incerteza base foi calculada através da diferenga entre o angulo
&vec, calculado pelo método vetorizado, e &, calculado pelo método simplificado, a
incerteza aplicada

0 f (m) =m|&vec — Esim| » (30)

de tal forma que a nova condi¢&o inicial da fase marciana é
=1 +8f(m), meR. (31)

Dois regimes foram dominios da para a variavel m. O primeiro serd denotado
como regime global, visto que os valores permitidos para m sdo mais amplos e varrem
toda a regido da esfera de influéncia marciana. Observou-se que o intervalo m € [—2, 1]
cobre uma regido extensa da esfera de influéncia. Para o regime critico, restringiu-se
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este dominio para m € [—0,675,—0,625], a fim de investigar condi¢des de proximidade
e eventuais colisdes com Marte. A Figura 13 mostra de maneira visual a diferenciagéo
entre esses regimes. Para todas as simulacdées o tempo de viagem escolhido foi de
105 dias. Em cada regime, foram realizadas 1000 simulacdes nos respectivos dominios.

Figura 13 — Visualizacao e diferenciacao entre os regimes global e critico.
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Fonte: autor.

Em seguida, foram selecionadas oito trajetorias com valores relativamente espagados
de maneira uniforme, a fim de facilitar a visualizacao dos diferentes comportamentos
dindmicos.

A regido critica € de grande interesse para uma missao deste tipo. Ela nao
apenas ajuda a assegurar a seguranca da missdo, mas também formas auxiliares de
frenagem como aerocaptura (Falcone et al., 2019; Spilker et al., 2019). Estratégias
como essa necessitam que a nave adentre na atmosfera marciana e aproveite-se do
arrasto atmosférico a fim de reduzir o AV, da missdo. Estudos como (Isoletta et al.,
2021) mostram que avancos nessa estratégia ainda sao necessarios, mas esforcos
sao realizados nesse segmento que pode ter aplicacao para outros destinos além de
Marte.

Na Figura 13a, observa-se que valores mais abrangentes da variavel m produ-
zem uma varredura que cobre grande parte da esfera de influéncia marciana. E impor-
tante notar como a redugéo do valor de closest approach intensifica o espalhamento
gravitacional. A trajetéria representada pela linha vermelha, por exemplo, apresenta
uma deflexao significativamente maior quando comparada as trajetérias mais distan-
tes. Além disso, essa deflexdo ocorre na direcao de Marte, como esperado devido ao
carater atrativo da interagédo gravitacional.

A Figura 13a apresenta trajetorias sem a execucao de manobra de frenagem,
entretanto, de maneira separada, foram feitas algumas simulagées com captura, a fim
de investigar o efeito Oberth para possiveis trajetérias de uma missao ficticia. A Figura
14 mostra como ocorre a variagao de AV,,, em funcao do periastro da hipérbole. Como
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sao realizadas duas manobras impulsivas para estacionar a nave na altitude desejada,
o valor de AV, é
AVary = AV + AV, (32)

A variacao de velocidade AV, representa a manobra necessaria para a nave
sair da Orbita hiperbdlica e ser capturada por Marte, e posteriormente realizar uma
manobra de Hohmann para chegar proximo a altitude de desejada. Essa variagéo na
magnitude da velocidade que deve ser aplicada no periastro da hipérbole e é dada por

2.uo7‘ _ 2/.1071 Te

AV, = Vgo + .
q q(q+re)

(33)

A segunda variagdao AV, na magnitude da velocidade que deve ser aplicada no perias-
tro da elipse para entrar em orbita circular e estacionar a nave. A magnitude de AV, é

dada por
2159 Hs
AV, = [~ 22, 34
) Py PR - (34)

onde ¢ é o valor do periastro da hipérbole', r. & o raio da 6rbita circular desejado e v..
€ considerada a velocidade que a nave tem ao adentrar na esfera de influéncia. Como
o valor de v., varia de acordo com a posi¢ao e velocidade relativa da nave no inicio do
encontro com o alvo, foram utilizados os valores minimo e maximo de cada simulagao
a fim de gerar as curvas analiticas limitantes para os valores possiveis de AVyy.

Figura 14 — Variacdo do AV, de frenagem em funcao do valor do periastro da hipér-
bole.
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Fonte: autor.

A andlise de algumas grandezas dinamicas torna-se importante tanto para
avaliar a seguranca da nave contra eventuais colisdes quanto para investigar a possi-
bilidade de uma aproximacao significativa da atmosfera marciana, condicao necessa-
ria para a realizagdo de manobras de aerocaptura. Nesse contexto, o parametro de

1

Como esta sendo explicitamente informado que a andlise ocorre no sistema areocéntrico o subindice
com o simbolo associado a Marte foi omitido para o periastro.
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impacto € uma grandeza particularmente relevante. De forma analoga ao seu uso em
problemas de espalhamento na teoria cinética e em intera¢des coulombianas, (Gom-
bosi, 1994), ele pode ser interpretado como a distancia perpendicular entre a direcao
assintética de aproximacao (ou afastamento) da particula e o centro atrator (ou repul-
sor).

Figura 15 — Andlise de algumas grandezas orbitais relevantes para esta etapa do es-
tudo em func¢do do multiplicador m nos regimes global e critico.

(a) Parametro de impacto no regime global. (b) Parametro de impacto no regime critico.
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Essa analogia é justificada pela semelhanca de ambas as interagcdes se tra-
tarem de forgas centrais inversamente proporcionais a r>. Valores menores do para-
metro de impacto estdo associados a aproximacdes maiores do corpo central, produ-
zindo deflexdes da trajetéria mais proeminentes. O comportamento do parametro de
impacto € mostrado na Figura 15a. Observa-se que sua variagdo com o multiplicador
€ praticamente linear decrescente até a regidao do dominio que se encontra o regime
critico e volta a aumentar, o que é esperado, visto que indicador da proximidade do
argumento do periastro.

A variacao do argumento do periastro w é exibida na Figura 15c. Essa gran-
deza é relevante porque caracteriza a orientagdo da 6rbita areocéntrica de passagem
e permite identificar mudancgas na geometria da aproximagao da nave em relacéo a
Marte. Essa distingao é importante no planejamento da misséo, pois uma orbita de
chegada incompativel com a érbita operacional desejada pode exigir manobras corre-
tivas adicionais.

Nao obstante, essa orientagdo pode influenciar na manobra de aerocaptura.
Como a atmosfera acompanha, em primeira aproximacao, a rotacédo do planeta, o sen-
tido relativo da passagem modifica a velocidade da nave em relacdo ao escoamento
atmosférico, afetando o arrasto aerodinamico, a dissipacao de energia e as cargas
térmicas durante a passagem. Assim, a analise de o fornece informacdes relevantes
nao apenas sobre a geometria da captura, mas também sobre a viabilidade dindmica
de estratégias para reducao do custo de AV.

Observa-se que, para parte do dominio analisado, @ permanece préximo de
zero, indicando que a orientacédo da linha dos apices varia pouco nessa regiao para
105;dias de viagem. Entretanto, em torno da regiao de regime critico, ocorre uma
descontinuidade para valores proximos a 2x rad, seguida e uma rapida variacao para
qual w assume valores proximos de x rad. Esse comportamento indica uma mudancga
significativa na orientagdo do periastro da 6rbita areocéntrica de chegada, associada
a alteracdo da geometria de aproximagao da nave.

Por fim, a Figura 15e mostra o valor do periastro da hipérbole, ou closest
approach. Diferente do parametro de impacto, o qual € uma grandeza da indicativo da
proximidade entre a nave e o planeta, o periastro é a magnitude da menor distancia
orbital entre estes. Como as equacgdes cinematicas do método patched-conics sao
baseadas no Problema de 2 Corpos em que um deles tem massa desprezivel, onde
o centro de massa do sistema é o centro de massa do corpo mais massivo, quando o
periastro for igual ao raio de Marte, ocorrera uma colisdo, ou seja, quando

O parametro de impacto A e o periastro ¢ sdo correlacionados pela Equacao
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(35) abaixo

P
qv2,

A=qg\|1+ (35)

O comportamento de ambos € muito similar pelo dominio analisado. A diferenga prin-
cipal ao comparar a Figura 15a com a Figura 15e é que a primeira mostra-se leve-
mente arqueada ao chegar proximo da regido critica, enquanto o o periastro tem um
comportamento mais linear, mesmo nas regides de maior aproximagao.

A delimitacao da regidao do dominio do regime critico estipulada anteriormente
corresponde a uma estimativa preliminar baseada nos resultados do regime global, a
qual foi posteriormente aprimorada por meio de um ajuste fino. Isso fica evidente no
conjunto de gréficos exibidos na Figura 15. Nesses graficos a regido sombreada em
vermelho corresponde as simulagdes que finalizaram em colisdo. De 1000 simulagdes
feitas para o regime critico, 790 simulacdes resultaram em colisao.

A Figura 15b apresenta a variagdo do parametro de impacto normalizado pelo
raio de Marte em fungédo do parametro m. Observa-se que os valores de A/R, per-
manecem préximos de 5. A linha tracejada em vermelho corresponde ao valor de
parametro de impacto normalizado, A/R ,, onde ¢/R, = 1 e representa onde haveria
colisdo por questdes puramente geométricas.

Isso entra em conflito com o que se observa na Figura 15f, que mostra o pe-
riastro areocéntrico normalizado por ¢/R ;. Neste grafico, a linha vermelha continua
demarca exatamente onde a altitude da nave atinge a superficie marciana. Verifica-se
que, no regime critico, os valores ¢/R, ficam abaixo desse limite. Esse comporta-
mento pode indicar as colisdes estejam relacionadas ao efeito de focalizagao gravita-
cional.

Por fim, a Figura 15d apresenta o comportamento do argumento do periastro
. Esta regido representa as variacées abruptas observadas na Figura 15c. A pri-
meira, de fato ocorre uma descontinuidade entre proximo de 0 rad e 2z rad, mas entao,
observa-se que esta decai monotonicamente até x rad, e ndo € uma descontinuidade
como parece ao olhar a Figura 15¢c. O que faz bastante sentido.

Para o tempo de viagem estipulado, observa-se que valores mais negativos
de m a nave encontra-se mais a direita na Figura 13a. Conforme m torna-se menos
negativo e atinge a regiao de colisdo, o primeiro ponto de colisdo, de forma idealizada,
seria em 2z rad e percorre em sentido horario o quarto e terceiro quadrante, respecti-
vamente, até sair da regido critica. Como mencionado, o dominio de regime critico foi
feito por meio de ajuste fino e resultados do regime global, mas estima-se de maneira
mais precisa via interpolagao linear que a regido onde se iniciam as colisbes acontega
no dominio m € [—0,66917836, —0,62968217].
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4.4 SISTEMAS PROPULSIVOS

Na presente secdo secao serao discutidos os resultados apresentados ao
longo do Capitulo 4. Essa discussdo abrangera ndo somente uma reviséo e inter-
pretacado dos dados obtidos, mas também uma ligacdo com outras areas na area de
engenharia aeroespacial assim como outras.

Através da equacgao do foguete de Tsiolkovsky, é possivel estimar a variacao
total de massa de um sistema propulsivo. Atualmente dois tipos de propulsdo séo os
mais utilizados, sendo estes a propulsdo quimica e a propulsado elétrica. Entretanto
para o tipo de missdo em que foi proposto neste trabalho, ambos os métodos tem
problemas de inviabilizam a missdo num horizonte de tempo préximo.

A teoria isentropica descreve que a forca de empuxo de um foguete é dada
por

F= [pevg‘f’ (Pe_Penv)} Ae. (36)

onde P.,, € a pressado do ambiente externo, que para o0 espago, numa primeira aproxi-
magao e possivel considerar P.,, = 0. O impulso especifico &€ dado por

F
Isp = ) (37)
mego

pela equacao de Tsiolkovsky é possivel mostrar que a variagao total de massa como
fracdo da massa inicial é
S T (38)
mo

Observa-se, portanto, uma relagéo inversa entre o impulso especifico e a fra-
¢ao de massa consumida durante a missdo. Para um mesmo requisito de AV, maiores
valores de Iy, reduzem a quantidade de propelente necessaria, uma vez que 0 mo-
tor consegue produzir maior impulso por unidade de peso de propelente consumido.
Assim, o impulso especifico constitui uma medida direta da eficiéncia propulsiva do
sistema, sendo uma grandeza fundamental para comparar diferentes arquiteturas de
propulsdo em missdes espaciais.

Nas Equacdes (37) e (36) v,, p., P. € A, sdo a velocidade, densidade, pressao
estatica e area na secao de saida de um bocal convergente-divergente. A area A,
€ uma caracteristica de design do sistema propulsivo e uma andlise de eficiéncia e
otimizagcado para a implementacdo completa no foguete merece um estudo especifico.
Atualmente, o bocal de Rao (Rao, 1958) € um método de otimizagdo muito utilizado
para a parametrizacdo de bocais espaciais, e serviu de base para a presente anélise,
sendo exibido na Figura 16. Para este trabalho considera-se que o raio da entrada é
R; =71 mm, 0 raio da garganta R; = 35.5 mm € o raio da saida R, = 275 mm.

As outras grandezas, v,., p. € P., por outro lado, sao as propriedades fisicas
que o fluido de trabalho tera ap6s no momento da ejecdo. Elas dependem das intera-
cbes de colisdo entre suas moléculas e a superficie do bocal (viscosidade). A teoria
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Figura 16 — Bocal de Rao. A malha interna corresponde a valores interpolados para
visualizacao, o real refinamento do modelo é muito maior.
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Fonte: autor.

de escoamento compressivel pode estimar como ocorrem essas variagées em funcao
da constante adiabatica y = Cp/C,, sendo C, o calor especifico a pressio constante e
C, o calor especifico a volume constante. A equacao de estado é dada pela equacao
dos gases idealis,

P

p
onde P é a pressdo, p a densidade, R = R,/M é a constante especifica do gas, R,
é a constante universal dos gases, M a massa molecular média das moléculas que
compdem esse gas e T a temperatura, (Anderson Jr., 2020).

Entretanto, a teoria cinética dos gases demonstra que Cp e C, dependem da
constante especifica do gas e do numero de graus de liberdade rotacional das molé-
culas, ou seja, Y= y(n,M) (Gombosi, 1994). Em suma, a massa molecular é um fator
determinante para o funcionamento do sistema propulsivo.

Sistemas de propulsdo quimicos apresentam alto desempenho, mas baixa efi-
ciéncia (muito empuxo, mas tem gasto excessivo), ja sistemas de propulsao elétricos
apresentam alta eficiéncia mas baixo desempenho (pouco gasto, mas pouco empuxo).
Isso implica que por um lado, a missdo seria extremamente custosa devido a quanti-
dade de combustivel e estrutura da nave necessaria; por outro, o tempo até acelerar
na partida e desacelerar no destino torna esse tipo de propulsao inviavel para seres
humanos pelas a bordo questées de seguranca ja discutidas.

Por outro lado, tecnologias como propulsdo nuclear térmica tem o intuito de
oferecer um balanco entre essa necessidade (Emrich, 2016). A tecnologia em si ndo
€ nova, na década de 1960, motivados pela Guerra Fria, o projeto NERVA (Finseth,

= RT, (39)
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1991) se destaca por ser um prot6tipo deste tipo de propulsao que serve de base até
os dias atuais para designs como (Chang et al., 2015; Chang et al., 2016; Lin; Youinou,
2022).

Este tipo de propulsdo consiste em aquecer gas hidrogénio H, por um reator
de fissdo nuclear. Essa se apresenta como uma alternativa que busca um equilibrio
entre os dois sistemas anteriormente citados. Uma das principais adversidades para
este tipo de tecnologia é evitar o derretimento do material radioativo, além do custo ne-
cessario para o processo de enriquecimento de U-235, (Semenov; Kharitonov, 2023).
Por isso, os trabalhos previamente citados utilizam matrizes de combustivel considera-
velmente diferentes dos usuais, além de chegarem a temperaturas muito superiores.

Uma breve andlise sera realizada realizada entre entre um propulsor quimico
e um nuclear em estado de frozen flow, ou seja, as propriedades na entrada do bocal
se encontram em estado de equilibrio e se perpetuam assim por todo o escoamento.
Na Figura 17 € apresentada a fragdo molar de cada gas. Devido a natureza consi-
deravelmente distinta, uma comparacgéo direta da composicao de cada um é muito
diferente da outra. Se por um lado o propulsor termonuclear sofre apenas os efeitos
da dissociagao para um estado de equilibrio (Atkins et al., 2018) e depende da tempe-
ratura que possui apos sair do reator, o propulsor quimico, neste caso considera-se o
combustivel LOX (liquid oxygen), passa por um processo de combustao e os produtos
de combustao dependem de razao de equivaléncia ¢ bem como da entalpia antes da
reacao de combustao (Turns, 2012).

Figura 17 — Fragdes molares das espécies da composi¢cao de cada gas em diferentes

condicoes.
(a) Prpoulsor termonuclear. (b) Propulsor quimico.
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Fonte: autor.

Entretanto, apdés a combustdo, ambos os sistemas podem ser comparados
por meio da entalpia de estagnagéo Hy,. Na Figura 17a, observa-se que a quantidade
de hidrogénio dissociado é extremamente baixa, sendo necessario utilizar dois eixos,
ou a variagcao seria visivelmente imperceptivel. Este ndo é o caso da Figura 17b, a
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variacao da quantidade de H,O e outros produtos muda drasticamente com diferentes
razdes de equivaléncia.

Figura 18 — Impulso especifico e empuxo gerados em funcao da entalpia de estagna-
cao para um propulsor com caracteristicas similares a Figura 16. Propul-
sor termonuclear (a esquerda) e um propulsor quimico de LOX (a direita).
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Fonte: autor.

Pelo resultado da Figura 17, além da comparacao entre os propulsores, foi
também realizada uma analise dos efeitos que a dissociacdo pode ter no desempe-
nho de um propulsor termonuclear. Tendo em vista a pequena diferenga na concentra-
¢ao de hidrogénio dissociado, espera-se que o efeito seja praticamente desprezivel,
pois mesmo quando a temperatura do propelente € 3000 K, a fracdo de hidrogénio
dissociado ainda é inferior a 3%.

Entretanto ndo é isso que se observa nas curvas azul e amarela das Figuras
18a e 18b. A reducao observada no impulso especifico esta associada ao fato de que,
em temperaturas elevadas, parte do hidrogénio molecular sofre dissociagéo, formando
hidrogénio atdmico. Esse processo € endotérmico, por requerer energia para romper
a ligacdo molecular H—H. Assim, uma parcela da energia disponivel no gas passa
a ser armazenada na forma de energia quimica associada as espécies dissociadas,
em vez de ser convertida integralmente em energia cinética do escoamento durante a
expansao no bocal.
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Ainda sobre a Figura 18a, nota-se que a curva azul, associada ao H, puro,
apresenta crescimento monoténico no intervalo analisado, o que é coerente com a
auséncia de perdas por dissociagdo molecular no modelo. Este ndo € o caso para
a mistura dissociada e para o propulsor quimico, cujas curvas apresentam reducao
progressiva da taxa de crescimento com o aumento da entalpia. No caso do LOX, essa
tendéncia parece mais acentuada, indicando uma regido de menor sensibilidade do
empuxo ao aumento de entalpia, embora nao se possa afirmar, sem analise adicional,
se tal comportamento corresponde a um platé ou a uma mudanga de concavidade.

Em relacdo a Figura 18b, observa-se que o empuxo produzido pelo H, puro
e pela mistura dissociada apresenta apenas uma pequena variagao ao longo do inter-
valo analisado, permanecendo na ordem de 7,3 kN. Ainda assim, a curva associada
ao H, puro permanece acima da curva da mistura, o que é consistente com a dis-
cussao sobre os efeitos da dissociagdo molecular na perda de energia disponivel é
consumida para formacéao de hidrogénio atdémico.

Para o caso do propulsor quimico, o comportamento € distinto. Embora o
impulso especifico ndo apresente apresente decrescimento no intervalo analisado, o
empuxo atinge um ponto de maximo e diminui para maiores valores de entalpia de
estagnacao. Esse resultado evidencia que 0 empuxo nao depende apenas da veloci-
dade de exaustdo, mas também da vazdo massica e do termo de pressado na saida
do bocal. Essa perda no empuxo sofrida esta associada a reducao na quantidade de
agua formada. Pela Equacéao (36) a forga do propulsor depende da densidade do gas
ejetado. Se ha a reducao na formacgéao de H,0, reduzindo assim a densidade média
da mistura. O mesmo raciocinio se aplica a mistura dissociada.

Tabela 3 — Estimativa da fracdo de massa propelente para os modelos simplificado e
vetorizado para 105 dias.

Tipo de propulséao Iy, (s) Massa de propelente (%)
Propulsor quimico 440.003 97,9842
Propulsor nuclear térmico  924.934 84,3899
Propulsor de ions 5000 29.0764
Propulséao fotonica c/go 0,00563

A Tabela 3 sintetiza os resultados obtidos anteriormente em conjunto da ana-
lise de sistemas de propulsado elétrica e fotbnica. Apesar de as propulsdes idnica e
fotonica apresentarem alto /;,, ambas tém pouco empuxo, logo, suas trajetorias nao
podem ser reduzidas a uma manobra impulsiva como abordado neste trabalho, mas
foram calculadas as variacbes percentuais de massa apenas para fins ilustrativos de
como o I, influencia no percentual de massa de propelente necessaria para esta mis-
sdo. Nesta tabela, encontra-se o impulso especifico e os percentuais de massa de
propelente sdo dados. Apesar de sistemas de propulsdo elétrica terem um Iy, muito
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interessante, a vazao massica € extremamente baixa, fazendo com que a forca de
empuxo seja muito pequena (Goebel; Katz, 2008).

Sistemas de propulséao relativistica especulativa, como aqueles baseados em
um Kugelblitz (“raio globular”, do alemao, kugel para bola/esfera e blitz de raio/relampago)
— isto é, um buraco negro artificial formado, em principio, pela concentracdo extrema
de radiacéo eletromagnética. Nesse tipo de conceito, a energia associada ao campo
eletromagnético atuaria como fonte gravitacional nas equacdes de campo de Einstein,
(Misner et al., 2017). Baseada na solucao de Schwarzschild, propostas de espacona-
ves desse tipo consideram o aproveitamento da radiagédo de Hawking emitida por um
buraco negro artificial como fonte de energia ou de empuxo, reduzindo drasticamente
a necessidade de propelente convencional, embora a custa de exigéncias energéti-
cas extremas e estejam muito além das tecnologias atualmente disponiveis (Crane;
Westmoreland, 2009; Senovilla, 2015; Lee, 2015).

Outros conceitos de propulsdo como o motor de Alcubierre e as pontes de
Einstein-Rosen dependem da manipulagcao da geometria do espago-tempo, e nédo de
mecanismos classicos de aceleracao por ejecdo de massa ou transferéncia conven-
cional de momento linear (Einstein; Rosen, 1935; Alcubierre, 1994). Apesar de sua
relevancia como exercicio teérico em Relatividade Geral e propulsdo avancada, tais
sistemas ndo sdo diretamente comparaveis aos modelos propulsivos considerados
neste trabalho, uma vez que ndo se enquadram na formulagdo newtoniana usual ba-
seada em variacdo de quantidade de movimento. Por esse motivo, embora sejam
pertinentes em discussdes sobre limites extremos da exploracdo espacial, esses mo-
delos permanecem fora do escopo quantitativo adotado neste trabalho.
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5 ANALISE DE DADOS

Neste capitulo, sdo discutidos os resultados obtidos por meio das equacdes
analiticas e das simulagdes numéricas. Uma missao tripulada a Marte representaria
um marco histérico para a exploracao espacial, ndo apenas do ponto de vista tecnolo-
gico, mas também por se tratar da primeira ocasidao em que seres humanos pisariam
em outro planeta. Nesse sentido, tal feito possuiria relevancia simbdlica comparavel a
eventos como o voo orbital de Yuri Gagarin ou o pouso de Neil Armstrong na Lua. Ape-
sar do evidente interesse cientifico, tecnolégico e cultural associado a esse objetivo,
a realizacdo de uma missao dessa natureza ainda depende de avancgos significativos
em engenharia, seguranca operacional, sistemas de suporte a vida e arquitetura de
missao.

Os resultados provenientes do método vetorizado mostraram-se consideravel-
mente superiores em termos de precisao da interceptacdo com Marte. Embora esse
procedimento apresente maior complexidade quando comparado ao modelo simplifi-
cado de patched-conics, sobretudo pela necessidade de resolver um sistema de equa-
¢cOes algébricas nao lineares, sua implementacdo permanece relativamente acessivel
com o auxilio de métodos numéricos, como minimos quadrados ou o algoritmo de
Levenberg—Marquardt (Levenberg, 1944; Marquardt, 1963). Um ponto relevante para
trabalhos futuros consiste em investigar a evolugao da precisdo desse método em di-
ferentes regimes de tempo de voo, como observado nos casos de 105, 150 e 210;dias,
bem como comparar os resultados obtidos por essa formulacdo com trajetérias de
missdes reais, tanto para Marte quanto para outros planetas.

Como resultado das simulacdes, a Tabela 1 apresenta os valores de AV re-
queridos em cada etapa da transferéncia. Observa-se que a inser¢cao da nave em uma
trajetéria heliocéntrica de transferéncia para um tempo de voo de 105;dias exige um
AV inferior a aproximadamente 5 km/s. Embora esse valor seja elevado em compara-
cao com muitas manobras orbitais convencionais, ele ainda se mostra relativamente
moderado quando considerado no contexto de uma missao tripulada interplanetaria.
A principal parcela do custo propulsivo, entretanto, esta associada a insergéo da nave
em Orbita areocéntrica, que requer aproximadamente 12 km/s. Esse resultado eviden-
cia que, para trajetérias de curta duracao, a etapa de captura em Marte pode se tornar
o principal limitante da arquitetura da missao.

Esse comportamento também ajuda a contextualizar a dificuldade de missdes
rapidas para Marte. Manobras de perseguicao, conhecidas como chasing maneuvers,
séo frequentemente associadas a custos elevados de AV, podendo alcangar valores
da ordem de 10 km/s (Curtis, 2020), sendo apelidadas muitas vezes de star wars
maneuvers. Embora o caso analisado neste trabalho ndo corresponda diretamente a
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esse tipo de manobra, a comparacao ilustra que reducdes significativas no tempo de
voo tendem a aumentar substancialmente os requisitos propulsivos, especialmente na
etapa de chegada ao planeta de destino.

Apesar dos beneficios potenciais da propulsdo nuclear térmica, seu emprego
em missoes tripuladas ainda exige pesquisas adicionais sobre limites operacionais,
seguranga do reator, confiabilidade em longo prazo e integragcdo com os demais sis-
temas da missdo. O elevado custo de desenvolvimento e teste de protétipos também
constitui um obstaculo importante. Além disso, questdes relacionadas ao combustivel
nuclear, ao enriquecimento de material fissil e a requlamentacao do uso de reatores
no espago tornam esse tipo de tecnologia dependente n&o apenas de investimentos
privados, mas também de forte apoio institucional e governamental.

Estratégias como a aerocaptura apresentam-se como alternativas promisso-
ras para reduzir o custo efetivo de propelente em missdes interplanetarias, uma vez
que parte da variacao de velocidade necessaria para a insergao orbital pode ser ob-
tida por meio do arrasto atmosférico, e ndo exclusivamente por propulsdao embarcada.
Entretanto, essa ndo é a unica maneira de reduzir o requisito propulsivo. Outra pos-
sibilidade, menos evidente, mas indicada pelos resultados obtidos, € o aumento do
tempo de viagem. Trajetorias mais longas tendem a demandar menores valores de
AV, reduzindo a fracdo de massa destinada ao sistema propulsivo. Por outro lado,
esse ganho ocorre a custa de maior exposicao da tripulagcdo ao ambiente espacial
profundo, maior demanda sobre sistemas de suporte a vida e aumento dos riscos
associados a confiabilidade da misséo.

Como discutido anteriormente, a exposicao a radiacdo ionizante permanece
uma das principais adversidades a serem superadas em missdes tripuladas de longa
duragdo. Ainda assim, avancos em materiais e estratégias de blindagem, especial-
mente envolvendo compdsitos poliméricos, materiais ricos em hidrogénio e propostas
de blindagem ativa, indicam caminhos possiveis para mitigar parte desses efeitos em
arquiteturas futuras de exploragéo espacial (Ferrone et al., 2023; Toto et al., 2024).
Dessa forma, a escolha entre trajetérias mais rapidas e mais custosas ou trajetorias
mais longas e energeticamente menos exigentes deve ser entendida como um com-
promisso entre desempenho propulsivo, seguranca radiolégica, massa total da missao
e maturidade tecnoldgica dos sistemas empregados.
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6 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo analisar trajetorias interplanetarias
para uma missao hipotética tripulada a Marte, com énfase na redu¢ao do tempo de via-
gem e na avaliacdo dos requisitos propulsivos associados. A partir de uma abordagem
baseada em mecaénica orbital classica, foram estudadas transferéncias Terra-Marte
por meio de formulagbes analiticas, do método de patched-conics e de simulagdes
numeéricas pelo REBOUND, permitindo comparar diferentes niveis de aproximagao
para o problema.

Os resultados obtidos indicam que trajetorias de curta duragdo, como o caso
de 105;dias, embora atrativas do ponto de vista da reducéo do tempo de exposicao da
tripulacdo ao ambiente espacial, impdem requisitos elevados de AV, especialmente
na etapa de chegada a Marte. Observou-se que a insercdo em trajetéria heliocéntrica
pode apresentar valores relativamente moderados quando comparada ao custo total
da missao, enquanto a captura em érbita areocéntrica se torna uma das etapas mais
criticas, exigindo uma parcela significativa do orgamento propulsivo. Esse resultado
evidencia que missdes rapidas para Marte nao sdo limitadas apenas pela capacidade
de partida da Terra, mas principalmente pela viabilidade de reduzir a energia relativa
da nave no encontro com o planeta de destino.

A comparagao entre o método simplificado e 0 método vetorizado mostrou
que a formulacédo vetorial apresenta melhor precisdo na interceptacdo com Marte,
ainda que a custa de maior complexidade matematica e numérica. A necessidade
de resolver sistemas de equacdes nao lineares, entretanto, ndo representa uma limi-
tacao intransponivel, uma vez que métodos numéricos consolidados permitem obter
solucdes de maneira eficiente. Dessa forma, o método vetorizado mostrou-se uma
alternativa interessante para refinar a andlise de trajetérias interplanetarias no escopo
da metodologia do patched-conics e adotado neste trabalho. O método pode ser nao
apenas um passo intermediario de projeto, mas também ter valor educativo no ensino
superior.

As simulagdes numéricas também permitiram avaliar a consisténcia dos re-
sultados analiticos e observar as limitagdes inerentes as aproximagodes utilizadas. O
método de patched-conics, embora simplificado, mostrou-se Util como ferramenta di-
datica e como primeira aproximagao para o estudo de transferéncias interplanetarias.
Ao decompor um problema de multiplos corpos em trechos dominados por interagdes
de dois corpos, 0 método permite estabelecer uma conexao direta com conceitos fun-
damentais da fisica, como conservacao de energia, quantidade de movimento, movi-
mento kepleriano e Orbitas cbnicas.

Do ponto de vista da arquitetura de missao, os resultados reforcam a existén-
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cia de um compromisso entre tempo de viagem, requisito propulsivo, fracdo de massa
e seguranca da tripulagdo. Aumentar o tempo de voo tende a reduzir a demanda de
AV e, consequentemente, o custo efetivo de propelente. Por outro lado, trajetérias
mais longas aumentam a exposicao a radiacao ionizante e os riscos associados a
permanéncia prolongada no espaco profundo. Estratégias como aerocaptura, propul-
séo nuclear, blindagem radiolégica aprimorada e otimizagao de trajetérias aparecem,
portanto, como elementos complementares na busca por missdes tripuladas mais vi-
aveis.

Além da analise técnica, este destaca também o potencial didatico das via-
gens interplanetarias como tema integrador para o ensino e a divulgagao cientifica. O
estudo de uma missao a Marte permite abordar, em um mesmo contexto, tépicos de
mecanica, gravitagdo, energia mecanica, tecnologia espacial, riscos biolégicos, his-
téria da ciéncia e limites da exploracdo humana. Dessa forma, o problema néo se
restringe apenas ao célculo de trajetérias, mas também se apresenta como uma opor-
tunidade para aproximar estudantes de conceitos cientificos normalmente tratados de
maneira fragmentada.

Como trabalhos futuros, sugere-se o refinamento do modelo por meio da in-
clusao de excentricidade nas Orbitas dos planetas, insercdo dos angulos de latitude
do nodo ascendente, inclinagao e argumento do periélio reais, modelos mais realistas
de propulsdo continua na partida da Terra e captura em Marte. Também seria rele-
vante comparar os resultados obtidos com trajetérias de missdes reais. Esses apri-
moramentos permitiriam avaliar com maior precisao a acuracia e precisao do método
desenvolvido neste trabalho.

Conclui-se, portanto, que a reducao do tempo de viagem para Marte é possivel
do ponto de vista orbital, mas envolve requisitos propulsivos elevados e importantes
desafios de engenharia. A analise desenvolvida mostra que ndo existe uma solucéo
Unica para o problema, mas sim um conjunto de técnicas e tecnologias que se desen-
volvem progressivamente de maneira paralela. O tempo e a histéria dirdo quando se
terd a urgéncia pela demanda de maior esforgo no desenvolvimento das tecnologias
necessarias. Nesse sentido, o estudo de trajetérias rapidas para Marte contribui tanto
para a compreensao dos limites atuais da exploracao espacial e limites tecnoldgicos,
quanto a construgao de abordagens didaticas capazes de apresentar a complexidade
e a beleza da mecanica orbital.
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