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RESUMO

A personalizacao da aprendizagem em plataformas de educagao online demanda sistemas
de recomendagao de exercicios que superem as limitagoes pedagogicas de abordagens tradi-
cionais. Contudo, o desenvolvimento de tais sistemas em contextos curriculares formais
¢ severamente limitado pela inexisténcia de conjuntos de dados publicos que mapeiem
interagoes de alunos a habilidades de curriculos como a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) brasileira. Este trabalho propoe e detalha um framework metodolégico de ponta
a ponta para a concepcao, desenvolvimento e avaliacao de Sistemas de Tutoria Adapta-
tiva alinhados a curriculos formais, instanciado e validado no dominio de matemética do
ensino médio sob a BNCC. O framework supera o desafio da auséncia de dados por meio
da geracao de interacoes sintéticas de alta fidelidade sobre um grafo de conhecimento
ontolégico que estrutura as habilidades e suas relagoes de pré-requisito. Sobre este grafo,
um banco de questoes é semanticamente mapeado por meio de uma pipeline hibrida de
Processamento de Linguagem Natural. O Dataset Sintético D resultante simula trilhas de
aprendizagem de miltiplos perfis de alunos. Realiza-se entao um benchmarking de mode-
los de Rastreamento de Conhecimento (Knowledge Tracing - KT) de tltima geracao para
selecionar uma arquitetura de diagnostico, que ¢ integrada a um motor de recomendagao
operando sob a teoria da Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP), equilibrando avango
curricular e reforco de pré-requisitos. A avaliagdo empirica é conduzida em pareamento
por estudante contra uma politica de ablagao uniforme: o sistema final atinge Acura-
cia Pedagogica elevada em valor absoluto (AP ~ 0,98) e preserva os perfis esperados de
Novidade Curricular e Diversidade de Sessao sem efeitos colaterais sisteméaticos. O ganho
diferencial da politica ZDP aponta na direcao teoricamente prevista, porém sem alcancar
significAncia estatistica no regime amostral adotado, configurando auséncia de evidén-
cia conclusiva contra a hipotese nula em vez de confirmacao positiva dela. A principal
contribuicao é, portanto, um framework reprodutivel e generalizavel a outros dominios e
curriculos formais, acompanhado de um protocolo de avaliagao pedagogica e de diagnos-
ticos estruturais sobre o componente de diagnostico KT que delineiam vetores concretos

de evolucao futura.

Palavras-chave: Sistemas de Recomendagao Educacionais, Rastreamento de Conheci-
mento, Grafos de Conhecimento, Sistemas de Tutoria Adaptativa, Zona de Desenvolvi-

mento Proximal, Base Nacional Comum Curricular.



ABSTRACT

The personalization of learning in online education platforms demands exercise recom-
mendation systems that overcome the pedagogical limitations of traditional approaches.
However, the development of such systems in formal curricular contexts is severely lim-
ited by the inexistence of public datasets mapping student interactions to the skills of
curricula such as the Brazilian Base Nacional Comum Curricular (BNCC). This work
proposes and details an end-to-end methodological framework for the conception, de-
velopment, and evaluation of Adaptive Tutoring Systems aligned with formal curricula,
instantiated and validated on the domain of high-school mathematics under the BNCC.
The framework overcomes the challenge of data absence through the generation of high-
fidelity synthetic interactions over an ontological knowledge graph that structures skills
and their prerequisite relationships. On top of this graph, a question bank is semanti-
cally mapped through a hybrid Natural Language Processing pipeline, and the resulting
synthetic dataset D simulates the learning trajectories of multiple student profiles. A
benchmarking of state-of-the-art Knowledge Tracing (KT) models is then performed to
select a diagnostic architecture, which is integrated into a recommendation engine oper-
ating under the theory of the Zone of Proximal Development (ZPD), balancing curricular
advancement and prerequisite reinforcement. Empirical evaluation is conducted via per-
student paired comparison against a uniform ablation policy: the final system attains
high absolute Pedagogical Accuracy (AP = 0.98) and preserves the expected profiles of
Curricular Novelty and Session Diversity without systematic side effects; the differential
gain of the ZPD-weighted policy points in the theoretically predicted direction but does
not reach statistical significance under the current sample regime, constituting absence
of conclusive evidence against the null hypothesis rather than positive confirmation of it.
The main contribution is, therefore, a reproducible and generalizable framework appli-
cable to other domains and formal curricula, accompanied by a pedagogical evaluation
protocol and by structural diagnostics on the KT diagnostic component that delineate

concrete vectors for future evolution.

Keywords: Educational Recommender Systems, Knowledge Tracing, Knowledge Graphs,

Adaptive Tutoring, Zone of Proximal Development, BNCC.
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Capitulo 1

Introducao

A disponibilidade de dados integrados a tecnologias digitais na educagao posicionou os
sistemas de recomendagao educacionais (ERS) como ferramentas cruciais tanto para edu-
cadores quanto para estudantes (Maria et al., 2019). Para os alunos, em particular, esses
sistemas prometem otimizar a jornada de aprendizado ao reconhecer suas preferéncias e
necessidades individuais, contribuindo para o desempenho académico e a motivagao por
meio da indicagdo de contetdo personalizado (Garcia-Martinez & Hamou-Lhadj, 2013).
Nesse contexto, os exercicios online emergem como um componente fundamental para a

consolidagao do conhecimento.

Contudo, o desafio reside em superar a complexidade inerente a diversidade de perfis e
interesses dos estudantes (Verbert et al., 2012) para oferecer recomendagoes que sejam, de
fato, apropriadamente desafiadoras. Além da complexidade pedagogica, os ERS também
herdam problemas técnicos de sistemas de recomendacao de proposito geral, como o cold-
start e a esparsidade de dados, que dificultam a personalizagao eficaz (Garcia-Martinez &
Hamou-Lhadj, 2013). Diante desses desafios, este trabalho desenvolveu uma metodologia
para um sistema de aprendizagem adaptativo que personaliza a recomendacao de exer-
cicios com base no estado de conhecimento individual de cada estudante, buscando uma

experiéncia de aprendizado mais eficiente e engajadora (Thai-Nghe et al., 2010).

A literatura sobre ERS revela que abordagens tradicionais, como a filtragem colaborativa
(CF), em suas variantes baseada no usuario (G. Liu & Hao, 2012) ou no item (Sarwar et al.,
2001), frequentemente falham em atingir uma personaliza¢io pedagogica eficaz. A logica
da CF, herdada de dominios comerciais, se baseia na similaridade e ignora a estrutura
de pré-requisitos e a complexidade conceitual intrinseca ao dominio do conhecimento.
Outras abordagens tentam superar isso modelando o perfil do aluno com base em estilos
de aprendizagem (Nafea et al., 2019) ou desempenho académico para recomendar cursos
e trilhas (L. Huang et al., 2019; Nabizadeh et al., 2020), mas ainda carecem de um

diagnoéstico profundo do conhecimento conceitual do aluno.



Diante dessa necessidade de um diagnostico profundo, a pesquisa tem se voltado para uma
abordagem dual que modela explicitamente tanto o aluno quanto o dominio: o Rastrea-
mento de Conhecimento (Knowledge Tracing - KT) e os grafos de conhecimento (KGs).
O KT emerge como uma abordagem central para modelar o estado de conhecimento la-
tente do aluno (Abdelrahman et al., 2023), permitindo a recomendacao de exercicios com
dificuldade adaptada (Wu et al., 2020). Contudo, muitos modelos de KT modernos oper-
am como "caixas-pretas". Em complemento, os KGs (Guan et al., 2025) fornecem uma
representacao formal do curriculo, permitindo nao apenas a recomendagao, mas também
a explicacao do seu raciocinio. A integragao dessas duas técnicas permite recomendacoes
transparentes e pedagogicamente embasadas, abordando a busca por interpretabilidade
(Z. Y. He et al., 2024) que tem dado origem a campos emergentes como o rastreamento
de conhecimento explicavel (XKT) (Bai et al., 2024).

A eficacia desta abordagem dual (KT + KG) é, contudo, intrinsecamente dependente da
disponibilidade de grandes conjuntos de dados que registrem as interagoes dos alunos com
exercicios mapeados a um grafo curricular. Datasets de referéncia como a série ASSIST-
MENTS (Feng et al., 2009; Pardos et al., 2014), o KDDcup (Stamper et al., 2010) e o
EdNet (Choi & et al., 2020), entre outros, foram fundamentais para o avango da &rea.
No entanto, observa-se uma lacuna critica no contexto educacional brasileiro: a inex-
isténcia de conjuntos de dados publicos que mapeiem interacoes de alunos com exercicios
alinhados as competéncias e habilidades da Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
(Brasil. Ministério da Educagao, 2018). Essa caréncia representa um obstaculo signi-
ficativo para o desenvolvimento de tecnologias educacionais personalizadas e adaptativas

para a realidade do pais.

Para enderegar esta lacuna, este trabalho propoe um framework metodolégico de ponta a
ponta para a construcao de sistemas de tutoria adaptativa alinhados a curriculos formais.
O framework é instanciado e validado na recomendagao de exercicios no dominio de
matematica para o ensino médio, fundamentado na estrutura da BNCC (Brasil. Ministério
da Educagao, 2018), mas seus componentes, a modelagem ontologica do grafo curricular,
o simulador cognitivo gerador de dados sintéticos, o protocolo de benchmarking de KT
e a politica de recomendagao baseada na Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP),
sao desacoplados do dominio especifico e do curriculo de referéncia, permitindo a re-
instanciacao sobre outras disciplinas e curriculos formais. A abordagem proposta foi
concebida para superar o desafio da auséncia de dados, permitindo o desenvolvimento
de um motor de recomendacgao robusto que atue como um tutor personalizado, focado
na performance preditiva, no alinhamento pedagogico via ZDP e na conformidade com a

estrutura curricular adotada.
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1.1 Pergunta de Pesquisa e Hipo6teses

Considerando a auséncia de datasets publicos alinhados a curriculos formais como a BNCC
e a necessidade de sistemas de tutoria adaptativa capazes de operar sobre a estrutura dess-

es curriculos, a investigacao deste trabalho é guiada pela seguinte pergunta de pesquisa:

Como conceber um framework metodoldgico de ponta a ponta para a construcao de
sistemas de tutoria adaptativa alinhados a curriculos formais, da modelagem do
conhecimento a recomendagao pedagogicamente embasada, na auséncia de dados de
interacao pré-existentes, e como validd-lo empiricamente em uma instancia¢cao concreta,

como a do curriculo de matemdtica do ensino médio da BNCC?

Subjacentes a esta questao, organizam-se duas hipoteses complementares.

Hipotese 1 (Viabilidade do framework).

A combinagao de um grafo de conhecimento que modela formalmente um curriculo,
instanciado nesta monografia como a BNCC de matemdtica do ensino médio, do Dataset
Sintético D de alta fidelidade que simula interacoes de alunos sobre este grafo, e de um

modelo de Knowledge Tracing treinado sobre o Dataset Sintético D, fornece a base

necessdria para construir um motor de recomendac¢ao pedagogicamente coerente: que
opera dentro dos limites da Zona de Desenvolvimento Proximal, preserva o alinhamento
curricular ao restringir as recomendagoes ao fecho de pré-requisitos historicamente
dominados, e exibe perfis estdveis de novidade e diversidade sem efeitos colaterais

sistematicos.

Hipotese 2 (Efeito diferencial da politica ZDP).

Sobre o conjunto de questoes curricularmente filtradas, a politica de ponderag¢ao ZDP, ao
concentrar a amostragem no centro do intervalo de dificuldade observdvel
pedagogicamente ativo, aumenta a acurdcia pedagogica esperada das recomendagoes em
relacdo a uma politica de ablagao que amostra uniformemente do mesmo conjunto, sem

degradar novidade curricular nem diversidade de sessao.

A Hipodtese 1 sustenta a tese principal do trabalho: a contribui¢ao como framework re-
produtivel e generalizavel a outros dominios e curriculos formais. A Hipotese 2 isola a
contribuicao local da politica ZDP frente a uma ablacao rigorosamente controlada, e é a
hipotese cuja validagao requer poder estatistico adequado, discutido criticamente a luz
dos resultados no Capitulo 6 e da Secao 6.6 em particular. A operacionalizacao formal
da Hipotese 2 corresponde a hipotese central H, (alternativa) do protocolo experimental
(Equagao 5.12, Secao 5.2.8), reformulada nesta etapa introdutéria em registro de alto

nivel.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho foi propor, desenvolver e validar um framework metodologi-
co de ponta a ponta para a construgao de sistemas de tutoria adaptativa alinhados a cur-
riculos formais. O framework articulou a modelagem de um grafo de conhecimento que
representa formalmente as habilidades curriculares, a geracao do Dataset Sintético D de
interagoes sobre este grafo, o treinamento de modelos de Knowledge Tracing para diag-
nostico do estado de conhecimento latente do aluno, e a operacionalizacao de um motor
de recomendagao baseado na Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP) que utilizou esse
diagnostico para promover avango personalizado e dinamico através da trilha curricular.
O resultado final é uma arquitetura reprodutivel e generalizavel, acompanhada de um
protocolo de avaliacao pedagogica, instanciada e validada no dominio de matematica do

ensino médio sob a BNCC.

1.2.2 Objetivos Especificos

Para alcancar o objetivo geral, os seguintes objetivos especificos foram tragados:

1. Investigar e analisar as principais técnicas na construcgao de sistemas de tutoria adap-
tativa, com foco em modelos de KT e na representagao de conhecimento curricular

via grafos.

2. Modelar formalmente um curriculo de matematica baseado na BNCC como um
grafo de conhecimento, detalhando suas classes ontolégicas, propriedades de dados
e relagoes de pré-requisito entre as habilidades, em uma estrutura desacoplada do

dominio que permita a re-instanciacao do framework sobre outros curriculos formais.

3. Desenvolver e implementar um método para gerar o Dataset Sintético D de alta
fidelidade, que simule interagoes de alunos sobre o grafo de conhecimento, de forma

a superar a lacuna de dados piiblicos no contexto brasileiro.

4. Conduzir um benchmarking de modelos de KT atuais, treinados no Dataset Sintético
D, para selecionar o modelo de diagnoéstico com maior capacidade preditiva e de

generalizacao sob protocolo amostral usuario-disjunto.

5. Implementar um motor de recomendacao adaptativa que integre o grafo de conhec-
imento e o modelo de KT selecionado, operacionalizando uma politica pedagogica

baseada na ZDP reformulada no espago observavel de probabilidades de acerto.

6. Avaliar o sistema final por meio de um protocolo experimental que compara, em
pareamento por estudante, a politica ponderada por ZDP contra uma ablacao de

amostragem uniforme sobre o mesmo conjunto curricularmente filtrado, mensurando
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acuracia pedagogica, novidade curricular e diversidade de sessao, e diagnosticando

o alinhamento do componente de KT no contexto operacional do motor.

1.3 Metodologia

Quanto & sua natureza, esta pesquisa caracteriza-se como aplicada, por voltar-se & con-
strugao de um artefato concreto, um framework metodolégico para sistemas de tutoria
adaptativa, com finalidade pratica definida. Quanto & abordagem, é predominantemente
quantitativa, uma vez que tanto a selecao do modelo de diagnoéstico quanto a avaliagao
do motor de recomendacao se apoiam em métricas objetivas e em testes de hipotese es-
tatisticos. Quanto aos objetivos, assume carater exploratorio e descritivo, ao investigar a
viabilidade de uma abordagem ainda pouco consolidada no contexto curricular brasileiro
e ao descrever sistematicamente o comportamento do sistema resultante. Quanto aos pro-
cedimentos técnicos, articula uma fase de pesquisa bibliografica, a revisao sistemética da
literatura que fundamenta as decisoes de projeto, com uma fase de pesquisa experimental,
na qual o sistema é validado empiricamente sob um desenho pareado por estudante contra

uma politica de ablagao controlada.

A metodologia desenvolvida estrutura-se como um framework de ponta a ponta, instancia-
do e validado sobre o curriculo de matemaética do ensino médio da BNCC. Primeiramente,
o curriculo é modelado como um grafo de conhecimento ontolégico, no qual as habilidades
sao formalizadas como componentes de conhecimento (KCs) e enriquecidas com paramet-
ros pedagogicos de dificuldade e limiares de maestria. Sobre essa estrutura, um banco
de questoes reais é semanticamente mapeado aos KCs por meio de uma pipeline hibrida
de processamento de linguagem natural (PLN), que combina enriquecimento por Chain-
of-Thought, recuperagao vetorial, re-ranqueamento e validacao por Grandes Modelos de
Linguagem (LLMs), seguida de curadoria pos-hoc. Diante da auséncia de dados publi-
cos de interacao alinhados & BNCC, constroi-se o Dataset Sintético D, gerado por um
simulador cognitivo que modela trilhas de aprendizagem de multiplos perfis de alunos
sobre o grafo, incorporando a curva do esquecimento, e complementado pelo algoritmo de
Imputacao Topologica via Monte Carlo (ITMC), que mitiga gargalos de cobertura cur-
ricular. Em seguida, conduz-se um benchmarking de modelos de Knowledge Tracing de
estado da arte sobre o Dataset Sintético D, sob protocolo amostral usuario-disjunto, para
eleger a arquitetura de diagnostico de referéncia. Por fim, o modelo eleito ¢ integrado a
um motor de recomendacao que opera a Zona de Desenvolvimento Proximal reformulada
no espago observavel de probabilidades de acerto (apoiado em inferéncia de maestria via
ghost pass, calibracao isotonica e um ciclo de recomendacao que equilibra avango cur-
ricular e reforgo de pré-requisitos), sendo o sistema final avaliado segundo as dimensoes

de acurécia pedagogica, novidade curricular e diversidade de sessao. O detalhamento de
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cada etapa constitui o Capitulo 4.

1.4 Sintese dos Resultados Obtidos

A validagao empirica do framework, detalhada no Capitulo 6, percorreu as quatro eta-
pas de construcao do sistema e produziu evidéncias favoraveis em cada uma delas. Na
modelagem do conhecimento, o grafo curricular instanciado consolidou 82 KCs em um
grafo aciclico dirigido de topologia em funil, com raiz tnica e progressao de dificuldade
coerente com a profundidade topologica; os parametros pedagogicos atribuidos aos KCs, a
saber, dificuldade média de 0,55, limiar de maestria médio de 0,87 e limiar de manutencao
médio de 0,73, respeitaram integralmente as regras de clipping e histerese projetadas. O
mapeamento semantico conectou o banco de questoes reais aos KCs por meio da pipeline
hibrida de processamento de linguagem natural, retendo 889 das 987 questoes originais,
com descarte de 9,9%, em 3.219 relacoes KC-questao, e a padronizacao logit IRT recentrou
a distribuicao de dificuldade condicional para o ponto médio do espaco de probabilidade,

corrigindo o viés de ancoragem do modelo de linguagem.

A geracao do Dataset Sintético D, conduzida sobre uma populagao de 800 agentes vir-
tuais, produziu uma acuracia global de 62,89%, dentro da faixa de 60% a 70% esperada
para um ambiente calibrado pela Zona de Desenvolvimento Proximal. A distribui¢ao dos
perfis comportamentais e dos parametros cognitivos amostrados aderiu as especificacoes
projetadas, e quatro verificagoes matematicas independentes, a saber, os limites assintoti-
cos de guess e slip, a densidade da ZDP em torno de 0,70, o decaimento por esquecimento
e o balanceamento estrutural do banco, confirmaram a fidelidade do simulador. O algorit-
mo ['TMC mostrou-se eficaz na supressao dos gargalos topolégicos de inanigao curricular,

restringindo as evasoes por starvation a apenas 7 dos 800 agentes.

No benchmarking de Knowledge Tracing, sete arquiteturas foram retreinadas sob protocolo
amostral usuario-disjunto e cinco sementes. O modelo LefoKT foi eleito como referéncia,
com RMSE,- = 0,08747, integrando um grupo lider, composto por LefoKT, HCGKT,
UKT e RobustKT, estatisticamente indistinguivel entre si e cujo desempenho situa-se
a poucos milésimos do teto tedrico BSS,,.. = 0,1059 imposto pela variancia irredutivel
de Bernoulli do simulador, o que indica que a lacuna residual para a predicao perfeita
é majoritariamente estrutural, e nao algoritmica. As arquiteturas recorrentes cléssicas,

DKT e DKT-Forget, e o SAINT+ ficaram significativamente atras na métrica primaria.

Na avaliagao do motor de recomendagao, conduzida em comparacao pareada por estudante
contra uma ablacao de amostragem uniforme, o calibrador isoténico reduziu o erro de
alinhamento ao alvo pedagogico em 48,7%. O sistema teve Acuracia Pedagogica elevada
em valor absoluto, com AP ~ 0,98, decomposta em 42,4% de acerto exato na ZDP e uma

fracao majoritaria de erros de subestimacao de pequena magnitude, o que configura falha
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pelo lado pedagogicamente benigno; a Novidade Curricular confirmou os perfis esperados,
com 0,944 em aprendizagem e 0,000 exato em revisao, e a Diversidade de Sessao manteve-
se em regime moderado, em torno de 0,47, com as duas tltimas métricas praticamente
idénticas entre as politicas, atestando a auséncia de efeitos colaterais da ponderacao ZDP.
Quanto as hipoteses, a Hipotese 1, relativa a viabilidade do framework, foi empiricamente
sustentada, ao passo que a Hipotese 2, relativa ao efeito diferencial da politica ZDP, exibiu
direcdo coerente com a previsdo teorica, com Ayp = +5,69 x 107* e d, = +0,15, porém
sem alcancar significancia estatistica sob a amostra de 50 estudantes, o que configura

auséncia de evidéncia conclusiva e nao confirmacao da hipotese nula.

Por fim, os diagnésticos auxiliares revelaram as duas limitagoes estruturais que orientam a
continuidade da pesquisa: a compressao de range dindmico do componente de Knowledge
Tracing, que concentra suas predicoes em uma faixa estreita em torno de 0,77 indepen-
dentemente da maestria real, e o gargalo de promocao curricular imposto pelo passo de
busca em largura (BFS), que reduziu a razao de conclusao formal de 28%, segundo a
verdade do Dataset Sintético D, para 8% pelo motor, restringindo a atuacao efetiva do
sistema a 32 dos 82 KCs do grafo. Estas constatacoes, analisadas em profundidade no

Capitulo 6 e retomadas nas conclusoes, delimitam os vetores mais promissores de evolucao
do trabalho.

1.5 Estrutura do trabalho

O restante deste trabalho esté organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 apresenta a
fundamentagao teodrica, abordando os conceitos essenciais para o entendimento do estudo,
como sistemas de recomendacao educacionais, representacao de conhecimento via grafos
de conhecimento e modelos de Knowledge Tracing. O Capitulo 3 discute os trabalhos rela-
cionados, analisando as principais arquiteturas e abordagens da literatura para a recomen-
dacao de exercicios e tutoria adaptativa. O Capitulo 4 é dedicado a descrigao detalhada
do framework metodologico proposto, estruturado em quatro macro-fases de construcao:
(1) a modelagem do grafo curricular (instanciado sobre a BNCC) e parametrizagao dos
KCs; (2) o mapeamento seméantico do banco de questoes via pipeline hibrida de PLN;
(3) a construgao do Dataset Sintético D (incluindo a modelagem cognitiva, o algoritmo
ITMC de imputagao topologica e a consolidacao final do conjunto de interagoes); e (4) a
implementacao do motor de recomendacao baseado na Zona de Desenvolvimento Proxi-
mal. O Capitulo 5 detalha o protocolo experimental que sustenta a validacao empirica
do framework em suas duas frentes: o benchmarking de modelos de Knowledge Tracing
sobre o Dataset Sintético D e a avaliacao pedagbgica do motor de recomendagao via com-
paracao pareada contra uma ablacao uniforme, com mensuragao de acuracia pedagogica,

novidade curricular e diversidade de sess@ao. Em seguida, o Capitulo 6 apresenta e discute
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os resultados obtidos, com foco no benchmarking comparativo dos modelos de Knowledge
Tracing e na analise do comportamento do sistema de recomendacao final, incluindo a
discussao critica das hipoteses sob o regime amostral adotado. Por fim, o Capitulo 7 ap-
resenta as conclusoes do trabalho, sintetizando as contribuicoes, apontando as limitacoes

estruturais identificadas e delineando diregoes de evolucao da pesquisa.
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Capitulo 2
Fundamentacao Teoérica

Neste capitulo, sao apresentados os conceitos teoricos que fundamentam este trabalho. A
revisdo inicia com os sistemas de recomendagao (Segao 2.1) e suas aplicagoes educacionais
(Segao 2.1.2). Posteriormente, detalham-se as abordagens de representac¢ao de conheci-
mento estruturado (Sec¢do 2.2), com énfase nos grafos de conhecimento (Segao 2.2.2) e sua
aplica¢ao na modelagem da BNCC (Segao 2.2.3). Em seguida, descrevem-se os modelos
de KT (Segao 2.3), nucleo do diagnéstico cognitivo proposto. Por fim, discute-se a Zona
de Desenvolvimento Proximal (Secao 2.4.1), que fundamenta a politica de recomendagao

pedagodgica do sistema.

2.1 Sistemas de Recomendacao

Sistemas de Recomendagao (RS) sao sistemas de filtragem de informacgao que visam prever
a preferéncia de um usuério por um conjunto de itens. Segundo o survey de Bobadilla et al.
(2013), esses sistemas operam coletando dados de usuérios, seja de forma explicita (e.g.,
avaliagoes) ou implicita (e.g., comportamento), para alimentar algoritmos de predigao.
As abordagens cléssicas, como a filtragem colaborativa e a Baseada em Contetudo, sao
frequentemente combinadas em arquiteturas hibridas para superar desafios como acuracia,

cold-start e a esparsidade (Batmaz et al., 2019).

Com a evolucao das técnicas de recomendacao, de acordo com o survey de J. Lu et al.
(2015), o foco da pesquisa se expandiu para o desenvolvimento de aplicagdes em areas como
e-commerce, e-tourism, e-government e, de forma notavel, e-learning, recomendando itens
que vao desde produtos e musicas até materiais de aprendizagem e recursos educacionais.
O principio fundamental por tras destas diversas aplicagoes é a sugestao de itens novos e
relevantes que se alinhem com as preferéncias do usuério por itens e suas interagoes (Y. Li
et al., 2024).



2.1.1 Abordagens Classicas: Filtragem Colaborativa e Baseada

em Conteudo

A Filtragem Colaborativa é uma abordagem fundamental que opera sob a premissa de que
usuarios com preferéncias similares no passado terao interesses similares no futuro. Esta
técnica se divide em abordagens baseadas em memoria (memory-based), que calculam
similaridades diretamente sobre a matriz de intera¢oes (Ramadhan & Setiawan, 2022), e
baseadas em modelo (model-based), que aprendem representagoes latentes de usuarios e
itens através de técnicas como fatoragao de matrizes (Koren et al., 2009) e redes neurais
profundas (X. He et al., 2017). Apesar de sua vasta aplicacdo, a CF enfrenta desafios

intrinsecos como a esparsidade de dados e a complexidade computacional.

Em contrapartida, a recomendagao Baseada em Conteudo (CB) trata a recomendagao
como um problema de classificacao por usuario, aprendendo a partir das caracteristicas
(features) dos proprios itens. A extracao dessas features é uma éarea de pesquisa ativa,
utilizando redes neurais para capturar atributos de contetdo multimidia (Deldjoo et al.,
2018; Deldjoo et al., 2020) e técnicas de Processamento de Linguagem Natural para
enriquecer perfis de itens textuais (Van Dat et al., 2022; Yang, Zhu & Li, 2022). Embora
sua independéncia em relacao a outros usuarios seja uma vantagem, sua principal limitagao

¢ a tendéncia a superespecializagdo (Adomavicius & Tuzhilin, 2005).

Para superar as limitacoes das abordagens classicas, a pesquisa em RS evoluiu para o
uso de abordagens hibridas que integram miltiplas fontes de informacao, frequentemente
utilizando aprendizado profundo para uma fusao de dados contextuais e de conteudo (Ki-
ran et al., 2020; Luo et al., 2022; Polignano et al., 2021). Uma outra vertente desta
integracao é a dos sistemas baseados em conhecimento, que utilizam conhecimento de
dominio estruturado. Dentro desta categoria, sistemas que empregam grafos de conheci-
mento ganharam atencao significativa por sua capacidade de prover recomendagoes mais
precisas e explicaveis, mitigando problemas classicos como o cold-start e a esparsidade de

dados (Anelli et al., 2021; Guo, 2022; Xia, 2021).

A Tabela 2.1 apresenta um resumo comparativo, destacando as fontes de informacao,

vantagens e desafios de cada uma dessas abordagens.
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Tabela 2.1: Comparativo das Abordagens de sistemas de recomendacao.

Abordagem Fonte de Infor- | Vantagens Desafios Principais
macao Principal
Filtragem colaborativa Matriz de interagoes | Serendipidade, inde- | Cold-start, espar-
(usuério-item) pendéncia do contet- | sidade de  dados,
do do item escalabilidade
Baseada em Contetido Atributos e caracteris- | Independéncia de out- | Superespecializagao

ticas dos itens

ros usudrios, recomen-
dacao de itens novos

("bolha"),  necessi-
dade de extracao de

features

Hibrida

Multiplas fontes (e.g.,
CF + Conteudo)

Mitigagao das desvan-
tagens dos métodos
puros, maior robustez

Maior complexidade
de implementagao e
ajuste

Baseada em Conhecimento

Conhecimento de
dominio (e.g., grafo
de conhecimento)

Mitigagao do cold-
start, capacidade de
explicagao, precisao

Custo de modelagem
e manutengao do con-
hecimento de dominio

2.1.2 Sistemas de Recomendagao Educacionais (ERS)

—
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Figura 2.1: Diagrama conceitual da mudanga de paradigma entre RS e ERS.

A aplicagao de sistemas de recomendagao no dominio educacional, dando origem aos ERS,

representa uma mudanca de paradigma. Nestes sistemas, o objetivo muda da predicao de

preferéncia para a otimizacao do processo de ensino e aprendizagem. Conforme destacado

na literatura (Da Silva et al., 2023), os ERS desempenham um papel importante tanto

para educadores, auxiliando no planejamento e na filtragem de recursos, quanto para os
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alunos (Maria et al., 2019). Para os estudantes, o principal beneficio reside na capacidade
do sistema de reconhecer suas necessidades e restrigoes educacionais para indicar conte-
do personalizado, o que pode contribuir diretamente para seu desempenho académico e
motivagao (Garcia-Martinez & Hamou-Lhadj, 2013). Essa mudanca de foco, da predigao
de preferéncia para a otimizacao do processo de ensino-aprendizagem, é visualmente sin-

tetizada na Figura 2.1, que contrasta as entradas e objetivos dos RS tradicionais com os
dos ERS.

Dessa forma, a recomendacao deixa de ser uma questao de "o que o aluno vai gostar"para
se tornar "o que o aluno precisa aprender em seguida"para avancar em uma trilha cur-
ricular de forma eficaz. A necessidade de tais sistemas é impulsionada pela crescente
integragao de tecnologias digitais como mediadoras do processo de ensino (Becker, 1993).
Em um ambiente com abundéancia de recursos, o ERS guia o estudante, evitando a so-
brecarga de informacdo. E essa mudanca de foco, da preferéncia para a pedagogia, que

introduz um conjunto de desafios tinicos, discutidos na se¢ao subsequente.

2.1.3 Desafios em ERS: Representagao do Curriculo, Mapeamen-

to de Conceitos e Avaliacao Pedagobgica

A aplicacao de sistemas de recomendac¢ao ao dominio educacional introduz desafios fun-
damentalmente pedagogicos. A principal dificuldade reside em alinhar as recomendagoes
as necessidades de cada aluno (Cazella et al., 2014), uma tarefa complexa devido a vasta

diversidade de fatores que influenciam o aprendizado (Verbert et al., 2012).

Para navegar por essa complexidade, é necessario que o sistema compreenda o dominio de
conhecimento, o que demanda uma representacao formal do curriculo. A literatura aponta
que a modelagem da estrutura curricular em KGs melhora a qualidade e a relevancia das
recomendagoes (Abu-Salih & Alotaibi, 2024), sendo aplicada para estruturar dominios
de conhecimento (Yang, Zhu & Jian, 2022), recomendar trilhas de aprendizado (Hubert
et al., 2022) e recursos de aprendizagem online (Tarus et al., 2017) utilizando ontologias.
Sem este "mapa'curricular, as recomendagoes correm o risco de serem pedagogicamente

incoerentes.

Adicionalmente, a avaliagao da eficacia de um ERS é um desafio, pois métricas de acuracia
preditiva sao insuficientes para mensurar o impacto no aprendizado do aluno (Erdt et al.,
2015). A necessidade de personalizagdo, de uma modelagem curricular formal e de uma
avaliacao pedagdgica convergem para a solugao fundamental de se construir uma base de

conhecimento explicita e estruturada, topico abordado na proxima segao.
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2.2 Representacao de Conhecimento Estruturado

Conforme discutido, a superacao dos desafios pedagogicos em ERS demanda a criacao
de uma base de conhecimento explicita. A solugao para este problema reside no campo
da Representacao de Conhecimento Estruturado, que oferece os formalismos necessarios
para modelar um dominio de forma seméantica. Dentro deste campo, as ontologias surgem
como uma tecnologia fundamental, sendo utilizadas para capturar o conhecimento de um
dominio de maneira genérica e reutilizavel (Chandrasekaran et al., 1999). No contexto de
e-learning, as ontologias sao amplamente empregadas para diversas finalidades, como a
representacao do proprio dominio de conhecimento, a descricao enriquecida de conteido
de aprendizagem, a personalizagao de recomendagoes e o planejamento curricular (Al-
Yahya et al., 2015; Kizilkaya et al., 2007). A recente revisao sisteméatica de Abu-Salih e
Alotaibi (2024) reforga a importancia de estruturas baseadas em conhecimento, como os
grafos de conhecimento, que sao construidos sobre principios ontolégicos para aprimorar

a qualidade e a eficicia de aplicagoes educacionais.

2.2.1 Ontologias

A solugao para a falta de estrutura nas abordagens classicas reside na Representacao de
Conhecimento, que encontra seu pilar nas ontologias. O termo, de origem grega "estudo
do ser"(onto + logia), é aplicado na ciéncia da computacao para definir uma especifi-
cagao formal e explicita de uma conceitualizacao, representando um dominio através de
hierarquias de conceitos, propriedades e rela¢oes (Chandrasekaran et al., 1999; Stancin
et al., 2020). Conforme aponta Grivokostopoulou et al. (2019), o sucesso das ontologias
na educagao se deve a sua capacidade de formular a representacao de um dominio de
aprendizagem, especificando todos os seus conceitos e as relagoes entre eles. Essa estru-
tura formal é a base para a construcao de modelos de conhecimento mais complexos e

aplicados, como os grafos de conhecimento.

2.2.2 Grafos de Conhecimento em Dominios Educacionais

Evoluindo dos principios ontologicos, os KGs surgiram como uma tecnologia para a rep-
resentacao de conhecimento estruturado. Conforme a revisdo sistematica de Abu-Salih
e Alotaibi (2024), os KGs sao cada vez mais reconhecidos por seu papel essencial em
enriquecer o aprendizado personalizado, o planejamento curricular, o mapeamento de
conceitos e os sistemas de recomendacao educacionais. Na area de aprendizado personal-
izado e adaptativo, os KGs sao empregados para organizar informagcoes sobre os alunos,
suas caracteristicas e seu progresso, permitindo uma adaptagao mais eficaz da instrugao
(S. Zhang et al., 2023). Um exemplo notavel é o sistema de tutoria adaptativa inteligente

proposto por Y. Lu et al. (2021), que oferece suporte de aprendizado customizado para a
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educacao matematica. Adicionalmente, KGs sao fundamentais para o planejamento cur-
ricular, oferecendo uma abordagem orientada a dados para alinhar objetivos de aprendiza-
gem, contetudo e estratégias de avaliagao (Abu-Salih & Alotaibi, 2024), sendo utilizados
para estruturar o conhecimento de dominios especificos (Yang, Zhu & Jian, 2022) e para

recomendar curriculos universitarios (Hubert et al., 2022).

A capacidade dos KGs de representar visualmente relagbes complexas é explorada no
mapeamento de conceitos, onde a visualizagao de mapas conceituais ajuda os alunos a
organizar a informagao, promovendo uma compreensao mais profunda e a retengao do
conhecimento (Z. Li et al., 2023; Tang et al., 2023). Essa representacao estruturada do
conhecimento serve como a espinha dorsal para funcionalidades mais avangadas, como
busca semantica, sistemas de pergunta-resposta (QA) e sistemas de recomendagao. A
riqueza semantica dos KGs permite que sistemas de QA compreendam as perguntas dos
usudrios e fornegam respostas relevantes a partir de dados estruturados (Fang et al., 2023;
Nguyen et al., 2023). Especificamente no dominio da educa¢ado matemaética, a represen-
tacao de conhecimento tem sido explorada para construir sistemas de gerenciamento que
preservam o conhecimento de professores especialistas na resolucao de problemas, uti-
lizando uma combinacao de ontologias e modelos de raciocinio baseados em casos para

estruturar o conhecimento matemaético (Martinez-Ramirez et al., 2018).
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Figura 2.2: Exemplo de um fragmento do grafo de conhecimento da BNCC modelado no
software Protégé.

A Figura 2.2 exibe as classes ontologicas (circulos laranjas, e.g., Habilidade), os in-
dividuos que as instanciam (losangos roxos, e.g., EM13MAT101) e as relagoes (arestas
coloridas) que os conectam, como a associagao da habilidade ao Objeto de Conhecimento
FuncaoPrimeiroGrau e ao componente curricular de Matematica.Para ilustrar a aplicacao

pratica destes conceitos, a Figura 2.2 apresenta um fragmento do grafo de conhecimento
desenvolvido para este trabalho.
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2.2.3 A BNCC e o Planejamento Curricular

Plano de aula do
professor

PPP da escola

Curriculo da rede

BNCC

Figura 2.3: Diagrama de Euler representando a estrutura hierarquica do planejamento
educacional no Brasil, da BNCC ao plano de aula.

Conforme discutido, a modelagem do planejamento curricular e mapeamento de conceitos
¢ uma aplicagao central dos grafos de conhecimento em dominios educacionais (Abu-
Salih & Alotaibi, 2024). No Brasil, o planejamento curricular é um processo hierarquico
e multinivel que se desdobra desde uma base nacional até a pratica em sala de aula,
conforme ilustrado pelo Diagrama de Euler da Figura 2.3. Na base desta hierarquia esta
a BNCC, o documento normativo que estabelece as aprendizagens essenciais para toda
a educagao bésica no pais (Brasil. Ministério da Educagao, 2018). A BNCC, contudo,
nao é um curriculo em si; ela define os objetivos, o "destino"da jornada educacional,
enquanto os Curriculos da Rede (estaduais e municipais) tragam as "rotas"para alcangar
esses objetivos, adaptando-os as realidades locais. Em niveis mais granulares, o Projeto
Politico-Pedagogico (PPP) define a identidade e o plano de agao de cada escola, e o Plano

de Aula representa o roteiro diario do professor.

Neste dominio, a modelagem do grafo de conhecimento pode se concentrar nos dois niveis
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mais abrangentes da hierarquia curricular: a BNCC e o Curriculo da Rede. Especifi-
camente, pode-se tomar como exemplo o Curriculo Base do Ensino Médio do Territério
Catarinense. A escolha por um referencial deste nivel viabiliza a delimitagao de um escopo
que permite a construcao de uma prova de conceito baseada em um documento real. As
diretrizes e os detalhamentos deste curriculo estadual estao dispostos em trés documentos
principais: o Caderno 1, que estabelece as disposi¢oes gerais (Secretaria de Estado da
Educagao de Santa Catarina, 2020); o Caderno 2, que detalha a Formagao Geral Basica
(Secretaria de Estado da Educacdo de Santa Catarina, 2021a); e o Caderno 3, que ap-
resenta os Itinerarios Formativos (Secretaria de Estado da Educagao de Santa Catarina,
2021b).

2.2.4 Estrutura de Competéncias e Habilidades em Matematica

A estrutura da area de "Matemaética e suas Tecnologias", tanto na BNCC quanto no
Curriculo Base Catarinense, é um exemplo ideal de um dominio que se beneficia da mod-
elagem como um grafo de conhecimento. O curriculo nao é apresentado como uma lista
linear de contetidos, mas como uma rede de Competéncias e Habilidades interconectadas,
que sao materializadas por meio de Objetos de Conhecimento e Conceitos Estruturantes.

A Tabela 2.2 define e exemplifica esses componentes.

Tabela 2.2: Definicdo dos Componentes Curriculares da BNCC para a Area de Matemati-
ca.

Componente Definicao (Resumida) Exemplo (da Matemati-

ca)

Competéncia Mobilizagdo de conhecimentos | "Utilizar estratégias, con-
(conceitos e procedimentos), ha- | ceitos e  procedimentos
bilidades (préaticas, cognitivas e | matematicos para interpre-
socioemocionais), atitudes e val- | tar situagoes em diversos
ores para resolver demandas com- | contextos, sejam atividades
plexas. cotidianas..."

Habilidade Aprendizagens essenciais que de- | "(EM13MAT102) Analisar

vem ser asseguradas aos alunos
nos diferentes contextos. Sao as-
sociadas as competéncias.

tabelas, graficos e amostras
de pesquisas estatisticas
apresentadas em relatérios
divulgados por diferentes
meios de comunicagao..."

Objeto de Conhecimento

Contetdos, conceitos e processos
que sao mobilizados para o desen-
volvimento da habilidade.

"Tabelas e graficos"

Conceito Estruturante

Eixo tematico ou grande ideia que
organiza e articula os objetos de
conhecimento ao longo da escolar-

idade.

"Probabilidade, estatistica
e matemaéatica financeira"

Essa organizagao essencialmente conectada em rede, com suas ricas relagoes semanticas de
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dependéncia e pré-requisito, é justamente o que os grafos de conhecimento sao projetados
para capturar. Para a extracao dessas entidades e relagoes, o Caderno 2 - Formagao Geral
Basica (Secretaria de Estado da Educacao de Santa Catarina, 2021a) é a fonte primaéria,
pois detalha as habilidades da BNCC, habilidades adicionais demandadas pelo Estado e
sua conexao com os Objetos de Conhecimento, fornecendo a base para construir um mapa

curricular pronto para uso computacional.

2.3 Rastreamento de Conhecimento

Uma vez estabelecido um mapa do conhecimento curricular por meio de um grafo de con-
hecimento, a determinagao da proficiéncia do aluno neste dominio torna-se imprescindivel
para a adaptacao pedagogica. Esta questao ¢ abordada pelo rastreamento de conheci-
mento, uma area de pesquisa que se dedica a modelar, representar e quantificar o estado
de conhecimento latente e dindmico de um aluno a partir da analise de seu histérico de

interagoes ao longo do tempo (Abdelrahman et al., 2023).

O conceito, introduzido originalmente em um relatério técnico sobre modelagem cogni-
tiva e tutoria inteligente (Anderson et al., 1986; Anderson et al., 1990), fundamentou
as primeiras tentativas de modelagem do aluno, que seguiram abordagens de inferén-
cia Bayesiana para estimar probabilidades de conhecimento (Baker et al., 2008; Villano,
1992).

Essencialmente, o problema do KT consiste em, dada uma sequéncia de interacgoes histori-

cas, predizer a performance de um aluno em uma atividade futura.
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Figura 2.4: Interagao do rastreamento do conhecimento em I'TS. Adaptado de Abdelrah-
man et al. (2023).

A tarefa de rastrear o conhecimento exige a consideracao de multiplos fatores. Um mod-
elo de KT deve lidar com a natureza multifacetada das questoes, onde uma tnica ativi-
dade pode demandar a aplicacao de diversas habilidades, também denominadas knowledge
components na literatura (Q. Liu, Shen et al., 2021). Adicionalmente, as relagoes de de-
pendéncia e pré-requisito entre as habilidades sao cruciais para um diagnostico preciso, e
o fendbmeno do esquecimento, que leva ao decaimento do conhecimento ao longo do tempo,
também deve ser modelado (Ebbinghaus, 2013).

A Figura 2.4 ilustra a interagao de um aluno com um sistema de tutoria inteligente (ITS)
e como, a partir desse histérico, um modelo de KT pode ser treinado. Este modelo
é capaz de inferir o estado de conhecimento latente do aluno, considerando o histérico
de interagoes e potencialmente componentes como grafos de dependéncia entre KCs e

comportamento de esquecimento, para fornecer um diagnostico mais preciso.

Para formalizar o escopo do processo de KT, a Tabela 2.3 delineia as entradas e saidas

de um modelo de KT. A principal aplicagao dessas saidas, e o foco deste trabalho, é em
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ERS, onde o objetivo é duplo: (1) estimar o estado de conhecimento do aluno via KT e

(2) recomendar recursos de aprendizagem condicionados a este estado diagnosticado.

Tabela 2.3: Escopo Formal de um Modelo de Knowledge Tracing.

Entradas (Z): Informagoes fornecidas ao modelo

Sequéncia de Interagoes T = {(q,as)}, onde ¢; ¢ a questao e a; € {0,1} é a corretude
da resposta.

Mapeamento Q-Matrix M : Q — P(K), onde Q é o conjunto de questoes e K o de
habilidades.

(Opcional) Info.

Temporais T (e.g., tempo de resposta, intervalo entre interagoes).

Saida (O): Informacao gerada pelo modelo

Predicdo de Performance ~ Um vetor de probabilidades py1 € [0, 1]l onde cada compo-
nente py1,; representa a probabilidade estimada de um aluno

responder corretamente a uma futura questao que avalie a ha-
bilidade k; € K.

2.3.1 Modelos Classicos e Probabilisticos

Historicamente, a pesquisa em KT se desenvolveu em duas linhas principais: o rastrea-
mento de conhecimento bayesiano (Bayesian Knowledge Tracing - BKT) e os Modelos de
Analise Fatorial (Factor Analysis Models). Conforme Abdelrahman et al. (2023), essas
abordagens tradicionais estabeleceram os fundamentos para a modelagem do conhecimen-
to do aluno. O BKT, em particular, foi motivado pelo conceito de mastery learning (A.
Corbett, 2000) e emprega Modelos Ocultos de Markov (Baker et al., 2008) juntamente
com Redes Bayesianas (Villano, 1992) para rastrear o estado de conhecimento do aluno.
O modelo BKT padrao, introduzido por A. T. Corbett e Anderson (1994), representa o
conhecimento de um aluno sobre uma habilidade como um estado binario latente (apren-
dido ou nao aprendido). A cada nova interacao, a probabilidade de o aluno ter aprendido
a habilidade (L,) é atualizada com base em sua resposta observada (a,), utilizando o

Teorema de Bayes, expresso na Equacao 2.1.

P(a,|L,)P(Ly)

(2.1)

O modelo BKT padrao é parametrizado por quatro probabilidades fundamentais, descritas
na Tabela 2.4, que coordenam a transicao entre estados e a performance observada. A
probabilidade inicial, p(Lg), representa o conhecimento prévio do aluno. A probabilidade

de transi¢ao, p(7T'), modela a aprendizagem a cada oportunidade. Para simular a falibili-
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dade humana, o modelo incorpora a probabilidade de erro por descuido, p(S) (slip), e a

probabilidade de acerto casual, p(G) (guess).

Tabela 2.4: Parametros do Modelo BKT Padrao, adaptado de Abdelrahman et al., 2023.

Parametro Descricao

p(Lo) Probabilidade de a habilidade j& ser conhecida antes da primeira interacao.
p(T) Probabilidade de transi¢ao do estado "nao aprendido"para "aprendido".
p(S) Probabilidade de errar uma questao mesmo conhecendo a habilidade (slip).
p(G) Probabilidade de acertar uma questao sem conhecer a habilidade (guess).

A segunda linha de pesquisa tradicional, os Modelos de Analise Fatorial, é teoricamente
suportada pela Teoria de Resposta ao Item (IRT) (Embretson & Reise, 2013). A ideia
central da IRT é estimar a probabilidade de acerto de um aluno em um item como uma
funcao logistica que considera parametros tanto do aluno quanto do item. O modelo mais
simples, o modelo de Rasch (1993) (1PL), considera apenas a proficiéncia do aluno (6;) e

a dificuldade do item (b;), conforme a Equacao 2.2.

e(ei_b]')
P(ai; = 1(0;,b;) = T et (2.2)
Modelos mais complexos, como o 4PL, expandem essa formulacao adicionando parametros
para a discriminagao do item (a;), a probabilidade de acerto casual (¢;) e a probabilidade
de erro (d;) (Barton & Lord, 1981). A forma geral de um modelo 4PL é apresentada na

Equacao 2.3.

% (0i—bj)

o) 23)

Plai; = 1105, a5, b5, ¢5,d;) = ¢; + (dj — ¢;)
A IRT foi estendida em varias diregoes, como em modelos hierarquicos e temporais (HIRT
e TIRT) (Wilson et al., 2016). Outros modelos nesta familia incluem o Modelo de Fator
Aditivo (AFM) (Cen et al., 2008), originado da Analise de Fatores de Aprendizagem (LFA)
(Cen et al., 2006), a Analise de Fatores de Performance (PFA), que o aprimora (Pavlik
et al., 2009), e as méaquinas de rastreamento de conhecimento (KTM), que generalizam
Maquinas de Fatorizacao para o KT (Vie & Kashima, 2019) e extensoes para modelar o
esquecimento, como o KTM-DLF (Gan et al., 2020).

2.3.2 Modelos Baseados em Aprendizado Profundo

Avancando sobre os modelos classicos, a érea de rastreamento de conhecimento foi ino-
vada pela chegada do Aprendizado Profundo (Deep Learning). O trabalho que iniciou
esta nova frente foi o Deep Knowledge Tracing (DKT), proposto por Piech et al. (2015),
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que foi o primeiro a aplicar Redes Neurais Recorrentes (RNNs) (Lipton et al., 2015),
especificamente a arquitetura Long Short-Term Memory (LSTM) (Hochreiter & Schmid-
huber, 1997), para modelar a sequéncia de intera¢oes do aluno. O DKT estabeleceu um
novo estado da arte e demonstrou o potencial de arquiteturas profundas para capturar
as dinamicas temporais complexas do aprendizado. A partir deste marco, a pesquisa em
Deep Learning Knowledge Tracing (DLKT) se diversificou em varias familias de modelos,
conforme a taxonomia apresentada na revisao de Abdelrahman et al. (2023), que exploram

diferentes mecanismos para aprimorar a representacao do conhecimento do aluno.

Uma das primeiras evolugoes do DKT foram os Modelos Aumentados por Memoria
(Memory-Augmented). Inspirados por redes neurais com memoria externa (Graves et
al., 2014), buscam rastrear a maestria em habilidades individuais de forma mais explici-
ta. A abordagem emprega uma memoria do tipo chave-valor (key-value) (Miller et al.,
2016), com uma matriz "chave"estatica para representagoes de habilidades e uma matriz
"valor"dindmica para o nivel de maestria. O DKVMN (Dynamic Key-Value Memory
Network) foi pioneiro nesta arquitetura (J. Zhang et al., 2017), e o SKVMN (Sequen-
tial Key-Value Memory Network) a aprimorou com uma LSTM modificada para capturar
dependéncias sequenciais e atualizar o conhecimento com base em interagoes relevantes

(Abdelrahman & Wang, 2019).

Outra vertente foca nos Modelos Cientes de Texto (Text-Aware), que exploram a riqueza
semantica dos enunciados das questdes para aprimorar a predigao. O EERNN (Ezercise-
Enhanced RNN) foi pioneiro, usando uma Bi-LSTM para extrair representagoes vetoriais
do texto da questao, combinando-as com o historico via outra LSTM (Su et al., 2018). O
EKT (Ezercise-Aware KT) estendeu essa ideia, incorporando informagdes de multiplas
habilidades por questao e utilizando uma rede de memoria para quantificar o impacto de

cada exercicio na maestria (Q. Liu, Huang et al., 2021).

Seguindo os avangos em Processamento de Linguagem Natural, os Modelos Atencionais
surgiram, inspirados pela arquitetura Transformer (Vaswani et al., 2017). O mecanismo
de atencao permite que o modelo pondere a importancia de interacoes passadas de for-
ma dindmica, superando uma limitagao do DKT que tratava todo o histérico com igual
relevancia. O modelo SAKT (Self-Attentive Knowledge Tracing) foi o primeiro a incor-
porar auto-atenc¢ao (Pandey & Karypis, 2019), enquanto o AKT (Attentive Knowledge
Tracing) introduziu uma atengdo monotonica para implicitamente modelar o esqueci-
mento (Ghosh et al., 2020). O SAINT (Separated Self-Attentive Interaction Network for
Knowledge Tracing) aplicou a arquitetura completa de encoder-decoder do Transformer,
separando as sequéncias de questoes e respostas (Choi et al., 2020), sendo posterior-
mente estendido no SAINT+ para incluir features temporais (Shin et al., 2021). Outras
variagoes notéaveis incluem o RKT, que combina auto-atengao com relagoes extraidas do

texto dos exercicios (Pandey & Srivastava, 2020), o CKT, que utiliza redes convolucionais
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(S. Shen et al., 2020), e o CoKT, que incorpora informagoes de alunos pares de forma
colaborativa (Long et al., 2022).

Outra vertente do DLKT explora as estruturas relacionais dos dados educacionais, como
a dependéncia entre Habilidades (KCs), por meio de Redes Neurais de Grafos (GNNs)
(Scarselli et al., 2009). Conforme Abdelrahman et al. (2023), esses Modelos Baseados
em Grafo alavancam tais estruturas para aprimorar o diagnostico. Abordagens pioneiras
como o GKT (Nakagawa et al., 2019), o GIKT (Yang et al., 2020) e o SKT (Tong et
al., 2020) estabeleceram as bases, modelando as relagoes KC-KC e questao-KC. O estado
da arte nesta categoria é representado pelo HCGKT, que integra atencao hierarquri-
ca, aprendizado contrastivo e convoluc¢oes de grafo para uma modelagem mais precisa
da performance do aluno (Z. Huang & Liu, 2025). A principal vantagem desta familia
de modelos reside em sua adequacgao natural a dominios que possuem uma estrutura
relacional explicita, como um curriculo com dependéncias entre habilidades, tornando-os

promissores para aplicagoes em contextos de aprendizado estruturado.

2.3.3 A Modelagem do Esquecimento em Knowledge Tracing

Para que um sistema de tutoria adaptativa seja eficaz a longo prazo, seu modelo de
diagnostico deve ser capaz de capturar nao apenas o aprendizado, mas também o esquec-
imento. Estudos em psicologia cognitiva demonstram que o esquecimento é um aspecto
fundamental para a estimativa precisa do estado de conhecimento de um aluno, pois a
maestria em uma habilidade tende a decair com o tempo desde a tltima pratica (Pavlik Jr.
& Anderson, 2005; Sense et al., 2016). O trabalho de Hermann Ebbinghaus formalizou
este fendmeno na Teoria da Curva de Aprendizagem (learning curve theory), que descreve
duas forgas que atuam sobre a retengao da memoria: o efeito de aprendizado (o ganho de
conhecimento com a pratica) e o efeito de esquecimento (o decaimento do conhecimento
com o desuso) (Ebbinghaus, 2013; Murray et al., 2013). A Figura 2.5 ilustra visualmente
a curva de esquecimento, mostrando como a retencao do conhecimento diminui ao longo
do tempo e como revisoes espacadas podem mitigar esse declinio, reforcando a memoria.
Em um ambiente de e-learning, onde os intervalos entre as sessoes de estudo podem vari-
ar significativamente, modelar o esquecimento se torna um requisito para um diagnéstico

realista.

Para capturar matematicamente as mudancas no conhecimento do aluno ao longo do
tempo, a funcao exponencial é amplamente reconhecida como a mais adequada para
modelar a curva de esquecimento, devido a sua adaptabilidade em modelar declinios
(Averell & Heathcote, 2011). Uma formaliza¢ao comum para medir a taxa de esquecimento

(tekc) de um KC é apresentada na Equacao 2.4:
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onde tekct ; representa a taxa de esquecimento do j-ésimo KC para o i-ésimo aluno no
instante ¢; ¢ denota o instante da interacdo mais recente com o KC j; e # é um hiper-

parametro que regula a taxa de esquecimento.

A operacionalizagao de principios mateméaticos como o do decaimento exponencial (Equagao
2.4) tornou-se uma das principais frentes de pesquisa em Knowledge Tracing (Abdelrah-
man et al., 2023). Inicialmente, modelos tradicionais tentaram incorporar o esquecimento
por meio de features como o ntmero de préticas anteriores ou o tempo decorrido desde
a tltima interagao (Pelanek, 2015; Qiu et al., 2011). Com o advento do aprendizado
profundo, surgiram arquiteturas mais sofisticadas. Conforme catalogado pela ferramenta
de benchmarking pyKT (Z. Liu et al., 2022), os modelos podem ser agrupados em duas
categorias principais. A primeira inclui modelos com fatores explicitos de esquecimento,
que integram variaveis temporais diretamente em sua arquitetura, como o DKT-Forget
(Nagatani & et al., 2019), o SAINT+ (Shin et al., 2021), o HawkesKT (Wang et al.,
2021) e o LPKT (S. Shen & et al., 2021). A segunda categoria abrange os modelos de
estado da arte em KT, em especial aqueles baseados em mecanismos de atencao, que cap-
turam o efeito do esquecimento de forma implicita ao ponderar a influéncia das interagoes
passadas. Exemplos notaveis incluem o FoLiBiKT (Im et al., 2023), o DTransformer
(Yin & et al., 2023), o ReKT (X. Shen et al., 2024), o ¢sKT (Bai et al., 2025), o
FlucKT (Hou & et al., 2025), o LefoKT (Bai & et al., 2025) e o UKT (W. Cheng et al.,
2025). A continua evolugao desses modelos focados em capturar o esquecimento mostram

a importancia deste fendmeno para um diagnostico preciso e realista do conhecimento do
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aluno em sistemas adaptativos.

2.3.4 Datasets para o Treinamento de Modelos de Knowledge
Tracing

O avanco da pesquisa em KT depende de grandes datasets publicos que servem como
benchmarks para o desenvolvimento e a comparagao de novas arquiteturas. A revisao
de Abdelrahman et al. (2023) destaca diversos benchmarks que foram fundamentais para
o avango das pesquisas na area, incluindo a série ASSISTments (Feng et al., 2009; Par-
dos et al., 2014) que oferece milhGes de interagoes de matemética em diversas versoes
(ASSISTments2009, 2012, 2015 e ASSISTChall), embora frequentemente sofra com a
auséncia de anotagoes de KCs. O dataset KDDcup (Stamper et al., 2010), originario
do sistema The Cognitive Tutors, foca em interacoes de algebra e inclui os subconjuntos
Algebra 2005-2006, 2006-2007 e Bridge to Algebra. Outro dataset de grande escala é o
da Junyi Academy (Chang et al., 2015). Entretanto, a comparacao de performance en-
tre trabalhos que o utilizam é frequentemente inviabilizada devido a inconsisténcias nas
técnicas de pré-processamento dos dados (Abdelrahman & Wang, 2019). Finalmente, o
EdNet (Choi & et al., 2020) se destaca pela sua escala massiva, com mais de 100 milhoes
de interacoes, e por sua estrutura hierarquica que captura uma granularidade tnica de

comportamentos do aluno.

Contudo, apesar de sua importancia para a comunidade cientifica, esses datasets apresen-
tam duas limitagoes criticas. Primeiro, por serem de origem internacional, nao refletem
a estrutura, as competéncias e as habilidades do curriculo brasileiro (Brasil. Ministério
da Educagao, 2018). Segundo, muitos desses conjuntos de dados, como o EdNet (Choi
& et al., 2020), embora vastos em escala, oferecem baixa granularidade seméantica, rep-
resentando questoes e habilidades apenas por meio de identificadores numéricos. Essa
caracteristica impede anélises pedagbgicas aprofundadas e a interpretabilidade dos resul-

tados, elementos cruciais para um sistema de tutoria adaptativa.

Diante da inadequagao dos benchmarks existentes para o contexto nacional, uma das
solucoes reside na geracao de dados sintéticos. A geracao de dados sintéticos é uma area
de pesquisa ativa em Aprendizado de Méaquina, surgindo como uma solugao para desafios
como a insuficiéncia de dados e restrigoes de privacidade e acesso (Y. Lu et al., 2023). No
campo do Knowledge Tracing, esta abordagem foi validada pelo trabalho que introduziu o
DKT, cujo dataset simulado, o Simulated-5 (Piech et al., 2015), serviu tanto para a vali-
dacao do modelo original quanto como benchmark para pesquisas subsequentes. De forma
similar, o trabalho de Annabi (2023) também utilizou dados sintéticos, argumentando que
os datasets publicos sao enviesados por sequéncias de exercicios definidas por especialistas

e nao possuem um "ground truth"da Estrutura de Conhecimento (KS) necessério para
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a avaliacao. A metodologia de simulagao, portanto, se apresenta como uma alternativa
viavel e estabelecida para superar a caréncia de datasets alinhados a contextos curriculares

especificos.

2.3.5 Anotacao Automatica de Conceitos de Conhecimento em

Questoes

A formulacao padrao do Knowledge Tracing pressupOe a existéncia de um mapeamen-
to abrangente entre as questoes e os KCs que elas mobilizam, sobre o qual os modelos
estimam a evolu¢do do dominio do aluno (A. T. Corbett & Anderson, 1994). Tradicional-
mente, esse mapeamento ¢ construido por anotagao manual conduzida por especialistas
de dominio, que associam cada questao a um ou mais KCs dentre dezenas ou centenas
de categorias possiveis. Tal processo, contudo, ¢ intensivo em tempo e propenso a erros
e inconsisténcias humanas, exigindo curadoria especializada para assegurar a coeréncia
das anotagoes (Bier et al., 2019; Clark, 2014; Moore et al., 2024). Essa limitagao é
agravada nos benchmarks de larga escala que, conforme discutido na Secao 2.3.4, repre-
sentam questoes e habilidades apenas por identificadores numéricos, sem a granularidade

seméantica necesséaria para analises pedagogicas aprofundadas.

A literatura registra trés vertentes principais para automatizar a anotacao de KCs. A
primeira infere os KCs como estados latentes a partir do histérico de interacoes dos alunos
(Barnes, 2005; Cen et al., 2006; Q. Liu, Huang et al., 2021; Shi et al., 2023), abordagem
cuja principal limitagao ¢ a baixa interpretabilidade das representagoes resultantes, o que
restringe seu uso direto em KT. A segunda reformula a anotagao como uma tarefa de
classificagao supervisionada (H. Li et al., 2024a, 2024b; Patikorn et al., 2019; Tian et
al., 2022), que depende, porém, de grandes conjuntos de dados previamente rotulados,
condicao frequentemente inviavel na prética. A terceira, mais recente, explora a geracao
de anotacoes em formato de texto livre por meio de LLMs, mas, em geral, nao condiciona
a anotagao as etapas de resolugao da questao (Didolkar et al., 2024; Moore et al., 2024),

o que, segundo evidéncias empiricas, compromete a qualidade dos KCs inferidos.

Diante dessas limitagoes, Ozyurt et al. (2024) propoem uma metodologia de anotagao
automatica de KCs fundamentada no raciocinio explicito de resolucao da questao, organi-
zada em trés etapas sequenciais. Na primeira etapa, de geracao das etapas de resolugao,
um LLM produz uma solugao passo a passo si, ..., S, para a questao por meio de prompt-
ing do tipo Chain-of-Thought (Wei et al., 2022), em que cada s, é uma sequéncia coerente
de raciocinio que conduz a solugao; a decomposi¢ao em multiplos passos é especialmente
relevante em dominios como a matemaética, que exigem resolucao de problemas em varias
etapas. Na segunda etapa, de anotacao de KCs, o modelo infere o conjunto de KCs

relevantes ¢y, ..., ¢, condicionado tanto ao enunciado da questao quanto as etapas de
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resolucao previamente geradas, ancorando a anotagao no contetido efetivamente mobiliza-
do pela solucao. Na terceira etapa, de mapeamento etapa-KC, dado que nem todos os
KCs sao exercitados em cada passo da resolugao, o modelo associa cada etapa de solugao
aos KCs que lhe sao especificos, produzindo um vinculo de granularidade fina entre o

raciocinio e os KCs.

O fundamento central dessa abordagem é o aterramento (grounding) da anotagdo nas
etapas de resolugao, e nao apenas no enunciado: ao explicitar o raciocinio necesséario para
resolver a questao, o LLM identifica os KCs de forma mais precisa do que quando processa
somente o texto do problema. Avaliacoes empiricas reportadas pelos autores indicam que
as anotagoes geradas com base nas etapas de resolugao sao consistentemente preferidas
em critérios como corregao, cobertura e especificidade frente a variantes que ignoram a
solugao, e que anotacoes automaticas assim produzidas tornam-se competitivas com as

anotagoes manuais de especialistas (Ozyurt et al., 2024).

2.3.6 Explicabilidade em Knowledge Tracing (XKT)

Apesar do alto desempenho preditivo dos modelos de KT baseados em aprendizado pro-
fundo, sua complexidade inerente, com miiltiplas camadas e milhoes de pardmetros,
frequentemente os torna "caixas-pretas"(black bozes) (Bai et al., 2024). Essa falta de
transparéncia representa um obstaculo significativo para a adogao em cenérios educa-
cionais criticos, pois pode reduzir a confianca de educadores e alunos nas decisoes do
sistema (Bai et al., 2024). Para enderegar essa limitagao, surgiu o campo do rastreamento
de conhecimento explicavel, cujo objetivo é desenvolver métodos para tornar os diagnos-
ticos e predigoes dos modelos de KT mais transparentes, compreensiveis e confiaveis para
os diferentes stakeholders (Bai et al., 2024).

As técnicas de explicabilidade em KT sao geralmente categorizadas em duas abordagens
principais, conforme a taxonomia da Inteligéncia Artificial Explicavel (XAI) (Arrieta et
al., 2020; Bai et al., 2024). As abordagens ante-hoc buscam a interpretabilidade de forma
intrinseca, seja utilizando modelos inerentemente transparentes (como BKT e IRT), seja
incorporando moédulos interpretaveis dentro de arquiteturas mais complexas. Conforme
a classificagdo de Bai et al. (2024), esses mddulos incluem tanto mecanismos de atencao
quanto a integracao de teorias da psicologia educacional, como a Teoria da monotoni-
cidade (M. Zhang et al., 2023), Teoria da curva de aprendizagem e Teoria da curva do
esquecimento (L. Zhang, 2021). Em contrapartida, as abordagens post-hoc sao aplicadas
para explicar as decisoes de modelos ’caixa-preta’ que ja foram treinados. Estas técnicas
podem ser agnoésticas ao modelo, como o LIME (Ribeiro et al., 2016) e o Deep SHAP
(Lundberg & Lee, 2017), ou especificas do modelo, como o LRP (Bach et al., 2015) e a

inferéncia causal (Yao et al., 2021).

42



O survey de Bai et al. (2024) detalha trés aplicagoes préaticas principais do XKT, que
visam transformar as saidas do modelo em insights acionaveis. A primeira é na geracao
de relatorios de diagnoéstico, onde explicagoes visuais, como grafos intuitivos e mapas de
calor (Dai et al., 2021), sdo empregadas para aumentar a interpretabilidade das saidas
do modelo. A segunda aplicacdo é na aprendizagem personalizada e recomendacao de
recursos, onde algoritmos sao utilizados para adaptar trilhas de aprendizado com base
no estado de conhecimento do aluno (Munoz et al., 2022), e a explicabilidade é crucial
para justificar por que um determinado exercicio foi recomendado. Por fim, o XKT
contribui para a descoberta da estrutura de conhecimento, onde a analise do desempenho
dos alunos pode ser usada para elucidar as relagoes latentes entre conceitos e exercicios,
auxiliando educadores na construcao de curriculos mais eficazes. Embora o estado da arte
do XKT ainda esteja consolidando ferramentas maduras, a abordagem dual KT + KG aqui
fundamentada, que integra modelagem explicita do dominio ao rastreamento do aluno,
constitui uma base arquitetural propicia para a incorporacao futura dessas técnicas de
explicabilidade. A estrutura ontolégica do grafo e a transparéncia dos limiares pedagdgicos
(Q, W) e do filtro de pré-requisitos ja fornecem, por construgao, justificativas curriculares
para as recomendagoes, diferenciando o presente trabalho de abordagens puramente caixa-

preta, mesmo sem ativar ainda os moédulos avancados de XKT descritos nesta subsegao.

2.4 Teorias Pedagoégicas para Sistemas Adaptativos

As teorias pedagbgicas fundamentam o design de sistemas de aprendizagem adaptativos,
cada uma oferecendo uma perspectiva distinta sobre como o conhecimento é adquirido
e processado. As trés principais correntes tedricas, o Behaviorismo, o Cognitivismo e o
Construtivismo (Rutto, 2017), se traduzem em diferentes funcionalidades e arquiteturas
para esses sistemas. A Tabela 2.5 resume as principais caracteristicas de cada teoria e

suas respectivas aplicagoes.

O Behaviorismo, formalizado por tedricos como Skinner (1953), oferece a base para a
mecanica de muitos sistemas adaptativos, focando na relagao entre estimulo, resposta e
reforgo. Sob esta dtica, o sistema apresenta uma questao (estimulo), avalia a resposta do
aluno e prové um feedback imediato (reforgo). Essa estrutura, detalhada em aplica¢oes
educacionais no livro The Technology of Teaching (Skinner, 1968), possibilita a implemen-
tacao de um modelo de dominio e sequenciamento, no qual o aluno precisa demonstrar

proficiéncia em um topico antes de avancar para o proximo.

Evoluindo da abordagem comportamental, o Cognitivismo, cujo campo foi consolidado
pela obra Cognitive Psychology (Neisser, 1967), concentra-se nos processos mentais inter-
nos. Sua aplicagao em sistemas adaptativos ¢ frequentemente realizada através da mod-

elagem do curriculo como um grafo de conhecimento, onde os conceitos sao interligados.
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Tabela 2.5: Comparativo das Teorias Pedagogicas Aplicadas a Sistemas Adaptativos.

Teoria Conceito Cen- Metafora da Apren- Aplicagao em Sistemas
tral dizagem Adaptativos
Behaviorismo Condicionamento  Aquisicdo de comporta- Modelo de dominio e
operante (reforco) mentos (o aprendiz co- sequenciamento (Mastery
mo um organismo que re- Learning)
sponde a estimulos)
Cognitivismo Processamento Processamento de dados (o Grafo de conhecimento e
de informagao aprendiz como um com- tutoria baseada em mode-
(memoria, esque- putador) lo (Model-Tracing)
mas)
Construtivismo Construcao social Construcao de significado Recomendacao de desafios

do conhecimento
(ZDP)

(o aprendiz como um con-
strutor ativo em um con-

e andaimes (Scaffolding)

texto social)

Essa abordagem tem raizes nos mapas conceituais propostos por Novak e Gowin (1984),
que organizam o conhecimento de forma hierarquica. O sistema utiliza este mapa para
inferir o nivel de proficiéncia do aluno em cada conceito, permitindo um sequenciamento
hierarquico inteligente, uma abordagem exemplificada nos primeiros tutores inteligentes

baseados na teoria cognitiva (Anderson et al., 1985).

Por fim, o Construtivismo enxerga a aprendizagem como um processo ativo de con-
strugao do conhecimento pelo proprio aluno (Steffe & Gale, 1995). Uma de suas vertentes
mais influentes, o socioconstrutivismo de Vygotsky (1978), introduz o conceito de Zona de
Desenvolvimento Proximal. A aplicagao desta teoria em sistemas adaptativos desloca o
foco do sequenciamento linear para a recomendacao de desafios na medida certa. Guiado
pela ZDP, o sistema busca manter o aluno engajado em atividades que nao sejam nem

triviais, nem excessivamente dificeis, conforme detalhado na préxima secao.

2.4.1 A Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP)

Dentro da corrente construtivista, um dos conceitos mais influentes para o design de sis-
temas de aprendizagem adaptativos é a ZDP. O conceito foi originalmente proposto por
Lev Vygotsky (Vygotsky, 1978), que a definiu como a distancia entre o nivel de desen-
volvimento real (o que o aluno resolve de forma auténoma) e o nivel de desenvolvimento
potencial (o que ele alcanga com orientagdo ou em colabora¢do com pares mais capazes).
Uma anéalise aprofundada do conceito (Chaiklin, 2003) reforga que, segundo a teoria, o
crescimento cognitivo e a aprendizagem mais eficaz ocorrem precisamente quando o de-

safio se encontra nesta zona. A aplicabilidade desta teoria em sistemas computacionais
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modernos ¢ demonstrada por trabalhos como o de Vainas e et al. (2019).

Fora de alcance

Zona de desenvolvimento
proximal

Aprendizado
por scaffolding

Compreensao
atual

Pode trabalhar
sem assisténcia

Figura 2.6: Diagrama de Euler representando a ZDP.

A Figura 2.6 ilustra este conceito, dividindo o conhecimento em trés areas distintas:

e Zona de Desenvolvimento Real: O nucleo, representando as habilidades que o
aluno ja domina e consegue aplicar de forma auténoma. Atividades nesta zona sao

consideradas triviais e nao geram aprendizado significativo.

e Zona de Desenvolvimento Proximal: A &rea intermediéria, onde o aluno nao
consegue resolver um problema sozinho, mas é capaz de fazé-lo com algum tipo de

suporte ou mediacdo (scaffolding). E nesta zona que a aprendizagem ¢ maximizada.

e Zona de Desenvolvimento Potencial: A &rea externa, representando desafios
que estao além da capacidade do aluno, mesmo com ajuda, podendo levar a frus-

tracao e ao desengajamento.

A aplicagdo da ZDP em sistemas de tutoria adaptativa busca resolver o dilema do ensino
massificado, que, ao focar no "aluno médio", frequentemente subaproveita o potencial de
alguns e deixa outros para tras (Darling-Hammond, 2006). Como cada estudante possui
uma ZDP diferente a cada momento, um sistema adaptativo eficaz deve ser capaz de
estimar essa zona para manter o aluno engajado em um "desafio ideal". A literatura
demonstra que ensinar dentro da ZDP aumenta a motivagao e o desempenho dos alunos
(Tieso, 2005; Walpole & McKenna, 2007). O sistema "E-gotsky", proposto por Vainas

e et al. (2019), é um exemplo pratico que valida empiricamente esta abordagem. Em
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seus experimentos, os autores demonstraram que um motor de aprendizado que mantém
os alunos na ZDP pode reduzir significativamente o tempo para atingir a maestria (re-
dugao de 17%) e aumentar o engajamento. A validagdo empirica de sistemas como o
"E-gotsky"consolida a ZDP como um principio orientador fundamental para o design de

politicas de recomendacao em sistemas de tutoria adaptativa.
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Capitulo 3

Trabalhos Relacionados

Este capitulo descreve em detalhe o processo utilizado para realizar a revisao da literatura,

abrangendo as perguntas de pesquisa, os critérios definidos para a selecao dos trabalhos

relevantes e a forma como os estudos escolhidos sao apresentados. Ao final, é incluido

um quadro comparativo que retne os diferentes trabalhos analisados, evidenciando os

principais aspectos que distinguem esta pesquisa das demais.

3.1 Revisao da Literatura

A revisao foi realizada seguindo o método proposto por Kitchenham (2004), com o prop6si-

to de responder as seguintes perguntas de pesquisa:

1.

Quais sao as principais abordagens e técnicas utilizadas para a recomendacao de

exercicios em ambientes de aprendizagem?
Quais sao os modelos utilizados para prever o estado de conhecimento do aluno?

Como os Grafos de Conhecimento sao empregados para modelar a estrutura de

dominios educacionais, como as estruturas de pré-requisito em um curriculo?
Como as abordagens lidam com o esquecimento do aluno?

Quais métricas sao utilizadas para avaliar a qualidade pedagogica e o comporta-

mento das recomendacoes dos exercicios?

Quais sao as principais abordagens de explicabilidade aplicadas & recomendacao de

exercicios e & modelagem do estado de conhecimento do aluno?

Com base nestas perguntas de pesquisa, foram definidas as palavras-chave e seus sinoni-

mos para a construcao de uma query de busca em diferentes bases de dados. A query foi

estruturada para abranger os trés pilares da pesquisa: a tarefa de recomendacao de exerci-



cios, a modelagem do estado de conhecimento do aluno e a representagao do conhecimento

curricular. A estrutura da busca utilizou a seguinte combinacgao de termos:

("exercise recommendation")

AND

("knowledge tracing" OR "cognitive diagnosis")

AND

("knowledge graph" OR "ontology" OR "prerequisite structure")

Para a selecao dos artigos, foram executadas as seguintes etapas. Primeiramente, a query
de busca foi aplicada nas bases de dados académicas Google Scholar, IEEE Xplore, ACM
Digital Library e SpringerLink, restringindo-se, ja no mecanismo de busca de cada base,
as publicacoes dos ultimos cinco anos. Essa busca inicial resultou em 231 registros. Em
seguida, com o auxilio de uma ferramenta de gerenciamento de referéncias, foram descar-
tados os artigos duplicados e aqueles cujo escopo nao se alinhava aos objetivos desta
pesquisa, restando 196 trabalhos. A partir dai, aplicaram-se critérios de inclusao e ex-
clusao sobre titulo, resumo e palavras-chave, reduzindo o conjunto a 21 artigos. Por fim,
a leitura completa desses trabalhos consolidou os 12 artigos considerados mais relevantes
para a analise final. A Figura 3.1 sintetiza as quantidades obtidas em cada etapa desse

Processo.

A analise dos trabalhos selecionados revela que, embora todos se baseiem no diagnostico
do estado de conhecimento do aluno, a principal distingao reside na abordagem. Uma
vertente foca na sofisticacao do modelo de diagnéstico em si, enquanto outra emprega
Grafos de Conhecimento para estruturar o dominio curricular e guiar as recomendacoes de
forma mais explicavel e pedagogicamente embasada. Essa divisao conceitual fundamenta,

portanto, a organizagao das subsegoes a seguir.

3.2 Abordagens Focadas no Diagnéstico do Aluno

Uma vertente significativa da pesquisa em recomendagao de exercicios foca no diagnoéstico
preciso do estado de conhecimento do aluno, utilizando este diagnostico como o principal
motor para a selecao de atividades. Nestas abordagens, a estrutura do curriculo, embora
as vezes existente, é secundaria na definicao da politica de recomendagao em comparacao

com a centralidade da modelagem da proficiéncia do estudante.

O trabalho de Wu et al. (2020) propoe o método KCP-ER (Knowledge Concept Prediction-
Ezercise Recommendation), uma arquitetura de duas camadas que suporta essa abor-
dagem. A primeira camada, KCPL (Knowledge Concept Prediction Layer), é responsavel
pelo diagnostico e utiliza dois modelos de redes neurais recorrentes: uma LSTM para

prever quais KCs sao relevantes para o proximo passo do aluno, e um modelo DKT para
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Figura 3.1: Representacao do fluxograma de pesquisa dos trabalhos

estimar o nivel de maestria do aluno em cada um desses KCs. A segunda camada, ESFL
(Exercise Set Filtering Layer), utiliza essas predi¢oes para filtrar o banco de exercicios,
selecionando um conjunto de candidatas com dificuldade adequada. Por fim, um algorit-
mo de recozimento simulado é aplicado para gerar a lista final de recomendagoes, com o

objetivo de otimizar a diversidade da selegao.

Seguindo uma linha similar de diagnostico hibrido, o trabalho de Y. Cheng et al. (2021)
apresenta o método NeuralCD-NeuMF. Esta abordagem também opera em duas fases.
Primeiramente, utiliza-se um Modelo de Diagnostico Cognitivo (CDM), o Neural Cognitive
Diagnosis (NeuralCD), para estimar a proficiéncia do aluno em cada KC e a dificuldade de
cada exercicio em relacao a esses KCs, resultando em uma matriz de maestria. Em seguida,
essa informacao de diagnostico é integrada a um modelo de recomendacao, o Neural
Matriz Factorization (NeuMF), que foi modificado para incorporar as caracteristicas de

personalidade do aluno, resultando no modelo NeuMF-PC. Este modelo final prevé a nota
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do aluno em exercicios futuros, e a recomendacao é feita selecionando os exercicios cuja

dificuldade prevista se encaixa em uma faixa pré-definida pelo sistema.

Buscando uma representagao mais rica do estado cognitivo, o trabalho de Ma et al. (2022)
propoe uma abordagem que combina CDMs com a Teoria dos Conjuntos Neutrosoficos.
Em vez de representar a maestria do aluno em um KC por meio de um tnico valor, o
método utiliza um conjunto neutrosofico, expresso como uma tupla de trés valores que
indicam o grau de entendimento, o grau de nao entendimento e o grau de incerteza. O
diagnostico do nivel de entendimento é obtido através do modelo DINA (Deterministic
Input, Noisy And-gate), enquanto os outros dois componentes sao calculados a partir da
taxa de erro e da variancia das respostas. Com base nesta representagao, o sistema calcula
a similaridade entre os alunos e utiliza um algoritmo de Filtragem Colaborativa baseado
nos vizinhos mais proximos para prever a performance e recomendar exercicios que se

alinhem com a preferéncia de dificuldade do aluno.

Mais recentemente, o trabalho de X. Cheng et al. (2025) aborda o desafio da diversidade
nas recomendagoes e o problema da cauda longa (alunos com poucas interagdes) com
o método NRADER (Neural Re-ranking for Diversified Exercise Recommendation). A
metodologia é dividida em dois modulos principais. O primeiro é um filtro de exercicios,
que utiliza um modelo mLSTM para prever a maestria do aluno nos KCs e selecionar um
conjunto de exercicios com dificuldade apropriada. Este moédulo inclui um "potenciador
de representacao do estudante", que utiliza os dados de alunos ativos para enriquecer a
representacao de alunos inativos e mitigar o problema da cauda longa. O segundo, e prin-
cipal, moédulo é o de re-ranqueamento neural, que refina a lista de exercicios candidatos.
Ele estima a relevancia de cada exercicio e a diversidade do padrao de aprendizagem do
aluno, utilizando essas duas informacoes para calcular um novo score e reordenar a lista,
garantindo que a recomendagao final equilibre a acuracia com a diversidade, alinhando-se

ao ritmo de aprendizado de cada estudante.

O trabalho de Zhong (2025) também parte do diagnostico de conhecimento, mas busca re-
finar suas recomendacgoes considerando a dificuldade do exercicio e o nivel de aprendizado
do aluno. A abordagem, denominada DKT-MD, utiliza o DKT para gerar um conjunto
inicial de exercicios recomendados (Epgr). Em seguida, este conjunto é filtrado por meio
de métricas de dificuldade do exercicio e de maestria do aluno (calculadas a partir do
historico de interagdes) para gerar o conjunto final de recomendagao (Era;). Como um
passo adicional, o método emprega um grafo bipartido "exercicio-conceito"e um algoritmo
de difusao de material para, a partir dos exercicios finais recomendados, sugerir também

os KCs relacionados.

Em uma abordagem que combina Rastreamento de Conhecimento com Aprendizado por

Reforgo (RL), Ozyurt et al. (2025) propoem o framework ExRec. A principal critica aos
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métodos existentes ¢ a negligéncia do contetido seméantico das questoes. Para resolver isso,
o ExRec utiliza LLMs para anotar automaticamente os KCs das questoes e, em seguida,
aprende representagOes seménticas ricas para questoes e KCs através de Aprendizagem
Contrastiva (CL). Um modelo de KT (baseado em LSTM) é treinado e calibrado usan-
do essas representacoes semanticas, servindo como um ambiente de simulagao para um
agente de RL. A politica de RL é entao otimizada para recomendar exercicios que maxi-
mizem a melhoria no estado de conhecimento do aluno (a recompensa), o qual é calculado

diretamente pelo modelo de KT calibrado.

3.3 Abordagens Guiadas por Grafos

Em contraste com as abordagens focadas primariamente no diagnostico do aluno, outra
vertente da pesquisa utiliza a representacao estruturada do conhecimento como o pi-
lar central de seus sistemas de recomendacao. Nestes trabalhos, KGs ou estruturas de
pré-requisitos nao sao apenas um componente secundario, mas o "mapa'"que guia ativa-
mente a politica de recomendacao, permitindo trilhas de aprendizado mais coerentes e,
frequentemente, mais explicaveis. Todos os modelos a seguir, embora diferentes em suas

implementagoes, compartilham desta filosofia.

O trabalho de Y. He et al. (2022) propoe o método ER-KTCP (Ezercise Recommendation
based on Knowledge Tracing and Concept Prerequisite relations), que integra diretamente
as relagoes de pré-requisito entre os KCs na politica de recomendagao. A metodologia
¢ dividida em duas partes: um componente de Knowledge Tracing, baseado em uma
arquitetura Transformer-like para capturar as mudancas no estado de conhecimento do
aluno, e um componente de sele¢ao de exercicios. Este ultimo utiliza a maestria estimada
pelo KT para tomar decisoes, mas de forma guiada pela estrutura de pré-requisitos. Por
exemplo, para um conceito que o aluno apresenta dificuldade, o sistema verifica a maestria
nos KCs que sao pré-requisitos e, caso também estejam deficientes, prioriza a recomen-
dacao de exercicios destes conceitos base, garantindo que as lacunas de conhecimento
fundamental sejam preenchidas antes de avangar. A recomendagao é um ciclo continuo
de "recomendar-avaliar-ajustar", onde a proporcao de exercicios de diferentes dificuldades

(facil, médio, dificil) é dinamicamente ajustada com base no progresso do aluno.

A busca por explicabilidade é o foco central do trabalho de Guan et al. (2023), que introduz
a abordagem KG4Ex. A metodologia consiste em quatro médulos. Primeiramente, um
moédulo de extracao de features utiliza um modelo LSTM para analisar o histérico do aluno
e inferir trés métricas chave: o nivel de maestria nos KCs (MLKC), a probabilidade de um
KC ocorrer no proximo exercicio (PKC) e a taxa de esquecimento para cada KC (FRKC).
Em seguida, essas informacoes sao usadas para construir um Grafo de Conhecimento com

trés tipos de entidades (Alunos, Exercicios e KCs) e quatro tipos de relagoes seméanticas
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que os conectam. Um modulo de aprendizagem de embeddings de grafos de conhecimento
(Knowledge Graph Embedding - KGE), utilizando modelos como o TransE, é aplicado
para aprender representacoes vetoriais das entidades e relagoes do grafo. Finalmente, o
modulo de recomendagdo baseada em embeddings calcula um score para cada par (aluno,
exercicio) e recomenda o de maior pontuagao, sendo capaz de justificar a recomendagao
com base nas tripletas do grafo que mais influenciaram o score (e.g., "Este exercicio foi
recomendado porque sua taxa de esquecimento é alta (70%) e sua maestria na habilidade

relacionada é de 65%; portanto, é necessério revisar este conceito").

Uma evolugao da abordagem anterior é apresentada em Guan et al. (2025) com o método
KG4EER (Ezplainable Exercise Recommendation with Knowledge Graph). A metodologia
segue uma estrutura similar a do KG4Ex, com um modulo de extracao de features que
estima a maestria, a probabilidade de ocorréncia e a taxa de esquecimento dos KCs. A
principal inovagao reside na sofisticacao do médulo de aprendizagem de embeddings, que
realiza um benchmarking com miltiplos modelos de KGE, como TransE, TransR, TransD,
RotatE e TripleRE, para encontrar a representacao mais eficaz. O sistema constréi um
Grafo de Conhecimento com as mesmas trés entidades (Alunos, Exercicios, KCs) e as
relagoes seméanticas inferidas. A recomendagao é gerada a partir dos embeddings aprendi-
dos, e a explicabilidade é uma caracteristica intrinseca do modelo, que consegue elucidar
as regras de raciocinio subjacentes a selecao de um exercicio por meio da analise das

relagdes no grafo.

O trabalho de S. Li et al. (2024) propde o MLKT4Rec, um framework de recomendagao
de exercicios baseado em multitask learning. A abordagem visa resolver problemas de
esparsidade de dados e a falta de modelagem dindmica do conhecimento. Para isso, o
modelo constréi um grafo heterogéneo que inclui nés de alunos, exercicios e KCs, utilizan-
do GNNs para aprender as representacoes. Este grafo é enriquecido com atributos como
dificuldade do exercicio e intervalos de tempo relativos. O framework treina conjunta-
mente duas tarefas: uma tarefa de KT, que utiliza um mecanismo de auto-atencao ciente
do tempo (time-aware self-attention) para capturar o estado de conhecimento, e a tarefa

de recomendacao sequencial de exercicios, que é informada pelo estado de conhecimento

derivado do KT.

O trabalho de Wu et al. (2025) propoe o método IERF (Intention-aware Exercise Recom-
mendation enhanced by deep Forgetting modeling), que, embora nao utilize um KG nos
mesmos moldes dos trabalhos anteriores, emprega uma Rede de Informacao Heterogénea
(HIN), um tipo de grafo, para modelar as complexas interagoes do processo de apren-
dizagem e capturar a intencao do aluno. O IERF possui dois componentes principais. O
primeiro é um modulo de portao de esquecimento (Forget Gate), que modela o esquec-
imento do aluno, considerando miultiplos KCs por exercicio e miiltiplas caracteristicas

comportamentais (tempo gasto, uso de dicas), em vez de apenas o resultado da resposta.

52



O segundo é um moédulo de percepcao de intencao, que utiliza a HIN para capturar relacoes
de alta ordem entre alunos, exercicios e KCs. Ao analisar os "meta-caminhos"extraidos
da HIN, o sistema consegue inferir as preferéncias e intenc¢oes de aprendizado do aluno,
combinando essa informacao com o estado de conhecimento diagnosticado para gerar re-

comendacgoes mais alinhadas com as necessidades reais do estudante.

Por fim, o trabalho de Annabi (2023) foca nao apenas em usar a estrutura de pré-
requisitos, mas em descobri-la a partir dos dados. Os autores propoem um modelo de
Rastreamento de Conhecimento, o PKT (Prerequisite Knowledge Tracing), que incorpora
a Estrutura de Conhecimento, ou seja, o grafo de pré-requisitos, como um parametro
aprendivel do proprio modelo. O modelo PKT assume que o sucesso em um exercicio
depende da maestria nos KCs do exercicio e também nos KCs que sao seus pré-requisitos.
O grafo de pré-requisitos (uma matriz de adjacéncia) é otimizado via retropropagagao jun-
tamente com os demais parametros. Para avaliar o método de descoberta da KS e mitigar
vieses introduzidos por curriculos pré-definidos, os autores treinam e avaliam o modelo
utilizando dados sintéticos produzidos por um modelo simulado de aluno, que integra o
mecanismo de esquecimento por meio da representacao da proficiéncia em componentes
de curto e longo prazo para cada KC. Finalmente, o grafo de pré-requisitos descoberto é
utilizado para guiar um modelo de tutoria (ZPDES-KS) que recomenda exercicios basea-
dos no conceito da ZDP e no avanco curricular ditado pela estrutura de pré-requisitos, o

que permite fornecer explicagoes para as recomendagoes.

3.4 Analise Comparativa e Posicao do Trabalho

A Tabela 3.1 apresenta um quadro comparativo dos principais trabalhos discutidos neste
capitulo. A estrutura da tabela foi projetada para sintetizar as respostas para cada uma
das perguntas de pesquisa que guiaram esta revisao. As colunas detalham, para cada
trabalho: o modelo que estima o estado de conhecimento do aluno, o uso (ou nao) de
grafos curriculares, a modelagem (ou nao) do esquecimento, as métricas de avaliagdo

utilizadas e a adocao de explicabilidade.
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Tabela 3.1: Quadro Comparativo dos Trabalhos Relacionados.

Modelo de Diag-

Trabalho néstico do Con- Uso ) de Grafo Modela.gem do Metr"lca~s de Explicabilidade
hecimento Curricular Esquecimento Avaliagao
Nao explicito. Ve- Acuracia (dificul- .
Wu et al DKT. tores de KCs sem | Nao. dade), Novidade, ]'3a1.xa. " Modelo
(2020) , . L 'caixa-preta'.
pré-requisitos. Diversidade.
Y. Cheng Precisio. Taxa de Média. Parametros
et al. | NeuralCDM. Nao. Nao. : do NeuralCDM inter-
Acerto (SR). P
(2021) pretaveis.
Ma et al Média. Tupla neu-
(2022) " | DINA. Nao. N3ao. Acuracia, RMSE. | trosoéfica interpretav-
el.
Ve | KT, s | S o i | s, prco, | Dl Heles e
(2022) ° cag : Recall, F1, IEP. | Prered P
former. pré-requisitos. tas.
Guan et al. Explicito. KG | Sim, via taxa Acuracia, Novi- | Alta. Baseada nas re-
(2023) LSTM. (Aluno, KC, Exer- | exponencial dade lagdes do KG
cicio). (FRKC). ’ ’
Explicito (similar | Sim, via taxa L. . -
. : ) (
Guan et al Acuracia, Novi- | Alta (similar a Guan
LSTM. a Guan et al. | exponencial .
(2025) dade. et al. (2023)).
(2023)). (FRKC).
Modulo "Forget gy A
Wu et al. | Gate"customizado Sim. HIN para | Sim, via médulo | HRQK, ND- Xst(:i;iamiﬁl?sshse g:
(2025) inspirado em | modelar intengbes. | "Forget Gate". CGQK. HIN
LSTMs/GRUs. ’
X. Cheng . } NDCG, Recall, Baixa. Foco em per-
et al. | mLSTM. Nao. Nao. F1. Diversidade formance e diversi-
(2025) ’ ’ dade.
Sim. Grafo bi-
Zhong DKT-MD, com fil- | partido (Exercicio- Nio Precisdo (P), Re- | Média. Filtros e grafo
(2025) tro posterior. KC) para recomen- ' call (R), F1. para KCs.
dar KCs.
Ozyurt et | KT (LSTM) cali- | Nao explicito. Usa < Melhoria no Nl Media. Cal.lbr’a(.;ao de
- a it Nao. tado de conheci- | KCs e trajetérias de
al. (2025) brado via RL. semantica de KCs.
mento (RL). RL.
Sim.  Grafo het- .. .
S. Liet al. | KT com auto- | erogéneo (Aluno, Imph(zlto, via | HRQK, Baixa. Foco em GNN
~ . atencao tempo- | MRRQK, ND- ~
(2024) atencdo temporal. Exercicio, KC) e atengao.
com GNN. ral. CGQK.

. PKT: KT que | Sim. Grafo de pré- | Ndo (mas sim- | Fl-score (KS), | Alta. Grafo de
Annabi . ) S . .
(2023) aprende o grafo de | requisitos (KS) é | ulador usado | Nivel Proficiéncia | pré-requisitos explici-

pré-requisitos. aprendido. modela). (tutoria). to/aprendido.
Meédia. Explicavel
Sim. Grafo curric- . . Acuracia no nivel da recomen-
lar & f 1 N Sim, simulador e Pedagosi daca ruca
Nosso LefoKT ular & formalmente | = 0 " T er edagogica, . agdo por construgao
construido através modelam Novidade e Di- | (grafo ontolégico,
de ontologias. ode ’ versidade. limiares e filtro de

pré-requisitos).

Através do quadro comparativo, observa-se uma clara evolucao nas abordagens para re-

comendagao de exercicios. Os trabalhos mais recentes tendem a migrar de modelos pu-

ramente diagnosticos para arquiteturas hibridas que integram conhecimento estruturado,

como grafos. Nota-se também uma crescente preocupagao com a incorporagao de expli-

cabilidade e a qualidade da recomendacao, para além da simples acuricia. Contudo, uma
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limitagao recorrente reside na avaliagao desses sistemas. Embora as métricas de perfor-
mance preditiva utilizadas (e.g., Acuracia, NDCG, F1) sejam consolidadas, elas possuem
um carater de propoésito geral e podem nao capturar com precisao a efetividade pedagog-
ica em contextos de aplicacao especificos. Isso aponta para a necessidade de adaptar tais
métricas para que reflitam de forma mais fiel os objetivos de uma metodologia de ensino

personalizada.

Este trabalho se diferencia dos estudos apresentados ao propor uma metodologia com-
pleta que sintetiza as frentes de pesquisa analisadas. A proposta se destaca por sua
arquitetura, que parte da contextualizacao para o curriculo brasileiro: a estrutura da
BNCC é modelada como um grafo de conhecimento, sobre o qual opera um modelo de
KT de estado da arte (LefoKT). Esta modelagem foi projetada para ser dindmica, incor-
porando a curva do esquecimento e oferecendo, por construcao, explicabilidade no nivel
da recomendacgao (por meio do grafo ontologico, dos limiares pedagogicos e do filtro de
pré-requisitos transparentes, que justificam curricularmente por que cada exercicio é sug-
erido), ficando a explicabilidade no nivel do proprio modelo de Knowledge Tracing (XKT)
como trabalho futuro. Além dessa arquitetura, o trabalho aborda diretamente a lacuna
de dados no contexto brasileiro por meio de uma metodologia de geracao do Dataset Sin-
tético D. Finalmente, o estudo avanca na avaliacao de sistemas adaptativos ao propor um
framework de avaliagao da qualidade pedagogica com métricas personalizadas, permitindo
uma analise mais profunda do comportamento do sistema para além da sua capacidade

preditiva.
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Capitulo 4
Metodologia Proposta

Com base na fundamentacao teérica e na analise do estado da arte, foi estabelecida a
abordagem de desenvolvimento para este trabalho. O escopo de avaliacao desta proposta

limita-se & matematica do ensino médio como prova de conceito.

O problema central compreende as tarefas de diagnostico do conhecimento e de recomen-
dacao adaptativa. Este capitulo inicia-se com a formalizacao matemaética deste problema
(Segao 4.1). A partir desta base, detalha-se a construcao dos artefatos do sistema. Para
assegurar a integracao e reprodutibilidade dos componentes, todo o pipeline de desenvolvi-
mento (abrangendo o processamento de dados, a geragao sintética e a implementagao do

sistema) foi unificado na linguagem de programagao Python.
A metodologia esta estruturada nas seguintes etapas:
1. Modelagem do KG e Parametrizacao Curricular (Segao 4.2);
2. Mapeamento Seméantico e Anotagdo do Banco de Questdes (Secao 4.3);
3. Construgao do Dataset Sintético D (Segao 4.4);
4. Implementagao do Sistema de Recomendagao Adaptativa (Segao 4.5).

A Figura 4.1 ilustra o fluxo de trabalho em quatro etapas numeradas. O pipeline inicia
com o mapeamento do grafo curricular a partir da BNCC e do Curriculo Catarinense
(etapa 1) e segue com a simulagao de interagdes aluno—questao para construgao de um
dataset sintético (etapa 2). Modelos de Knowledge Tracing sdo entdo treinados para
predizer a maestria do aluno sobre cada conhecimento (etapa 3), alimentando o sistema
de recomendacao que pré-seleciona questoes na Zona de Desenvolvimento Proximal e as

apresenta por escolha aleatoria ponderada (etapa 4).
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Figura 4.1: Visao Geral do Fluxo de Trabalho

4.1 Definicao do Problema

O problema central deste trabalho é o desenvolvimento de uma politica de recomendagao
de exercicios para um sistema de tutoria adaptativa. Formalmente, sejam os seguintes

conjuntos:
e S ={s1,89,...,8n}, um conjunto de N alunos.

o I ={ky, ko, ..., kx}, um conjunto de K KCs do curriculo de matematica do ensino

médio brasileiro.
e O={q1,9,--.,q9u}, um conjunto de M questdes de avaliacao.

O estado de conhecimento latente de um aluno s; € § em um instante de tempo discreto t é
representado por um vetor de maestria v;; € [0, 1], onde cada componente v ; ; quantifica
o dominio do aluno sobre o KC k;. A cada interacao, o aluno responde a uma questao
¢; € Q, gerando um resultado binario a; € {0,1}. A sequéncia de interacoes de um aluno

até o tempo ¢t — 1 constitui seu historico, X141 = ((q1,a1), (g2, a2), ..., (G—1, ar—1))1-

O problema pode ser decomposto em duas tarefas sequenciais e interdependentes:

1. Diagnostico do conhecimento: A primeira tarefa consiste em modelar a evolucao
do conhecimento do aluno. Dado o histérico de interacoes X; 141, 0 objetivo é encontrar
uma funcgao de diagnostico Fxr que mapeie este historico a uma estimativa do estado de

conhecimento latente atual do aluno.
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Frr : Xigu—1 — Vi (4.1)

onde vi; € [0,1]% ¢ o vetor de maestria estimado para o aluno s; no instante ¢. Esta

funcao efetivamente "rastreia"o conhecimento do aluno ao longo do tempo.

2. Politica de Recomendagao Adaptativa: A segunda tarefa é definir uma politica
de recomendacao 6tima, II*. Esta politica utiliza a estimativa do estado de conhecimen-
to do aluno, v;;, para selecionar a préoxima questao, ¢/, de um conjunto de questoes
disponiveis, Quuaitarte € 9, 0 qual é pedagogicamente delimitado pelas regras de pro-

gressao do grafo curricular.

I : 0, 1]% - Q (4.2)

A politica é considerada 6tima se a questao selecionada maximiza uma fungao de utilidade
pedagogica, U, que quantifica o valor de uma questao para o aprendizado do aluno em

seu estado atual. Formalmente, a selecao ¢ dada por:

g =TI (V) = arg qjegii}i{zabze U(q;, Vi) (4.3)
Desta forma, a tarefa de recomendacao de exercicios é modelada como um problema de
decisdo sequencial. A decisdo tomada em um instante ¢ (a recomendacao de ¢;) influencia
o estado de conhecimento futuro do aluno, v;;41, que por sua vez, impacta a decisao
subsequente em ¢ + 1. A metodologia proposta neste trabalho constitui uma abordagem
model-based para resolver este problema, onde primeiramente se constréi um modelo do
aluno (Fgr) para, em seguida, utilizar as predigdes deste modelo, em conjunto com as

regras de progressao do grafo de conhecimento, para informar a politica de decisao (IT*).

4.2 Modelagem do KG e Parametrizagao Curricular

A representacao computacional do dominio de conhecimento fundamentou-se na BNCC
para o Ensino Médio. A modelagem seguiu uma abordagem ontolégica para estruturar
o curriculo em um grafo de conhecimento de dependéncias G, permitindo a inferéncia de
estados de aprendizagem e a recomendagao sequencial de itens. O processo foi dividido em:

extracao e estruturacao de habilidades, definicao de KCs e parametrizagao probabilistica.
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4.2.1 Estruturacao das Habilidades da BNCC

Inicialmente, foram extraidos dados das habilidades de Matematica e suas Tecnologias da
BNCC. As habilidades foram decompostas e organizadas tabularmente para identificar
objetos de conhecimento e conceitos estruturantes. A Tabela 4.1 exemplifica a estrutura

de dados extraida, que serve como metadado de referéncia para o grafo.

Tabela 4.1: Amostra da Estruturacao das Habilidades da BNCC.

D Descricio Objeto de Conceito
Conhecimento Estruturante

EM13MAT103 | Interpretar e compreender textos cien- | Conjuntos e operagoes | Numeros
tificos [...] que empreguem unidades de
medida [...] e conversdes.

EM13MAT301 | Resolver e elaborar problemas |[...] que | Fungoes Algebra
envolvam equagoes lineares simultaneas

EM13MAT504 | Investigar processos de obtengao da me- | Geometria espacial Geometria
dida do volume de prismas, piramides,
cilindros e cones |[...].

4.2.2 Definicao dos KCs

Considerando que as habilidades da BNCC nao apresentam uma organizac¢ao nativa em
grafo de pré-requisitos e possuem alta amplitude seméantica, optou-se por uma granular-
idade mais fina para o rastreamento do aprendizado. Foram definidos e instanciados 82
KCs. Cada KC representa uma unidade atomica de instrugao (e.g., "Operagoes Bésicas",
"Equagao do 12 Grau", "Geometria Espacial de Prismas") e foi mapeado explicitamente

a uma ou mais habilidades da BNCC (propriedade related_bncc_skills).

A topologia do grafo foi estabelecida através de relagoes de dependéncia direta (depends_on),
formando um Grafo Aciclico Dirigido (DAG). Esta estrutura impoe que a proficiéncia em
um 1o filho (e.g., KC_Alg_EqlGrau) dependa da proficiéncia prévia em seus nos pais (e.g.,

KC_Alg_Variaveis, KC_Num_Fracoes).

4.2.3 Parametrizacao de Dificuldade e Limiares de Maestria

Cada KC k foi parametrizado pela tupla (dg, Qx, V), onde dj representa a dificuldade
intrinseca, ;, o limiar de maestria (mastery_threshold) e ¥, o limiar de manutengao

(maintenance_threshold).

Distribuicao de Dificuldade O atributo de dificuldade dj € [0,1] foi atribuido com
base na complexidade cognitiva e na profundidade do né no grafo. KCs axiomaticos

(raizes do grafo) possuem dj =~ 0,1, enquanto KCs terminais ou abstratos atingem dj, ~
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0,9. A distribuicao global de dificuldades segue uma normalidade ajustada para cobrir

progressivamente o curriculo.

Correlacao Dificuldade-Maestria Estabeleceu-se uma correlagao inversa entre a di-
ficuldade (d) e o limiar de maestria (£2). Pedagogicamente, considera-se injusto exigir
niveis de quase perfeicao em topicos de alta complexidade intrinseca. Desta forma, KCs
fundamentais (baixa dificuldade) demandam (2 elevado para garantir a solidez da base,

enquanto KCs altamente complexos admitem um {2 comparativamente menor.

Politica de Limiares e Compressao de Variancia Os limiares de probabilidade para
considerar um KC como "aprendido"(£2) ou "em esquecimento" (V) seguiram uma logica
de clipping estatistico e compressao de variancia nas extremidades. Esta abordagem foi
concebida para mitigar ruidos de inferéncia em modelos de KT em cenérios de dados

escassos. As regras aplicadas foram:

1. Teto de Maestria (£2 < 0,90): Limitou-se a exigéncia maxima a 0,90 para evitar
problemas de convergéncia assintotica, onde o esforgo para atingir probabilidades

proximas a 1,0 cresce exponencialmente devido ao parametro de deslize (slip).

2. Piso de Manutencao (¥ > 0,70): Estabeleceu-se um valor minimo de 0,70 para
a manutencao. Valores inferiores a este patamar encontram-se na zona de incerteza

estatistica proxima ao acerto aleatorio (guessing) em itens de multipla escolha.

3. Histerese Controlada (V): A diferenca V = Q— W define a margem de tolerancia

a0 esquecimento antes que o sistema recomende revisao.

e K(Cs Intermedidrios: Mantiveram um V = 0,15, permitindo flexibilidade no

fluxo de aprendizado.

e FExtremos (Bdsicos e Avancados): Foi aplicada uma compressao de variancia

resultando em V = 0,10.

Essa configuragao impoe um regime de retroalimentacao mais rigoroso nas pontas do cur-
riculo. Para KCs basicos (baixa dificuldade, alto €2), o V reduzido forga revisdes rapidas
ao menor sinal de decaimento, protegendo a base estrutural do conhecimento. Para KCs
avangados (alta dificuldade), o piso elevado de manutencao (V) impede a retengao de

"falsos positivos"de aprendizado.
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4.3 Mapeamento Seméantico e Anotacao do Banco de

Questoes

Estabelecido o grafo de conhecimento como representacao formal do curriculo, a etapa
subsequente conecta a estrutura abstrata aos materiais de avaliagao. Para a operacional-
izagao do sistema de tutoria, associa-se os vértices do grafo (KCs) aos itens de préatica.
Este mapeamento viabiliza o treinamento dos modelos de KT e a geracao de recomen-
dagoes. Esta segao detalha a metodologia para conectar um banco de 987 questoes (UFSC
e ENEM) aos 82 KCs definidos.

4.3.1 Abordagem Metodologica

A associacao entre o texto de uma questao e a definicao de um KC requer correspondén-
cia semantica profunda. Adota-se uma metodologia composta por quatro etapas: (1) en-
riquecimento seméantico via geragao de resolugoes; (2) recuperagao vetorial (Bi-Encoder);
(3) reordenamento (Cross-Encoder); e (4) validagao e anotagao contextual assistida por
LLMs.

4.3.2 Pipeline de Mapeamento e Anotacao

Sejam K = {kiy, ko, ..., ks2} o conjunto de KCs e Q@ = {q1,¢2,.-.,qos7} 0 conjunto de
Questoes. O objetivo é estabelecer o mapeamento M : K — P(Q).

Etapa 1: Enriquecimento Semaéantico (Pré-processamento) Para mitigar a am-
biguidade de enunciados curtos, submete-se cada questao ¢; € Q a um processo de geracao
de resolugao passo a passo (CoT). Utiliza-se um LLM instruido para gerar duas saidas:
a resolugao explicativa (; e uma lista de topicos matematicos inferidos ;. A questao
passa a ser representada por um documento expandido D; que concatena o enunciado, as

alternativas, a resolugao e os topicos identificados: D; = &; @ (; @ ;.

Etapa 2: Construcao da Query e Recuperacao Ampliada Para cada k € K,
define-se a query desc(k) pela descrigao textual do KC. Uma fungao de embedding fpg :
string — R" projeta os textos no espago vetorial. Calculam-se k = fpgr(desc(k)) e
q; = fer(D;). A similaridade cosseno é dada por:
k-q;
S(k,qj) = " (4.4)
7 kgl

Selecionam-se as N = 150 questoes com maior similaridade S para formar o conjunto de

candidatos de alta abrangéncia Cy, garantindo recall maximo antes do refinamento.
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Etapa 3: Re-ranqueamento e Filtragem Dinamica Refina-se C; via funcao de
relevancia fop @ (string, string) — [0, 1], implementada por um Cross-Encoder. Calcula-
se o escore de confianca py; = fop(desc(k), D;) para cada par. Adota-se um critério de
Adaptive Thresholding. Define-se o subconjunto de validacao C’y, filtrando-se os candidatos
que superam um limiar de confianga w (calibrado experimentalmente em w =~ 0,45),

sujeito a restri¢oes de amostragem minima e maxima (Mmin, Mmaz ):
C'h =1{q; € Ci | (prj = @ N C'k| < Nimax) V ICk] < Thmin } (4.5)

Esta formulagao assegura que KCs densos nao sejam truncados arbitrariamente e KCs

esparsos nao incluam ruido estatistico.

Etapa 4: Validagao e Anotacao Condicional (Blind Review) Cada par candidato
(k,q;) € C'y é submetido a uma avaliacdo cega por um LLM de alta capacidade. O modelo
recebe a definicao do KC k, o enunciado &; e a resolugao (;, sem acesso ao rétulo x;

previamente atribuido a questao, consistindo em:

1. Validagao de Pertinéncia (®y): Funcao binaria @y : (K, Q) — {0, 1} que verifica

se os passos logicos em (; mobilizam a habilidade k.

2. Anotagao de Dificuldade Condicional (®4): Se &, = 1, aplica-se 4 para
atribuir o escore d;; € [0, 1], analisando a complexidade cognitiva da aplicacao de

k no contexto especifico.

O conjunto final mapeado é Q) = {q; € C'y. | Pv(k,q;) = 1}.

4.3.3 Curadoria e P6s-Processamento do Mapeamento

Apos a consolidagao das anotagoes geradas na etapa anterior, identificou-se a necessidade
de um estagio de curadoria para assegurar a estabilidade matematica do simulador es-
tocéstico e a validade pedagodgica do banco de itens. Este pos-processamento consistiu
em duas transformacoes fundamentais: a restricao de densidade de KCs e a padronizagao

das dificuldades condicionais.

Limite de Densidade de Componentes por Questao Para mitigar potenciais er-
ros de anotacao e evitar a diluigao excessiva da probabilidade holistica de acerto (Phoistic,
definida posteriormente na Equagao 4.14), estabeleceu-se um teto para o nimero maximo
de KCs associados a um tnico item. Definiu-se o limite de T,a; ke = 8. Questoes cuja
cardinalidade do conjunto de KCs exigidos ultrapassou este limiar (|KC;| > 8) foram con-
sideradas ruidosas e removidas do banco de questoes ativo, garantindo que o agrupamento

conjuntivo no espacgo de probabilidade permanecesse e realista.
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Padronizacao Logit da Dificuldade Condicional Para preservar o ranqueamento
relativo das dificuldades condicionais (d;4) atribuidas inicialmente, prover um intervalo
pedagogicamente viavel e garantir estabilidade matemaética estrita nas extremidades do

modelo, implementou-se uma Padronizagao Logit nativa a IRT.

Primeiramente, aplica-se um recorte de seguranca (clipping) nas dificuldades brutas para
evitar valores assintoticos no logaritmo, resultando em dg.5.. Em seguida, projeta-se estes

valores para o espago log-odds (logit):

drae = In (15—f) (4.6)

- (5safe

Posteriormente, forga-se a normalidade da distribui¢ao aplicando o escalonamento Z-score
padrao sobre os valores no espaco logit, onde fiyaw € Traw S80, Tespectivamente, a média e

o desvio padrao das dificuldades em d,.ny:

_ draw — Hraw (47)

Uraw

dnorm

Por fim, os valores padronizados sao projetados com seguranga de volta para o espaco de
probabilidade continua [0, 1] utilizando a fun¢ao logistica inversa (sigmoide), obtendo-se

a dificuldade condicional final calibrada para o simulador:

1

i 4.8
1 _|_ e*dnorm ( )

5ﬁnal =

Estas transformagoes produzem o conjunto consolidado de itens e parametros que alimen-

tarao o motor estocastico de geracao de dados curriculares.

4.4 Construcao de um Dataset Sintético

Dada a formaliza¢ao do grafo de conhecimento G (Segao 4.2) e o mapeamento seman-
tico M : K — P(Q) (Secao 4.3), dispoe-se da estrutura curricular e dos instrumentos
de avaliacao. O treinamento de modelos de KT, contudo, exige sequéncias de interacoes
(s1, ki, ai;, t). Esta etapa descreve a geragao do Dataset Sintético D que simula a trajetoria
de aprendizado de alunos virtuais, suprindo a auséncia de dados piblicos densos alinhados
a BNCC. Para garantir a reprodutibilidade integral do processo, todas as operacoes es-
tocésticas do pipeline de geragao foram condicionadas a uma semente global fixada em
seed = 42, aplicada consistentemente aos geradores de ntmeros pseudo-aleatorios de

todas as bibliotecas utilizadas.
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4.4.1 Modelagem Cognitiva e Amostragem Estocastica da Popu-
lacao Sintética

A modelagem cognitiva da populagao estudantil na simulagao é fundamentada em uma
abordagem estocastica continua. Cada agente virtual s; € S é inicializado com um vetor
de parametros ©; = (A, ¢, Vi, 01), amostrado a partir de distribui¢oes de probabilidade
marginais. Estes parametros regem as dinamicas de aquisi¢ao, retencao e demonstracao

do conhecimento latente, sendo definidos formalmente como:

e )\ €[0,05,0,55]: Taxa de aprendizagem. Determina a magnitude do incremento
na maestria v;;, apos uma interagao bem-sucedida. O limite superior restringe
a ocorréncia de aquisi¢ao instantanea de conhecimento, forcando uma progressao
gradual e realista. A distribui¢ao base garante uma populagao predominantemente

mediana em sua capacidade de absorcao.

e ¢ € [0,0008,00): Fator de esquecimento. Define a taxa de decaimento tempo-
ral da memoria do agente, modelada por uma fungao exponencial negativa. O piso
estocéstico reduzido previne um decaimento excessivamente severo, garantindo a vi-
abilidade da progressao ao longo do curriculo sem aprisionamento em ciclos infinitos

de revisao.

e 7, € [0,0,35]: Probabilidade de guess (acerto casual). Probabilidade condicional
de o agente s; responder corretamente a um item sem possuir o dominio latente do

KC exigido, modelando o acerto por eliminagao ou sorte.

e 0, € [0,0,35]: Probabilidade de slip (deslize). Probabilidade condicional de
o agente cometer um erro em um item cujo dominio latente do KC é possuido,

simulando desatencao ou fadiga.

Para garantir a identificabilidade do modelo e evitar a degeneragao na estimativa do estado
latente (onde o comportamento aleatério se sobrepde ao sinal cognitivo), os parametros

v, e 07 sao estritamente limitados superiormente a 0,35.

A instanciagdo da populagao sintética S no instante t = 0 ocorre por meio da amostragem

independente das distribui¢oes descritas na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Distribuigoes probabilisticas para parametrizacao dos agentes virtuais.

Parametro Distribuigao de Amostragem Propriedade Estatistica

Taxa de Aprendizagem (A;) 0,05+ 0,50 - Beta(a =5, 8 = 5) Transformagao afim com suporte em [0,05,0,55].

Fator de Esquecimento (¢;)  0,0008 + LogNormal(y = —5,8,0 = 0,4) Translagdo garantindo positividade e cauda assimétrica.
Probabilidade de Guess () TN (n=0,20,0 = 0,05, 0,0,35]) Normal truncada limitada ao intervalo.

Probabilidade de Slip (o) TN (1= 0,12,0 = 0,05, [0, 0,35]) Normal truncada para erro condicional.

Apoés a amostragem no instante inicial, o vetor ©; permanece invariavel durante toda

a trajetoria de simulacao do agente s;. Consequentemente, as sequéncias de respostas
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geradas resultam da interagao estocastica entre a proficiéncia latente continua do agente,
mediada por estes parametros cognitivos, e as dificuldades condicionais dos itens calibra-

dos no espago logit.

4.4.2 Modelo Matematico do Agente e Processo de Interagao

O simulador opera sobre um modelo de estados latentes discretos e incorpora dinamicas
temporais de sessoes de estudo. O estado cognitivo de um agente s; no instante ¢ ¢ definido
pela tupla X;; = (vit, Rit, Creprr, O, A;), onde:

1. v, €0, 1]K : Vetor de maestria, onde o componente v;,, representa a probabili-
dade de dominio sobre o KC k € K.

2. Ry, € R*X: Vetor de recéncia, onde Ry i registra o timestamp (em dias) da

tltima interacao envolvendo o KC k.

3. Crepir € NX: Vetor de repetigoes espagadas, que contabiliza quantas vezes o
agente recuperou com sucesso o dominio do KC k apos este ter entrado na zona de

esquecimento.
4. ©y;: Vetor de pardmetros cognitivos intrinsecos do agente.

5. A;: Arquétipo comportamental discreto do agente, atribuido estocasticamente.

Inicializacao e Perfis Comportamentais Andmalos Para emular a variabilidade
organica de ambientes educacionais reais e avaliar a robustez dos modelos de KT frente
a ruidos sisteméticos, 15% da populacao sintética é designada a arquétipos de desvio

comportamental (A4;):
e Perfil Padrao (85%): Segue o fluxo cognitivo estocastico normal.

e Resposta Aleatoria Rapida (3%): Responde itens de forma indiscriminada e
atipicamente veloz (At ~ U(0,08,0,20) minutos). Para este perfil, inibe-se a fungao

de atualizacao de estado, assumindo que nao ha esfor¢o cognitivo para o aprendiza-
do.

e Aprendizagem Massificada (3%): Caracterizado por sessoes de estudo extenu-
antes (~ N(80,25) interagoes por sessao) seguidas de longos periodos de inatividade
letiva (Atpansa = max(10,0,M(20,0,5,0)) dias). O agente sofre penalizagdo continua

por fadiga cognitiva durante a sessao.

e Proficiéncia Oculta (3%): Simula um aluno cuja proficiéncia prévia nao foi ras-
treada pelo sistema, inicializando seu vetor de maestria global com valores anormal-
mente elevados e restritos: v = clip(N(0,85,0,05),0,75,0,95).
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e Desatencao Cronica (3%): O agente possui um parametro intrinseco de slip dras-
ticamente elevado (o, ~ U(0,30,0,45)), gerando um alto volume de falsos negativos

na avaliacao.

e Desengajamento em Revisao (3%): Exibe resisténcia ou desengajamento severo
quando submetido a itens de conhecimento pretérito (modo de revisdo), sofrendo

decréscimo artificial na probabilidade de acerto.

As proporgoes dos perfis comportamentais foram definidas de forma conservadora com
base em consideracoes de plausibilidade pedagogica, e uma analise de sensibilidade con-

stitul trabalho futuro.

A inicializagao do vetor de maestria (¢ = 0) para a populagao (com excegao do arquétipo
de Proficiéncia Oculta) reflete a aptidao latente do aluno e a dificuldade intrinseca do
curriculo. A maestria inicial de um aluno [ para cada componente k, denotada por v g,
¢ amostrada de uma distribuigao normal truncada no intervalo [0,2,0,7]. Formalmente,

vk ~ N (Ufina, 0,08%), onde a média é definida por:

Kinat = (0,65 — 0,40 - di) + (A — 0,5) - 0,2 (4.9)

Dindmica Temporal e Modelagem do Esquecimento Considere uma interagao no
instante ¢, onde o agente responde a uma questao ¢;. A retencao do conhecimento ¢
modelada como uma funcao decrescente do tempo, simulando o fen6meno de memoria

efémera, acrescida do Efeito de Espagamento.

Antes de computar a probabilidade de acerto, a maestria atual do agente em cada KC
requerido é penalizada pelo lapso temporal Aty =t — [, ;. Para modelar a consolidacao
da memoria, o parametro de esquecimento original ¢; é amortecido com base no historico
de recuperacoes ativas Cyep i (cujas regras estritas de incremento sdo avaliadas apos a
interagao, na etapa de atualizacdo de estado). Isso resulta em uma taxa de decaimento

efetiva ¢, = ¢ - (0,50)Crertk . A maestria efetiva ajustada pelo tempo, vy 41> € dada por:

/ —¢) At
Uieg = Vg - € oS (4.10)

Probabilidade de Acerto e Simulagao da Resposta A determinacao do sucesso na
interacao integra o estado de conhecimento latente com fatores estocasticos de desempen-

ho. O modelo adota uma formulagao alinhada a IRT, operando no espaco logistico.

Para cada KC k requerido pela questao ¢;, a maestria ajustada vit,k e a dificuldade
condicional §; sao convertidas para a escala logit (log-odds). Para garantir estabilidade
numérica e evitar assintotas matematicas na funcao logaritmica, ambos os parametros sao

previamente restritos (clipping) ao intervalo estrito [0,001,0,999]:
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,U/
Bk =1n <¢> (Proficiéncia do agente) (4.11)

bjr=In (1 j’g > (Dificuldade do item) (4.12)
Y

Esta parametrizacao espelha a IRT discutida na Secao 2.3.1: a proficiéncia ;) desem-
penha papel analogo ao do parametro de habilidade 6;, e a dificuldade do item no espaco
logit b, ; corresponde ao pardametro de dificuldade b; da IRT (com indice k adicional por
ser definida por KC); de modo similar, os parametros de acerto casual v; e de deslize
o, (Segao 4.4.1) correspondem, respectivamente, aos termos de guessing (c;) e de erro
(d;) do modelo 4PL. Adota-se notacao propria por se tratar de um simulador generativo

parametrizado por KC, e nao de uma calibragao de itens via IRT classica.

A probabilidade do agente possuir o conhecimento necessario para o componente k, de-
notada por P(know),, é calculada pela funcgao logistica aplicada & diferenga entre profi-

ciéncia e dificuldade:

1

P(know); = 1+ e~ Bror—bix)

(4.13)

Dado que a questao g; pode exigir multiplos KCs simultaneos, a probabilidade holistica
de dominio conceitual, Ponstic(¢;), € definida pela média geométrica das probabilidades

individuais. Esta agregagao modela a natureza conjuntiva do conhecimento:

<.

Pholistic(Qj) = H P(kDOW)z,k (4-14)
kGIC]‘

Subsequentemente, incorporam-se os parametros de guess (7;) e slip (0;) do agente para

derivar a probabilidade base de resposta correta:

P(correct _base);; = v + (1 — v — 1) - Photistic(¢5) (4.15)

Esta probabilidade sofre intervengoes comportamentais diretas baseadas no arquétipo A4,

do aluno, compondo a probabilidade de acerto final P(correct); ;:

e Se A; for Desengajamento em Revisao e o sistema estiver operando em modo de

revisdo: a probabilidade sofre um decréscimo drastico, P(correct); ; <— P(correct_base); ;-

0,5.
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e Se A, for Aprendizagem Massificada e o nimero de interagoes na sessao atual ()
exceder 30: aplica-se uma penalizagao linear por fadiga cognitiva. Define-se a queda
Afadiga = min(0,40, (z — 30) - 0,015). A probabilidade final é limitada inferiormente

pela taxa de adivinhagao: P(correct); ; <— max(y;, P(correct _base); ; — Afadiga)-

e Se A; for Resposta Aleatoéria Rapida: o conhecimento latente é ignorado, re-

stando apenas o acerto casual: P(correct);; < ;.

e Caso contrario: Para os demais arquétipos (Perfil Padrao, Proficiéncia Ocul-
ta, Desatencao Croénica) ou quando as condi¢oes de gatilho acima ndo forem
ativadas, a probabilidade final permanece inalterada, espelhando fielmente a profi-

ciéncia latente e os ruidos intrinsecos: P(correct);; = P(correct_base); ;.

O resultado binario da interacéo, a;; € {0,1}, é amostrado de uma distribuicao de

Bernoulli:
a; ; ~ Bernoulli(P(correct); ;) (4.16)

Avango Temporal e Dinamica de Sessoes O tempo global ¢ (em dias) avanga através
da soma do tempo de interagao da questao (At;,) e dos intervalos de repouso entre sessoes
de estudo (Atpausa)-

O consumo temporal por questao é Aty ~ U(0,08,0,20) minutos para o perfil Resposta
Aleatoria Rapida, e Aty = max(0,5,N(5,0,3,0)) minutos para os demais arquétipos.
As interagoes acumulam-se até atingir o limite da sessdo atual (Lgegsao), momento em que
o agente entra em repouso prolongado (Afpuusa) € um novo limite é estabelecido para a

sessao seguinte:

e Aprendizagem Massificada: Simula evasoes temporérias longas com Atpausa =

max(10,0,M(20,0,5,0)) dias e sessdes extensas Lgesao = int(N (80, 25)).

e Demais Perfis: A pausa padrao é Atp.us = max(1,0,NV(3,0,1,5)) dias, sujeita a
8% de probabilidade de um acréscimo andomalo de max(7,0, NV (14,0,4,0)) dias (e.g.,
desengajamento pontual). O tamanho da sessdo é proporcional & capacidade de
aprendizado do agente: Lgessao = int(N(50 - \;, 5)).

Atualizagao do Estado de Conhecimento (Aprendizagem) Apoés a interagao, o
estado global do agente X;; ¢ atualizado para X ;1;. Primeiramente, o contador de erros
consecutivos (Egy,s) € zerado se a;; = 1, ou incrementado se ¢;; = 0. A questao g¢; é
entao registrada no histérico de itens utilizados pelo aluno para os KCs correspondentes,

prevenindo repeticoes imediatas futuras.

Em caso de sucesso (a;; = 1) e desde que o agente nao pertenga ao arquétipo Resposta

Aleatoria Rdpida, ocorre o refor¢o cognitivo. A maestria em todos os KCs envolvidos
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k € KC; é incrementada. Para emular a maior eficiéncia da recuperacao ativa da memoria,
define-se um multiplicador contextual M = 1,5 para interagoes em modo de revisao, e
M = 1,0 para aprendizagem regular. A taxa efetiva de aprendizagem é restrita por
Al = min(0,95, \; - M).

O incremento é proporcional a margem de melhoria (1 — v}, ,), acrescido de um ruido
Gaussiano € ~ N(0,0,02?) para simular variabilidade. Em caso de erro (q;; = 0), a

maestria latente nao sofre acréscimo. A funcao de atualizacao é dada por:

clip (v, , +Af, - (1—v,,)+¢€0,0999) sea ;=1
Visein = p ( Ltk It ( l,t,k) ) 1,j (4.17)
Uf,t,k sea;; =0

Para sustentar a formulagao da ZDP em revisoes futuras, o pico histérico de maestria

2

do aluno para o componente é atualizado rigorosamente em iteracoes bem-sucedidas:

Upeak,l,k = maX(Upeak,l,k, Uz,t+1,k)-

Independentemente do resultado da interacao, o vetor de recéncia R ; é atualizado (R 41 =
t), reiniciando o crondémetro do decaimento. Adicionalmente, verifica-se o critério restrito
de consolidagao da memoria: o contador de repeticoes espagadas Chepx € incrementado
se, e somente se, a interagao for uma revisao formal, o componente estivesse criticamente
em risco antes da resposta (abaixo do limiar de manutencgao: v;,, < V), e o incremen-
to de aprendizagem obtido for suficiente para restaurar a maestria a um estado seguro
(vit416 > Py). Este mecanismo garante que apenas a recuperacao de conhecimentos
que estavam a beira do esquecimento resulte em uma reducao permanente da taxa de

decaimento futuro.

Por fim, o sistema reavalia o estado de progressao no grafo (BFS). Se a maestria atualizada
de um KC em aprendizagem atingir ou superar seu limiar de aprovagao (€2 ), o componente
¢ promovido ao conjunto de dominados (KCgom.), seu registro local de questoes utilizadas
¢ limpo (permitindo a reexibi¢do como fallback em revisoes futuras), e os KCs filhos
cujos pré-requisitos foram agora integralmente satisfeitos sao desbloqueados na fronteira

de aprendizagem.

4.4.3 Politica de Selecao de Atividades e Progressao Curricular

A selecao de qual questao g; apresentar ao agente s; é governada por uma politica pedagog-
ica que gerencia a progressao do aluno através do grafo de conhecimento G e equilibra o

aprendizado de novos KCs com a revisao de pré-requisitos.

Estrutura de Progressao Curricular e Mitigacao de Fadiga. A progressao é

gerenciada por uma estrutura de BFS adaptada, onde o estado de progresso de cada
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agente s; ¢ mantido por um conjunto de variaveis de controle:

o Kaom,: O conjunto de KCs que o agente ja domina, i.e., aqueles cuja maestria v; 4y

atingiu ou superou o limiar 2.

o Kuniy: O conjunto de KCs desbloqueados, ou seja, todos os componentes cujos

pré-requisitos ja se encontram em Kgop, ;-

® Fiearny: A fila de aprendizagem dos KCs desbloqueados. Inicialmente operando
com logica FIFO (First-In, First-Out), a fila ¢ dinamicamente reordenada caso o
agente demonstre fadiga cognitiva localizada, promovendo a pratica intercalada.
Novos componentes de Ky, sao adicionados ao final da fila a medida que sao

desbloqueados.

® kocoi: O KC foco, definido como o primeiro elemento atual da fila de aprendizagem

Flearn,, Tepresentando o objetivo imediato de aprendizado do agente.

Para evitar o aprisionamento cognitivo e o esgotamento prematuro do agente em con-
ceitos de alta dificuldade, a estrutura implementa um mecanismo de Pratica Intercalada
(Interleaving). A politica rastreia a fadiga local através de uma variavel de frustragao
continua F..,s, que contabiliza os erros consecutivos do agente durante as tentativas de
aprendizagem no KC foco. Caso o agente atinja um limiar de tolerancia a frustragao
Trrust = D € existam alternativas de estudo disponiveis na fila (|Feqrny| > 1), a politica
executa uma rotacao ciclica: o componente ko, atual é removido do topo da fila (pop)
e reinserido no final (append), e o contador E,.,s é reiniciado. Esta manobra atualiza o
E foco, Para o préoximo componente da fila, permitindo que o aluno avance em nés paralelos

do grafo e retorne ao conceito desafiador posteriormente.

Politica de Selecao do KC-Alvo. A cada interacao, apos a potencial rotagao por
fadiga descrita anteriormente, a politica determina o componente-alvo (kigrget) @ ser prat-
icado, priorizando a manutengao da base de conhecimento consolidada sobre a introdugao
de novos contetidos. Primeiramente, o sistema avalia a necessidade de revisao, verificando
o estado de todos os pré-requisitos recursivos do kfee, atualizado. Seja Pre™(Kjfoco,) 0O
conjunto formado pelo fecho transitivo dos antecessores de kfoco; 0o grafo G (i.e., pais,

avos e raizes).

A maestria de cada pré-requisito historico é recalculada para levar em conta o decaimento
temporal (esquecimento), conforme a Equacao 4.10. Se a maestria ajustada de qualquer
ancestral k; cair abaixo do seu respectivo limiar de manutencao ¥;, ele é adicionado a um

conjunto de componentes em 1isco: Kpigr = {ki € Pre*(kfocor) | v],; < Wi}

A selecao do KC-alvo ¢ entao formalizada pela Equagao 4.18. Se o conjunto de compo-

nentes em risco nao estiver vazio, a politica entra em modo de revisao, selecionando o
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KC com a menor maestria latente atual para ser reforcado. Caso contrério, se a base de
pré-requisitos estiver solida, o agente permanece em modo de aprendizagem e prossegue

com o KC foco.

arg minkiGKm'sk,l vl,,t,i s€ ICMSk’l ?é 0 (ReViSéO> (418)

ktarget -
kfocoyl se Kyisry = 0 (Aprendizagem)

Selecao da Questao via ZDP. Uma vez definido o KC-alvo kigpget, a selecao final da
questao a ser apresentada é guiada pelo conceito de ZDP. O processo ocorre em duas
etapas: um filtro curricular heuristico para criar um conjunto de questoes candidatas
(Qcana) €, em seguida, a definicdo de um intervalo de probabilidade dindmica observavel

[Prins Prmaz) para amostrar a questao mais adequada.

Modo de Aprendizagem. Quando a politica de progressao determina que o agente
deve focar em aprender um novo componente (kirget = Kjocoy), @ selegdo segue uma

politica de avango curricular contido.

Filtro Curricular para Aprendizagem: A selecao de candidatos (Qeuna) opera em dois
niveis de prioridade. Um item inédito ¢; (onde ¢; ¢ used(kiqrget)) € admitido no conjunto
estrito se todos os seus KCs secundarios, ks € Kyec(q;) = K(q;) \ {ktarger }, satisfizerem

pelo menos uma das condigoes:
e O KC secundario ja é dominado (ks € Kgom,) ou esté desbloqueado (ks € Kuniy)-

e O KC secundario representa um avango curricular supervisionado: level(k;) <
level<ktmng€t) + 1.

Caso o conjunto estrito resulte vazio, o sistema aplica uma politica de relaxamento (fall-
back), admitindo as questdes inéditas que violam a restrigao de profundidade, garantindo

a progressao sobre a inani¢ao prematura.

Cdlculo da ZDP Base para Aprendizagem: A ZDP é mais ambiciosa nos estagios iniciais
e converge nos finais. Com o hiperparametro de agressividade fixado em «jeqr, = 0,5, 0

intervalo cognitivo latente é:

Al@ﬁ”‘” = Qearn * (1 - Ug,t,target) (419)
Pbase_min = vl/,t,target (420)
Pbase_ma:p = min<1707 Uz,t,target + Alearn) (421)

Modo de Revisao. Quando o alvo encontra-se em 1isco (Kiarget € Krisk,i), @ prioridade

é o refor¢o sem introdugao de ruido.
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Filtro Curricular para Revisao: Neste modo, o filtro prioriza admitir itens inéditos se, e

somente se, todo KC secundario for estritamente um pré-requisito histérico do KC-alvo:
Vks € Ksec(q;), ks € Pre*(Kiarget) (4.22)

Dada a alta esparsidade estrutural, este modo implementa um duplo fallback. Se o filtro
estrito falhar, admite-se primeiramente qualquer item inédito de kigrger. Se ainda assim
restar vazio, permite-se excepcionalmente o reaproveitamento de itens ja visualizados pelo

aluno, emulando um mecanismo de flashcards iterativos.

Cdlculo da ZDP Base para Revisdo: A ZDP de recuperacao ancora-se no pico histérico de
maestria alcancado (Upeak,itarget) Mitigando a dificuldade imposta. Com margem minima
Ao = 0,05:

/
Upeak,l,target — Ul,t,target

Pbase_min - vl/,t,target + B (423)

Pbase_max = maX(Pbase_min + Areva Upeak,l,target) (424)

Projecao da ZDP e Selecao da Questao. Os limites cognitivos latentes base (Pyase mins
Pbase_max) sao projetados para o espaco de probabilidade observdvel de acerto do aluno,

integrando sua propensao ao acerto casual (7;) e deslize (o;):

Pmin =M + (]- - M — 01) ' Pbaseimin (425)
Pma:l: =M + (]- -V — Ul) : Pbaseimaa: (426)

Cidlculo dos Pesos e Amostragem: Para cada ¢; € Qcang, 0 Peso w; baseia-se em sua
probabilidade holistica P(correct);; (Equagao 4.15). A fun¢ao plato, com o, = 0,15,

atribui peso méaximo (1,0) dentro da ZDP observavel e decaimento Gaussiano nas bordas:

1,0 se Pin < P(correct);; < Prox
w; = § exp <_ (P(CorreC;Z:éj_Pmm)2> se P(correct)l’j < Pin (427)
exp (_(P(Correc;);éjfpman) se P(COl"l"eCt)l’j > Pros

Se o conjunto avaliado consistir apenas de itens extremos, resultando em um somatoério de
pesos computacionalmente nulo (> wy = 0), o sistema previne a instabilidade assumindo
uma distribuicdo uniforme temporaria (w; = 1,0). A questdo final, gseiected, € entao
amostrada aleatoriamente do conjunto proporcionalmente a wj:

Wy

P(qj|Qeana) = (4.28)

qu S Qcand wk
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Condicoes de Parada e Evasao Estocastica. A trajetoria sequencial do agente s

encerra-se caso atinja um dos quatro estados terminais:

1. Prazo do Ano Letivo (Time Deadline): O ambiente estipula um limite tempo-
ral intrinseco. A simulagao finaliza se o relogio global ¢ superar T,,,, = max(200,0, M (290,0, 30,0

dias letivos.

2. Maestria ou Maestria Parcial: A travessia conclui naturalmente por éxito cog-
nitivo quando a fila de focos esvazia. Se |[Kiom,| = |K|, consolida-se a Maestria

Absoluta; do contrério, registra-se uma Maestria Parcial.

3. Inanicao Curricular (Starvation): Se o filtro hierarquico esgotar absolutamente
todas as opgoes em Q. .q,q (incluindo permissoes restritas de fallback) para um dado

Kiarget, @ simulac@o entra em colapso (starvation).

4. Evasao Comportamental (Behavioral Dropout): Modelada interativamente
para capturar o abandono sistémico. A probabilidade diaria base (Pyuse = 0,0001)
sofre escalonamento agressivo sob acimulo de frustragao (Ee.,s > 5), resultando na

chance de abandono:

Pdropout = min (0795a Pbase + 07001 ) (max((), Econs - 5))1’5> (429)

4.4.4 Imputacao Topologica via Monte Carlo (ITMC)

Apesar do rigor metodologico no mapeamento semantico e na etapa de curadoria (Segao 4.3.3),
a topologia do banco consolidado de itens apresenta esparsidade empirica localizada.
Quando a politica de selecao adaptativa submete os agentes sintéticos a este grafo sob
as estritas restrigdes curriculares (BFS) e cognitivas (ZDP), observa-se um fenémeno de
inanicao sistémica (Starvation). Devido a "buracos"no gradiente de dificuldade de deter-
minados KCs, o filtro curricular frequentemente resulta em um conjunto de candidatos
vazio (Qeana = 0), forgando a parada prematura da simulacao antes que o agente atin-
ja a maestria global. Para mitigar este gargalo, propos-se a Imputacao Topoldgica via
Monte Carlo: um algoritmo baseado em simulagoes estocasticas iterativas projetado para

identificar e suprir automatizadamente as falhas de densidade na rede curricular.

Definicao dos Componentes de Simulagao Para a correta especificacao do algo-
ritmo de otimizacao, formalizam-se as entradas, o motor de orquestragao e as saidas

esperadas do processo:

1. O Grafo Empirico Inicial (G”): Corresponde a rede de conhecimento canénica
produzida ao final da Secao 4.3.3. Contém os K componentes de conhecimento

e o conjunto restrito de questoes reais mapeadas pelo pipeline de Mapeamento
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Seméntico, apds a padronizacao logit e a poda heuristica.

2. A Populagao Estocastica Fixa (S): Um conjunto instanciado de N = 800
agentes virtuais, gerado estritamente pelas regras de amostragem cognitiva e ar-
quétipos comportamentais definidos na Secao 4.4.1. A semente estocastica desta
populagao é congelada. Esta decisao atua como um mecanismo rigoroso de redugao
de variancia, assegurando que alteragoes na taxa de evasao se devam unicamente
a melhorias topologicas no grafo, e nao a flutuagoes nas aptidoes da amostra entre

iteragoes.

3. O Motor Orquestrador (SimulateMonteCarlo): Representa a abstra¢ao com-
putacional que integra a modelagem matematica e estocéstica dos agentes (Segao 4.4.2)
com as politicas de selegdo e progressao curricular (Segao 4.4.3). Para cada agente
da populacdo S navegando no ambiente G(*), a funcdo executa o ciclo temporal
interativo completo, computando as probabilidades dindmicas de acerto, aplicando
os efeitos de esquecimento e arquétipos comportamentais, e atualizando o estado la-
tente de conhecimento, até que o agente atinja um dos estados terminais (Maestria,

Evasao Comportamental, Limite de Tempo ou Inanicao).

4. A Matriz de Log de Interacoes (D™)): O registro sequencial bruto (dataset)
gerado por uma rodada de simulagao. Consiste em uma cole¢ao longitudinal de tu-
plas na forma (s, ¢;, K;, P(correct), a; ;, At, t), documentando o estado microscopico

de cada resposta.

5. O Vetor de Estados Terminais (E,c.s0n): Um mapeamento que associa cada
agente s; € § a sua respectiva condi¢ao de parada ao final da simulacao, permitindo

a extragao de métricas de falha sistémica.

Dinamica de Identificagao e Imputagao Estrutural A cada iteragao (ou "onda'"de
imputacdo) w, o motor SimulateMonteCarlo avalia o ambiente atual G™). Ao final da
rodada, o pipeline filtra o vetor E, ..o, para extrair o conjunto de componentes criticos
’C(w)

starveqs COITespondente aos KCs que atuavam como alvo de aprendizagem (kta,,get) no

exato momento da inani¢cao de qualquer agente.

Para garantir fluidez na progressao estocastica futura, o algoritmo impoe duas restri¢oes

de densidade para todo KC k € K:

1. Volume Minimo Absoluto: Cada componente deve possuir no minimo 7,,;, = 20

itens associados em sua topologia direta.

2. Cobertura de Gradiente (Bins): O conjunto de itens associados a k deve co-
brir os quartis essenciais de dificuldade. Define-se o conjunto de ancoras B =
{0,25,0,50,0,75,0,90}. Um bin b € B é considerado coberto se existe um item estru-
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tural ¢ associado a k possuindo dificuldade condicional d, tal que |0, —b| < 0,15.

.. . L. (w) PPN
Caso um componente k seja identificado como critico no grafo (k € ICy;,...4), sua exigén-
cia volumétrica local sofre uma penalidade heuristica, sendo incrementada em 25 itens

adicionais para alargar a margem elastica da ZDP naquele no.

Instanciacao de Nés de Itens Parametrizados Ressalta-se que o algoritmo nao redi-
ge enunciados linguisticos. Para suprir os déficits estruturais, instancia-se no grafo Nos
de Itens Parametrizados (gsynt). Este noé fantasma atua como um invélucro matemético:
atribui-se a ele o KC requerido k£ e uma dificuldade condicional dgynp 5. Esta dificuldade

é amostrada para cobrir especificamente as bins faltantes ou, residualmente, é amostrada
uniformemente do conjunto discreto de restri¢oes operacionais D,,., = {0,2,0,3,0,4,...,0,8}.
Para emular a complexidade conjuntiva da BNCC, ha 5% de probabilidade de o né
associar-se também a um pré-requisito secundario kq,. € Pre*(k), limitando-se sua di-
ficuldade a Osynin,anc = clip(dsynene — 0,2, 0,1, 0,9).

Formalizagao do Algoritmo A orquestragao metodologica do ITMC é descrita no
Algoritmo 1. O processo atua iterativamente até atingir a convergéncia topologica estrita
(satisfac@o simultanea da auséncia de inanigdes e do suprimento estrutural completo de
todos os KCs) ou o teto de otimizagdo W = 5. O produto deste processamento é o
Grafo Curricular Topologicamente Estabilizado (G*), cujos gargalos intransponiveis foram
sistematicamente mitigados, ou integralmente erradicados, caso a convergéncia estrita seja
alcancada antes do teto limite, garantindo uma densidade amostral 6tima. Paralelamente,
obtém-se o Conjunto de Dados de Interagoes Longitudinais (D*), contendo as trajetorias

de aprendizagem resolvidas.

Consideragoes Praticas e Geragao de Contetido Futuro No escopo desta pesquisa,
a politica computacional de recomendagao baseada em knowledge tracing independe da
semantica textual dos itens, fundamentando-se inteiramente na topologia do grafo de
dependéncias (G*) e nas propriedades estocéasticas da interagao (D*). Em um cenario
produtivo real, a matriz de parametros associada aos nos estruturais de 9Q,,.,, atua co-
mo uma especificagdo de engenharia estrita (i.e., prompting condicional) para que LLMs
redijam o material didatico (enunciados e alternativas), assegurando que a redagao final
do sistema de avaliacao obedeca matematicamente as necessidades operacionais ditadas

pelo algoritmo topologico.

Transicao de Nomenclatura para o Treinamento Para fins de clareza notacional
nas etapas deste trabalho, o conjunto de interagdes longitudinais (D*), gerado ao final
do processo de imputagao, passou a ser referido doravante simplesmente como Dataset

Sintético D. Este conjunto atuou como o insumo primério empirico para o treinamento e
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Algorithm 1 Imputagao Topolégica via Monte Carlo (ITMC)

Require: Grafo Empirico G, Populacéo Fixa S, Limite de Iteracoes Winge < 5
1: w<+0
2: while w < W,,,, do

32 DY E,uon < SimulateMonteCarlo(G™), S) {Orquestra o Tutor e os Agentes}
4: /Cg;)med + {k € K | Inani¢ao em k € E,cqs0n}

5 Quew < 0

6: for all k € K do

7: Q. + Itens mapeados para k em G(*)

8: Deficit <— max(0,20 — |Qx|)

9. if ke K%Y . then

10: Deficit <— Deficit 4+ 25

11: end if

120 Brattantes < {b € {0,25,0,50,0,75,0,90} | B¢ € Oy com |8, — b| < 0,15}
13: Nyerar < max(Deficit, | Braiantes|)

14: if Nyerqr > 0 then

15: Vairr < Unir Bfatantes €O (Nyerar — | Braitantes|) amostras de Dope,
16: for all d € V5 do

17: @synth < Novo N6 Parametrizado

18: 5synth,k —d

19: if rand() < 0,05 and Pre*(k) # () then

20: kane ~ Uniforme(Pre*(k))

21: dsynth,anc < clip(d — 0,2, 0,1, 0,9)

22: end if

23: Qnew — Qnew U {QSynth}

24: end for

25: end if

26: end for

27:  if |Quew| = 0 then

28: break {Convergéncia estrita: Vk € I, volume > 20 e bins {0,25,0,50,0,75,0,90}

cobertos}

29:  end if

30: Gt « gy Q,., {Imputacio das matrizes de dificuldade}

3 w+w+1

32: end while

33: return Grafo Topologicamente Estabilizado G* + G®), Interacoes Longitudinais
D* + DW)
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a avaliagdo dos modelos preditivos, conforme detalhado no protocolo experimental (Segao
5).

4.5 Implementacao do Sistema de Recomendacao Adap-

tativa

Esta etapa consiste na operacionalizacao do sistema de tutoria adaptativa, integrando
os modulos das fases anteriores. O motor de diagnoéstico utiliza um modelo de KT de
referéncia Fj.- (Secdo 5.1), treinado com o Dataset Sintético D da Segao 4.4 e selecionado
pelo menor RMSE sobre a variavel-alvo P(correct). Em cenario produtivo prevé-se o
fine-tuning continuo do modelo, mas a implementagao deste ciclo de retroalimentagao

encontra-se fora do escopo deste trabalho.

Por construgao do alvo de treinamento, Fj., opera no espago observavel de probabili-
dade de acerto, encapsulando implicitamente os parametros cognitivos (7, 0;), o decaimen-
to temporal e o ruido estocastico do agente. A politica original (Secao 4.4.3), formulada
sobre o espaco latente de maestria, deve portanto ser integralmente reformulada no espaco

observével.

4.5.1 Arquitetura do Sistema
O sistema operacionaliza a ZDP por meio de trés componentes:

1. Grafo de conhecimento (G*): ontologia da BNCC otimizada via algoritmo ITMC
(Segao 4.4.4). Fonte candnica das relagoes de pré-requisito entre os KCs e dos

parametros pedagogicos € (limiar de dominio) e Wy, (limiar de manutengao).

2. Modelo de knowledge tracing (Fj.;): componente de diagnostico que, dado o
historico H; = {(¢n, @n, Tn) }n<t do aluno s; e uma questao arbitraria ¢;, retorna a

estimativa observével P(correct);; = Fiop(His, ¢;)-

3. Motor de Recomendagao (R): componente logico que combina G* e Fj para

executar a politica pedagogica.

4.5.2 Inferéncia da Maestria Operacional via Ghost Pass

Formulacao candnica. Define-se a operagao de ghost pass como uma probe diagnostica

que produz, para cada KC k£ € K, um proxy de maestria projetado ao espaco observavel.
~ N . host ~ . . . L, .

Em sua formulagao canénica, seja ¢f **" uma questao virtual monoconceitual cujo tnico

KC associado ¢ k e cuja dificuldade condicional ¢ fixada na mediana 67" = 0,5. A
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predicao diagnoéstica para o aluno s; no instante ¢ seria:

Pyt k) 2 Fip (Huss a"). (430)

Sob 5zh08t = 0,5, a dificuldade no espaco logit anula-se (bZhOSt = 0); portanto P(know); , =

sigmoid(fyx — 0) = vj, ;. Substituindo na Equagao 4.15:
PE (L k) &+ (19— 1) - Vg (4.31)

A grandeza pgposi(t, k) constitui, assim, a projegao afim isomorfica de UZ,t,k: no espaco
observavel, mediada pelos parametros internalizados pelo modelo, e desempenha papel

operacional analogo ao de v' na formulacao latente original.

Realizagao operacional via ancoras multiplas. A questdo virtual ¢/"** nio admite
instanciagao direta no banco de questoes reais; sua dificuldade condicional ideal 5gh08t =
0,5 é satisfeita apenas por aproximacao. A realizacdao operacional da probe sobre Fjr
a partir de itens efetivamente presentes em G* emprega, portanto, uma agregagao multi-
ancora: para cada KC k, seleciona-se um conjunto {qgnChOT(k)}jyz“l de N, questoes reais
monoconceituais cuja dificuldade condicional J, ) minimiza o desvio absoluto em relagao

ao ideal § = %:

(4)
q;znchor(k) = arg min 5q,k: _ %|’ (432)
qGQLnDnO

onde Q;"°"° denota o subconjunto de questoes monoconceituais em G* que ativam exclu-
sivamente o KC k, e argmin') denota o j-ésimo menor valor. A maestria observavel é

entao definida como a média aritmética das predi¢oes do modelo sobre essas N, ancoras:
1 e
A % anchor(k
Poron(t, k) = 5D Fiea(Huy & """k, (4.33)
a ]:1

em que @ denota a concatenacao da questao-ancora a historia parcial e [k] a leitura da
componente associada ao KC k. Adota-se N, = 3. A justificativa para a agregacao é
estatistica: a sondagem de ancora unica (N, = 1) é sensivel a particularidades da ancora
eleita (sobretudo em arquiteturas atencionais, cuja predigdo depende nao-trivialmente

do embedding de dificuldade), e a média sobre ancoras simetricamente posicionadas em

1
2

o critério de selecao é centrado no ponto de inflexao. Quando Q}'°"° é vazio em razao de

torno de § = = reduz a variancia da estimativa sem introduzir viés sistemético, dado que

cobertura limitada do banco, recorre-se as questoes multi-conceituais associadas a k£ com

prioridade as de menor desvio em relagao ao ideal de dificuldade, e o evento é registrado
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para auditoria posterior. Mantém-se também o pico histérico observavel:
ﬁghastipeak (t7 k) - I?gi{ ﬁghost (t/7 k)? (434)
substituindo o conceito latente vpeqr, i k-

Projegcao dos limiares pedagogicos. Os limiares pedagogicos ), Uy, originalmente
definidos no espago latente em G*, sao projetados ao espago observavel via parametros

populacionais médios (7, a) estimados sobre D:

QY =5+ (1—75—-35) Q. U =54+ (1—7—35)- V. (4.35)

4.5.3 Calibracgao Isotonica do Espago Observavel

A projegao da Equagao 4.35 pressupoe que a saida de Fj;; sob a ancora q;-"whm"(k)

esteja
efetivamente alinhada com a projegao afim w(v) = ¥4(1—%5—&) v sobre a maestria latente.
Essa hipotese é estritamente verdadeira apenas no limite teérico de uma ancora idealmente
neutra e de um modelo perfeitamente calibrado no espago de p*. Sob a realizagao multi-
ancora da Equacao 4.33 e sob o modelo treinado por minimizacao de RMSE,- (Secao 5.1),
permanece um viés sistematico residual de magnitude populacionalmente nao-desprezivel,
no sentido de que Pgrost(t, k) subestima (v, ;) na cauda de alta maestria. Nao corrigido,
esse viés impede o cruzamento de Q% pela Equacdo 5.9, travando indefinidamente o

avanco BFS.

Para mitigar esse desalinhamento, o motor incorpora uma transformacao pés-hoc ¢ :
[0, 1] — [0, 1] monotonica nao-decrescente, a regressao isotonica, aplicada a toda saida do

modelo no ciclo de inferéncia:
p = oFrr(H, q)), g nao-decrescente, g(x) €10,1]. (4.36)

A escolha pela forma isoténica nao-paramétrica é justificada por trés propriedades si-
multaneas. Primeiro, a monotonicidade preserva a ordem p, < p, = ¢(pa) < g(pp),
garantindo que a calibracao nao introduza inversoes espurias entre KCs ou alunos, pro-
priedade essencial para que a promoc¢ao BFS e a ponderacao ZDP nao sejam distorcidas
pela correcao. Segundo, a auséncia de forma paramétrica permite ao calibrador absorver
a heterocedasticidade do erro residual entre regioes de baixa e alta maestria, em vez de
impor um shift uniforme. Terceiro, g é deterministico condicionado ao seu conjunto de

ajuste, sustentando a reprodutibilidade do sistema.

O calibrador é aplicado de forma transparente em ambos os pontos de inferéncia do motor:

na operacao ghost pass, calibrando cada uma das N, predigoes antes da agregacao na
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Equacao 4.33, e na predicao da probabilidade de acerto da questao candidata P (correct); ;
(definida adiante na Equagao 4.43), de modo que todas as quantidades probabilisticas
consumidas pelo motor residem no mesmo espago observavel calibrado. Os detalhes do
protocolo de ajuste de g sobre uma coorte de estudantes disjunta da coorte de avaliacao,

e as garantias de auséncia de vazamento associadas, sao apresentados na Segao 5.2.2.

4.5.4 Ciclo de Recomendacao em Tempo Real

A cada solicitagao de uma nova questao pelo aluno s;, o motor R executa o seguinte ciclo:

Passo 1: Atualizacao do Estado Interno. O histérico H;; ¢ processado por Fp,
que atualiza seu estado oculto z;; — 2441, encapsulando a estimativa mais recente do

perfil cognitivo do aluno.

Passo 2: Calculo do Vetor Ghost Pass. Computa-se pgnost(t, k) via Equacao 4.33
para todo k € K (|K| = 82), formando o vetor operacional Pgros(t) € [0,1]¥. Cada uma
das N, predigoes do modelo é mapeada por g antes da agregacao, conforme Equagao 4.36.

Atualiza-se também Pgnost pear(t, k) via Equagao 4.34.

Passo 3: Determinagao do KC Foco. O motor mantém a estrutura de progressao
BFS da Secao 4.4.3. A promocao de um componente ao conjunto de dominados é efetivada
quando Pgnest(t, k) > szs, com consequente atualizacao de Kaom,i, Kunig € Fiearni- O KC
foco ktoco, corresponde ao primeiro elemento da fila atualizada. Os mecanismos de pratica
intercalada (rotagao por fadiga sob E.ns > Tfryust) operam de forma idéntica a formulacao

original.

Passo 4: Politica de Revisao e Definicao do Alvo. O conjunto de risco é construido

diretamente no espago observével:
Kriska = {k € Pre*(kfocou) | Donost(t, k) < WP} (4.37)

O alvo kigrger € selecionado pela substituigdo v' +— Pgpest na Equagio 4.18:

arg min  Pgpost(t, k) se Krisky #0  (Revisao)
ktarget - Rekrisk. ! (438)

E focoy caso contrario (Aprendizagem)

Passo 5: Definicao da ZDP Ativa no Espaco Observavel. A ZDP é reformulada
no espaco observavel a partir da projecao afim das Equacoes 4.20-4.24, substituindo o teto
latente 1,0 pelo teto observavel 1 — ¢ (limite estatistico de acerto sob slip populacional).

Para alivio notacional, suprime-se o indice (t, ktarget) €M Dghost € Dghost_peak-
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Modo Aprendizagem (Kigrget = kfocoy). Com agressividade ayeqrn = 0,5:

Pmin - ﬁghost (439)
Pmax = ﬁghost + Alearn * ((]- - 6) - ﬁghost) (440)
A Equacao 4.40 resulta da expansao algébrica da projecao original: v + (1 — v — o) (v' +

0,5(1 —v")) = Pghost +0,5(1 — 0 — Dgnost), €m que 7 & cancelado e apenas o persiste, sendo

substituido por 7.

Modo Revisao (kigrget € KCrisk,). Com margem minima A,., = 0,05:

ﬁghost + ﬁghost_peak:
Pmin = 9

Pmax = maX<Pmin + Areva ﬁghost_peak:) (442)

(4.41)

As Equagoes 4.41-4.42 sao exatas, dado que a transformagao afim x — v+ (1 — vy — o)z
comuta com a média aritmética; nenhuma aproximacao populacional é introduzida no

modo de revisao.

Passo 6: Selecao da Questao via ZDP Ponderada. Forma-se o conjunto de questoes
candidatas Q. ..,q aplicando-se o filtro curricular apropriado da Secao 4.4.3, incluindo a re-
stricao da Equacao 4.22 e as regras de fallback no modo de revisao. Para cada ¢; € Qcand,
a probabilidade esperada de acerto é diretamente fornecida pelo modelo, sob a apli-

cacao do calibrador descrita pela Equacgao 4.36:
P(correct);; = A Frer (Mg, qj))- (4.43)

Esta predigao reside no mesmo espago observavel calibrado que o intervalo [Pyin, Prax|, dis-
pensando reprojecoes e tornando obsoleta a formulacao composicional via Equacoes 4.11—
4.15 (que pressupoem decomposi¢do em maestrias por KC e dificuldades condicionais

explicitas).

O peso w; ¢é calculado pela fungao platé da Equagao 4.27 com o, = 0,15:

( 1,0 se Ppin < f’(correct)lﬁj < Phax
(P(correct);; — Puin)? R
w; = exp| — 20125 se P(correct); ; < Puin (4.44)
p t)i; — Pmax 2 ~
exp ! (Correc2)lg ) ) se P(correct); ; > Pax
o
\ w

A questao recomendada ¢* é amostrada de Q. ,,q proporcionalmente ao peso normalizado,
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conforme Equacgao 4.28, preservando otimalidade pedagogica com diversidade estocastica.

A salvaguarda numérica para ), wy = 0 (distribuicao uniforme temporaria) ¢ mantida.

4.5.5 Consideracoes sobre Aproximacoes Populacionais
A reformulacao acima introduz trés pontos de aproximacao controlados:

1. As constantes 7 e ¢ utilizadas nas Equagoes 4.35 e 4.40 correspondem as médias
das distribuigoes marginais geradoras adotadas em D (Tabela 4.2): 4 =0,20 e 7 =
0,12. Substituem os parametros nao observaveis (v;, ;) do agente real, constituindo
erro sisteméatico de primeira ordem cuja magnitude esperada esta limitada pelos
desvios-padrao das respectivas distribui¢oes truncadas. A estimacao adaptativa por
aluno via fine-tuning ou modelagem hierarquica permanece como dire¢ao de trabalho

futuro.

2. A operagao ghost pass (Equacdo 4.33) é realizada sobre N, = 3 questoes reais
monoconceituais selecionadas pelo critério da Equacao 4.32. Em geral 5q;nch0r7 7 0,5
por finitude do banco de itens, e a média sobre N, ancoras é o procedimento adotado
para mitigar a sensibilidade da estimativa a ancora especifica sem introduzir viés
sistematico. A robustez da generalizacdo do modelo a regides marginais do espaco
de questoes, itens multi-conceituais e dificuldades condicionais afastadas do centro,

¢ empiricamente verificada no protocolo experimental.

3. O viés sistemético residual remanescente das duas aproximagoes anteriores (agre-
gando substituicao de pardmetros agente-especificos por constantes populacionais,
realizacao da probe por ancoras de dificuldade finita e desalinhamento estrutural en-
tre o espago de treino do modelo (p*) e o espago pedagogico (2225, WeP%) ) & absorvido
pela calibracao isotonica pés-hoc da Segao 4.5.3. A monotonicidade do calibrador g
garante que essa absorcao preserve a ordenacao relativa entre KCs e alunos imposta
pelo modelo, deixando inalteradas as relacoes de promocao BFS e de ponderacao

ZDP no nivel ordinal.

4.5.6 Resultado Esperado

O resultado final desta etapa é um sistema de tutoria adaptativa capaz de: (a) diagnosticar
o conhecimento em tempo real; (b) decidir entre avangar ou revisar; (c) selecionar a

quest@o 6tima para o aprendizado; e (d) fornecer feedback sobre a progressao no grafo.

Com a arquitetura definida e os componentes integrados, encerra-se a descricao da metodolo-
gia. O capitulo subsequente define o protocolo experimental para validar a capacidade

preditiva dos modelos e a eficacia da politica de recomendagao.
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Capitulo 5
Protocolo Experimental

Este capitulo descreve o delineamento experimental adotado para validar a proposta. A
avaliacao concentra-se na validacao algoritmica do componente de diagnostico, através de
um benchmarking de modelos de Knowledge Tracing. Para assegurar a reprodutibilidade,
escalabilidade e a integridade dos dados, a orquestracao dos experimentos, bem como
o rastreamento sisteméatico de parametros, hiperparametros e métricas, foram realizados

utilizando a plataforma MLflow.

5.1 Treinamento e Avaliacao de Modelos de Know!l-

edge Tracing

Esta etapa conduz um benchmarking de modelos de KT utilizando o Dataset Sintético
D. O objetivo ¢é identificar a arquitetura de rede neural Fxr com maior capacidade
preditiva e de calibracao estatistica para o contexto modelado. O modelo de melhor
desempenho, denominado modelo de referéncia, constitui o motor preditivo principal do

sistema diagnoéstico detalhado nas se¢oes subsequentes.

5.1.1 Preparacgao dos Dados de Entrada e Feature Engineering

O Dataset Sintético D, armazenado em formato colunar Parquet e processado em memoria
via DuckDB e posteriormente em Pandas, passa por um filtro inicial que retém exclusiva-
mente estudantes com um histérico minimo de 10 interacoes. Em seguida, extrai-se uma
amostra fixa de 500 estudantes para compor o conjunto de dados experimental. Para cada
aluno s; € §, suas interagoes sao transformadas em uma sequéncia cronolégica I;. Cada
elemento 7;; da sequéncia representa uma interagao no instante ¢ e é formalmente definido
pela tupla:

U = (QI,ta k’l,t, alﬂg,pit, ‘)(l,t) (5~1)



Nesta estrutura, ¢;; representa o identificador da questao e k;; o identificador do KC. A
varidvel a;; € {0,1} denota o resultado empirico de acerto ou erro. O termo p;, € [0, 1]
representa a probabilidade latente de acerto (P(correct)), calculada estruturalmente pelo
simulador no exato instante da interacao. O componente Aj; engloba um conjunto de
variaveis preditivas temporais e de historico, cuja utilizacao é opcional e estritamente de-
pendente da arquitetura da rede neural avaliada. O registro temporal bruto (ts), original-
mente computado pelo simulador em fracoes continuas de dia, é convertido para uma es-
cala absoluta de minutos mediante a multiplicac¢@o pelo fator 1440 (24 horasx 60 minutos).

A partir dessa base de tempo linear, extraem-se as seguintes covariaveis:

e Practice Count (pcount): Frequéncia acumulada (cumcount) de exposigoes prévias

do aluno ao KC especifico.

e Repetition Gap (rgap): Tempo transcorrido desde a ultima interagdo com o mes-

mo KC, regularizado pela transformagao logaritmica In(1 + At.).

e Subject Gap (sgap): Tempo transcorrido desde o ultimo acerto no mesmo KC,

transformado via In(1 + At correto)-

e Interval Time (it): Tempo transcorrido entre a interacao atual e a imediatamente

anterior, independente do KC: In(1 + Atyerar)-

e Answer Time (at): Tempo individual de resolugdo da questdo atual (elapsed

time).

Para adequacao aos tensores de embedding dos modelos neurais, as variaveis continuas em
X+ sao discretizadas em 100 intervalos (bins) por meio de quantis empiricos (gcut). Os
limites de decisao (bin edges) sao ajustados estritamente sobre os dados de treinamento

e propagados para a validagao, prevenindo vazamento de dados.

Devido a restricao de dimensionalidade e capacidade de memoria na propagacao de gradi-
entes, as sequéncias [; sdo seccionadas através de uma janela deslizante (sliding window).
O algoritmo adota um comprimento méaximo 7" = 200 interagoes por tensor e um passo
(stride) constante S = 150. Um estudante cujo historico possua N > 200 interagoes é
fragmentado em multiplas sub-sequéncias (estudantes virtuais), com uma sobreposigao de

50 interacoes entre tensores adjacentes para preservacao estrutural do contexto passado.

5.1.2 Modelos de Referéncia (Baselines)

Com base no estado da arte em Knowledge Tracing, selecionou-se um conjunto diver-
sificado de modelos para o benchmarking, englobando desde arquiteturas baseadas em
redes recorrentes tradicionais até implementagoes recentes fundamentadas em mecanis-
mos de atencdo (Transformers), GNNs e modelagem de incerteza. A Tabela 5.1 resume

as arquiteturas ativamente avaliadas no c6digo experimental.
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Tabela 5.1: Modelos de Knowledge Tracing Avaliados no Benchmarking.

Modelo Referéncia Caracteristica Principal
DKT Piech et al. (2015) Baseline fundacional ~ baseado em
RNNs/LSTMs.

DKT-Forget Nagatani e et al. (2019) Estende o DKT incorporando variaveis de de-
caimento temporal (rgap, sgap, pcount).

SAINT+ Shin et al. (2021) Transformer encoder-decoder que integra
tempo em embeddings.

LefoKT Bai e et al. (2025) Desacopla padroes de esquecimento da
relevancia pura através de atencao direciona-
da.

RobustKT  Teng et al. (2025) Separa sinal cognitivo intrinseco de ruido
comportamental por meio de atencao e reg-
ularizacao.

UKT W. Cheng et al. (2025)  Representa conhecimento como distribui¢oes
(atencao de Wasserstein e aprendizado con-
trastivo).

HCGKT Z. Huang e Liu (2025)  Integra atencao de filtragem hierarquica
baseada em grafos convolucionais.

5.1.3 Estratégia de Validacao e Funcao de Custo

O particionamento do conjunto de dados segue a técnica de estratificagao por usuario
(User-Stratified). A amostra original de 500 estudantes, identificada antes da etapa de
geragao de estudantes virtuais, é dividida na proporcao de 80% para treinamento (S qin) €
20% para teste (Sest). Realizar a parti¢ao com base nos identificadores originais assegura
que fragmentos sobrepostos de um mesmo aluno longo nao contaminem simultaneamente
os conjuntos de treino e teste. Define-se ainda uma terceira parti¢ao Seyar, tal que |Seypa| =
100, disjunta de Sirqin USiest € amostrada do subconjunto residual de estudantes elegiveis,

utilizada exclusivamente para avaliagao (Secao 5.2).

Em problemas tradicionais de classificagao binéria, as redes neurais sao otimizadas via
Binary Cross-Entropy (BCE) sobre o rotulo observavel a; ;. Contudo, o objetivo do motor
diagnostico proposto é mapear a ZDP do estudante, o que requer a estimativa precisa
de probabilidade continua subjacente & interacao, e nao apenas uma predi¢ao binéria.
No ambiente de simulagao, o acerto empirico a;; ¢ amostrado de uma distribuicao de
Bernoulli baseada na probabilidade latente real: a;; ~ Binomial(1, pj,). Treinar o modelo
via BCE induz a rede a emitir probabilidades extremas (proximas de 0 ou 1), penalizando
estimativas intermediarias corretas (e.g., p* = 0,5) devido a divergéncia matematica em

relacao a amostragem binaria.

Para corrigir esta limitagao e induzir calibragao estrita, substitui-se a funcao BCE pelo

Erro Quadratico Médio (MSE). O treinamento utiliza a probabilidade de acerto latente
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p* extraida do simulador em substituicao ao rétulo binédrio a;;. A rede neural é otimiza-
da minimizando o desvio na raiz quadrada em relacao a essa probabilidade continua
(RMSE,-), forcando o modelo a abstrair ruidos estocéasticos (slip e guess). Cabe enfatizar
que o uso de pj; como sinal supervisor nao constitui vazamento de informagao: a proba-
bilidade latente é uma propriedade exclusiva do gerador sintético D, ausente em qualquer
ambiente produtivo, e seu emprego no treinamento ¢ matematicamente equivalente a des-
tilagdo de conhecimento com soft labels da funcdo geradora verdadeira (Hinton et al.,
2015). O objetivo é aprender uma fungao Fxr que generalize para alunos reais, sendo o
acesso a p* durante o treinamento estritamente uma estratégia de regularizacao contra a
variancia Bernoulli irredutivel p*(1 —p*). Formalmente, sob perda quadréatica, o regressor
de Bayes que minimiza E[(p — a)?] é precisamente Ela | H] = p*, de modo que treinar
diretamente contra p* representa o objetivo populacional 6timo, nao uma vantagem in-
devida sobre o sinal binario. A convergéncia para a probabilidade de acerto calibrada é
um pré-requisito estrutural para a integragao com o modulo de intervencao pedagogica.
O sistema de recomendacao subsequente processa o vetor de predicoes p* para calcular
os limites da ZDP do aluno e, a partir dessa fronteira estocéstica, formular a politica de

selecao da questao 6tima.

5.1.4 Otimizacao de Hiperparametros

A busca da configuracao paramétrica 6tima ¢é estruturada via Otimizagao Bayesiana uti-
lizando o algoritmo Tree-structured Parzen Estimator (TPE) implementado no framework
Optuna (Akiba et al., 2019). O processo restringe-se a 50 tentativas (trials), avaliadas
por meio de validagao cruzada iterativa de 3 parti¢oes (3-Fold Cross-Validation) sobre
o conjunto de treinamento, com semente aleatéria fixada em 42. A politica de selegao
do modelo 6timo ¢é guiada estritamente pela minimizacao do RMSE,., calculado a par-
tir da média aritmética dos trés folds de validacao. O rastreamento continuo do espago

paramétrico é registrado através do MLflow.

O treinamento iterativo de cada modelo processa tensores em lotes de 64 instancias. A
atualizagdo dos pesos da rede é executada pelo otimizador AdamW (Loshchilov & Hutter,
2019), sob regime de Precisao Mista Automatica (AMP) com matrizes no formato bfloat16.
A modulagao da taxa de aprendizado é coordenada pelo scheduler OneCycleLR (Smith &
Topin, 2019). Este perfil impoe uma fase de elevagao continua até o limite superior da taxa
de aprendizado (Ir) definida, alcangado em uma fracao do ciclo de treinamento definida
pelo hiperparametro pct _start (variando entre 0,2 e 0,4 no espaco de busca). Essa etapa é
seguida por um decaimento em formato cosseno até um valor residual assintotico proximo
a zero, regido pelos fatores de divisao nativos do algoritmo. A Tabela 5.2 detalha os

limites e dominios de busca continuos e discretos para os modelos investigados.
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Tabela 5.2: Espaco de Busca de Hiperparametros (A) para os Modelos Avaliados.

Modelo Dominio de Busca dos Parametros

emb_ size: {32,64,128,256}, dropout: [0,1,0,5]
Ir: [5-107°,5 - 1073], weight decay: [1075,1072], pct_start: [0,2,0,4]

emb_size: {64,128,256}, num_ attn_heads: {2,4,8}, n_blocks: {1,2,4}
SAINT+ dropout: [0,05,0,4], Ir: [1075,3 - 1073]
weight decay: [107°,1072], pct_start: [0,1,0,4]

d_model: {64,128,256}, num_ attn_ heads: {2,4,8}, n_blocks: {1,2,4}
LefoKT dropout: [0,05,0,3], Ir: [5-107%,2-1073]
weight_decay: [107°,1072], pct_start: [0,2,0,4]

d_model: {64,128,256}, num_ attn_heads: {2,4,8}, n_blocks: {1,2,4}
RobustKT dropout: [0,1,0,5], Ir: [5-107°,2-1073%], 12: [107%,107?]
weight decay: [1075,1072], pct_start: [0,2,0,4]

d_model: {64,128,256}, num_ attn_ heads: {2,4,8}, n_blocks: {1,2,4}
UKT cl_weight: [0,001,0,05], dropout: [0,1,0,5]

Ir: [5-107°,2 - 1073], weight decay: [1075,1072], pct_start: [0,2,0,4]

d_model: {64,128,256}, num_ attn_ heads: {2,4,8}, n_blocks: {1,2,4}
HCGKT K: {2,4,6}, dropout_sfm: [0,05,0,3], dropout: [0,05,0,3]

Ir: [5-107°,2 - 1073], weight_decay: [107°,1072], pct_start: [0,2,0,4]

DKT e DKT-Forget

Devido & instabilidade intrinseca das métricas de validacao durante a fase de elevacao da
taxa de aprendizado, os algoritmos de poda e interrupcao exigem uma defasagem calcu-
lada frente ao ciclo total de 100 épocas estipuladas para o treinamento. Baseando-se no
teto méaximo assumido para o pct_start (0,4), implementam-se os seguintes mecanismos

dinamicos de parada para garantir a viabilidade computacional:

1. Early Stopping: Integrado ao lago interno de treinamento de cada arquitetura.
A funcao indicadora de degradacao da métrica s6 é ativada apos a época de satu-
ragao teorica, calculada pelo produto entre o total de épocas e o limite maximo do
pct _start (neste caso, a época 40). Esta restri¢io garante que o modelo atravesse
a instabilidade do pico do scheduler sem falsos positivos de divergéncia. Uma vez
superada essa fronteira temporal, o treinamento é abortado caso o erro de validagao

estagne por um limiar de tolerancia continua de 15 épocas.

2. Poda de Tentativas Estocasticas (Median Pruner): No escopo global do
otimizador bayesiano, esta rotina encerra prematuramente a execucao de config-
uracoes cujo desempenho intermedidrio seja estatisticamente inferior a mediana
histérica. Para garantir precisao na avaliacao, a atuacao do algoritmo é particionada

nas seguintes diretrizes:

¢ Estratificacao e Suavizagao: A avaliacao é estratificada ao nivel de época. O
erro da época atual e da tentativa em curso t é confrontado estritamente contra

os resultados da mesma época e registrados por trials finalizados integralmente
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com sucesso. Esse conjunto de referéncia, denotado por 7., se expande de
maneira dindmica. Para suprimir ruidos isolados na convergéncia, a métrica
submetida & avalia¢ao de poda, £, ., nao é o erro cru instantaneo, mas sim uma

média movel retrospectiva filtrada em uma janela de 3 épocas.

e Travas de Estabilidade de Cardinalidade: A intervencao é bloqueada
por duas travas estruturais quantitativas. A nivel global, requer-se uma base
de tstartup = 8 tentativas inaugurais irrestritas (equivalente a 15% do escopo
amostral de busca) para iniciar a formula¢do do referencial. A nivel local
(por época), exige-se que o conjunto de histoérico da época avaliada possua um
ntmero minimo de observagoes, definido por nmin_trias = 5. Logo, a mediana
estrutural s6 atua como barreira de corte se a cardinalidade do conjunto de

referéncia for suficiente (|J.| > 5).

e Janela de Aquecimento Absoluto: A ultima trava impoe um periodo de
aquecimento cronolégico imune a cortes preventivos durante a execugao da
rede, denotado por €ygrmup- Este limite é calculado pela soma da proporcao
méxima estipulada para a ascensdo da taxa de aprendizado (pct_start < 0,4)
com uma margem de seguranca transitoria de 10%. Considerando o ciclo total
de 100 épocas, define-se €ygrmup = [100 x (0,4 4+ 0,1)] = 50 épocas. Tal
tolerancia temporal absorve a alta variancia gerada pelo pico de modulagao do
agendador e assegura que a poda opere exclusivamente sobre curvas de erro

que ja atingiram convergéncia estatistica fidedigna.

e Decisao Formal de Interrupgao: Consequentemente, o critério de inter-
rupcao [,.4, no instante e da tentativa ¢ obedece a seguinte restricao matemati-

ca (operando na logica de minimizagao):

]I 17 se t > tstartup A |je| 2 nminitrials N e> ewarmup A ét,e > Mediana(je>
poda —
0, caso contrario

5.1.5 Meétricas de Avaliacao

As métricas a seguir foram utilizadas para orientar a avaliacao das arquiteturas investi-
gadas e, fundamentalmente, selecionar o melhor modelo equipado com sua combinacao
6tima de hiperparametros, denotado por Fj,. A performance preditiva de cada modelo
instanciado é quantificada estritamente sobre as interagoes validas do estudante. Para as-
segurar essa restricao em sequéncias de tamanho variavel, aplicam-se tensores de mascara-
mento booleano (eval mask) que filtram e ignoram preenchimentos artificiais (padding)
previamente inseridos nos tensores. Para o computo formal do erro, as estimativas proba-

bilisticas da rede p; € [0, 1] sdo confrontadas sistematicamente tanto contra os resultados
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empiricos pontuais a; € {0,1} quanto em relagdo as probabilidades latentes continuas

inerentes da simulacao p; € [0, 1].

Para atender & necessidade de formular a ZDP, a avaliacdo estabelece uma hierarquia
estrita de importancia entre os indicadores. A métrica baseada na probabilidade de acerto
latente atua como critério primario e decisério. Métricas de calibracao probabilistica
operam como avaliadores secundéarios, fundamentais para atestar a sanidade preditiva
frente ao espaco estocastico. Por fim, métricas de discriminagao binaria atuam apenas

como indicadores terciarios de comparacao.
A extragao do vetor de métricas define-se por:

Root Mean Square Error (RMSE,-): Métrica Primaria: Unico critério que orien-
ta a escolha do modelo 6timo. O seu proposito central é avaliar a capacidade da
rede de aproximar a verdadeira funcao geradora do processo cognitivo. Ao penalizar
o desvio em relacao a p; em vez do rétulo empirico a;, o RMSE,- forca a regular-
izagao algoritmica, permitindo que a rede se isole da variancia imposta por ruidos
estocasticos (slip e guess). Uma minimiza¢do bem-sucedida garante que o modelo

mapeie a fronteira real de conhecimento continuo do estudante:

RSE, = ||+ 36~ )’

Brier Score (BS) e Brier Skill Score (BSS): Métricas Secundarias: O BS ¢ uma
regra de pontuacao propria que extrai a divergéncia quadratica no espago binario
empirico, medindo a acuracia das previsoes probabilisticas contra as observagoes
reais a;. O BSS equaciona esse erro contra um preditor ingénuo fixado na taxa

média global de acertos a, denotando o BS ingénuo como BS,4,e = a(1 — a):

1 N

— A 2 —

=1

BS
BSnaive

Dado que os dados empiricos a; sao gerados por um processo de Bernoulli com
probabilidade p}, existe uma incerteza aleatéria irredutivel. Consequentemente,
postula-se um limite tedrico inferior para o Brier Score (BS,,;,), alcangado quando
a predicao da rede corresponde exatamente a probabilidade latente (p; = p}). Este
limite reflete a variancia intrinseca do conjunto de dados e define, de forma analoga,

o limite maximo de ganho do modelo (BSS,,4.):

BSnaive

N
1 * *
BSmm = N ;pz<1 _pz) (§] BSSmax =1-
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A interpretabilidade estatistica destes limites baliza o comportamento preditivo da
arquitetura: a convergéncia ao preditor ingénuo (BS — BS, 4. € BSS — 0) in-
dica subajuste (underfitting) e regressao a média global, enquanto a aproximagao
aos limites tedricos (BS — BS,., € BSS — BSS,..:) denota a extracdo otima
do sinal latente. Diferentemente de otimizacoes tradicionais, o treinamento fun-
damentado exclusivamente na probabilidade continua p; isola a rede das realiza-
¢oes empiricas a;, definindo a esperancga do erro quadréatico empirico pela decom-
posicao E[(p — a)?] = (p — p*)? + p*(1 — p*). Como o viés algoritmico é quadratico,
o limite inferior na expectativa é estritamente a variancia estocastica irredutivel
BS,.in. Consequentemente, a rede é estruturalmente incapaz de forcar a violagao
desse limiar inferior através de sobreajuste (overfitting), de modo que qualquer vio-
lagao empirica observada (BS < BS,,;, ou BSS > BSS,,,,,) no conjunto de avaliagao
caracteriza-se estritamente como uma anomalia estatistica isolada, decorrente da
variancia de amostragem em conjuntos de cardinalidade finita. Adicionalmente, es-
ta mesma decomposicao estabelece o alinhamento ordinal estrito entre a métrica
primaria RMSE,- e a métrica secundaria BS: dado que o segundo termo da decom-
posicdo independe do modelo, a minimizagao do viés quadratico (p; — p})? implica
monotonicamente BS — BS,,;,, e, equivalentemente, BSS — BSS,,... Nao existe,
portanto, trade-off entre o critério priméario de selecao e os indicadores secundarios

de calibracao, conferindo coeréncia interna a hierarquia de métricas adotada.

Expected Calibration Error (ECE): Métrica Secundéaria: Mensura a calibragao prob-
abilistica seccionando as predigoes em M = 10 intervalos uniformes (B,,). A acuréa-
cia empirica sub-amostral acc,, é definida matematicamente pela proporcao de ac-

ertos reais observados dentro do respectivo intervalo:

1
acc,, = —

a.
| B ’

ZeBm/

A partir desta medida, extrai-se a somatoéria ponderada das diferencas absolutas

entre acc,, e a média probabilistica predita p,, do bin:

M
B,
poE =3 P jace,, |
m=1

No contexto do simulador cognitivo, o desfecho empirico a; é gerado a partir de
uma amostragem estocastica de uma distribuicao de Bernoulli fundamentada na
probabilidade latente: a; ~ Bernoulli(p}). Consequentemente, acc,, representa a
aproximacao empirica da esperanca matematica dessas realizagoes probabilisticas
no subconjunto B,,. O ECE avalia se a confianca da rede (p,,) reflete corretamente

a esperanga dessa distribui¢ao geradora. Uma alta calibragao (ECE proximo a zero)
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assegura a inexisténcia de distor¢oes sistematicas de superconfianga ou subconfianca,
atestando que os limiares inferidos pela arquitetura mapeiam rigorosamente a fungao
probabilistica real e sao, portanto, estatisticamente fidedignos para delimitar os

limites de intervengao na ZDP.

Métricas Terciarias de Discriminacao (ACC e AUC): Atuam unicamente como refer-
éncia comparativa e nao exercem influéncia na selecao algoritmica. A Acurécia apli-
ca um limiar estrito via variavel indicadora (I), com aprovagao se p; > 0,5. O AUC
estima a probabilidade de um exemplo positivo sorteado de seu subconjunto (Dy,
cardinalidade Nj) obter probabilidade superior a um elemento sorteado da classe

negativa (Dy, cardinalidade Ny):

N
1 R
ACC =+ ;:1 I(p: =2 0,5 = a;)

1
AUC = A > 1 > py)

€Dy j€Dy

5.1.6 Retreinamento Multi-Semente sobre o Conjunto Pleno

Concluida a fase de otimizacao paramétrica, cada arquitetura é submetida a uma etapa
de retreinamento sobre a totalidade do conjunto S;.4in, abolindo-se a subdivisao interna
de validagao e adotando a combinacao de hiperparametros A* previamente descoberta.
O total de épocas de retreinamento (Efinq) € extraido deterministicamente da tentativa
(trial) vencedora, definido como a média aritmética das épocas de convergéncia e; asso-
ciadas ao menor erro de validacao em cada uma das trés parti¢oes da validacao cruzada,

conforme:

3
Etinal = E Z G}ZJ

k=1
Para isolar a variancia induzida pela inicializacao estocastica dos pesos da rede e pela
permutacao aleatoria dos lotes pelo DataLoader, o procedimento é replicado sob Nyeeqs = 5
sementes pseudoaleatorias distintas, definidas pela sequéncia Z = {42,43,44, 45,46} a
partir da semente-base seedy,,. = 42. Mantém-se invariantes os hiperparametros A*,
o nimero de épocas Fyinq, a particao Siqm € a arquitetura subjacente, restringindo
a fonte de variabilidade entre execugoes aos componentes estocasticos do treinamento.
Cada execucao seed; produz uma instancia F I((k:)p, avaliada sobre S;.5; para a obtencao
de um vetor de métricas M®). A partir da colegio {MPF)} Vet para cada métrica p

computam-se a média amostral fi, o desvio padrao amostral s, e o intervalo de confianca

via distribuicao t de Student com N..qs — 1 = 4 graus de liberdade, ao nivel 1 —a = 0,95:
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1 Nseeds 1 Nseeds

0= (k) - | k) — 1)
a Nseeds a ’ Su Nseeds -1 <,u IUI)
k=1 k=1

_ Su
1Co,05(p) = [t £ tog75,4 - ——
Nseeds

Esta replicacao fornece a estimativa da incerteza atribuivel ao processo de otimizacao,

dissociando-a da variabilidade dos dados.

5.1.7 Validagao por Reamostragem Bootstrap Estratificada

Em complemento a variancia de treinamento, a variancia de amostragem do conjunto de
teste é quantificada por reamostragem bootstrap ao nivel do estudante (clustered boot-
strap). A estratificacdo por estudante é estruturalmente necessaria dada a dependéncia
intra-sequéncia das predigoes p;; associadas a um mesmo aluno s;: uma reamostragem ao
nivel das interagoes violaria o pressuposto de independéncia entre observagoes e produziria
intervalos de confianga subestimados. Formalmente, dado o conjunto de identificadores
tnicos do conjunto de teste Upesy = {S1,...,Sp} com cardinalidade M, gera-se uma se-
quéncia de B = 1000 amostras bootstrap a partir da semente fixa seedy,,; = 42. Para cada
be{l,...,B}, sorteia-se com reposigdo um conjunto L{t(fs)t de M identificadores a partir
de Uy, preservando-se integralmente, para cada estudante sorteado, a estrutura sequen-
cial completa de suas predicoes. Recalculadas as métricas sobre cada réplica, obtém-se a
distribuicao empirica {u(b)}szl, da qual se extrai o intervalo de confianga percentilico ao
nivel 1 — a = 0,95:

Icg,%os)t(/ﬁ) = [Q0,025({M(b)}) , Qoors ({N(b)})]

onde ()3 denota o quantil empirico de ordem 3. Quando combinada com o retreinamento
multi-semente, a estatistica bootstrap é computada independentemente para cada réplica
seed,, e posteriormente promediada entre as sementes, fornecendo uma sintese da variancia

total agregada ao processo de avaliagao.

5.1.8 Selecao do Modelo de Referéncia pelo Critério da Mediana

A eleicao do modelo de referéncia Fj., adota o critério da mediana sobre as réplicas
multi-semente, em detrimento da selecao pelo desempenho pontual extremo ou pela mé-
dia populacional. A selecao pela menor métrica observada induz viés de superestimacao ao
capturar flutuagoes estocésticas favoraveis (cherry-picking), enquanto a selegao pela mé-

dia associa-se ao reporte de um desempenho nao realizado por nenhuma instancia concreta
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dentre as réplicas treinadas. A mediana, por outro lado, identifica uma realizacao efeti-
va da arquitetura cujo desempenho representa o comportamento tipico sob as condigoes
experimentais, sendo invariante a observagoes extremas. Formalmente, para cada ar-

. o L k)N
quitetura A, ordena-se de forma crescente o vetor da métrica primaria {RMSE;*) e

. L1 .. o . d, A
seleciona-se a réplica posicionada no indice mediano | Ngeeqs/2], denotada por F. I((n}e ).

iy = argsort ({RMSEY LYo ) [ Noeeas /2] 5 FiG Y = FLF

A selecao definitiva entre as arquiteturas A € Apqserines apresentadas na Tabela 5.1 é entao
conduzida pela comparagao direta entre os valores de RMSE, associados as respectivas

instancias medianas:

A= argmin RS, (FEEY) s T = 7
A arquitetura A* cuja realizacao mediana consolidar o menor desvio quadratico subjacente
é oficializada como modelo de referéncia Fj., e registrada no Model Registry do MLflow
para integracao com os modulos subsequentes. Os intervalos de confianga ICg ¢5(RMSE,+)
e IC&%?(RMSEP*) associados acompanham o reporte do modelo eleito, sustentando esta-

tisticamente a interpretacao do desempenho e a comparacao relativa entre arquiteturas.

5.2 Avaliacao da Qualidade da Recomendacao

Esta segao estabelece o protocolo experimental para a avaliagao pedagogica do sistema de
recomendacao adaptativa R detalhado no Capitulo 4. Enquanto a Se¢ao 5.1 mensurou a
acuracia preditiva do componente de diagnostico JFj., no espaco da probabilidade latente
p*, esta etapa quantifica a qualidade pedagdgica das sequéncias de recomendagoes geradas
quando o motor opera em closed loop sobre o espago observavel P(correct). As trés métri-
cas pedagogicas que ancoram o relato, Acuracia Pedagogica (AP), Novidade Curricular
(E[N¢]) e Diversidade da Sessao (Dg), sao adaptagoes das dimensoes accuracy, novelty e
diversity propostas por Wu et al. (2020), reformuladas para a politica pedagogica basea-
da na ZDP e operando integralmente no espaco observavel de probabilidade de acerto,

conforme estabelecido na Secao 4.5.

5.2.1 Coorte de Avaliagao e Particao Usuario-Disjunta

A avaliacao é conduzida sobre a coorte S,,; de estudantes definida na Secao 5.1.3, disjunta

de StrainUSiest €, portanto, desconhecida por Fj., durante seu treinamento e selegao. Esta
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coorte é particionada em dois subconjuntos usudrio-disjuntos,
Seval - Scalib U Sholdout; Scalib N Shaldout - @7 (52)

em propor¢ao controlada por peaiis = |Seativ|/|Sevar|, adotando-se peqiir = 0,50. A partigao
¢ determinada sobre a identidade real dos estudantes (e nao sobre as janelas deslizantes
geradas em pré-processamento), de modo a impedir que fragmentos de um mesmo aluno
longo recaiam simultaneamente nos dois lados, e é controlada por semente fixa para repro-
dutibilidade integral. O papel de S.ui € exclusivamente o ajuste do calibrador isoténico
descrito na Segao 5.2.2; toda mensuragao das métricas pedagogicas é realizada estrita-

mente sobre Sholdout-

5.2.2 Ajuste do Calibrador Isotonico em Holdout

O motor opera, durante a passagem de coleta de métricas, sob a realizacao multi-ancora do
ghost-pass (Equacao 4.33) com N, = 3 ancoras selecionadas pelo critério de neutralidade
da Equacao 4.32, aplicando o calibrador isotonico g da Equacao 4.36 a toda saida do
modelo. Esta secao especifica o protocolo empirico de ajuste de g, etapa que ocorre uma
Gnica vez sobre S.u antes da execucgao da passagem de mensuragao e cuja estrutura

amostral é dimensionada para evitar o vazamento documentado na sequéncia.

Conjunto de ajuste. Os pares de calibracao sao extraidos de uma passagem simu-

latoria prévia sobre S.qp, na qual o motor opera sem calibracao ativa (i.e., g = id durante

essa passagem). Ao término de cada estudante s; € S.q, registra-se, para cada KC k,
~ final

o estado final da probe Pihost (s1, k) pareado a projecao observéavel da maestria estrutural

verdadeira:
. ~ final final .
Deativ = {(pghost (Slv k)v 7T(Utrue (Slv k))) 81 € Seativ, k€ ICvocab}v (5-3)

onde 7(v) = ¥+ (1 — 4 — &)v é a projegao afim ao espago observavel herdada da

Equagao 4.35, Kyocap € K é 0 subconjunto de KCs cobertos pelo vocabulario do mod-

final

iue € @ maestria estrutural latente extraida do simulador cognitivo.

elo de referéncia, e v

final

ue  ausente sao descartados.

Pares com v

Critério de ajuste. O calibrador g, cuja forma operacional foi definida pela Equacao 4.36,
é obtido como solucao do problema de minimos quadrados restritos a classe das fungoes

monotonicas nao-decrescentes:

g = arg min Z (h(z) — y)Q. (5.4)

h nao-decrescente, h(-)€[0,1] (,9)€Deatit
) calr
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A solugao ¢é obtida em tempo O(nlogn) pelo algoritmo Pool Adjacent Violators, sendo

deterministica condicionada a D.gp.

Garantia de auséncia de vazamento. A separacao usuario-disjunta da Equacao 5.2 é
a pega que confere validade estatistica ao procedimento: ajustar g e mensurar as métricas
pedagobgicas sobre a mesma coorte induziria duplo viés, com o calibrador absorvendo, no
ajuste, sinais cuja avaliacao posterior em métricas correlacionadas exibiria erro residual
artificialmente baixo. A passagem de coleta das trés métricas pedagogicas opera exclusi-
vamente sobre Spodour S0b g ajustado em S5, garantindo independéncia estatistica entre

o conjunto de ajuste e o conjunto de mensuracao.

5.2.3 Simulagao por Replay sobre Histoéricos Reais

Principio do replay. A avaliacao nao dispara um novo simulador cognitivo: o motor
R é submetido a um replay dos historicos reais de Spoq0ut- Para cada estudante s; e cada
passo t da sua sequéncia cronolégica I; = (i1, ...,%,,,), 0 motor recebe estritamente o
prefixo H;; = (11, - . ., 4¢) € produz, se elegivel, uma recomendagao q- A recomendagao
nao substitui a interagao real subsequente 7;;1; na sequéncia alimentada ao modelo; ela
alimenta exclusivamente o calculo das métricas pedagogicas. Esta escolha desacopla a
avaliacao da geracao estocéstica do simulador, mantendo o contrafactual estritamente
sobre a politica de recomendacao enquanto preserva a distribuigao empirica de dificuldade

e sequenciamento curricular dos alunos.

Subamostragem temporal. Submeter o motor a uma consulta por passo do histérico
é computacionalmente custoso e estatisticamente redundante: a maestria observavel varia
em escala lenta relativa ao tamanho do histoérico. Introduz-se um passo de subamostragem

Ts sobre o qual o motor é efetivamente consultado:
Tio={te{l,...;ny} : t>1At=0 (mod)}. (5.5)

O valor adotado é 7, = 15, equilibrando volume amostral estatisticamente ttil contra
custo computacional. Entre consultas, o historico segue sendo atualizado normalmente; a
recomendacao emitida no instante t € 7; reflete o estado real do aluno em ¢. Ao término de
cada sequéncia I}, executa-se uma passagem de fechamento adicional na qual o ghost-pass
é recalculado sobre o histérico completo e o estado BF'S refrescado a ponto fixo, garantindo
que o snapshot final por par (s;, k) utilizado na Equagao 5.3 e nos diagnosticos nao sofra

a defasagem residual de até 7, — 1 passos imposta pela subamostragem.

Propagacao do estado BFS a ponto fixo. A cada consulta no instante ¢t € 7}, o

estado de aprendizagem do aluno (composto pelos conjuntos Kgppm(t) de KCs dominados
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(Equacao 5.9), Kynii(t) de KCs desbloqueados € Fieqrn () da fila de aprendizagem ativa)
é refrescado em iteracao até ponto fixo: KCs cuja maestria observavel atravessa o limiar
Q9 sdo promovidos a Kgom na mesma iteragao em que seus filhos topoldgicos, satisfeita
a condicao de pais-dominados, ingressam em IC,,. A iteracdo a ponto fixo elimina a
defasagem inerente & subamostragem 7,: sem ela, a promocao de um pai no instante ¢
teria sua repercussao sobre o filho adiada para t + 7,, atrasando arbitrariamente o avanco

curricular sob 7, grosseiro.

5.2.4 Politicas Comparadas

Duas politicas operam sobre o mesmo motor deliberativo e diferem exclusivamente na
etapa terminal de selecao da questao dentro do conjunto de candidatas Q.q,q admitido

pelo filtro curricular.

Politica R. E a politica operacional do sistema: a funcdo platé da Equacdo 4.44,
definida sobre o intervalo da ZDP ativa [Ppin, Pmax), atribui a cada questdo candidata

qj € Qeand Um peso w; = w(P(correct); q;; Puin, Pnax), seguido de amostragem ponderada

via Equacgao 4.28.

Politica Ryuse. A politica ablada preserva integralmente (i) a estrutura BFS, (ii) o ghost-
pass e o limiar Q¢ (iii) a politica de revisdo e a definigao de kiarger pela Equagio 4.38,
e (iv) o filtro curricular de candidatas. Substitui-se unicamente a ponderagao ZDP por
distribuicao uniforme:

w}zb”e = 1, Vq; € Qeands (5.6)

mantendo intacta a operagao de amostragem da Equacao 4.28, que se reduz, sob pesos
constantes, a sorteio uniforme sobre o conjunto de candidatas. Essa configuracao isola
a contribuigao estrita do mecanismo de ponderacao ZDP sobre a qualidade pedagogica,

mantendo constantes todos os demais componentes da arquitetura deliberativa.

Ambas as politicas executam sobre a mesma coorte Spoqour € SOb @& mesma semente global,
garantindo pareamento exato por estudante: para cada s; € Spordout, dispoe-se de duas tra-
jetorias de recomendacao geradas sob entradas idénticas e diferindo apenas pela politica,

condigao necessaria para os testes estatisticos pareados descritos na Secao 5.2.8.

5.2.5 Meétrica 1: Acuracia Pedagogica

Objetivo. Quantificar a acuracia com que o motor R executa sua politica pedagogica,
medindo o quao precisamente o nivel de desafio da questao recomendada se alinha ao
intervalo dinamico da ZDP, [Ppin, Puax, definido pelas Equagoes 4.39-4.42.

96



Formalizagao. Para cada questao recomendada ¢* a um aluno s; no instante ¢, a prob-
abilidade esperada de acerto é fornecida diretamente pelo modelo de referéncia calibrado,
P(correct); o = 9(Fier(Hie, q7)), conforme Equacdo 4.43. Define-se a distancia a ZDP

como o desvio entre esta predicao e o ponto mais préoximo do intervalo ZDP ativo:

e}

se P < P(correct)l’q* < Prax

distzpp(q") = § Puin — P(correct)l,q* se p(correc‘c)l,q* < Ppuin (5.7)

P(correct); g+ — Prax  S€ P(correct)l,q* > Plax

A coeréncia dimensional da métrica é garantida por construgao: tanto a predigdo P(correct); 4
quanto os limites [Pyin, Pmax] residem no mesmo espago observével, dispensando repro-
jecoes ou correcoes paramétricas. A Acuricia Pedagogica AP é entao definida como o

complemento da distancia:
AP((]*) =1- diStZDp(q*). (58)

A performance global do sistema é quantificada pela média AP sobre o conjunto de
interagoes de recomendacgao geradas durante a simulacgdo. Adicionalmente, relata-se a
estratificacao por modo de operacao, APiegrn € AP,evicw, computadas restringindo a mé-
dia aos subconjuntos de recomendagoes emitidas em modo de aprendizagem e revisao,

respectivamente.

Interpretabilidade. A analise de AP e da distribuicao assinada dos desvios oferece um

diagnostico rico do comportamento pedagogico do sistema.

e Acuracia Pedagogica Média (AP): um valor préximo de 1 indica que o sistema,

em média, gera recomendagoes muito proximas ou dentro da zona de desafio ideal.

e Taxa de Acerto na ZDP: definida formalmente como ]P’[distzp p(q*) = 0}, mede

diretamente a precisao do sistema em atingir o intervalo da ZDP.

e Analise de Viés de Dificuldade: a decomposicao assinada das falhas em under-
shooting (frequéncia relativa de casos P(correct); g+ < Pum) € overshooting (frequén-
cia relativa de P(correct)m* > Prax) permite diagnosticar tendéncias sistematicas.
Predominancia de undershooting indica viés para questoes mais dificeis do que o

pretendido pela politica; predominancia de overshooting, o oposto.

e Diagnostico de Cobertura do Banco de Questoes: um AP sistematicamente
baixo, particularmente concentrado em desvios extremos, pode indicar nao uma
falha da politica de recomendagao, mas a auséncia de itens com dificuldade adequada
a ZDP dinamica de determinados perfis de aluno, caracterizando um gargalo de

cobertura curricular analogo aos identificados pelo ITMC durante a geracao do
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Dataset Sintético D.

5.2.6 Meétrica 2: Novidade Curricular

Objetivo. Mensurar a propensao do sistema em promover o avango do aluno pelo cur-

riculo, introduzindo novos KCs em detrimento da repeticao de conceitos ja consolidados.

Formalizagao. No instante t da recomendacao, o conjunto de KCs dominados pelo
aluno s; é construido a partir das predigoes ghost-pass calibradas (Equagao 4.33) con-

frontadas contra o limiar de dominio projetado ao espago observavel (Equagao 4.35):
]Cdom,l<t) = {k ek ‘ ﬁghost(tu k) 2 szs } (59)

Para uma questao recomendada ¢* associada ao conjunto de KCs Ky, a Novidade Cur-

ricular NV¢ ¢ a propor¢ao de componentes em K4+ que nao estdo dominados:

_ |1Cq* \Kdom,l(t”

q

, (5.10)

onde \ denota a diferenga de conjuntos. Um valor N¢(g*) = 1 indica que todos os KCs da
questao sao novos para o aluno; Ng(¢*) = 0 indica cobertura exclusiva de componentes ja

dominados. Relata-se o valor esperado E[N(] e suas estratificagoes por modo, E[N¢]iearn
€ E[NC]review-

Interpretabilidade. O valor esperado E[N¢(¢*)], analisado separadamente para cada

modo de recomendacao, atua como teste de conformidade da politica pedagogica do motor
R:

e Modo de Aprendizagem: espera-se E[N¢|iarn > 0 consistente, pois o kfocoy,

por defini¢do, ndo pertence a Kgom . O valor esperado tipico (e.g., 1/|K,| quando
o item mescla o foco com pré-requisitos dominados) valida que o sistema progride

efetivamente na trilha curricular.

e Modo de Revisao: espera-se E[N¢] epiew = 0. Como kigrget € Krisky € Pre™ (K foco,)
¢ um preé-requisito historicamente dominado e o filtro curricular para revisao (Equagao 4.22)
restringe os KCs secundarios ao mesmo fecho transitivo, valores significativamente
positivos sinalizariam comportamento andémalo ou ativagao frequente das rotinas de
fallback, tornando esta métrica uma ferramenta de diagndstico para o relaxamento
do filtro estrito.

A interpretacao requer cautela em dois aspectos. Primeiro, K t) depende da acuréacia
y Nvdom,l
preditiva de Fpp via Pghost: erros sistematicos na estimativa de maestria propagam-se

para a métrica. Segundo, a calibragio de Q¢* via constantes populacionais (7, 5) introduz
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uma fonte de variabilidade inerente & projecao afim adotada na Secao 4.5.2, parcialmente

mitigada pela calibragao isotonica da Secao 5.2.2, mas nao eliminada.

5.2.7 Meétrica 3: Diversidade da Sessao

Objetivo. Avaliar a variedade conceitual dos desafios apresentados ao aluno em uma
janela recente de interagoes, verificando se o sistema alterna entre comportamento focado

e generalista conforme o objetivo pedagogico.

Formalizagao. Sobre uma janela deslizante das tltimas N questoes recomendadas,
Wx = (¢/_n41:- - -+ 4;), cada questao g; é representada por um vetor binario q; € {0, 1R
com a k-ésima componente igual a 1 se k € K;. Adota-se N = 10, valor que represen-
ta uma sessao de estudo tipica e é suficiente para capturar variagoes de foco entre KCs
consecutivos sem diluir o sinal em horizontes excessivamente longos. A Diversidade da

Sessao Dg ¢ a dissimilaridade de cosseno média entre todos os pares de vetores na janela:

Ds(Wy) = m; D (1 M). (5.11)

m=j+1 Hq]” ”qu

Ds(Wy) = 1 denota diversidade total (nenhum KC compartilhado na janela); Dg(Wy) =
0 denota redundéancia total. O agregado reportado é a média de Dg sobre todas as janelas
e todos os alunos. Esta métrica opera estritamente sobre a representacao estrutural das
questoes em G*, sendo invariante a aspectos do espaco de probabilidade observavel e,

portanto, ortogonal as Métricas 1 e 2.

Interpretabilidade. A interpretacao é altamente contextual e permite diagnosticar a

estratégia de foco do sistema:

e Modo de Aprendizagem: espera-se diversidade baixa a moderada. Baixa porque
o sistema mantém o foco em kg0, garantindo sobreposicao conceitual entre re-
comendagoes consecutivas. Moderada (e ndo nula) porque o filtro curricular admite
questoes que ativam KCs secundarios (pré-requisitos dominados ou avangos super-

visionados), indicando construgao de conhecimento conectada.

e Modo de Revisao: comportamento esperado bimodal. Diversidade baixa (prox-
ima de zero) é coerente quando o sistema identifica um tnico pré-requisito criti-
camente fraco e concentra reforgo sobre ele. Diversidade alta é coerente quando
miltiplos pré-requisitos figuram simultaneamente em ,;s,; € o sistema alterna o

foco entre eles, conforme a politica da Equacao 4.38.

e Acoplamento com a rotagao por fadiga: picos de diversidade no modo de

aprendizagem podem ser atribuidos a ativagao do mecanismo de pratica intercalada
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(Secao 4.4.3), em que E,pps > Tfrust Promove a rotagao ciclica da fila Fieqpn . Essa
atribuicao é diagnosticavel cruzando a série temporal de Dg com os instantes de

rotacao registrados durante a simulagao.

5.2.8 Comparagao Estatistica Pareada

A hipotese central a ser testada é que R supera Ryqs. na Métrica 1,
H,: ER > E’wae, Hy: E’R = ﬁRbase’ (512)

confirmando que a fungao platd (Equagao 4.44) efetivamente direciona a amostragem
para a regiao da ZDP. Para as Métricas 2 e 3 espera-se equivaléncia estatistica entre as
politicas, dado que ambas operam sob filtro curricular idéntico: divergéncias significati-
vas nestas dimensoes indicariam efeitos colaterais nao-triviais da ponderacao ZDP sobre
novidade ou diversidade, demandando investigagao adicional. O pareamento exato por
estudante, viabilizado pela execucao de ambas as politicas sobre Spogous SOb a mesma
semente, permite o uso de testes pareados sobre as médias por aluno ji* e ﬂ?b“” de cada

métrica u € {AP, N¢, Ds}. Aplicam-se trés estatisticas sobre a cole¢ao pareada:

1. Teste t pareado de Student. Sob a aproximagao de normalidade das diferencas

A; = [i — i a estatistica

A
SA/ \V/ ISholdout |

segue uma t de Student com |Spogout| — 1 graus de liberdade sob Hy. Reporta-se a

(5.13)

estatistica T" e o respectivo p-valor.

2. Teste de Wilcoxon de postos sinalizados. Versao nao-paramétrica aplicada a
mesma colecao pareada, robusta a desvios da normalidade. Relata-se como verifi-

cacao de sanidade sobre o mesmo conjunto de pares.

3. Tamanho de efeito d, de Cohen. Definido como

d, = é, (5.14)

)
>

fornece a magnitude do efeito independente do tamanho amostral, complementando

os p-valores na interpretagao pratica das diferencas observadas.

A divergéncia média absoluta entre as métricas acompanha as trés estatisticas. Adota-se

nivel de significancia a = 0,05.
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Consideracoes Finais

A aplicagao conjunta destas métricas permite a quantificacao objetiva da eficacia pedagog-
ica do sistema. O delineamento experimental aqui estabelecido, abrangendo tanto a pre-

cisao do diagnoéstico quanto a qualidade da recomendacao, fundamenta a anélise dos

resultados apresentada no capitulo subsequente.
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Capitulo 6

Resultados

Este capitulo consolida os achados empiricos obtidos ao longo das quatro etapas metodolog-
icas descritas no Capitulo 4 e avaliados segundo o protocolo experimental definido no
Capitulo 5. A exposicao segue a ordem logica de construgao do sistema: parte-se das
propriedades estatisticas do ambiente de simulagao e do Dataset Sintético D, avanca para
a analise comparativa dos modelos de Knowledge Tracing treinados sobre esse ambiente,
e culmina na avaliacao integrada do sistema de tutoria adaptativa como politica de re-

comendacao de ponta a ponta.

6.1 Visao Geral dos Resultados

Os resultados sao organizados em trés blocos interdependentes. O primeiro bloco (Segao 6.2)
caracteriza a qualidade do ambiente simulado, verificando se o processo de geracao estocés-
tica e o algoritmo ITMC produziram um grafo curricular topologicamente estavel (G*) e o
Dataset Sintético D com propriedades estatisticas condizentes com as premissas pedagog-
icas da metodologia. O segundo bloco (Secao 6.5) reporta o desempenho preditivo dos
modelos de KT candidatos, com énfase na capacidade de estimar P(correct) no espago
observavel. O terceiro bloco (Segao 6.6) avalia o sistema de recomendagao adaptativa

integrado, analisando a eficacia da politica ZDP na promocao de progressao curricular.

6.1.1 Relacao entre os Blocos de Resultados

A interdependéncia entre os trés blocos nao é meramente organizacional: ela reflete a
cadeia causal da metodologia proposta. A validade dos resultados de KT pressupoe que
D seja estatisticamente representativo da heterogeneidade cognitiva estudantil modelada;
por sua vez, a validade da politica de recomendagao pressupoe que Fj., fornega estimati-

vas calibradas de P (correct) em contextos fora da distribuigao de treinamento, incluindo



as probes sintéticas do ghost pass. Falhas em qualquer elo da cadeia sao identificadas e

discutidas nas respectivas segoes.

Convencgoes de Notacao e Reprodutibilidade. Todos os experimentos reportados
neste capitulo foram conduzidos com semente global fixada em seed = 42, garantindo
a reprodutibilidade integral do pipeline. Métricas de desempenho sao reportadas como
média + desvio padrao sobre as particoes de validacao definidas no protocolo experimen-
tal, salvo indicacao contraria. Diferencas entre modelos sao consideradas substantivas
quando o intervalo de confianca de 95% nao se sobrepoe; analises estatisticas formais sao

detalhadas onde aplicavel.

6.2 Resultados da Modelagem do Grafo de Conheci-

mento e Parametrizacao Curricular

Esta secao reporta os resultados concretos da construgao do Grafo de Conhecimento cur-
ricular descrita na Segao 4.2. A analise é organizada em dois eixos: a topologia hierdrquica
do DAG instanciado e a distribuigao estatistica dos parametros pedagogicos (dy, g, Uy)
atribuidos aos |K| = 82 KCs.
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6.2.1 Estrutura Hierarquica do Grafo de Conhecimento

[] Basic (Diff<0.3)
Intermediate (0.4 - 0.6)
[] Advanced (Diff 2 0.7)
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Figura 6.1: DAG curricular instanciado com |K| = 82 KCs, exibindo topologia em funil:
raiz tnica, expansao nos niveis intermediarios.
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A Figura 6.1 apresenta o DAG curricular instanciado. A estrutura resultante exibe uma
topologia em funil: parte de um tnico né raiz, alarga-se progressivamente nos niveis

intermediarios até chegar aos mais dificeis.

Raiz do Grafo. O grafo possui um tinico ponto de entrada: o KC Num_Conjuntos, clas-
sificado como basico (dy < 0,3). A partir dele, o nivel imediatamente seguinte ramifica-se
em quatro KCs (Num_OperacoesBasicas, Logica_Proposicional, Func_PlanoCartesiano
e Comb_PFC), todos ainda de dificuldade bésica, o que reflete a necessidade de consolidar

miultiplas bases elementares antes de qualquer avanco conceitual.

Progressao de Dificuldade ao Longo da Hierarquia. A codificagao visual do grafo
evidencia uma progressao sistematica de dificuldade com a profundidade topologica. Os
niveis superiores sao dominados por nos verdes (bésicos, dj, < 0,3), os niveis intermediarios
por nos amarelos (0,4 < d < 0,6), e os niveis mais profundos concentram os nos ver-
melhos (avangados, dr > 0,7). Nos niveis mais profundos do grafo destacam-se KCs
como Trig_Ciclo, Trig_LeisGerais, GeoEsp_PiramidesCones, FuncQuad_Modelagem e
Est_BoxPlot_Histograma, todos avancados e com multiplos pré-requisitos transitivos.
Esta gradagao confirma que a atribuigao de dificuldade intrinseca dj é coerente com a

posicao estrutural de cada KC na cadeia de dependéncias.

Amplitude da Rede e Acicilicidade. O grafo se estende por aproximadamente nove
niveis de profundidade, com maior densidade de arestas nos niveis intermediérios, onde a
convergéncia de multiplas cadeias de pré-requisito é mais intensa. A auséncia de ciclos,
propriedade fundamental do DAG, foi verificada computacionalmente, garantindo que a
travessia BFS adotada na politica de progressao curricular (Segao 4.4.3) produza sempre

uma ordenagao topolodgica consistente.

6.2.2 Distribuicao dos Parametros dos KCs

A Figura 6.2 apresenta os histogramas das trés grandezas paramétricas definidas na

Secao 4.2.3 para os 82 KCs instanciados.

Dificuldade Intrinseca (d;). A distribuigdo de dj é aproximadamente unimodal e
levemente assimétrica & direita, com média d = 0,55 e mediana 0,53, cobrindo o intervalo
[0,2,0,9]. A proximidade entre média e mediana indica auséncia de distorgao severa, e a
cobertura ampla do suporte confirma que o grafo instanciado distribui os KCs de forma
progressiva ao longo de todo o espectro de complexidade curricular, sem concentragao

excessiva em nenhuma faixa de dificuldade.
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Figura 6.2: Histogramas dos parametros dos KCs: dificuldade intrinseca (dy), limiar de
maestria (€2;) e limiar de manutengao (V) para os 82 KCs instanciados.
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Limiar de Maestria (). A distribui¢do de €, é fortemente concentrada na regiao
superior do intervalo permitido, com média e mediana coincidentes em 0,87 e suporte
observado em [0,80,0,90]. A aglomeragao proxima ao teto de 0,90, imposto para evitar
problemas de convergéncia assintotica associados ao parametro de slip conforme descrito
na Secao 4.2.3, indica que o sistema exige, de forma consistente, alto nivel de dominio

antes de promover um KC ao conjunto de componentes dominados o ;-

Limiar de Manutengao (V). A distribuigao de ¥; apresenta média de 0,73 e medi-
ana de 0,72, com suporte concentrado em [0,70,0,80] e maior densidade proxima ao piso
de 0,70, estabelecido para manter o sistema acima da zona de incerteza estatistica do
acerto casual em itens de multipla escolha. A diferenca de histerese empirica resultante,
V = Qp — Wy, situa-se predominantemente na faixa [0,10,0,17], compativel com o com-
portamento bimodal projetado (V ~ 0,15 para KCs intermediarios e V & 0,10 para os

extremos), sem que nenhum KC viole as restrigoes de clipping impostas pelo design.

6.2.3 Sintese e Transicao

O grafo instanciado apresenta as propriedades estruturais e paramétricas necessarias para
o funcionamento correto do sistema: DAG aciclico com raiz tnica, progressao de dificul-
dade consistente com a profundidade topoldgica, e distribuigoes de €2, e V¥, aderentes as
regras de clipping e histerese projetadas. Com o dominio de conhecimento formalmente
representado, a etapa seguinte consiste em ancorar esta estrutura abstrata ao banco de
questoes disponivel, conectando cada KC aos itens de avaliacao que o mobilizam, operagao

cujos resultados sao reportados na Segao 6.3.

6.3 Resultados do Mapeamento Seméantico e Anotacao

do Banco de Questoes

Esta secao reporta os resultados do pipeline de mapeamento seméantico descrito na Secao 4.3.
O processo conectou o banco de questoes originais (ENEM e UFSC) aos 82 KCs do grafo
curricular, operacionalizando o mapeamento M : K — P(Q) que viabiliza tanto o treina-
mento dos modelos de KT quanto a geracgao de recomendagoes pela politica adaptativa.
O pipeline de quatro etapas (enriquecimento seméntico via CoT, recuperagao vetorial por
Bi-Encoder, re-ranqueamento por Cross-Encoder e validagao cega por LLM) foi aplicado

integralmente sobre as 987 questoes do corpus.

Estatisticas Globais do Mapeamento. Das 987 questoes submetidas ao pipeline, 889
foram retidas apoés a fase de validagao cega (®y, Secao 4.3), resultando em 98 questoes

descartadas (=~ 9,9% do total). Esta taxa de rejeigao é normal e esperada: a fungao binaria
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®y, foi projetada precisamente para eliminar pares (k,¢g;) cuja resolucdo ¢; ndo mobilize
de forma verificavel a habilidade k, prevenindo ruido nas sequéncias de treinamento. O
banco consolidado compreende 889 questoes conectadas aos 82 KCs por meio de 3.219
arestas (relagbes KC—questdo), resultando em uma média de aproximadamente 3,6 KCs

por questao em todo o banco.

6.3.1 Distribuicao do Niimero de Questoes por KC

—===Limiar Critico (5)

Quantidade de KCs
(o)

0 20 40 60 80 100
Numero de Questdes

Figura 6.3: Distribuicao do niimero de questoes mapeadas por KC apoés a validacao cega.

A Figura 6.3 apresenta a distribuicao de cobertura de avaliacao por KC. O banco ex-
ibe densidade saudavel para a grande maioria do curriculo: a concentragao principal
situa-se na faixa de 10 a 60 questoes por componente, indicando que a combinacao da
filtragem adaptativa por Adaptive Thresholding, com limiar w ~ 0,45 e restri¢oes Nmin
€ Mmae (Segdo 4.3), produziu cobertura relativamente equilibrada ao longo do curriculo
sem truncar arbitrariamente KCs densos nem incluir ruido estatistico em KCs esparsos.
Um subconjunto muito reduzido de KCs situa-se abaixo do limiar critico de 5 questoes.
Estes componentes correspondem tipicamente a KCs de alta especificidade seméantica ou
de baixa frequéncia de ocorréncia no corpus ENEM/UFSC, e constituem exatamente os

casos que motivarao a imputacao topologica pelo algoritmo ITMC descrita na Segao 4.4.4.
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6.3.2 Grau de Conjuntividade (KCs por Questao)
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Figura 6.4: Grau de conjuntividade: nimero de KCs simultaneamente requeridos por
questao.

A Figura 6.4 apresenta o histograma do grau de conjuntividade do banco, isto ¢, quantos
KCs distintos cada questao mobiliza simultaneamente. A distribui¢ao comporta-se de for-
ma esperada para a matematica do ensino médio: o pico concentra-se entre 1 e 5 KCs por
item, refletindo a natureza integradora dos problemas tipicos de ENEM e UFSC, que ar-
ticulam um KC primario com poucos pré-requisitos de suporte. A distribuigao apresenta,
contudo, uma cauda longa problematica, com questoes exigindo até 14 KCs simultanea-
mente. O impacto estrutural desta cauda é direto: dado que o simulador estocastico com-
puta a probabilidade holistica de dominio conceitual Bojstic pela média geométrica das
probabilidades individuais por KC (Equagao 4.14), itens hiper-conjuntivos com |/C;| > 1
resultam em probabilidades de acerto artificialmente proximas de zero, tornando-os efe-
tivamente intransponiveis para qualquer perfil de agente. Estes itens constituem o ruido
estrutural que motiva diretamente a aplicagao do limite de densidade Tpar ke = 8 na

etapa de curadoria descrita na Segao 4.3.3.
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6.3.3 Distribuicao Global da Dificuldade Condicional
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Figura 6.5: Distribuicao global da dificuldade condicional ¢; atribuida pelo LLM antes
da padronizacao, sobre as 3.219 arestas do banco.

A Figura 6.5 revela o padrao de anotagao de dificuldade produzido pelo LLM ao executar a
funcéo ® 4 sobre os pares (k, g;) € C'j validados. A distribui¢ao apresenta carater bimodal,
com duas concentragoes distintas: uma em torno de § &~ 0,1 e outra em torno de § ~ 0,45.
Este comportamento evidencia um viés de ancoragem do modelo de linguagem em relagao
as faixas discretas sugeridas no prompt de anotacao condicional, fenémeno esperado em
LLMs instruidos com escalas ordinais explicitas. Do ponto de vista pedagdgico, a conse-
quéncia mais relevante é a escassez de itens estritamente classificados na faixa superior
(6 > 0,70), gerando um banco enviesado para menor fricgdo cognitiva. Esta concentragao
bimodal e a auséncia de cobertura uniforme do gradiente de dificuldade comprometem
a viabilidade matematica do simulador estocéstico, pois a politica de ZDP requer itens
distribuidos ao longo de todo o espectro de proficiéncia do agente para operar os intervalos
[Prins Prmaz| das Equagoes 4.20 a 4.24. A corregao desta distorgdo motiva diretamente o

po6s-processamento por Padronizagao Logit IRT descrito a seguir.

6.3.4 Resultados da Curadoria e Pés-Processamento do Mapea-

mento

Identificados os dois problemas estruturais, hiper-conjuntividade e viés de ancoragem da

dificuldade, o estagio de curadoria descrito na Secao 4.3.3 aplicou duas transformacoes
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complementares ao banco consolidado: a remocao de questdes com |K;| > 8, por com-
prometer a estabilidade da Pistic, € a Padronizacao Logit IRT sobre as dificuldades
condicionais remanescentes, que encadeia projecao para o espaco log-odds, escalonamen-
to Z-score e reprojegao sigmoidal para [0, 1], preservando o ranqueamento relativo das

anotagoes originais enquanto recentra a distribuicao no espago de probabilidade.

1. Original: Dificuldade Condicional do LLM
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2. Ajustado: Padronizagéo Logit IRT
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Figura 6.6: Comparagao entre a distribui¢ao de dificuldades condicionais original (LLM)
e ap6s a Padronizacao Logit IRT.

A Figura 6.6 e a Tabela 6.1 documentam quantitativamente o efeito da transformagao.
O painel esquerdo reproduz a distribuicao bimodal original, e o painel direito exibe a
distribuicao normalizada. A Padronizagao Logit IRT preserva a estrutura bimodal das

anotagoes (confirmando que o ranqueamento relativo entre arestas foi mantido, conforme
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formalizado nas Equagoes 4.12 a 4.13), mas desloca o centro de gravidade curricular de

forma precisa.

Tabela 6.1: Resumo Estatistico da Normalizacao IRT.

Meétrica cond diff cond diff irt norm
Contagem (count) 3219,000 3219,000
Média (mean) 0,311 0,498
Desvio Padrao (std) 0,205 0,221
Minimo (min) 0,050 0,145
25% 0,100 0,251
50% 0,350 0,586
75% 0,450 0,675
Maéximo (max) 0,880 0,939

A Tabela 6.1 sintetiza o impacto da transformacao sobre as 3.219 arestas. A meédia é
corrigida de 0,311 para 0,498, efetivamente 0,5 no espaco de probabilidade, ponto em que,
no espaco IRT, a dificuldade do item se iguala & proficiéncia mediana do agente (54 —
bjr = 0, Equagao 4.13). O desvio padrdo aumenta marginalmente de 0,205 para 0,221,
indicando que a transformacao nao comprimiu artificialmente a variancia das anotagoes.
As fronteiras operacionais resultantes, [dpnin = 0,145, dmax = 0,939], s@o adequadas para
a ZDP: o piso de 0,145 garante que agentes iniciantes encontrem questoes acessiveis nos
KCs raiz sem serem imediatamente bloqueados, enquanto o teto de 0,939 preserva desafio
suficiente para agentes de alta proficiéncia sem colapsar a média geométrica da Pistic
para zero, protecao critica para a estabilidade do simulador estocéstico. Com o banco de
questoes pos-processado e parametrizado de forma matematicamente estavel, estabelece-
se a base empirica necessaria para a geragao do Dataset Sintético D, cujos resultados sao

reportados na segao a seguir.

6.4 Resultados da Construcao do Dataset Sintético via
ITMC

Esta secao reporta os resultados da etapa de simulacgao estocastica e imputacao topologica
descrita na Secao 4.4. O objetivo é triplo: caracterizar a populagao de agentes virtuais
instanciada; verificar a aderéncia dos parametros cognitivos amostrados as distribuicoes
projetadas na Tabela 4.2; e validar matematicamente o Dataset Sintético D produzido
pelo algoritmo ITMC. A anélise esta organizada em quatro blocos: caracterizagao da pop-
ulagao, analise macroscopica das trajetorias, micro-dinamica cognitiva por KC e validagao

matemaéatica do Dataset Sintético D resultante.
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6.4.1 Caracterizagao da Populagao Simulada

A simulacao envolveu N = 800 agentes virtuais, com semente global fixada em seed = 42,
gerando uma acuracia global de 62,89% sobre o total de interagoes registradas no Dataset
Sintético D. Este valor situa-se dentro da faixa esperada para um ambiente adaptativo
calibrado pela ZDP: taxas de acerto entre 60% e 70% séao caracteristicas de sistemas que
apresentam itens suficientemente desafiadores para induzir aprendizado sem gerar frus-

tragao sistematica, operacionalizando o intervalo [Py, Prae] definido nas Equagoes 4.39—
4.42.

Distribuicao dos Perfis Comportamentais. A Tabela 6.2 apresenta a distribuigao
efetiva dos arquétipos comportamentais A; na populagao simulada, conforme projetado na
Segao 4.4.2. O Perfil Padrao corresponde a 85,75% dos agentes, proximo & meta de 85%.
Os cinco arquétipos de desvio totalizam 14,25% da populacao, com proporc¢oes individuais
proximas dos 3% projetados para cada um. As pequenas variacoes decorrem do carater
estocéstico da designacao dos arquétipos, condicionada & semente global. Em particular,
o arquétipo de Desengajamento em Revisao (2,00%) e o de Proficiéncia Oculta
(2,38%) ficaram levemente abaixo do alvo, enquanto Desatencgao Cronica (3,38%) fi-
cou marginalmente acima, variacoes esperadas dentro de uma populagao amostrada de
tamanho N = 800.

Tabela 6.2: Distribuigao de perfis comportamentais na populagao simulada (N = 800).

Perfil Comportamental  Proporgao (%)

Perfil Padrao 85,75
Desatengao Cronica 3,38
Aprendizagem Massificada 3,25
Resposta Aleatoria Rapida 3,25
Proficiéncia Oculta 2,38
Desengajamento em Revisao 2,00
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Figura 6.7: Distribuigdo dos parametros cognitivos @; = (\;, ¢, y;, 0;) amostrados para

a populagao de 800 agentes, discriminados entre Perfil Padrao (Normal) e arquétipos de
desvio (Outliers). 114



Distribuicao dos Parametros Cognitivos Estocasticos. A Figura 6.7 exibe os his-
togramas dos quatro componentes do vetor de parametros cognitivos ©;, discriminados
entre agentes do Perfil Padrao e arquétipos de desvio, verificando a aderéncia as dis-
tribuicoes da Tabela 4.2.

A taxa de aprendizagem (), amostrada de 0,05+ 0,50 - Beta(a = 5, 8 = 5), apresenta
distribuigao unimodal centrada em torno de 0,30, com suporte contido em [0,05,0,55]. A
simetria da distribuicao Beta com parametros iguais produz uma populagao predominan-
temente mediana em capacidade de absor¢ao, sem concentracao em valores extremos, con-
firmando que o limite superior de 0,55 cumpre seu papel de evitar a aquisicao instantanea
de conhecimento. O fator de esquecimento (¢;), amostrado de 0,00084LogNormal(y =
—5,8, 0 = 0,4), concentra-se na faixa [0,001,0,010] com cauda assimétrica a direita, car-
acteristica da log-normalidade. O piso estocéastico de ¢y, = 0,0008 previne decaimento
nulo, garantindo que o modelo de esquecimento da Equagao 4.10 opere com taxa de decai-
mento positiva ao longo de toda a simulagado. A probabilidade de acerto casual (v,),
amostrada de TN (u = 0,20, o = 0,05, [0, 0,35]), concentra-se proxima de 0,20, compativ-
el com o acerto aleatorio esperado em itens de miiltipla escolha com cinco alternativas. Por
fim, a probabilidade de deslize (0;), amostrada de TN (u = 0,12, o = 0,05, [0, 0,35]),
situa-se sistematicamente abaixo de 7; em toda a distribui¢cao do Perfil Padrao, respei-
tando a condigao de identificabilidade 7; + 0; < 1 imposta na Secao 4.4.1 para evitar a
degeneracao do sinal cognitivo latente. Os arquétipos de desvio, notadamente Desaten¢ao
Cronica e Resposta Aleatoria Rdpida, aparecem como populagoes sobrepostas com valores
de o; e 7, deslocados para as caudas superiores de seus respectivos histogramas, validando

a injecao do ruido sistematico projetado.
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6.4.2 Analise Macroscépica das Trajetorias de Aprendizado

Velocidade de Progressao Curricular
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Figura 6.8: Progressao curricular (esquerda) e carga acumulada de revisao (direita) em
funcao do volume de interagoes, para trés perfis cognitivos representativos.

A Figura 6.8 examina dois aspectos macroscopicos das trajetorias de aprendizado para
trés perfis representativos: Excelente (A =~ 0,40), Médio (A ~ 0,30) e Dificuldade
(A~ 0,27).

Velocidade de Progressao Curricular. O painel esquerdo revela a relagao entre

esfor¢o acumulado e porcentagem do grafo dominada. O perfil Excelente atinge 100%
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do curriculo com aproximadamente 600-700 interacoes; o perfil Médio requer 800-1.000;
e o perfil Dificuldade estende-se até 1.200-1.400 interagoes, caso o conclua dentro do
prazo T),... Esta diferenca quantifica empiricamente o papel da taxa de aprendizagem no
mecanismo de incremento proporcional & margem de melhoria (1 — Ul,,t,k) da Equacao 4.17:
quanto maior \;, maior o ganho de maestria por acerto, reduzindo o nimero de interacoes

necessarias para superar cada limiar 2.

Carga Acumulada de Revisao. O painel direito quantifica o efeito cumulativo do
esquecimento (Equagao 4.10) sobre a demanda de manutencao do conhecimento ao longo
da trajetoria. O perfil Dificuldade acumula sistematicamente mais questoes de revisao do
que os demais: sua taxa de aprendizagem inferior resulta em maestrias v;;; mais rasas,
mais susceptiveis ao decaimento abaixo do limiar de manutencao W, entre sessoes. O perfil
Excelente exibe carga de revisao notavelmente menor, evidenciando que agentes com )\,
elevado consolidam o conhecimento em niveis de maestria mais robustos, reduzindo a

frequéncia com que o conjunto i (Equacao 4.18) é ativado.
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Figura 6.9: Estabilidade da ZDP: distribuicao da probabilidade prevista de acerto
P(correct) ao longo das interagoes para cada perfil cognitivo.

Estabilidade da ZDP. A Figura 6.9 exibe, para cada perfil cognitivo, a distribuicao
de P(correct) previsto ao longo das interagoes. Em todos os trés perfis, a densidade
mantém-se concentrada na faixa [0,5,0,8] durante a maior parte das trajetorias, com o
alvo ZDP ideal situado em torno de 0,70. Esta concentragao confirma que a funcao plato

de pesos da Equagao 4.27 opera conforme projetado, tanto na amostragem de candidatos
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do Modo Aprendizagem (Equagoes 4.39-4.40) quanto no Modo Revisao (Equagoes 4.41—
4.42), evitando a sele¢@o de itens triviais (P(correct) — 1) e intransponiveis (P(correct) —
0).

Tempo Cronolégico Total para Concluir o Curriculo

300 dias

250 dias

200 dias

150 dias

Tempo Decorrido Simulado

100 dias

50 dias

Dificuldade Médio Excelente
Perfil do Estudante

Figura 6.10: Tempo cronolégico total simulado (em dias) para concluir o curriculo, por
perfil cognitivo.

Tempo Cronoldgico para Conclusao. A Figura 6.10 apresenta o tempo cronolégico
total simulado para cada perfil. O perfil Excelente conclui o curriculo em aproximada-
mente 100-150 dias letivos; o perfil Médio, em torno de 200-250 dias; o perfil Dificuldade
pode atingir ou superar 300 dias, proximidade do teto T,,, = max(200,0, A(290,0, 30,0))
dias definido como condicao de parada na Secao 4.4.3. Estes valores emergem da inter-
acao entre )\;, o tamanho das sessoes Lgessan, proporcional a capacidade de aprendizado
(Lsessao = Int(N (50 - A;,5))) para o Perfil Padréo, e os intervalos de repouso Atpausa

amostrados entre sessoes.
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6.4.3 Micro-Dinamica Cognitiva: Analise de Alta Resolugao por
KC

As trés figuras a seguir expoem a trajetoria de maestria latente v;; , em alta resolugao para
0 KC Func_PlanoCartesiano, selecionado por ser um né de profundidade intermediaria
no DAG com multiplos sucessores, tornando-o representativo do comportamento tipico
do simulador. Os trés agentes exibidos correspondem aos mesmos perfis cognitivos da

analise macroscopica.

Micro-Dinamica Cognitiva no KC: 'KC_Func_PlanoCartesiano’
[Excelente] Agente: s_00058 | Apzse = 0.36 | Ppase = 0.0053

+43.94 +19.0d
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A Acerto (Pré) — = Limiar Dominio (Q) == Taxa Aprendizado (A)

Figura 6.11: Micro-dinamica cognitiva no KC Func_PlanoCartesiano, Perfil Excelente:
agente s_00058 (A = 0,36, ¢ = 0,0053).

O agente s_00058 (Figura 6.11, A = 0,36, ¢ = 0,0053) domina o KC na interagao 7. Os
lapsos temporais entre interagoes, anotados como +Xd, variam entre 2,4 e 43,9 dias, com
quedas de maestria proporcionais ao intervalo e ao fator efetivo ¢;7k = 0,0053 na primeira
recuperacao. O painel lateral confirma a reducao exponencial do fator de esquecimento
efetivo com as recuperagoes bem-sucedidas: qﬁgk decresce de 0,0053 para 0,0026 e 0,0013
a cada incremento de C),;x, materializando o Efeito de Espagamento da Secao 4.4.2.
Mesmo logo apds o lapso mais longo registrado (443,9d), a maestria nao cai abaixo de

W, dispensando intervencao do modo de revisao.
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Micro-Dinamica Cognitiva no KC: 'KC_Func_PlanoCartesiano’
[Médio] Agente: s_00000 | Apase = 0.28 | Ppase = 0.0054
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Figura 6.12: Micro-dindmica cognitiva no KC Func_PlanoCartesiano, Perfil Médio:
agente s_00000 (A = 0,28, ¢ = 0,0054).

O agente s_00000 (Figura 6.12, A = 0,28, ¢ = 0,0054) exibe uma trajetoria em escada
mais gradual, dominando o KC na interagao 15. A menor taxa de aprendizagem resulta em
incrementos de maestria por acerto mais modestos, tornando o processo mais susceptivel
aos decaimentos provocados pelos lapsos temporais mais longos, notavelmente +41,3d e
+34,5d, que empurram a maestria para regioes proximas a Wy. O painel lateral exibe
quatro niveis de ¢;, (0,0054 — 0,0027 — 0,0014 — 0,0007), confirmando que quatro

recuperacoes validas foram acumuladas ao longo da trajetoéria.
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Micro-Dinamica Cognitiva no KC: 'KC_Func_PlanoCartesiano’
[Dificuldade] Agente: s_00480 | Apsse = 0.09 | dpase = 0.0075
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Figura 6.13: Micro-dinamica cognitiva no KC Func_PlanoCartesiano, Perfil Dificuldade:
agente s_00480 (A = 0,09, ¢ = 0,0075).

O agente s_00480 (Figura 6.13, A = 0,09, ¢ = 0,0075) representa o caso de maior so-
brecarga cognitiva: com \; proximo ao limite inferior do suporte amostral e fator de
esquecimento relativamente elevado, o agente requer quase 50 interagoes para dominar o
KC e oscila repetidamente acima e abaixo de ¥ ao longo da trajetéria. Os incrementos
de maestria por acerto sao tao pequenos que lapsos curtos de 2,7-5,5 dias ja sao sufi-
cientes para provocar decaimentos significativos. Os dois lapsos mais longos (+18,1d e
+16,5d) ocorrem nos estagios avangados da curva, quando a maestria ja se encontra sufi-
cientemente alta para resistir ao decaimento sem cair abaixo de ¥y. O painel lateral nao
registra nenhum um nivel de redugao do fator de esquecimento ( 2 , = 0,0075), indicando

que nenhuma recuperacao valida foi acumulada.
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6.4.4 Analise dos Desfechos e Condigcoes de Parada

Raio-X de Desfechos: Tipos de Evasao por Perfil de Aluno

Motivo Final
3 1. Concluido (Mastery)
[ 2. Evasédo: Fim do Ano Letivo
[ 3. Evasédo: Fadiga Aleatdria
[ 4. Evaséo: Frustragéo
I 5. Evasdo: Starvation (Falta de Itens)

200

-
o
o

Numero de Agentes
8

50

Dificuldade Médio Excelente
Perfil Cognitivo

Figura 6.14: Raio-X de desfechos: distribuicao dos motivos de parada por perfil cognitivo.

A Figura 6.14 estratifica os quatro desfechos terminais definidos na Segao 4.4.3 (Concluido
(Mastery), Evasao por Fim do Ano Letivo, Evasao por Fadiga Aleatoria, Evasdao por
Frustragao e Evasao por Inani¢ao (Starvation)) por perfil cognitivo, para os 800 agentes

da populagao.

O perfil Dificuldade concentra a maior proporcao de evasoes por Fim do Ano Letivo
(212 agentes) e Fadiga Aleatoria (84 agentes). Este padrao é consequéncia direta de dois
mecanismos encadeados: (i) agentes com baixa \; raramente completam o curriculo den-
tro do prazo Tp,a., pois a velocidade de progressao curricular (Figura 6.8) ¢ insuficiente; e
(ii) a maior carga de revisdao e o maior ntimero de erros consecutivos elevam a variavel de
frustragao Egons, incrementando Pyopeus Via 0 escalonamento da Equacao de evasao com-
portamental da Secao 4.4.3. O perfil Médio distribui seus desfechos predominantemente
entre Fim do Ano Letivo (226 agentes) e Fadiga Aleatoria, com apenas 11 agentes con-
cluindo o curriculo integralmente. O perfil Excelente apresenta a maior taxa de conclusoes
por Maestria (12 agentes) e a menor proporgao de evasao por Frustragao, em consonancia
com a dinamica de Py opout, 0nide Egpps cresce mais lentamente para agentes com alta taxa
de aprendizagem. Por fim, a ocorréncia residual de Starvation (7 agentes, exclusivamente
no perfil Dificuldade) confirma a efetividade do algoritmo ITMC em suprimir os gargalos
topoldgicos mais criticos do grafo. A persisténcia de casos residuais concentrados no per-

fil de menor \; é esperada: este perfil ativa a ZDP em regices do espaco de proficiéncia
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(v}, muito baixo) onde até mesmo os itens imputados pelo ITMC podem nao satisfazer

simultaneamente o filtro curricular e o intervalo [Pin, Praz|-

6.4.5 Validagao Matematica e Empirica do Dataset
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Figura 6.15: Validagdo matemaética (Painel 1): limites assintoticos (Guess & Slip) e
densidade da ZDP por modo de operagao.
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Curva de Esquecimento vs. Resgate da ZDP
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Figura 6.16: Validacao matemaética (Painel 2): curva de esquecimento vs. resgate da ZDP
e balanceamento estrutural do banco de itens.

As Figuras 6.15 e 6.16 consolidam quatro verificagoes de integridade do Dataset Sintético
D, testando empiricamente se as propriedades matematicas formalizadas ao longo da

Secao 4.4 se manifestam nos dados gerados.
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Verificagao 1: Limites Assintoticos (Guess & Slip). O painel esquerdo da Figu-
ra 6.15 plota a taxa empirica de acertos em funcao da maestria latente verdadeira v,
estratificado por modo de operagao. A curva empirica confirma os dois limites assintoti-
cos da Equagao 4.15: para v — 0, a taxa de acerto converge para o nivel de adivinhacao
v &~ 0,20; para v — 1, o teto é delimitado por 1 — & ~ 0,88. A transigdao entre os
dois assintotos segue o perfil sigmoidal previsto, validando a consisténcia entre o modelo

matematico e o comportamento emergente da simulagao.

Verificagao 2: Densidade da ZDP por Modo de Operacgao. O painel direito da
Figura 6.15 exibe a distribuigao de densidade de P(correct) para os modos Aprendizado
(Avango) e Revisao (Resgate). Ambas as distribui¢bes concentram-se em torno do alvo
ZDP ideal de ~ 0,70, com o modo Revisao exibindo distribuicao levemente deslocada para
a esquerda, esperado, dado que Kigrger € Krisk implica v§7t7k < Wy, resultando em Pypost
abaixo do pico histérico e portanto em P,,,, mais conservador (Equagao 4.42). O piso de
v~ 0,20 e o teto de 1 — & =~ 0,88 sao respeitados em ambos os modos, confirmando que
os parametros populacionais médios (5 = 0,20, & = 0,12) adotados na Equagao 4.35 sao

representativos do comportamento real da populacao.

Verificagao 3: Curva de Esquecimento vs. Resgate da ZDP. O painel esquerdo
da Figura 6.16 exibe a taxa empirica de acertos em fun¢ao do tempo decorrido desde
a ultima interacao no KC, estratificado por modo. A taxa de acerto decresce mono-
tonicamente com o lapso temporal, confirmando o modelo de decaimento exponencial da
Equacao 4.10. O modo Revisao apresenta consistentemente taxas de acerto superiores
ao modo Aprendizado para os mesmos lapsos, evidenciando o Efeito de Espacamento: a
redugao acumulada de ¢}, = ¢; - (0,50)Crerik com as recuperacoes bem-sucedidas torna o
conhecimento mais resistente ao decaimento, resultando em maior probabilidade de acerto

mesmo apoés longos periodos de inatividade.

Verificagao 4: Balanceamento Estrutural do Banco de Itens. O painel direito
da Figura 6.16 apresenta o histograma do diferencial ZDP [P(correct) — v], segregado por
modo. Para um banco de itens bem calibrado & ZDP, este diferencial deve ser centrado
proximo de zero. O histograma confirma este comportamento: a distribuicao é aproxi-
madamente simétrica em torno de zero, com leve assimetria positiva no modo Aprendizado
(reflexo da ambicao da Equacao 4.19, que projeta P, acima da maestria atual, favore-
cendo itens marginalmente mais dificeis do que o nivel corrente do agente) e centrada

mais precisamente em zero no modo Revisao, onde o objetivo é recuperar, nao avangar.
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6.4.6 Composicao Final do Banco e Distribuicao Espacial das

Evasoes

Composigéo do Banco por KC (Top 30 Volume)
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Figura 6.17: Composigao do banco por KC (Top 30 em volume de questoes tnicas) e
distribuicao espacial das evasoes no curriculo.

A Figura 6.17 apresenta dois diagnosticos complementares do Dataset Sintético D final. O
painel superior exibe os 30 KCs com maior volume de questoes tnicas, discriminando entre
Questoes Reais (ENEM /UFSC) e Questoes Sintéticas imputadas pelo ITMC. A presenga
de barras mistas em varios KCs confirma que a imputacao foi seletiva: KCs com elevado
volume de questoes reais receberam pouco ou nenhum suplemento sintético, ao passo que
KCs com baixa cobertura empirica (notadamente em dominios de Trigonometria, Geome-
tria Espacial e Estatistica Avancada, que correspondem aos KCs de maior profundidade

topologica e menor frequéncia no corpus ENEM /UFSC) receberam a maior proporgao de
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nos parametrizados gsyn«, instanciados pelo Algoritmo 1. Esta distribuicao assimétrica
valida o critério de acionamento do ITMC: a imputacao concentrou-se precisamente nos

. (w) . - :
KCs que apareciam em K~ ., nas ondas de simulacao anteriores.

O painel inferior exibe a distribuicao dos pontos de evasao, medida como percentual do
curriculo dominado no momento da parada. A distribui¢ao é bimodal: uma concentracao
nos estéagios iniciais (0-20% do curriculo dominado), associada principalmente a agentes
de baixa A; que atingem o prazo T,,,. antes de avancar além dos KCs raiz; e uma con-
centracao secundaria nos estagios finais (acima de 60%), correspondente a agentes que
progridem substancialmente e evadem por Fadiga Aleatéria ou Fim do Ano Letivo nos
KCs terminais. A auséncia de picos isolados em KCs intermediarios especificos confirma
que o ITMC foi efetivo em eliminar os gargalos topoldgicos que anteriormente for¢cavam

paradas prematuras por Starvation.

128



6.4.7 Analise de Trajetoria Individual Representativa

Raio-X de Progressao Curricular | Agente: s_00702
Perfil: A =0.23 | ¢ =0.0070

Evolugao da Maestria e Mapa de Acertos/Erros

= Trajetéria de Dominio
Acerto
100
Erro

i vz

STATUS FINAL:
DROPOUT_ACADEMIC_YEAR (Out of time: 318.9 days. Mastered 79/82 KCs)

60

40

% do Curriculo Dominado

20

Desgaste Temporal e Custo de Manutengao da Memoria
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250 - ,—_—-j
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Volume Total de Intera¢des (Questdes Respondidas)
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Figura 6.18: Raio-X de progressao curricular do agente s_00702 (A = 0,23, ¢ = 0,0070):
evasao por fim do ano letivo apds 3189 dias com 79/82 KCs dominados.

O agente s_00702 (Figura 6.18, A = 0,23, ¢ = 0,0070) encerra com desfecho DROPOUT_ACADEMIC_YEAR
apos 318,9 dias e aproximadamente 2.000 interagoes, tendo dominado 79 dos 82 KCs. A
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curva de progressao curricular exibe crescimento quase linear até ~ 95% do curriculo,
seguida de desaceleracao pronunciada nos KCs terminais, os de maior dj e maior nimero
de pré-requisitos transitivos no DAG. O painel de desgaste temporal mostra que a carga de
revisao acumulada cresce monotonicamente ao longo dos 318 dias: o custo de manutencao
da base de conhecimento consolidada aumenta a medida que mais KCs entram em g,
e precisam ter vy, > W}, preservado a cada sessao. Este agente ilustra o cenério de
Maestria Parcial definido na Sec¢ao 4.4.3: tecnicamente capaz de concluir o curriculo, mas

impedido pelo limite temporal 7},,,;.
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6.4.8 Distribuicao de Esforco por Perfil e Complexidade do KC

Curriculo Completo
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Figura 6.19: Distribuigao do volume de interagoes por perfil cognitivo, segmentado por
complexidade do KC (raizes vs. avangados) e status de conclusao.

A Figura 6.19 apresenta a distribuicao de esforco total por perfil, segmentada em trés

painéis: curriculo completo, KCs Bésicos (raizes, nivel 0) e KCs Avangados (nivel > 7).

No curriculo completo, o perfil Dificuldade exibe o maior volume mediano de interagoes

e maior variancia, atingindo 1.400-1.500 interagoes nos casos extremos, enquanto o perfil
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Excelente mantém-se abaixo de 600-700. Nos KCs Basicos (raizes), o esforgo relativo
dos trés perfis é comparativamente homogéneo: todos os agentes devem atravessar os
nos raiz independentemente de )\;, e estes possuem d;, baixo combinado com 2, elevado
(proximo a 0,90, conforme Figura 6.2), exigindo consolidagao sélida de todos. Nos KCs
Avangados (nivel > 7), a separacdo entre perfis acentua-se drasticamente: agentes do
perfil Dificuldade que chegam a estes nés desprendem volume desproporcionalmente alto
de interacoes, amplificando as diferencas de \; e ¢; que ja se manifestavam nos niveis
intermediarios. Em todos os painéis, os agentes evadidos (Dropout) exibem distribuigoes
deslocadas para volumes menores do que os concluintes, confirmando que a evasao tende
a ocorrer antes que o esforco maximo disponivel seja esgotado, padrao coerente com o
modelo de Behavioral Dropout da Secao 4.4.3, no qual Pyropout €scala com E,,s € nao com

o volume absoluto de interagoes.

6.5 Resultados do Benchmarking dos Modelos de KT

Esta secao relata o desempenho empirico das sete arquiteturas candidatas Apgseiines =
{DKT, DKT-Forget, SAINT+, UKT, HCGKT, LefoKT, RobustKT} na partigao de teste
Siest SOb 0 protocolo de treinamento da Se¢ao 5.1. Para cada arquitetura A, a configuracao
ideal de hiperparametros A% recuperada pela busca do Optuna ¢ mantida invariante e o
modelo é retreinado Neeqs = 5 vezes sob a sequéncia de sementes Z = {42,43,44,45,46}
gerada a partir de seedp,se = 42, na particao de treinamento completa Si..in. Cada
~ e (kA . -
execucao seed; produz uma instancia .7’ cuja avaliagdo em S;.s resulta em um vetor

de métricas M®*A) . Todas as execucdes sao rastreadas no MLflow.

6.5.1 Desempenho Sob Agregacao Multi-Seed

A Tabela 6.3 relata, para cada arquitetura A e cada métrica u, a mediana amostral

~ _ . (k,A Nseeds
A = medlan{u ) e
juntamente com o desvio padrao amostral
1 Nseeds 9
S = _— (kv-A) — U
NvA Nseeds _ 1 P (/‘1/ /J/A) )

0s quais caracterizam conjuntamente a tendéncia central e a dispersao do comportamen-
to da arquitetura sob a tnica fonte de variabilidade admitida pelo protocolo, a saber,
os componentes estocasticos do treinamento (inicializagdo de pesos e permutacao do
Dataloader). A mediana ¢ adotada em coeréncia com a regra de eleicao da Secao 6.5.4:

o escalar relatado é o desempenho realizado por uma instancia treinada concreta, e nao
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uma média em nivel de arquitetura ausente do registro. As arquiteturas sao ordenadas

de forma ascendente pelo valor da mediana da métrica primaria RMSE,.

Tabela 6.3: Desempenho mediano em .5 sob retreinamento multi-semente (Ngeeqs = 5,
Z ={42,...,46}). Cada célula relata fix £ s, 4. As setas indicam a diregdo de melhoria.

O modelo de referéncia eleito Fj; estd marcado com .

Arquitetura RMSE,- | ECE | BS | BSS 1 AUC 4 ACC 1

x LefoKT ~ 0,0875+0,0036 0,0174 40,0088 0,2091 40,0004 0,1008 = 0,0018  0,6840 £ 0,0029 0,6761 = 0,0015
HCGKT 0,0876 £ 0,0012  0,0147 +0,0017 0,2100  0,0004 0,0967 + 0,0019  0,6792 £+ 0,0022  0,6745 % 0,0014
UKT 0,0877 £ 0,0005 0,0237 +0,0032  0,2075 + 0,0005 0,1076 = 0,0019  0,6936 + 0,0022 0,6773 % 0,0019
RobustKT ~ 0,0896 40,0026 0,0196 & 0,0027 0,2091 & 0,0006 0,1007 & 0,0026 0,6838 & 0,0023 0,6758 = 0,0017
DKT 0,1111 + 0,0003 0,0312 +0,0044 0,2114 +0,0006 0,0905 + 0,0026 0,6757 + 0,0030  0,6705 % 0,0030
DKT-Forget 0,1150 & 0,0005 0,0289 &= 0,0022 0,2135 - 0,0003 0,0816 £ 0,0014  0,6706 == 0,0029  0,6635 = 0,0012
SAINT- 0,1386 £ 0,0061  0,0668 + 0,0164 0,2140 + 0,0021  0,0796 + 0,0090 0,7148 +0,0052 0,6481 + 0,0013

recorrentes DKT e DKT-

Forget convergem para um RMSE,- substancialmente maior do que as quatro arquiteturas

Trés observagoes se sucedem. Primeiro, os modelos de base

lideres, com envelopes de mediana-+-s nao sobrepostos na métrica priméaria e em todas
as métricas secundarias de calibracao (ECE, BS, BSS). Lacuna esta que é esperada entre
os modelos recorrentes classicos de KT e as familias modernas baseadas em atencao e
em modelos de espago de estados no presente conjunto de dados sintéticos. Segundo, o
SAINT+ exibe uma divergéncia estrutural entre calibragao e discriminagao: ele atinge a
maior AUC (0,7148) enquanto, simultaneamente, apresenta o maior RMSE,. (0,1386) e
ECE (0,0668): este ultimo com mais de quatro vezes o erro de calibra¢do das arquiteturas
lideres. Esse padrao fundamenta empiricamente a logica da Secao 5.1 para a adocao do
RMSE,+ como o critério primério em vez de um objetivo focado apenas em discriminagao:
uma arquitetura que ranqueia bem os exemplos pode, ainda assim, produzir estimativas de
probabilidade descalibradas e, portanto, é inadequada para ancorar o calculo subsequente
da ZDP definido na Secao 5.2. Terceiro, trés das quatro arquiteturas lideres (UKT,
LefoKT, RobustKT) atingem uma mediana de BSS dentro de ~ 5 x 1073 do teto teérico
BSS,,.4. relatado na Segao 6.5.3, indicando que o erro quadratico residual desses modelos
¢ dominado pela variancia irredutivel de Bernoulli do simulador cognitivo, e nao por viés

algoritmico.

6.5.2 Quantificagao da Variancia de Amostragem via Bootstrap
Agrupado

Para desentrelagar a variabilidade induzida pela estrutura de amostra finita de S da
variabilidade induzida pela inicializacao estocastica do treinamento, um bootstrap agru-
., SMm} O
conjunto de identificadores tnicos de estudantes na particao de teste. Para cada réplica
1000, uma amostra Z/{t(b) de

est

pado (clustered bootstrap) é calculado ao nivel do estudante. Seja Usesy = {51, - -

seedy, e cada indice de bootstrap b € {1,...,B} com B =
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tamanho M ¢é extraida com reposicao a partir de U;.s; sSob uma semente base seedy,,; = 42;
a sequéncia completa de predi¢oes por estudante é preservada dentro de cada extracao,

de modo que a dependéncia interna da sequéncia de p;; é respeitada. A distribuicao

bootstrap por réplica

(k) B
KA p=1

abaixo faz a média desses quantis entre as N,..qs = D réplicas, fornecendo uma sintese da

é resumida por seus quantis empiricos 0,025 e 0,975; o intervalo agregado relatado

variancia total atribuivel a ambas as fontes conjuntamente.

Tabela 6.4: Intervalos de confianca agregados de bootstrap agrupado de 95% em Sj.q.
Cada célula relata a média do bootstrap e o intervalo percentil CI(I)’,%O; = [Qo.025, Qo.o75]- O
bootstrap é realizado ao nivel de agrupamento de estudantes (B = 1000, seedy,,; = 42) e

calculado a média entre as Ny..q4s = b réplicas.

Arquitetura RMSE,« | ECE | BS | BSS 1t AUC 1t ACC 7t

* LefoKT 0,0885 [0,0839, 0,0942] 0,0210 [0,0132, 0,0293] 0,2090 [0,2043, 0,2137] 0,1005 [0,0850, 0,1187] 0,6849 [0,6721, 0,6994] 0,6760 [0,6637, 0,6881]
HCGKT 0,0870 [0,0818, 0,0931] 10,0170 [0,0098, 0,0256] 0,2099 [0,2053, 0,2145] 0,0967 [0,0811, 0,1149] 0,6796 [0,6660, 0,6944] 0,6750 [0,6627, 0,6872]
UKT 0,0877 [0,0835, 0,0924] 0,0266 [0,0199, 0,0335] 0,2075 [0,2031, 0,2120] 0,1069 [0,0918, 0,1247] 0,6929 [0,6799, 0,7071] 0,6779 [0,6659, 0,6898|
RobustKT 0,0895 [0,0848, 0,0950] 0,0196 [0,0113, 0,0288] 0,2092 [0,2045, 0,2140] 0,0997 [0,0840, 0,1184] 0,6834 [0,6700, 0,6981] 0,6756 [0,6632, 0,6878|
DKT 0,1112 [0,1074, 0,1153] 0,0306 [0,0230, 0,0385] 0,2116 [0,2070, 0,2160] 0,0896 [0,0742, 0,1080] 0,6767 [0,6628, 0,6921] 0,6692 [0,6566, 0,6815]
DKT-Forget 0,1149 [0,1115, 0,1185] 0,0298 [0,0231, 0,0368] 0,2136 [0,2094, 0,2180] 0,0807 [0,0660, 0,0977] 0,6683 [0,6546, 0,6828] 0,6643 [0,6513, 0,6771]
SAINT-+ 0,1417 [0,1360, 0,1479] 0,0734 [0,0605, 0,0875] 0,2149 [0,2100, 0,2197] 0,0755 [0,0606, 0,0941] 0,7169 [0,7027, 0,7314] 0,6483 [0,6330, 0,6632]

Dois fatos estruturais emergem da analise de bootstrap.
RMSE,- das quatro arquiteturas lideres (LefoKT, HCGKT, UKT, RobustKT) exibem

sobreposicao mutua substancial, formando um agrupamento estatisticamente indistin-

Primeiro, os intervalos de

guivel dentro do envelope de amostragem; portanto, a discriminagao entre elas ao nivel
da métrica primaria nao é justificada apenas pelas evidéncias do conjunto de teste. O
critério deterministico de mediana da Secao 6.5.4 opera inteiramente dentro deste regime.
Segundo, os modelos de base recorrentes (DKT, DKT-Forget) e o SAINT+ produzem
intervalos totalmente disjuntos do grupo lider no RMSE,- e no ECE, estabelecendo a
existéncia de uma lacuna de desempenho estatisticamente robusta entre os dois grupos

que nao é absorvida pela variancia de amostragem.

6.5.3 Referéncia Climatologica

A interpretacao das meétricas da familia Brier estd ancorada na climatologia derivada
dos dados de Sjes:.

ingénua de Brier é BS, 4, = a(1 — @) e o limite inferior tedrico da informagao implicado

Denotando a taxa marginal empirica de sucesso por a, a referéncia

pela variancia irredutivel de Bernoulli do simulador é BS,,;,, = E[p*(1 — p*)]. Na presente

particao de teste, essas constantes assumem os valores

= _ 9 DPPmin
0’63 3’ Bsnaive

BS,aive = 0,2325, BS,in = 0,2079, BSSe = 1— = 0,1059.

O teto BSS, 0z =

por qualquer preditor em Syeq:

0,1059 ¢ a pontuagao méaxima de habilidade (skill score) alcangavel

um modelo cuja saida coincidisse exatamente com a
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probabilidade latente p* para cada interacao ainda registraria um score Brier residual
igual a BS,,;,, precisamente porque os rétulos empiricos a; sao amostrados a partir de
Bernoulli(p}). A proximidade das arquiteturas lideres em relagao a esse teto (UKT: 0,1076;
LefoKT: 0,1008; RobustKT: 0,1007; HCGKT: 0,0967) fornece uma indicagao quantitativa
de que a lacuna restante para a discriminacao perfeita é em grande parte estrutural, e

nao algoritmica.

6.5.4 Eleicao do Modelo de Referéncia Fj.

A eleicdo do modelo de referéncia segue a regra deterministica de dois estagios formal-

izada na Se¢ao 6.5.4. Para cada arquitetura A, o vetor da métrica primaria por réplica
k,A)

{RMSE( } 7% & ordenado em ordem crescente e a réplica posicionada no indice me-

diano | Ngeeas/2] € retida como a instancia mediana da arquitetura
Ky = argsort ({RMSES o) [ Noeews/21], Fp™Y = A,

A elei¢ao ao nivel de arquitetura é entao conduzida por argmin sobre os valores medianos

resultantes em Apgserines:

. d,A) d,A%)

A* = argmin RMSE,- (F(me ) : Fer = F(me :
AEAbaselines

As instancias de semente mediana retidas por este procedimento e seus valores de métricas

realizados em S;.s; sao relatados na Tabela 6.5.

A . d,A :
Tabela 6.5: Instancias de semente mediana .7-}(?}6 ) por arquitetura. A coluna seedy,
é o valor da semente da réplica mediana em Z; as colunas restantes relatam as métricas
realizadas por aquela instancia concreta em S;.s;. O modelo de referéncia eleito é Fjypr =

F I((n;ed’A*) com A* = LefoKT.

Arquitetura seedy, RMSE,« ECE BS BSS AUC ACC

* LefoKT 45 0,08747 0,01739 0,20901 0,10098 0,68397 0,67737
HCGKT 45 0,08761 0,01424 0,21038 0,09507 0,67793 0,67446
UKT 42 0,08766 0,02372 0,20735 0,10811 0,69359 0,67800
RobustKT 43 0,08956 0,01417 0,20908 0,10070 0,68322 0,67697
DKT 44 0,11107 0,02572 0,21135 0,09090 0,67567 0,67120
DKT-Forget 45 0,11498 0,02852 0,21352 0,08159 0,67055 0,66529
SAINT -+ 44 0,13858 0,05646 0,21397 0,07965 0,70994 0,64871

A aplicacdo do critério A* = arg ming RMSE,. (Fin*)) 4 terceira coluna da Tabela 6.5

resulta em A* = LefoK'T, com a métrica priméria realizada de

RMSE,- (Fyp) = 0,08747 em seedy: = 45.

LefoKT
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As instancias concorrentes do grupo de topo, HCGKT (0,08761) e UKT (0,08766), situam-
se dentro de 2 x 10~ do valor eleito, bem dentro do envelope de bootstrap da Tabela 6.4;
a eleicao é, portanto, formalmente deterministica, mas nao contingente as métricas se-
cundéarias. Pela logica de especificacao da Secao 6.5.4, o critério da mediana é invocado
precisamente para evitar critérios de desempate post-hoc e para relatar um valor de de-
sempenho realizado por uma instancia registrada concreta, em vez de uma média de nivel
de arquitetura ausente do registro. O modelo de referéncia eleito Fj; esté registrado no
MLflow Model Registry; esta instancia fornece a distribuicao de probabilidade prevista
p(+) consumida pelo motor de recomendagao avaliado na Segao 5.2 e por todas as anélises

pedagogicas subsequentes deste trabalho.

6.6 Resultados da Avaliacao da Qualidade da Recomen-
dacao

Esta segao reporta os resultados empiricos do protocolo experimental estabelecido na
Secao 5.2. A execucao opera sobre o modelo de referéncia Fj, eleito na Secao 6.5.4
(arquitetura LefoKT, semente seedy« = 45, RMSE,« = 0,08747 em S;est), do qual deriva
o motor de recomendagao R confrontado com a abla¢ao Rpuse (Equagao 5.6). Os resulta-
dos articulam-se em quatro eixos: (i) verificagdo da estrutura amostral usuario-disjunta
e diagnostico do calibrador isotonico (Se¢ao 6.6.2); (ii) sintese da comparagdo parea-
da nas trés métricas pedagogicas (Segao 6.6.3); (iii) inspegao desagregada por métrica
(Segoes 6.6.4-6.6.6); e (iv) diagnosticos sobre o alinhamento do componente de diagnosti-
co KT e o progresso curricular induzido pelo motor (Segoes 6.6.7-6.6.8), que sustentam as
limitagoes estruturais retomadas no Capitulo 7. Diagnosticos confirmatoérios adicionais,

em granularidades complementares, sao reunidos no Apéndice A.

6.6.1 Configuracao da Execucgao

A coorte S.,u € particionada conforme a Equagao 5.2 com pequip = 0,50, resultando
em |Scuin| = 50 estudantes para o ajuste do calibrador isotonico e [Shogout| = 50 es-
tudantes para a mensuracao pareada das politicas R € Rpqse. A subamostragem temporal
(Equagao 5.5) opera com 7, = 15 e a janela da Diversidade de Sessao (Equacao 5.11)
com N = 10. O ghost-pass multi-ancora utiliza N, = 3 ancoras selecionadas pelo critério
de neutralidade da Equacgao 4.32. Todas as execugoes compartilham a semente global

o = 42, garantindo pareamento exato por estudante na Secao 6.6.3.
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6.6.2 Ajuste e Diagnéstico do Calibrador Isotonico

O calibrador g ¢ obtido pela Equagao 5.4 sobre |Dq| = 3804 pares (ﬁgf}igstl , w(vlmety)

extraidos da passagem simulatoria prévia sobre S.qup (Equacao 5.3). O efeito do ajuste
sobre a métrica de alinhamento ao alvo afim 7 (v) é resumido na Tabela 6.6.

Tabela 6.6: Diagnostico do ajuste isotonico sobre D, (Equacdo 5.3). Os valores pré

~ final s o~ . <
referem-se ao estado da probe p Jhost a1tes da composigao com g; os valores pds referem-se

ao estado apos aplicagao de g obtido pela Equacao 5.4.

Meétrica de Avaliagao Pré-calibragao Pé6s-calibracao

Amostra de valida¢ao: |Deqiin| = 3804 pares

Residuo médio (ﬁghost - ﬂ(vtme)) —0,11244 ~0
RMSE de alinhamento ao alvo m(v) 0,16690 0,08565

Dois fatos estruturais emergem. Primeiro, o viés sisteméatico pré-calibragao (—0,1124)
indica que a probe ghost-pass do modelo bruto subestima, em média, a projecao afim
7(Vgrue) da maestria estrutural verdadeira em magnitude comparével ao proprio salto
piso-teto da projecao 1 —75 — o = 0,68; a regressao isoténica reorganiza monotonicamente
a saida de modo a anular o residuo médio preservando o ordenamento relativo. Segundo,
o RMSE de alinhamento ao alvo afim cai de 0,167 para 0,086, reducao relativa de 48,7%.
O alinhamento residual pos-calibragao (0,086) é coerente em ordem de magnitude com
o RMSE,- = 0,08747 realizado por Fjr em S; (Tabela 6.5), sugerindo que o erro
residual é limitado pela qualidade preditiva intrinseca do modelo base, e nao por falha do

procedimento de calibragao.

A Figura 6.20 torna visivel o fenémeno de compressio de range dindmico que motivou o

calibrador. Enquanto a projecao afim de referéncia 7(v) (linha sélida vermelha) percorre

final

Jhost concentra-se em [0,40, 0,85]

[0,20, 0,88] linearmente ao longo de v € [0, 1], a saida p
com inclinacao visivelmente inferior a unitéria, sintoma da preferéncia do KT base por

predigoes proximas & média marginal a de Si.;. A isotdnica zera o residuo médio sobre

D.aiiv, Mmas nao corrige a compressao ponto a ponto: para vt{nﬁal € [0,9, 1,0], a nuvem
concentra-se em =~ 0,78, abaixo de 7(0,95) ~ 0,85. A linha tracejada Q%%, = 0,789

atravessa a nuvem de KCs verdadeiramente dominados aproximadamente pela mediana,
de modo que o passo BFS consegue promover os KCs realmente dominados apesar da
subestimacao herdada; a consequéncia operacional, critica para a Secao 6.6.4, é que a saida
calibrada permanece majoritariamente abaizo de 7(v) na regiao de alta maestria, induzin-
do viés sistematico de subestimacao quando confrontada contra o intervalo [Puin, Prax)
da ZDP ativa. Cabe registrar que a mesma dispersao para a politica ablada Ry € Vi-
sualmente indistinguivel (mesma contagem por classe, nnz0 dom. = 2 156 € ngom. = 1753):

como o estado final (Virye, Pghost) € majoritariamente ditado pelo replay do histérico real
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e nao pela politica de selecao, ambas convergem ao mesmo snapshot de maestria, e o que
diferencia R de Rp.se concentra-se estritamente na escolha local da questao dentro do
intervalo ZDP.

10 Calibracdo do estado final — politica = R

p_ghost_final (predicdo ghost-pass do modelo)

ndo dominado (n=2156)
dominado (n=1753)

..... y=x

—— projegao afim da spec: y + (1-y—38)v
Q_obs médio = 0.789

0.0 +- . . . . :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
true_v_final (posterior de maestria ao final do histérico)

Figura 6.20: Dispersao (true_vyinar, p;,zggf) por par (estudante, KC) ao término da sim-

ulagdo sob R, com a projegao afim 7(v) da Equagao 4.35 sobreposta. A dispersao sob
Ripase ¢ visualmente indistinguivel.

6.6.3 Comparacao Pareada das Politicas: Sintese

A Tabela 6.7 consolida o teste da hipotese central da Equacao 5.12 e dos guarda-corpos
das Métricas 2 e 3 sobre Spoqout- Os agregados por aluno sao as médias por estudante ﬁzz e
i de cada métrica pu € {AP, Ng, Dg}. O pareamento opera sobre n = 50 estudantes
para AP e NC; a Diversidade da Sessao reporta n = 49 pares por descarte do tnico aluno

cuja sequéncia efetiva sob 7, = 15 nao acumulou janela completa de tamanho N = 10.

Tabela 6.7: Comparacao pareada R — Riygse por estudante em Spogous. A € a média das
diferencas por aluno; T' e W sao as estatisticas dos testes de Student (Equagao 5.13) e
Wilcoxon de postos sinalizados; d, ¢ o tamanho de efeito de Cohen (Equagao 5.14). Nivel
de significancia a = 0,05.

Métrica  nNpareado A T (p-valor) W (p-valor) d,

AP 50 +0,000569  1,0708 (0,2895) 557 (0,4433) 40,1514
E[N¢] 50 +0,003032  0,7464 (0,4590) 527 (0,6954) +0,1056
Ds 49 —0,001302 —0,1175 (0,9069) 552 (0,5538) —0,0168

Trés fatos estruturais decorrem da Tabela 6.7. Primeiro, a hipétese central H, da Equacao 5.12
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nio é rejeitada a a = 0,05: a diferenca média A p = 45,69 x 10~* corresponde a efeito
d, = 40,1514 (negligenciavel a pequeno na escala de Cohen), e tanto o teste paramétrico
(T = 1,071, p = 0,289) quanto o nao-paramétrico (W = 557, p = 0,443) ficam aci-
ma do limiar. A diregdo pontual é coerente com a previsao teorica (a fungao platé da
Equagao 4.44 desloca massa da amostragem para o centro da ZDP), mas a magnitude
sobre n = 50 nao permite reivindicar significincia. Segundo, as Métricas 2 e 3 confir-
mam a equivaléncia funcional prevista na Se¢ao 5.2.8, com p-valores muito acima de a: a
nao-significancia em N¢ e Dg ¢é o resultado desejado, pois indica que a ponderagao ZDP
nao introduz efeitos colaterais sobre novidade ou diversidade, dado que o filtro curricular
comum a ambas as politicas controla esses eixos. Terceiro, a coeréncia entre Student e
Wilcoxon (mesma diregao, mesma decisao de nao-rejeigao, mesma ordem de p-valor) nas

trés métricas atesta a robustez do relato a desvios da normalidade.

Interpretacao do tamanho amostral. A poténcia do teste pareado sobre AP depende
do produto d, - /n. Para detectar com poténcia 1 — 8 = 0,80 o efeito observado d, = 0,15
a a = 0,05, a teoria classica exige n =~ 350 pares, uma ordem de magnitude acima
do n = 50 adotado. A nao-rejeicao deve, portanto, ser interpretada como auséncia de
evidéncia conclusiva contra Hy no regime amostral atual, e nao como confirmacao positiva

de Hy; a direcao e a magnitude pontuais do efeito permanecem informagoes relevantes.

6.6.4 Meétrica 1: Acuracia Pedagobgica

Esta secdo examina o comportamento desagregado de AP (Equacio 5.8) sob a politica R,
complementando a comparagao pareada com a inspecao da distribuigao de recomendacoes,
da cobertura do intervalo [Pyin, Pmax] € da decomposi¢ao assinada do erro distzpp(q*)
(Equacgao 5.7).

A Figura 6.21 corresponde a n = 3598 recomendagoes por politica sobre a mesma coorte
(consequéncia da subamostragem 7, = 15), com médias APr = 0,9785 e APg,,. =
0,9779. A geometria é bimodal: massa concentrada exatamente em AP = 1 (recomen-
dagoes cujo f’(correct) caiu no intervalo [Ppin, Pnax], produzindo distzpp = 0), ladeada
por um bump secundario em AP =~ 0,91 (erro quase-constante de ~ 0,09) e cauda até
~ 0,75. A distribuicao nao é, portanto, gaussiana em torno da média, e o agregado
AP ¢ melhor decomposto em taza de acerto (massa em AP = 1) e magnitude do erro
condicional do que interpretado como média unimodal. A sobreposi¢ao entre R (azul) e
Ripase (vermelho) é quase completa: a func¢ao platod realoca apenas uma fragdo marginal
de massa do bump de erro para o pico de acerto, consistente com o sinal pequeno mas

direcionalmente correto da Tabela 6.7.

A Figura 6.22 desagrega o pico em AP = 1 e expoe sua estrutura: a Taxa de Acerto

na ZDP, ]P’[distzpp(q*) = O}, realiza-se em 42,4% das recomendacoes, enquanto 54,9%
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Distribuicdo da Acuracia Pedagdgica (AP)

R (média=0.9788, n=3598)
R_base (média=0.9766, n=3598)

100 4
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60

Densidade

40

20 1

0-— T T —
0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
Acurécia Pedagdgica (AP)

Figura 6.21: Distribuigao empirica da Acuracia Pedagogica (Equagao 5.8) sobre o conjunto
de recomendacoes geradas em Spordout-

caem abaixo de Py, (subestimagao) e apenas 2,7% excedem P, (superestimacao), viés
fortemente assimétrico de razao ~ 20:1. A origem é estrutural e diagnosticavel cruzando
com a Figura 6.20: a nuvem pgf"ggjj concentra-se em = 0,78 para KCs dominados, abaizo
de 7(v) ~ 0,85, e essa compressao transmite-se ao P(correct) da questdo candidata via
Equacao 4.43. A calibracao isotonica zera o residuo médio sobre D,y mas, por ser
monotonica e operar sobre o estado final agregado, nao corrige a compressao no regime
ponto-a-ponto da consulta por questdo. A leitura pedagogica é dupla: de um lado, 42,4%
de acerto exato sob subestimacao sisteméatica é operacionalmente 1til, pois o motor falha
pelo lado pedagogicamente menos nocivo (questdes marginalmente mais dificeis ainda
comportam ganho cognitivo, enquanto a exposigao a itens triviais limita-se a 2,7%); de
outro, a predominancia da subestimacao (54,9%) confirma que a redugdo adicional de
RMSE,- ou a expansao do range dinamico do KT é o vetor mais promissor para elevar
AP, mais do que refinamentos da funcio platoé. A inspecio complementar da distribuicdo
de P(correct) relativa a Pui € Prax médios (Pmeédio — (768, pmédio — () 894 largura
~ 5,6 pontos percentuais), que mostra a massa concentrada no ombro inferior de Py,

por margem < 0,08, é reportada na Figura A.1 do Apéndice A.1.

A Figura 6.23 quantifica a estrutura do erro pedagogico que sustenta APz = 0,9785.
A distribuigao é dominada por uma massa singular em zero (n =~ 1700, os 42,4% de
acerto na ZDP), e os erros nao-nulos distribuem-se quase exclusivamente sobre o eixo
negativo [—0,20, 0], com cauda positiva praticamente ausente (coerente com 2,7% de
superestimagao). A massa de subestimacao concentra-se em [—0,10, 0], com modo dom-

inante em ~ —0,02, modos secundarios em ~ —0,05 e &~ —0,08, e fragao catastrofica
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Cobertura da ZDP — politica R
56.1%
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Fragdo das recomendagdes (R)
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0.0 -

Dentro da ZDP Abaixo de P_min Acima de P_max
(acerto) (subestimacao) (superestimagao)

Figura 6.22: Decomposicao das recomendagoes de R em dentro da ZDP, subestimagao

A A

(P(correct) < Pyin) e superestimacao (P(correct) > Ppay).

(|distzpp| > 0,10) inferior a 5%. O erro médio condicional dado ndo-acerto ¢é, portanto,
modesto: Eldistzpp|distzpp < 0] =& —0,037, e a Acuréacia Pedagogica decompoe-se como
AP =0,424-1+40,549 - (1 — 0,037) + 0,027 - (1 + dist},,,,) &~ 0,978, em concordancia com
o valor medido. O sistema falha pelo lado benigno e por margem pequena; o teto de AP
atingivel por reposicionamento da massa subestimada para dentro da ZDP, sem ganho
preditivo absoluto, seria ~ 0,995 (ganho potencial ~ 0,017, contra o Ayp = 5,7 x 107*

realizado pela fungao platoé na ablagao atual).

6.6.5 Meétrica 2: Novidade Curricular

Esta segao examina E[Ng| (Equagao 5.10) estratificado pelos modos learning e review,

dimensao de conformidade da politica definida na Se¢ao 5.2.6.

A Figura 6.24 ratifica a conformidade prevista na Secao 5.2.6, com as duas modas empiri-
cas situadas exatamente nos extremos do suporte. No modo de aprendizagem (njeqrn =
3483), a distribuigao concentra-se em Ng = 1, com pequena massa residual em valores
fracionarios (questoes que mesclam o kfoeo; na0-dominado com pré-requisitos ja absorvi-
dos por Kiom,i), produzindo E[Nc¢|iearn = 0,944, proximo do limite tedrico 1: o motor
prioriza fortemente itens alinhados ao foco curricular. No modo de revisao (n,e, = 115),
observa-se concentragao singular em Ng = 0, produzindo E[N¢],eview = 0,000 exatos, o
que confirma que (i) o filtro curricular de revisao (Equagao 4.22) opera estritamente sobre
o fecho transitivo Pre*(kfoc01), € (ii) as rotinas de fallback nao foram acionadas durante a

mensuracao, pois valor nao-nulo seria, por construcao, sinal de relaxamento de filtro. A
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Decomposicéo do erro de AP — politica R
subestimagdo=56.1%, superestimacdo=2.2%
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Distancia sinalizada a ZDP (negativa = subestimagé&o, positiva = superestimagao)

Figura 6.23: Distribui¢ao da distancia sinalizada a ZDP sobre as recomendacoes de R: val-
ores negativos correspondem a subestimagcao; positivos, a superestimagao (Equagao 5.7).

assimetria amostral (7eqrn/Mrer = 30) reflete que a rotina de revisdo é acionada apenas
quando K, € ndo-vazio, condi¢ao que se materializa em ~ 3,2% das oportunidades sobre
Shotdout — propriedade estrutural da coorte, nao artefato amostral. A combinagao dos mo-
dos reproduz a média agregada E[N¢] & 0,944 - (3483/3598) + 0,000 - (115/3598) ~ 0,914,

consistente com a Tabela 6.7.

6.6.6 Meétrica 3: Diversidade da Sessao

Esta se¢ao examina Dg (Equagao 5.11) sobre as janelas deslizantes de tamanho N = 10

produzidas pelas trajetorias de R e Rpgse-

A Figura 6.25 reporta as distribui¢goes de Dg sobre 3 149 janelas por politica, com médias
Dgsr = 0,474 e Dy, .. = 0,475 (diferenga de —10~3, em concordancia com a Tabela 6.7).
As duas distribuigoes sao visualmente indistinguiveis ao longo de todo o suporte [0,1]. A
geometria agregada é multimodal e admite leitura mecanicista direta: uma moda em Dg ~
0,02 (janelas focadas em um @nico kyeeo,), um corpo principal em [0,35, 0,80] com picos
em ~ 0,50 e ~ 0,65 (mistura curricular moderada, rotagao ciclica por pratica intercalada
ou revisao sobre multiplos pré-requisitos), e cauda leve acima de ~ 0,85. A média ~ 0,47
posiciona o sistema em regime de diversidade moderada, combinando coeréncia conceitual
janela-a-janela com variacao suficiente para evitar saturagao. A coincidéncia praticamente
exata entre as politicas confirma a ortogonalidade prevista entre a ponderacao ZDP e a
diversidade: como Dg depende exclusivamente da representacao estrutural das questoes

e ambas as politicas amostram do mesmo Q. ..,q4, qualquer divergéncia seria evidéncia de
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Distribuicdo de NC por modo — politica R
Aprendizado (média=0.946, n=3483)
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254

N
o
L

Densidade

=
[&]
L

10 A

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Novidade Curricular (NC)

Figura 6.24: Distribuicao empirica da Novidade Curricular por modo de recomendagao
(aprendizagem vs revisdo) sobre as recomendagoes geradas em Spogout-

efeito colateral da funcao plato — efeito ausente.

6.6.7 Alinhamento KT vs Verdade do Dataset Sintético

Esta secao apresenta o diagnostico de alinhamento da probe pgpos: contra a verdade es-
trutural vy,... extraida do simulador cognitivo, oferecendo a leitura mais honesta das lim-
itagoes de calibracao de Fj, no contexto operacional do motor. A Figura 6.26 agrega

n = 3909 pares (estudante, KC) no estado final, estratificados pela maestria estrutu-

final
true

plementares por recomendacao (r = 0,517, RMSE = 0,182) e por KC (r = 0,705,
RMSE = 0,141), bem como a decomposigao do residuo por faixa de maestria, sdo re-
portadas no Apéndice A.2 (Figuras A.2 e A.3).

ral verdadeira v > Qy, com correlagao linear r = 0,548. As granularidades com-

A leitura segregada por classe de dominio é o ponto critico. A nuvem cinza dos pares nao
dominados pela verdade (n = 1542) ocupa m(v/ ") € [0,20, 0,65], mas pf,fzsaf concentra-se
em [0,65, 0,82], acima da diagonal y = z: o motor superestima a maestria de KCs ainda
nao consolidados. A nuvem verde dos pares dominados (n = 2367) ocupa W(vt{,ﬁ?eal) €
[0,74, 0,88] com p/pne em [0,60, 0,85] e bandas horizontais discretas em {0,69, 0,79}, fi-
cando abaizo de y = x em larga fracao: o motor subestima a maestria de KCs efetivamente
promovidos. As duas diregoes de erro convergem para a mesma faixa-alvo [0,69, 0,82] em
torno de Q°%,. . evidenciando que o modelo carece de range dinamico para resolver as

extremidades, comprimindo ambas as classes para a vizinhanca do limiar operacional.

Esta dupla diregao reconcilia uma aparente contradi¢ao: o viés contra true p é positivo
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Distribui¢do da Diversidade de Sess&o (D_S)

R (média=0.492, janelas=3149)
R_base (média=0.495, janelas=3149)

Densidade

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Diversidade de Sesséo (D_S) — janela=10

Figura 6.25: Distribui¢ao empirica da Diversidade de Sessao sobre janelas de tamanho
N =10 em Sholdout-

(a saida do motor situa-se acima da probabilidade de acerto induzida pela dinamica de
guess/slip sobre a maestria latente, média populacional a = 0,63), enquanto a cober-
tura ZDP da Segao 6.6.4 acusa viés negativo (a mesma saida situa-se abaixo da banda
[Prains Prmax] derivada de Q9% ~ 0,79, naturalmente mais alta por pertencer a regiao de
maestria a ser consolidada). A coexisténcia é exatamente o sintoma da compressao: a
saida é atraida para [0,75, 0,80], acima da maioria dos true p e abaixo da banda ZDP.

Pedagogicamente, a separabilidade das nuvens no eixo horizontal valida empiricamente

final

a projegao afim 7(-) da Equacao 4.35, mas a ndo-separabilidade no eixo vertical p,, ¢

explicita que a promogao por Kuom, (Equagao 5.9) opera com margem reduzida contra
erros de classificagao local, tornando o critério de neutralidade |0, — 0,5| (Equagao 4.32)

uma mitigagao necessaria, nao opcional.

6.6.8 Progresso Curricular Cumulativo e Gargalo de Promocao

Esta se¢ao examina o avancgo efetivo dos alunos simulados ao longo do grafo curricular G*,
confrontando o conjunto Kum,; promovido pelo motor (passo BFS, Equagdo 5.9) contra
a maestria real vy, > ) derivada do simulador, isolando o efeito do passo BFS dentro

do lago de promocao curricular.

A Figura 6.27 revela uma penalidade sistemética induzida pelo sequenciamento BFS. As
trés contagens médias por estudante sao: dominio real mtme = 47,3 KCs/aluno; conjunto
Kaom, formalmente promovido pelo motor, 32,5 KCs/aluno; e conjunto diagnostico pico-

ghost (KCs cujo pgrost atingiu Q9% em algum instante, independentemente do estado
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Por (estudante, KC): p_ghost_final vs maestria verdadeira projetada
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Figura 6.26: Dispersao (pgjc}fgg, 7(v2)) por par (estudante, KC) ao término da simu-

lacao, estratificada pelo status de dominio real: cinza, nao dominado pela verdade do
Dataset Sintético D; verde, dominado.

formal do BFS), 61,2 KCs/aluno. O pico-ghost supera o dominio real, consequéncia
da compressao que arrasta Pgposr acima de 0 em KCs ainda subliminares; ja Kiom €,
em essencialmente todos os alunos, menor que o pico-ghost (discrepancia média de 28,7
KCs/aluno), correspondendo a KCs em que o motor previu maestria mas o BFS nao a
formalizou antes do encerramento do replay — tipicamente por pais topoldgicos ainda nao
promovidos. O painel direito quantifica o salto: a correla¢ao r(Kgom, verdade) = 0,551
¢ substancialmente menor que r(pico-ghost, verdade) = 0,760, e a diferenca Ar ~ 0,21 é
a magnitude da penalidade de sequenciamento: o motor possui poder preditivo razoavel
sobre o status real de cada KC, mas atrasa sua promoc¢ao formal por restricao topologica
do BFS. Esta leitura preenche a lacuna deixada pela Métrica 2: E[N¢liewn = 0,944
confirma que a politica direciona a recomendagao para KCs ainda nao dominados, mas
nao mensura se Kgom,; € fiel & verdade estrutural — e o atraso de promocao sob BFS ¢ a

fonte dominante de divergéncia.

A Figura 6.28 consolida as projecoes agregadas. Adotando 80% como linha de aluno
concluinte, a verdade do Dataset Sintético D posiciona 14/50 (28%) dos alunos acima
da linha, contra apenas 4/50 (8%) pelo motor: o gap 14 — 4 (= 71% da conclusao real
nao formalizada) é a leitura, em escala de aluno, da penalidade de sequenciamento. O
painel direito desagrega por KC, ordenado pela profundidade BFS: a taxa de maestria
no Dataset (média populacional 0,61) mantém-se elevada em ampla cobertura do grafo,

enquanto a taxa de foco simulado (fracdo de alunos para os quais o KC apareceu como
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Simulagao vs verdade — r(K_dom)=0.551, r(pico-ghost)=0.760
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Figura 6.27: Esquerda: contagem de KCs dominados por estudante: real (Dataset), KCiom
(motor) e pico-ghost (diagnostico). Direita: dispersao da contagem do motor contra a
verdade.

Razdo de concluséo: verdade do dataset vs motor

Verdade do dataset (=80%: 14/50)

107 s Motor (simulagao, =80%: 4/50)
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Por KC: taxa de maestria no dataset vs taxa de foco simulado
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Figura 6.28: Esquerda: histograma da razao de conclusao (fracao dos KCs alcangéveis
dominados) para verdade e motor. Direita: taxa de maestria no Dataset Sintético D vs
taxa de foco simulado por KC, ordenado por profundidade BF'S.

alvo ou candidato durante o replay) decai de picos em KCs rasos (posi¢oes 0-25, valores
0,66-0,96) para ~ 0 na porgao profunda (posigdes > 30). A média de foco 0,08 é ~ 7,6
menor que a taxa real, concentrando a discrepancia na cauda profunda. A interpretacao é
direta: KCs em profundidades elevadas s6 ingressam em K,,,;; ap6s a promogao completa
de sua cadeia de pais, condicao estatisticamente restritiva sob sequéncias de extensao
finita; o motor opera predominantemente sobre KCs rasos, e o alcance pedagogico efetivo
do sistema fica limitado nao pela qualidade local da politica, mas pela profundidade mdzima

que o replay conseque induzir.

Cruzamento empirico do limiar como gargalo operacional. A penalidade de se-
quenciamento nao é o unico filtro: a promoc¢ao formal demanda tanto alcance topoldgico
pelo BFS quanto cruzamento empirico do limiar. A Figura 6.29 contrasta, para cada um

dos 32 KCs que atuaram como k.., em algum momento do replay, o P(correct) médio
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acumulado contra o proprio Q2. Apenas 4/32 (12,5%) posicionam-se acima da diagonal
y = Q% (promoviveis); os 28/32 restantes ficam abaixo. Crucialmente, os KCs mais
frequentes (maiores marcadores) concentram-se em torno de (2% ~ 0,81, P~ 0,76),
visivelmente abaixo da linha de promocao: sao os KCs em que o motor mais investiu
e que, paradoxalmente, formam o conjunto de never-promoted candidates. A fragao
|KCaom|/|pico-ghost| =~ 32,5/61,2 ~ 0,53 resulta, portanto, da composi¢ao de dois gar-
galos: o alcance limitado do BFS (o motor toca apenas 32 dos 82 KCs como foco) e o
cruzamento empirico do limiar (apenas 4 atravessam Q°° em valor médio), este tltimo
condicionado pela compressao de range que mantém pgn.s Mmajoritariamente abaixo de
Q°bs. Os 4 KCs promoviveis situam-se em Q%% € [0,77, 0,80] — a cauda esquerda da
distribuicao de limiares —, indicando que a promocao formal s6 ocorre onde a calibracao
populacional de €2 favorece operacionalmente o KT comprimido. Caracterizagoes adi-
cionais da geometria de limiares (€2 latente vs observavel, largura da banda por modo e
estacionariedade temporal da ZDP) sao reportadas no Apéndice A.3.
Por KC-foco: p_correto previsto médio vs Q_obs

3/31 KCs acima da linha de promogé&o (verde = promovivel)
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Figura 6.29: Por KC-foco, P(correct) médio vs 2. Tamanho do marcador proporcional
ao ntiimero de recomendagoes sobre o KC. Verde: KCs cujo P médio supera Q3% (pro-
moviveis); vermelho: abaixo.

Estas constatagoes — compressao de range dinamico do componente KT e gargalo de
promog¢ao via passo BFS — constituem as duas limita¢oes estruturais que orientam a

continuidade da pesquisa, retomadas e sistematizadas no Capitulo 7.
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Capitulo 7
Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este capitulo retoma a pergunta de pesquisa e as duas hipoteses formuladas na Secao 1.1 a
luz dos achados empiricos consolidados no Capitulo 6, sintetiza as contribui¢oes concretas
do trabalho, expoe as limitacoes estruturais identificadas durante o desenvolvimento e
a avaliagao, e delineia direcoes de evolugao cujas motivagoes emergem diretamente do

diagnostico apresentado.

7.1 Sintese das Contribuicoes

A contribuicao central deste trabalho é um framework metodologico de ponta a ponta para
a construgao de sistemas de tutoria adaptativa alinhados a curriculos formais, validado em

uma instanciacao concreta sobre o curriculo de matemética do ensino médio da BNCC.
No nivel dos objetivos especificos tracados na Secao 1.1, as contribuicoes concretas sao:

1. Grafo de conhecimento ontolégico instanciando 82 KCs do curriculo da BNCC
de matemaética, com topologia em funil verificada (DAG aciclico, raiz tunica) e
parametros pedagogicos (dg, Q, V) aderentes as regras de clipping e histerese pro-

jetadas.

2. Pipeline hibrido de mapeamento semantico em quatro etapas: enriquecimento
via CoT, recuperacao vetorial por Bi-Encoder, re-ranqueamento por Cross-Encoder
e validagao cega por LLM, complementado por curadoria pos-hoc (limite de densi-
dade Tyaz ke = 8 e Padronizagao Logit IRT) que produziu o banco operacional final

de 889 questoes mapeadas em 3219 arestas KC-questao.

3. Algoritmo ITMC que identifica e mitiga gargalos topoldgicos de inani¢ao curric-
ular por imputacao iterativa de nos parametrizados gsyntp, condicionada a restri¢oes

de volume minimo e cobertura de gradiente de dificuldade.



4. Benchmarking de sete arquiteturas de KT sob protocolo amostral usuério-
disjunto e RMSE,- como critério primério, conduzindo a eleigao de LefoKT como
modelo de referéncia Fj;; (RMSE,+ = 0,08747), com desempenho proximo do teto

teorico BSS,,.., implicado pela variancia irredutivel de Bernoulli do simulador.

5. Motor de recomendagao ZDP no espago observavel, composto por ghost-pass
multi-ancora (N, = 3 ancoras selecionadas pelo critério de neutralidade), calibrador
isotoénico pos-hoc treinado em coorte usuario-disjunta (redugao de 48,7% no RMSE
de alinhamento) e fungao platd que pondera as questoes candidatas dentro do in-

tervalo [Ppin, Puax] derivado da projecao afim dos limiares latentes.

6. Protocolo de avaliagcao pedagoégica via comparagao pareada por estudante con-
tra uma politica de ablagao rigorosamente controlada, que preserva todos os com-
ponentes deliberativos do motor exceto a ponderagao ZDP, isolando assim a con-

tribuicao estrita do mecanismo de selegao dentro do intervalo de dificuldade ativo.

Hipotese 1, viabilidade do framework como base para construir um motor de recomen-
dacao pedagogicamente coerente, é empiricamente sustentada pelos valores absolutos das
trés métricas e pela conformidade observada em todas as dimensoes pedagogicamente es-
peradas. A Hipotese 2, efeito diferencial positivo da politica ZDP sobre Acuracia Pedagog-
ica em relacdo a ablagdo, exibiu direcio teoricamente prevista (Asp = +5,69 x 1074,
d, = 40,15), porém nao alcangou significAncia estatistica sob o tamanho amostral ado-
tado (T" = 1,07, p = 0,29; W = 557, p = 0,44). Este resultado configura auséncia
de evidéncia conclusiva contra Hy no regime amostral atual, e nao confirmacao positiva
dela. A nao-significincia simultanea em Novidade Curricular e Diversidade de Sessao é,
neste caso, o desfecho desejado: atesta a ortogonalidade entre o mecanismo de ponder-
acao ZDP e os eixos curricular e estrutural, descartando efeitos colaterais sisteméticos da

fungao plato sobre essas dimensoes.

A cadeia operacional, grafo de conhecimento ontoldgico, mapeamento seméantico do ban-
co de questoes, Dataset Sintético D via ITMC, benchmarking de modelos de Knowledge
Tracing e motor de recomendacao baseado na ZDP reformulada no espago observavel,
demonstrou-se reprodutivel e empiricamente sustentavel. A avaliacao pedagogica reporta,
em valores absolutos, APr ~ 0,98, E[N¢]icarn = 0,944, E[NC]review = 0,000 e Dg = 0,47,
configurando um sistema que opera dentro da banda ZDP projetada, conduz aprendiza-
gem em dire¢ao a KCs ainda nao dominados, restringe a revisao estritamente ao fecho
de pré-requisitos historicamente consolidados, e mantém diversidade conceitual moderada

janela a janela.

Estes valores absolutos, contudo, exigem leitura sob as nuances de interpretacao esta-
belecidas formalmente na Secao 5.2. A Acuracia Pedagbgica nao deve ser interpretada

como média de uma distribuicao unimodal, mas decomposta em taxa de acerto na ZDP
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(massa em AP = 1, realizada em 42,4% das recomendacoes) e magnitude condicional do
erro sob nao-acerto (modo dominante em ~ —0,02 e &~ —0,05 no espago observavel). A
Novidade Curricular herda erros sisteméticos do componente de diagnostico via Pgpost,
e a Diversidade de Sessao é uma métrica contextual cuja leitura 6tima varia por modo
de operagao: baixa-moderada em learning, bimodal em review. O framework, portanto,
contribui tanto com a arquitetura quanto com o protocolo de leitura desses indicadores,
sem o qual interpretagoes superficiais (e.g., “maior é melhor” indiscriminado) levariam a

conclusoes equivocadas.

7.2 Limitacoes do Estudo e do Sistema

O relato dos resultados deve ser ponderado pelas seguintes limitagoes estruturais, identi-

ficadas durante a execuc¢ao do protocolo experimental:

e Restrigao amostral por limitagao de hardware. A detecgao do efeito d, = 0,15
a poténcia 1 — 5 = 0,80 e a = 0,05 exigiria n &~ 350 pares em Spo1gout, Uma ordem
de magnitude acima do n = 50 adotado. O dimensionamento dos conjuntos Siqin,
Siesty Secativ € Sholdout T0i condicionado pelas restricoes computacionais do ambiente
experimental disponivel: treinamento de sete arquiteturas KT X cinco sementes e
cinquenta trials de otimizacao bayesiana x 3 folds sobre sequéncias de até T' = 200
interagoes, e nao por escolha metodolégica. A escalabilidade do regime amostral ¢,
portanto, contingente ao acesso a infraestrutura computacional adequada.

final
ghost
concentra-se na faixa [0,65, 0,82] independentemente da maestria estrutural ver-

final
true

e Compressao de range dindmico do componente KT. A saida calibrada p

dadeira v induzindo viés de subestimagao contra os limiares operacionais %%
na cauda de alta maestria e viés de superestimagao contra a verdade do simulador
na cauda subliminar. A calibracao isoténica anula o residuo médio sobre D, qp,
mas nao pode corrigir a compressao ponto a ponto por se tratar de transformacao

monotonica.

¢ Gargalo de promocao via passo BFS. O motor opera com foco em apenas 32 dos
82 KCs do grafo, dos quais somente 4 atravessam Q°* em valor médio. A razao de
conclusao observada é de 8% dos alunos contra 28% na verdade do Dataset Sintético
D, evidenciando que o alcance pedagogico efetivo do sistema ¢é limitado nao pela
qualidade local da politica, mas pela profundidade méxima alcancével dentro da

janela de observacao sob 7, = 15.

e Aproximagao por constantes populacionais. Os parametros (7 = 0,20, ¢ =
0,12) utilizados na projegao afim de limiares e na definigdo da ZDP no modo de

aprendizagem substituem os parametros agente-especificos (v, o), introduzindo erro
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sistematico de primeira ordem cuja magnitude ¢é limitada pelos desvios-padrao das

distribui¢oes truncadas geradoras.

e Avaliacao em coorte sintética. A mensuracao pedagogica é conduzida sobre
replay de histoéricos sintéticos da particao Spoigout; Sem re-execucao do simulador
cognitivo sobre as trajetérias recomendadas (closed-loop) e sem estudo em coorte
humana. As métricas reportadas, portanto, refletem a qualidade local da recomen-
dacao no instante de cada consulta, e nao o impacto longitudinal da politica sobre

a maestria futura.

e Instanciagao tinica. O framework foi instanciado e validado exclusivamente sobre
o curriculo de matemética do ensino médio da BNCC. A generalizacao para outros
dominios, outros niveis de escolaridade e outros curriculos formais é argumentada
arquiteturalmente, pelo desacoplamento dos componentes em relacao ao dominio

especifico, mas nao foi empiricamente verificada.

Classificagao das Ameacas & Validade. As limitagoes elencadas podem ser sistem-
atizadas segundo a taxonomia cléssica de ameacas a validade em pesquisas experimentais
e quasi-experimentais. Validade interna é afetada pela restrigdo amostral (item 1), que
reduz a poténcia estatistica e impede a deteccao de efeitos substantivos, e pela avaliacao
em coorte sintética (item 5), que nao permite inferir causalidade longitudinal. Validade
externa é impactada pela instanciagao tunica (item 6), restringindo a generalizacao a
outros curriculos e dominios disciplinares. Validade de construto ¢ comprometida pela
compressao de range dinamico (item 2) e pela aproximacdo por constantes populacionais
(item 4), que introduzem distancia entre o construto teérico pretendido (maestria latente
do aluno) e a operacionalizagao efetiva no espago observavel. Validade da conclusao
estatistica é enfraquecida, novamente, pela restrigao amostral (item 1), que produz in-
tervalos de confianca amplos e impede a rejeicao de hipoteses nulas com poder adequado.
O gargalo de promogao (item 3), por sua vez, afeta simultaneamente a validade interna
(limitando o alcance da intervengao) e a validade ecolégica (reduzindo a fidelidade do

cenério experimental a realidade de um sistema de tutoria de longa duragao).

7.3 Trabalhos Futuros

As limitagoes elencadas acima delineiam, simultaneamente, vetores concretos para evolugao
do trabalho. Adicionalmente, identificam-se dire¢oes que ampliam o escopo do framework

para cenérios de aplicacao nao explorados nesta monografia:

e Ampliacao amostral de Sy 40: para regime estatisticamente conclusivo sobre a
Hipotese 2, condicionada a disponibilidade de infraestrutura computacional adequa-

da para o retreinamento das arquiteturas e para o protocolo de avaliagao pareada
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em escala correspondente.

Expansao do range dinamico do KT, via calibradores nao-monoténicos capazes
de absorver a compressao ponto a ponto sem violar a ordenacao relativa entre KCs,
ou via fungoes de perda que penalizem explicitamente a contracao da distribuicao

preditiva em torno da média marginal a.

Estimagao adaptativa por aluno dos parametros (7, 0;), eliminando a aproxi-
macao por constantes populacionais via fine-tuning hierarquico ou inferéncia bayesiana

sobre o historico individual.

Atenuacgao do gargalo BFS via relaxamento controlado da condicao estrita de
pais-dominados no passo de promocao, ou via aplicacao do fechamento a ponto fixo
do estado BFS em momentos intermediarios da trajetoria, e nao apenas ao final da

sequéncia.

Re-instanciagao do framework sobre outros dominios da BNCC (linguagens e
suas tecnologias, ciéncias da natureza, ciéncias humanas) e sobre curriculos formais
nao-BNCC, validando empiricamente a generalizacao hoje argumentada apenas em

nivel arquitetural.

Geracgao efetiva dos enunciados dos nés parametrizados ggyne, instanciados pelo
ITMC, via LLMs condicionados pela especificacdo (dsyntn i, K;), transformando a
parametrizacao matemaética produzida pelo algoritmo em material didético efetiva-

mente aplicavel em ambientes de tutoria.

Avaliacgao closed-loop com re-execugao do simulador cognitivo sobre as trajetorias
recomendadas, mensurando o efeito longitudinal da politica sobre a maestria futura
do agente, em complemento & avaliagao local da recomendacao no instante atual

conduzida nesta monografia.

Estudo piloto em coorte humana, absorvendo a transferéncia sintético — real e
validando empiricamente as métricas pedagogicas em alunos reais, com a complex-

idade adicional do cold-start discutido na introdugao.

Destilagao de conhecimento sintético — real para mitigacao de cold-
start. O modelo de referéncia Fj., treinado sobre o Dataset Sintético D pode
atuar como teacher produzindo soft labels picqcner SObre interacoes reais escassas,
com um modelo student treinado sob perda combinada de destilagao, por exemplo,
KL(Pstudent || Preacher ), € de ajuste a verdade observavel escassa em ambiente produti-
vo. Esta arquitetura promete duas vantagens articuladas: injeta sinal de alunos reais
em um modelo cujo conhecimento estrutural foi adquirido sinteticamente, preser-
vando o investimento metodologico da fase sintética, e endereca diretamente o prob-

lema de cold-start levantado na introducao: viabilizando a operacao do framework
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em plataformas educacionais com pouca ou nenhuma historia de interagoes reais
acumulada, regime exatamente complementar & premissa de auséncia de dados que

motivou esta monografia.

¢ Implementacao de mecanismos explicitos de XKT sobre o motor, fechando
a promessa de interpretabilidade pedagogica levantada na fundamentacao teorica e

contextualizada como horizonte natural da abordagem dual KT + KG aqui adotada.

Em sintese, este trabalho consolida um framework metodolégico cuja viabilidade esta
empiricamente sustentada e cujo efeito diferencial local aponta na direcao teoricamente
prevista, deixando como heranca operacional nao apenas uma arquitetura reprodutivel,
mas um protocolo de avaliagao rigoroso e um diagnostico transparente sobre as limi-
tagoes estruturais identificadas: elementos que, conjuntamente, demarcam os vetores de
evolucao mais promissores e fundamentam a continuidade da pesquisa em sistemas de

tutoria adaptativa alinhados a curriculos formais.
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Apéndice A

Diagnosticos Complementares do

Motor de Recomendacao

Este apéndice retne figuras diagnosticas complementares a Secao 6.6 que corroboram,
em granularidades adicionais, os dois achados estruturais discutidos no corpo principal:
a compressao de range dindmico do componente de Knowledge Tracing e o gargalo de
promocao curricular imposto pelo passo BFS. O contetdo é estritamente confirmatoério:
as conclusoes quantitativas ja estao estabelecidas no capitulo de resultados, e as figuras
aqui apresentadas oferecem evidéncia redundante por angulos distintos, preservada para

inspecao detalhada da banca sem sobrecarregar o fluxo do relato.



A.1 Cobertura da ZDP no Espaco de P(correct)

p_correto vs limites médios da ZDP — politica R

20.0 p_correto previsto
=== P_min médio = 0.770
P_max médio = 0.825

17.5 A
15.0 1
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Densidade

7.5 1

5.0 1

2.54

0.0
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P(correto) previsto na questdo recomendada

Figura A.1: Distribuicao de P (correct) sobre as questoes recomendadas por R, com Py,
e Ppax médios sobrepostos.

A Figura A.1 explicita a geometria estreita do intervalo ZDP médio: Pmédic = (0,768 e

min
pmédio — () 894 largura agregada =~ 5,6 pontos percentuais, decorréncia direta do fator
de compressao (1 — 5 — &) = 0,68 da projegao afim 7(v) (Equacdo 4.35). A massa
exibe estrutura bimodal em torno de P.,i,: um modo dominante imediatamente abaizo
do limite inferior em P(correct) ~ 0,76 e um segundo modo acima em ~ 0,79, dentro
do intervalo ativo. A subestimacao de 54,9% reportada na Figura 6.22 nao decorre de
erros catastroficos, mas da concentragao de massa no ombro inferior de Py, tipicamente
por < 0,08, de modo que corre¢oes monotdnicas marginais ou expansoes pontuais de Py,
realocariam fragao substancial da massa para dentro da ZDP mesmo sem ganho de poder

preditivo absoluto.
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A.2 Alinhamento KT por Recomendacao, por KC e por

Faixa de Maestria

p_correto previsto (motor)
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Figura A.2: Superior: P (correct) previsto vs true p médio da questao, por recomendagao
(n = 3598). Inferior: média prevista vs média de true_p, por KC (nge = 32).

A granularidade por recomendagao (painel superior) registra correlacao de Pearson r =

0,517, RMSE = 0,182 e MAE
lacao a r = 0,705 com RMSE

pela lei dos grandes ntimeros:

= 0,156; a agregagao por KC (painel inferior) eleva a corre-
= 0,141. O estreitamento por agregacao ¢ o efeito previsto

o ruido estocastico intra-KK (termo Bernoulli(p*) do sim-

ulador) é parcialmente absorvido pela média condicional por KC, expondo a componente

sistematica do erro. A saida do motor concentra-se em bandas horizontais discretas em

torno de {0,69, 0,79}, correlato grafico direto da compressao de range dindmico docu-
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mentada na Secdo 6.6.2, com viés direcional sistematicamente positivo contra true p (a

totalidade dos 32 pontos por KC acima da diagonal y = x).

Residuo por faixa de maestria
(negativo = motor subestima)

0.5 T n=126 n=197 n=934 n=2533

0.4

|

0.2 1

0.14

Residuo (previsto — verdade projetada)

L B T

0.0
-0.14 ——

<0,3 0,3-0,5 0,5-0,7 0,7-0,85 >0,85
Faixa de true_v_final

final
ghost

final

o Tr(vtrue ) binado por vfinal

true *

Figura A.3: Distribui¢ao do residuo p

A Figura A.3 decompoe o residuo em cinco faixas de maestria verdadeira: <0,3 (n = 119),
0,3-0,5 (n = 126), 0,5-0,7 (n = 197), 0,7-0,85 (n = 934) e > 0,85 (n = 2533). As me-
dianas exibem decaimento monoténico estrito (+0,35, 40,21, +0,14, 40,04, —0,02), com

obs
médio

cruzamento por zero na fronteira 0,85, vizinhanca de €2 ~ 0,79. Esta monotonici-
dade ¢ a assinatura empirica direta da compressao: a saida calibrada converge para uma
constante operacional p' ~ 0,77 independentemente da maestria verdadeira. O intervalo
interquartil colapsa de =~ 0,14 na faixa <0,3 para =~ 0,05 na faixa > 0,85, indicando maior
estabilidade da probe sobre KCs consolidados. Como 89% dos pares concentram-se nas
faixas > 0,7, o relato agregado é fortemente ponderado pelo regime de alta maestria, onde
o motor esta quase calibrado (mediana —0,02); o long tail de erro positivo nas faixas <0,7
(~ 11% da massa) demarca o foco diagnostico onde a ampliacao de dynamic range do

KT renderia maior impacto.
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A.3 Geometria Operacional dos Limiares e da Banda

da ZDP

Limiar de maestria Q por KC

Q_latente (média=0.865)

14
Q_obs (média=0.788)

12 A

10 1

Numero de KCs
©

0.74 0.76 0.78 0.80 0.82 0.84 0.86 0.88 0.90
Valor do limiar

Figura A.4: Distribuigao de O latente (cinza) e Q% projetado pela Equacio 4.35 (azul),
por KC.

No espaco latente, ;. ocupa [0,74, 0,90] com média Q. = 0,865 e modas em {0,88, 0,90};
a projecao observavel desloca a distribuicao para [0,74, 0,82] com média Qg = 0,788, em
concordancia exata com a previsao analitica 7(0,865) = 0,20 + 0,68 - 0,865 = 0,788. O

gap médio Qe — Qops = 0,077 quantifica o rebaixamento estrutural do limiar imposto
pela projecao afim para acomodar a perturbacao de guess/slip. A moda superior de Pgpost
(=~ 0,79) coincide com a moda principal de €, regime de competicao direta que explica

a marginalidade entre 54,9% de subestimacao e 42,4% de acerto na cobertura ZDP.
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Largura da ZDP por modo de recomendacgao

Aprendizado (média=0.055, n=3483)
Revisdo (média=0.055, n=115)
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Largura do intervalo ZDP (P_max — P_min)

Figura A.5: Distribui¢ao da largura Py ax— Pyin por modo de recomendagao (aprendizagem
VS revisao).

As larguras médias sao quantitativamente proximas entre os modos: mleam -
0,056 (Mearn = 3483) € (Pumax — Prmin)pey = 0,055 (n,¢, = 115). A revisio exibe concen-
tragao singular em =~ 0,050 (geometria quase degenerada, decorrente da ancoragem em
Q2 via deslocamento populacional fixo A,.,), enquanto a aprendizagem ¢ mais dispersa
([0,03, 0,10] com cauda até ~ 0,21), refletindo a variabilidade KC-especifica de Q2% ao
longo da fila Fjearn . A estreiteza absoluta de ambas as bandas (=~ 5,6% da escala [0, 1])

confirma o regime de filtragem ZDP de alta exigéncia da politica.
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Trajetéria da ZDP ao longo do histérico
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Figura A.6: Faixa média da ZDP por bucket de passos do histérico, com P(correct) médio
sobreposto.

Ao longo dos 11 buckets de passos (posigoes 15 a 1681), a banda [Pyin, Pmax] pPermanece
essencialmente estacionaria, com P, ~ 0,765 € Ppax ~ 0,825 e flutuacdes inferiores a
+0,01. A linha de P(correct) médio permanece em todos os buckets abaixo ou marginal-
mente sobre Py, (magnitude 0,74-0,78). Esta estabilidade descarta hipoteses temporais
(e.g., melhor calibragao apds acimulo de histérico) como explicacdo para o viés de subes-

timacao, reforcando sua natureza estrutural-residual.
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Apéndice B
Artigo Cientifico

Este apéndice reproduz, na integra, a versao em formato de artigo cientifico (normas
SBC/ABNT) desta monografia, sintetizando o framework metodolégico, o protocolo ex-

perimental e os resultados apresentados nos capitulos anteriores.
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Resumo

Resumo. A personalizacido da aprendizagem em plataformas de educagdo online demanda sistemas de
recomendacio de exercicios que superem as limitagdes pedagdgicas de abordagens tradicionais. Contudo, o
desenvolvimento de tais sistemas em contextos curriculares formais € severamente limitado pela inexisténcia
de conjuntos de dados ptiblicos que mapeiem interagdes de alunos a habilidades de curriculos como a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) brasileira. Este artigo propde e valida um framework metodolégico de
ponta a ponta para a concep¢ao, desenvolvimento e avaliacdo de Sistemas de Tutoria Adaptativa alinhados
a curriculos formais, instanciado no dominio de matematica do ensino médio sob a BNCC. O framework
supera a auséncia de dados por meio da geracdo de interacdes sintéticas de alta fidelidade sobre um grafo de
conhecimento ontoldgico, seguida do treinamento de um modelo de Knowledge Tracing (KT) de estado da
arte e da operacionaliza¢do de um motor de recomendacdo baseado na Zona de Desenvolvimento Proximal
(ZDP). A avaliacdo empirica, pareada por estudante contra uma ablacdo de amostragem uniforme, mostra
que o sistema final atinge Acuricia Pedagégica elevada em valor absoluto (AP ~ 0,98) e preserva os perfis
esperados de Novidade Curricular e Diversidade de Sessdo, sem efeitos colaterais sistemdticos; o ganho
diferencial da politica ZDP aponta na dire¢@o teoricamente prevista, mas ndo alcanga significancia estatistica
no regime amostral adotado. A contribui¢d@o central é, portanto, um framework reprodutivel e generalizavel
a outros dominios e curriculos formais, acompanhado de diagndsticos estruturais que delineiam vetores
concretos de evolugdo futura.

Palavras-chave: Sistemas de Recomendag¢do Educacionais, Rastreamento de Conhecimento, Grafos de
Conhecimento, Sistemas de Tutoria Adaptativa, Zona de Desenvolvimento Proximal, BNCC.

Abstract. The personalization of learning in online education platforms demands exercise recommendation
systems that overcome the pedagogical limitations of traditional approaches. However, developing such
systems for formal curricular contexts is severely limited by the absence of public datasets mapping student
interactions to the skills of curricula such as the Brazilian BNCC. This paper proposes and validates an end-
to-end methodological framework for Adaptive Tutoring Systems aligned with formal curricula, instantiated
on high-school mathematics under the BNCC. The framework overcomes data scarcity by generating high-
fidelity synthetic interactions over an ontological knowledge graph, training a state-of-the-art Knowledge
Tracing (KT) model, and operationalizing a recommendation engine grounded in the Zone of Proximal
Development (ZPD). Empirical evaluation, paired per student against a uniform-sampling ablation, shows
the final system attains high absolute Pedagogical Accuracy (AP = 0.98) and preserves expected Curricular
Novelty and Session Diversity profiles without systematic side effects; the ZPD policy’s differential gain
points in the theoretically predicted direction but does not reach statistical significance under the adopted
sample size. The main contribution is thus a reproducible framework generalizable to other domains and
formal curricula, accompanied by structural diagnostics that outline concrete directions for future work.

Keywords: Educational Recommender Systems, Knowledge Tracing, Knowledge Graphs, Adaptive Tutor-
ing, Zone of Proximal Development, BNCC.

1 Introducao

A disponibilidade de dados integrados a tecnologias digitais na educacdo posicionou os sistemas de re-
comendac¢do educacionais (Educational Recommender Systems — ERS) como ferramentas cruciais tanto para
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educadores quanto para estudantes (Maria et al., 2019). Para os alunos, tais sistemas prometem otimizar a jor-
nada de aprendizado ao reconhecer preferéncias e necessidades individuais, contribuindo para o desempenho
académico e a motivacdo por meio da indicag@o de contetddo personalizado (Garcia-Martinez & Hamou-Lhadj,
2013). O desafio reside em superar a complexidade inerente a diversidade de perfis dos estudantes (Verbert et
al., 2012), oferecendo recomendacdes apropriadamente desafiadoras e livres dos problemas cldssicos de cold-
start e esparsidade herdados dos sistemas de recomendacdo de propdsito geral (Garcia-Martinez & Hamou-
Lhadj, 2013).

Abordagens tradicionais de filtragem colaborativa (Liu & Hao, 2012; Sarwar et al., 2001) ignoram a estru-
tura de pré-requisitos e a complexidade conceitual do dominio. A pesquisa evoluiu para uma abordagem dual
que modela explicitamente o aluno e o dominio: o Rastreamento de Conhecimento (Knowledge Tracing — KT)
modela o estado de conhecimento latente do aluno (Abdelrahman et al., 2023), permitindo recomendar exerci-
cios com dificuldade adaptada (Wu et al., 2020); grafos de conhecimento (KGs) (Guan et al., 2025) fornecem
uma representacdo formal do curriculo, viabilizando recomendacao e explicabilidade (Bai et al., 2024; Z. Y. He
et al., 2024).

A eficdcia da abordagem dual KT+KG depende, contudo, de grandes conjuntos de dados que registrem
interacOes de alunos mapeadas a um grafo curricular. Datasets de referéncia como ASSISTments (Feng et al.,
2009; Pardos et al., 2014), KDDcup (Stamper et al., 2010) e EdNet (Choi & et al., 2020) foram fundamentais
para o avanc¢o da drea, mas nao existe, até onde se sabe, um conjunto de dados publico que mapeie interagdes
de alunos brasileiros a competéncias e habilidades da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil. Min-
istério da Educacdo, 2018), o que representa um obstaculo relevante para tecnologias educacionais adaptativas
alinhadas a realidade nacional.

Objetivo e contribuicdo. Este trabalho propde um framework metodolégico de ponta a ponta para a con-
strucdo de sistemas de tutoria adaptativa alinhados a curriculos formais, instanciado e validado no dominio
de matemética do ensino médio sob a BNCC. Seus componentes — a modelagem ontolégica do grafo curric-
ular, o simulador cognitivo gerador de dados sintéticos, o protocolo de benchmarking de KT e a politica de
recomendacdo baseada na Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP) — sdo desacoplados do dominio especi-
fico, permitindo a re-instanciagdo sobre outras disciplinas e curriculos. A pergunta de pesquisa que orienta o
trabalho é: como conceber um framework de ponta a ponta para tutoria adaptativa alinhada a curriculos for-
mais, da modelagem do conhecimento a recomendagdo pedagogicamente embasada, na auséncia de dados de
interagdo pré-existentes, e como validd-lo empiricamente? Duas hipdteses complementares sdo investigadas:
(H1) a combinagdo de grafo curricular, dataset sintético de alta fidelidade e modelo de KT fornece a base para
um motor de recomendagdo pedagogicamente coerente; (H2) sobre o conjunto de questdes curricularmente
filtradas, a ponderacdo ZDP aumenta a acuricia pedagégica esperada frente a uma ablacdo de amostragem
uniforme, sem degradar novidade curricular nem diversidade de sessdo.

2 Trabalhos Relacionados

A revisdo da literatura seguiu o método proposto por Kitchenham (2004). Uma gquery estruturada em
torno de trés pilares — recomendacdo de exercicios, diagnostico do estado de conhecimento e representacio
de conhecimento curricular — foi aplicada em Google Scholar, IEEE Xplore, ACM Digital Library e Springer-
Link, restrita aos ultimos cinco anos, resultando em 231 registros. Apds remocdo de duplicatas e triagem
por titulo/resumo/palavras-chave, 21 artigos foram lidos na integra, consolidando 12 trabalhos como os mais
relevantes para a andlise comparativa.

A literatura em recomendacdo de exercicios organiza-se em duas vertentes principais. A primeira concentra-
se na sofisticacdo do modelo de diagnéstico do aluno, com a estrutura curricular em papel secundério: o KCP-
ER (Wu et al., 2020) combina LSTM+DKT com recozimento simulado para diversidade; o NeuralCD-NeuMF
(Y. Cheng et al., 2021) integra diagndstico cognitivo neural a fatoracdo de matrizes; Ma et al. (2022) rep-
resentam a maestria por conjuntos neutroséficos (entendimento, ndo entendimento, incerteza); o NR4DER
(X. Cheng et al., 2025) enfrenta cauda longa e diversidade via mLSTM e re-ranqueamento neural; o DKT-
MD (Zhong, 2025) refina recomendacdes do DKT por dificuldade/maestria e propaga-as via grafo bipartido
exercicio-conceito; e o ExRec (Ozyurt et al., 2025) combina KT com Aprendizado por Refor¢o calibrado por
representacdes semanticas via LLM.
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A segunda vertente utiliza a representacio estruturada do conhecimento como pilar central da politica de
recomendacdo: o ER-KTCP (Y. He et al., 2022) integra pré-requisitos a um KT baseado em atencdo; o KG4Ex
(Guan et al., 2023) e sua evolucdo KG4EER (Guan et al., 2025) constroem um grafo Aluno-Exercicio-KC e
aprendem embeddings (TransE, RotatE, entre outros) para recomendagdes explicaveis; o MLKT4Rec (Li et al.,
2024) treina conjuntamente KT e recomendacio sobre um grafo heterogéneo via GNNs; o IERF (Wu et al.,
2025) emprega uma Rede de Informacdo Heterogénea para capturar a inteng@o do aluno via meta-caminhos; e
o PKT (Annabi, 2023) aprende o proprio grafo de pré-requisitos como pardmetro do modelo, guiando um tutor
baseado em ZDP.

Tabela 1: Sintese comparativa dos trabalhos relacionados.

Trabalho Diagnostico Grafo Esq. Explicabilidade

Wau et al., 2020 DKT Nio Nio Baixa

Y. Cheng et al., NeuralCDM Nao Nao Média

2021

Ma et al., 2022 DINA Nio Nio Média

Y. He et al., 2022 Transformer Sim Nio Média

Guan et al., 2023 LSTM Sim Sim Alta
(KGE)

Guan et al., 2025 LSTM Sim Sim Alta
(KGE)

Wu et al., 2025 Forget Gate Sim Sim Média
(HIN)

X. Cheng et al., mLSTM Nio Nio Baixa

2025

Zhong, 2025 DKT-MD Sim Nio Média
(bip.)

Ozyurt et al, KT+RL Nio Nio Média

2025

Lietal., 2024 Atencdo temp. Sim Implicito  Baixa
(GNN)

Annabi, 2023 PKT Sim Nio Alta
(apren-
dido)

Este trabalho LefoKT Sim Sim Média
(on-
tolégico)

A Tabela 1 evidencia uma evolucao geral de modelos puramente diagndsticos para arquiteturas hibridas que
integram conhecimento estruturado, com crescente preocupacgdo por explicabilidade. Contudo, uma limitacdo
recorrente € que as métricas de avaliagdo empregadas (acurdcia, NDCG, F1) possuem cardter de propdsito geral
e ndo capturam com precisdo a efetividade pedagdgica em contextos especificos. Este trabalho se diferencia
por contextualizar o problema para o curriculo brasileiro (a BNCC modelada como grafo de conhecimento
ontoldgico construido via Protégé, e ndo apenas aprendido estatisticamente), por adotar um modelo de KT
de estado da arte (LefoKT) que modela dinamicamente o esquecimento, por enderecar diretamente a lacuna
de dados nacional via gera¢do de um Dataset Sintético com simulador cognitivo préprio e algoritmo de im-
putacdo topoldgica, e por propor um protocolo de avaliacdo pedagdgica com métricas personalizadas (Acuricia
Pedagdgica, Novidade Curricular e Diversidade de Sessdo) submetidas a comparagdo estatistica pareada con-
tra uma ablacdo controlada, permitindo uma andlise mais profunda do comportamento do sistema além da
capacidade preditiva bruta.

3 Fundamentacao

3.1 Sistemas de Recomendacio e sua Aplicacao Educacional

Sistemas de Recomendacdo (RS) filtram informacao para prever a preferéncia de um usudario por um con-
junto de itens, a partir de dados explicitos ou implicitos (Bobadilla et al., 2013). As abordagens classicas —
Filtragem Colaborativa (Koren et al., 2009; Liu & Hao, 2012; Sarwar et al., 2001) e recomendacio Baseada
em Conteddo (Deldjoo et al., 2018; Van Dat et al., 2022) — enfrentam desafios como cold-start, esparsidade e
superespecializacdo (Adomavicius & Tuzhilin, 2005), mitigados por arquiteturas hibridas ou baseadas em con-
hecimento estruturado (Guo, 2022). A aplicacdo ao dominio educacional (ERS) desloca o objetivo da predi¢do
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de preferéncia para a otimizacdo pedagégica (Da Silva et al., 2023; Garcia-Martinez & Hamou-Lhadj, 2013),
exigindo uma representacio formal do curriculo (Abu-Salih & Alotaibi, 2024) e métricas que vao além da
acurécia preditiva pura (Erdt et al., 2015).

3.2 Representacio de Conhecimento e Grafos Curriculares

A superacdo desses desafios requer uma base de conhecimento explicita, formalismo oferecido pelas on-
tologias (Chandrasekaran et al., 1999; Stancin et al., 2020). Os Grafos de Conhecimento (KGs), que evoluem
desses principios, enriquecem o aprendizado personalizado, o planejamento curricular e o mapeamento de con-
ceitos (Abu-Salih & Alotaibi, 2024), sendo aplicados para estruturar dominios especificos (Yang et al., 2022) e
recomendar trilhas de aprendizado (Hubert et al., 2022). No Brasil, o planejamento curricular € hierdrquico e
multinivel: a BNCC (Brasil. Ministério da Educacgdo, 2018) define os objetivos essenciais da educagdo bdsica,
enquanto curriculos estaduais, como o Curriculo Base do Ensino Médio Catarinense (Secretaria de Estado da
Educagdo de Santa Catarina, 2020, 2021), tracam rotas de implementagdo. A 4rea de Matematica e suas Tec-
nologias organiza-se como uma rede de Competéncias e Habilidades interconectadas, materializadas em Ob-
jetos de Conhecimento e Conceitos Estruturantes — estrutura que os grafos de conhecimento sdo naturalmente
projetados para capturar.

3.3 Rastreamento de Conhecimento (Knowledge Tracing)

O KT modela, a partir do histérico de interacdes de um aluno, sua probabilidade de acerto em atividades fu-
turas (Abdelrahman et al., 2023). As abordagens cldssicas incluem o Rastreamento de Conhecimento Bayesiano
(BKT) (Corbett & Anderson, 1994), que emprega Modelos Ocultos de Markov e atualiza via Teorema de Bayes
a probabilidade de dominio P(L,, | a,) parametrizada por probabilidades de conhecimento prévio, transicao,
slip e guess; e a Teoria de Resposta ao Item (IRT), cujo modelo 1PL de Rasch (1993) estima

e(ei*bj)

ey
funcdo logistica da diferenca entre a proficiéncia do aluno 6; e a dificuldade do item b;, estendida no modelo
4PL com parametros de discriminacdo, guessing e erro (Barton & Lord, 1981). Com o advento do aprendizado
profundo, o Deep Knowledge Tracing (DKT) (Piech et al., 2015) introduziu LSTMs para modelar a sequéncia
de interagdes, dando origem a familias de modelos aumentados por memoéria (DKVMN (Zhang et al., 2017)),
cientes de texto (EERNN (Su et al., 2018)), atencionais (SAKT (Pandey & Karypis, 2019), AKT (Ghosh
et al., 2020), SAINT (Choi et al., 2020)) e baseados em Redes Neurais de Grafos (GKT (Nakagawa et al.,
2019), HCGKT (Huang & Liu, 2025)). A modelagem do esquecimento, formalizada pela curva de Ebbinghaus
(Ebbinghaus, 2013) como

lt—¢'|

tekcﬁ’j =1l—-¢e "7, 2

¢é incorporada explicitamente por varidveis temporais (DKT-Forget (Nagatani & et al., 2019), SAINT+ (Shin
et al., 2021)) ou implicitamente via atencdo, em arquiteturas recentes como LefoKT (Bai & et al., 2025),
RobustKT (Teng et al., 2025) e UKT (W. Cheng et al., 2025), que representa o conhecimento como distribui¢cdes
de probabilidade. A area de rastreamento de conhecimento explicavel (XKT) (Bai et al., 2024) busca tornar
transparentes os diagnodsticos de modelos que, por sua complexidade, operam como caixas-pretas.

3.4 Teorias Pedagogicas e a Zona de Desenvolvimento Proximal

As teorias pedagdgicas que fundamentam sistemas adaptativos — Behaviorismo, Cognitivismo e Constru-
tivismo (Rutto, 2017) — oferecem perspectivas complementares: o Behaviorismo (Skinner, 1953) sustenta o se-
quenciamento por maestria; o Cognitivismo (Neisser, 1967; Novak & Gowin, 1984) fundamenta a modelagem
do curriculo como grafo de conhecimento; e o Construtivismo, na vertente socioconstrutivista de Vygotsky
(Vygotsky, 1978), introduz a Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP) — a distancia entre o que o aluno re-
solve autonomamente e o que alcanca com apoio, regido em que o crescimento cognitivo e a aprendizagem sao
maximizados (Chaiklin, 2003). Sistemas como o E-gotsky (Vainas & et al., 2019) demonstram empiricamente
que manter o aluno na ZDP reduz em até 17% o tempo para maestria e aumenta o engajamento, consolidando
a ZDP como principio orientador para o design da politica de recomendagdo deste trabalho.
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4 Metodologia

O problema central é formalizado sobre um conjunto de /N alunos S, K componentes de conhecimento
(KCs) K e M questdes Q. O estado latente de um aluno s; no instante t € v; ¢ € [0, 1]%. O problema decompde-
se em duas tarefas: (i) diagndstico, uma fun¢do Frr : X;14-1 — Vi que estima a maestria a partir do
histérico; e (ii) politica de recomendagdo I1* : [0,1]% — Q que seleciona ¢; = arg MaX; €Qpaitapte U (45> Vit)s
onde U é uma funcio de utilidade pedagdgica. O framework segue quatro macro-fases, ilustradas na Figura 1.

@ Treinamento e avaliagdo de modelos de KT

/ Histérico de g
@ Sistema de recomendagéo interagoes
/ B +
e = / ™
C1 KC2 KC3 KC4 KC5 KCX @0 <q.(chrt> Histérico
A NS — N . 2 ° o4 ) Questéo
500 0oo ooo Ood 400 000 o ® curriculo @ Modelo de KT recomendada
Estado de o °
conhecimento ~L
@ <>\ . c Escolha aleatéria
\/> \ % V ponderada
Habilidade @ @ @ . @ Tk(»‘; Habilidades
Questdes o e
v v v v W v
ql a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 ax
Resultado /27 ——f —R] —E] ——(Z ——z] ——E] —T =
Area ZDP
Esquecimento @ @ -
12 —> Probabilidade
N aumenta 1 selegdodo __/ Pré selegao de
@ ¢ :ﬂ melhor modelo questées ]
. K2 Ke3 ko4 ket
Py (3 \
o Grafo de énci J
@ Construgéo do Dataset Sintético )
Persona i dei 8 N Banco de
- ! Cw e s e questoes
b § MEVO A~
- . . .
= A2 F2 vz 02 + = D -~ @ Mapeamento do Grafo Curricular
jo NFs¥aOs g e~ @
- AxFicyx 0x 15— g — S — 5 . —t Cadernos do Curriculo
Base Catarinense
\ ya\ Dataset @ @
|\ / \ Sintético @
] J \ N\ O ke
Taxa de Fator de Probabilidade de Probabilidade de
Aprendizagem (A)  esquecimento (F) chute (y) deslize (o) Documento @
- da BNCC

N

Figura 1: Visdo geral do framework: (1) modelagem do grafo curricular; (2) simulacio de interagdes e geracio
do Dataset Sintético; (3) treinamento de modelos de KT; (4) motor de recomendacido ZDP.

4.1 Modelagem do Grafo de Conhecimento

A BNCC de Matematica e o Curriculo Base Catarinense foram estruturados como um grafo aciclico dirigido
(DAG) G de 82 KCs, relacionados por dependéncias diretas (depends_on) e mapeados as habilidades BNCC
de origem. Cada KC k recebeu a tupla (d, Q, Uy): dificuldade intrinseca, limiar de maestria e limiar de
manutencdo. Uma correla¢do inversa dificuldade-maestria foi imposta, com teto €2 < 0,90 e piso Wy, > 0,70
para evitar problemas de convergéncia assintética e ruido de guessing, respectivamente, e histerese V = (2, —
V. ~ 0,15 (KCs intermediarios) ou =~ 0,10 (extremos).

4.2 Mapeamento Seméantico do Banco de Questoes

Um banco de 987 questdes (ENEM/UFSC) foi conectado aos 82 KCs por uma pipeline hibrida de PLN
em quatro etapas: (1) enriquecimento semantico via geracio de resolu¢do Chain-of-Thought; (2) recuperacio
vetorial por Bi-Encoder (top-N =150 por similaridade de cosseno); (3) reordenamento por Cross-Encoder com
Adaptive Thresholding (w ~ 0,45); e (4) validac@o cega e anotacdo de dificuldade condicional §; ;, por LLM.
Uma curadoria pés-hoc removeu questdes hiper-conjuntivas (Tyqz ke = 8) € aplicou uma Padronizacao Logit
IRT (projecdo para log-odds, escalonamento Z-score, reproje¢do sigmoidal) que recentra a distribui¢do de 9,
em 0,5, corrigindo o viés de ancoragem do LLM anotador.

4.3 Dataset Sintético via Simulacao Cognitiva e ITMC

Diante da auséncia de dados reais alinhados a BNCC, um simulador estocdstico gera trajetérias de apren-
dizado de agentes virtuais s;, cada um parametrizado por ®; = (\;, ¢;,7;,0;) (taxa de aprendizagem, es-
quecimento, guess, slip), amostrados de distribui¢des calibradas (Beta, LogNormal, Normais truncadas). A
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probabilidade de acerto integra a IRT em espaco logit:

P(correct); j = v + (1 — v — 01) - Pholistic (), 3)

onde Pholistic ¢ @ média geométrica das probabilidades de dominio por KC exigido. O esquecimento € modelado
por decaimento exponencial v], , = v 4 - e_‘z’;»kmk, com ¢ , amortecido pelo Efeito de Espacamento a cada
recuperacdo bem-sucedida. Uma politica de progressdo via busca em largura (BFS) sobre G gerencia a fila de
aprendizagem, com prética intercalada sob frustragdo acumulada e um filtro curricular que define candidatos
de aprendizagem ou revisio; a selecdo final amostra proporcionalmente a um peso platd centrado no intervalo
[Prins Prmaz| da ZDP latente.

Gargalos topoldgicos de esparsidade motivaram o algoritmo de Imputacao Topolégica via Monte Carlo
(ITMC) (Algoritmo 1), que, a cada onda de simulacio sobre uma populacio fixa de 800 agentes, identifica KCs
causadores de inani¢do curricular (starvation) e insere nds de itens parametrizados fantasmas para satisfazer

volume minimo (7,5, = 20) e cobertura de quartis de dificuldade, até convergéncia ou o teto Wy, 4. = 5.

Algorithm 1 Imputagdo Topoldgica via Monte Carlo ITMC), resumido

Require: Grafo empirico G (0), populacdo fixa S, Wi, =5
1: for w =0 até W0, — 1 do
2: D) E,eus0n < SimulateMonteCarlo(G(™), S)

Identifica IC(w) (KCs causadores de inani¢ao)

3: starved

4:  for all k € K com déficit de volume ou de bins de dificuldade do
5: Instancia nés parametrizados qgy,¢p, suprindo o déficit

6: end for

7. if nenhum n6 novo foi necessario then

8: break (convergéncia topoldgica)

9: endif
10: g(w—l—l) — g(w) U {QSynth}
11: end for

12: return Grafo estabilizado G*, Dataset Sintético D

4.4 Motor de Recomendaciao sob a ZDP no Espaco Observavel

O modelo de KT de referéncia F}. é treinado para prever P(correct) diretamente no espago observdvel,
e ndo a maestria latente. Uma operagdo de ghost pass multi-dncora estima a maestria observavel Pgpos:(t, k)

para cada KC k:
Na

~ 1 * anchor
pghost(t7 k) = F ZfKT(HLt S qj " (k)) [k‘}a (4)
a5

consultando o modelo com N, =3 questdes reais monoconceituais cuja dificuldade condicional minimiza |, j, —
0,5, mitigando a sensibilidade a uma &ncora tnica sem introduzir viés sistemdtico. Os limiares pedagdgicos
sdo projetados ao espaco observavel por uma transformacdo afim que incorpora as constantes populacionais de
guess e slip médios (7, 7):

W=7+ (1-9-0)% TP =5+(1-5-05) ®)

Uma calibragio isotonica pés-hoc g, ajustada por Pool Adjacent Violators sobre uma coorte de calibragéo
usudrio-disjunta da coorte de avaliacdo,

9= arg min S (k@) —y), ©6)

h ndo-decrescente, h(-)€[0,1] (@,9)€Deativ
’ calt

corrige o viés sistemdtico residual entre pypos¢ € a projecao afim da Equagéo 5, preservando por construgdo a
ordem entre KCs e alunos. A cada ciclo de recomendagdo, o motor executa seis passos: (1) atualiza o estado
oculto do KT a partir do histdrico; (2) computa o vetor ghost pass calibrado g(pgnost (¢, -)); (3) promove ao con-
junto de KCs dominados K., todo componente cuja maestria observavel cruza 093 via BFS sobre G*; (4)
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define o KC-alvo kiqrget, priorizando revisdo sobre qualquer pré-requisito histérico em risco de esquecimento
(DPghost < \I!st) e, na auséncia de risco, o KC foco corrente; (5) projeta a banda ZDP ativa [Pyin, Pmax] N0
espaco observavel, com agressividade oeqr, = 0,5 em modo de aprendizagem e ancoragem no pico histdrico
Dghost_peak €M modo de revisio; e (6) seleciona a questdo candidata ¢* por amostragem ponderada, com peso
platd

1 se Poin < P(correct)l,j < Prax

Wi = (P(correct)l’j - -Pmin/max)2 L. @)
exp| — caso contrario,
202,

com oy, = 0,15, garantindo peso maximo dentro da ZDP e decaimento Gaussiano suave em suas bordas.

5 Protocolo Experimental

Benchmarking de KT. Sete arquiteturas foram avaliadas — DKT (Piech et al., 2015), DKT-Forget (Nagatani
& et al., 2019), SAINT+ (Shin et al., 2021), LefoKT (Bai & et al., 2025), RobustKT (Teng et al., 2025), UKT
(W. Cheng et al., 2025) e HCGKT (Huang & Liu, 2025) — sobre uma amostra de 500 estudantes do Dataset Sin-
tético D, particionada por usudrio (80%/20% treino/teste, mais uma coorte Se,q; de 100 estudantes reservada
para a avaliagdo de recomendacgdo). O pré-processamento extrai janelas deslizantes de comprimento 1" = 200
interagdes com passo S = 150, e as sequéncias sdo enriquecidas por covaridveis temporais (practice count,
repetition gap, subject gap, interval time, answer time). O treinamento minimiza RMSE,,« contra a probabili-
dade latente p* (em vez de Binary Cross-Entropy contra o rétulo bindrio a;), interpretada como destilagdo de
soft labels da funcdo geradora verdadeira — ja que o regressor de Bayes que minimiza o erro quadrético esper-
ado é precisamente E[a | H] = p*. A otimizacéo de hiperparimetros usou TPE/Optuna (50 trials, validagdo
cruzada de 3 particdes, com poda por mediana estratificada por época); cada arquitetura foi retreinada com
Ngeeds = D sementes (£ = {42,...,46}), com selecdo do modelo de referéncia pelo critério da mediana de
RMSE,« entre réplicas, em vez do extremo ou da média, evitando cherry-picking e reportando o desempenho
de uma instancia concreta registrada. Intervalos de confianca sdo obtidos por bootstrap agrupado por estudante
(B = 1000, clustered bootstrap). As métricas secunddrias de calibracdo incluem o Expected Calibration Error
(ECE) e o par Brier Score / Brier Skill Score:

N
1 ? BS
- E BSS =1 —
N i—1 ’ 55 Bsmzz've7 (8)

com BS,,4ive = a(1 — @) e um teto tedrico BSS,00 = 1 — BS;in/BSnaive imposto pela varidncia irredutivel
de Bernoulli do simulador, onde BS,,,;, = E[p*(1 — p*)].

Avaliacao da recomendacgao. A coorte S, (100 estudantes) foi particionada em S.q5 (50, ajuste do cal-
ibrador) e Spoidout (50, mensuragdo), usudrio-disjuntas, sobre a qual o motor é submetido a um replay dos
histdricos reais (subamostrados a cada 7,=15 passos). Duas politicas idé€nticas em toda a estrutura deliberativa,
exceto na ponderacdo final, foram comparadas: R (fun¢do plat6 ZDP, Equacdo 7) e Rpqse (amostragem uni-
forme, w; = 1, sobre o mesmo conjunto de candidatas curricularmente filtrado). Trés métricas foram definidas:
Acuracia Pedagoégica AP(q¢*) = 1 — distzpp(q*), o complemento da distincia assinada da predi¢éo ao in-
tervalo ZDP ativo; Novidade Curricular N¢(¢*) = Ko+ \ Kaom 1|/ |Kq
questdo recomendada; e Diversidade de Sessao

=2

Ds(W) = -

N
> ( L ) ©)
gl 1| ctml|

N( 1 m=j+1

<.
Il

a dissimilaridade de cosseno média entre vetores bindrios de KC ativados em uma janela de N=10 recomen-
dagdes. A hipétese central H, : AP > APg, .. foi testada por teste ¢ pareado, Wilcoxon de postos sinaliza-
dos e tamanho de efeito d, de Cohen, com pareamento exato por estudante (mesma semente global para ambas
as politicas) e a = 0,05.
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6 Resultados

6.1 Grafo Curricular e Mapeamento Semantico

[l Basic (Diff < 0.3)
Intermediate (0.4 - 0.6)
[ Advanced (Diff 2 0.7)
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Figura 2: DAG curricular instanciado com |[K| = 82 KCs: topologia em funil, raiz dnica e progressdo de
dificuldade coerente com a profundidade.
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O grafo instanciado (Figura 2) ¢ um DAG aciclico com raiz tnica (Num_Con juntos) e topologia em funil
que se estende por aproximadamente nove niveis de profundidade, com progressao de dificuldade coerente com
a profundidade topoldgica: dificuldade intrinseca d = 0,55 (suporte [0,2, 0,9]), limiar de maestria Q = 0,87
(suporte [0,80, 0,90], concentrado no teto de clipping) e limiar de manuten¢do ¥ = 0,73 (suporte [0,70, 0,80],
concentrado no piso), com histerese V = Qi — ¥, predominantemente em [0,10, 0,17], sem violagdes das
regras de clipping projetadas.

O pipeline de mapeamento reteve 889 das 987 questdes originais (9,9% de descarte pela validacdo cega ®y)
em 3.219 arestas KC-questdo, média de 3,6 KCs por questdo. A distribui¢do de cobertura concentra-se saudav-
elmente entre 10 e 60 questdes por KC, com um subconjunto reduzido abaixo do limiar critico de 5 questdes
— exatamente os casos que motivam a imputagdo topolédgica via ITMC. A dificuldade condicional anotada pelo
LLM exibiu padrdo bimodal (0 ~ 0,1 e § ~ 0,45), reflexo de um viés de ancoragem as faixas discretas do
prompt de anotacdo. A Padronizagdo Logit IRT recentrou a média de 0,311 para 0,498 — efetivamente 0,5 no
espaco de probabilidade —, corrigindo o viés sem comprimir a variancia (o: 0,205 — 0,221), com fronteiras
operacionais finais [0,145, 0,939] adequadas a ZDP.

6.2 Dataset Sintético

A simulacdo sobre 800 agentes produziu acurdcia global de 62,89%, dentro da faixa 60-70% esperada para
um ambiente calibrado pela ZDP. A Tabela 2 resume a distribui¢@o efetiva dos arquétipos comportamentais na
populagéo simulada, préxima as metas projetadas (85% padrio, 3% por arquétipo de desvio).

Tabela 2: Distribuicdo de perfis comportamentais (/N = 800 agentes).

Perfil Proporcao (%)
Padrao 85,75
Desatencdo Cronica 3,38
Aprendizagem Massificada 3,25
Resposta Aleatéria Répida 3,25
Proficiéncia Oculta 2,38
Desengajamento em Revisao 2,00

Quatro verificagdes matemdticas independentes — limites assintéticos de guess/slip, densidade da ZDP em
~ 0,70, decaimento por esquecimento vs. resgate por espacamento, e balanceamento estrutural do diferencial
ZDP - confirmaram a fidelidade do simulador. Perfis com maior taxa de aprendizagem (A ~ 0,40) completam
o curriculo em 600-700 interagdes e 100-150 dias letivos, contra 1.200-1.400 interagdes e mais de 300 dias
para perfis de menor A, que também concentram maior carga de revisdo. O algoritmo ITMC restringiu evasdes
por starvation a apenas 7 dos 800 agentes, concentrando a imputacdo nos KCs de menor cobertura empirica
(Trigonometria, Geometria Espacial e Estatistica Avancada).

6.3 Benchmarking de Knowledge Tracing

Tabela 3: Desempenho mediano em Syes: (5 sementes). x = modelo eleito.

Arquitetura RMSE,« | BSS 1 AUCT
* LefoKT 0,0875 4+ 0,0036  0,1008  0,6840
HCGKT 0,0876 40,0012 0,0967 0,6792
UKT 0,0877 +£0,0005 0,1076  0,6936
RobustKT 0,0896 + 0,0026  0,1007  0,6838
DKT 0,1111 +£0,0003 0,0905 0,6757
DKT-Forget 0,1150 £0,0005 0,0816 0,6706
SAINT+ 0,1386 +0,0061 0,0796 0,7148

A Tabela 3 mostra um grupo lider (LefoKT, HCGKT, UKT, RobustKT) estatisticamente indistinguivel entre
si e a poucos milésimos do teto tedrico BSS,,,,, = 0,1059 imposto pela variincia irredutivel de Bernoulli do
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simulador, indicando que a lacuna residual ¢ majoritariamente estrutural. As RNNs cldssicas (DKT, DKT-
Forget) e o SAINT+ ficaram significativamente atrds na métrica primdria, e o SAINT+ exibe divergéncia entre
discriminag¢do (maior AUC) e calibragdo (maior ECE), refor¢ando a escolha de RMSE« como critério primdrio.
LefoKT foi eleito modelo de referéncia (RMSE,« = 0,08747).

6.4 Avaliacdo do Motor de Recomendacao

O calibrador isotdnico reduziu o RMSE de alinhamento ao alvo pedagdgico em 48,7% (0,167 — 0,086).
A Tabela 4 resume a comparagdo pareada entre R e Rp,se Sobre n = 50 estudantes.

Tabela 4: Comparagdo pareada R — Rpgse (@ = 0,05).

Métrica A T (p) d,

AP 45,60 x 1071 1,071 (0,289)  +0,151
ENe]  +3,03x 1073 0,746 (0,459) 40,106
Dy ~1,30 x 1073 —0,118 (0,007) —0,017

O sistema apresenta Acuricia Pedagégica elevada em valor absoluto (APr = 0,9785 vs. ﬁnba‘se =
0,9779, sobre n = 3.598 recomendacdes), decomposta em 42,4% de acerto exato na ZDP e uma fra¢do
majoritaria (54,9%) de subestimacdo de pequena magnitude (falha pelo lado pedagogicamente benigno, ja
que questdes marginalmente mais dificeis ainda comportam ganho cognitivo), contra apenas 2,7% de su-
perestimacdo — um viés assimétrico de razdo ~ 20:1. A Novidade Curricular confirma os perfis esperados
(EINcliearn = 0,944; E[N¢]review = 0,000 exato, validando que o filtro de revisdo opera estritamente sobre
o fecho de pré-requisitos), e a Diversidade de Sessdo mantém-se em regime moderado (= 0,47 para ambas as
politicas), evidenciando auséncia de efeitos colaterais da ponderagdo ZDP sobre novidade ou diversidade. A
Hipétese 1 €, portanto, empiricamente sustentada. A Hipdtese 2 exibe dire¢do coerente com a previsio tedrica,
mas nio alcanca significincia estatistica sob n = 50 (I' = 1,07, p = 0,29; Wilcoxon W = 557, p = 0,44); a
poténcia necessdria para detectar d, = 0,15 a 80% exigiria n ~ 350 pares, uma ordem de magnitude acima do
adotado, configurando auséncia de evidéncia conclusiva contra Hp, € ndo sua confirmacao.

Por (estudante, KC): p_ghost_final vs maestria verdadeira projetada
r=0.548, n=3909

1.0 q
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e 3 wi‘ E ’.,‘
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Figura 3: Alinhamento entre a probe ghost-pass calibrada e a projecdo afim da maestria estrutural verdadeira,
por par (estudante, KC), estratificado pelo status real de dominio.
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Diagndsticos complementares (Figura 3) revelam duas limitacdes estruturais que qualificam a leitura dos
resultados absolutos. A primeira é uma compressdo de range dindmico do componente KT: a saida calibrada
concentra-se em [0,65, 0,82] independentemente da maestria estrutural real, superestimando KCs ainda ndo
consolidados (nuvem de nao dominados centrada acima da diagonal y = x) e subestimando KCs efetivamente
promovidos (nuvem de dominados abaixo da diagonal), com correlacdo r = 0,548 no nivel (estudante, KC) e
r = 0,705 quando agregada por KC. A segunda é um gargalo de promogdo curricular imposto pelo passo BFS:
o motor opera com foco em apenas 32 dos 82 KCs do grafo, dos quais somente 4 atravessam szs em valor
médio, reduzindo a razéo de conclusdo formal de 28% dos alunos (verdade do simulador) para 8% (motor) —
um gap de ~ 71% da conclusio real ndo formalizada, atribuivel a restri¢do de que a promogdo de um KC filho

exige a promoc¢ao completa e prévia de todos os seus pais topoldgicos.

7 Conclusao

Este trabalho propds e validou um framework metodolégico de ponta a ponta para sistemas de tutoria adap-
tativa alinhados a curriculos formais, cobrindo a modelagem do grafo de conhecimento, 0 mapeamento seman-
tico do banco de questdes, a geragdo de um Dataset Sintético via simulacdo cognitiva e imputagdo topoldgica
(ITMC), o benchmarking de modelos de KT e a operacionalizacdo de um motor de recomendagdo ZDP no
espaco observdvel. As contribui¢des concretas sdo:

1. um grafo de conhecimento ontoldgico instanciando 82 KCs da BNCC de matemadtica, com topologia
em funil verificada e parametros pedagdgicos aderentes as regras de clipping e histerese projetadas;

2. um pipeline hibrido de mapeamento semantico em quatro etapas, complementado por curadoria p6s-
hoc, produzindo um banco operacional de 889 questdes em 3.219 arestas KC-questao;

3. o algoritmo ITMC, que mitiga gargalos topolégicos de inani¢io curricular por imputacio iterativa de
nds parametrizados;

4. um benchmarking de sete arquiteturas de KT sob protocolo usudrio-disjunto, elegendo LefoKT como
modelo de referéncia com desempenho préximo do teto tedrico imposto pela variancia irredutivel do
simulador;

5. um motor de recomendacio ZDP no espaco observavel, com ghost-pass multi-Ancora e calibra¢io
isotonica (redugdo de 48,7% no erro de alinhamento); e

6. um protocolo de avaliacio pedagogica pareado por estudante contra uma ablagdo rigorosamente con-
trolada.

A Hipétese 1 (viabilidade do framework) foi empiricamente sustentada pelos valores absolutos das trés
métricas pedagdgicas e pela conformidade em todas as dimensdes esperadas. A Hipdtese 2 (efeito diferencial
da ZDP) apontou na direcdo tedrica prevista sem alcancar significancia estatistica no tamanho amostral adotado,
uma limitagdo atribuida a restrigdes de hardware disponiveis durante a execugdo do protocolo experimental
(sete arquiteturas x cinco sementes x 50 trials de otimizagdo bayesiana), e ndo a uma falha metodoldgica.

Limitacoes. Cinco limitagdes estruturais qualificam a leitura dos resultados: (i) a restricio amostral, que
exigiria n ~ 350 pares para detectar o efeito d, = 0,15 com poténcia adequada; (ii) a compressao de range
dinamico do componente KT, ndo corrigivel ponto a ponto por transformacgdo monotonica; (iii) o gargalo de
promociao via BFS, que restringe o alcance efetivo do motor a 32 dos 82 KCs; (iv) a aproximacio por con-
stantes populacionais (7, 5) em substitui¢do aos pardmetros agente-especificos; e (v) a avaliaciio restrita a
replay sintético, sem re-execucdo closed-loop do simulador nem estudo em coorte humana. Segundo a tax-
onomia cldssica de ameagas a validade, (i) e (v) afetam a validade interna e a validade da conclusio estatistica;
a instanciagcdo Unica sobre um s6 curriculo afeta a validade externa; e (ii)/(iv) comprometem a validade de
construto, ao distanciarem o construto tedrico (maestria latente) de sua operacionaliza¢io observavel.
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Trabalhos futuros. As limitacdes elencadas delineiam vetores concretos de evolugdo: ampliagdo amostral
para regime estatisticamente conclusivo sobre a Hipétese 2; calibradores ndo-monotdnicos ou func¢des de perda
que penalizem explicitamente a contragdo da distribuicdo preditiva em torno da média marginal; estimacdo
adaptativa por aluno dos parametros de guess/slip via fine-tuning hierdrquico ou inferéncia bayesiana; relax-
amento controlado da condi¢do estrita de pais-dominados no passo BFS; re-instanciacdo do framework sobre
outros dominios da BNCC e sobre curriculos formais ndo-BNCC, validando empiricamente a generalizacio
hoje argumentada apenas em nivel arquitetural; geracdo efetiva de enunciados para os nds sintéticos do ITMC
via LLMs condicionados pela especificacdo matemadtica do algoritmo; avaliacdo closed-loop com re-execucio
do simulador cognitivo sobre as trajetérias recomendadas; estudo piloto em coorte humana; destilagdo de con-
hecimento sintético-para-real (feacher-student com soft labels) para mitigar cold-start em plataformas com
pouca histéria de interagdes reais; e implementagdo de mecanismos explicitos de rastreamento de conheci-
mento explicdvel (XKT) sobre o motor.

Em sintese, este trabalho entrega uma arquitetura reprodutivel, um protocolo de avaliacdo pedagbgica rig-
oroso e um diagndstico transparente das limita¢des estruturais, elementos que fundamentam a continuidade da
pesquisa em sistemas de tutoria adaptativa alinhados a curriculos formais.
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Apéndice C
Repositorio do Codigo-Fonte

O codigo-fonte completo da implementacao deste trabalho, incluindo a modelagem do
grafo de conhecimento, a pipeline de mapeamento semantico, o simulador cognitivo e o
algoritmo I'TMC, o treinamento e benchmarking dos modelos de Knowledge Tracing, e o

motor de recomendagao adaptativa, esta disponivel publicamente no seguinte repositorio:

https://codigos.ufsc.br/mateus.slezinsky /tcc
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