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Resumo

O foco principal desta tese é a analise de equagoes diferenciais abs-
tratas da forma D u(t, ) = Au(t,z) + f(¢, u(t,z)), onde A é um
operador linear limitado e «a(x) é uma ordem que depende da variavel
espacial. A principal contribuigao original deste trabalho é o desenvol-
vimento de uma Teoria de Ordem Variavel, que permite o estudo de
equagoes diferenciais fracionarias cuja ordem varia com a posigao espa-
cial. Além disso, propoe-se uma formulacao tebrica rigorosa que garante
a existéncia e unicidade de solugbes para esses problemas de Cauchy
no contexto de espagos de Banach. A tese se encerra com sugestoes
para pesquisas futuras, com o objetivo de aprofundar a compreensao
da dindmica de sistemas complexos por meio de modelos fracionérios.

Palavras-chave: Célculo Fracionario. Equagoes Diferenciais Fracio-
narias Abstratas. Equagoes Diferenciais Fracionérias Espago Depen-
dentes.



Abstract

The main focus of this thesis is the analysis of abstract differential
equations of the form ¢DY®u(t,z) = Au(t,z) + f(¢, u(t,z)), where A
is a bounded linear operator and «(x) is a spatially dependent order.
The primary original contribution of this work is the development of a
Variable Order Theory, which enables the study of fractional differen-
tial equations whose order varies with spatial position. In addition, a
rigorous theoretical framework is proposed to guarantee the existence
and uniqueness of solutions to these Cauchy problems in the setting of
Banach spaces. The thesis concludes with suggestions for future rese-
arch, aiming to further explore the dynamics of complex systems via
fractional models.

Keywords: Fractional Calculus. Fractional Partial Differential Equa-
tions. Spatially Dependent Fractional Partial Differential Equations.



Sumario

Introdugao 1
1 Aspectos Preliminares ao Calculo Fracionario 11
1.1 Funcdo Gama . . . . . .. ... . ... .. 11
1.2 FuncaoBeta. . . . .. . ... ... . 18
1.3 Funcao Digama . . . . ... ... . ... ... ...... 20
1.4 Funcao de Mittag-Leffler . . . . . ... ... ... .... 22
1.5 Espacos Especiais . . . . . .. ... .. ... ... . 24
1.6 Elementos de Calculo Fracionério . . . . .. ... .. .. 25
1.7 Transformada de Laplace . . . ... .. ... .. .... 32
2 Equagoes Diferenciais Fracionarias Abstratas 36
2.1 Caso do Problema Linear . . .. ... ... ....... 36
2.2 Caso do Problema nao Homogéneo . . . . ... ... .. 41
3 Equagoes Diferenciais Fracionarias Abstratas Espaco De-

pendentes 44
3.1 Elementos de Calculo Fracionario de Ordem Variavel . . 44
3.2 Caso do Problema Linear com o Operador Limitado . . 60
3.3 Caso do Problema Semilinear com o Operador Limitado 73
3.4 Uma possivel aplicagdo da Teoria de Ordem Variavel . . 79

3.4.1 Modelo Classico SIR . . . . ... ... ... ... 80

3.4.2 Algumas limitagoes do Modelo Classico SIR . . . 80

3.4.3 Algumas justificativas do Modelo Fracionéario SIR 82
3.4.4 Um possivel Modelo Fracionario Espaco Depen-
dente SIR . . . . . . ... ... ... . 83



4 Consideracoes Finais e Trabalhos Futuros

86






Introducao

O estudo matematico de equagoes diferenciais ordinarias e parciais
envolvendo derivadas fracionarias tem atraido crescente atengao nas 1l-
timas décadas, impulsionado tanto pelo seu rigor tedrico quanto pela
ampla aplicabilidade em diversos contextos cientificos. A nogao de
derivada fracionaria, embora com origens histéricas que remontam ao
século XVII, consolidou-se recentemente como uma ferramenta pode-
rosa na modelagem de fenémenos complexos, especialmente nas areas
de fisica matematica, engenharia, biologia e ciéncias aplicadas em geral.

Segundo [11], as derivadas fracionérias oferecem uma estrutura ma-
tematica particularmente adequada para descrever processos com me-
moria e efeitos de hereditariedade, caracteristicas frequentemente ob-
servadas em sistemas fisicos reais. Nesse sentido, equagoes diferenciais
fracionarias, como as equagoes de difusao de ordem nao inteira, tém se
mostrado eficazes na modelagem de dindmicas anomalas e nao locais.
Essas equacgoes foram inicialmente introduzidas no contexto de modelos
de passeios aleatorios em tempo continuo, como discutido em [18,27].

Em particular, o estudo de equagoes cinéticas com derivadas fracio-
nérias no tempo emergiu como uma poderosa ferramenta para descrever
processos andmalos de difusao e relaxagio. Segundo [36], modelos fraci-
onarios de difusao, difusao-advecgao e equagoes do tipo Fokker-Planck
representam uma abordagem eficaz para compreender a dindmica de
transporte em sistemas complexos, especialmente aqueles regidos por
leis de difusao andmala e comportamentos de relaxamento nao expo-
nencial.

Conforme apontado em [29, 36], o campo da difusdo andomala em
meios complexos vem crescendo rapidamente, impulsionado por aplica-
¢Oes em areas como geofisica, engenharia, biologia e ciéncia dos mate-



riais. Mais especificamente, [11,21] destacam que equagoes de difusao
fracionaria sao particularmente adequadas para modelar fenémenos de
transporte anémalo, os quais nao seguem as leis de Fick convencionais.
Trabalhos como os de [23,43,44] relatam ainda observagoes experimen-
tais de subdifusao em sistemas biolégicos, como proteinas e lipidios em
membranas celulares, moléculas de RNA no citoplasma ou o transporte
de fons em dendritos espinhosos.

Nesses estudos, observa-se que, ao contrario dos processos classicos
de difusao, como na equagao do calor, onde o deslocamento quadrético
médio de uma particula cresce linearmente com o tempo ((z%(t)) o t),
0s processos anomalos exibem crescimento nao linear, frequentemente
modelado por (z%(t)) o t*, com 0 < a < 1. Tais caracteristicas evi-
denciam a inadequagao de modelos classicos para descrever certos com-
portamentos observados experimentalmente, o que justifica o uso de
modelos com derivadas fracionarias, como as de Riemann-Liouville ou
Caputo.

Além disso, os autores em [36] sintetizam as principais vantagens
do uso de equagoes diferenciais fracionarias em sistemas complexos:

(i) maior aderéncia aos comportamentos anoémalos observados empi-
ricamente em diversos experimentos;

(ii) capacidade de incorporar, de forma direta, termos associados a
forgas externas;

(iii) aplicabilidade de técnicas classicas de resolugdo de EDPs e calculo
de momentos de transporte as versoes fracionarias das equagoes;

(iv) proximidade formal com as equagoes diferenciais usuais, facili-
tando sua adogao e anéalise;

(v) ndo se trata apenas de uma reformulagao conceitual, mas de uma
estrutura robusta capaz de oferecer novas interpretagoes para
uma ampla gama de fendomenos fisicos e matematicos.

Dessa forma, a modelagem baseada em equagoes diferenciais fraci-
onarias representa nao apenas uma extensao natural das ferramentas
analiticas tradicionais, mas também uma base teoérica consistente e pro-
missora para a investigagao de processos dindmicos complexos, especi-
almente quando efeitos de memoria, hereditariedade e heterogeneidade
sao relevantes.



Problemas auténomos de Cauchy envolvendo equagoes diferenciais
fracionérias de difusdo com ordem constante tém sido intensamente
estudados nas ultimas décadas, dada sua relevancia tedrica e aplicada.
Um exemplo representativo é a equagao

2
O%u(t, )
Ox?

a qual surge como modelo para descrever processos de difusao and-

mala em meios complexos. Estudos como os de [29,45] investigam pro-
priedades analiticas e qualitativas dessa classe de equagdes, enquanto

Df‘u(t,x):K[ } 0<a<l, (0C)

pesquisas mais recentes, como as de [24, 33, 35], demonstram sua apli-
cabilidade na analise de dados experimentais, validando a eficicia dos
modelos fracionarios onde os classicos falham.

Essas equagoes fracionarias sao frequentemente derivadas assinto-
ticamente a partir de modelos fundamentais de passeios aleatorios em
tempo continuo (CTRW) ou equagdes mestras generalizadas, como dis-
cutido em [18,27]. Essa abordagem oferece uma base fisica solida para
a interpretacao matematica da difusao anémala, modelando os efeitos
de memoria e heterogeneidade de maneira mais realista.

Do ponto de vista analitico, os problemas de Cauchy envolvendo
equagoes de difusao fracionérias no tempo com ordem constante (OC)
tém sido amplamente estudados. De acordo com [29], tais problemas —
especialmente com operadores elipticos dependentes do tempo — admi-
tem solugOes tnicas e analiticas em relagao ao tempo, frequentemente
expressas por funcoes de Mittag—Lefler. Trabalhos posteriores, como
os de [46], estendem esses resultados para operadores quase setoriais.

Equagoes fracionarias de ordem constante tém se mostrado eficazes
para descrever difusdo andémala em meios homogéneos [2,11], enquanto
modelos de ordem distribuida surgem como alternativa para casos mais
gerais, com resultados similares em [31,32]. Como salientado por [45],
embora a maioria dos modelos experimentais tradicionais considere or-
dem constante no tempo, essa abordagem nem sempre é suficiente para
descrever estruturas mais complexas e heterogéneas.

Torna-se, portanto, necessario o avanco de investigacoes tedricas e
numeéricas para incorporar ferramentas mais adequadas & descrigao de
processos de difusao mais realistas, inclusive de natureza estocastica
(ver [15]). Ainda segundo [45], existe uma ampla gama de casos fisicos,



biologicos e fisiologicos para os quais equagoes do tipo (OC) ndo sao
capazes de oferecer uma caracterizagao satisfatoria.

De fato, conforme [21], os modelos fracionérios classicos mostram-
se inadequados especialmente quando os coeficientes de difusao ou as
propriedades do sistema variam no tempo ou no espago. Nesses ca-
sos, uma formulagao mais apropriada é dada por equagoes de ordem
variavel, como

0?u(t, )

Df‘(t,x,u(t,z))u(t’x) - K |: 500

} , 0<a(t,z,ultz) <1, (OV)
em que a ordem fracionéria depende do tempo, do espago e até mesmo
da propria solugao. Essa flexibilidade permite representar com maior
precisao a complexidade de processos difusivos observados em sistemas
reais. Como indicado por [47], fendmenos fisicos, quimicos e biologicos
com comportamento difusivo nao homogéneo sao frequentes, influenci-
ados por diversos fatores dindmicos e estruturais.

Importantes generalizagoes dessas ideias sao apresentadas, por exem-
plo, em [38,42], que estudam a equagao do calor fracionéria com coefici-
entes dependentes do espaco, bem como a equacao da onda de difuséo
fracionéaria. Nesta ultima, a derivada de primeira ordem no tempo,
tipica da equacao de difusao cléassica, é substituida por uma derivada
fracionaria de ordem « € (0,2). Dependendo do valor de «, obtém-se
diferentes regimes de propagacao: para o = 1, recupera-se a equagao
de difusao classica; para a = 2, a equagao de onda; e para valores de
a em (0,1) e (1,2), modela-se, respectivamente, subdifusio dispersiva
e propagacao de onda generalizada.

Apesar da expressividade matematica e da riqueza fenomenologica
desses modelos, a literatura carece de estudos mais sisteméaticos que
explorem rigorosamente as implicagoes tedricas, computacionais e apli-
cadas das equagoes de ordem variavel, especialmente nos casos em que
« depende da solugdo ou de parametros ambientais. Como destacado
por [29], tais modelos ainda nao estao plenamente consolidados na li-
teratura matematica, representando, assim, um campo promissor para
novas contribuigoes.

Para destacar as complexidades que podem surgir no estudo de
equagoes diferenciais da forma que pretendemos abordar, comegaremos



apresentando um exemplo simples de um problema do tipo (OV), o qual
servird de preparagao para uma EDP classica unidimensional também
do tipo (OV).

Considere o problema de Cauchy

tha(x)u(t,x) = Az)u(t, x), (1)
u(0, ) = up(z),
para todot > 0exz € [0,L], em que L > 0, a € B([O,LD (o espago
de fungdes reais limitadas em [0, L]) tal que a(z) € (0,1) para cada
z € [0,L], \,up € C([0,L]) (o espago de fungdes reais continuas em
[0,L]), e cDy @) denota a derivada fraciondria de Caputo de ordem
a(x) (para mais detalhes veja o Capitulo 3).
Entao, observe que para cada x € [0, L] fixo, a partir da teoria do
calculo fracionario e das equagOes diferenciais, podemos deduzir que
uma solugéo de (1) é dada por

’U,(t? I’) = Ea(L) (ta(x))‘(x))u()(x)’

em que F é a funcao de Mittag-Lefller que sera definida propriamente
no Segao 1.4.

Seria de se esperar que, adaptando métodos conhecidos de resolugao
de equagoes diferenciais parciais, obtivéssemos uma abordagem anéloga
para encontrar a solugao de equagoes diferenciais parciais com derivada
fracionéria dependente do espaco, mas este nao é o caso.

Por exemplo, vamos tentar adaptar o método padrao de separacao
de variaveis para resolver a versdo dependente do espaco de difusao
fracionéria da equagao do calor unidimensional.

Para esse fim, considere L > 0 e suponha que o € B([O,L]) é tal
que a(z) € (0,1) para cada t € [0,L], ugp € C([0,L]), e que DX
denota a derivada fracionaria de Caputo de ordem a(x).

Com isso, podemos considerar

CD?(w)u(t, x) = Ugy(t, ),
U(O, l‘) = UO(I)7 (2)
u(t,0) = u(t,L) =0,

para todo t >0 ez € [0, L].



Se tentarmos encontrar todas as solugbes nao triviais da equagdo
diferencial parcial (2) na forma de um produto u(t, z) = f(¢)g(x), subs-
tituindo esta forma nas equagoes, obtemos que

D} f)  g'(2)
M g )

Observe que na situagao classica, a expressao acima seria igual a

uma constante, pois cada lado dependeria de varidveis distintas. Po-
rém, neste caso, ambos os lados da equagao continuam a depender de
z. Portanto, se assumirmos que elas sao equivalentes a uma funcao
dependente de x, como A(x), obteriamos de (2) e (3) as duas equagoes
diferenciais a seguir

D f(t) = M) f(1), (4a)
g () — Az)g(z) =0, (4b)

para todo t >0 ez € [0, L].

Devido a condi¢ao de contorno u(t,0) = wu(t,L) = 0, que leva as
igualdades f(t)g(0) =0 e f(t)g(L) = 0, e porque estamos interessados
em solugbes ndo triviais, segue-se que ¢(0) = g(L) = 0. Portanto,
de (4b) concluimos que estamos buscando solugbes nao triviais para o
problema de valor de contorno de segunda ordem

()

para todo z € [0, L].
Por outro lado, considerando que a variavel x esta fixa na equagao
(4a), obtemos do problema (1), que

F(t) = Eag (t“@X(2)). (6)

Contudo, para resolver (5), enfrentarfamos um problema dificil, pois
precisariamos obter uma familia de func¢oes que atuasse como base, de
maneira analoga ao papel desempenhado pelas fungoes sin(nmz/L) no
caso classico em que A(x) é constante. A resolu¢do desse problema
exige um estudo aprofundado da teoria de Sturm-Liouville, o que foge
ao escopo deste exemplo.



Assim, para discutir um caso mais concreto, uma abordagem é espe-
cificar adequadamente a(z) para garantir melhor controle sobre essas
equagoes. Dito isto, vamos supor que

[ oq, paraxe[0,L/2],
o(z) = { ag, parax € (L/2,L],

com aq, o € (0,1).

De (3), concluimos que A(x) é constante dentro de cada um dos
intervalos [0,L/2] e (L/2,L]. Ou seja, podemos optar por manter o
mesmo valor constante dentro de cada intervalo. Consequentemente,
de (5), com A,(x) = —(nm)?/L?, deduzimos que para cada n € N,

temos
nmwT

= (),
sao as solugoes desejadas, idénticas ao caso classico.
Agora, de (6) deduzimos que

2 25

—n Tt
Eoy | —5— ) L2,
—n27r2t“(”)>7 1( L> > para @ € [0, L/2

f(t) = Eaw) ( 72

2 2«
— t 2
Ea, (%) , paraz € (L/2, L],

se pudermos expressar ug(z) como a série senoidal
oo
uo(x) = j;aj sin (%) )
entao obteremos
o0 ; 2 20(z
u(t,x) = ; a; sin <‘77er> Eo(z) <]7;2t()) )

que é uma solucdo classica em [0, L/2)U(L/2, L], ou em outras palavras,
satisfaz a primeira equacio de (2) para cada ¢t > 0 e todo z € [0, L].
Desta construgao podem ser tiradas duas conclusoes iniciais:

(i) Dependendo da escolha de a(x), é improvavel que a equagao possa
ser satisfeita em todos os pontos de [0, L]. Portanto, é mais geral
escolher o € L*(0, L), em vez de v € B([0, L]).



(ii) Para a(x) n@o constante, ¢ muito dificil escolher A(x) em (3)
para garantir que (5) seja possivel de ser resolvido e (6) faga
sentido. Portanto, uma teoria geral é necesséaria para lidar com
a solucao dessas equagoes, mesmo que uma solugao explicita nao
seja trivialmente possivel de ser obtida.

Neste contexto, faz falta desenvolver uma teoria rigorosa para equa-
¢oes diferenciais fracionarias mais gerais do que aquelas de ordem cons-
tante consideradas em (OC). Chamaremos tais equagoes, neste traba-
lho, de equagoes espago-dependentes lineares, descritas por:

D uy(t, z) = Au(t, z), (EDL)

para 0 < a(z) <1, em que A : D(A) C X — X é um operador linear
definido em um espago de Banach X. Este tipo de equagao constitui
uma subclasse do modelo mais geral com ordem variavel (OV), em que
a dinamica local do sistema é influenciada diretamente pelas variagoes
da posigao espacial.

O estudo de problemas do tipo (EDL) ja representa, por si s6, um
avango consideravel, dadas as dificuldades tedricas ilustradas no exem-
plo anterior. No entanto, durante a analise inicial, observamos que a
presenca de operadores ilimitados introduz dificuldades técnicas subs-
tanciais. Por essa razao, neste trabalho, focaremos apenas no caso de
operadores lineares limitados, como etapa preliminar para a compre-
ensao do cenario mais geral, cujo desenvolvimento serd abordado em
estudos futuros, uma vez concluida a etapa e apresentados os resultados
desta tese.

Adicionalmente, identificamos que, nesse contexto de operadores
limitados, é possivel também desenvolver uma teoria para equagoes se-
milineares associadas ao modelo espago-dependente. Assim, o objetivo
central deste trabalho é propor uma formulagao tedrica e abstrata para
equagoes diferenciais fracionarias semilineares do tipo:

DXyt z) = Ault, z) + f(t,u(t, z)), (EDSL)

para 0 < a(z) <1, em que A : X — X é um operador linear limitado
e f:]0,00) x X — X uma fungdo adequada, com X sempre represen-
tando um espago de Banach. Pretendemos, em particular, estabelecer
condigoes necessarias e/ou suficientes para a existéncia e unicidade de



solugoes, construindo um arcabougo matematico robusto para a anélise
de problemas de Cauchy, tanto no contexto linear quanto no semilinear.

Gostariamos ainda de enfatizar que, devido a escassez de literatura
em portugués sobre a teoria dos problemas do tipo (EDSL), no caso
em que «x) é constante e A é um operador linear limitado, optamos
por tornar este texto nao apenas uma exposi¢ao dos nossos principais
resultados, mas também uma revisao de literatura. Nosso objetivo é
reunir, de forma tao unificada quanto possivel, os estudos existentes
sobre esse tipo de problema mais simples. Naturalmente, evitaremos
abordar resultados excessivamente gerais ou complexos que extrapo-
lem o escopo desta tese; no entanto, sempre que possivel, indicaremos
referéncias sobre os topicos que optarmos por nao demonstrar.

Considerando todo o exposto até este momento, estamos prontos
para descrever a organizagao deste trabalho.

O Capitulo 1 introduz uma série de fungoes especiais e espagos fun-
cionais que servirao de base para os desenvolvimentos tedricos posterio-
res. Ao final do capitulo, s@o apresentadas as defini¢bes e propriedades
fundamentais das integrais e derivadas fracionarias de ordem constante
«, bem como suas principais implicagoes, estabelecendo o alicerce con-
ceitual para a formulagao das equagoes fracionérias abordadas nos ca-
pitulos seguintes.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo do problema (EDSL) no caso
em que «a(z) é constante e a funcdo f depende apenas do tempo, isto
é, f(t,x) = f(t). Nesse contexto, sdo estabelecidas condigoes que as-
seguram a existéncia e unicidade de solugoes, considerando operadores
lineares limitados.

Como principal contribuigao original desta tese, o Capitulo 3 intro-
duz uma Teoria de Ordem Varidvel, com énfase nas integrais e derivadas
fracionérias cuja ordem « depende da variavel espacial x. Nesse capi-
tulo, discutem-se as implicagoes tedricas dessa generalizacao e estabele-
cem-se condigoes de existéncia e unicidade para solugoes de equagoes
diferenciais abstratas espago-dependentes, tanto no caso linear quanto
no semilinear, mantendo-se a hipotese de operadores limitados.

Além disso, ao final do Capitulo 3 e nas Consideragoes Finais, sao
apresentadas reflexdes sobre as potencialidades da teoria desenvolvida,
bem como sugestoes para investigagoes futuras, visando & ampliagao e
aprofundamento dos resultados obtidos.
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Capitulo 1

Aspectos Preliminares ao
Calculo Fracionario

Neste capitulo, apresentamos conceitos fundamentais para o estudo
do Calculo Fracionario. Em particular, discutimos algumas fungoes
especiais e certos espacos funcionais que se revelam essenciais ao de-
senvolvimento desta tese.

Encerramos o capitulo com a introducao das nocgoes e definigoes
centrais do Célculo Fracionario, com énfase nas integrais e derivadas
de ordem nao inteira. As ideias aqui desenvolvidas baseiam-se, em
grande parte, nas exposicoes de [9,13,40].

1.1 Funcao Gama

Usualmente, no ambiente mateméatico, a fungao Gama é interpre-
tada como uma extensao da fungao fatorial dos ntiimeros naturais para
os conjuntos dos numeros reais e complexos. Entretanto, é necessario
definir rigorosamente tal funcao e, de fato, verificar se essa defini¢ao
nos fornece uma funcao bem definida.

Provemos inicialmente, dois resultados.

(o]
Lema 1.1. Ser > 0, entdo / t" e tdt < 0.
0

11



Demonstragao. Note, primeiramente, que vale

e} 1 [e%s)
/ tr_le_tdtz/ tT—le—tdtJr/ t"letdt,
0 0 1

para r > 0, desde que cada uma das integrais no lado direito da igual-
dade acima seja finita.
Para 0 < t < 1, temos que t""te™* < t"~!. Sendo assim, podemos

1 1 1
/ trleTtdt < / "t = = < oo,
0 0 r

Por outro lado, se considerarmos ¢ : [1,00) — R, dada por ¢(t) :=
t"—1e~t/2, notamos que
de(t)

_ 1 -
7 = (7" — 1)tr7267t — ieTttril,

deduzir que

para t > 1. Disto segue que 2(r — 1) ou 1 sdo méximos globais de ¢(t).
Definindo M, = ¢(2(r — 1)), concluimos que

tr—le—t — (p(t)e_t/g < Mre_t/27

para t > 1.
Disto segue, por fim, que

o0 o0 e
/ t’“—le—tdtg/ M,e= dt
1 1

—1
=2M,e2 < oo.

Proposicao 1.2. Se z € C ¢ tal que Re(z) > 0, entao

oo
/ t*le7%dz < 0.
0

Demonstragio. Veja que [[t*~1]] = ¢Re(=)=1,

1.1 que
oo oo
’/ tz—le—tdtHg/ [=tet at
0 0

12
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oo
:/ tRe(2)~le—tgp « g,
0

Gragas & Proposigao 1.2, podemos considerar a seguinte nogao:
Definicao 1.3. A fun¢do Gama, denotada por I'(z), é definida como
a aplicacao I' : {z € C: Re(z) > 0} — C, dada por

o0
T(z) = / t*~tet dt.
0
Note que a funcao Gama possui diversas propriedades interessantes.

Vejamos algumas delas.

Proposigao 1.4. A func¢ao Gama € analitica, com

/() = /0 1o~ og(t)dt,

em {z € C: Re(z) > 0}.

Demonstragao. Seja zg € C com Re(zg) > 0. Vamos mostrar que I" é
diferenciavel em zy. Para isso, consideremos a diferenca quociente

F(ZO + h) - F(Zo) /oo tzoth—1 _ 4z0—1 g
= — ¢ .
h 0 h

Parat > 0, a funcdo h — t*+"~1 ¢ diferenciavel em h, com derivada
dada por
d
—gFoth=1 — y2oth=1]50 ¢,
dh s

Assim, o integrando converge ponto a ponto para t*°~llogte~!
quando h — 0. Agora, para justificar a passagem do limite para den-
tro da integral, basta observar que, dado um compacto em Re(z) > 0,
podemos majorar

com C dependendo do compacto em questao e a fungao majorante a

tZg—‘rh—l _ tz()—l

- < C-|logt| - tRezo) =1t

e—t

13



direita integravel em (0, 00).
Logo, pelo teorema da convergéncia dominada, podemos trocar li-
mite e integral, e obtemos:

F'(zo)z/ t* logte " dt.
0

Portanto, I' é diferenciavel em zy. Como zg é arbitrario e ainda
Re(zg) > 0, segue que I' é diferenciavel nesse dominio, e portanto ana-
litica. O

Proposicao 1.5. Se z € C € tal que Re(z) > 0, entdo 2zI'(z) = T'(2+1).

Demonstragao. Seja z € C tal que Re(z) > 0. Notemos, primeira-
mente, que:

para z € C tal que Re(z) > 0.

tre !

z

2tRe(z)e—t

Izl

Agora, considere o seguinte:

I'(z) z/ t*~te~tdt

0
1 [ d(t?

:7,/ < (t)>etdt
z 0 dt
1 oo

= f./ tPe tdt
z Jo
Lre+

= - .T(z
z )

para z € C tal que Re(z) > 0. O

No ultimo teorema, uma mudanga de variaveis cuja justificativa re-
pousa na teoria de integracao de fungoes complexas ao longo de cami-
nhos, em particular no Teorema de Cauchy. Entretanto, assumiremos
aqui a validade desses resultados, uma vez que seu desenvolvimento foge
ao escopo desta tese e deste capitulo. Para mais detalhes, veja [19].

Proposig¢ao 1.6. Sen € N, entdo I'(n+ 1) = nl.

14



Demonstra¢ao. Seja n € N. Vamos provar por indugdo que
(e ]
F'n+1) = / t"e " dt = nl.
0

Para n = 0, temos

o0
/ e~tdt=1=0.
0

Agora, suponha que o resultado vale para algum n € N, ou seja,

o0
/ the~tdt = nl.
0

Vamos mostrar que
o0
/ t" e tdt = (n+ 1),
0
Usando integragao por partes, obtemos:
oo o0
/ t"tle~tdt = / (n+Dt"e tdt = (n+1)-n! = (n+ 1)
0 0
Portanto, por indugao, temos que
o0
/ t"e tdt =n!, paratodon € N.
0

O
Agora queremos estender o dominio da fun¢do Gama. Para isso
provamos o seguinte resultado inicial.
Lema 1.7. Considere o conjunto
O ={z€C\{0}:Re(z) > -1},
e a fungao 'y : Q3 — C definida por

ry(z) = JEFY,

z

15



Entao, T'1(2) € uma extensao analitica de T'(z) em Q.

Demonstragao. Seja z € ;. Como Re(z + 1) > 0, a funcao I'(z + 1)
estd bem definida, e como z # 0, a funcdo I';(z) também estd bem
definida.

Além disso, pela Proposicao 1.4, a fungao z — I'(z + 1) é analitica
em {2, e a fungdo z — 1/z também é analitica nesse conjunto. Logo
I'; é analitica em ).

Por fim, se z € Q; e Re(z) > 0, entdo, pela Proposigao 1.5, temos

que
Ty (2) = F(z:— 1) _ zFZ(z) ().

Logo, T'; coincide com T em {z € ©y : Re(z) > 0}, sendo, portanto,
uma extensao analitica da funcao Gama em €. O

Para prosseguir com a extensao da funcao Gama, consideremos,
para cada i € N fixado, o conjunto

Q={zeC\{-(—-1),...,-1,0} : Re(2) > —j}.
Apresentamos, entao, o seguinte resultado:

Proposicao 1.8. Para cada j € N, seja a fungio I'; : Q; — C
definida recursivamente por

Li(z) = 7”71(5 *h),

Entao, T'j(z) € uma extensio analitica de I'(z) em ;.

Demonstracao. Segue de diretamente de um argumento indutivo e do
Lema 1.7. O

Com todos estes resultados podemos, enfim, redefinir a funcao Gama
da seguinte forma:

Defini¢ao 1.9. A fun¢do Gama, denotada por I'(z), é definida como
a fungdo analitica I' : D(T") := C\ {..., —1,0} — C, que satisfaz:

(i) Para todo z € C, tal que Re(z) > 0, vale que
IL(z) z/ t*~temt dt.
0

16



(i)
(i)
(iv)

I'(z) é analitica em D(T');
zI'(z) =T'(z + 1), para todo z € D(I');

I'(n+ 1) = n!, para todo n € N.

Observagao 1.10. (i) A fungdo Gama nao possui zeros em D(T),

(iii)

fato que decorre diretamente dos itens (i) e (ii4) da definigao
acima e de algumas justificativas da teoria de analise complexa
que vamos omitir aqui (para mais detalhes, veja [1]).

A fungéo T';(2), construida recursivamente em cada conjunto €;
na Proposigao 1.8, é de fato a tnica extensao analitica possivel
da funcao Gama para esses dominios. Isso decorre do chamado
Principio de Continuidade Analitica, segundo o qual duas fung¢oes
holomorfas que coincidem em uma parte com ponto de acumula-
¢ao de um dominio conexo devem coincidir em todo o dominio.
Assim, como I';(z) coincide com I'(z) em {z € ; : Re(z) > 0},
e ambas sao analiticas em §2;, segue-se que I'; é a Unica exten-
sao analitica possivel da fun¢ao Gama nesse conjunto. Para mais
detalhes sobre esse principio, veja [19, Cap. VII, §7].

Abaixo temos um esbogo do grafico da fungdo Gama, quando
restrita & reta real.

Figura 1.1: Grafico da fungao Gama
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(iv) Note que a fungdo Gama possui um minimo para z > 0. Po-
demos determinar o valor minimo da funcgado, que é dado por
P(y9) = 0.886..., em que 7 = 1.4616321.... Além disso, a
funcao Gama ¢é estritamente decrescente no intervalo (0,7) e es-
tritamente crescente no intervalo (g, 00), com I'(x) — oo quando
x — oo (para mais detalhes, veja [1] e [16]).

1.2 Funcao Beta

Nesta segao, apresentaremos a funcao Beta e sua relagdo com a
fungdo Gama. Assim como foi feito com a fun¢ao Gama, comecaremos
provando o seguinte resultado preliminar:

Proposicao 1.11. Se z,y € C com Re(z),Re(y) > 0, entdo

1
/ s — 5)Vlds < o0,
0

! r—1 _Sy—l S_F(.’L‘)F(y)
/Os (1= sptds = p 2.

Demonstracdo. Notemos, primeiramente, que a partir da definigao da
funcao Gama podemos escrever

I‘(ac)l"(y)z/ / 7y le () gt ds,
o Jo

para z,y € C com Re(z), Re(y) > 0.
Considerando, entdo, as seguintes mudancas de variavel t = a? e
s = b%, obtemos a seguinte expressao

r(:c)r(y)=4/ / a2y =1 (48 g b,
0 0

Agora, fazendo as mudangas de variavel a = rcos(6) e b = rsin(6)
na expressao do lado direito da igualdade acima, obtemos

4~/ /2(7‘cos(@))h*l(rsin(@))zy’le*’”zrdrde
o Jo
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=4. / /2 r2x+2y—1(cos(@))%_l(sin(@))zy_le_rzdrdG
o Jo

=4. ( /0 - r2<w+y>1er2dr) : ( /O g(cos(e))%1(sin(9))2y1d9> :

Por fim, fazendo uma tultima mudanca de variavel, a saber, cha-
mando 7% = 2z e (cos(#))?
reescrita por

= w, temos que a expressao acima pode ser

us

([T tar). ( / 2(cos<a>)2“<sm(e))2y1d9>
=4. (; : /OOO e—zz<z+y>—1dz) (;/01 w* (1 —w)y_ldw>.

Logo concluimos que

1
/ w* (1 —w)? dw < oo,
0

1
I'(z)I(y) =T(z + y)/ w11 —w)V tdw < oo,
0
para x,y € C com Re(x),Re(y) > 0. O que nos d4 o que queriamos e

a prova esta completa. O]

Definicao 1.12. Chamamos de func¢do Beta, denotada por B(z,y), a
funcdo B : {(z,y) € C x C: Re(z),Re(y) > 0} — C dada por

1
B(x,y) = / s — 5)Y " ds.
0

Observagao 1.13. Segue da Proposi¢ao 1.11 que a fungao Beta estéa
bem definida e satisfaz a identidade

I'(z)I'(y)

B0 =Ty

sempre que Re(x), Re(y) > 0.
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1.3 Funcao Digama

Nesta se¢ao, apresentaremos a definicdo da funcao Digama, bem
como alguns resultados auxiliares que desempenham papel fundamental
no desenvolvimento desta tese. Conforme discutido na Secao 1.1, a
fungao 1/T'(z) esta bem definida no dominio D(T") = C\{0, -1, —-2,... }.
No entanto, é possivel ir além e demonstrar que essa funcao admite uma
extensao analitica a todo o plano complexo C, tornando-se, portanto,
uma fungao inteira.

Esse resultado classico pode ser encontrado, por exemplo, em [19,
Cap. VII, §7] e é enunciado nos seguintes termos:

Teorema 1.14. A fun¢io F : C — C dada por
1

F(z)={ T()’

0, ze{.,—1,0}.

z € D(I),

é a unica extensao analitica da fungao 1/T(z).

Com isto, podemos, entao, definir a seguinte funcao.

Defini¢ao 1.15. Chamamos de fun¢ao Digama, denotada por ¢(z), a
fungéo ¢ : C\ {...,—2,-1,0} — C dada por

()

w(e) = 5108 (1) = -

dz

Abaixo temos uma representacao do grafico da funcao Digama,
quando vista sobre o conjunto dos ntimeros reais.
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Figura 1.2: Grafico da Fungao Digama

Observagao 1.16. Notemos que de acordo com seu grafico a fungao
Digama possui uma tnica raiz positiva. E, novamente de acordo com [1]
tal raiz é o valor z = 7y, e ainda mais, podemos obter a seguinte tabela
dos primeiros zeros de .

Tabela 1.1: Zeros da fungao Digama - ¥(z,) = 0 - Fonte: [1]

n Zn [(z,)

0 | 1.462... 0.886...
1| -0.504... | -3.545...
2 | -1.573... | 2.302...
3 | -2.611... | -0.888...
4 | -3.635... | 0.245...
5 | -4.653... | -0.053...
6 | -5.667... | 0.009...
7 | -6.678... | -0.001...

Observagao 1.17. Note, ainda, que para = > 0, a fungdo v é estri-
tamente crescente e satisfaz (x) — oo quando x — co. Essa infor-
magao serd importante em argumentos apresentados posteriormente.
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1.4 Funcao de Mittag-Leffler

As fungoes de Mittag-Leffler desempenham um papel central no es-
tudo de equagoes diferenciais com derivagao de ordem fracionéria. Elas
podem ser vistas como uma generalizagao natural da fungao exponen-
cial, e surgem de modo analogo & solucao da equacao diferencial linear

classica
{wm—mw
cuja solugao é dada por

No contexto fracionario, onde a derivada cléssica é substituida por
uma derivada de ordem nao inteira, a solugao envolve, em vez da ex-
ponencial, a chamada funcao de Mittag-Leffler.

Nesta segao, apresentaremos a funcao de Mittag-Leffler generali-
zada, provando que ela estd bem definida e é analitica no plano com-
plexo.

Proposig¢ao 1.18. Dados a, 8 € C com Re(a),Re(f) > 0 a série
> —— (1.1)
pard ¥ ak +8)’

define uma funcao analitica no plano complexo.

Demonstracao. Lembremos, entao, que o Raio de Convergéncia, deno-
tado aqui por R, de uma série de poténcias é obtido por

I'(ak + 5)
Llak+B8+a)|

— = limsup ‘
k—o0

Para o € C com |o| = o0 e |argo| < m, a formula de Stirling (para
mais detalhes veja [1]) garante que

lim L(o)

=1 . = L
o700 \/2m o7 2e" 7

Portanto obtemos que
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o I(ak + 5)
k—oo | T(ak + f + «)

V7 (ak + B)(@k+B)—E o—(ak+8) ;
V27 (ak + B + a)(@k+B+e) =5 g—(ak+B+a) |

k—o0

Disto segue que o Raio de Convergéncia da série é infinito, e a prova
esta completa. O

Apoiados no resultado obtido na Proposi¢ao 1.18, introduzimos o
seguinte conceito.

Definigao 1.19. Para o, 8 € C com Re(a),Re(5) > 0, chamamos de
fungdo de Mittag-Leffler Generalizada, denotada por E, g(z), a fungéo
E,p: C — C dada pela série (1.1). Quando S = 1, chamamos esta
fungao apenas de fun¢do de Mittag-Leffler, e a denotamos por E,(z).

A seguir, apresentamos apenas algumas propriedades assintoticas
das fun¢oes de Mittag-Leffler que se revelaram relevantes para o desen-
volvimento desta tese. Para uma discussdo mais detalhada, ver [8].

(i) Para Re(\) > w, com w > 0, temos:

[e's) )\ozfﬁ
—AtyB—1 o _
t E,5(t dt =
/O e B(t%w) oo
(ii) Para0 < @ <2 e > 0, temos
1 a-p 2
Eyp(z) = EZ o e” eqp(2), |arg(z)| < am/2, (1.2)

Eoéﬁ(z) - ga,ﬁ(z)v |arg(fz)\ < (1 - a/2) T,

em que €4, 3(z) é dada por

N—-1 Z_k
€a,8(2) = — Z T(3 — k) +O([=177).
k=1
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1.5 Espacos Especiais

Nesta secao, apresentamos alguns espagos funcionais cléssicos que
servem de base para a definicao das integrais e derivadas fracionarias
de Riemann—Liouville e das derivadas fracionarias de Caputo, tanto de
ordem fixa quanto variavel. As propriedades desses operadores serao
discutidas na Segdo 1.6 e no Capitulo 3, respectivamente.

Para a apresentagao desses espagos — e em qualquer outro ponto
desta tese em que tal notagao se fizer necessaria — adotaremos as
seguintes convengoes: I denotara o intervalo [0,b], para algum b > 0,
ou [0,00) e Q serd um subconjunto de R™, para algum n € N. Além
disso, assumiremos que X é um espago de Banach arbitrério.

Definigao 1.20. Chamamos de espaco das fungées continuas de I em
X, denotado por C(I; X), o conjunto de todas as fungoes continuas de
I C Rem X. Quando I é um intervalo compacto, a norma nesse espaco
é dada por

lullerx) = sup [[u(t)] x-
tel

Com essa norma, C'(I; X) é um espago de Banach.

Definigao 1.21. Chamamos de espago das fungoes continuamente di-
ferencidveis de I em X, denotado por C(I; X), ao conjunto de todas
as fungoes continuamente diferenciaveis de I C R em X. Se I for um
intervalo compacto, sua norma é dada por

lullerxy = llullex) + 1 e x) -

Neste caso C'(I; X) é um espago de Banach.

Definigao 1.22. Chamamos de espago de Bochner—Lebesgue de I em
X, denotado por LP(I; X), para 1 < p < 0o, o conjunto de todas as
fungoes mensuraveis no sentido de Bochner de I C R em X tais que a
fungdo t — |ju(t)||x pertence a LP(I). A norma nesse espago ¢ definida
por

"
||um<z;x>=(/l ||u<t>||s}dt) . para1<p <o,
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e, para p = o9,
[ullLoe (1) = esssupyer [[u(t)]|x

Com essa norma, LP(I; X) é um espago de Banach.

Observagao 1.23. Quando I = (0,b) (ou (0,00)), denotamos por
Li (0,b; X) (ou Li _(0,00; X)) o conjunto de todas as fungdes f :

(0,b) - X (ou f : (0,00) — X) tais que, para todo subconjunto
compacto K C (0,b) (ou K C (0,00)), temos f € L'(K; X).

Definigao 1.24. Chamamos de espago de Bochner—Sobolev de I em
X, denotado por W*P(I; X), para 1 < p < co e k € N, o conjunto
de todas as fungbes u € LP(I; X) cujas derivadas fracas até ordem k
também pertencem a LP(I; X). A norma nesse espago é definida por

K »
(Z / | D" u(t)||% dt) : se 1 <p < oo,
n=0"1

n J—
omaX, essSup;; ID"u(t)||x, sep= oc.

||U\\kap(1;x) =

Aqui, D™u denota a n-ésima derivada fraca da fun¢ao u. Com essa
norma, W*?(I; X) é um espago de Banach.

Observagao 1.25. Nas defini¢oes fornecidas acima, quando X = R,
omitiremos X nas notagoes LP(I; X),C(I; X) e WFP(I; X), escreve-
remos apenas LP(I),C(I) e WHP(I), respectivamente. O mesmo se
aplica a LP(Q2) para 1 < p < o0, que denotara o espaco das fungoes
mensuraveis de Lebesgue de 2 em R.

1.6 Elementos de Calculo Fracionario

Iniciamos com a definicdo de uma funcdo construida a partir da
razao entre um polinémio e a funcdo Gama, cuja estrutura seré essen-
cial ao longo deste capitulo. Essa funcao define o nucleo da integragao
que dé origem & féormula da integral fracionaria de Riemann-Liouville,
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que serd formalmente apresentada a seguir. Por sua relevancia, ado-

taremos neste trabalho a notacao g-alfa para nos referirmos a ela, e
destacaremos algumas de suas propriedades fundamentais.

Definigao 1.26. Seja o > 0. Chamamos de g-alfa a fun¢ao g, : R —

R definida por

t()z—l
, set>0,
ga(t) =< T(@)
0, caso contrario.

Apresentamos agora a seguinte defini¢do auxiliar:

Definigao 1.27. Sejam f,g : R — R duas fungoes.
convolugao entre f e g, denotada por (f * g)(¢), como

(f*g)(t) = / £t — s) g(s) ds,

para todo t € R.

Das defini¢oes acima, segue o resultado cléssico:

Definimos a

Proposicao 1.28. Sejam o, > 0 e considere as fungoes g, € ga

definidas em (1.26). Entao,

(9o * 98)(t) = Garp(t),

para todo t > 0.

Demonstracao. Se t < 0 entao temos
(90 +92)(0) = [ g0(t = s)go() ds
1 ¢ L
— @/ (t—s5)"""gp(s)ds

—00

<0.
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Por outro lado, se t > 0, temos

(ga * gﬁ)(t) = WA (t _ S)aflsﬁfl ds.

Fazendo a mudanca de variavel s = tu, temos:

a+pB—1 1
(9o * gp)(t) = W/O (1 —w)* W1 du
_ BB )
- D@
B ta-‘rﬂ—l
C T(a+p)

Portanto, (gq *gg)(t) = ga+s(t) para todo ¢t € R. Isto o que conclui
a demonstragao. O

Definigao 1.29. Sejam 0 < a < 1,b>0e f:[0,b] = X. Chamamos
de Integral Fraciondria de Riemann-Liouville de ordem « da fungao f,
denotada por J2 f(t), a funcao

JeF(t) = %a) / (t — )2 f(s)ds, (1.3)

para todo t € [0, b] tal que o lado direito da identidade acima exista.

Observagao 1.30. Sejam 0 < o < 1, b > 0e f :[0,b] - X. Ao
considerarmos a fungdo g, definida na Defini¢do 1.26 e a nocao de
convolugao, podemos estender f para uma funcao f : R — X dada por

. 0, t<0,
16 = {f(t), 0<t<b.
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Com isso, obtemos a seguinte expressao para a convolugao g, * f:

0, t <0,

(90 % (1) = ﬁ/()(t—s)“‘lf(s)ds, 0<t<b,

1 b a—1
@/O(t—s) F(s)ds, t>b.

Em particular, para ¢ € [0,b], a integral fracionaria de Riemann
—Liouville pode ser reescrita como

JEf() = (ga * [)(D),
desde que a convolugao acima esteja bem definida. Note que, por sim-
plicidade de notagao, mantemos a notacao f na convolugao.

Observacgao 1.31. De acordo com [13, Teorema 3.1|, ao considerarmos
1<p<oo,

JE o LP(0,b; X)) — LP(0,b; X),
define um operador linear limitado.

Definigao 1.32. Sejam 0 < < 1,b>0e f:]0,b] — X. Chamamos
de Derivada Fraciondria de Riemann-Liouville de ordem « da funcgao
f, denotada por D§ f(t), a fungao

D f(t) = Dy J;~* f(#), (1.4)

para todo ¢ € [0,b] tal que o lado direito da identidade acima exista.

Observagao 1.33. Notemos que, assim como obtivemos na Observa-
¢ao 1.30 podemos reescrever a expressao (1.4) como

D f(t) = Di(g1-a * f)(1),

para todo t € [0,0], desde que as expressOes acima existam.

Observagao 1.34. E mais, podemos reescrever a expressao (1.4) ex-
plicitamente como

D)= D s [},
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para todo t € [0, ], desde que o lado direito da identidade acima exista.

Observacgao 1.35. Se f € LY (0,b;X) e g1 * f € WHY0,b; X),
entao a Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville de ordem «, para
0 < a < 1, da fungéo f existe para quase todos os t € [0, b].

Exemplo 1.36. Considerando a propriedade estabelecida na Propo-
sicio 1.11 e a fungao f(t) = kt?, com k € R e 3 € (—1,00), temos
que
ET(B+1)tP~«
DYf(t) = ——7——, 1.5

para todo ¢t > 0.

Demonstragdo. Nas hipoteses apresentadas, podemos deduzir que

Dy f(t) = Dtl(tHa_B)L) /01(1 —5)"%Pds

Il -«
=(1+a-— ﬂ)t%ﬁLﬁ(l —a,B+1)
I'l—a)
_ kI(B+ 1)th—e
C Pl-a+p) "
E a prova esta completa. [

Tomando 8 = 0 na expressao (1.5), obtemos que a derivada fracio-
néria de Riemann—Liouville de uma constante real k é dada por

kt=¢

Dk =ty

Esse comportamento singular na origem motivou matematicos a
proporem uma nova definicdo de derivada fracionaria, com maior po-
tencial para o tratamento de equagoes diferenciais nos moldes tradici-
onais. Por esse motivo, apresentamos a seguir a definigao de derivada
fracionaria que sera adotada e estudada ao longo desta tese.

Definicao 1.37. Sejam 0 < a < 1,b>0e f:]0,b] — X. Chamamos
de Derivada Fraciondria de Caputo de ordem « da fungao f, denotada
por ¢Dg f(t), a fungao

D f(t) = Di(f(#) — £(0)),
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para todo t € [0, ], desde que o lado direito da identidade acima exista.

Observagao 1.38. Se f € C([0,b]; X) e gi—a * f € WH1(0,b; X),
entao a Derivada Fracionaria de Caputo de ordem «, para 0 < a < 1,
da fungao f existe para quase todos os t € [0, b].

Por fim, encerramos esta se¢ado com a apresentagao e uma forma de
demonstracao de um teorema que retne algumas propriedades funda-
mentais sobre as derivadas e a integral de ordem néo inteira (para mais
detalhes veja [12]).

Teorema 1.39. Sejam 0 < ay,as < 1,b > 0,f € L*(0,b;X) e h €
C([0,b]; X). Entao:

(i) J I f(t) = J 2 f(t), q.t.p. em [0,b];
(it) Dyt JEf(t) = f(t), ¢-t.p. em [0,0];
(iii) Se g1—a, * f € WHL((0,0), X), entdo

JEDP f(t) = f(1) = gau (T f($)}s=0, g-tp. em [0,0];

E mais, se existe uma fun¢ao integrdvel g tal que f(t) = Jg(t),
entao:
Dt f(t) = f(t), q.t.p. em [0,0];
(iv) eDFY P h(t) = h(t), ¢.t.p. em [0,b];
(v) Se gi_a, * f € WH((0,b), X), entdo J; eD* h(t) = h(t) — h(0),
g.t.p. em [0,b].
Demonstragao.

(i) Segundo (1.30), a Proposicao 1.28 e as propriedades da convolu-
cao, temos que:
IR f ()

* (Ga, ¥ £))(2)

)
)

(9a
= ((g l*gaz) )
= (( a1+a2) )(t)
= Jt 1+a2f( )7

para quase todo t € [0, b].
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(ii) Pelo item anterior e utilizando (1.4), temos:

Dy I f(t) = Dy Jy IR f ()
=D} J; f(t)

dt(/f s

= /()

para quase todo ¢ € [0,D].

(iii) Notemos que pela definigao D' f(t) € L'(0,b; X) e utilizando-
nos da Regra de Leibniz, temos que:

TEDE IO = g [ =m0z (s

- | (- o D f(s)ds
=i { s [ smpia s}

para quase todo t € [0,b]. Aplicando integragdo por partes e
usando o item (i), obtemos:

T D f(t) = Dy {— ==t { I f(5) om0

1

(o)

1 ! a1—1 7l—aq s)ds
i =T sas)

B _ﬁtal‘l{ﬁ_"“f(«?)}ls:o + Dy IS ()

a;—1
= 1)~ Fars

para quase todo ¢ € [0,].

{17 f(5)}s=o,

E, agora, seja g integravel tal que f(t) = J g(t), logo pelo item
(ii) temos que

Jet Dt f() = J7 DT g(8)
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= J"g(t)

para quase todo ¢ € [0, D].
(iv) Notemos primeiramente que

1 5 -
(175 h(s)|s=oll < ||h”C“°"’]’X)qu)/o (s —w)* ~Hdw|s=o = 0.

Com isso obtemos que:

cDFt It () = Dt (7 h(t) — JJ h(s)]s=0)
— DI ()
= h(t)’

para quase todo ¢ € [0, D].

(v) Defina H(t) := h(t) — h(0) e note que pelos itens (iii) e (iv)
podemos deduzir que

JOeDIh(t) = JO D H (1)
= H(t)
= h(t) — h(0),

para quase todo t € [0, b].

E a prova estd completa. O

1.7 Transformada de Laplace

Nesta secao, apresentamos brevemente a transformada de Laplace,
uma ferramenta analitica fundamental na resolugao de equagoes dife-
renciais ordinarias e fracionarias. Abordaremos suas defini¢oes basicas,
propriedades operacionais e, em especial, formulas envolvendo a trans-
formada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler e da derivada fracio-
naria de Caputo. Esses resultados ser@ao essenciais, por exemplo, na
dedugao da férmula da variagao das constantes discutida no Capitulo
2.
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Mantemos aqui as convengoes introduzidas na Sec¢ao 1.5, especial-
mente a suposicao de que X é um espaco de Banach. Nao reproduzire-
mos demonstragoes de resultados classicos, remetendo o leitor as obras
de referéncia [6, Capitulo 2], [28, Capitulo VI] ou [41, Capitulo 0] para
demonstracoes rigorosas e detalhadas.

Definicao 1.40. Dizemos que uma fungao f : [0,00) — X possui
limitagcao exponencial se existem constantes M > 0, tg > 0e w € R
tais que

If#)]lx < Me**, para todo t > t.

Definigao 1.41. Se f € L}, _(0,00; X), chamamos de transformada de

loc

Laplace de f a fungao £ : C — X definida por

cine = [ o

0

para todo s € C tal que a integral acima existe. Para facilitar a escrita,

~

denotaremos f(s) = L[f](s).

A existéncia da transformada acima esta garantida pelo seguinte
resultado classico.

Teorema 1.42. Se f € L, (0,00; X) e possui limitagdo exponencial,
1sto €,
| f(t)lx < Me“*,  para todo t > to,

o~

para certos M,w > 0 e tg > 0, entao a transformada de Laplace f(s)
existe para todo s € C com Re(s) > w.

A partir deste teorema, provamos uma série de corolarios que serao
particularmente tteis nas se¢oes subsequentes desta tese. Reiteramos,
contudo, que serao demonstrados apenas aqueles cujas provas nao se
encontram explicitamente nas referéncias citadas no inicio desta secao.

Corolario 1.43. Sejam g € L} (0,00;X) e h € L} _(0,00;X) com
limitagcao exponencial, isto é,

lg@®)llx < Me®t e ||h(t)|x < Me**, para todo t > to,

para certos M,w > 0 e ty > 0. Entao, a convolugio g * h admite
transformada de Laplace para todo s € C com Re(s) > w, e vale a
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identidade
Llg = h](s) = Llg](s) - L[h](s).

Corolario 1.44. Sejam 0 < a <1 e f € C([0,00); X) tal que
1f(®)]lx < Me“*,  para todo t > to,

para certas constantes M,w > 0 e tg > 0. Entao, a transformada de
Laplace da integral de Riemann-Liouville de ordem « de f existe para
todo s € C com Re(s) > w, e € dada por

~

L) (8) = s7f(s).

Demonstrag¢ao. Da Observagao 1.30 temos JXf(t) = g * f(t), para
qualquer ¢ € [0, 00). Mas, entdo, o Corolario 1.43 garante que

LI F®)] (s) = £ [ga )] ()L [f(B)] (5),

para todo s € C com Re(s) > w. Agora, note que fazendo uma justifi-
cativa sobre integrais em caminhos complexos, podemos deduzir que

o0 1 oo
e g (t)dt = —/ e Sttt gt
/0 I'(a) Jo
1 (oo}
= / e w  dw = s7°.
0

sT ()
]
Corolario 1.45. Sejam 0 < a <1 e f € C([0,00); X), tal que
If()lx < Me*t,  para todo t > t, (1.6)

para certas constantes M,w > 0 e tg > 0. Entao, a transformada de
Laplace da derivada de f existe para todo s € C com Re(s) > w, e €
dada por

Demonstracao. Seja R > 0, e note que uma integragao por partes
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garante que

R R
| et = et - j0) +s [ et
0 0

Dai, gragas a (1.6), deduzimos que L [f'(t)] (s) existe para todo
s € C com Re(s) > w, e é dada por

ciroe - | T ety dt = —£(0) + 8 i T et .

0 0

O

Corolario 1.46. Sejam 0 < a <1 e f € C([0,00); X), tal que cD f €
C([0,00); X) e

If(Dllx < Me*t,  para todo t > t,

para certas constantes M,w > 0 e tg > 0. Entdo, a transformada de
Laplace da derivada de Caputo de ordem o de f existe para todo s € C
com Re(s) > w, e € dada por

L1eDg f (1) (s) = 5 f(s) = s* 7 £(0).

Demonstragio. Como J;~*(f(t) — £(0)) € C(]0,00); X), segue dos
Corolarios 1.44 e 1.45 que £ [cD§ f(t)](s) existe e

L[eDP f(1)](s) = sL[J = (f(t) = FOD](s) = T (£(2) = F(0)],_q»

para todo s € C com Re(s) > w. Sabemos que f(t)— f(0) ¢ uma funcédo
continua, portanto segue diretamente que J;~*(f(t) — f(O))|t:O =0.
Finalmente, segue do Teorema 1.44 que

S

£[eDF FO)(9) = s 7010 6) = s |52 (9 - H2)]

para todo s € C com Re(s) > w, como queriamos. O
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Capitulo 2

Equacoes Diferenciais
Fracionarias Abstratas

Neste capitulo, trataremos essencialmente da existéncia e unicidade
de solugoes para o problema de Cauchy associado a equacgoes diferen-
ciais fracionarias. O foco sera o seguinte problema:

{ cDfu(t) = Au(t) + f(1), t=0, (2.1)

u(0) = up € X,

em que X é um espago de Banach, 0 < a <1, A: X — X é um
operador linear limitado, cDf* denota a derivada fracionaria de Caputo
de ordem « (definida na Secdo 1.6), e f : [0,00) — X é uma funcao
continua.

2.1 Caso do Problema Linear

Consideraremos nesta se¢ao o caso em que f(t) = 0 para todo t > 0
e todo z € X. Podemos, entéo, reescrever o problema (2.1) da seguinte
maneira:

{ cDfu(t) = Au(t), t>0, (2.2)

U(O) =uy e X

As ideias desta secdo estdo baseadas essencialmente em [14], [20],
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[30] e [40].
Comecemos estendendo a Definigao 1.20, mas agora para a Derivada
de Caputo.

Definigao 2.1. Chamamos de Espa¢o das Derivadas de Caputo conti-
nuas, denotado por C*(I; X)), o espago que consiste de todas as fungoes
continuas de I C R em X cuja Derivada de Caputo de ordem « é con-
tinua em 1.

Antes de iniciarmos qualquer discussao sobre os resultados que pre-
tendemos estabelecer, é necessario explicitar, de forma clara e concisa,
o que entenderemos nesta se¢ao por solucao do problema 2.2.

Com base nesse esclarecimento, apresentamos a defini¢do a seguir.

Definicao 2.2. Uma fun¢do u : [0,00) — X é dita uma solug¢ao do
problema (2.2) se:

(i) we C*([0,00); X);
(ii) u satisfaz as equagbes do problema (2.2).

A seguir, provaremos uma equivaléncia integral que deve ser satis-
feita por quaisquer possiveis solugbes do problema (2.2).

Lema 2.3. Seja u : [0,00) — X wuma fungdo continua com u €
C([0,0), X). Entao, u é solugio do problema (2.2) se, e somente se,
u satisfaz a equacdo integral

=u 1 t — 5)* L Au(s)ds
ut) =+ s [ (0= Au(s)as, (23)

para todo t > 0.

Demonstragao. (=) Suponha que u € C([0,00), X) é uma solugdo de
(2.2). Nosso objetivo é mostrar que u satisfaz a equagao integral (2.3).
Entao u € C*([0,00), X) e dai, aplicando o operador J* em ambos
os lados da primeira equagao de (2.2), utilizando o item (v) do Teorema
1.39, obtemos:
JieDgu(t) = J (Au(t)).

Logo,
1

) = u(0) = s /0 (t — 5)°=1 Au(s) ds,
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para todo ¢t > 0, o que nos dé4, utilizando a condigao inicial de (2.2)

1 ! a—1
() /o (t —8)* " Au(s) ds,

para todo t > 0. Logo u satisfaz a equagao integral (2.3) para todo
t>0.

u(t) =uo +

(<) Suponha que u € C([0,00); X) e que u satisfaz a equagao inte-
gral (2.3), em [0, 00), isto é:

u(t) = ug +

I(«)

Como Au € C([0,00); X), segue imediatamente que u(0) = wup.
Agora reescreva a equagao (2.4) como

/t(t —5)* tAu(s)ds, Vt>0. (2.4)
0

u(t) = ug + JF(Au)(t),

para todo t > 0.
Do item (ii) do Teorema 1.39, segue que u € C*([0,0), X) e que

eDfu(t) = eDy (ug + JP (Au(t))) = Au(t),

para todo t > 0.
Portanto, u satisfaz a primeira equagao de (2.2) em [0, 00), ou seja,
u é solugao de (2.2).
O

Por fim, apresentamos o teorema central desta segao, que estabelece
a existéncia e unicidade de solugao para o problema de Cauchy dado
em (2.2).

Teorema 2.4. Se ug € X, entao o problema (2.2) admite uma unica
solugao global.

Demonstragao. Seja b > 0. Definimos o operador T}, : C([0,b]; X) —
C([0,0]; X) por

Tyu(t) :=uo + %04)/0 (t — 8)* "t Au(s) ds.
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Sejam u,v € C([0,b]; X). Para todo t € [0, b], temos:

IThu(t) - Tho(e)]x < 1AL [ =57 uts) — ol s

- T
A — : t
< [Allex) llu ”cqo,b],X)/(t_S)a_lds
['(a) 0
_ Al lu = olleon:x)
P(a+1)

De modo an&logo, por inducao, obtemos que para todo n € N e
t €10,0],

tnot A n:
I HL(X)Hu_vﬂc([O,b]%X)’

n _qmn <

0 que implica

T w— T | < My ||lu—| com M, := %
b b Ullc(o,bl;x) = HMn C([0,6];X)> " Tlhat+l)
Como a série com termo geral M,, é convergente (ver Proposigao
1.18), existe ng € N tal que M,, < 1 para todo n > ng. Assim, pelo

Teorema do ponto fixo de Banach, T}, admite um tnico ponto fixo em
C([0,b]; X).

Como b > 0 é arbitrario, concluimos que o problema (2.2) possui
uma Unica solugao. O

Corolario 2.5. Se ug € X, entdo o ponto fixo do teorema anterior €
dado pela fungio E.(t*A)ug.

Demonstracao. Seja b > 0. Fagamos pelo Método Iterativo de Picard
que, sabidamente, serd convergente para o ponto fixo encontrado no
Teorema 2.4.

Defina {U,,(t) }nen C C([0, 5], X) com seus elementos dados por

Ut =uo e Un(t) :uﬁﬁ /O (t — $)°=L AU, 1 (s)ds.
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Sendo assim, podemos computar

Ui(t) = ug + F(la)/o (t — 5)* ! Augds

Aug /t .
=ug+ —— | w* dw
I'(a) Jo

tO‘Auo

BRI VP

Computando, mais uma vez, e considerando a Proposicao 1.11, te-
mos que

Ug(t)—qurF(la)/O (t — s)* AU, (s)ds
1 t o1 % Aug
=t gy [ €97 (w0 1
=u i t — $)2 ! Augds
= O+F(a)/0(t ) Augd

1 ! L
- _ a— aAQ
+ NONCES) /0 (t —s)* " s*A%upds

taA’U,o A2’LL0 ¢ 1
= t _ « ad
O T s ) T T(@r et 1) /0 (8= 8)" s"ds
taAUO tzaAZUO ! 1
= 1 _ o ad
Wt s ) T T@r(at 1) /0 (1 —w)* wdw
taA’LLO tQOCAQ’U,O
- B 1
wt s P ety 2eetd
t* Aug 2% A%y T(a)l(a+1)
= Uy .

MNa+1) T@l(a+1) TRa+1)
taAUO + tZOéAQUO
Ma+1) TQRa+1)

:uo

E assim, obteremos, indutivamente, que

k tn()/ Anuo

Ug(t) = Om.
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Desse modo, temos
k

" Am g
utt) = khi?oo — T'(na+1)

B f: g
na + 1
a(t A)UQ,

uniformemente em [0,b]. Como b foi uma escolha arbitraria, a prova
estad completa. O

Observagao 2.6. (i) Em resumo, o Corolério 2.5 garante que a so-
lucdo do problema (2.2) é expressa por E, (t*A)ug, evidenciando
que a dindmica da equacao esté diretamente relacionada a funcao
de Mittag-Leffler, cujo estudo foi desenvolvido na Secao 1.4.

(ii) Notemos que a solucdo obtida ndo satisfaz a propriedade de se-
migrupos, isto é

Eo((t+8)*A) # E,(t1“A)Ef(s%A), V 0<a<1l Vtse[0,00).

Para mais detalhes veja [39].

2.2 Caso do Problema nao Homogéneo

Nesta se¢do, passamos a considerar o problema completo (2.1). As-
sim como feito anteriormente, comegamos definindo precisamente o que
entenderemos por solucao desse problema. Neste contexto, seré neces-
sario introduzir as nogoes de solugao local e solugao global.

Definigao 2.7. Uma fungéo u : [0,00) — X é dita uma solug¢do do
problema (2.1) se:

(i) we C*([0,00); X);
(ii) u satisfaz as equagdes do problema (2.1).
Assim como na secao anterior, estabelecemos inicialmente uma equi-

valéncia integral que deve ser satisfeita por quaisquer solucoes do pro-
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blema (2.1), e, em seguida, enunciamos o teorema que garante a exis-
téncia e unicidade de solugao para esse caso.

Optamos, no entanto, por omitir as demonstragoes, pois elas seguem
os mesmos argumentos técnicos ja empregados na prova do Lema 2.3 e
do Teorema 2.4, sem introduzir novas ideias relevantes.

O foco principal desta segao é apresentar a férmula da variacao das
constantes para o problema (2.1), a qual sera fundamental na anélise de
exemplos mais elaborados no Capitulo 3. Ressaltamos que essa formula
pressupoe a existéncia de solugdo para o proprio problema (2.1).

Lema 2.8. Seja u : [0,00) — X wma fungdo continua com u €
C([0,00),X). Entao, u € solu¢io do problema (2.1) se, e somente se,
u satisfaz a equacao integral

I a1
u(t) = ug + ) /0 (t —s)* ' [Au(s) + f(s)]ds,

para todo t > 0.

Teorema 2.9. Se ug € X, entao o problema (2.1) admite uma unica
solugao.

Agora vamos focar na obtencao da Formula da Variagao das Cons-
tantes associada ao problema (2.1).

Teorema 2.10. Sejam X um espaco de Banach e assuma que f :
[0,00) = X € uma fungdo continua tal que ||f(t)||x < Me“" para
algum M,w > 0 e algum tg > 0. Entao, o problema (2.1) satisfaz

u(t) = Ea(t* Ayug + / (t— 8" Eaa ((t — 5)*A) f(s) ds,

em que Eo(2) e Eqo(z) denotam as fungoes de Mittag-Leffler; veja
detalhes em (1.1).

Demonstra¢ao. Aplicamos a transformada de Laplace em ambos os
lados da primeira equagao de (2.1) e usando a condigao inicial de (2.1),
obtemos gragas ao Teorema 1.42 e ao Corolario 1.45 que:

LleDu(t))(s) = s*u(s) — s> tuo,
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LlAu(t)](s) = A(s), LIf()](s) = f(s),

para todo s € C com Re(s) > w. Substituindo na equagao transfor-
mada, obtemos:

sT(s) — s* tug = Ati(s) + f(s).
Reorganizando, obtemos:

(s* = A)u(s) = s* Tug + F(s).

Tomando agora s > max{w, ||AH1L/&)}, podemos multiplicar ambos

os lados da igualdade acima pelo resolvente fracionério (s*—A)~!, para
obtermos

U(s) = (s — A) L™ Lug + (s — A)"Lf(s).
Utilizando as férmulas conhecidas da transformada de Laplace:

L[5 (s* — A) 7] = Eu(t*4),
L7H[(s* = A) 7 =t Eqa(t™A),

obtemos:
u(t) = Bt A)ug + /O (£ — ) B o ((t — 8)*A) f(s) ds.

E isto conclui a prova. O
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Capitulo 3

Equacoes Diferenciais
Fracionarias Abstratas
Espaco Dependentes

Neste capitulo apresentamos os elementos originais desta Tese, a
saber, uma apresentagao dos elementos teoricos do Célculo Fracionéario
de Ordem Variéavel, bem como, elementos necessarios e suficientes para
obtencao de solucoes de equacoes diferenciais abstratas espago depen-
dentes.

3.1 Elementos de Calculo Fracionario de Or-
dem Variavel

Considerando as fungoes e os espagos apresentados ao longo do Ca-

pitulo 1, bem como os resultados desenvolvidos até este ponto da tese,

estamos prontos para introduzir as defini¢oes de diferenciacdo e inte-
gracao de ordem varidvel.

Definigao 3.1. Chamamos de Integral Fraciondria de Riemann-Liouville
de ordem a(x) da fungao ¢, denotada por Jta(z)go(t, x), a fungao dada
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por

JQ(I)QO(t 2) = F(al(aj))/o (t— s)a(m)flw(s,x)ds, se a(z) € (0,1],

o(t, @), se a(x) = 0.

para ¢ : I x Q — R e para cada (t,z) € I x Q tal que o lado direito da
identidade acima exista.

Observagao 3.2. Vale notar que se ¢ € L'(0,b; L'(2)), entdo para
quase todo z € €, a fungio ¢(-,z) pertence a L' (0,b). Portanto, se o €
L>(Q), a partir da teoria classica da integral fracionaria de Riemann-

()

Liouville (veja [13, Teorema 2.5]), temos que J; " p(t,z) existe para

quase todo t € [0,b] e quase todo x € Q.

Exemplo 3.3. Considere as fungoes « : [0, 1] — [0, 1] dada por a(x) =
z, e ¢:[0,00) x [0,1] — R dada por ¢(t,z) = t'/% cos(z).

Entéo, podemos computar a Jta(x)gb(t,z), isto ¢, J¥t'/2 cos(z) que
sera dada por

1'(3/2)t*+(1/2) cos(x)
JEY? cos(x) = P(z+(3/2)
t1/2, sex=0ete][0,00).

sex € (0,1] et € [0,00),

Exemplo 3.4. Considere a fungao g, conforme dada na Definigao 1.26.
Entao, para cada (t,z) € I x Q tal que a(z) € (0,1] e a integral
fracionaria de ordem «(z) esteja bem definida, podemos escrever:

Tt @) = [gagay * o)) (0).
Além disso, conforme a Proposi¢ao 1.28, se ag,ap : © — [0, 1] s@o
fungoes tais que as expressoes envolvidas estdo bem definidas, entao
vale a identidade

Jor gea(@) oy py = ger(@ren(@) gy gy

para todo (¢,x) € I X em que a composigao de operadores faga sentido
(cf. [13, Teorema 3.15]).
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Agora, apresentamos a primeira derivada fracionéaria de ordem va-
riavel a ser considerada nesta tese. Vale ressaltar que tal derivada sera
aqui introduzida apenas para definir a principal derivada fracionaria de
ordem variavel utilizada em nossa teoria.

Definigao 3.5. Chamamos de Derivada Fraciondria de Riemann-Liouville

de ordem a(x) da fungéo ¢, denotada por Df‘(x)cp(t, x), a transformagao

dada por
a(z) _ i 1—a(z)
Dy p(t,a) = = { I Delt,a)ds |,

para ¢ : I x Q — R e para cada (t,z) € I x Q tal que o lado direito da
identidade acima exista.

Mais explicitamente, podemos reescrever a Definigdo 3.5 em itens
da seguinte maneira:

(i) o(t,x), se a(z) =0;

31 d 1 ! — T .
(ii) pr [F(l—oz(x))/o (t —s) ( )gp(s,x) ds|, se a(z) € (0,1);
(iii) @(t, ), se a(x) = 1.

Exemplo 3.6. Considere as mesmas fungoes do Exemplo 3.3. Entao,
podemos computar a D?(m)aﬁ(t, x), isto é, D¥t'/? cos(x) que sera dada
por

() t7Y2, sex=0et€[0,00);

(i)

r((3/2) — =) ,sex € (0,1/2] et € [0, 00);

)

(
1'(3/2)t(/2) == cos(x)

(

,sex € (1/2,1] et € (0,00);

t=1/2 cos(1)

5 ,sex=1ete (0,00).

Observagao 3.7. Podemos verificar que a derivada fracionéria apre-
sentada na Defini¢ao 3.5 pode ter uma singularidade a medida que ¢ se
aproxima de 0%, semelhante & derivada fracionéria classica de Riemann-
Liouville, conforme ilustrado no exemplo anterior.
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Agora estamos prontos para apresentar nossa nocao principal de
derivada fracionaria, a saber, a Derivada Fracionaria de Caputo de
ordem variavel.

Definigao 3.8. Chamamos de Derivada Fraciondria de Caputo de or-
dem a(z) da fungdo ¢, denotada por ch(x)cp(t,x), a transformacao
dada por

D p(t,x) = DI (@) = p(0,2) | ds,

para ¢ : I x Q — R e para cada (t,x) € I x Q tal que o lado direito da
identidade acima exista.

A seguir, demonstraremos dois lemas que serao fundamentais para
o estabelecimento do item (iv) do Teorema 3.11, um resultado que sera
demonstrado adiante e que desempenha um papel crucial na prova do
Teorema principal da Segao 3.2.

Lema 3.9. Para 0 < 8 <y <1, temos que

T

para cada y € [t/ (179 et/(1=7].

Demonstragao. Inicialmente, tomemos x = log(y) e observemos que a
desigualdade (3.1) é equivalente a

(1;9) e O-1)+1, (1—7> -V 15,
¥

para todo z € [1%9, ﬁ}

Note que, para cada x nesse intervalo, existe ¢ € [0, 1] tal que

t +1—t
r=——+-—"7-:
1-60 1—»

Com base nisso, definimos a funcao ¢ : [0,1] — R por

() = [“ -0 -0 = 9)’5} o= (1=8)(7—0)/(1-7)

6(1—1)
(1-0)—(y-0)t ot (1—0)/(1-0) _
i -
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Dessa forma, verificar a validade de (3.1) equivale a mostrar que
@(t) > 0 para todo t € [0,1].
Para analisar o sinal de ¢, comecamos calculando sua derivada:

o (t) = (v —9)? [e—(1—t)(7—9)/(1—7)7(1 —02(1—1)
(L= 02 (1 )2
=1 (1)
_et(’v—a)/(l—G)g(l — )2t |,
=2 (t)

para todo t € [0, 1].
O sinal de ¢(t) é determinado pela diferenga 11 (t) — ¥2(t), ou seja,
temos ¢’(t) > 0 se, e somente se, 11 (t) > 12(t), 0 que é equivalente a

=0 [(1=)(1=0)] 6(7_9)/(1_7)9(1—”2} ( t )
—~— = S1-0)? 11
=P ()

Analisando as fungbes acima, concluimos que:
(i) ¥3(0) =1 e ¥3(t) é continua e crescente em [0, 1];

(i) 14(0) = 0, ¥4(t) é continua e crescente em [0, 1), porém tende a
oo quando t — 17.

Portanto, existe rg, € (0,1) tal que ¢’(t) > 0 em (0,79,) € ¢'(t) <0
em (7g,1).

Concluimos, assim, que ¢ é crescente em (0, 7¢,) e decrescente em
(ro4,1), atingindo seu minimo em ¢ = 0 ou t = 1. Logo,

) 2 min{p(0), (1)} > min {7 220

para todo t € [0,1]. Isso encerra a demonstracio da desigualdade de-
sejada. O

As ideias contidas na demonstragao do ultimo lema nos exigiu um
esforgo significativo, mas se mostraram importantissimas na obtencao
do resultado a seguir.
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Lema 3.10. Se 0 <6 <3<+ <1, entdo

1-46 1-—
10, 01,
Y

(1-8)y° <

para todo y € (0,00).

Demonstragao. Fixe y € (0,00) e considere a fungao f, : [0,00) — R

dada por
1-0 1-—
(-0, 0-0 .
¢ ¥

Para apresentar todos os detalhes desta prova, vamos dividi-la em
trés casos.

fy(t) = *t)yt.

(i) Paray € (0,1), observe que (log(y)—1)/log(y) > 1, e f,(t) € uma
fungdo crescente no intervalo (0, (log(y) — 1)/log(y)). Portanto,
como [0,v] C (0,1) e 8 € [0,7], podemos deduzir que

182 £0) = S0 (1 ;V)yv “o

que é equivalente & desigualdade desejada.

(ii) Para y € [1,€], notamos que fy(t) é uma funcdo crescente em
(0, 00). Desse modo, considerando que [6,+] C (0,00) e 8 € [0,7],
concluimos que

(=02, -7,

fy(ﬂ) > fy(e) = 0 ~

que é a desigualdade desejada.

(iii) Chegamos ao caso mais desafiador desta demonstracao, a saber,
0 caso em que y € (e, 00).

Notamos que 0 < (log(y) —1)/log(y) < 1. Observe também que a
funcéo f,(t) ¢ uma funcdo decrescente em (0, (log(y) —1)/log(y))
e uma fungao crescente em ((log(y) — 1)/log(y),00). Com isso,
considerando [6,7] C (0, (log(y) — 1)/ log(y)), obtemos

10 2 ) =552+ By 20
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que é exatamente a desigualdade desejada.

Agora, no caso em que [6,7] C ((log(y) —1)/log(y), o0), obtemos

£,08) = 1,0 = L=y 4 O ;v)yW -

novamente obtemos a desigualdade desejada.
Por fim, se (log(y) — 1)/ log(y) € [6,7], podemos concluir que

e = o, (A=) - G5y By -

=g(y)

e y = [61/(1_9)7 el/(l_w)].
Agora, pelo Lema 3.9, temos que g(y) > 0 em [e!/(1=9) /(=]
0 que, mais uma vez, nos da a desigualdade desejada.

E a prova esti completa. O

Uma das aplicagoes do Lema 3.10 é a obtencao de algumas desi-
gualdades que se mostraram essenciais para provar o primeiro teorema
de existéncia e unicidade de solucdo (veja Teorema 3.22) que apresen-
taremos neste trabalho.

Teorema 3.11. Se0 < ag <1 ea € L>®(Q) sdo tais que a(x) € [, 1]
para quase todo x € 2, entdo as sequintes desigualdades sao vdlidas:

(i) T(v0) < T(llall () < T(a(z)) < T(a), para quase todo x € €,
em que Yo € o minimo da fungcao Gama apresentado no item (iv)
da Observagao 1.10.

(ii) slelle@ =1 < ga(@)=1 < g20-1 parg 0 < 5 < 1 e para quase todo
x € Q.

(iii) s*0~1 < s@)=1 < gllelize@ =1 parg s > 1 e para quase todo

r € .

(iv) Para s1,s2 > 0 e para quase todo x € Q, vale que
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Sg(a:)—l B S(f(m)—l’

ag—1 1
|820 —S(X]O |
<

lall ooy —1 [leell Loo (y—1
‘32 pe@=t el

+
Qo ||o‘||L°°(Q)

Demonstragao. Os itens (i), (i1) e (ii7) s@o facilmente verificados, de
acordo com a Observacdo 1.10 e pelo fato de que ap < a(z) < ||| L~ (q)
para quase todo x € €.

Agora, para provarmos o item (iv) sera necessaria uma explanagao

mais detalhada.

Assuma 0 < 6 < 8 < v < 1 e considere a funcao g : (0,00) — R

dada por
GO A G V3

B-18 (-1

Ao derivarmos ¢(t), identificamos a existéncia de um ponto critico t.

g(t)=1-

tal que a fungéo g é crescente em (0, t,) e decrescente em (%, 00), onde

L [(1—9)(6—9)7]1/”_9)
LA -n(-p) '

Mas, entao, para cada t € (0,00) \ {t.}, ¢ valido que g(t) < g(t). No
entanto, o Lema 3.10 nos d& que que
1-6),¢ (=7

9 t.” + 5 t.7,

(1-pB)t.° <

o que é equivalente a g(t,) < 0. E, por sua vez, isso nos da que g(t) <0,
para cada t € (0,00). Portanto, se considerarmos f : (0,00) — R dada

por
ta—l t’y—l
t)y=tF"1 - — —
(1) -
como f'(t) = (B8 — 1)t°~2g(t), podemos concluir que f(t) ndo é decres-
cente em (0, 00).

Consequentemente, se considerarmos, sem perda de generalidade,
que s1 < sg, entdo f(s1) < f(s2), e mais, podemos deduzir que

5?71 _ 5571‘ _ Sffl _ 81
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Com um argumento de limite simples, podemos provar que a desigual-
dade acima ¢é valida mesmo quando tomamos 0 < 6 < g8 <~y < 1.

Por fim, tomando 6 = ag, § = a(z), e v = ||a|[ L~ (), 0 item (iv) &
valido.

E a prova esta completa. O

Observagao 3.12. Se assumirmos que ||a|| ;o) < 1, podemos obter,
através de uma prova similar, porém relativamente mais simples que a
apresentada acima, que para sy, S > 0,

Sao—l _ Soto—l SQaHLOO(Q)_l . S!O‘HL“’(Q)_l
a(z)—1 a(z)—1 2 1
82 — 81 S )
1—ao 1= [lallpe< (@)

para quase todo x € ().

Entretanto, este resultado nao fortalece nossos teoremas principais
e, principalmente, ndo nos permite considerar o caso [|a|z=@q) = 1,
desse modo optamos por menciona-lo aqui sem fornecer uma prova
detalhada e muito menos utiliza-lo na construcao de nossa teoria.

Outro resultado importante que apresentamos agora é o que diz
respeito a continuidade da integral fracionéria de Riemann-Liouville de
ordem «(z) em espagos LP, conforme descrito abaixo.

Corolario 3.13. Se o € L>*() e existe 0 < apg < 1 tal que a(z) €
[, 1] para quase todo x € Q, e p € L™(0,b; LP(Q)), para 1 < r,p < oo,
entdo Jta(z)go(t,x) pertence a L™ (0,b; LP(Q2)) e

1

b ¢ ” 1/r
L 0105 ) ds
(f Ty J, o el e dt)

< 1 |:bao b”aHLOO(Q)
~ Tlallze@))

- HSOHLT 0,b;LP(Q))-
a0 ||a||Loo<QJ (OHLr(E)
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Demonstrag¢io. Dado que o € L>*(Q), t*(@)=1 & yma funcdo mensu-
ravel de Lebesgue para cada (¢,z) € [0,b] x Q. Portanto, como ¢(t)
¢ uma fungdo mensuravel de Bochner-Lebesgue, (& — 5)*()~1p(s,-) é
uma fun¢do mensuravel de Bochner-Lebesgue para quase todo ¢ € [0, b]
(cf. [37, Capitulo XIV - Lema 1.1]).

Agora, devido aos itens (i), (i) e (iii) do Teorema 3.11, observe
que

’1“(041(25)) /Ot (t = )" p(s, ) ds

1 /t .
<————— [ (t=5)"""o(s,x)|ds
L([ledllzee ) Jo

1 t
=~ t— HO‘HLOO(Q)—l d
F(HO‘”LOO(Q)) /0( 8) |‘P(3,$)| s,

para quase todo (t,z) € [0,b] x Q, o que implica, gracas a desigualdade
integral de Minkowski (ver [26, Teorema 202]), que

||th(.)<P(t7 e
1

< -
~ T(llallze (@)
L

C(llel Los ()

T(ao) i o)l (2

Il oo
C(llallpe@))dy @ lle®)] e,

para quase todo ¢ € [0, b].

Assim, para 1 < r < oo temos que

([

r 1/r
L O ) ds
T [, el o ‘”)

1 b o
< malme UL (o leioe

llerll oo "
Tl )T o (Ol oy | )

1/r

Finalmente, a desigualdade classica de Minkowski e a limitagao da
integral fracionaria de Riemann-Liouville (ver [13, Teorema 3.1] para
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detalhes) garantem que

([

1 t r 1/r
- t— )" 1p(s, ) ds dt
) J, € el e
1 [bao plledloe ()
[
~ Tl (o)

" | el oo () -
a ||a||Lm<QJ (007 ()

O caso em que r = oo é omitido aqui, pois pode ser verificado

diretamente. O

Observagao 3.14. Alguns pontos que achamos importante enfatizar:

(i)

O Corolério 3.13 garante que a integral fracionaria de Riemann-
Liouville de ordem «a(x), quando o € L>®() e oy < a(x) com
ap € (0,1), ¢ um operador linear limitado de L"(0, b; LP(Q2)) em
L7(0,b; LP(Q))) para cada 1 < r,p < oco. Portanto, com este
resultado estamos melhorando o Teorema 3.1 de [13] para o caso
em que X = LP(Q).

Sea e L*() eay <alz) com0 < ay <1, emais,se b >0¢é
tal que ¢ € L'(0,b; LP(2)) e Jtlfa(m)go(t, x) pertence ao espago de
Bochner-Sobolev Wh1(0, b; LP(€2)), entdao a derivada fracionria
de Riemann-Liouville de ordem a(z) de ¢(t, x) existe para quase
todo (t,x) € [0,b] x Q. Além do mais, se ¢ € C([0,b]; LP(Q)),
entdo a derivada fracionaria de Caputo de ordem a(x) de (¢, )
também existe para quase todo (t,z) € [0,b] x Q.

Exemplo 3.15. Este exemplo nos servira para mostrarmos que mesmo
que ¢ € L'(0,00; LP(Q)), o € L>®(Q) e ap < ax) com 0 < o < 1,
entao Jto‘(gp)go(t7 x) geralmente nio pertence a L(0, 00; LP(£2)). De fato,

isto ja pode ser verificado no caso em que «(z) é constante.
Seja a : [0,1] = R dado por a(z) =1/2, e ¢ : [0,00) x [0,1] = R
dado por

1, se0<t<1,
p(t,x) =
0, set>1,

Entdo, para 1 < p < oo, ¢ € L1(0,00; LP(0,1)).
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Agora, note que

$1/2
S ifo<t<l1,
- rE/2) B
Jt (p(t,fli) = 1/2 1/2
2 — (t—1)Y 1
N S S 1
r(3/2) ’
(§]
3/2 _ —1)3/2
o . [M (M —1)%=1
HJt @(tvf)’|L1(0,oo;LP(071)) - ]\411—r>noo I'(5/2) -

ou seja, Jta(ﬂgp(t,x) nao pertence a L(0,00; LP(0,1)).

Por fim, apresentamos dois resultados importantes referentes a in-
tegral fracionaria de Riemann-Liouville e & derivada de ordem a(x).
Estas propriedades se mostraram essenciais para a analise das solugoes
discutidas na Segao 3.2.

Proposigao 3.16. Sejam 0 < ap < 1,b > 0,1 < p < 0. Se a €
L>(Q) € tal que afx) € [ag,1] para quase todo x € Q e ¢ é uma
fungao que pertence a C([0,b]; LP(Q2)), entao Jta(x)go(t,x) pertence a
C([0,0]; LP(2)) e Jf‘(x)go(t,x)h:o =0 para quase todo x € ).

Demonstrag¢ao. Como a(z) € (oo, 1], se considerarmos t € (0, b] e usar-
mos a desigualdade de Holder junto com os itens (¢) — (ii¢) do Teorema
3.11, obtemos que

1 /t ()-1
—— [ (=) (s, ) ds
HF(OZ()) o ( ) ( ) Lr ()
t -1
< = (s, ds
/0 XCTOIRAE A
t a()-1
< P YA d
< llelleqo:e <Q>>/0 T@) e

tHO‘HLOO(Q) o 1
el * o)

< llelleo.bce @) {|a||Loo(m ay

”CVHLOO(Q)).

Logo, a expressao est4 bem definida para todo ¢ € [0, b] e é continua no
ponto t = 0.
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Resta-nos verificar a continuidade em (0, b]. Para isso, fixemos ¢y €
(0,0]. Se t € (to,b), podemos deduzir que

Hl /t(t _ S)a(~)—1¢(s’ Y ds

L(a()) Jo
_$ 0 —s a()—1 s.)ds
F(a(.))/o (to — ) o(s,-)d e (3.2)
¢é limitado por
=90 s .
A e
to (to — S)a(-)—l —(t- S)Q(.)_l . .
+/0 [ T(a() }w(& ) . ds. (3.3)

Agora, aplicando a desigualdade de Hélder e realizando uma mu-
danga de variaveis em (3.3), obtemos que (3.2) é limitado por

t=to || ype()—1
Ielleqo.r:Lr @) [/0 T(a() [l oo w
+/t0 [w‘”“‘l —(t—to+ w)a(.)_l} dw] .
o L(a(:)) Lo (Q)

E, novamente, dos itens (i) — (iv) do Teorema 3.11, obtemos que
(3.2) é limitado por

t—to
||S§||(ié£07T]7LP(5)))) [/ (wao—l _’_wHaHLOO(Q)_l) dw
L () 0

+/t0 (wmt = (t —to +w)™ 1)
0

Qo

llellzoe () =1 _ (¢ — ¢ + el Loo (@) —1

w w

( ( 0 ) ) d’LU
lll| Lo ()

Por fim, segue que (3.2) é limitado por
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Plllellze o))
1 oll 7 e t—t llexll Lo (2) t ”O‘HLQC(SZ)*t”aHLOQ(SZ)
(4 flrfl e ) (t — to) +0

||04H%oo(sz)
n (1 + Oéo)(t — to)au + to®0 — o

2
Qg

Portanto, concluimos a continuidade de J;" (')go(t, -) em relagdo a
t, conforme desejado, visto que para t € (0,ty) podemos obter uma
estimativa de maneira semelhante. O

Observagao 3.17. A restricdo 0 < ag < a(x) é essencial para a va-
lidade da Proposigao 3.16, pois, sem essa condigao, nao seria possivel
aplicar o Teorema 3.11. Isso comprometeria, em particular, a conclusao

de que
t

(t _ S)a(z)fl
I(a(z))

Exemplo 3.18. O exemplo a seguir fornece uma justificativa mais con-

ds = 0.
L=(9Q)

lim
t—0 0

creta para a necessidade da condicao destacada na observagao anterior.
Considere Q = (0,1] C R, I = [0,e¥M] C R, e a(r) = . Aqui, a
fungao ¥ (x) representa a funcdo Digama, apresentada no Capitulo 1.
t € (0,e*M)], e observe que
t
ds = /
Lo () 0

t
J
Também note que para cada s € (0,t) C (0,e*()), temos
d 8.’,8—1 Sx—l

Lembrando que, de acordo com a Observagao 1.17 a funcao Digama é
estritamente crescente em (0, 00) e também

5(')71

(t— S)a(%l st
()

T(a() s

Lo ()

lim ¢(y) =—oc0 e lim 9(y) = oo,

y%o‘*‘ Y—r00

deduzimos, entdo, a existéncia de um valor tnico z; € (0,1) tal que
log s = (z).
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Portanto, concluimos que (0,1) 3 x +— s~ !/T'(z) é crescente em

(0,z5) e decrescente em (x5, 1), 0 que nos permite computar

Sm—l

I(z)

st—l Swfl(log(s))—l

L= Dl@s) T '(log(s)))

Disto, obtemos que
/75 (t—s)* !
0

p /t ¥ H(log(s)—1 p
5 = s
I'(z) 0

(=" (log(s)))

™ (0g(0) gwp(w) g (1)
B /0 I'(w)

L>(9)

Por fim, observe que:
(i) como t € (0,e*M), temos que ¥~ (In(t)) € (0,1);

(ii) para 0 < w < 1 temos o limite inferior wi(w) > —e™1 —

mais detalhes ver [25, Lema 1));

(iii) para 0 < w < 1 temos o limite inferior ¥’ (w) > 1/(2w?
mais detalhes ver [25, Lema 1]);

dw.

1 (para

) (para

(iv) para 0 < w < 1 temos o limite superior I'(w+1) < (w?+2)/(w+2)

(para mais detalhes ver [3]).

Os itens (i) — (#v) slo suficientes para concluirmos que

(t _ S)z—l

) ds

v

(e =1) /wlaog(t)) w42
2 o w?(w? + 2)

/

para todo t € (0,e?(M).

Le>=(Q)

Por fim, apresentamos um resultado que tem como objetivo

dw = o0,

genera-

lizar partes do Teorema 1.39 para o caso em que as derivadas e integrais

possuem ordem variavel.

Proposigao 3.19. Sejam 0 < a9 < 1,0 > 0,1 < p < o0.

Se a €

L>(Q) € tal que ax) € [ap,1] para quase todo © € Q e p(t,x) €

C([0,b]; LP(R2)), entdo:
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(i) tha(:E) [Jta(m)go(t,x)} = p(t,z), para todo t € [0,b] e quase todo
z € Q.

(ii) Se ¢ € C1([0,b]; LP(R2)), entdo tha(z)gp(t,sc) pertence ao espago
C([0,b]; LP(2)) e satisfaz

Dy p(tx) = 1 (1),
para todo t € [0,b] e quase todo = € Q.

(iii) Se Jtlfa(x)[go(t,x) — ¢(0,2)] pertence a C1([0,b]; LP(R)), entdo
tha(i)(p(t,x) pertence a C([0,b]; LP(2)). E mais ainda, vale

2 eDf ()] = ot ) — ¢(0,2),
para todo t € [0,b] e quase todo x € .

Demonstragao.

(i) Como consequéncia da Proposigao 3.16, sabemos que Jta(w)go(t, x)
existe para cada t € [0, )] e quase todo z € 2, pertence ao espago
C([0,b]; LP(Q)) e satisfaz Jf‘(x)ap(s,x)L:O = 0 para quase todo
x € Q.

Portanto, também existe Jtlfa(z) [Jta(z)go(t, x)} e pertence ao es-
pago C([0,b]; LP(€2)). Entéo, temos que

D [ W(t,2)] = DY [t ) - T (s, 2)] |

- ]
= ¢(t,x),

para todo ¢ € [0,b] e quase todo x € 0, como desejado.

(ii) Note, primeiramente, que

T et 2) — (0, 2)]

-1 t — )@ [p(s,x) — x)|ds
= Fma | 0 et — c(0.))a
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__; ti _Sl—a(x) S, T) — x)|ds
_ F(2—a(x))/0 —(t—s) [o(s,2) — @(0,z)]d

1

t
_ o a\l—a(z), _ p2—a(z) i
1—\(2 _ Oé(l‘)) /0 (t 5) 2 (s,x)ds Jt 2 (t,l’),

para todo t € [0,b] e quase todo = € 2. Disto podemos concluir
que

eDfplt,x) = J; =" (1)
para todo t € [0, b] e quase todo x € Q, o que, juntamente com a

Proposigao 3.16 prova o item (i).

(iii) Aplicando os itens (i), (i¢) e a Proposi¢ao 3.16, podemos concluir
que

I Dt )]
_ e {Z [77°@ (gt 2) - 00, m>)]}
_ plo@ [Jtlfa(z) (p(t,z) — go(o,x))]
= p(t,) — (0, 2),

para todo ¢ € [0,b] e quase todo z € Q.

O que prova o item (ii7) e a prova esta completa.

3.2 Caso do Problema Linear com o Opera-
dor Limitado

Nesta se¢ao, com base nos conceitos e resultados apresentados an-
teriormente, investigaremos o problema de Cauchy associado a uma
equacao de linear fracionéria cuja ordem depende da variavel espacial,
ou seja, da forma a(x).

Sejam 1 < p < 00, 2 C R™ um aberto e A : LP(?) — LP(Q) um
operador linear limitado.
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Dada uma funcio a € L>®(Q) tal que a(z) € [ap,1] para algum
0 < ap < 1, e uma condigdo inicial ug € LP(2), consideramos o seguinte
problema:

ch(x)u(t, x) = Au(t, x), (3.4a)
u(0, z) = uo(x), (3.4b)

para todo t > 0 e quase todo z € €.

Embora este problema possa parecer simples & primeira vista, mos-
traremos que apresenta desafios significativos e exige uma compreensao
profunda antes de passar para casos mais complexos.

Antes de iniciarmos os resultados precisamos primeiramente dar a
defini¢cao de solugao que norteara esta secao.

Definigao 3.20. Diremos que ¢ € C(I; LP(f2)) é solugdo do problema
(3.4) em I x 2 se:

(1) ch(I)go(t, x) = Ap(t,z), para todo t € I e quase todo z € Q.

(ii) ¢(0,z) = ug(x), para quase todo x € €.

Abaixo uma versao geral do teorema classico que relaciona as solu-
¢oes de equacoes integrais e diferenciais.

Proposicao 3.21. Seb > 0 e ¢ € C([0,b]; LP(2)), entdo p(t,x) € uma
solugao do problema (3.4) em [0,b] x 2 se, e somente se, p(t,x) satisfaz
a equagdo integral

o(t, z) = up(x) + L D /0 (t — )@= Ap(s, x) ds, (3.5)

Ta(z
para todo t € [0,b] e quase todo x € Q.

Demonstrag¢ao. (=) Seja ¢(t,z) uma solucao da equagdo (3.4), entdo
podemos concluir que Ap(t, z) pertence a C([0,b]; LP(Q2)), pois A €
L(LP(Q)).

Dai, podemos aplicar o operador J;"
equagao (3.4a), juntamente com as Proposigoes 3.16 e 3.19, e a equagio
(3.4b), para concluir que

@) em ambos os membros da

x) = uo(x _ b t — gyt s,x),ds
o(t.2) = @) + s [ (=90 () s,
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para todo t € [0,b] e quase todo x € Q.

(<) Suponha que @(t,x) satisfaz a equacao integral (3.5). Ja que
A € L(LP(Q)), temos que Ap(t,z) pertence a C([0,b]; LP(2)), assim
podemos aplicar ¢D{(z) em ambos os membros da equacdo (3.5) e
usar item (i) da Proposicao 3.19 para obter (3.4a).

Finalmente, a Proposicao 3.16 é suficiente para verificarmos que

5 t,) — ()| ey = lim [JO0(t, )| ir = 0
t_1>%1+ llo(t, ) —uo(-)llL (Q) t_1>1(1)1+ Il ot )l (Q) )
isto ¢, que (3.4b) vale. Portanto, ¢(¢,x) é uma solu¢do do problema
(3.4).

E a prova estid completa. O

Com base nas nogoes e resultados estabelecidos até este momento,
podemos agora apresentar um dos principais resultados desta segao.
Nao devemos subestimar a complexidade que as derivadas fracionarias
e a dependéncia da variavel espacial na derivada introduzem na prova
deste resultado. E por isso que fornecemos uma anéalise detalhada para
garantir sua compreensao.

Teorema 3.22. O problema abstrato de Cauchy (3.4) tem uma solugao
dnica em [0,00) x .

Demonstragdo. Defina

7 = min (aor(la”L“’(Q))>aU 1
2| All e e (o)) 27

e considere o operador T : C([0,7]; LP(Q2)) — C([0,7]; LP(€2)) dado
por

t a(x)—1

(t — 5)*@®
To(t,z) :=u m)—l—/ —_—
A S D)

Tal operador esta bem definido gracas a Proposigao 3.16.

Ap(s,x)ds. (3.6)

Agora, sejam @1, p2 € C([0,7];LP(S2)). Podemos usar os itens (i)
e (it) do Teorema 3.11 para obter que

1Te1(t,-) — Tpa(t, )l Lr(a)
(t —s)2()-1

T(a() s

Le>=(Q)

t
<Al gzr@pller — <P2HC([0,T];LP(Q))/O
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wao—l

t
< ||A||L(LP(Q))||<P1 - %02||C([0,T];LP(Q))/O mdw
TN All ¢ (Lr (02))

~ aol'([lef[ L~ (a))

— ——

<1/2

o1 — e2lleo ;e )

para todo ¢ € [0, 7].

Desse modo, temos que T(C([0, 7] ; L?(€2))) é uma contragdo. Segue
entao, Teorema de ponto fixo de Banach, que T possui um tinico ponto
fixo uy € C([0,7]; LP(Q2)).

Agora, defina o conjunto
Hye = {p € C([0,27]5 L(9)) : ot 2) = wn (8, 2),
para todo ¢ € [0, 7] e quase todo = € Q}
A Proposi¢do 3.16 nos permite definir o operador T : Hop —

C([0,27]; LP(2)) com a mesma formula dada em (3.6). Além disso,
observe que para cada ¢ € Ha,, temos que

To(t,x) = Tui(t, z) = ui(t, x)

para todo t € [0,7] e quase todo x € . Desse modo, podemos inter-
pretar T : Ho, — Ho.-.

Usando um argumento similar, podemos provar que para @, ps €
Hj., set € [0,7] temos

[Tp1(t,) — Tpa(t,-)|lLr () = 0,

e se t € (7,27] entao

[Ter(t,) — T2t )l e (o)

It — 5201
< NAlleczr@yller — ¢2||0([T7zr];m(9))/ S T(() e )ds
T LOO Q
t ap—1
(t —s)x
< Allee@yller - wllcaﬂzﬂ;“’@”/ T(alz=wm) "
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T Al g (zr )
~ aol'(llef[ L~ (a))
— ——

<1/2

1 — e2lleo:Le @)

ou seja, que

T All £ (zr )
aol'([laf| e ()
—_————

<1/2

[Te1(t,-) — Tpa(t,)Lra) < ler — w2l qo,7:L0 @)

para todo t € [0,27].

Portanto, concluimos mais uma vez que o operador 71" possui um
unico ponto fixo ug € C([0,27]; LP(Q2)) tal que uz(t, z) = uy(t, ) para
todo t € [0, 7] e quase todo z € .

Repetindo esse procedimento iterativamente e aplicando a Propo-
sicao 3.21 a cada etapa, obtemos a existéncia de uma tnica funcao
u € C([0,00); LP(§2)) que resolve o problema (3.4) em [0, 00) x €2, con-
forme desejado.

Com isso, a prova esta concluida. O

Observagao 3.23. Ressaltamos que, a nosso ver, a prova do Teorema
3.22 ja se encontra em sua forma mais simples. Uma abordagem mais
tradicional consistiria em demonstrar que alguma poténcia do operador
T é uma contragao em toda a semirreta, ao invés de nos restringirmos
a escolha especifica de 7 € (0,1/2).

No entanto, tal estratégia exigiria a obtencdo de uma férmula ex-
plicita para estimar a constante de contracao, uma vez que dependeria
do uso dos itens (i) e (4i¢) do Teorema 3.11, o que introduziria dificul-
dades técnicas consideraveis. De fato, nao sabemos se essa abordagem
seria viavel até o fim e, mesmo que fosse, resultaria em uma prova
substancialmente mais complexa e menos direta.

Nosso objetivo agora é entender melhor a solugao obtida no Teorema
3.22 para o problema (3.4).

Vale lembrar que quando a(z) é constante (ou seja, a(x) = «, com
0 < a < 1), a solugao para o problema fracionario abstrato de Cauchy

eDfu(t, x) = Ault, x),
(0, z) = uo(z),
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para todo t > 0 e quase todo x € § pode ser expressa em termos da
fungao de Mittag-Leffler (veja mais detalhes na Seg@o 2.1) como

2Ltk ARy ()

ult,zio@) = Balt* Ajuol@) = D, Ty

(3.7)
k=

para todo t € [0,00) e quase todo z € Q.
Baseado nesta formula, é bastante razoavel assumirmos que a tinica
solugdo para o problema (3.4) poderia ser dada por

Ea(m) (ta(x) A) Ug (;l?)

para todo t > 0 e quase todo = € Q.
Com isto em mente, antes de tentar qualquer prova, devemos pri-
meiro assegurar que tal série converge.

Teorema 3.24. A série definida em (3.8) € convergente em LP(f)
para cada t > 0. Além disso, existe M > 0 tal que

[Eacy (t°O A)uo ()| 1o g
1/
]\46HAH4(1,%<m>t||u0||L,7(Q)7 sete0,1],
< .
- HAHl_/@o el Loo @y /o (3 9)
M Aewr @) uollLr(e), set € (1,00),

para todo t > 0.

Demonstragdo. De acordo com o item (iv) da Observacao 1.10, temos
que a funcao ﬁ est4 diminuindo em (7g, 00), logo existe k§ € N tal

que
1 1

L(a(z)n +1) = Tloon + 1’ (3.10)

para todo n > kg e quase todo = € (2.

para todo t > 0.

Também, observe que a desigualdade de Holder nos da
toz(~)n

ta(.)nAnuo(.) < H
ey IT(@()n+1)

Fla()n + 1)

HAHZ(LP(Q)) ||U0HLp(Q) )
L>=(Q)

65



Agora, vamos dividir o restante da prova em dois casos.

(i) Para 0 < ¢ < 1, o item (iv) da Observagao 1.10, o item (i) do
Teorema 3.11 e (3.10), garantem que

o 120" AN (1o

< ——— | lwlzr@
Loy |n=o L(yo+1)

2 M ANE 1oy
I‘(aon -+ 1)

2 Ta(n+1)

l[uoll L (Q)
n=kg

E ainda mais, podemos concluir (veja Proposi¢ao 1.18 e Defini¢ao
1.19)

k'* aon n
5420 | A% Locan

< — | lwollze
LP(Q) n=0 F(n)

e to z)nAnuO )
z:: x)n+1)

+ Eoo (™| All e ) l1woll r () < 00,

para todo 0 < t < 1.

(ii) Para t > 1, o item (iv) da Observagao 1.10, o item (iii) do Teo-
rema 3.11 e (3.10), justificam que

kg t\lal\mc(mnHAHZ(LP(Q))

< lluoll e (o)
I
Lr(Q) n=0 (77)

+ Eop (¢ @ || Al| £ (10 0))) 00| Lo (02) < 00

Agora, de acordo com (1.2), existe M > 0 tal que para qualquer
B € (0,1] et > 0, temos

+1/8

Eg(t) < Me (3.11)

Isto, juntamente com as conclusoes dos casos anteriores, mostra
que existe M > 0 tal que (3.9) ¢ valido.

E a prova esta completa.
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O

Embora o Teorema 3.24 garanta que a série definida em (3.8) seja
sempre convergente para t > 0, ela nem sempre representa a solu¢ao
tnica para o problema (3.4), cuja existéncia é garantida pelo Teorema
3.22.

Abaixo, apresentamos um teorema que fornece condigoes suficientes
para que isso seja verdade.

Teorema 3.25. Se para cada ¢ € LP(S2), vale que

sa(w) Sa(m)
— A =A|l =—F—— 3.12
(fe@em) %@ = 4(remrpe). e
para todo s > 0 e quase todo x € §2, entdo a solugao do Problema (3.4)
€ dada por (3.8).

Demonstragao. Seja Uy(t,x) = ug(z) e, para n > 1, defina as fungoes

_ S)a(a:)—l

Un(t, ) = uo(x) + /0 (tr(a(:c))

Observe que, devido ao Teorema 3.22 e & unicidade do ponto fixo para
a funcao T : C([0, k7] ; LP(R2)) — C([0, k7] ; LP(R2)) definido em (3.6),
para qualquer k € N, a solugao tnica u(t, z) do problema (3.4) satisfaz

AUp_1(s, z)ds.

u(t,z) = lim U,(t, x),

n—oo

na topologia de LP(2), uniformemente em subconjuntos compactos de
[0, 00).
Contudo, considerando a identidade fundamental (3.12), a Defini¢ao
1.19 e a Proposicao 1.11, podemos estabelecer a identidade
n

= o+ 1)

tkoz(:r )

para cada n € N, como é padrao na teoria classica.
Portanto,

2, tha@) ARy (z)

U0 = 2 Fa(a) + 1)

= Bo(a) (1" Aug (2).
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E a prova estd completa. O

Abaixo, fornecemos um exemplo para ilustrar uma situagao em que
podemos aplicar o Teorema 3.25 para obter a representacao (3.8) para
nossa solugao.

Exemplo 3.26. Seja ¢ € L>°(Q) fixo e defina A : LP(Q) — LP(Q)
dada por A(¢(z)) = (z)(x).

Observe que para cada s > 0 temos

(@ 0°®) =@ (rem o) -
~(mr7m) 04 = (et m) Ao
para quase todo x € ().

Portanto, o Teorema 3.25 garante que a solugdo do problema (3.4)
satisfaz

RV N L ea i CO T )
(t, ) Ea(z)(t A)( 0( )) ;;) F(ka(x)+1) s

para todo t > 0 e quase todo = € (2.

Por fim, apresentamos um exemplo em que o Teorema 3.25 ndo pode
ser aplicado, o que torna a caracterizagao da solugao substancialmente
mais complexa.

Nesse caso, acreditamos nao ser possivel obter uma expressao expli-
cita para a série que descreveria a lei de formacgao da solugao. Embora
tenhamos obtido uma representagao integral que sugere a inexisténcia
de tal estrutura em forma de série, nao podemos afirmar isso com rigor
sem uma demonstracao mais substancial.

Exemplo 3.27. Seja A: L?(0,1) — L?(0,1) dada por

x
o) = [ otu)dy.
0
Claramente, A nao satisfaz (3.12) em geral, impedindo uma aplica-

¢ao direta do Teorema 3.25. Além disso, nao é trivial estabelecer uma
formula bem compreendida para a solugao deste problema.
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Com isto em mente, para facilitar nossa discussdo, vamos supor que

ay, sex € (0,1/2],
o(z) =
ag, sex € (1/2,1),
para valores fixos, positivos e diferentes de zero, isto é, ay,as € (0,1],

com v # Q.
Desta forma, o problema pode ser dividido em duas partes.

(i) Dado que a solugao u(t, x) ja existe (ver as conclusoes do Teorema
3.22), ao nos restringirmos aos valores de x € (0,1/2], o problema
pode ser reinterpretado como

eDPu(t, x) = Aqu(t, ),

(0, z) = ug(z), (3.13)

para todo t > 0 e quase todo = € (0,1/2], com Ay : L(0,1/2) —
L?(0,1/2) sendo dado por

Ard(z) = /0 " o(y)dy.

Como A; € L(LP(0, 3)), podemos aplicar o Teorema 2.4 a (3.13)
e obter
u(t, ) = Eq, (£ A1)ug(z), (3.14)

para todo ¢t > 0 e quase todo = € (0,1/2].
(ii) Agora que temos a formula para a solugdo u(t,z) quando x €

(0,1/2], para = € (1/2,1), podemos reformular o problema origi-
nal como

1/2
eDf?u(t, x) = Eq, (t% Ap)ug(y)dy + Asu(t, x),

0
(0, z) = up(x),

para todo t > 0 e quase todo x € (1/2,1), em que o operador
Ag i LP(1/2,1) — LP(1/2,1) é dado por

Avd(@) = [ oly)dy.

1/2
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Novamente, como Ay € L(LP(1/2,1)), podemos aplicar o Teo-
rema 2.10 para obter que

u(t,x) = Eq, (t*? A2)ug(x)
1/2

t
—|—/ (t=5)**"" Eqy a, ((t—5)2 As) Eo, (s A1)uo(y)dy | ds,
0

0
(3.15)

para todo ¢ > 0 e quase todo z € (1/2,1).

Portanto, a solugao do problema (3.4) para o operador A consi-
derado é dada de forma seccional: pela expressao (3.14) quando
z € (0, 3] e pela expressdo (3.15) quando = € (3,1).

Para concluir esta secao, apresentamos uma discussao importante
sobre a limitacao da familia de operadores que define a solugao de (3.4).

Lembremos que para qualquer ¢ € LP(Q2), o Teorema 3.22 garante
a unicidade e existéncia da solugdo para o problema (3.4), denotada
aqui por u(t, z; ¢).

Consequentemente, podemos definir uma familia de operadores li-
mitados {S(t) : ¢ > 0} C L(LP(R)), dada por

S(t)o(x) = ult, x; ). (3.16)

No caso em que a(x) = « é constante em €2, lembrando a férmula
em (3.7) e a estimativa (3.11), podemos provar que

1Sl err) = 1Ealt®A)llerr )
< Eo(t*||All 2 (Lr0)))

~ 1/
S M6HAHL(LP(SZ))t’

para cada t > 0.

Em outras palavras, demonstramos que o operador em questao é ex-
ponencialmente limitado — um comportamento que desempenha papel
fundamental, por exemplo, no calculo de sua transformada de Laplace,
ao fornecer informagoes estruturais importantes.

Diante disso, é natural investigar se uma limitacao exponencial se-
melhante pode ser obtida no caso em que a(z) varia com a posigao
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Para isso, observe que, se a condigdo (3.12) for satisfeita, entdo
podemos concluir que

S(t)uo(z) = Eoa) (to‘(m)A) uo(x).

Relembrando os passos da prova do Teorema 3.24, fica claro que
provar que a familia {S(t) : ¢ > 0} é exponencialmente limitada nao é
simples. Por exemplo, quando ¢ > 1, a prova apenas nos da

/ag

HS(t)”L(LP(Q)) < ]\46”1‘3”5(LP(Q))tHO(”oo ,

onde |laloo/ap > 1.

Entretanto, em certos casos, a limitagao exponencial pode ser pro-
vada diretamente. Este é o principal tema abordado no préximo resul-
tado, que também é o tltimo resultado desta segao.

Teorema 3.28. Suponha que (3.12) seja vdlido. Se existirem subcon-
juntos {Q;}7y C Q tais que UL Q; = Q e {a;}7; C (0,1], com
alz) = a; para x € Qj, entdo existem constantes positivas A e M
tais que a familia de operadores {S(t) : t > 0}, definidas em (3.16),
satisfazem a desigualdade

1Sl L)y < Me™,

para todo t > 0.

Demonstracdo. Sejat >0 e k € N. E trivial perceber que

e
T(a()k+1)

3| M
< = |
L () i=1 F(O[jk + ].)
para quase todo x € €.

Assim, do Teorema 3.25 temos que

S(t)uo(z) = Eoa) (ta(f”)A) uo(x),
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€ mais,

ta(<)k

15@u0O vy < X || Famr D

||AH]Z(LP(Q))HU0HLP(Q)

()
e m tOéjk &
= ZZ LW} 1A (e o) lwoll o)

para todo t > 0.

O que resulta em

m

IS 2 (2 Z (Al g ze @),

para todo t > 0.

Finalmente, relembrando (3.11) obtemos

m

A
IS g 1oy < Z AL oy,

para todo ¢t > 0.

Da desigualdade acima, basta definirmos

M =mmax{M;:j€{l,...,m}}
e A= rna:)({HAHL(LP(Q je{l,...,m}},

para, enfim, obtermos

IS 2 (zr) < MeM,

para todo t > 0.

E a prova esta completa.
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3.3 Caso do Problema Semilinear com o Ope-
rador Limitado

Além das hipoteses declaradas no inicio da Secao 3.2, introduzimos
uma fungéo f : I x LP(Q) — LP(Q) para formular o problema fraci-
onario semilinear de Cauchy para a equagao de evolugao fracionaria
dependente do espago de ordem «(x), dada pelas equagdes

DYyt z) = Ault, z) + f(t, ult, z)), (3.17a)
(0, z) = up(x), (3.17b)

para todo ¢t > 0 e quase todo = € (.

Observe que as etapas subsequentes desta se¢ao consistiriam na de-
finicao da nogao de solugao e no estabelecimento da equivaléncia entre
o problema (3.17) e sua forma integral correspondente — de maneira
anédloga ao que foi feito por meio da Definicdo 3.20 e da Proposicao
3.21 no caso linear.

Com o intuito de evitar repeti¢oes desnecessarias de argumentos e
preservar a clareza da exposi¢ao, optamos por omitir as demonstragoes
que seguem a mesma linha de raciocinio apresentada na Sec¢ao 3.2.
Essa escolha contribui para uma apresentagao mais concisa e direta
dos resultados.

Definigao 3.29. Diremos que ¢ € C(I; LP(f2)) é solugdo do problema
(3.17) em I x Q se:

(i) ch‘(m)u(t, x) = Au(t,z) + f(t,u(t,z)), para todo t € I e quase
todo z € Q.
(ii) u(0,z) = ug(z), para quase todo z € €.
Agora, apresentamos uma versao geral da Proposicao 3.21.

Proposicao 3.30. SeT >0, f € C(]0,00) x LP(Q); LP(Q)) e ¢ uma

fungao tal que ¢ € C([0,T]; LP(R2)), entdo ¢(t,x) € uma solugio de
(3.17) em [0, T] x Q se, e somente se, ¢(t,x) satisfaz a equagdo integral

o(t, ) = uo(x) + m/o (t — S)Q(m)flAgp(s, x)ds
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1 t
+ 7/ t— )@= r(s 2, 0(s, ) ds, (3.18
a9 e ets.) )

para todo t € [0,T] e quase todo = € .

Demonstracdo. E importante destacar que as hipoteses assumidas so-
bre f : [0,00) x LP(Q2) — LP(§) séo suficientes para que a prova da
Proposigao 3.21 possa ser adaptada ao contexto atual sem dificuldades
adicionais. Por esse motivo, e conforme ja mencionado, optamos por
omitir tais argumentos, a fim de evitar repetigbes desnecessarias.

O

Neste ponto, torna-se necessario introduzir uma definicao especifica
de nogao local de Lipschitz que serd adotada nesta secao.

Destacamos que esta definigao difere ligeiramente das versoes mais
usuais encontradas na literatura. Em geral, o termo localmente Lips-
chitz se refere apenas a variavel de interesse (neste caso, a segunda
variavel), sem exigir qualquer uniformidade em relagao a outra varia-
vel. No entanto, para os propositos desta tese, especialmente devido a
dependéncia da ordem fracionaria em relagao a variavel espacial z, é
fundamental assegurar um controle mais rigido sobre o comportamento
da funcao nao linear f. Por isso, adotamos a seguinte definigao:

Definicao 3.31. Diremos que f : [0,00) X LP(Q2) — LP(Q) & local-
mente Lipschitz na sequnda varidvel, uniformemente em rela¢do a pri-
meira varidvel, se para cada (o, ¢o) € [0,00) x LP(Q) fixado existem
constantes rg, Lo > 0 tais que

£t ) = f(t D)Ly < Lollt — ¢llLe (o), (3.19)
para todo (¢,%), (¢, ¢) € By, (to, ¢0), onde
By (to, ¢0) = {(5, ) € [0,00) x LP(Q) : |s — to| + []A = ¢oll o) < 7o} -

Essa formulagao nos permitira trabalhar com maior flexibilidade e
seguranca nas demonstragoes subsequentes, particularmente no trata-
mento de problemas com ordem fracionaria variavel no espaco.

Com base nas nocoes e resultados estabelecidos até o momento neste
artigo, apresentamos agora um dos principais resultados desta segao.
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Teorema 3.32. Se f € C(]0,00) x LP(Q); LP(Q2)) e satisfaz (3.19),
entao existe 7o > 0 tal que (3.17) tem uma solugao unica em [0, 7o) X Q.

Demonstragdo. Para a condigao inicial (0,ug) € [0,00) x LP(Q), su-
ponha que os parametros rg, Lo > 0 e o conjunto B, (0,ug) sdo de-
terminados conforme a Definicao 3.31. Considere, entao, os seguintes
valores:

Be(0,r0), Mo =max{|[f(s,u0()llLro) : 5 € (0,0},

e 19 como sendo

min {ro - B,

Definimos, a seguir, o conjunto

aol'([lallre (o))
2 (Il All ez () + Lo)

1/ -
 [Baol (o) ] *
’ 2Mo + 1 ’

Ko ={p € C([0,70]; LP(2)) : ©(0,2) = up(x) para quase todo
r e, elot-)—uo(-)|rr@) < B, paratodot € [O,TO]} ,

e, por fim, o operador T : Ky — C([0, 10]; LP(2)) dado por

To(t,x) = up(x) + m /0 (t— s)o‘(m)flAga(s,a:) ds

_ t —5)*®@) =1 1(s, 0(s, x)) ds
g ) 9 st ) ds

Inicialmente, observe que, se ¢ € K, entao, pela Proposicao 3.16,
temos que Tp(0,z) = ug(z) para quase todo =z € Q, e que Ty €
C([0,70]; LP(©2)). Além disso, como (s,up(x)) e (s, (s, z)) pertencem
a By, (0,ug) para todo s € [0,7p] e quase todo z € 2, podemos aplicar
as estimativas estabelecidas na prova do Teorema 3.22, obtendo:

Tp(t, ) —uo()llLr (o)
76° (1Al e (zr ) + Lo)
aOF(HO‘”LN(Q))

[l = wolle(po,mo)szr @)

(e}
TO DMO

aol([|alle ) ~

(0]



para todo ¢ € [0, 7p]. Assim, temos que T'(Ky) C Kp.

Agora, sejam 1,9 € Ky. Como (s,01(s,2)) e (s, p2(s,x)) per-
tencem a B, (0,ug) para todo s € [0,79] e quase todo z € {, segue
que

1Te1(t,-) — Tpa(t, ) Lr (o)
76° (1Al 2 zr(2)) + Lo)
OéOF(”OéHLoc(Q))

<1/2

o1 = @2l (o,m)zr )

para todo t € [0, 7o].
Resumindo, concluimos que T'(Ky) C Ky e que T é uma contragao.
Pelo Teorema do ponto fixo de Banach, segue que T admite um tnico

ponto fixo em K. Com isso, a prova estd completa.
O

A partir deste ponto, nos concentramos em apresentar resultados
relativos as extensoes da solugdo cuja existéncia foi estabelecida pelo
teorema acima. Adicionalmente, pretendemos justificar a sua existéncia
méxima, no sentido de que define o maior intervalo em que a solugao
permanece vélida. Para tanto, apresentamos primeiro alguns conceitos
necessarios.

Definicao 3.33. (i) Seja ¢ : [0,7] — LP(Q) a solugdo tnica para
(3.17) em [0,7] x Q. Se 7* > T e ¢* : [0,7] — LP(Q) é uma
solugdo para (3.17) em [0,7*] x ©, entdo diremos que ¢* é uma
continuagdo de ¢ sobre [0, 7] x €.

(ii) Se ¢ :[0,7*) — LP(Q) é a solugdo unica para (3.17) em [0, 7] x
para todo 7 € (0,7*) e nado pode ser estendida para [0,7*] X
 como solugdo para (3.17), entdo diremos que ¢ € a solugdo
mazimal para (3.17) em [0,7*) x Q.

Lema 3.34. Se f € C(]0,00) x LP(2); LP(QY)), satisfaz (3.19) e ¢ €
C([0,7]; LP(R2)) é uma solugao de (3.17) em [0, 7] X Q, entdo existe uma
continuagao unica ¢* de @ para um intervalo estendido [0, 7 + 7%] x
para algum 7 > 0.

Demonstragao. Seja @ a solugdo para (3.17) em [0, 7] x Q. Como f é de
Classe Lq(z), para (7,¢(7)) € [0,00) x LP(§2), suponha que r-, L, >0
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e B,(1,(7)) sdo seus parametros obtidos.
Defina

B € (0,7’-,—), M; = max{”f(sa(p(ﬂ'))”llp(ﬂ) HERS [OvrT]}v

1/00}

e 7" por

min {7’7 - B,

Agora, defina, também, o conjunto

aol'([la|lree (o))
2(I1Alle e (o)) + Lr)

1/
Baol'(lafl Lo @))
| 2L, M- +1)

K. ={p e Co.r+ 1 17(Q) : (s,2) = o(s,)
para todo ¢ € [0, 7] e quase todo z €

e [[¢¥(t, ) —o(1,-)||Lr() < B, para todo t € [1,7 + T*]},

bem como o operador T : K, — C([0,7]; LP(£2)) dado por

TY(t,x) = uo(x) + m/o (t — )@= Ay (s, z) ds

1 t — 5)2 @1 (s, 4(s,2)) ds
G [, €9 s v ) ds.

Seguindo as mesmas ideias contidas na prova do Teorema 3.32, con-
seguimos mostrar que T(K;) C K, e que T é uma contragao.

_|_

Portanto, pelo principio de contracao de Banach, concluimos que
existe uma solugdo dnica ¢* em [0,7 + 7*] x Q para (3.17), que é a
continuagdo tnica de ¢ sobre [0, 7] x 2.

E a prova esta completa. O]

Apresentamos, a seguir, o resultado final que consolida a teoria
desenvolvida nesta se¢cdo sobre equagoes diferenciais semilineares en-
volvendo a derivada fracionaria de Caputo de ordem variavel a(x) e
operadores limitados A € L(LP(Q)).

Esse teorema desempenha um papel central na analise do comporta-
mento das solugoes, permitindo-nos tratar tanto a ocorréncia de explo-
sdo em tempo finito quanto a existéncia global de solugdes em [0, 00).
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Teorema 3.35. Se f € C([0,00) x LP(Q); LP(Q)), satisfaz (3.19) e
mapeia conjuntos limitados em conjuntos limitados, entdao, ou o pro-
blema (3.17) admite uma solugao global ¢ € C([0,00); LP(Q2)), ou existe
w € (0,00) tal que ¢ € C([0,w); LP()) € uma solu¢do mazimal de
(3.17) em [0,w) X Q com

lim sup |[(t, -)|| Lr (@) = oo
t—w—

Demonstracao. Defina o conjunto

H={r€[0,00) : existe ¢, € C([0,7];LP())

tinica solugdo para (3.17) em [0, 7] x Q},

o que, de acordo com o Teorema 3.32, tal conjunto é nao vazio.

Denote w = sup H e defina a funcdo continua ¢ : [0,w) — LP(),
que também é uma solugao para (3.17) em [0,w) X £, por

o(t,xz) = ¢, (t,x), parat € [0,7] e quase todo z € (.

(i) Se w = o0, entdo ¢ é uma solugdo para o problema (3.17) em
[0,00) x €, e ndo ha mais nada a provar.

(ii) Se w < o0, precisamos provar que ¢ nao admite continuagao e
que
timsup [lo(t, )| sy = oo. (3.20)

t—w—

(a) Suponha, para obter contradigao, que ¢ possui extensao para
[0,w] x © enquanto permanece uma solugéo para (3.17) em
[0,w] x Q.

Entao, pelo Lema 3.34, existe 7% > 0 tal que ¢* : [0,w +
7*] — LP(§2) é a tnica continuagdo de ¢ em [0, w + 7*] x Q.
No entanto, isso implica que w + 7* € H, levando & con-
tradigao w + 7* < w, ou equivalentemente, 7* < 0, o que é
impossivel.

Portanto, ¢ é uma solugdo maximal para (3.17) em [0, w) X Q2.

(b) Suponha que (3.20) nao seja valido. Entao, existe uma cons-
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tante K > 0 tal que

le(t, )lzr) < K, paratodo t € [0,w).

Como o conjunto {(t,¢(t,-)) : t € [0,w)} é limitado em
[0,00) x LP(2), definimos

S= sup [If(t,o(t,))llLr)-
tel0,w)

Agora, considere a sequéncia {t, }nen C [0,w) tal que t,, —
w. Segue do Teorema 3.11, e usando estimativas semelhantes
as do Teorema 3.32, que {¢(tn, ) }neny € uma sequéncia de
Cauchy em LP(2).

E mais, ¢ pode ser estendido para [0,w] de uma maneira
bem definida, satisfazendo (3.18) para todo t € [0, w] e quase
todo x € . Como isso decorre de um argumento padrao,
omitimos os detalhes.

Além disso, pelo Teorema 3.35, a solugao pode ser estendida
para um intervalo maior, contradizendo a definigao de w.

Portanto, se w < 0o, a contradigdo acima implica que (3.20)
deve ser valida.

E a prova estd completa. O

3.4 Uma possivel aplicagao da Teoria de Or-

dem Variavel

Nesta secao, expomos o raciocinio que fundamenta uma adaptagao
de determinado modelo matemético a luz do referencial tedérico desen-
volvido ao longo deste trabalho. Como exemplo motivador, considera-
remos o modelo SIR (Susceptivel-Infectado—Recuperado), amplamente
empregado na modelagem da dindmica de propagacao de doengas in-
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3.4.1 Modelo Classico SIR

O modelo SIR constitui-se de uma estrutura matemética que per-
mite examinar de que forma os processos de infecgao e recuperacao in-
fluenciam a disseminagao de patdgenos em uma populagao, fornecendo
subsidios analiticos para a compreensao dos mecanismos subjacentes
que regem a dindmica epidémica.

Esse modelo é composto por trés compartimentos fundamentais, os
quais descrevem a evolugao temporal da populagao sob anélise:

(i) Suscetiveis, S(t): individuos que apresentam risco de infeccao;

(ii) Infectados, I(t): individuos infectados e capazes de transmitir a
doenca;

(iii) Recuperados, R(t): individuos que se recuperaram ou foram afas-
tados da populacao infecciosa e ndo sao mais suscetiveis.

O sistema de equagoes diferenciais nao lineares que regem o modelo

SIR sao

S'(t) = —=BS)I(1),

I'(t)y =pBS@)I(t) —vI(t), (3.21)

RI(t) = ~1(1),
em que 3 é a taxa de transmissao, representando a probabilidade de que
uma interagdo entre um individuo suscetivel e um individuo infectado
resulte em uma nova infecgao e v é a taxa de recuperagao, que determina
a taxa na qual os individuos infectados se recuperam e transitam para
o compartimento recuperado.

3.4.2 Algumas limitagoes do Modelo Classico SIR

Ressaltamos que o modelo SIR (3.21) assume que a transmissao
da enfermidade ocorre unicamente por meio de interagoes diretas e lo-
cais entre individuos. Entendemos que tal hipotese constitui-se numa
simplificacdo que desconsidera explicitamente a influéncia dos fluxos
populacionais entre distintas regioes geograficas — um fator determi-
nante na dindmica de propagacao de doencas infecciosas em cenarios
reais. Em virtude desta limitagao estrutural, o modelo pode nao ser
suficientemente capaz de descrever com fidelidade a complexidade dos
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processos epidémicos, sobretudo em ambientes urbanos caracterizados
por alta conectividade e mobilidade.

Compreender os fatores ambientais e estruturais que influenciam
a propagacao de doengas infecciosas é fundamental para o desenvolvi-
mento de estratégias de mitigacao e prevengao eficazes, conforme des-
tacado por [48]. Uma questéo central, levantada por [22], refere-se ao
papel das cidades no processo de disseminagao: seriam os centros ur-
banos, por si s0, catalisadores da transmissao da COVID-19, ou seria
o fluxo interurbano de individuos o verdadeiro vetor de aceleragao das
pandemias?

Diversos estudos recentes oferecem subsidios importantes para essa
discussao. De acordo com [48], verificou-se uma correlagao significativa
entre densidade populacional e taxas elevadas de morbidade em areas
urbanas da provincia de Hubei e em diversos estados norte-americanos,
sugerindo que a concentragao populacional pode amplificar a dissemi-
nagao viral. E mais, [22] argumenta que a dindmica de transmissao se
mostra heterogénea entre os grandes centros urbanos e outras regioes,
indicando que a conectividade — medida por fluxos de mobilidade e
redes de transporte — pode exercer influéncia mais determinante do
que a mera densidade demogréfica.

Resumindo, o modelo SIR classico (3.21), ao assumir que a trans-
missao ocorre exclusivamente por interagoes locais e homogéneas entre
os individuos, desconsidera de forma explicita os efeitos da mobilidade
populacional entre regices geograficas distintas. Essa simplificacao es-
trutural limita sua capacidade de descrever adequadamente a comple-
xidade dos processos epidémicos reais, particularmente em contextos
urbanos densamente povoados e interconectados. Assim, torna-se evi-
dente a necessidade de modelos epidemiologicos mais sofisticados, ca-
pazes de incorporar heterogeneidades espaciais, fluxos de mobilidade e
estruturas de rede para uma compreensao mais acurada da propagacao
de doengas infecciosas em escala global.

Estas observagoes indicam que um modelo epidemiolégico mais re-

alista deve incorporar tanto as interacoes espaciais como a mobilidade
humana.
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3.4.3 Algumas justificativas do Modelo Fracionario
SIR

O modelo classico SIR pressupoe que os individuos transitam en-
tre os compartimentos Suscetivel, Infectado e Recuperado segundo ta-
xas constantes e independentes do histérico do processo, o que implica
numa estrutura markoviana subjacente. Tal formulagao assume que a
evolugao temporal do sistema depende exclusivamente do estado atual
da populacédo, desconsiderando quaisquer efeitos de memoria associados
ao tempo de permanéncia em cada compartimento. No entanto, evidén-
cias empiricas demonstram que a dindmica de transmissao de diversas
doencas infecciosas, como a COVID-19 e o Ebola, frequentemente viola
essa hipoétese simplificadora.

De fato, conforme argumentado por [4,5], a probabilidade de um
individuo permanecer no estado infeccioso ou de transitar para o estado
recuperado é fortemente dependente do tempo decorrido desde a infec-
cao. Tal dependéncia temporal induz comportamentos dindmicos mais
complexos, que nao podem ser adequadamente capturados por modelos
diferenciais classicos de ordem inteira, exigindo, assim, uma generali-
zacao da estrutura matematica tradicional para incorporar efeitos de
memoéria e heterogeneidades temporais.

Uma motivacao fundamental para a introducao de derivadas fraci-
onarias na modelagem epidemiologica advém da analise de processos
estocéasticos subjacentes & dindmica de disseminagao de doencas infec-
ciosas. Em particular, [4,5] demonstram que, ao considerar uma for-
mulagao baseada em caminhadas aleatorias de tempo continuo (CTRW
— Continuous-Time Random Walks), é possivel derivar, de maneira na-
tural, um modelo SIR de ordem fracionaria. Nesta estrutura, quando
a fun¢ao de distribuicao associada & infectividade possui cauda pesada
— tipica de distribui¢oes do tipo lei de poténcia —, as equacgoes di-
ferenciais fracionarias emergem como consequéncia direta da dindmica
nao-exponencial de transi¢ao entre compartimentos.

A principal implicagao dessa abordagem é a incorporagao explicita
de efeitos de memoéria nos mecanismos de infec¢ao e recuperacao. Dife-
rentemente dos modelos classicos de ordem inteira, nos quais as taxas de
transi¢ao dependem unicamente do estado atual do sistema, os modelos
fracionérios permitem que a evolucao do sistema seja influenciada por
todo o historico do processo. Essa dependéncia temporal introduz uma
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estrutura de memoria de longo alcance, que confere maior realismo ao
modelo ao capturar comportamentos anémalos frequentemente obser-
vados em dados epidemiologicos, como transmissoes tardias, periodos
de incubagao varidveis e recuperagao heterogénea entre os individuos.

3.4.4 Um possivel Modelo Fracionario Espaco De-
pendente SIR

Em contextos em que mobilidade e conectividade sao cruciais, mesmo
modelos SIR fracionérios frequentemente falham em capturar a com-
plexidade total da disseminagao da doenga. Enquanto esses modelos
introduzem efeitos de memoria na infecgao e recuperagao, eles ainda
assumem transmissao local, negligenciando interagoes espaciais. En-
tretanto, epidemias do mundo real sao fortemente influenciadas pela
mobilidade populacional, onde individuos interagem em miiltiplas re-
gioes, permitindo transmissao nao local. Um modelo epidemiolégico
mais realista deve levar em conta tanto a transmissao nao local quanto
a dindmica de infeccao dependente da regiao.

Embora modelos fracionarios do tipo SIR representem um avango
significativo na incorporagao de efeitos de memoria aos processos de
infeccdo e recuperacdo, tais abordagens ainda se mostram limitadas
em contextos onde a mobilidade e a conectividade espacial desempe-
nham papel determinante na disseminagao da doenca. Em geral, esses
modelos assumem que a transmissao ocorre de forma puramente local,
ou seja, restrita a interagoes dentro de uma mesma populagao homo-
génea, desconsiderando os mecanismos de acoplamento espacial que
caracterizam a propagacao de epidemias em sistemas geograficamente
distribuidos.

No entanto, diversas evidéncias empiricas apontam que surtos epi-
démicos em larga escala sao fortemente condicionados por fluxos popu-
lacionais entre diferentes regioes, através de redes de transporte, deslo-
camentos pendulares e migragoes, que viabilizam interagoes nao locais
e contribuem para a sincronizacao de surtos entre localidades distan-
tes [7,17]. Nesse sentido, a conectividade espacial — tanto estrutural
quanto funcional — constitui um fator determinante na dindmica global
de propagacao de doengas infecciosas.

Para representar adequadamente tais fenémenos, torna-se necessa-
rio adotar uma estrutura matematica que combine a memoria intrinseca
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dos processos infecciosos, modelada por equacgoes diferenciais fraciona-
rias, com mecanismos de acoplamento espacial. Modelos epidemiolégi-
cos mais realistas, portanto, devem incorporar explicitamente a trans-
missao nao local e a heterogeneidade espacial da populagao, permitindo
que a taxa de infecgao em uma determinada regiao dependa nao ape-
nas do estado local, mas também do estado de regioes conectadas por
redes de mobilidade [10]. Essa abordagem é particularmente relevante
para a compreensao da disseminacao de doengas em ambientes urbanos
altamente interconectados e globalizados.

Para abordar a complexidade da propagacao epidémica em sistemas
espacialmente distribuidos, propomos a incorporacao explicita de inte-
ragoes espaciais no processo de infec¢do. Uma estratégia natural para
tal tarefa é a introdugao de um termo integral na equagao de infecgao,
de modo que a taxa de infeccao em uma posigao espacial x dependa nao
apenas de interagoes locais, mas também da distribuicao espacial dos
individuos infectados ao longo do dominio. Modelos recentes tém ado-
tado equagoes fracionarias de reagao-difusao para representar de forma
mais realista os mecanismos de transmissao nao locais, permitindo a
captura de heterogeneidade espacial e fornecendo uma descrigao mais
fiel da dinamica epidémica observada em cenarios do mundo real [34].
Em contraste, a abordagem proposta neste trabalho introduz uma es-
trutura matematica distinta, visando refinar ainda mais a representacao
da interagao entre as populagoes e a dispersao espacial da infecgao.

Matematicamente, introduzimos a seguinte equagao de infeccao es-
pacialmente dependente:

% = p5(t, x) /Om I(t,y)dy —~I(t, ). (3.22)

/ I(t,y)dy,
0

representa, o numero cumulativo de individuos infectados no dominio

Aqui, o termo integral

espacial. Esta formulacao garante que a taxa de infecgao local leve em
consideracao as localizagoes espaciais anteriores em que interagoes ocor-
reram, incorporando efeitos de transmissao baseados em movimento.
Tal abordagem é particularmente relevante em ambientes urbanos, onde
0 movimento entre bairros ou centros de transporte afeta significativa-

84



mente a disseminagao de doengas.

Embora a alteracao da segunda equagao de (3.21) para (3.22) me-
lhore o modelo ao introduzir transmissao de doengas nao local, ela nao
leva em consideragao totalmente os efeitos de memoria em diferentes
regioes. Em particular, as taxas de infeccao e recuperacao podem variar
no espacgo devido a diferencas na densidade populacional, disponibili-
dade de assisténcia médica e comportamentos sociais. Para abordar
esta limitagao, introduzimos uma derivada de tempo fracionéria com
ordem dependendo da posigao espacial x, capturando efeitos de memo-
ria dependentes da regiao.

A introducgao de derivadas fracionérias dependentes do espaco é mo-
tivada pela sua capacidade de modelar dindmicas de infecgao hetero-
géneas em diferentes regides espaciais. Como demonstrado por [5], as
derivadas fracionarias surgem de forma natural em modelos epidemio-
l6gicos caracterizados por processos de difusao anémala ou por tempos
de espera com distribuigoes de lei de poténcia. A extensao desses mo-
delos para sistemas espacialmente heterogéneos permite a inclusao de
efeitos de memoria que variam conforme a regiao, onde infecgoes ante-
riores influenciam a progressao da doenga de maneira distinta em cada
local.

Com isso em mente, agora propomos o seguinte modelo SIR fracio-
nario generalizado:

D} S(t,) = 55 (t.0) | "Ity dy,
0
DM I(t,x) = BS(t, @) / "It y) dy — 11t ), (3.23)
0

ch(I)R(t, x) =~I(t, ),

em que t € (0,00), z € [0,1] representa a posi¢cdo da populagdo, e
eDy () & a derivada fracionaria de Caputo de ordem a(x) introduzida
na Secao 3.1.

Portanto, dada uma condicao inicial, os Teoremas 3.32 e 3.35 forne-
cem condigoes suficientes para garantir a existéncia e unicidade de uma
solugéo para (3.23), a0 mesmo tempo em que garantem sua existéncia
global.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais e
Trabalhos Futuros

Neste capitulo, apresentamos as reflexoes finais sobre o trabalho de-
senvolvido ao longo desta tese, cujo objetivo foi construir um arcabougo
tedrico robusto para o estudo de equagoes diferenciais fracionarias abs-
tratas com ordem de derivagao dependente do espago. Mais especi-
ficamente, investigamos condigbes necessarias e/ou suficientes para a
existéncia e unicidade de solugbes em contextos lineares e semilineares,
considerando operadores limitados em espagos de Banach apropriados.

Durante a formulacao da teoria, optamos por restringir a analise ao
caso em que o operador A é limitado. Essa decisao foi motivada por
dificuldades técnicas significativas encontradas na abordagem com ope-
radores nao limitados, cujo tratamento exigiria ferramentas adicionais
e tornaria o texto excessivamente longo e potencialmente inacessivel.
Ainda assim, o caso com operadores limitados ja impds desafios teo-
ricos considerédveis e representa um passo fundamental na diregao de
uma teoria mais geral. O presente trabalho, portanto, estabelece uma
base solida para a investigagao futura de problemas mais complexos
que envolvem operadores nao limitados, os quais estao atualmente sob
analise em nossos estudos em andamento.

Cabe destacar que, apesar das limitagoes impostas pelo escopo e
pelo tempo disponivel, o contetido aqui apresentado ja constitui uma
contribui¢ao relevante para a literatura, tanto por sua originalidade
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quanto pelo rigor tedérico. Por esse motivo, decidimos nao incluir as

ideias ainda em desenvolvimento sobre a extensao da teoria para ope-

radores nao limitados, preservando a coesao e a consisténcia da Tese.

Adicionalmente, introduzimos um modelo epidemiologico baseado
em equagoes fracionarias com ordem de derivagao espacialmente va-

riavel, o qual representa uma aplicacao direta da teoria desenvolvida.

Este modelo incorpora trés modificagoes fundamentais em relagao ao

modelo SIR cléssico:

(1)

(iii)

Efeitos de memoria espacialmente variaveis: Diferentes regioes
apresentam distintos niveis de memoria, afetando a dinamica de
infecgao. Ambientes urbanos, por exemplo, podem ter uma pro-
pagagao mais rapida, enquanto areas rurais tendem a apresentar
progressoes mais lentas.

Transmissao nao local: A inclusdo de um termo integral garante
que a taxa de infeccdo em um ponto dependa da exposicdo acu-
mulada ao longo de toda a regiao considerada, o que reflete mais
fielmente os padroes de disseminacao observados em epidemias
reais.

Acoplamento entre integracdo espacial e diferenciacdo fraciona-
ria: A combinacao desses dois elementos permite descrever com
maior precisao a dindmica da propagacao, considerando tanto
a heterogeneidade espacial quanto os efeitos de memoria histo-
rica. A ordem fracionaria variadvel a(x) reforga essa capacidade,
adaptando-se as particularidades regionais na transmissao e re-
cuperagao.

Com base nesse modelo, identificamos varias linhas promissoras de

investigacao futura:

(i)

(i)

Analise da estabilidade e comportamento assintotico das solugoes
sob diferentes perfis para a(z), visando compreender a evolugao
de epidemias em ambientes heterogéneos;

Desenvolvimento de estratégias de controle especificas para dife-
rentes contextos populacionais, contribuindo para politicas publi-
cas mais eficazes;
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(iii) Construcao de métodos numeéricos eficientes e estaveis para equa-
¢oes diferenciais fracionéarias com ordem variavel, com foco em
precisao e viabilidade computacional;

(iv) Validagao empirica do modelo proposto por meio de dados reais,
a fim de testar seu poder preditivo e a aplicabilidade em cenarios
concretos de epidemias.

A integracao entre heterogeneidade espacial, memoéria e transmissao
nao local constitui um avancgo relevante para a modelagem de fenéme-
nos complexos. Ao ultrapassar as limitagoes dos modelos comparti-
mentais tradicionais, o modelo aqui proposto abre caminho para uma
compreensao mais refinada da dindmica epidémica, com potencial im-
pacto pratico em satde publica, planejamento urbano e politicas de
mitigagao.

Concluimos, assim, que os resultados tedricos e aplicados desta tese
representam uma contribuicao significativa para o avanco do estudo
de equacgoes fracionérias e suas aplicagoes, especialmente no contexto
de populagoes heterogéneas. A continuidade desta linha de pesquisa
promete novos desenvolvimentos matematicos e aplicacoes de grande
relevancia interdisciplinar.
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