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Resumo

O objetivo desse trabalho é produzir um texto detalhado e acessivel acerca da area
de algebras de operadores. Os principais teoremas presentes no trabalho sdao os dois
teoremas de caracterizagao de C*-algebras de Gelfand-Naimark. O texto foi dividido em
trés capitulos principais, primeiramente visa-se apresentar a teoria de élgebras de Banach,
teoria espectral e introduzir a representacdo de Gelfand. O segundo capitulo trata da
teoria geral de C*-dlgebras, bem como o primeiro teorema de Gelfand-Naimark e o cdlculo
funcional continuo. A terceira parte dedica-se a provar o segundo teorema de Gelfand-
Naimark, para isso discutiremos a teoria de representacoes de C*-algebras, elementos
positivos em C*-dlgebras, funcionais lineares positivos, construgdo GNS e finalmente o
teorema de Gelfand-Naimark para C*-dlgebras quaisquer. Quando tratarmos de funcionais
lineares positivos e da construcao GNS faremos frequentemente a hipotese simplificadora

de exigir que certas C*-dlgebras em questao sejam unitais.

Palavras-chave: C*-Algebra; Gelfand-Naimark; Algebra de Banach; Construcio GNS.



Abstract

The objective of this work is to produce a detailed and accessible text about the area of
operator algebras. The main theorems present in the work are the two Gelfand-Naimark
C*-algebra characterization theorems. The text was divided into three main chapters;
firstly, it aims to present the theory of Banach algebras, spectral theory, and introduce the
Gelfand representation. The second chapter deals with the general theory of C*-algebras,
as well as the first Gelfand-Naimark theorem and continuous functional calculus. The
third part is dedicated to proving the second Gelfand-Naimark theorem; for this, we will
discuss the theory of representations of C*-algebras, positive elements in C*-algebras,
positive linear functionals, GNS construction, and finally the Gelfand-Naimark theorem.
Naimark for any C*-algebras. When dealing with positive linear functionals and the GNS
construction, we will often make the simplifying assumption of requiring that certain

C*-algebras in question be unital.

Keywords:C*-Algebra; Gelfand-Naimark; Banach-Algebra; GNS construction.
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Introducao

A &area de algebra de operadores teve inicio através dos trabalhos de John Von
Neumann, um fisico-matematico de marcada importancia, considerado um dos maiores
cientistas do século XX, o objetivo naquela instancia era formalizar a mecanica quantica.
Os objetos estudados por Von Neumann eram subélgebras de B(H) onde H é um espago
de Hilbert, atualmente as algebras estudadas por Von Neumann sao nomeadas em sua

homenagem, essas sao casos particulares de C*-algebras, protagonistas desse trabalho.

Este material se dedica a proporcionar uma introdugao simples, detalhada e acessivel
para a area de algebra de operadores, a ideia é que sirva de um primeiro contato para um
estudante que esteja interessado na matéria mas com dificuldades para seguir a literatura
padrao. Um objetivo principal é que esse trabalho seja facil de ler, entao uma boa parte
dos detalhes foi mantida nas demonstracao e resultados mais simples foram enunciados e

demonstrados.

Vamos entao introduzir os principais objetos de estudo e alguns teoremas-chave a
respeito deles. Aqui entenderemos que os espagos vetoriais (e assim também as algebras)

sao definidos sobre o corpo dos niimeros complexos.

Uma algebra A é um espago vetorial munido de um produto bilinear:
T AXA— A

(a,b) — ab

tal que
a(bc) = (ab)c

Isso garantird uma estrutura de anel compativel com a estrutura de espaco vetorial. Uma

algebra sera unital, bem como comutativa, se o for como anel.

Quando munida de uma norma submultiplicativa, isto é, satisfazendo:
labll < llall - ||~ Va, be A

dizemos ser uma algebra normada. Definimos uma algebra de Banach como uma &algebra

normada completa com relagao a métrica induzida pela norma.

Uma x-algebra é uma algebra equipada de uma operacao unaria

x: A— A, ar—a”
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tal que para todos a, b € A e A € C temos

Usualmente referimos a operacgao anterior como a involugcdo da algebra.

Teremos agora que uma *-algebra de Banach A satisfazendo a seguinte propriedade,

denominada de propriedade C*:
la*all = [|alf*, Ya € A

é uma C*-algebra

Muito do que foi feito no corpo do trabalho tem C*-algebras ou, mais geralmente,
algebras de Banach como objeto de estudo. Os teoremas mais fundamentais presentes aqui

sao enunciados abaixo, o segundo deles servira de ponto de parada para esse material.

Com os estudos se aprofundando, foi eventualmentepossivel caracterizar uma C*-
algebra através dos seguintes teoremas. Como acontecera frequentemente durante todo o

texto, estaremos montando uma identificagdo via isomorfismos.

Teorema 0.0.1 (Teorema de representacao de Gelfand). Se A é uma C*-dlgebra co-
mutativa, entdo A é isométricamente *-isomorfa a Co(X) para um espago localmente
compacto Hausdorff X. Este é unicamente determinado através da algebra como o espaco

de caracteres (munido da topologia pontual), ou ainda o espago dos ideais maximais de A.

Agora, para C*-algebras nao necessariamente comutativas em geral, poderemos
derivar o seguinte teorema, por meio da construcio GNS, em referéncia aos matematicos
Gelfand-Naimark-Segal:

Teorema 0.0.2 (Teorema de Gelfand Naimark). : Toda C*-dlgebra A é isométricamente
isomorfa a uma C*-algebra “concreta” de operadores em um espaco de Hilbert H. Mais
precisamente, existe um *-isomorfismo isométrico (ou seja, uma representagao fiel) de A

na C*-algebra B(H) de todos os operadores limitados de um espaco de Hilbert H.

Durante a leitura desse trabalho sera preferivel que o leitor tenha alguma familiari-
dade com analise funcional, topologia e variavel complexa, mas nada muito aprofundado.
Usualmente, os resultados necessarios serao devidamente enunciados, ou pelo menos

mencionados, ao longo do texto.



1 Algebras de Banach e Teoria Espectral

Neste capitulo, abordaremos os fundamentos da teoria de algebras de Banach, bem

como da teoria espectral.

Embora o foco principal deste trabalho seja o estudo das C*-algebras, iniciaremos
nossa discussdao em um contexto mais geral. Convidamos o leitor a apreciar o maquinario
adicional e as propriedades especificas das C*-algebras, que se destacam em comparacao

com o cendario mais abrangente explorado neste capitulo.

Ao longo do capitulo, todos os espacos vetoriais serao considerados sobre o corpo

dos nimeros complexos, salvo indicagao explicita em contrario.

1.1 Algebras de Banach

Comecaremos definindo os principais objetos de estudo deste capitulo. O conceito
a seguir pode ser entendido como um espago vetorial no qual existe uma operacao de

multiplicagao entre vetores.

Definicao 1.1.1. Uma dlgebra A é um espaco vetorial munido de uma aplicacao bilinear

associativa, isto é, uma fun¢ao da forma:
tAXxA— A, (a,b) —> ab,
tal que, para todos a,b,c € A e X\ € C, temos:

a(b+c) = ab+ ac,
(a+b)c = ac+ b,
A(ab) = (Aa)b = a(AD).

Isso garantira uma estrutura de anel compativel com a estrutura de espago vetorial.
Uma algebra serd unital, bem como comutativa, se o for como anel. Frequentemente
representaremos a unidade de uma algebra A por 14. Como se pode esperar, nogoes de

subestrutura desempenharao um papel central no desenvolvimento da teoria.

Definigao 1.1.2. Uma subdlgebra B de uma algebra A é um subespago vetorial fechado
sob o produto da algebra, ou seja, se by, by € B, entdo biby € B. Semelhante a outros

contextos, B sera em si uma algebra com as operagoes restritas.

Diremos que uma subdlgebra B de uma algebra unital A com unidade 14 é uma

subdlgebra unital se, além de possuir uma unidade, digamos 15, temos que 14 = 1p.
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Exemplo 1.1.3. Seja Clz] o conjunto de todas as fung¢oes polinomiais com coeficientes

em C, ou seja, um elemento p € C[z] é da forma
p(z) =X+ Az + -+ A\ 2"

Com as operacoes bem conhecidas de soma e multiplicagdo de polindmios, além da
multiplica¢do de um polinémio por um escalar, C[z] é uma dlgebra. Tomando p(z) = 1,

vemos que Cl[z] é uma algebra unital.

Definigao 1.1.4. Dizemos que uma norma || - || em uma algebra A é submultiplicativa se
labll < {lall - |6l Va,b € A.

Nesse caso, dizemos que o par (A4, | -||) é uma dlgebra normada. No caso de A ser unital e,

adicionalmente, ||14]] = 1, dizemos que A é uma dlgebra normada unital.

Com a adicdo de uma norma, temos uma métrica dela derivada, que, por sua vez,

induz uma topologia. Seguindo essa direcao, temos a seguinte proposicao.

Proposigao 1.1.5. A operagao - : A x A — A, definida por (a,b) — ab, é continua em

uma algebra normada A.

Demonstragdo. Usaremos a submultiplicatividade da norma. Seja A uma dlgebra normada.
Considere as sequéncias (a,), (b,) C A tais que a, — a € A e b, — b € A. Queremos

mostrar que a,b, — ab. Para isso, facamos:

llab — anb,|| = ||ab — ab, + ab, — a,by||
< |lab — ab,|| + ||ab, — anby||
< llall - 1b = bnl| + [la — an| - {|ba]-

Como ||la — ay]|, ||b — bs]] — 0 e tanto ||la|| quanto ||b]| sao nimeros, segue pelo
teorema do confronto que ||ab — a,b,|| — 0, ou seja, a,b, — ab. Portanto, a operagao é

continua. O

Assim, como as operagoes em um espaco vetorial normado sdo também continuas,
segue que todas as operacgoes em uma algebra normada sao continuas. Vamos agora

introduzir um dos principais objetos de estudo deste capitulo.

Definigao 1.1.6. Dizemos que uma &algebra normada A é uma dlgebra de Banach se ela

for completa com respeito a métrica induzida pela norma.

Com as defini¢oes apresentadas, reunimos alguns resultados na proposicao a seguir.
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Proposicao 1.1.7. Uma subalgebra de uma algebra normada é, em si, uma algebra
normada com a operacao restrita. O fecho de uma subdlgebra é uma subalgebra. Além
disso, uma subalgebra de uma algebra de Banach é uma algebra de Banach se, e somente

se, for fechada.

Demonstracdo. A primeira afirmagao segue do fato de que todas as propriedades necessarias

sao hereditarias. Para a segunda afirmacgao, consideremos os seguintes pontos:

e O fecho de um subespaco ¢ ainda um subespago. De fato, seja S um subespaco.
Sejam x,y € S e A € C. Assim, existem sequéncias (z,,), (y,) C S tais que z,, — x e
yn, —> y. Como S é subespago, (z, +y,) C S, e como z,, + vy, — = +y, concluimos
que x +y € S. Similarmente, como S é subespaco, (Az,) C S e (A\z,) — .

Portanto, S é um subespaco.

o S é fechado sob o produto. De fato, se a,b € S, entdo existem sequéncias (a,,), (b,) C
S tais que a, — a e b, — b. Como S é uma subdlgebra, (a,b,) C S, e pela
Proposicao 1.1.5, temos que a,b, — ab. Assim, ab € S.

A terceira afirmacao segue do fato de que um subespago de um espago completo é

completo se, e somente se, for fechado. O

Nos dedicaremos agora ao estudo de alguns exemplos. A maioria dos escolhidos

aqui serd de espagos que, por via de outros contextos, devem ser familiares ao leitor.

Exemplo 1.1.8. O corpo dos nimeros complexos C é uma algebra de Banach com a

norma e operacoes usuais.

Exemplo 1.1.9. Seja S um conjunto qualquer, o conjunto de todas as fun¢oes complexas

limitadas de varidvel em S e denotado por [*°(5), isto é:

[°S)={f:5—C : Sug|f(x)| < o0},
HAS
é uma algebra de Banach comutativa unital com as operagoes definidas ponto a ponto:
(f +9)(z) = f(z) + g()

(Af)(z) = Af(z)
(fg)(z) = f(x)g(x),

e com a norma da convergéncia uniforme:

[flloo = sup | f(x)].
€S
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As propriedades de dlgebra comutativa sao verificadas devido a (*°(S) tomar valores num
corpo. Claro, as operacoes ponto a ponto, bem como a norma, estao bem definidas devido
ao fato de [*°(S) ser o espaco das fungoes limitadas. A mesma observac¢ao quando aliada

ao seguinte calculo nos garantird a propriedade de ser uma algebra normada

gl = sup (F9)(@)] = 5up | (@)g(a)| < sup|F(a) sup [g(@)] = | cllgl

A unidade de [*°(S) ¢é a fungao limitada 1 : S — C dada por x — 1 como diretamente

verificado.

Resta verificar que a norma || f|| = sup,cg | f(z)| torna [*°(S) num espago completo. Para
isso, considere uma sequéncia de Cauchy (f,,) C [*°(.S), dessa forma, dado um € > 0, existe

ng € N tal que para n, m > ny temos
||fn - fm” < €.

Pela defini¢ao de || - || temos que |f(x0) — fin(20)| < ||fn — fimlloo © assim para cada
xo € S temos que (f,(x9)) C C é uma sequéncia de Cauchy. Como C é completo existe

f(zg) = lim, o fn(zo), podemos entao construir a seguinte funcao:
f:9—C

r+— f(x) = lim f,(x).

n—oo

Propomos que f é o limite da sequéncia (f,,) C [*°(5), objetivamos portanto provar que

fei*S) e f, — f.

Primeiramente provaremos que f, — f, para isso, dado um ¢ > 0 vamos majorar
|f(z) — fu(x)| por €/2 para n suficientemente grande. Pela defini¢do de f, dado € > 0
temos que existe Ny € N tal que para n > N;

1f(2) = fu(2)| < €/4.

Como (f,) C 1°°(S) é Cauchy entdo dado € > 0 existe Ny € N tal que para n,m > N,

temos

[fr = Finlloo < €/4.

Entao dado um € > 0 podemos tomar n, m > max{N;, Na} e obter que

[f (@) = fu(@)] = [f(2) = (@) + fin(2) = ful@)| < [f(2) = ful@)] + [fu(2) = fin(2)]
< e/A+|lfn(@) = fin(2)]|oo
=e€/d+e/d
=€/2.
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Desse modo, |f(x) — fu.(x)] < €/2 Yz € S e portanto

Obtemos entao que dado € > 0 temos que ||f — fnllco < € para n suficientemente grande,
isto é, f, — f.

Provaremos agora que f € [*(S). Usaremos que f, — f. Como (f,) C (*(9)
entdo para todo n € N existe M,, > 0 tal que |f,(z)| < M, e do fato de f,, — f entao
dado € > 0 existe N € N tal que para n > N temos ||f — ful]lw < €. Tomee=1e N € N

suficientemente grande, entao

[f(@)] = 1f(x) = fn(@) + (@) < [f(2) = fn(@)] + | fn ()]
<|f(z) = fv(@)llo + My

Chegamos portanto a conclusdo que f é limitada, ou seja, f € [*°(S). Achamos
entdao o limite procurado e portanto (I°°(5), || - ||o) é completo. Segue das afirmagoes

anteriores que [*°(S) ¢ uma algebra de Banach unital.

Exemplo 1.1.10. Se 2 é um espaco topoldgico, o conjunto das fungdes complexas limitadas

e continuas:
Cy(Q)={f:Q— C : fécontinua e sup|f(z)| < co};
e

¢ uma subdalgebra unital fechada de [*°(£2).

De fato, sejam f,g € Cp(2) e A € C. Como a continuidade e a limitagdo se
comportam bem com as operagoes ponto a ponto, temos que f + g, Af, fg € Cp(Q).
Assim, Cp(2) é uma subélgebra. Além disso, a fungdo constante 1 : 2 — C, definida por
x +— 1, é limitada e continua, com norma ||1]|,, = 1. Portanto, C;(€2) é uma subalgebra

unital.

Para verificar que C,(Q2) é fechada, seja f € Cp(€2), ou seja, existe uma sequéncia
(fn) C Cp(Q) tal que f,, — f em norma. Como a convergéncia ocorre na norma do supremo,
a convergéncia é uniforme. Sendo assim, f é limitada e continua. Logo, f € Cy(Q), e

concluimos que Cy(€2) é fechado.

Podemos concluir entdao que Cp(€2) é uma &lgebra de Banach unital e comutativa.
Além disso, se €2 for compacto, pelo fato de que toda func¢do continua definida em um
espago compacto é limitada, obtemos que C(£2) = C(€2), onde C'(2) é o espago das fungdes

complexas continuas com dominio em §2.
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Exemplo 1.1.11. Seja X um espacgo Hausdorff localmente compacto. Dizemos que uma

funcao continua f : X — C se anula no infinito se, para todo € > 0, o conjunto
{reX:|f(x)] = e}

é compacto. Denotamos o conjunto das fungoes continuas que se anulam no infinito por

Co(X), ou seja,

Co(X)={f: X — C: f é continua e se anula no infinito}.

Afirmamos agora que Cy(X) é uma subélgebra fechada de C,(X). Para demonstrar
isso, utilizaremos o seguinte lema, que trata de uma caracterizagao de fungoes continuas

que se anulam no infinito.

Lema 1.1.12. Seja Cy(X) o conjunto das fung¢oes continuas que se anulam no infinito.

Temos entao que

f € Co(X) < Ve >0, IK C X compacto tal que |f(z)| < e Vo € K*.

Demonstragio. (=) Suponha que f € Cy(X). Entao, para todo € > 0, o conjunto
K={zeX:|f@)>e

é compacto. Portanto, dado ¢ > 0, existe o compacto K tal que |f(z)| < € para todo
r e K°.

(<) Suponha agora que, dado € > 0, existe um compacto K tal que |f(z)| < €

para todo x € K°. Vamos mostrar que, para todo ¢ > 0, o conjunto

é compacto. Para isso, é suficiente verificar que C' ¢é fechado e esté contido no compacto K.

o (' é fechado: Como f é continua, |f| também é continua, e temos

C = fI7([e,00))

que é a pré-imagem de um conjunto fechado sob uma func¢ao continua, logo C' é
fechado.

e C' C K: Vamos provar a contencao equivalente K¢ C C°. Se x € K¢, entdo |f(z)| < e,
o que implica que = ¢ C'. Portanto, K¢ C C°.

Logo, C = {zx € X : |f(z)| > €} é compacto e, portanto, f € Cp(X). O
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Com esse lema, concluimos agora que Cy(X) é uma subdlgebra fechada de Cy(X).

Comecemos provando que Cy(X) é um subespago.

o Co(X) # 0: A funcao constante igual a zero pertence a Cy(X), logo Cy(X) nao é

vazio.

o Co(X) C Cp(X): Seja f € Cp(X). Como f ¢é continua, resta mostrar que f ¢ limitada.
De fato, dado que f € Cy(X), para € = 1, existe um compacto K C X tal que
|f(z)] <1 para todo x € K°¢. Como fungoes continuas preservam a compacidade e
a unido de compactos é compacta, o conjunto W = f(K) U B;[0] é compacto em
C. Logo, W é limitado. Além disso, se z € X, entao f(x) € W, o que implica que
Im(f) C W e, portanto, f é limitada.

Agora, considere f,g € Cy(X) e A € C. Verificaremos que f+g, Af e fg pertencem
a C()(X>

e f+4 g€ Cy(X): Para todo € > 0, existem compactos K1, Ky C X tal que
If(x)] < g para todoz € K e |g(z)| < % para todo x € K.
Como K U Ky é compacto e (K; U Ks)® = K{N K§, temos que
(F+9)@)] < |F(@)] +la@)] < 5 +5 =<
logo f 4 g € Co(X).

e A € (Cp(X): Como f € Cy(X), para todo € > 0, existe um compacto K C X tal

que | f(z)| < ﬁ para todo x € K°. Logo, para esse mesmo compacto K,
AN = W@ < W=«
logo A\f € Cy(X).
o fg € Cy(X): Para todo € > 0, existem compactos K1, Ko C X tal que
|f(z)] < Ve paratodox € Ki e |g(z)]<+e paratodoz € K5.
Como K; U Ky é compacto, temos que
[(f9)(@)] = [f(2)llg(z)] < Veve=e,

logo fg € Co(X).
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Disso segue que Cy(X) é uma subélgebra de Cy(X).

Finalmente, vamos provar que Cy(X) é fechado. Seja (f,,) uma sequéncia em Cp(X)
tal que f,, — f. Mostraremos que f € Cy(X). Como (f,) C Co(X), para todo € > 0,
existe um compacto K, C X tal que |f,(x)| < § para todo z € K. Além disso, como
Jn — [, existe N € N tal que, para todo x € X, |f(z) — fu(x)| < §. Portanto, temos

[f(@)] < |F(@) = fal@)] + | fulz)] < g+ g — e

Isso mostra que f é limitada e, portanto, f € Cy(X). Logo, Co(X) é fechado. Concluimos
que Cy(X) é uma subélgebra fechada de Cy(X).

Nota: Pedimos ao leitor que observe o fato de que a condi¢do de X ser localmente
compacto nao foi explicitamente utilizada no desenvolvimento do exemplo. Embora essa
condi¢ao nao tenha sido necessaria até este ponto da discussdo, garantimos que ela
sera relevante em contextos subsequentes, onde a hipdtese de X localmente compacto
serd utilizada de forma mais clara. Por ora, restringimos o escopo da nossa exposi¢ao a
apresentar exemplos que ilustram as propriedades de Cy(X) sem recorrer diretamente a

essa caracteristica adicional de X.

Exemplo 1.1.13 (Algebra de Operadores). Seja H um espaco de Hilbert, entdo B(H) =
{T : H — H : T ¢ linear e limitado} é uma algebra de Banach com as operagoes de
espaco vetorial definidas ponto a ponto, a multiplicacao de algebra como a composicao
de operadores o : H — H dado por (T},T3) — T) o T; (usualmente, o simbolo de

“o” é omitido) e a norma considerada como a norma dos operadores:

composicao
I llop : B(H) — B(H)

T'— HTHOP = sup ||Tz|,

<1
¢ uma algebra de Banach.

E bem conhecido que B(H) é um espago vetorial com as operagoes propostas, para
verificar as propriedades de dlgebra tomemos u,v,w € B(H) e A € C, entao o seguinte

calculo:

(wo (v+w))(z) =u((v+w)(zr)) =uv(x)) +ulw(z)) = (uov+uow)(r) Ve € H,

nos garante que v o (v +w)+uov+uow. A conclusdo de que (u+v)ow =uvow+vow
se obtém de maneira analoga. Além disso, por um calculo semelhante, podemos concluir

que A(uov) = (Au)ov =wuo (\v).

Também é bem conhecido que a norma dos operadores é submultiplicativa, de fato,

sejam T, S € B(H) e x € H, note que como T e S sdao multiplicativas obtemos

TS @) = 1T SN < T llopll Szl < 1T Nopll Slopllzll Vo € H.
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Pela minimalidade de ||T°S||,, temos entao a desigualdade ||7°S||op < [|T]|opl|Slops © que

prova a afirmacao.

Como H é um espaco de Hilbert, entdo é completo com a norma induzida pelo
produto interno, segue, por um resultado bem conhecido, que B(H) é completo com a

norma induzida de operadores e portanto B(H) é uma &lgebra de Banach.

Note também que o operador linear limitado ¢d : H — H dado por x — z é a
unidade de B(H) o que nos garante que B(H) é unital.

Os Exemplos 1.1.8 - 1.1.13 trataram de algebras comutativas, entretanto, esse nao
é o caso para B(H). Para ver isso, considere H = C?, afirmamos que a dlgebra B(C?) nao

é comutativa.

Considere os operadores T'(x,y) = (z,2y), S(z,y) = (y,z) em B(C?), nesse caso,
TS # ST, de fato:

(T'o S)(z,y) = T(y,x) = (y,2x) ao passo que (S o T)(z,y) = S(z,2y) = (2y, v)
Note que B(H) generaliza o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1.14. Considere M, (C) o conjunto de todas as matrizes n x n com entrada
nos complexos. Note que munida das operagoes matriciais bem conhecidas, M, (C) é uma
algebra. Fazendo uma identificacdo com a algebra B(C™) a tornamos numa algebra de

Banach unital.

Como a soma, multiplicagdo por escalar e multiplicacdo matricial de matrizes
triangulares superiores/inferiores é ainda superior /inferior, bem como a matriz identidade
é tanto triangular inferior quanto superior, entao os espagos dessas matrizes sao subalgebras
unitais de M, (C).

Exemplo 1.1.15. Note que na Definicdo 1.1.2 exigimos que uma subalgebra unital nao
apenas contenha uma unidade, mas também que esta coincida com a unidade da algebra
ambiente. Vamos aqui apresentar uma subalgebra que possua uma unidade mas nao seja

uma subalgebra unital.

Considere a algebra M(C), denote a matriz identidade por 1y, ¢y e considere a

A
B = 0 ctal que A € C ) .
0 0

Note que a prova de que B é de fato uma subalgebra deve-se exclusivamente a aplicacao de

seguinte subalgebra:

operacoes matriciais bem conhecidas. Repare também que B tem como unidade a seguinte

matriz, denotada por 1p,
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Portanto, B é uma subélgebra unital de M, (C) com 1p # 1, ().

Exemplo 1.1.16 (Algebra do Disco). Seja D = {z € C : |z| < 1} o disco unitario fechado

centrado em 0 no plano complexo e considere o conjunto:
A(D)={f:C— C: fé continua e analitica no interior de D}.

Quando munido das operagoes ponto a ponto e da norma do supremo, obtemos que A(D)
é uma algebra de Banach unital e comutativa. Essa afirmacao se deve ao fato de D ser
compacto, da unidade de A(D) ser a funcao continua igual a 1 e da analicidade, bem
como a continuidade, se comportarem bem com as operagoes ponto a ponto, isto é, A(D)
é uma subélgebra de C'(D) = Cy(D). De fato, A(D) é uma subélgebra fechada de C'(D), e

portanto uma algebra de Banach.

Os exemplos seguintes serao um dos raros momentos em que esse material falara

um pouco de teoria da medida.

Exemplo 1.1.17. Se (X, ) é um espago mensuravel, entdo o conjunto B, (X, X) das

fungbes Y-mensuraveis e limitadas é uma subélgebra de Banach de [*°(X).

Lembramos que dado um espago de medida (X, X, ), duas fungoes em L(X, X, u)
sao ditas p—equivalentes se sao iguais p quase sempre, abreviadamente, j.q.s, denotamos

entao por f ~ g p.q.s. A classe de equivaléncia de f € L(X, X, u), denotada por [f] é o
conjunto: [f| ={g € L(X,%,u) : f ~ g p.q.s}.

E usual denotar a classe de equivaléncia [f] simplesmente por f.

Exemplo 1.1.18. O espaco L®(X, X, 1) consiste de todas as fungdes X —mensurdveis que
sao limitadas p.q.s, isto é, f € L>®(X, X%, u) quando existe um M > 0 tal que |f| < M
ft.q.s. Quando munido das operacdes [f] + [g] = [f + g], A[f] = [Af] e [f] - [g] = [fg] e da

norma:

[flloe = {5 = |f] < B p.q.s},

A boa definicao das operacoes vem da subaditividade da medida p e a verificacao de que
L>*(X, X, 1) é uma algebra é direta. A demonstragao de que (L®(X, 3, ), |+ ||oc) é um
espago vetorial serd omitida, mas segue do fato que para todo f € L*(X, X, ) temos
|f] < Iflloo t-q.s, provaremos esse fato. Dado f €€ L*(X,3, u) temos pela defini¢ao da
norma || f||« que para 1/n > 0, existe 3, € {8 : |f| < 5 p.q.s} tal que
1
B < N fllos + =
n

Como |f] < B, p.q.s entdo para cada n € N existe um N,, € X com pu(N,) = 0 tal que
|f(z)| < B, para x € Nf. Considerando N = ,,cy N, note que pela subaditividade da
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medida temos p(N) < > ,cn p(N,) = 0, portanto:

1
[f(@)] < Bn < [Iflloc +— parawe N°= (] Ny,

neN

Agora podemos passar o limite n — oo e entdo obter que |f(z)| < ||flle para xz €

Nnen Ny, ou seja, [ f| < || flleo 1.q-5-

Para ver que a norma || - ||o ¢ submultiplicativa note que como a norma ¢ dada

por um infimo é natural considerar obter a equacao:

1f9lloe < (Ifllos + ) llglloc +€) Vf,g € L=(X, X, ) e Ve > 0.

e entao passar o limite € — 0. para isso, dados f,g € L>®(X, X, 1), sejam By, By e B3 o
conjunto dos majorantes p.q.s de |f|, |g| e | fg| respectivamente. Dado € > 0, como || f||

é infimo de %, segue que existe a € %, tal que

a < |[flloo +e.

Semelhantemente, como ||g||» ¢ infimo de %, entao existe f € A, tal que

B <llgllec + €.
Segue portanto que off < (|| f|ls + €)(||9llcc + €). Agora por defini¢ao de H; e A, existem
N1, Ny € 3 com pu(Ny) = p(Ng) =0 tal que

|f(z)| < aparaxz e Ny |g(x)| < parax € Ny.

Dessa forma, considerando N3 = Ny N Ny € ¥ e lembrando que pu(N3) < pu(Ny) +
1(N2) = 0 segue que |[(fg)(z)| < af para z € N§ = N{ U NS. Disso temos que (|| fl|oc +
€)(||g9]loc + €) é um majorante p.q.s de |fg|, logo, por definigao vale:

17 9llce < ([ fllse +€)(llglloc + €).

Basta agora passar o limite ¢ — 0 para obter || fgllooc < || flloo - [|9]lco-

Assumindo conhecido que (L*®(X, %, i), | - ||oo) de fato forma um espago normado,
vamos verificar que é um espago completo. Seja (f,,) C L>(X, 3, u) uma sequéncia de

Cauchy, portanto, dado € > 0 existe ng € N tal que para n, m > ng temos
1= fnll < e

Para qualquer n € N temos que existe N,, € ¥ com pu(N,,) = 0 onde |f,.(z)| < || fulloo
para todo z € NE. Definindo N = U,,cy IV, temos que pu(N) < 3, cn (V) = 0, ou ainda,
u(N) = 0. Segue entao que

[fa(@)] <l fllee, =€ N“=[] Ny
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Dessa forma |f,(z) — fm(z)| < ||fn — fmllo para qualquer x € N¢ e portanto
|fn(x) — fi(z)| < € para € N°. Disso segue que (f,) ¢ Cauchy em R e portanto, o limite

de f existe. Defina:

lim, o fu(z) =€ N°¢

flx) =

0 c.c
Segue entao que f € [*°(X), de fato, se x € N entao f(z) = 0 ji se z € N° entao
temos |f(z)| < || f]le € note que, como (f,,) C L>(X, X, 1) é Cauchy, entdo ¢é limitada e
existe M > 0 tal que ||f.|lcc < M e portanto, para x € N€ segue |f(x)] < ||f|le < M.
Note também que como discutido no Exemplo 1.1.9, [*°(X) é completo com a norma

| flloc = supgex |f(2)|. Definiremos a sequéncia (g,,) C {*°(X) por

fn x € N°¢
gn =
0 cc

com isso teremos que g, — f em (*°(X) implicard em f, — f em L®(X, %, pn).
Provaremos primeiro que g, converge para f em [*°(X). Seja € > 0 qualquer e x € X se

x € N, seguird por definicao que f(z) = g,(x) = 0, teremos entao que
sup | f(x) — gn(x)| = sup [f(z) = gu()|.
zeX TeEN°C

Mas caso x € N¢ teremos por definigdo que f(z) = lim, o fn € go(z) = fu(x), segue

portanto que para n grande temos que | f,,(x) lim, . f.(z)] < €/2, passando o sup temos

SupxeNc

fo(z) = lim, o fn(x)] < €/2 e portanto obtemos a desigualdade desejada:

sup | fn(z) — lim f,(z)] = sup |fu(z) — lim f,(x)| <e€/2 <e.
suplfu(e) = lim_ (o) = sup |fu(o) = lim_fulo)] < ¢/

Provemos agora que a convergéncia em [*°(X) de g, para f implica que f, converge
para f em L®(X, %, u). De fato, dado que g, — f em [*°(X) segue que para todo € > 0
e para n, mantendo em mente que sup,cx |f(x) — fo(2)| = sup,ene | f(z) — fu(x)| por
conta da definicao de g, e f, temos que:

sup | f(2) = fu(@)] < 5.

reENC

Agora como |f(x) — fu(z)| < supyene |f(z) — fu(x)]| < €/2 segue que existe um conjunto
de medida nula (o conjunto N) tal que fora dele |f(x) — f,(x)| é majorado por €/2, ou

seja, €/2 é um majorante u.q.s de |f(x) — fn(x)|, segue entdo que:
1 (@) = fa(@)lloo = mf{G : | f(2) = fu(2)] < B g5} < €/2 <e

Concluimos portanto que f, — f em L®(X, 3, i), ou seja, L>(X, 3, u) é um

espago completo e portanto uma algebra de Banach.
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Recordamos que dado um espaco vetorial normado X é possivel identifica-lo, através
de uma isometria, como um subespago denso de um espago de Banach X, este é chamado
de completamento de X e é tinico a menos de isometrias. A proxima proposi¢ao usara

esses conceitos para que dada uma algebra de normada Ay consigamos extrair uma algebra
de Banach.

Proposi¢ao 1.1.19. Suponha que Ay é uma algebra normada e A denota o seu comple-
tamento como espago de Banach. Entao A adquire uma estrutura natural de algebra de

Banach.

Demonstragio. se x,y € A entdao como A = Ay podemos tomar sequéncias (z,,), (y,) C Ao
tal que x, — x e y, — y. Como ambas sequéncias sdo convergentes entao sao limitadas,

podemos portanto tomar a constante K > 0 tal que ||z,]|, ||y.]] < K Vn € N. Note que

= |70 (Yn — Ym) + (Tn — Tn) Y|
< zall - llyn = ymll + 120 — 2wl - ymll;

Como (z,,) e (yn) sdo convergentes entao sao Cauchy e para n,m suficientemente
grandes podemos estipular ||z, — x| < €/2K e ||y, — ym|| < €/2K e portanto, através do
célculo acima, concluimos que (z,y,) é cauchy em Ay C A e disso teremos que (x,y,) é
Cauchy do espago de Banach A, segue que essa sequéncia converge em A, digamos, para

xy. Defina agora o produto - : A x A — A dado por (z,y) — 2y = lim, o0 TpYn.
Provemos que o produto proposto é definido sem ambiguidade. Considere as

sequéncias (), (a,) C A tal que x,, — x e a, — z e (y,), (by) C Ap tal que y,, —> y

e b, — x provemos que lim,_,. a,b, = lim, . x,y,. Para isso, basta mostrar que

llanbn, — xpyn|| — 0 para n — 0. Temos que

||anbn - xnynH - ||anbn - mnbn + xnbn - xn?/n”
< llan = zall - [Jball + [J2nl] - [[bn = ynll,

note que como ||b,|| e ||z,| s@o limitadas e como ||a, — z,||,|brn — yn|| — 0 quando

n — oo basta tomar o limite em n para obter ||a,b, — z,y,|| — 0.

Resta apenas verificar que a operacao definida em A obedece as condicoes de
uma multiplicagdo de algebra. Essa conclusao é alcangada aplicando as propriedades bem

conhecidas do limite. O

Seja A uma algebra normada unital com unidade 1. Nos dedicaremos brevemente a

discutir acerca da exigéncia ||1|| = 1 feita na Defini¢ao 1.1.4. Como ||1|| = ||1-1]| < |[1]|-||1]|
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obtemos 1 < ||1]|, entretanto, a condigao |[1]|| > 1 para obter a igualdade nao pode ser
assegurada no contexto geral. Para ver isso, considere uma &lgebra normada unital (A, ||-||1),

definindo || - ||2 = 2|| - ||1 entdo || - || é uma norma em A e através do célculo:
labllz = 2[ablly < 2[|all1[[blly < 4llalli[lblls = llall2]l6]l2 Va, b € A,

obteremos que || - ||2 é submultiplicativa, entretanto, como [|1||2 = 2||1||; = 2 o par (A, [|-]|2)

nao ¢ um algebra normada unital.

Vamos agora nos dedicar a provar uma equivaléncia a respeito da algebra Cy(X),
introduzida no Exemplo 1.1.11. Entretanto, antes de prosseguirmos nessa dire¢ao, vamos

introduzir algum material preliminar.

Definigao 1.1.20. Seja 2 um espaco topolédgico e f : 2 — C uma fungao, definimos o
suporte de f, denotado por supp(f), como o menor subconjunto fechado contendo todos

os pontos que nao sao levados em zero, ou seja, € o conjunto:

supp(f) == {z € Q: f(z) # 0}.
Definimos também o suporte aberto de f como
suppo(f) :={z € Q: f(z) # 0}.
Denotamos o espago das fungoes continuas de suporte compacto por C.(S), isto é,

Ce(Q) ={f:9Q — C: osuporte de f é compacto}.

Por exemplo, a fungdo f : R — R que leva x em 0 se t <0 eem 1 se z > 0 tem
suporte (0, +00) = [0, +00). Ja a fungdo g : R — R que leva z em 0 se £ > 2 ou < —2
eem z? — 4 se x € [—2,2] tem supp(g) = [—2,2] e é continua portanto g € C.(R).

Caso X seja um Hausdorff localmente compacto entao C.(X) C Cy(X). De fato,
seja f € C.(X), logo f é continua de suporte compacto, resta portanto verificar que
dado um € > 0 o conjunto K = {z € X : |f(z)| > €} é compacto. Como X é Hausdorff
entdo ¢ suficiente ver que K ¢é fechado e K C supp(f), com efeito, K = |f|7!([¢, +00)) e
K c{zeX: f(x)#0} C supp(f), entdo segue o resultado.

O seguinte teorema usualmente é referido como a “versao localmente compacta”

do Lema de Urysohn (note que a hipétese exige um localmente compacto Hausdorff).

Teorema 1.1.21 (Lema de Urysohn). Seja X um localmente compacto Hausdorff, K
um compacto e V um aberto tal que K C V. Entao 3 f € C.(X) tal que Im(f) C [0, 1],
f(z) =1Vz € K e supp(f) C V.

Ainda explicitamos o seguinte resultado de topologia.



Capitulo 1. Algebras de Banach e Teoria Espectral 23

Proposicao 1.1.22. Se X é um espaco Hausdorff, entdo X é localmente compacto se, e

somente se, para qualquer x € X existe vizinhanca U de z tal que U é compacto

Em posse disso podemos demonstrar a proposicao desejada.

Proposigao 1.1.23. Seja X um espacgo Hausdorff localmente compacto. As seguintes

afirmacoes sao equivalentes

i. X é compacto.
ii. Co(X) =C(X).
iii. Co(X) é unital.
iv. 1 € Cy(X) onde “1” é a fungdo constante igual a 1.

Demonstragdo. (i.=ii.) Suponha que X é compacto, a inclusdo Cy(X) C C(X) é imediata.
Para C'(X) C Cy(X) seja f € C(X), como f é continua, entao dado € > 0 o conjunto

K={ze X :|f(X)| > ¢},

é fechado. Como K C X temos que K é um compacto, segue entdao que f € Cy(X).

(ii. = iii.) Suponha agora que Cy(X) = C(X), como C(X) é unital segue que
Co(X) também o é.

(ili. = iv) Suponha agora que Cy(X) é unital de unidade wu, provaremos que 1 = w.

Seja x € X, pela Proposicao 1.1.22 existe uma vizinhanca U de z tal que U ¢é
compacto. Pelo Teorema 1.1.21 existe f € C.(X) tal que Im(f) C [0,1], f| = 1. Como
discutido na Defini¢ao 1.1.20 temos que f € Cy(X) ja que X é Hausdorff. Assim temos

1= f(2) = (uf)(2) = ulz) f(x) = u(2)] = u(z).

Como zx é arbitrario, segue que u = 1.

(iv. = i.) Suponha que 1 € Cy(X), dessa maneira a fungdo 1 se anula no infinito,
ou seja, dado € > 0 o conjunto K = {x € X : |1(x)| > €} é compacto. Escolha entdo um

€ < 1 e obteremos que X = K e, portanto, compacto. O

Voltemos nossa discussao a respeito de subalgebras, para comecar, a propriedade
“ser uma subalgebra” é preservada por intersecgoes arbitrarias. Com efeito, se J é um
conjunto de indices e (Bg)aes ¢ uma familia de subélgebras de uma &dlgebra A entdo
Nacs Ba € ainda uma subélgebra de A. De fato, se a,b € N ey Ba € A € C entao do fato de
cada B, ser uma subdalgebra obtemos que a + b, \a, ab € B, para todo a € J provando a

afirmacao.
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Podemos utilizar o fato provado no paragrafo anterior para que dado um conjunto
qualquer S contido numa &lgebra A extraimos uma subélgebra minimal (no sentido da
inclusdo). Essa dlgebra é chamada de subdlgebra gerada por S e é a protagonista da

definicao a seguir.

Definicao 1.1.24. Seja A uma algebra e S C A dizemos que a interseccao de todas as

subéalgebras de A que contém S, isto é, o seguinte conjunto:
C =(){B C A: B¢ uma subalgebra de Ae B D S}.

Esse conjunto é chamado de subdlgebra gerada por S e é a menor subalgebra que contém

S.

Exemplo 1.1.25. Seja A uma &lgebra e a € A a subdlgebra B gerada pelo singleto
{a} consiste dos elementos da forma 37 ; \;a’. Com efeito, note que B é de fato uma
subalgebra e B D {a}. Resta portanto verificar que B é a menor subélgebra que contém
{a}, para isso, supomos que exista uma subédlgebra M contendo {a} tal que M C B.
Desejamos provar que B = M. Seja x € B, temos que x = Y1, \;a’ para algum n € N,
como M D {a} entdo a’ € M o que nos da \;a® € M para i € {1,...,n} que por sua vez
nos concede 37, \;a’ € M. Assim, B é a subdlgebra gerada por {a}.

Podemos denotar a subdlgebra gerada por {a} por C(a) e pela discussdo acima

escrever ;
inito

C(a):{ > Na :/\iE(C}.
i=1

Quando for o caso de A ser unital e quisermos considerar a dlgebra gerada por {1,a},

denotada por C(1,a), convencionamos que y° = 1 para qualquer y € A e escrevemos

finito
C(l,a) = { doohd i)\ E€ C}.
=0

Definicao 1.1.26. Se A é uma algebra normada, a algebra fechada C' gerada pelo
conjunto S é a menor algebra fechada contendo S. Seja B a subalgebra gerada por S, pela

minimalidade de B e do fecho obtemos que C' = B.

Como discutido no exemplo anterior, se A é uma algebra de Banach e a € A
denotando C'(a) pela algebra fechada gerada por {a} e, se A for unital, C(1, a) pela dlgebra
fechada gerada por {1,a} temos

finito finito
C’(a)—{z \;at :/\iE(C} C(l,a)—{z \;a 2)\2'6@}.
i—1 i=0
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1.2 Homomorfismos e ldeais

Vamos agora introduzir a no¢cao de homomorfismo prépria dessa teoria, esse sera o
mapa que preserva as operagoes de dlgebra, em seguida definiremos a nogao de ideal (serd
um pouco diferente do contexto de anéis) e ideal maximal. Os principais resultados dessa
secao € que poderemos “consertar” algebras que faltam unidade ou que a norma nao é
suficientemente boa para nos dar uma algebra normada. Para uma algebra A sem unidade
isso serd feito definindo uma &lgebra relacionada unital A', chamada de unitizacdo, e
enxergar A como uma subalgebra de A!. Se A nao tiver uma norma suficientemente boa

definiremos em A' uma norma equivalente que faz de A uma algebra normada.

Definicao 1.2.1. Dizemos que uma funcao ¢ : A — B ligando duas algebras A e B é
um homomorfismo de dlgebras se ela preserva as operagoes de algebra, isto é, se a,b € A e
A € Ctemos p(a+b) = ¢(a)+¢(b), p(Aa) = Ap(a) e p(ab) = (a)p(b). Por vezes dizemos,
por brevidade, que ¢ é um homomorfismo. Se um homomorfismo preservar normas, isto €,
llp(a)]] = ||a|| para todo a € A dizemos que é uma isometria, note que se ¢ for isométrico
entao é uma funcao injetora. Se um homomorfismo ¢ : A — B for bijetor, dizemos que é

um somorfismo e as algebras A e B sao ditas isomorfas.

Dizemos que uma homomorfismo ¢ é unital se A e B sdao algebras unitais de
unidades respectivamente 14 e 1g e, além disso, ¢(14) = 15, nesse sentido, dizemos que o

homomorfismo preserva unidades.

Se A e B sao algebras e p : A — B é um homomorfismo, entao dizemos que o
conjunto Ker(¢) = {a € A : p(a) = 0} é o kernel ou niicleo de ¢. E direto verificar que

ambos o kernel e a imagem de ¢, denotada por Im(y) sdo subalgebras de B.
Exemplo 1.2.2. Seja A é uma algebra unital e defina L por
L:A— B(A), ar— L,

onde L, € B(A) é o mapa linear limitado dado por L,(x) = az. Entdo L é um homomor-
fismo unital de algebras. De fato, L estd bem definida, é direto notar que L é linear e

tomando z € A, o calculo
[ La(@)|| = llaz]] < lal - ||=],

nos garante que L, é limitado. Note que o fato de L, ser linear implica que L é um
linear, sejam a,b € A, e x € A o calculo Lyx = (ab)r = a(bxr) = Lo(Lyx) = LoLpx nos
conclui que L é um homomorfismo. Tomando 14 € A repare que Ly, = Ida, ou seja,
aplicada na unidade de A, obtemos a unidade de B(A), L é, portanto, unital. Repare que,

analogamente, a fungao
R:A— B(A) a+—— R,,

onde R, € B(A) é o mapa R,(z) = za é um homomorfismo unital.
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Fixado um complexo z € C, seja p(z) = Ao+ M1z + Ao2® + -+ - + X2™ \; € C, um

polindémio na algebra de polindmios C[z]. para a € A denotamos
pla) = Xola+Na+ -+ \a”.
Exemplo 1.2.3. Fixado um z € C e a € A numa &lgebra A unital, temos que a funcao
g : Clz] — A dada por p+—— p(a),

¢ um homomorfismo unital.

A proposicao seguinte nos concede uma maneira de concluir quanto a igualdade de

dois homomorfismos em razao deles coincidirem num conjunto S.

Proposigao 1.2.4. Sejam ¢ e 1) homomorfismos continuos entre dlgebras normadas A
e B, se ¢ e 1 coincidem em um conjunto S tal que A é a algebra fechada gerada por S

temos que ¢ = 1.

Demonstragio. Basta definirmos o conjunto C' = {a € A : ¢(a) = ¥(a)}. onde p e
coincidem e provar a igualdade A = C, para isso, utilizaremos da minimalidade de A
como menor subalgebra fechada contendo .9, isto ¢, objetivamos mostrar que C' tem essa

propriedade. De fato, 0 € C' e C' C A agora, se a,b € C' e A € C entdo os cédlculos seguintes
pla+b) =¢(a) +¢(b) = v(a) + ¥(b) = ¢(a +b)

p(Aa) = Ap(a) = Ap(a) = ¥ (Aa)
p(ab) = ¢(a)p(b) = ¥ (a)i(b) = (ab),
demonstram que C' é uma subéalgebra de A.

Para verificar que C' é fechado, basta exibir o conjunto como a imagem inversa de um
fechado, no caso, lancando mao de que ¢ e 1 sio continuos, ao escrever C' = (p —1)~1({0})

concluimos que C' ¢é fechado.

Pela minimalidade de A como subalgebra fechada segue que C' = A e como os

homomorfismos coincidem em C, segue o resultado. [

Introduziremos mais alguns conceitos préprios de algebra que serao utilizados ao

decorrer desse material.

Definig¢ao 1.2.5. Um subconjunto nao vazio I C Ay de uma algebra normada A, é dito
ser um ideal ou ideal bilateral de Ay se as seguintes condi¢oes sao satisfeitas para todas
as escolhas de z,y € I, a € Age A e C

i. \x+y € I, ou seja, [ é um subespago vetorial
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ii. xa € I, ou seja, I é fechado pela multiplicagao a esquerda

iii. ax € I, ou seja, I é fechado pela multiplicacao a direta.

Se [ satifaz apenas i e ii entao é chamado de ideal a direita ja se satisfaz i e iii é
chamado de ideal a esquerda, em ambos os casos, I é chamado de ideal lateral. Claro que se
a algebra for comutativa entao ambos os ideais laterais coincidem, ademais, é importante

ressaltar que se I é um ideal entao também ¢é uma subalgebra.

Note também que {0} e Ay satisfazem a defini¢ao de ideal, nos referiremos a ambos

como ideais triviais. Um ideal préprio é um ideal I ndo trivial, isto é, distinto de {0} e Ay.

Diremos que I é um ideal mazximal se for um ideal préprio que é maximal com
respeito a operacao de contencao de conjuntos, ou seja, para todo J C Ag ideal proprio
tal que I C J entdao I = J ou J = Aj.

Observacao 1.2.6. Notemos que a definicao de ideal concedida aqui, através da condicao
i, exige que conjunto candidato a ideal seja um subespaco vetorial. Portanto, o nosso
entendimento de ideal nesse trabalho se difere do contexto de teoria de anéis na qual o

leitor pode ter encontrado uma defini¢ao restrita ao caso A = —1 no item i.

Notemos também que de acordo com a defini¢do aqui empregada {0} nao é um
ideal maximal. A despeito disso, para a excepcionalidade de Ay = C serad futuramente

conveniente considerar {0} um ideal maximal.

Alguns objetos ja tratados até aqui sao ideais, a saber, se ¢ : A — B é um
homomorfismo de dlgebras entdo Ker(p) é um ideal. Outro exemplo um pouco mais

elaborado sera tratado abaixo.

Exemplo 1.2.7. Se X é um espag¢o Hausdorff localmente compacto entao Cy(X) é um
ideal de Cy(X). De fato, como observado no Exemplo 1.1.11 Cy(X) é uma subalgebra
comutativa, portanto, basta agora verificar umas das alternativas i) e ii) na Defini¢ao 1.2.5,

provaremos o item ii). Sejam f € Cy(X) e g € Cp(X). de g € Cp(X) extraimos que
dM > 0 uma constante tal que |g(x)] < M Vo € X
Do fato de f € Cy(X) incorreremos em
Ve > 0 3K C X compacto tal que |g(z)| < ¢/M Yz € K¢
Juntando essas duas informagoes obteremos que
Ve > 03K C X compacto tal que |(fg)(z)| = |f(z)] - |g(z)] < M - €¢/M = eVx € K¢

Dessa argumentacao concluimos que Cy(X) é um ideal de Cy(X).
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Semelhantemente ao desenvolvido para subalgebras, apresentamos os trés seguintes

resultados, amalgamados numa proposicao.

Proposicao 1.2.8. O fecho de um ideal é ainda um ideal e a interseccao arbitraria de
ideais é novamente um ideal. A imagem inversa de um ideal por um homomorfismo é

também um ideal.

Demonstracao. Provemos as trés afirmagoes.

o Seja I um ideal de uma 4lgebra A, provemos que I é ainda um ideal. Como ja discutido
T é um subespaco vetorial, vamos entdo checar que I é fechado por multiplicacdo a
esquerda e a direta. Sejam x € T e a € A entdo existe (x,,) C I tal que z,, — , como
x, € I para todon € N e [ é um ideal entao (ax,), (r,a) C I e como ax,, — ax e

Tpa — Ta segue que ax,xra € I e portanto I é um ideal.

« Provarenmos que a intersecc¢ao arbitraria de ideais continua sendo um ideal. Considere
A uma algebra, J um conjunto de indices e (/,)aecs; uma familia de ideais em
A, provaremos que (e lo € um ideal. De fato N,cs I, € um subespaco e dados
T € Naes Lo € a € A entao como cada [, é um ideal, obtemos que az,za € I, para

todo o € J. Segue entao que Nyes Lo € um ideal.

e Seja ¢ : A — B um homomorfismo de algebras e I C B um ideal de B. Sejam
r,y € o Y(I),A € Ceb € B, como ¢ ¢ um homomorfismo e o(x),p(y) € I os

seguintes calculos comprovam que ¢~ '(I) C A é um ideal de A

o(x) +(y) = p(z+y) € Tousejaz +y € ¢ ' (I)

Ap(z) = p(Ax) € I ou seja Az € (1)
ap(x) = ¢(ax) € I ou seja ax € ¢~ (1)

o(r)a = p(za) € I ou seja xa € ¢ '(I).
[l

Dado um conjunto S C A qualquer, a segunda afirmacao da proposicao anterir nos
permite achar um ideal minimal (com respeito a conten¢ao de conjuntos) que contém S, a

saber, nos referimos ao conjunto

J=(({ICA:Iéumidealde Ael D S}

Podemos entao definir o seguinte objeto.
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Definicao 1.2.9. Se S C A é um subconjunto qualquer numa algebra A definimos o

tdeal gerado por S como o menor ideal que contém S, isto é, consiste do ideal
J=(({ICA:Iéumidealde Ael D S}

O ideal fechado gerado por S é o menor ideal fechado que contém S, ou seja, é o ideal

exibido abaixo

J=(W{ICA:ITéumidealde Ael DS}

A propriedade “ser um ideal de” nao se comporta bem ao se tomar unides arbitrarias,
esse problema pode, entretanto, ser contornado quando a relacao “C” é totalmente ordenada.

Esse fato e o lema de Zorn serao utilizados na proposi¢do a seguir.

Proposicao 1.2.10. Seja A uma algebra de Banach comutativa unital, se Iy C A é um

ideal préprio, entao existe um ideal maximal I C A tal que I D 1.

Demonstracio. Definimos IT como o conjunto de todos os ideais proprios de A, pela
hipétese, IT # (). Muna IT da relagdo de ordem parcial (C) e seja C C II uma cadeia,

considere:

U

IeC
Provaremos que U;ee I € um cota superior, isto ¢ Uyee I D C paratodo C' € CeUrec I € C,
note que isso nos garantird, pelo lema de Zorn, a existéncia de um elemento maximal e
portanto, de um ideal maximal (o préprio elemento maximal). Repare que dado qualquer

C € C temos C C Ujec I por construgao.

Para ver que U;ce I é um subespago, notemos que Uyee I C A € Upee I # 0, € pelo
fato de a relagao (C) ser uma ordem total em C temos que dados z,y € Ujcc I, isto é,
existem [, I, € C tais que x € I1 e y € I5, podemos supor sem perda de generalidade
que I; C I5. Segue portanto, que x1 + xo € [; e portanto, x; + x2 € Uree . Similarmente,

dado A\ € C segue que A\ry € Usec I, ou seja, Uree [ € um subespago.

Mostraremos agora que Uree I € um ideal. Dado a € A e x € Ujec I, entao existe
I, € C tal que xy € I, segue do fato de I; ser um ideal que ax,xa € I; e portanto,
ax,ra € Uree I. Finalmente note que Uyee I € um ideal proprio, ja que A tem unidade 1,

como cada I é um ideal préprio, temos 1 ¢ Uz I

Provamos que toda cadeia possui uma cota superior, segue por Zorn que existe um

elemento maximal, digamos, I, que é um ideal maximal. O

Definicao 1.2.11. Um ideal I de uma &algebra A é dito ser um ideal modular se existe
u € Atal que a—au € I e a—ua € I para todo a € A. Note que se a algebra é comutativa

entao basta provar que a — au ou a — ua pertence a I para qualquer escolha de a € A
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Pode-se mostrar, usando uma ideia parecida com a Proposicao 1.2.10, ou seja,

usando o lema de Zorn, a seguinte:
Proposicao 1.2.12. Todo ideal modular estd contido em um ideal maximal.

Observacao 1.2.13. Note que se uma algebra A é unital entao obtemos que todos os seus
ideais sao modulares, de fato, basta tomar 1 € A e obtemos a —1la = a—al =0 € A. Desse
modo, em proveito da Proposicao 1.2.10, estipulamos a existéncia de um ideal maximal.
Assim temos dois fatos que nos garamtem a existéncia de ideais maximais, a saber, a

existéncia de ideais préprios e da condicao da algebra ser unital.

Exemplo 1.2.14. Se X ¢é localmente compacto Hausdorff e w € X entdo o conjunto

M, ={f € Co(X) : f(w) = 0},
¢ um ideal modular da dlgebra Cy(X).

Veremos que M, ¢ de fato um ideal de Cy(X), para isso, Tome f, g € M, h € Cy(X)
e A € C, claro, 0 € M, e M,, C Cy(X). O fato de Cy(X) ser uma subalgebra nos garante
que f+ g, \f e hg € Cy(X) e os calculos abaixo

(f +9)(w) = f(w) + g(w) =0,
(Af)(w) =Af(w) =0,
(hg)(w) = h(w)g(w) =0,
nos permitem concluir que M, é um ideal de Cy(X). Para ver que M, é modular note
que basta achar uma fungao w € Cy(X) tal que u(w) = 1, pois desse modo para qualquer

a € Cy(X) teremos (a — au)(w) = (a — ua)(w) = 0. Fagamos isso usando o Lema de

Urysohn, enunciado no Teorema 1.1.21.

Como X ¢ localmente compacto Hausdorff entao pela Proposicao 1.1.22 existe uma
vizinhanga V' de w tal que V é compacto. Usando o Teorema 1.1.21(Lema de Urysohn)
temos que existe u € C.(X) tal que Im(u) C [0,1], uly = 1. Desse modo, temos que
u(w) = 1 e como X é localmente compacto Hausdorff, C.(X) C Cy(X) e portanto
conferimos a existéncia de um elemento u € Cy(X) com u(w) = 1, disso segue que M,, é

um ideal modular.
Se I é um ideal de uma algebra A podemos adquirir uma nova algebra ao quocientar
A por I. A relagao de equivaléncia utilizada sera a usual desse contexto. Definimos
a ~ b se, e somente se, a — b € I.

Como ja bem conhecido essa é uma relagdo de equivaléncia. Denotamos o conjunto de
todas as suas classes de equivaléncia [a] = {b € A : a ~ b} da maneira usual: A/I. Também

consideramos bem conhecido que as seguintes operagoes em A/ estdo bem definidas

(a+1)+(b+1)=a+b+1
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Ma+1I)=Xda+1

(a+I1)b+1)=ab+ I
Acerca desse novo objeto, podemos constatar os seguintes fatos.

Proposicao 1.2.15. Seja A uma algebra e I um ideal de A, concluimos que A/I é uma
algebra com as operacoes definidas anteriormente. Também afirmamos que I é um ideal
modular se, e somente se A/I é unital. Além disso, o mapa quociente 7 : A — A/I dado

por a — a + I é um homomorfismo.

Demonstragio. Para verificar que A/I é uma édlgebra basta reparar que todas as proprieda-
des necessarias para alcancarmos essa conclusao decorrem diretamente da sua propriedade
correspondente na afirmacao de que A é algebra. Concluimos portanto que a hipdtese de

A ser élgebra nos garante que A/I é algebra.

Demonstremos a afirmagao I é modular se, e somente se, A/I é unital. Suponha
que I seja modular, ou seja, 3 u € A tal que a — au, a —ua € I Ya € I. Considere o
elemento u + I € A/I propomos que essa ¢ a unidade de A/I. De fato, seja a +1 € A/I

qualquer, os calculos abaixo
(u+I)(a+1)=ua+I=a+1I (poisa—ua€l),

(a+D(u+1)=au+1=a+1 (poisa—au € ),
nos garantem que A/I é unital.
Reciprocamente, assuma que A/I é unital, isto é, 3u+ I € I tal que para qualquer
a+ 1 € A/l obtemos

a+I=(u+1I)(a+1)=wua+ I e portanto a —ua € I

a+1=(a+1I)(u+1I)=au+ I e portanto a — au € I,
segue entao que existe v € [ tal que a — au, a —ua € I.

O fato de que o mapa quociente é um homomorfismo segue diretamente da definigao.
]

No caso de I ser um ideal fechado numa &algebra normada A podemos criar uma
algebra normada ao munir A/I da norma quociente. Nesse caso, A ser Banach é condigao

suficiente para A/I ser Banach. Esse é o contetido das duas proximas proposicoes.

Proposicao 1.2.16. Se A é uma algebra normada e I é um ideal fechado de A, entao
A/I é uma dlgebra normada quando munida da norma quociente ||a + I|| = infye; ||a + b)|.

Além disso, se A é unital entdo A/I é uma &dlgebra normada unital.
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Demonstragio. Assumindo conhecido que ||a + I|| = infye; ||a + || é de fato uma norma,
resta apenas provar a submultiplicatividade. Para isso, sejam a+ I,b+1 € A/l e e >0
basta que provemos a desigualdade ||ab+ I]| < (|la+ I|| +¢€)(||b+ I|| + €) e passar o limite
e — 0. Como ||a + I]| e ||b+ I|| sdo infimos obtemos que ||a 4+ a1]| < ||a + I|| + € para
algum a; € I e ||b+by|| < ||b+ I|| + € para algum b; € I. Disso e do fato de que A é uma

algebra normada podemos obter as seguintes minoragoes
(lo+I||+e)(|la+I||+€) > |la+ai]-|[b+bi] > |lab+ aby + a1b+ a1b4].

Como [ é um ideal de A entdo ab; + a1b + a1by € I e pela definigdo de |jab + I||
obtemos que ||ab + I|| < |lab + aby + a1b + a1b;||. Portanto, como desejado obtemos
llab+I|| < (|la+I||+e€)(][b+1||+e€) e passando € — 0 segue |lab+ I|| < |la+I]-|[b+ |,

ou seja, A/l é uma algebra normada.

Para a segunda afirmacao, suponha que A é uma algebra normada unital, isto é,
existe 1 € A e ||1|| = 1. Segue por calculo direto que 1 + I é unidade de A/I, resta agora
verificar que ||1 + I]] = 1. Com efeito, imediatamente concluimos que ||1 + I|| > 1 pois é
um fato valido para qualquer unidade numa &algebra normada, quando combinamos essa

observagao com o cédlculo a seguir
1T+ 1] = b {1+ bl < [T+ 0 = 1]} = 1,

concluimos que ||1 + I|| = 1 e portanto A/I é uma &lgebra normada unital com a norma

proposta. 0

Para a préxima proposicao, usaremos o seguinte teorema.

Teorema 1.2.17. Um espago normado X é Banach se, e somente se, convergéncia absoluta
implicar convergéncia usual, ou seja, se (x,) C X e >.0% ||z,|| converge em X, entdao

oo
oo Tn converge em C.

Proposigao 1.2.18. Se A é uma algebra de Banach, entdo A/I também é uma &lgebra
de Banach

Demonstragio. Ja foi provado na Proposi¢ao 1.2.16 que A/I é uma &lgebra normada,
entao essa proposicao segue da afirmacao mais geral de que se X é um espaco de Banach e
Y é um subespago fechado, entdo X/Y é um espago de Banach. Vamos portanto prové-la

aqui.

Seja X um espago de Banach, x € X e x +Y € X/Y. Considere a sequéncia
(xn,+Y) C X/Y tal que >0 ||zn + Y| converge. Pela definicao da norma em X/Y, dado
um € > 0 existe yo € Y tal que ||z, + yol| < ||z, + Y| + €. Tomando € = ||z, + Y] e

renomeando x,, + Yo para a, obtemos que, para cada n € N existe um a,, € z,, +Y tal que

lan|l < 2fjzn + Y|
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Como, >0, ||z, + Y| converge entao, pelo critério de comparagao, > o ||an||
converge. Usando que X é Banach e a caracterizacao vista no Teorema 1.2.17 temos que

o2 an, converge em X, digamos, para um z € X.

Provaremos agora que > >z, +Y = x + Y. De fato, como Y é um subespaco

fechado segue que o limite de somas parciais em Y ainda pertence a Y e por isso

T4+Y =Yttty +Y => x,+Y.

n=0 n=0

]

No caso de estarmos trabalhando com uma algebra normada Ay sem unidade, é
possivel manufaturar uma &algebra unital relacionada a algebra inicial, mais precisamente,
podemos exibir uma 4lgebra A tal que Ay seja isomorfa a um ideal de A7. Esse seré o

conteudo das proposicoes a seguir.

Proposicao 1.2.19. Seja Ay uma algebra normada, considere agora o conjunto
Ay C={(z,a) :x € Ay, a € C},

que optaremos por denotar Ag.

Munindo A das operacdes de espaco vetorial
+: A x A — A{ dado por ((z, ), (z,8)) — (z +y,a + B)
1 C x Af — A{ dado por (), (z,a)) — (\z, \a),
e da multiplicagao de algebra
< Af x A — Af dado por ((z, ), (v, 8)) — (zy + ay + Bz, af),

concluimos que AJ é dlgebra unital. Além disso, definindo a norma ||(x, a)|| = ||| + ||

tornamos Ag numa algebra normada unital.

Demonstragdo. A verificacao de que Ay @ C é uma algebra segue por calculo direto, note
que a unidade de Ag@®C é (0,1). Para ver que Ag@C é uma dlgebra normada, primeiramene

verificaremos que a norma preserva a unidade:

10, DI = [[1][ +10] = 1+ 0 =1.

Veremos agora que a norma é submultiplicativa tome (x, «), (y, ) € Ag ® C, entao

Gz, )l - W[ Cy, B = (el + Tyl + 18]) = [l=ll - llyll + Bl + [edllyll + laf - 5]
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Resta majorar ||(z,a)(y, B)| pela expressao acima

1(z, a)(y, B)| = (zy + ay + Bz, aB)|| = [lzy + ay + Bz|| + ||
< [leyll + fleyll + 5] + [ - |5]
< Al ll - Nyl + led -yl + 18] - [l + led] - 18]
= Iz, )l - Ml (v, BII-
O

Proposigao 1.2.20. AJ é uma 4lgebra se Banach se, e somente se, Ay é uma algebra de

Banach.

Demonstragio. (=) Suponha que Ay é uma dlgebra de Banach, provemos agora que Ag

é uma 4lgebra de Banach. Considere uma sequéncia de Cauchy (z,,a,) em AJ. Entao

Ve >0, IN € Ntal que paran,m > N temos ||(zp, an) — (Tm, am)|| < €,

como ||(zn, on) = (Zm, am || = (20 = 2m, an = o) | = |20, 2) | + lom — am| <€,
obtemos entao que a partir de um indice N € N ||(z,,, z,,)||, | — | < €. Concluimos
entao que (z,) é Cauchy em Aj e (a,,) é Cauchy em C. Como Ay é Banach por hipdtese e
é bem conhecido que C é Banach, segue que 3 = € A tal que z,, — x e 3 a € C tal que
ap — Q.

Podemos entdo construir o elemento (z,a) € A, propomos que o par (z,a) é o
limite em A da sequéncia (z,,a,) C Af. Dado € > 0 escolha N € N grande tal que
lxr — z,|| < €/2 e |a— a,| < €/2. Desse modo, para esse mesmo N € N obtemos que
| (2, n) — (2, Q) || = |[(Tn, 2)|| + |a — || < €/2 + €/2 = €. Disso concluimos que Af ¢

uma algebra de Banach.

(<) Reciprocamente, suponha que AJ é uma algebra de Banach, objetivamos
provar que Ay é Banach, para isso, considere uma sequéncia de Cauchy (z,,) em A

provaremos que ela converge, para isso, teremos que achar x € A, tal que x,, — .

Considere uma sequéncia de Cauchy («,) em C podemos entao formar a sequéncia
de Cauchy (,,, a,) em A{. De fato, como ambos (z,,) e (a,,) sio Cauchy nos seus respectivos
espagos entdo dado um € > 0, existe N € N tal que para n,m > N temos ||z, — x| < €/2.
e |an,—am| < €/2, ou seja, a partir dessa ordem N € N obtemos que ||(zp, &) — (T, am)|| =
|0 — Zmll + |n — | < € 0 que prova que (z,,q,) ¢ Cauchy. Como por hipdtese Af
¢ Banach entdo 3 (z,a) € A§ tal que (v,,q,) — (z,a). Vamos agora verificar que o

elemento = € Ay ¢ o limite de (z,,).

Dado € > 0, como (z,,a,) — (z,a) escolha N € N tal que para n > N temos
|(x — 2,0 — ) || < €. Como ||(z — p, 0 — ) || = ||z — x| + | — | concluimos entédo

que a partir desse N € N teremos ||z — x,| < € e portanto x,, — x. ]
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Proposigao 1.2.21. O mapa ¢ : Ay — AJ dado por z — (2,0) é um isomorfismo
isométrico da dlgebra A§ na subélgebra B = {(z,0) : x € Ay} de AJ.

Demonstracao. Provaremos cada uma das afirmacoes da proposicao.

e B={(x,0):2 € Ay} é uma subdlgebra de Aj. E imediato verificar que B C Af
e B # 0, sejam (z,0,(y,0) € Be X € C assim (z,0) + (y,0) = (z + y,0) € B,
A(z,0) = (Az,0) € B e (x,0)(y,0) = (xy + 0x + 0y,0) = (zy,0) € B. Do exposto

segue que B é subalgebra.

e ¢ é um homomorfismo de algebras: Sejam a,b € Ay e A € C, entao p(a +b) =
(a+5,0) = (a,0+ (5,0) = w(a) + p(b), p(Aa) = (A1,0) = A(@,0) = Ag(a) e
p(ab, 0) = (ab,0) = (a,0)(b,0) = ¢(a)p(b).

«  éisometria. Seja x € Ay, provemos que ||p(z)|| = ||z||. De fato, ||¢(z)|| = ||z||+]0] =

[l]]-

e ¢ é uma bije¢ao. De fato, como ¢ é isometria segue é uma fung¢ao injetora. Para ver

que ¢ é uma sobrejecao, seja (x,0) € B, escolha agora x € Ay e entao ¢(x) = (z,0).

Combinando todas essas afirmacgao obtemos a proposicao desejada. O

Definicao 1.2.22. Concluimos que caso uma algebra A nao possua unidade, podemos,
através do isomorfismo a — (a,0) enxerga-la como uma subdlgebra de uma &lgebra

unital, que denotamos por A!. Chamaremos A! de unitizacdo de A.

Também ¢é possivel, dado um homomorfismo nao unital ¢ : A — B entre duas
dlgebras A e B, fazer uma “extensdo” (num certo sentido) o' : A} — B! onde A! e B!

sao as unitizagoes de A e B.

Teorema 1.2.23. Sejam A e B algebras de Banach e A, B! suas respectivas unitizacoes.
Nessas condicoes, dado um homomorfismo ¢ : A — B!, nio necessariamente unital,

podemos definir um tnico homomorfismo unital que serd a “extensao” de ¢
o' A — B
O homomorfismo unital ¢* estenderd ¢ no sentido de que comutara o diagrama abaixo,
aqui t4 e tp denotardo as inclusées a — (a,0) e b +— (b,0) paraa € Aeb € B,
A—*5B
LAJ LBj
1
A 2 Bt

A comutatividade nos diagrama acima nos permite dizer que A e B forem entendidos
como subconjuntos de suas respectivas unitizacoes, a funcio ¢! estenderd ¢ no sentido

usual.
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Demonstracio. Propomos agora o homomorfismo abaixo e provaremos que é a fungao

desejada, definiremos
o' A — B dado por ¢'((a,)\) = (p(a), \).

De fato, vamos verificar que ¢! como definido acima é um homomorfismo unital. Tome
(a,a),(b,8) € A e X € C, entao

' ((a,0) + (b, 8)) = (p(a+0),a+ B) = (¢(a), a) + (¢(b), B)) = ¢'((a,0)) + ¢' (b, B),
¢ (Ma, ) = (p(Xa), Aa) = Mp(a), @) = Ao (a, ),
' ((a,@)(b, 8)) = ¢*((ab+ ab+ Ba, o)
= (p(ab+ ab+ fa), )
= (pla)p(b) + ap(b) + By(a), af)
= (¢(a),a)(p(b), B)
' ((a,))¢" (b, B),

Com isso concluimos que ¢! é de fato um homomorfismo, para ver que ' é unital basta
fazer os célculos ¢'(0,1) = (¢(0),1) = (0,1). Para verificar que o diagrama comuta temos

que provar a igualdade o' o014 = 1 o @, para isso, tome a € A e note que
(¢! 0ua)(a) = ' (ea(a)) = ¢'((a,0)) = (¢(a),0) = tp(p(a)) = (tp 0 ¥)(a).

Notemos agora que @' é tinico nas condicoes do enunciado. Suponha que exista
um 1) : A} — B! que comute o diagrama, nesse caso, dado a € A temos que ¥((a,0)) =
(p(a),0) de fato,

(¥ ora)(a) = ¢((a,0)) = (s 0 p)(a) = ta(p(a)) = (¢(a), 0).

Agora como ¥ ¢ um homomorfismo segue que para qualquer (a, \) € A’

¥((a, A)) = ¥((a,0)) + (0, 1)) = (¢(a),0) + ¥ ((0, 1)),
e também,
¢((O7/\)) = 1/}((07 1>/\) = /\¢((07 1)) = /\<07 1) = (O’/\)7
logo segue que ¢((a, A)) = (p(a), ). O

Caso a norma definida numa algebra A nao cumpra os pré-requisitos para fazer
de (A, | - ||) numa 4lgebra normada, podemos usar a unitizacio A' para “consertar” a
norma de A. Primeiramente, no entanto, serd necessario enunciar um resultado de analise

funcional (note que ele poderia ser ter sido usado para provar a Proposi¢ao 1.1.5).
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Proposigao 1.2.24. Se X é um espaco normado, entao uma funcao bilinear f : X x X —
X é continua se, e somente se, existe C' > 0 tal que || f(z,y)|| < C||l=| - ||ly|| para todo
xz,y € X.

Proposicao 1.2.25. Se (A, || - ||) é um espa¢o normado (ndo trivial) e também uma
algebra tal que o produto - : A x A — A é continuo, entao existe uma norma || - ||o,

equivalente a || - ||, que faz de A uma &lgebra normada (unital, caso A tenha unidade).

Demonstragdo. Sem perda de generalidade suponha que A ¢é unital (algebricamente, ||1|| =
1 ndo é exigido). Caso contrario, troque A por sua unitizagdo A' com a norma ||(a, \)|| =
lla]| + |A|. Como o produto -: A x A — A é, por hipétese, bilinear e continuo, pela
Proposicao 1.2.24 existe C' > 0 tal que ||ab|| < C||a|| - ||b]|. Considere a fungao

L:A— B(A) dada por, a — L,

onde L,(z) = ax. Como visto no exemplo 1.2.2, L é um homomorfismo unital de dlgebras.
Defina a norma
[-flo: A—R, lallo = [[Lallop

Provemos que || - ||o é a norma que desejamos, sejam 14 € A e a,b € A, entao

Mallo = 1L1allop = [Hdallop =1

labllo = W Lavllop = [[LaLsllop < [[Lallop - | Lollop = llallo - [I0]]o-

Temos que || - ||o é submultiplicativa e preserva a unidade, resta ver que é equivalente a
norma || - ||. Sejam a,x € A, entdo pela Proposigao 1.2.24 existe C' > 0 tal que

[La(@)]] = llaz|| < Cllal] - [|l2[],
portanto, [lally = |Lulley = subuycr [Za(x)]| < Cllall. Agora note que temos [ally =
| Lallop = | La(1)]lop = |lal|. Segue entao que || - ||o é equivalente a || - ||. O

Proposicao 1.2.26. Se Ay é uma &dlgebra normada, entdo I = {(z,0) : z € Ag} é um
ideal fechado de Aj e Ag/I = C.

Demonstracao. Primeiramente, mostremos que I é um ideal fechado. como ja discutido, I
¢ uma subalgebra e portanto é um subespaco. Considere agora (z,0) € I e (y,3) € Af,

entao obtemos

(z,0)(y, B) = (zy + Bz, 0) € I

(5, 8)(,0) = (yz + Bz, 0) € 1
nos permitindo concluir que I é um ideal. Mostraremos agora que I é fechado, suponha
que (z,,0) C I é tal que ((x,,0)) — (z,a) € AJ, provemos que (z,a) € I. Como
(2n,0) — (z,a), dado € > 0, IN € N tal que para n > N obtemos

[0, 0) = (2, )| = [l = 2al| + o = O] <¢,
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disso extraimos que a = 0 e portanto (x,,0) — (z,0) € I o que nos garante que [ é
fechado.

Resta portanto verificar que AJ /I = C. Objetivamos entdo exibir um isomorfismo

isométrico ligando Af a C. definimos entdo
p: Ay /I — C

(x,a) + 1 — a,

Verifiquemos que essa é a fungdo desejada.

o  esta bem definido. Suponha que (z, @) = (y, ), isto é, (z, «)—(y, B) € I, mostremos
que p((z,a) + 1) =p((y,B)+ I). Mas como (z —y,a — ) € I temos que « — 3 =0

e portando segue o resultado.

e  é um homomorfismo. Sejam (z,a) + I, (y,8) + I € A{ e A € C. Entéo

e((z, ) +I+(y, B)+1)) = e((x+y, a+B8)+1) = a+f = p((z, ) +1)+¢((y, B)+1).
o A[(z, @) + 1)) = p(Ax, \a) = A = AN(p((x, ) + I)

e((z, ) +1)((y, B)+1))+p((zy+ay+Bz, af)+1) = af = o((x, ) +1)p((y, B)+1)),

Portanto, ¢ ¢ um homomorfismo de algebras

 © éuma isometria. Seja (x, a)+1 € Af /I, provemos que |p((z,a)+1)| = ||(x, )+,

isto é, verifiquemos a igualdade inf, o\cs || (2, @) + (y,0)]| = |a].

Para obter inf(, g)es ||(, @) 4+ (y,0)|| < |a], note que tomando y = —x obtemos que

la| € {||(x, @) + (y,0)|| : (y,0) € I} seguindo entdao a desigualdade desejada.

Para a outra desigualdade inf, g)es [|(z, @) + (y,0)|| > || basta argumentar que
|a| é cota inferior de |a] € {||(z,a) + (y,0)] : (y,0) € I}. Essa afirmagao segue da

desigualdade a seguir

Iz +y, )l = [lz+yll + o] = al,

obtemos assim a igualdade desejada.

e ¢ ¢ uma bijecao. Como ¢ é uma isometria segue que ¢ injetora, resta portanto verificar

a sobrejecio. Seja o € C basta escolher (z, ) + I € Af e obtemos ¢((x,a)+1) = a.

O
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1.3 Elementos Inversiveis

Nessa secao definiremos uma nocao de invertibilidade para um elemento x de uma
algebra A. Provaremos que sob certas condi¢oes um z inversivel pode ser expresso como
uma série: teorema 1.3.8 e alguns resultados topolégicos como o conjunto de inversiveis ser
fechado e a funcao z — 7! ser continua. Por fim, definiremos uma funcao exponencial

para o contexto de algebras de Banach.

Usualmente, daqui em diante assumiremos que A denotard uma algebra de Banach
unital com a sua unidade representada por 1. Assumimos também que A # {0} ou

equivalentemente 1 # 0. Também sera usual escrever A no lugar de Al.

Definicao 1.3.1. Dizemos que um elemento x € A é invertivel se existe 1 € A tal que
rxr1 = xr1 = 1, nesse caso, r1 € Unico e sera chamado de inverso de x e representado por

x~1. A colecao de todos os elementos invertiveis de A ¢ denotada por Inv(A), isto é,
Inv(A) ={z € A:z ¢é inversivel}

Observagao 1.3.2. Se A é uma algebra unital podemos conceder a Inv(A) uma estrutura
de grupo ao restringir a operagao da algebra para o conjunto dos elementos inversiveis.
De fato, se a,b € Inv(A) entdao ab € Inv(A), bastando para isso propor o elemento
b='a™! € A como o elemento inverso de ab. Isso nos permite definir a operacao - :
Inv(A) x Inv(A) — Inv(A) dada por a — a, isto é, a restricdo da operagao na dlgebra
ao conjunto Inv(A) x Inv(A). A operagao que acabamos de definir tem um elemento
neutro, a saber, o elemento neutro da algebra 1 € Inv(A), além disso é hereditario que
essa operagao seja associativa e por defini¢do cada elemento de Inv(A) tem um inverso.
Argumentamos aqui que Inv(A) é um grupo com respeito a multiplicagdo restrita da

algebra. Chamamos esse grupo de grupo das unidades de A.

Vamos provar uma série de proposi¢oes envolvendo elementos invertiveis, antes

disso recordaremos uma definicao.

Definigao 1.3.3. Seja X um espago vetorial topolégico e defina L(X,Y) ={T: X —

Y : T é linear e continua}, escrevemos L(X, X) como L(X).

Proposicao 1.3.4. Fixo um z € Inv(A) e definindo o mapa “multiplicacao a esquerda
por x”

L,: A— Adado pory+— zy,

Entdo L, € L(A). Nesse espago, L, serd um operador invertivel de inversa (L,)™! = L!.

Demonstracao. L, é de fato um mapa linear, tome a,b € A e A € C entao

L.(a+b)=xz(a+b) =xa+xb= Ly(a) + L.(b)
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L,(Aa) = zXa = Axa = AL, (a).

Do fato de que a operacao de multiplicagao numa algebra é continua e de que a restrigao de
continuas ser ainda uma funcao continua obtemos que L, é continua e portanto L, € L(A).
Através de um calculo direto provaremos que (L,)~! = L. De fato, sejaa € A obtemos
entao

(La1) 0 (Lo))(a) = (z7x)a = a = Id(a)
((Lz) © (Ly-1)(a) = (z27")a = a = Id(a)

O
Proposigao 1.3.5. Se = € Inv(A) e y € A podemos obter as seguintes equivaléncias
y € Inv(A) & zy € Inv(A) & yx € Inv(A)
Demonstracao. Vamos provar as duas bi-implicagoes separadamente
e y€Inv(A) & zy € Inv(A)
(=) se y € Inv(A) entdo como = € Inv(A) teremos (zy)~' = y~'2~! e portanto

zy € Inv(A).

(<) se zy € Inv(A) entdao I(zy) ' € A. Note entdao que basta escrever y = 71 (zy)

e propor (zy)~ 'z como inverso. Seguird portanto que y € Inv(A)

e Inv(A) & yx € Inv(A). A demonstracdo em ambas as dire¢des ¢é inteiramente

analoga.
m
Proposigao 1.3.6. Se {aj,as, -+, a,} C A é um conjunto de elementos comutativos dois
a dois, ou seja, a;a; = a;a; para todo 4,j € {1,---,n}, entdo o produto ajas,- - -a, é
invertivel se, e somente se, cada elemento a; é invertivel.
Demonstra¢io. (=) Suponha que ajas, - - -a, € invertivel, tome um a; € {ay,- - -a,}

arbitrario, objetivamos exibir um inverso para esse a;.

Como ajas, - - -a, € Inv(A) entdo 3b € A tal que (aqaz, - -a,)b =1 = b(ajaq, - - -a,).

Do fato de que {ajas,- - -a,} é formado por elementos disjuntos dois a dois obtemos

L =b(araz, -+, a; 10041 - -~ ay) = b(arag, - -+, ;1041 + -+ An)a,
1= (a1a2, Ty Ai—1QQG 41 0 an)b = ai(a1a2; Ty G141 an)l%
concluimos entdao que (ayas, - -+, a;_1a;41 - - - a,) = (a;)”' e portanto segue que a; €

Inv(A) Vie{l,---,n}

(<) Segue imediatamente do fato de Inv(A) ser um grupo, mais explicitamente, o

inverso de (ay,as, - a,) é ((an)™t, -+, (az)™h, (ag)™h). =
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Proposicao 1.3.7. Se A é uma algebra normada unital e I é um ideal I # {0} entao as

seguintes afirmacoes sao equivalentes:

i. I é um ideal proprio
ii. INInv(A) =10

i, 1¢1

Demonstragao. (i) = (ii) Suponha que I é um ideal proprio e que existe x €
I NInv(A), desse modo, z € I e existe 27! € A. Note que pela definicio de
ideal temos que 1 = xz~! € I, perceba agora que a presenca da unidade no ideal
implica que este é igual a algebra A. Temos portanto que I nao é um ideal proprio,

contradizendo a hipdtese.

(ii) = (iii) Assuma agora que I NInv(A) = ) e entdo suponha para obter contradicao
que 1 € I. Note que a unidade é inversivel ( sua inversa é ela mesma) e portanto

obtemos 1 ¢ I NInv(A) = ), uma contradigao.
(iii) = (i) Suponha que 1 ¢ I. Como por hipétese I # {0} e de 1 ¢ A temos que

I # A concluimos que I é um ideal proprio.

[]

E bem conhecido do célculo que se |r| < 1 podemos fazer a seguinte expansao

1

[e%s)
_ n
1_T_7;r.

Ao colocar  — 1 no papel de r entao no caso de |x — 1| < 1 obtemos

i:i@j (1— )",

O teorema apresentado a seguir pode ser entendido como uma generalizacao dos fatos

acima discutidos.

Teorema 1.3.8. Se A é uma &lgebra de Banach unital, z € A e ||z — 1|| < 1 entao
z €lnv(A) e

o0

=Y (1—a)"

n=0
Aqui usamos a convengao de que y° = 1. Em particular, se A € C e ||| < |\| entdao (z — )

¢ invertivel e podemos escrever
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Demonstra¢io. Suponha entao que x € A seja tal que || — al| < A. Primeiramente
demonstraremos que >_>° (1 —x)" estd bem definida, ou seja, argumentaremos que a série
é convergente. Como em um espaco de Banach a convergéncia usual de séries é equivalente
a convergéncia absoluta, basta argumentar que > 02 ||1 — z||™ converge. Note que pela

submultiplicatividade da norma obtemos que

S la-ar< Y -al

Como por hipétese obtemos que ||z — 1] < 1 concluimos que Y02, ||1 — z||* converge.
Utilizando o critério da comparagao concluimos que > 02 ||1 — z||"* converge e portando

segue o resultado.

Verifiquemos agora que Y02, (1 — x)™ é o inverso de z. Defina a soma parcial
Sp=F_, (1 —2)" e seja (Sk)52, a sequéncia de somas parciais e denote por S o limite
dessas sequéncia, isto ¢, S = Y77 (1 — ). Mostremos que Sz = xS = 1. Note que o
fato de (1 — x) comutar com (1 — z)™ implica que Sy comuta com (1 — z), usando isso

obteremos as igualdades

(1 — l‘)Sk = Sk(l — Z’) = Z (1 — a:)"“ = Sk+1 — 1.
Agora passando o limite K — 0 obtemos
(1-—2)S=S1—-x)=85-1.

Note que de (1 —z)S =5 —1e S(1 —x) =S5 — 1 obteremos respectivamente que =5 = 1
e Sx=1.

Agora trataremos da segunda parte do enunciado. Para isso, aplicaremos 1 — {
no lugar de z. De ||1 — z|| < 1 obteremos que ||[1 — (1 = )| <1le portanto |lz]| < ||
Aplicando em Y72 (1 — x)" obteremos Y02 (1 — %)" = 302 ) 47, J4 de 27! teremos

(1 —%)~". Portanto teremos a igualdade abaixo

n

z\! Xz
(-3 =X W

note que (1 —%)~" = A7'(A — )" e portanto podemos escrever

A=)t = Z el Para x|l < |-
n=0

]

Observagao 1.3.9. Semelhantemente a breve discussao que foi feita relativamente a
conceitos de cédlculo, o Teorema 1.3.8 pode ser formulado da seguinte maneira: Seja x € A

tal que ||z]| < 1, entdo 1 — z € Inv(A) e

1—3: Zx

z" é usualmente chamada de Série de Neumann de (1 —a)™".

A série >°°°

n=o
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A primeira aplicacdo do Teorema 1.3.8 sera dada na proposicao a seguir.

Proposicao 1.3.10. Seja A uma &lgebra de Banach unital. Entao o conjunto Inv(A) é
aberto de A

Demonstragio. Seja a € Inv(A), vamos provar que um b € A suficientemente préximo de

a ¢ ainda inversivel. Seja b € B_1_(a) entdo

Ta=T]
la™" - fla — b < 1.

Mostremos agora que b € Inv(A). Argumentaremos que objetivo tragado serd consequéncia

das duas afirmagoes a seguir.

o a'b € Inv(A). De fato, por ||a7|| - |la — b|| < 1 e pela submultiplicativa da norma
It —a™'b) = [la™ (@ =) < la™"]| - [la — bl < 1.
Da desigualdade |1 —a™'b|| < 1 concluimos via o Teorema 1.3.8 que a'b € Inv(A).

o ba~! € Inv(A). Analogamente ao feito na primeira afirmagao, o cdlculo
11— ba™" [ = [[(a=b)a™"|| < fla =]l - a™"]| < 1,

nos garante que ba~' € Inv(A).

Exibiremos agora o inverso de b. Note que b(a='(ba™)™1) =1 = ((a™'b)ta™1)b,
nos preocuparemos agora em checar a igualdade a=!(ba™')™! = (a71b)"ta!. O resultado

requerido segue das seguintes equivaléncias

atba) P =(a'b) et & (ba ) = ala b)) et

e 1=ala'b)  a ha .

Disso concluimos que B_ 1 (a) C Inv(A) e portanto Inv(A) é aberto.

lla= 1]

]

Proposigao 1.3.11. Seja A uma élgebra de Banach unital. Entao qualquer ideal maximal
I é fechado.

Demonstragio. Seja I um ideal maximal de A, provaremos que I = I. Pela Proposicio 1.2.8
temos que I é um ideal e como I é préprio, segue pela Proposigao 1.3.7 que I NInv(A) = ().
Como pela Proposi¢ao 1.3.10, Inv(A) é aberto, temos que I N Inv(A) = (), de fato, se
z € INInv(A) entdao Inv(A) é vizinhanca de z e como z € T temos que I NInv(A) # 0,
um absurdo. Entdo como I NInv(A) = ), segue pela Proposigao 1.3.7 que I é um ideal

préprio que contém I, do fato que é I ideal maximal segue que I = 1. O]
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Provaremos agora um resultado envolvendo conceitos de diferenciacao, entretanto,
vamos primeiro enunciar um novo tipo de diferenciagao mais adequada ao contexto de

espagos de Banach.

Definicao 1.3.12. Sejam X e Y espacos de Banach, U C X um aberto, f: U C X — Y
uma funcao e a € U. Dizemos que f é diferenciavel a Fréchet em a € U se existe uma
transformagao T' € B(X,Y) tal que
h) — —Th
L fath) — f(a)

h—s+oco il

=0.

Usualmente dizemos apenas que f é diferencidvel em a. Nesse contexto, chamamos

T de derivada de Fréchet ou apenas de derivada.
Se f é diferencidavel a Fréchet em a podemos explicitar os seguintes fatos

e f é continua em a.
o A transformacao T é tnica, denotada por T = df,

o As “regras usuais de diferencia¢ao” valem:

— A diferenciagao é linear: d(f + g)o = dfa + dga, dfs(Af) = Adf.(f)
— A regra da cadeia é vélida: d(f o 9)a = dfy() © dga

e SeT € B(X,Y), entdo dT, =T Va € X
Teorema 1.3.13. Seja A uma algebra de Banach unital. Entao a inversao
j:Inv(A) — Inv(A)

a+— a !

é diferencidvel, com dj,(h) = —a"tha™'.

Demonstragio. Se h ¢é suficientemente pequena, mais especificamente, se ||| < [a™!]| 7!,

entao tomando A = —h no Teorema 1.3.8 temos
(a+h)t—at=at Z —ha™H" —a™!
=a'(1—ha '+ Z(—ha‘l)”) —a™h)
—a'—athat +a! Z —ha™H" — a7t

'4a 12 —ha )"



Capitulo 1. Algebras de Banach e Teoria Espectral 45

—l” 1

Assim, se ||h|| < 12— < |ja=1|| ! entdo usando a desigualdade triangular e a submulti-

plicatividade da norma:
l(a+h)™ —a™" = (=a" ha [l < [la™ M| 32 | =A™ - [la™|™.

Note que pela hipétese de que ||| < [la™'||7! temos que |la | 5%, || — A||™ - [[a™||™ ¢

uma série trigonométrica, concluimos entao que

) AR a1
= I 350 = Al = = I
Z TR

—1”—1

Observemos agora que a condicao ||h|| < ||a7 ou ainda, ||A| - |la™!|| < 1/2, nos

garante que < 2. Logo, para ||h|| < == ”7 temos:

1
TRl Ta= T
< MR-l
1=l el

Concluimos entéao que para 0 < [|h|| < w

l(a+h)" —at = (—a" ha” )|
172l

l(a+h)"—a?—(—atha™)] < 2[|Al* - la” .

temos

< 2||R]| - [la™ )1,

Portanto, fazendo h — oo obtemos, como desejado, que

[(a+h)™" —a™" — (—a” ha™ 1)

n—oo 17l

=0.

]

1

Ao observar que a inversa da funcdo x — 7 é ela propria podemos extrair o

seguinte corolario.

Corolario 1.3.14. A funcio j : Inv(A) — Inv(A) dada por z — z~! ¢ um homeomor-

fismo.

Vamos agora nos propor a definir uma funcao exponencial propria desse contexto
de algebras de Banach, naturalmente, desejamos definir-la de uma forma que recorra a

alguma nocao prévia de exponencial.

Definigao 1.3.15. Seja A uma élgebra de Banach unital e a € A definimos
a_ -~ @
T

Note que a série na Definicao 1.3.15 esta bem definida, isto é, > 77, n, converge.

De fato, pela submultiplicatividade na norma conseguimos extrair o seguinte calculo

.- o llall”
ZH || ng

[la”]

n!

<

o
n=0 n.
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llall
n!

Para ver que o somatorio Y2, converge basta aplicar algum teste de con-

vergéncia da preferéncia do leitor, por exemplo, o teste da razao. Assim, pelo teste da
a'n.
n!

|| converge. Como A é um espago de Banach, entao

llall™

n!

comparagao concluimos que Y°° ||
a convergéncia usual é equivalente a convergéncia absoluta disso segue que > °°

converge.

Para provar o préximo resultado vamos primeiro evidenciar alguns resultados
envolvendo diferenciagdo. Um mapa f : R — A é dito ser diferencidvel em x € R se exite

o limite
L f )~ (@)

h—s o0 h

?

chamado de derivada de f no ponto x € R. Se f é diferencidavel em todo o ponto entao
ela é simplesmente dita uma funcao diferencidvel. Se é o caso que f,g: R — A serem
diferencidveis com derivadas f’, ¢’, respectivamente. Entao (fg) é diferencidvel de derivada
(fg) = f'g+ fg (basta imitar a prova no caso de valor escalar). Ja se f' =0, entao f é

constante. A seguir, demonstraremos esse resultado.

Suponha que f : R — A é tal que f'(t) = 0 para todo t € R. Considere a
transformacao linear e continua 7' : A — B e a composicao T'o f : R — B. Se f’ existe,
entdao também existe (T o f)'(t) = T(f'(t)). Em particular, considerando uma fungao

¢ € A* (dual topolégico), temos que existe (v o f)'(t) = @(f'(t)).

Note entao que se f'(t) = 0 para todo t € R, segue, pela linearidade de ¢,
que (¢ o f)(t) = 0. Como po f: R — C tem dominio nos reais, temos que ¢ o f é
constante, portanto, ¢(f(t)) = ¢(f(0)) para qualquer escolha de ¢ e t. Segue entao, (como
consequéncia de Hanh-Banach) que f(t) = f(0) para todo ¢t € R. Disso concluimos que f

é constante.

Teorema 1.3.16. Seja A uma &lgebra de Banach unital. Podemos obter os seguintes

resultados

i. Sea€ Ae f:R— A é diferencidvel, tal que f(0) =1, e f'(t) = af(t) para todo
t € R, entdo f(t) = e para todo t € R. Se a € A, entdo e* é inversivel com inversa

—a

e

a b

ii. Se a,b € A comutam entdo temos e**’ = e - €’

Demonstracao.

i. Seja a € A, note que o mapa f : R — A dado por t — e'® € A satifaz as condicoes

do enunciado, de fato, f(0) = ® = Y220 9" = 1 4 %0 1 ¢"a" — | ¢ também
. oo ntn—lan 00 tn—lan—l
t pu— P _—— = t .
FO=2 =y o) =0
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Suponha que g : R — A satifaz essas mesmas propriedades. Note que o fato de

t"a™
n!

a € A comutar com nos implica que a e f(t) = e comutam. Essa observacao

nos garante que h(t) definido como h(t) = f(t)g(—t) é constante, de fato,

W(t) = f'(t)g(—=t) — f(t)g'(—t)
=af(t)g(—t) — f(t)af(—t)
=0,

e como h/(t) = 0 segue que h é constante. Mais ainda, como h(0) = f(0)g(0) =1
segue que f(t)g(—t) = 1.
Isso nos garante que f(t) é inversivel e f(t)~! = g(—t), tomando g(t) = f(t) temos
ft)~t = f(—t), disso segue que f(—t) = g(—t) para todo t € R e portanto f = g.
Tomando g(t) = f(t) = €'* temos entdo que (e!*)~! = e

ii. Suponha agora que a,b € A comutam. Considere f(t) = e'e’ entdo f'(t) =
efbet + ae'et e como a e b comutam segue que f'(t) = (a+b)f(t). Como f(0) =1
e f'(t) = (a+b)f(t) segue pela unicidade do item i. que f(t) = €*(***) para qualquer

t € R, em particular, e*™ = f(1) = e%’.

1.4 Teoria Espectral
Essa seccao tem o objetivo de desenvolver alguns conceitos essénciais acerca da
teoria espectral.

O espectro de um operador linear em um espaco vetorial de dimensao infinita é
uma generalizagao do conjunto de autovalores de um operador linear /' em um espago

vetorial de dimensao finita V.
A afirmacao A é um autovalor de F' € End(V') é equivalente as seguintes afirmagoes:
J0#zeVtalque Fr=Xr < 30#x € Vtal que (F—Al)z =0
< Ker(F — A1) # {0}

< (F — A1) ndo é injetivo

Como a dimensao de V' é finita, podemos usar o teorema nicleo-imagem para obter a

seguintes equivaléncia
(F'— A1) nao ¢ injetivo < (F' — A1) ndo é bijetiva.
Pelo teorema do mapeamento aberto concluimos que para T' € L(E)

(T — A1) bijetivo <= (T — A1) € Inv(L(E)).
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Definicao 1.4.1. Seja A uma algebra de Banach e x € A. No caso de A ser unital, o
espectro de x, denotado por o(z) é o conjuntos de todos os complexos onde z — Al nao é
invertivel, ou seja,

o(z) ={A e C: (x— A1) ¢ Inv(A)}.

No caso de A ndo ser unital, denotamos sua unitizacao por A! e definimos o espectro de

um r € A de maneira andloga
o(r)={AeC: (z— A1) ¢ Inv(A")}.

Observacao 1.4.2. Usualmente denotamos A1 meramente por A. Pedimos ao leitor que se
atente de que a afirmagao (r — \) € Inv(A) é equivalente a (A —x) € Inv(A), pois algumas

literaturas se valem desse fato para fazer uma definicao de espectro levemente diferente.

Observacgao 1.4.3. Notamos que o espectro da unidade é sempre igual a 1, de fato, seja

A uma algebra unital de unidade 1, entao

0'(1A) = {)\ e C: (1A —)\1A) §é IDV(A)} =1.

O complemento do espectro nos complexos também serd de marcada importancia

durante o desenvolvimento do material

Definicao 1.4.4. Seja A uma algebra de Banach e x € A definimos o conjunto resolvente

de z, denotado por p(x), como o conjunto C — o(z), ou seja,

plx) ={ e C:(z—\) €Inv(A4)}.
Frisamos aqui que se A ndo for unital usaremos a sua unitizacio A!

plr)={AeC:(z—\) €Inv(Ah)}.
Fixado um x € A, o mapa

R, : p(z) — Inv(A)
A (2 — A1

é chamada de func¢do resolvente de x.

Exemplo 1.4.5. Seja A = C(f2), onde Q é um compacto Hausdorff. Teremos entao que
o(f) = f(Q) para qualquer f € A. Vamos provar essa afirmacao.

(C) Tome f € C(Q2) e seja A € a(f), isto é, (f — ) ¢ Inv(A), provemos que
A € f(£2). Assuma o contrario, ou seja, A # f(z) Vo € €. Isso nos permite definir a
seguinte fun¢ao g : ) — C continua, dada por
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Ocorre portanto que g € C(£2) e g é o inverso de (f — \) o que é uma contradigao

com o fato de A € o(f). Segue assim que A € f(Q).

(D) Seja A € f(Q), queremos ver que A € o(f), para isso, devemos exibir um y € 2
tal que (A — f)(y) = 0. Como A € f(Q2), entdo I zg € 2 tal que A = f(xy), para esse
xo € Q temos que (A — f)(zo) = Al(zg) — f(zo) = A — A = 0. Segue entdo que A € o(f)

Exemplo 1.4.6. Considere um subconjunto nao vazio S e a algebra [*°(.S). Nesse caso,
dado f €1°°(95), temos o(f) = f(95).

(C). Verificaremos a contengao equivalente f (S)c C o(f)¢, para isso, tome \ €
F(S), provaremos que f — A4 € Inv(I°(S)). Como A ¢ f(S)°, entdo existe § > 0 tal que
Bs(A\) N f(S) # 0. Dessa forma, temos que

A= f(z)] >0 VaeS.

Note agora que isso nos garante a existéncia da funcao g : S — C dada por

1
g(z) = m

Como |g(x)| < %, temos que g ¢é limitada, isto é, g € [*°, repare agora que g é o inverso da
funcao f = |\ — f|, isto é, f € o(f)".

(D) Seja A € f(S), entdo para todo € > 0 B.(\) N f(S) # (), suponha por absurdo
que A & o(f), isto é, f — A4 € Inv(I*°(5)). Nesse caso, temos um g € [*°(5) tal que
(f = Ala)g = 14. Como g ¢é limitada, existe K > 0 donde:

L= [[1all = [I(f = ALa)gll < |f = ALl - [lgll < |f = A4l K,

portanto, % < |f(z) = Ala(z)| = |f(x) — A| para todo = € S. Entretanto, isso é um

contradi¢do com o fato que A é arbitrariamente proximo de f(S), mais precisamente, é

uma incoerente com o fato que By () N f(.S) # 0.

Exemplo 1.4.7. Seja A uma &lgebra de matrizes triangulares n x n. Se a € A é da forma

>\11 )\12 T )\ln
O )\22 T )\Qn

a = . . . .
0 0 - A

entdo o(a) = {11, Aa2, " - -, Aun}- De fato, o(a) = {\ € C: a— Ad ¢ Inv(A)}, ou seja,
o(a) = Ker{a — A\Id} e entdao o(a) é nado trivial se, e somente se, det(a — AId) = 0,

significando que A é a raiz do polindémio caracteristico f(\) = det(a — A\ d).

Proposicao 1.4.8. Seja A uma algebra de Banach unital, entdo para qualquer z € A o

seu espectro o(z) C C é um conjunto fechado.
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Demonstragio. Seja A uma algebra de Banach unital e z € A, vamos provar que p(x) =
C — o(x) é um conjunto aberto. Para verificar isso iremos provar que p(z) é a imagem

inversa de um aberto por uma continua.

Considere a funcio continua r : C — A dada por A — X — z. E prontamente
verificado que p(z) = r~!(Inv(A)), de fato, se A € r~!(Inv(A)) entdo r(\) = A—z € Inv(A).

Segue entao que p(x) é aberto, segue portanto que o seu complementar o(z) é fechado. [

Os exemplos anteriores nos permitem interpretar o espectro tanto como uma
generalizagdo dos autovalores como também uma generalizacao da imagem de uma funcao.
O seguinte exemplo pode ser provado analogamente ao Exemplo 1.4.5 e nos servira

posteriormente para provar contra-exemplos

Exemplo 1.4.9. Considere a algebra do disco A(D), entdo para qualquer f € A(D)
temos que o(f) = f(D). De fato analogamente ao feito no Exemplo 1.4.5 se tomarmos
feA(D)eXeoa(f),entao caso X ¢ f(D) segue que podemos definir a fun¢ao analitica
g : D — C definida por g(z) = 1\(f — A\)(z). Essa serd o inverso de f — A, o que entrard

em contradi¢do com o fato A € o(f).

Reciprocamente, se A € f(D) segue que existe zg € D tal que A = f(z) e portanto
(A= f)(xg) =0 ¢ Inv(A(D)), isto é, XA € a(f).

Estamos agora em posicao de provar acerca da compacidade do espectro.

Proposicao 1.4.10. Seja A uma algebra de Banach unital e z € A, entdo o(x) C By [0],

em particular, o espectro o(z) é compacto.

Demonstragio. Seja A uma algebra de Banach unital e z € A provemos que o(x) C By, [0],
com isso estabelecido e juntamente da proposigao anterior, poderemos concluir que o(x)
¢ um limitado e fechado em C e portanto compacto. Nos dedicaremos agora a provar

a contencao equivalente (B, [0])¢ C p(x). Seja entdao A € By [0]°, isto é, |A| > [lz]],

1

disso temos que H‘—}\'xH < 1 e usando o Teorema 1.3.8 sabemos que existe (1 — IAIx)_l, ou

equivalentemente, (1 — ﬁx) € Inv(A).

Concluimos entao que (z — ) = —=A(1 — Waz) € Inv(A) e portanto A € p(x), ou
seja, Bjy[0]° C p(z) e segue o resultado. O

1
|

Proposicao 1.4.11. Seja A uma algebra de Banach unital e a,b € A, entdao se 1 — ab é

invertivel com inversa ¢ temos que 1 — ba também é invertivel com inversa 1 + bca.

Demonstracao. De fato,

(1 —ba)(1+ bea) = 1+ bea — ba — babca.
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Resta agora verificar que bca — babca = ba

beca — babca = b(ca — abca) = b(c — abc)a = b[e(1 — ab)la = ba.
Assim (1—ba)(14bca) = 1, e a verificagao de que (1+bca)(1—ba) = 1 é andloga. [

A Proposicao 1.4.11 acima pode ser utilizada para garantir o seguinte resultado

Proposigao 1.4.12. Se A é uma algebra de Banach unital e a,b € A temos que
o(ab)\{0} = o (ba)\{0}.

Demonstragio. (C) Seja A € o(ab)\{0}, assim A # 0 e A € o(ab), isto é, (ab— \) ¢ Inv(A).
Se A ¢ o(ba)\{0} entdo A\ € p(ba) U {0}, como A # 0 temos entdao que A € p(ba), ou seja,
ANe{AeC|X—ba € Inv(A)}. Ainda, como A # 0 temos que existe A™! e do fato de

A —ba € Inv(A) temos entdo que
1—X"1tha = (A (A —ba) € Inv(A).

Como 1 — aA™'b € Inv(A) segue pela Proposi¢ao 1.4.11 que 1 — aA™'b € Inv(A). Da

definicdo de multiplicacdo em uma algebra temos que 1 —a\™'b =1 — Alab e entdo
A—ab=\1-\""ab) € Inv(A).

Chegamos entao a um absurdo com a hipétese de que A € o(ab).

(D) A outra contengao é analoga. O

Seja p(z) = Ao + A1z + Ao22 + - -+ X,2", Ay € C, um polindmio na algebra de

polinémios C[z]. para a € A denotamos

pla) = Xola + Ma+ -+ A\a”.

Com essas defini¢oes e os resultados anteriores estamos agora preparados para

provar o resultado conhecido como Teorema do mapeamento espectral.

Teorema 1.4.13 (Teorema do Mapeamento Espectral). Seja A uma algebra unital, e

sejam a € A e p € C[z]. Se o(a) # 0, entao:
p(o(a)) = o(p(a)).

Demonstragio. Seja A uma &lgebra unital, a € A e p € C|z]. Suponha primeiro que p seja
o polindmio constante p = Ay, nesse caso é imediato que p(c(a)) = {A\o} e temos também
que o(p(a)) = a(Xg) ={A € C: (Ao —Al) ¢ Inv(A)} = {A\o}. Supomos entdo que p € Clz]

nao é constante.
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(C) Primeiramente vamos propor uma equivaléncia para a condi¢ao u € a(p(a)).
Seja u € C, considere o polinémio p — u. Como o polinémio esta em C podemos fazer a
seguinte decomposicao
p(z) —u= XA — 2)...(\n, — 2).

para algum n € N\{0}, Ao, ..., A, € C e Ay # 0. Pela Proposigao 1.3.6, p(a) —uls € Inv(A)
se, e somente se, \;14 — a € Inv(A) para qualquer i € {1,...,n}. Desse modo, como

u € o(p(a)) significa que p(a) —uly ¢ Inv(A) temos a seguinte equivaléncia
u € o(p(a)) & Jip € {1,...,n} tal que \;, € o(a).

Com isso estabelecido, tome u € o(p(a)), portanto existe um indice ig € {1,...,n} tal que

iy, — a ¢ Inv(A). Aplicando esse \;, € C em p — u obtemos
p<)\i0> — U= )\0()\1 - )‘io)"'(/\io - )\zo)()\n - /\io) = 0,

assim achamos um \;, € o(a) tal que u = p()\;,) e portanto u € p(c(a)).

(D) Tome u € p(o(a)), nesse caso, existe A € C tal que, pela decomposigao abordada

anteriormente

0=pA\) —u=Ao(A — A)ec(An — A),

segue que existe ig € {1,...,n} tal que \;; = A € o(a). Da equivaléncia anterior

garantimos que u € o(p(a)). O

Observagao 1.4.14. Como um exemplo de utilizagdo do teorema anterior, tomando
os polindémios 2", —z e \x (A € C,n € N), obteremos, respectivamente, as igualdades
o(z)" = o(z"),—o(x) = o(—x) e Ao(x) = o(Ax). Embora, nesse material, demorara para
utilizar as aplicagoes desse teorema, frisamos que é um resultado de grande importancia

para a teoria.

A Proposigao 1.4.10 nos mostrou que o espectro de um dado x € A é um conjunto
limitado, note que isso nos garante a existéncia de um menor disco disco centrado no

0 € C que contém o espectro. Esse serd o objeto da préxima defini¢ao.

Definicao 1.4.15. Seja A uma &lgebra de Banach unital e x € A, definimos o raio

espectral de x como o conjunto

r(z) =sup{|\| : A € o(x)}.

Note que a segunda parte do Teorema 1.3.8 nos garante que dado um x pertencendo
uma algebra de Banach unital A teremos que r(z) < ||z||. De fato, temos que se ||z|| < |}
entdo (x — \) € Inv(A). A contrapositiva dessa afirmacdo nos garante que dado A € o(z),

isto é, (z — A) € Inv(A), teremos que |A| < ||z||. Disso concluimos que r(z) < ||z||.
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Exemplo 1.4.16. Seja 2 um compacto Hausdorff e f € C(Q2), entao 7(f) = || f||co-

De fato, como discutido no Exemplo 1.4.5, podemos dizer que o(f) = f(Q) e
portanto 7(f) = sup{|A| : A € o(f)} = sup{|A| : A € f(QV} = sup{|f(x)| : z € Q} =
[[f]loe-

Utilizaremos alguns resultados elementares de andlise complexa na proxima propo-

sicdo. Vamos primeiramente relembrar alguns conceitos.

Definigao 1.4.17. Seja U C C um aberto, X um espago de Banach e X* = {¢: X —
C | ¢ é linear e continua} o seu espago dual. Dizemos que uma fungao f : U — X é

fracamente analitica se para qualquer ¢ € X* temos que ¢ o f : U — C ¢ analitica.

Proposicao 1.4.18. Se A uma algebra de Banach unital e z € A, entao,

L Tty oo | Ro (V)] = 0
ii. E vélida a chamada equagdo resolvente: Ry(\) — Ry(11) = (A — ) Re(\) Ro(p) ¥ N, s €
p(x)

iii. A funcao resolvente é fracamente analitica, isto é, se ¢ € A* entdo o mapa ¢ o R, :

p(x) C C —C ¢é uma funcao analitica.

Demonstracao.

i. Pelo Teorema 1.3.8, se A € C e ||z|| < A entdo (x — A) é invertivel e

(e 9]

(:1:—)\)_1:—2

n=o

xn

A\n+l '

Entao temos que

N I IR A

o xn
R, = 7l < = '
IR =12 = 2 3mr = iy 2 oy

Como ||z]| < |A|, entao |If\:‘: < 1 e portanto >0° ‘m',: converge. Disso segue que
existe uma constante C' = WI: > 0 tal que

RN < +C
IR0 <

Passando o limite |A| — 0o obtemos

lim [|R. (V)] = 0.

[A|—roc0
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ii. Sejam A, u € p(z) entao

(A= )Ry (M) Ry (1) = Ro(N) (A — 1) R (1)

iii. seja ¢ € A* um funcional linear continuo em A provemos a diferenciabilidade e
portanto, a analiticidade de ¢ o R,. Tomando p € p(z) e usando que R, é continua e
¢ € linear e continua, além da equacao resolvente provada acima, para fazer o calculo

abaixo

lim ¢0Rx()‘) _¢OR5L‘(N) _

A—p A — 1% A—n A K
. (N — )R (N Ry (1))
A—rp A—p
= Jlim, (R (N)(Ryp)

Isso estabelece que ¢ o R, é diferenciavel e portanto analitica.

O

Vamos posteriormente provar que um elemento numa algebra de Banach tem
espectro nao vazio, antes disso, vamos introduzir alguns resultados que iremos utilizar.

Primeiramente, vamos enunciar o Teorema de Liouville.

Teorema 1.4.19 (Teorema de Liouville). Se f é uma fungdo inteira, ou seja, uma funcao
f: C — C analitica, e limitada, isto é, existe M > 0 tal que |f(\)| < M VA € C, entao

f é uma funcao constante.

Também enunciaremos o Teorema de Hanh-Banach e um corolédrio

Teorema 1.4.20 (Teorema de Hanh-Banach). Seja X um espago normado e X, um

subespaco de X. Suponha que ¢g € Xy, entao existe um ¢ € X tal que

L. ¢’X0 = ¢
ii. [l = l¢oll-
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Como consequéncia desse teorema temos o seguinte resultado.

Corolario 1.4.21. Seja X um espago normado e X* o seu dual. Se 0 # zy € X, entao
existe um ¢ € X* tal que ||¢]| =1 e ¢(xg) = ||z0].

Vamos agora nos decicar ao resultado conhecido como Teorema de Gelfand.

Teorema 1.4.22 (Teorema de Gelfand). Se A é uma édlgebra de Banach e z € A entao
temos que o(x) # .

Demonstracio. Seja A uma algebra de Banach e x € A, suponha por contradi¢do que
o(z) = 0 e seja ¢ € A*. Nos dedicaremos a provar via o Teorema 1.4.19 (Liouville) que
¢poR,=0.

Por hipétese p(z) = C e da Proposi¢ao 1.4.18(iii) temos que ¢ o R, : C — C
é uma fungdo inteira (analitica em todo o C). Usando o fato de que ¢ é um funcional
linear continuo e a Proposicao 1.4.18(i), sabemos que limy_ o ¢(Rz(A)) = ¢(0) = 0.

Concluimos assim que
Ve >0 3M > 0 tal que V|A| > M temos |(¢ o R,)(\)] < M.

Vamos agora argumentar que ¢ o R, ¢é limitada. Escolha ¢ = 1, portanto para esse ¢
existe M > 0 tal que para todo |A| > M temos |[(¢ o R,)(A)| < 1. Veremos entdao que

Im(¢oR,) C ¢po R, (Bp(0)) U By(0).
Se |A| > M entao temos imediatamente que I'm(¢ o R,) C B1(0).

Agora se |A\| < M entao obtemos prontamente que Im(¢o R,) C ¢ o R,(By(0)) C

Como B)(0) é um compacto e ambas ¢ e R, sao continuas seguira que ¢po R, (By(0))
é um compacto de C e portanto um limitado. Segue entao que ¢ o R, é uma fungao inteira
e limitada, desse modo, langando mao do Teorema 1.4.19(Liouville) concluiremos que
¢ o R, é uma funcao constante. Disso tiramos que ¢ o R, = 0, de fato, como ¢ o R, tem

limite 0 e é constante, entao a funcao é 0 sempre.

Agora utilizaremos a Corolario 1.4.21 para obter uma contradi¢ao. Tome x € A,
como p(r) = C segue que tomando A = 0 temos que z — 01 € Inv(A) e existe z7!. Como
271 # 0 podemos usar a Corolario 1.4.21 e disso sabemos que existe ¢ € A* tal que
o(x™h) = ||z, claro, ||[z7!|| # 0 pois 27! # 0. Note que como ¢ o R, = 0 podemos fazer

o seguinte calculo:

0= (¢0R,)(0) = ¢(R:(0)) = p(a™") = [[«7"].

Chegamos portanto a uma contradi¢ao, disso segue que o(z) # (. O]
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Foi anteriormente estabelecido que toda algebra abordada nesse material utiliza os
complexos como seu corpo de escalares, notemos agora que essa exigéncia ¢ essencial para

que valha o Teorema 1.4.22. Considere a algebra de Banach M,,(R) tomada sobre o corpo

A:Ol,
-1 0

possui espectro dado pelas solucoes da equacao A\? + 1 = 0 que sabemos nao ter solucao

dos reais, o elemento

real, portanto, o(A) = ().

Nos voltemos agora para a tarefa de obter uma maneira de calcular o raio espectral,

entretanto, para isso serd necessario enunciar alguns resultados tteis.

Teorema 1.4.23 (Principio da Limitagdo Uniforme - Teorema de Banach-Steinhaus).
Suponha que X e Y sdo espagos de Banach e seja {7} : ¢ € I} uma familia de operadores

pertencendo a B(X,Y"). Acerca dessa familia, as seguintes condigdes sao equivalentes.

i. {T;:i € I} é uniformemente limitada no seguinte sentido: sup,; || 7i|| < oo.

ii. {T;:1i € I} é limitada pontualmente no seguinte sentido: para cada x € X, a familia

{Tix : i € I} é limitada em Y, ou seja, sup;¢; || Tiz|| < oo.

Corolario 1.4.24. Se S é um subconjunto de um espago normado X, dizemos que S
é fracamente analitico se ¢(S) é um conjunto limitado de C para qualquer ¢ € X*.
Caso S C X seja fracamente analitico, entdao S é limitado no sentido usual, ou seja,

sup{||z|| : z € S} < 0.

O préximo Teorema nos concede uma formula para calcular o raio espectral,
usualmente, é chamada de férmula do raio espectral ou formula de Beurling. Esse resultado

pode ser visto como uma expressao quantitativa do Teorema 1.4.22.(Gelfand).

Teorema 1.4.25 (Férmula de Beurling). Se A é uma élgebra de Banach unital e se z € A,

entao

r(z) = lim |2"

© = inf ||z
n—00 neN

Demonstracao. Comecgaremos fazendo duas observacoes

o infuen [lo"]|7 < liminfuen o[+ < limsup, ey [l2"]+ < |||

e r(z)" =r(2"). De fato, usando o Teorema 1.4.13 no polinémio p(z) = 2", temos que
o(z") = o(z)", isto é, o(z") = {A\" : A € o(x)}, portanto:

r(z") = sup |A|" = < sup |)\]> =r(x)".
A€o (z) Ao (z)
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Do fato de r(x) < ||z]| e da igualdade r(z)™ = r(z™) temos que r(z) = r(z")w < ||a"]|= e
portanto:

r(z) < inf [|z"|* < liminf|[z"||* < lmsup ||J2"|%.
neN neN neN

Resta portanto demonstrar a desigualdade lim sup,,cy |z"||% < r(z) e obteremos a

igualdade r(x) = lim,, o ||x”||% = inf ey ||.r"||%

Seja ¢ € A* e defina F' = ¢o R,, onde R, é a funcao resolvente. Pelo Teorema 1.3.8,

para |A| > ||z|| se verifica a seguinte igualdade

o0 n

+1°
n=o A"

Portanto, pela linearidade e continuidade de ¢ € A* temos:

Foy=-3 G2

Dessa forma, F' é analitica em {\ : |\| > ||z]|} e portanto na regido {\ : |A| > r(z)}.
Assim, para qualquer |[A| > r(z), como a série acima é convergente, seu termo geral vai
para zero quando n vai para o infinito, multiplicando esse limite por A obtemos:

lim or) _ 0 VYA >r(z).

n—do AP

Desse modo, o conjunto {¢(xnn)}neN ¢ limitado, como ¢ € A* é arbitrario, {f\—Z}neN é

fracamente limitado no sentido introduzido pelo Corolario 1.4.24. Utilizando o mesmo

corolario, concluimos que {%}HGN ¢é limitado. Podemos entao achar um K > 0 tal que

||§—:H < K para qualquer n € N, reescrevendo essa desigualdade obtemos que ||x"|]% <
1

|IA\|K= paran € Ne |\ > r(x).

Conclufmos assim que limsup, oy || < [A|lim,_eo K= = |A| para qualquer
Al > r(x). Isso justamente significa que lim sup "% < r(z). Assim provamos a
neN

igualdade desejada. O]

Alertamos ao leitor de que a nogao de espectro é dependente da algebra ambiente.
Com isso queremos dizer que dada uma algebra unital A e uma subdalgebra unital B C A,
o espectro de um x € B C A, relativamente a B, ndo necessariamente coincidird com o

espectro relativo a A (ele fica maior). Introduziremos essas nogoes na proxima definicao.

Defini¢ao 1.4.26. Suponha que A é uma algebra de Banach unital, B C A uma subdlgebra
unital de A e x € B C A. Para qualquer subalgebra de Banach C tal que BC C C A

podemos definir o resolvente de x relativamente a C' da maneira natural:

po(x) ={A e C:3ze Ctal que z(x — \) = (x — \)z = 1}.
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Convidamos ao leitor que aprecie o fato de que a exigéncia da unidade de uma
subalgebra unital coincidir com a subéalgebra maior foi necessaria para fazer essa definigao.

Claro, utilizando esse conjunto resolvente podemos definir o espectro de x relativamente a

C
o(x)=C—px)={\eC:PzeCtal que z(z — \) = (v — \)z = 1}.

Claro que tanto o espectro quanto o conjunto resolvente introduzidos anteriormente podem

ser manifestados como particulares da nova nogao aqui introduzida, isto é, o(x) = o4(x) e

pl) = pala).

Relembrando que a fronteira topoldgica de um subconjunto ¥ C C, denotada 0%, é
definida por
X=X =C-1.

Portanto temos que A € J¥ se, e somente se, existem sequéncias (\,) C X e (z,) CC—-X

tal que A = lim, oo A\, = lim,,— o0 2p.
O resultado a seguir descreve algumas relagoes entre as nogoes de espectro

Proposigao 1.4.27. Seja A uma algebra de Banach unital e B C A uma subalgebra de

Banach unital de A. Se z € B temos as seguintes relacgoes:

i. se ¢ : A — B é um homomorfismo unital de dlgebras e x € A temos
oa(e(x)) C op(x).
Em particular, se ¢ é o homomorfismo inclusao entao
op(z) D oa(x).

ii. d(op(x)) C d(oa(x))
Demonstracao.

i. Suponha A e B unitais, ¢ : A — B um homomorfismo unital e x € B C A. Note
que para mostrar o resultado desejado basta provar a inclusao pg(x) C pa(e(x)). Se
A € pp(x) entdo Jz € B tal que

2x—=AN)=(x—-Nz=1
Aplicando o homomorfismo unital ¢ na equagao acima temos
p(2)(p(z) = Ap(1) = (p(r) = Ap(1)p(2) = @(1).

Como ¢(1) = 1 obtemos entao que A € C é tal que 3p(z) € A tal que ¢(2) é o inverso
de (p(z) — A). Concluimos portanto que A € pa(p(x)), ou seja, o4(p(x)) C op(x).

Em particular, ao tomar ¢ como a inclusdo obtemos og(x) D ga(x).
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ii. Seja A € d(op(x)), assim existe uma sequéncia (o) C op(x) tal que oy, — A, como
pela Proposicao 1.4.8, o espectro é fechado, segue que A € op(x). Por definigao,
também garantimos a existéncia de uma sequéncia (\,) C pp(z) tal que A\, — .
Como pelo item i. temos que o4(x) C op(z), temos que pp(x) C pa(x) e portanto

An € pa(z) para qualquer n € N.

Obtemos entdao uma sequéncia no complementar de o4(x) convergindo para A, resta
apenas concluir que A € o(z) e teremos uma sequéncia em o4(x) convergindo para

A (essa seria a sequéncia a,, = A Vn € N).

Suponha entdo que A ¢ g4(A), nesse caso, existe (z — A\)~'. Repare que do fato
de A, convergir para A temos que (z — \,) — (z — A) e pelo Corolario 1.3.14, o
fato de lim,,_,o(z — \,) = (z — \) nos garante que que (x — \,)! — (z — \)~L.
Observe agora que como B é uma subélgebra de Banach, entao B é fechado, e ja que
(x — \,) 7! pertence a B para todo n € N segue que (z — \)~! € B, contradizendo
que X € op(x).

]

Observacao 1.4.28. Frisamos que a exigéncia, na Definicao 1.1.2, de que a unidade
de uma subdlgebra unital coincida com a unidade da algebra ambiente é crucial para
a validade da proposi¢ao anterior. Como contraexemplo, considere a subdalgebra B de

A = M,(C) apresentada no Exemplo 1.1.15. Nesse caso, temos:

10 1 0
(1) =mrsen(20) -0

Portanto, encontramos um elemento a tal que o4(a) 2 op(a).

O proximo exemplo se dedicard a provar que é possivel achar uma inclusao restrita

na Proposicao 1.4.27 - i.

Exemplo 1.4.29. Considere D = B4[0] e S; = S1(0), respectivamente, o disco e o circulo
de raio 1 no plano complexo. Considere a algebra do disco A(D) e a dlgebra das fungdes
complexas continuas em Sy, ambas sao algebras de Banach pelos exemplos 1.1.16 e 1.1.10.

Considere a fungao:
v: A(D) — C(S;) dado por fr— fls,,

¢ um isomorfismo isométrico. De fato, as propriedades de homomorfismo sdo garantidas
pelo fato da restricao se comportar bem com a soma e multiplicagdo por escalar. Ja para
a isometria, utilizares o Principio do Maximo, que nos garante que o sup de uma funcao é

encontrado no seu bordo, podemos fazer o seguinte calculo:

[ fllapy == sup | f(2)| = sup [ f(2)| = [|fllces,)-
z€D z€51
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Note que como ¢ é um isomorfismo, entao ele é unital, como por meio da identifi-
cagdo ¢ temos que A(D) pode ser “vista” dentro de C(S}), segue que a Proposicao 1.4.27

nos garante que para qualquer f € A(D) temos

JA(D)(f) C UC(Sl)(f|Sl)'

Entretanto, usando os exemplos 1.4.5 e 1.4.9 concluimos que que dados f € A(D) e
g € C(5) segue:
oap)(f) =1Im(f) e oces)lg) =Im(g).

Logo, tomando a func¢ao dada por f(z) = z, ou seja, a funcao identidade, segue que
oap)(f) = D e o¢(s,)(9) = S1, 0 que nos traz: oc(s,)(g) C oamy(f), contradizendo a

Proposicao 1.4.27.

1.5 Teoria de Gelfand

Nos dedicaremos agora a introduzir um importantissimo conceito relacionado a
algebras de Banach: a nocao de espectro de uma algebra. Dentre os primeiros resultados
importantes relacionada a esse espectro, poderemos caracterizar o espectro de um elemento
qualquer duma algebra de Banach em funcao do espectro da algegra ambiente. Em
particular, muniremos esse novo espectro, denotado pro A de uma topologia, que tornara
A num localmente compacto Hausdorff, e exibiremos um homomorfismo contrativo entre

-~

uma algebra de Banach comutativa A e o espago Cy(A).

Nessa se¢ao vamos usualmente assumir que A é uma algebra de Banach comutativa

e unital.

Proposicao 1.5.1. Se A é uma algebra de Banach comutativa e unital e x € A, entao as

seguintes sao equivalentes

i. x nao é invertivel;

ii. existe um ideal maximal I em A tal que x € I.

Demonstragdo. (i. = ii.) Aqui vamos utilizar repetidamente a Proposigao 1.2.10. Suponha
que x nao é invertivel. Caso z = 0, a hipdtese de que A é comutativa junta da Propo-
sicao 1.2.10, obtemos a existéncia um ideal maximal, note entdao que x = 0 estd nesse
ideal.

Caso x # 0 ainda vamos recorrer a Proposicao 1.2.10. basta agora criarmos um
ideal proprio contendo x. Defina Iy = {ax : a € A} um ideal de A que contém z, de fato,
como A é unital 1z = x € A. Note agora que Iy # {0} basta ver que z € Iy e x # 0.

Também temos que Iy # A, repare que 1 ¢ I pois se esse fosse o caso entao do fato que
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A é comutativa, Ja € A tal que ar = 1 = za. Assim, como [ é um ideal préprio numa
algebra comutativa temos pela Proposicao 1.2.10. que existe um [ ideal maximal tal que

I D Ij. Portanto achamos um ideal maximal I tal que x € I.

(ii. = i.) Se existe um ideal maximal I de A tal que x € I entdo utilizando a

Proposi¢ao 1.3.6 temos que I NInv(A) = ) e portanto z nio é inversivel. ]

A proposi¢ao anterior nos mostra que qualquer algebra de Banach comutativa
que contém um 0 # x ¢ Inv(A) deve conter um ideal maximal. A préxima proposigao,
chamada de Teorema de Gelfand-Mazur, nos ajuda a restringir as algebras que satisfazem

esse requerimento. Primeiramente, vamos introduzir algumas definicoes.

Definicao 1.5.2. Uma algebra A é chamada dlgebra de divisdo se todo elemento diferente

de zero é invertivel. Além disso, A é dita ser simples se nao existem ideais proprios em A

Teorema 1.5.3 (Teorema de Gelfand-Mazur). Seja A uma algebra de Banach comutativa

e unital, as seguintes condigoes sao entao equivalentes:

i. A é uma algebra de divisao
ii. A é simples
iii. A=Clyu.

Demonstragio. (i.= ii.): Provaremos a contrapositiva. Se A nao é simples, isto é,
contém um ideal proprio, entao pela Proposicao 1.2.10 ele contém ideais maximais.

Usando a proposicao 1.3.1 obtemos que existem elementos nao zero invertiveis.

(ii. = iii.): Basta verificar que A C C1 dado que a inclusdo contraria segue imediata-

mente do fato de A ser unital.

Seja x € A. Pelo Teorema 1.4.22. sabemos que o(x) # () e portanto podemos tomar
A € o(zx). Considere I = A(x — \), a verificagdo de que I é um subspago é direta,
para ver que I é um ideal, seja b € A e a(x — A) € I. Temos que ba(x — ) € I e
para ver que a(x — A\)b € I basta utilizar que A é comutativa, de fato, a(x — \)b =
a(xb — A1b) = a(bx — bA1) = ab(z — N).

Vamos agora verificar que I # A e como por hipétese A é uma algebra simples,
podemos concluir que I = A(z — A) = {0} e portanto z = A1. Suponha entao que
I = A, como A é unital, entao da igualdade A(z — \) = A temos que Ja € A tal
que a(x —A) =1 € A e como A é comutativo, ao utilizar o mesmo raciocinio do
paragrafo anterior temos que a(x — \) = (z — A)a e portanto a é o inverso de (z — \)

o que contradiz o fato de que (z — \) ¢ Inv(A).

(iii. = i.): Segue imediatamente do fato de que todo 0 # A € C é inversivel.
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Definicao 1.5.4. Um homomorfismo complero numa algebra de Banach comutativa A
é uma funcao ¢ : A — C que é um homomorfismo de dlgebra nao-nulo, ou seja, Para

todos a,b € Ae )\ € C temos que

i. p(Aa+b) = Ap(a) + ¢(b)
ii. p(ab) = p(a)p(b)
iii. o 0.
A colecao de todos os homomorfismos complexos, denotada por A éo conjunto:

A={p:A— C|péum homomorfismo complexo}.

A é chamado de espectro ou espago dos caracteres da algebra A e os seus elementos ¢ € A
sao chamados de caracteres. Podemos resumir as condigoes i.,ii. e iii. dizendo que ¢ é um

funcional linear multiplicativo nao nulo.

Fixado um x € A podemos definir a seguinte funcao
z:A—C
p — 2(p) = p().
Essa funcgao é frequentemente referida como funcao avaliacao

Observagao 1.5.5. Devemos observar que para uma algebra de Banach unital a condicao
iii. da Defini¢ao 1.5.4 é equivalente ao requerimento de que ¢(1) = 1. De fato, se ¢ # 0
entdo Ja € A tal que ¢(a) # 0. Portanto ¢(a) = p(al) = ¢(a)p(1l) implicando que
©(1) = 1. Agora se 31 € A tal que p(1) =1 # 0 entdo ¢ # 0.

Vamos agora provar um lema de grande importancia, para isso, nos dedicaremos a

desenvolver as duas seguintes proposi¢oes preliminares.

Proposicao 1.5.6. Seja [ um ideal numa algebra A, entao existe uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto dos ideais de A/I: M = {J : J é um ideal de A/I} e o conjunto
dos ideais de A que contém I: N ={J :J é um ideal de Ae J D I}.

Demonstragio. Considere a fungdo f : M — N dada por J — 7 !(J) onde 7 :
A — A/I é o mapa quociente, propomos que essa é a bijecao procurada. Primeiramente
verifiquemos que esta bem definida, como 7 é um homomorfismo e J é um ideal, segue do

fato que m ¢ um homomorfismo e pela Proposi¢ao 1.2.8 que 7~1(.J) é um ideal.

Provemos agora que 7 !(J) contém I. Seja x € I, veremos que 7(x) € J, note que
m(x)=x+4+1=0+J. Como J ¢ ideal de A/I, contém o elemento neutro 0 + I de A/I,

segue entdao que 7(z) € J, ou ainda, x € 7 1(J).
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O fato de f ser uma bijegao ¢ direto: basta notar que se 7=!(J;) = 7~'(J;) entao
J1 = Jy e que dado um elemento 7r*1(J0) pertencendo a N podemos escolher Jy € N tal

que f(Jo) = 7 (Jo)- =

Proposigao 1.5.7. Seja A uma algebra de Banach unital e comutativa e ¢ : A — C um

caractere, entdo Ker(p) é um ideal maximal.

Demonstragio. Lembremos que Ker(p) é de fato um ideal, note que como A é unital segue
que Ker(y) é préprio, provaremos agora Ker(p) é ideal maximal. Suponha para obter
contradigao que exista um ideal I de A contendo Ker(y) propriamente, segue entao que

existe z € I tal que = ¢ Ker(y).

Note agora que via a Observacao 1.5.5 e o fato de ¢ ser um homomorfismo complexo
temos que p(z)1 — x € Ker(yp), segue entao que p(z)l —x € I, e do fato que = € I temos
ainda que p(z)1 € I. Perceba que como z ¢ Ker(y) temos que p(x) # 0 e portanto 1 € I.
O fato da unidade estar mo I implica que dado qualquer a € A temos al € I, isto é,

I = A. Disso segue que Ker(y) é maximal. O

O préximo lema contém uma colegao de afirmagoes de grande importéncia. Usaremos
a notagdo Masxz(A) para indicar a cole¢ao de todos os ideais maximais de uma algebra de
Banach A.

Lema 1.5.8. Seja A uma algebra de Banach unital e comutativa. Temos entao que

i. A énao vazio e a funcio f: A —» Mazx(A) dada por ¢ — Ker(p) é uma bijegao
entre o espectro de A e a colecao de todos os ideais maximais em A;
ii. 2(A) = o(x) = {o(z) : ¢ € A}

iii. A condi¢do [|1]] = 1 nos garante que as seguintes afirmacoes acerca do mapa

¢ : A — C sdo equivalentes:

a. p € ;l;
b. o e A [lo|| =1 e o(zy) = p(z)p(y) Yo,y € A

Demonstracao.

i. Defina entdo a funcio f: A — M ax(A) dada por ¢ — Ker(p), vamos provar
que ¢ uma bijecao:

« Injetividade: sejam ¢, € A tal que Ker(¢) = Ker(¢)). Seja a € A, note

que como ¢(1) =1, (Observagao 1.5.5) entao a — ¢(a)l € Ker(¢), ja o fato

que Ker(¢) = Ker(¢) nos garante que ¢(a—¢(a)) = 0, ou seja, ¥(a) = ¢(a)
e pela arbitrariedade de a, segue que 1) = ¢.
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o Sobrejetividade: seja I um ideal maximal de A, pela Proposicao 1.3.11 I é
fechado, portando, A/I é uma algebra de Banach unital.
Pela Proposigao 1.5.6 um ideal de A/I corresponde a um ideal J de A tal
que J D I entdo, como I é maximal, A/l é simples. Usando o Teorema de
Gelfand-Mazur 1.5.3, obtemos um isomorfismo n: A/I — C. Obtemos assim
um homomorfismo sobrejetivo, ou seja, um caracter ¢ :=nomw: A — C,

onde m: A — A/I é o homomorfismo quociente. Mais ainda, temos
ker(yp) = ker(m) = 1.

ii. (C) Tome X € o(a), provemos que existe ¢ € A tal que ¢(a) = \. Primeiramente,
proceda como na prova do Teorema 1.5.3 para concluir que A(a — A\) é um ideal
proprio, note entao que pela Proposicao 1.2.10 existe um ideal maximal I tal
que A(a — \) C 1.

Note agora que devido a bijecao explicitada no item i. do Lema 1.5.8 existe
um p € A tal que Ker(yp) = I, portanto, tomando 1 € A obtemos que
w(a — A1)1) =0, ao que concluimos que p(a) = A e entdao a contenc¢ao desejada
estd demonstrada.

(D) Tome ¢ € A, verificaremos que ¢(a) € o(a). De fato, p(a)l — p(a) =
¢(a—a) =0 e portanto p(a)l — ¢(a) ¢ Inv(A), ou seja, p(a) € o(p(a)). Como
A é unital e ¢ € ﬁ, pela Observacao 1.5.5 temos que ¢ é um homomorfismo
unital, segue entdo pela Proposicao 1.4.27 que o(p(a)) C o(a) e portanto

¢(a) C o(a), como desejado.

iii. (a. = b.) Suponha que ¢ € A. Note que basta verificar a condicdo de que
lell = 1. Pelo item ii. desse lema temos que dado um x € A, temos que

o(x) € T(A) = o(z). E do fato que r(z) < ||z|| ( Equacdo abordada na

Definigao 1.4.15), obtemos o seguinte calculo
o(z)| < r(z) < [l

Segue entdo que ||¢|| < 1. Como ¢(1) = 1e||1]] = Lentdo 1 € {|p(x)| : ||z| < 1}
e portanto |||l > 1. Temos portanto que ||¢|| = 1.
(b. = a.) Suponha agora que ¢ € A%, ||| =1, e p(zy) = p(z)p(y) Vz,y € A..

Resta apenas verificar que ¢ # 0. Isso segue diretamente da hipotese de que

lell = 1.

]

Dentre os primeiros resultados que colheremos em virtude do lema anterior sera
que o espectro A de uma algebra de Banach comutativa estd contido no conjunto {¢ :
A— C:pe A" ||¢|| < 1}. Essa afirmagao ¢ obtida juntando o item ii. do lema anterior

com a proposicao a seguir.
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Proposigao 1.5.9. Seja A uma éalgebra de Banach comutativa nao unital. Nessas hipdteses,

se ¢ € A entdo temos que ¢ € A* e ||o|| < 1.

Demonstragio. Seja A' a unitizacio de A e defina
el A — C

(2, 0) — ¢! ((z,0)) = () + 0.
Desse modo, ¢! € Al A verificacao de que ! é um funcional linear multiplicativo é direta

e ©'((0,1)) = ¢(0) + 1 = 1 nos garante que @' ¢ nao nulo.

Usando o Lema 1.5.8. (ii) temos que ¢! € (AY)* e [|¢'|| < 1, com isso tiraremos a
conclusdo desejada. Da hipdtese ja temos que ¢ € A*, resta ver que ||¢|| < 1. Note que

tomando o = 0 obtemos a seguinte inclusao de conjuntos

{le@)] : llzl <1} < {le" ((z, )]« |(z, a)]| < 1}.

Disso concluimos que ||| < [|p!]] e como ||@!|| < 1, segue o resultado. O

Note que pelo desenvolvido na proposicao e lema anteiores temos que, se A é uma

algebra de Banach, todo homomorfismo ¢ : A — C é contrativo, em particular, continuo.

Para a préxima proposicao deixemos em mente o homomorfismos ¢! : A* — C
dado por (z,a) — o' ((x,a)) = p(z) + a. No caso de ¢ = 0, denotamos ' por @, ou

seja, 0 homomorfismo (x, o) — .

Proposigao 1.5.10. Seja A uma &algebra de Banach comutativa, entao
Al ={p' 1 p e A} U {po}-

Demonstrag¢io. (C) Proceda como na demonstragdo da Proposi¢ao anterior ( 1.5.9) para

concluir que se ¢ € A tanto ¢! como ., sdo funcionais lineares multiplicativos nao nulos.

(D) Seja p € Al e (a,a) € Al. Note que devido ao fato de ¢ ser um elemento do

espectro de uma algebra de Banach unital:

v((a,a)) = ¢((a,0) + (0, )
) +¢((0,a))
) +ap((0,1))
) +

Defina agora 7 : A — C dado por 7(a) = ¢((a,0)). Provemos que 7 é um funcional linear

multiplicativo. De fato, sejam a,b € A e X € C, entao

7(a+b) = ¢((a +b,0)) = ¢((a,0)) + ¢((b,0)) = 7(a) + 7(b);
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7(Aa) = ¢((Aa,0)) = Ap((a,0)) = A7(a);
7(ab) = ¢((ab,0)) = ¢((a, 0)(b,0)) = ¢((a,0))e((b, 0)) = 7(a)7(b).
Observe que no caso de 7 = 0 temos que, devido ao fato de termos escrito ¢((a,®)) =

7(a) + o, temos que ¢ = 7o, jé caso T € A, entdo ¢ = 7!, dessa forma temos Al C {pt:
p € ApU{poo}- O
Teorema 1.5.11. Sejam A uma &algebra de Banach comutativa e a € A. Obtemos os

seguintes resultados.

i. Se A é unital, temos entao que
o(a) = {p(a) : p € A}.
ii. Se A nao é unital entao
o(a) = {p(a) : p € Ay U{0}.
Demonstracao. i. Ja foi feita no Lema 1.5.8.

ii. Supomos agora que A nao é unital w tomemos a € A. Lembremos que, nesse caso,
oa(a) = cli(i(a)) = c}((a,0)) onde i : A — A' é dado por a — (a,0). Pelo item i.

desse teorema temos que
o4((a,0) = {¢((a,0)) : p € A}
e pela Proposicao 1.5.10, o espectro da unitizagao pode ser expresso como
Al={p' 1 p e Ay U{pa}.
Disso obtemos que
o4((a,0)) = {p(a) : p € A} U{0}.

]

Podemos fazer uma interessante aplicacao do teorema acima, se A for uma algebra
de Banach qualquer, entdao o espectro de um elemento da algebra de Banach nao é

submultiplicativo nem subaditivo com respeito a “ C”, de fato, considere

1
. 0 - 0 0 b — 10 0t b— 01 7
00 10 0 0 10

calculando seus autovalores obtemos o(a) = o(b) =0, o(ab) = {0,1} e o(a + b) =
{—1,1}. Nota-se portanto, que nao temos a desejada propriedade o(ab) C o(a)o(b) e
og(a+b) Co(a)+a(b).
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Proposigao 1.5.12. Seja A uma &lgebra de Banach unital e z,y € B dois elementos que

comutam entre si (ry = yx). Nessas condigoes:

i. o(zy) C o(x)o(y).

ii. o(z+y) Co(x)+o(y).
Demonstracao.

i. Suponha primeiramente que A é comutativa. Pelo Teorema 1.5.11, dado um 7 € o(zy)
existe um ¢ € A tal que v = @(zy) = p(2)¢(y). Note agora que, pelo mesmo teorema,
existe A € o(x) tal que A = p(z) e existe n € o(y) tal que n = ¢(y). Disso tiramos
que 7 = A - e portanto o(zy) C o(x)o(y).

Trataremos agora do caso geral. Considere A ¢ op(z) e n ¢ op(y), além disso, seja
D a algebra de Banach gerada por x,y,1(x — A1)™! e (y — n)~'. Nesse caso, B é

comutativa e unital, ainda, o4(z) = op(z) e 0a(y) = op(y). Temos portanto:
op(zy) C oalry) C oa(r)oaly) = os(x)os(y).

ii. Provemos a outra proposicao analogamente, considerando primeiro A comutativa,
através do Teorema 1.5.11 dado um v € o(x+y) existe ¢ € A tal que vy = p(z+y) =
o(x) + ¢(y). Semelhantemente, existe A € o(z) e n € o(y) tal que A € p(z) e
n € ¢(y). Nesse caso, v = A + 1, e segue o resultado. Para o caso geral mais uma

vez seguimos a mesma receita do item anterior
O

Vamos agora definir uma topologia no espectro A de uma algebra de Banach
comutativa. Uma vez havendo definido essa topologia usaremos do teorema de Banach-
Alaoglu, enunciado abaixo (sem prova), para demonstrar que A ¢é um localmente compacto
Hausdorft.

Definigao 1.5.13. Dados X um conjunto qualquer, I um conjunto de indices, (Y, 7x)rer

uma familia de espagos topolégicos e uma familia de aplicagoes (f)res da forma:
i X — (Y, 7).

Entao a topologia inicial induzida pela familia 7, é a menor topologia em X que torna

todas as aplicacoes fy continuas, ou seja, é a topologia:

{f7HU,) : Uy e 1}

Dada uma algebra de Banach A, definimos a topologia fraca estrela como a menor topologia

em A tal que para qualquer a € A o seguinte operador é continuo

a: A — Cdado por ¢ — (a).
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Definicao 1.5.14. Um conjunto dirigido é um conjunto J munido de uma relagao de
ordem parcial < tal que para cada par a, 5 € J temos que existe um elemento vy € J tal

que a X yef=1.

Seja X um espago topologico e J um conjunto dirigido, uma rede em X é uma
fungao f: J — X dada por a — f(a), usualmente denotamos f(«) por x, e a rede f

por (Z4)aes Ou simplesmente por (x,).

Uma rede (x,,) é dita ser convergente para um ponto x € X se para cada vizinhanca
U de x existe um oy € J tal que para a > oy temos z, € U. Nesse caso, denotamos
xo — x. Reparamos na semelhanga a nog¢ao usual de convergéncia em espacos topoldgicos,
de fato, N é um conjunto dirigido quando munido da ordem parcial <, note que quando

J =N arede (2,)acs coincide com a defini¢ao de sequéncia.

Se f: X — Y é uma funcao entre os espagos topologicos X e Y entao f é continua
se, e somente se, é sequencialmente continua no seguintes sentido: se (x,) é uma rede
em X convergindo para x temos que f(x,) — f(z). Isso implica que se estamos em
um espago X com soma e produto definidos e temos duas redes (x,), (y,) convergindo
respectivamente para para x e y entao valem as seguintes propriedades de sequéncias:
(Ta+Ya) — +Y, (2a)(Ya) — 2y € (Az,) —> Az. Nesse caso, para ver que um conjunto
S C X é fechado, basta ver que se (z,) C S é tal que z, — x, entdo z € S.

Também nos sera 1util reparar que um espaco topolégico X é Hausdorff se, e somente

se, o limite de uma reque qualquer em X ¢ tnico.

Definimos a topologia fraca estrela como a menor topologia que faz das avalia¢oes
funcoes continuas, entretanto, para realizar demonstragoes ¢ frequentemente necessario

caracterizar essa definicdo por meio de redes.

Observacgao 1.5.15. Utilizando a caracterizagdo de continuidade via redes note que o fato
de todas as funcdes @ : A —» C serem continuas é dizer que dada uma rede (pi)ier C A
temos que p; — ¢ implica que a(p;) — a(p), equivalentemente, p;(a) — (a). Em
virtude do que acabou de ser discutido, dizer que uma rede (¢;);c; de caracteres converge
na topologia fraca estrela é dizer que essa rede converge “pontualmente”; nesse sentido,

nos referimos a topologia fraca estrela como a topologia da convergéncia pontual.

Afirmaremos que é possivel provar, embora nao oferecamos uma prova aqui, que a
convergéncia na topologia fraca estrela nao apenas implica mas é equivalente a convergéncia

pontual, ou seja, dada uma rede (ip;);c; de caracteres:
©; — ¢ (fraca estrela) < p;(a) — p(a).
Por fim, enunciaremos um resultado de topologia: se for retirado um ponto de um

espago compacto Hausdorff temos um localmente compacto Hausdorff, e um de analise

funcional: a bola unitaria em X* é um compacto na topologia fraca estrela.
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Proposicao 1.5.16. Se X é um espaco topoldgico compacto e Hausdorff e o € X, entéo

X\{zo} é um localmente compacto Hausdorff

Teorema 1.5.17 (Teorema de Banach-Alaoglu). Se X é um espago normado e X* o seu

dual (topolégico). Entao a bola unitdria de X*, definida por
bolaX™ = {¢p € X~ :||¢|| <1}
é um conjunto compacto Hausdorff quando munido com a topologia fraca estrela.

Teorema 1.5.18. Seja A uma algebra de Banach comutativa e A o seu espectro. Quando
munido da topologia fraca estrela, A é um espago Hausdorff localmente compacto. Se A é

unital, entao A é compacto.

Demonstragio. Vamos provar que A é Hausdorff. Notemos que A C bolaA*, basta utilizar
a Proposicao 1.5.9. Agora, pelo Teorema 1.5.17 temos que Aé Hausdorff, pois é um

subespaco de um Hausdorff.

Provaremos agora que A ¢ localmente compacto. Defina o conjunto AU {0} onde 0 é
o homomorfismo nulo, provaremos que AU {0} é compacto e entdo, pela Proposigao 1.5.16

A é um localmente compacto.

Para ver que AU {0} é compacto, note que do fato ja discutido que A C bolaA* e
do fato que 0 é um homomorfismo de norma ||0]| = 0, temos a contencao AU{0} C bolaA*,
e como bolaA* é um compacto, resta apenas ver que AU {0} é fechado. Considere uma
rede (p;) C AU {0} tal que ¢; — ¢, pela definigdo da topologia fraca estrela temos
que dado a € A segue a convergéncia ¢;(a) — ¢(a). Observamos que como A U {0} é

Hausdorff, o limite da sua rede (g;) é unico, segue entao, para qualquer a,b € Ae A € C
pi(a+b) = @i(a)+pi(b) — p(a)+p(b), @ilat+b) — plat+b) = p(a+b) = p(a)+¢(b)
pi(da) = Api(a) — Ap(a),  @i(Aa) — @(ha) = p(Aa) = Ap(a)
piab) = pi(a)pi(b) — @(a)p(b),  pi(ab) — p(ab) = (ab) = p(a)p(b).

Note entao que ¢ é um funcional linear multiplicativo que pode ser o homomorfismo
nulo, isto é, o € AU {0}. Segue portanto que A U {0} ¢ fechado, portanto compacto, logo,

A é localmente compacto.

Agora supondo que A é unital vamos concluir que Aé compacto. Como A esté
contido em bolaA*, um compacto na fraca-estrela, é suficiente garantir que A & fechado.
Considere agora uma rede (¢;) em A tal que @; — ;, como estamos na topologia fraca-
estrela, temos que ¢;(a) — ¢;(a) para qualquer a em A. O célculo feito anteriormente
nos garante que ¢ é um funcional linear multiplicativo, como assumimos agora que A é

unital, é possivel concluir que ¢ nao pode ser o homomorfismo nulo, note que

1=¢i(1a) — ¢(1a).
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Como A é Hausdorff, pela unicidade do limite concluimos que ¢(14) = 1, segue entao que
p e A. Garantimos entdo que A ¢é um fechado contido em um compacto, logo é também
compacto. ]

-~

Teorema 1.5.19. Seja A uma algebra de Banach comutativa, o mapa I' : A — Cy(A)
dado por a — @ ¢ um homomorfismo contrativo mais que isso, ||I'(a)||. = 7(a), ou seja,

o seguinte vale para quaisquer a,b € Ae A € C

i |T(a)|le = r(a) < |all;
ii. T(Aa+b) = A'(a) + T'(b);

iii. T(ab) = D(a)T(b).

Nos referimos ao mapa [' como a transformacao de Gelfand.

Demonstracao. Provemos que I' estda bem definida, para isso, devemos ver que fixado um
a € A segue que a € C’O(/T). Note que como A estd munida da topologia fraca-estrela,
segue por definicdo que a é continua. Para ver que a funcdo a se anula no infinito, seja

€ > 0 qualquer e defina o conjunto:

K:={pe A:la(p)| = ¢}.

Pelo Teorema 1.5.17 temos que o conjunto bolaX* é um compacto Hausdorff
quando munido da topologia fraca-estrela, portanto, resta apenas verificar que K é um
subconjunto fechado de bolaX*. A Proposicao 1.5.9 nos garante automaticamente que
K C A é subconjunto de bolaX*, para ver que K é fechado basta escrever K = [a|~![e, o0)
e entao notar que K é a imagem inversa de um fechado por uma continua. Segue por

Banach-Alaoglu que K é compacto, logo, a é continua e se anula no infinito.

Provemos agora que I' é um mapa linear multiplicativo. Sejam a, b € A, mostremos
que I'(a + b) = T'(a) + I'(b), pra isso, seja ¢ € A, o resultado segue do cdlculo

(a+b)() = pla+b) = p(a) + ¢(b) = (@+b)(p),

Veremos agora que para A € C e a € A temos I'(Aa) = AT'(a). Seja ¢ € A, o caleulo

abaixo nos garante o resultado

Ma(p) = p(Aa) = Ap(a) = Na(yp).

Para I'(ab) = I'(a)T'(b) para qualquer a,b € A, basta tomar ¢ € A e fazer:

-~

(ab)(ip) = plab) = p(a)p(b) = a()b(p) = (ab)().
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Veremos agora que I' é contrativo. Seja a € A, temos entao que

IT(a)lloe = llallc = sup [a(p)| = sup |¢(a)].
peA peA

Como visto no Teorema 1.5.11 temos

sup [p(a)| = sup [A[ =r(a).
pEA Aeo(a)

Temos entao que ||I'(a)||« = 7(a), relembre agora que, como observado na Defini¢ao 1.4.15,
temos que 7(a) < ||a|| para qualquer a € A, segue entao que ||['(a)||o < ||z, isto é, T é

um homomorfismo contrativo. O

Terminaremos essa secao com um resultado que nos permitira interpretar o espaco

dos caracteres como uma espécia de espectro generalizado.

Teorema 1.5.20. Seja A uma algebra de Banach unital, tome a € A e considere a
subélgebra de Banach gerada por {1,a}, denotada por C'(1,a). Entao C(1,a) é comutativa
e a aplicagao

o —

a:C(1,a) — o(a), dadopor ¢+ p(a),

¢ um homeomorfismo.

Demonstracao. Notemos que a estd bem definida, de fato, isso é uma consequéncia do

Teorema 1.5.11. O resto da demonstragao seguira nas seguintes partes:

 Injecao. Sejam a(y) = a(v), queremos obter ¢ = 1b. Note que p(a) = ¥ (a), ou seja,
¢ e 1 coincidem em a, como C(1, a) é unital segue também que (1) = ¢(1) = 1. Por
conta disso, como C(1,a) é a algebra gerada por 1 e a, e ambos ¢ e 1) sdo continuos

pois sdo caracteres, segue pela Proposicao 1.2.4 que ¢ = 1.

« Sobrejetividade. Seja A € o(a), provemos que existe ¢ € C/(l,\a) tal que a(p) =
¢(a) = \. Basta entfio usar o Teorema 1.5.11 para escrever o(a) = {p(a) : p € A}

« Continuidade. Seja (¢q4)aecs uma rede em m), supondo que (@q)acs — @, desejo
concluir que a((pq)acs) — a(p). Notemos que a convergéncia desejada é meramente
que os caracteres convirjam pontualmente, isto é, ¢, (a) — ¢(a), note que, como
discutido na Observagao 1.5.15 isso é justamente uma caracterizagao da convergéncia

—

na topologia fraca estrela, que é a topologia de C(1,a).

e h é um homeomorfismo. De fato, como C(1,a) é unital, segue do Teorema 1.5.18

que C(1,a) é compacto. Naturalmente, o(a) é visto como um subespaco de C ou

seja, um Hausdorff, segue entao pela Proposi¢ao 2.4.1 que a é um homeomorfismo.

]
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Como uma ilustracao, considere a algebra do disco A(D) e a funcao identidade
A — A em A(D), denotada por z. Temos entao que A(D) = C(1,z) (ver Murphy, pg.

5). Pelo Exemplo 1.4.9 temos que o(z) = Im(z) = D, e portanto, pelo teorema acima,

obtemos
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2 C*-Algebras

Nesse capitulo introduzimos um dos principais objetos desse trabalho: C*-algebras.
Trata-se apenas de munir uma algebra de Banach com uma operac¢ao unaria x : A — A e

estipular que a norma obedeca uma certa equagao envolvendo a operacao .

Essas exigéncias enriquecerao a estrutura da algebra de Banach de varias formas,
por exemplo, os mapas que preservam a estrutura, chamamos x-homomorfismos serao
automaticamente continuos, mais especificamente, uma contracdo. Entretanto, o mais
importante resultado nos permitird enxergar uma C*-algebra comutativa dentro de um

espago Cy(X) para X localmente compacto.

2.1 Definicoes e exemplos

Nos dedicaremos agora a apresentar as defini¢oes e propriedades iniciais além de
exemplos e contra-exemplos, em particular, o principal resultado desse capitulo é que

existe apenas uma norma numa *-algebra A a tornando uma C*-algebra.

Definicao 2.1.1. Uma involugdo numa algebra A é uma operacao unaria x : A — A

dada por a — a* satisfazendo as seguintes propriedades para quaisquer a,b € Ae A € C.

i(a+b)*=a*+0b
i (\a)* = A\a*
i (") =a

iv (ab)* = b*a*.

Nessas condigoes, o par (A, *) é dito ser uma dlgebra involutiva ou *-dlgebra.

Dado um elemento a numa x-dlgebra A, nos referimos a a* como adjunto de a.
Dizemos que a € A é auto-adjunto se for igual ao seu adjunto, ou seja, a = a*. Um elemento
a € A que comuta com o seu adjunto: aa* = a*a, é chamado de normal. Quando A é uma

algebra unital e u € A é um elemento normal tal que u*u = uu* = 1, isto é, u™*

= u*7
dizemos que u é unitdrio. Note que como (u*)* = u, entdo se u é unitario, u* também é.
Usualmente, o conjunto de elementos auto-adjuntos de uma x-algebra A é denotado por

Ag, ao conjunto de elementos unitérios denotamos por U(A).

Deve-se notar que o conjunto de elementos auto-adjuntos de uma *-algebra A é
sempre nao trivial ( estamos sob a suposicao de que A # {0}). De fato, note que usando

as propriedades iii. e iv. obtemos que aa*,a*a € Ag,.
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Definicao 2.1.2. Dizemos que um elemento p € A onde A é uma *-dlgebra é uma projecao
se p* = p? = p. Dizemos também que o centro duma *-algebra A é o conjunto de todos os
elementos de A que comutam com todos os outros elementos de A, ou seja, nos referimos

ao conjunto:

Z(A):={a€ A:ab="0baVbe A},
um elemento a € Z(A) é dito ser central em A.

Exemplo 2.1.3. A édlgebra dos nimeros complexos C é uma *-algebra tomando a involugao

como a conjugacao complexa.

Exemplo 2.1.4. A élgebra das fungoes complexas continuas com valor num X localmente
compacto e que se anulam no infinito Cy(X') é uma *-algebra tomando a involu¢do como a
operacgao * : Co(X) — Cp(X) dada pro f — f. Note que a operacio estd bem definida
devido ao fato de a conjugacao complexa ser continua e preservar normas: |f| = |f|.
Semelhantemente, se S for um conjunto qualquer e £ um espago topolégico, [°(.S) e Cy(92)

também sao *-algebras com essa mesma involugao.

Exemplo 2.1.5. A algebra B(H) de operadores lineares limitados em um espago de
Hilbert H é uma *-algebra com a involugao dada pela adjunta de Hilbert: x : H — H
dada por T —— T™.

Atentamos ao leitor para que repare a concordancia de nomenclatura acerca de
elementos auto-adjuntos, normais e unitarios definidos para um operador T' € B(H) em

comparac¢ao com o estabelecido na Defini¢cao 2.1.1.

Reuniremos alguns simples resultados operacionais na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 2.1.6. Se A é uma *-algebra e a € A entao as seguintes afirmacoes sao

validas:

iii se A é unital, entao 1* = 1;

iv se A é unital e a € Inv(A), entdo a* € Inv(A) e (a*)™' = (a™)*.
Demonstracao.

0" =(040)"=0"+0"=0"=0

ii Usamos aqui o item i: a* + (—a)* = (a + (—a))* = ((—a) + a)* = 0* = 0. Assim

(—a)* = —a*.
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iii Suponha que A é unital, entio 1 = (1*)* = (11*)* = 1*(1*)* = 1*1 = 1*.
iv Se A é unital e a € Inv(A), entao usando o item iii podemos fazer o seguinte calculo:
l=1"=(aa" )" =(a)a*el=1"=(ata)" =a*(a )"

]

Como consequéncia do item iv da Proposicao 2.1.6 temos que o espectro do adjunto

¢ o adjunto do espectro.

Proposicao 2.1.7. Para qualquer a € A onde A é uma *-algebra temos que
ola*)=oc(a)" ={\| A€ a(a)l.

Demonstragio. (C) Queremos mostrar que o(a*) C o(a)*, para isso, verificaremos a

contencao equivalente (o(a))*)¢ C p(a*).

Seja A € (0(a))*)¢, portanto X ¢ o(a), isto é, a — X € Inv(A). Desse modo, existe um b € A
tal que

basta agora aplicar a operacao de involugao para obter

b*(a* — A) = (a" = \)b" = 1.

Com isso concluimos que A € p(a*).

(D) Mostraremos agora que o(a)* C o(a*), mais uma vez apelaremos para uma

contengao equivalente: p(a*) C (o(a)*)c.

Seja A € p(a*), portanto existe b € A tal que

bla* —A) = (a" = N)b=1,

aplicando a operacao de involugao temos

(a—=XNb* =b"(a—N) = 1.

Segue portanto que A € o(a), ou seja, A € o(a)*. O

Definicao 2.1.8. Seja A uma x-algebra e S C A um subconjunto qualquer. Dizemos

que S é auto-adjunto se for fechado para a operagdo de involugao, isto é, S = S* onde

S* = {a*|a € S}.

Dizemos que uma subdalgebra B C A de uma *-algebra A é uma *-subdlgebra se ,
em adi¢ao, B for auto-adjunto. Uma *-subalgebra é em si uma *-algebra com a involucao

dada pela restrigao: *|p.
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A interseccao arbitraria de x-subdlgebras é ainda uma *-subdlgebra, com isso, ao

fixar um conjunto S C A, podemos definir uma *-subalgebra minimal contendo S.

Definicao 2.1.9. Se A é uma *-algebra e S C A é um conjunto qualquer, entdo ao definir

a seguinte menor *x-subalgebra que contém S:

C =({B|Bé * —subalgebra de Ae B D S}.

Dizemos que C' é a x-dlgebra gerada por B

Definigao 2.1.10. Dada uma C*-algebra A, defina o espaco A®C :={(a,\):a € Ae )\ €
C} munido das mesmas operagoes utilizadas na proposigdo 1.2.19. Ou seja, definimos nele

a soma vetorial e multiplicacao por escalar ponto a ponto e a multiplicagdo de algebra por:
(a,oz) ’ (ba 6) = (ab+ ab+ ﬁaaaﬁ)'

Proposicao 2.1.11. Se I é um ideal auto-adjunto de uma *-dlgebra A, entdo a algebra
quociente A/I é uma *-algebra com a involuc¢ao dada por (a + I)* = a* + I. Definimos
uma involugdo em A @ C fazendo (a,)* = (a*, @), desse modo, A & C é uma *-algebra e

A se identifica canonicamente com o ideal auto-adjunto A @& 0 de A & C.

Demonstragao.

« Seja I um ideal auto-adjunto de A, uma vez que a operacao (a + I)* — (a* + 1)
seja provada estar bem definida, a afirmacao de que (A/I, ) é uma x-dlgebra segue

diretamente da defini¢ao.

Tome a + I,b+ 1 € A/I tais que a+ I = b+ I, desse modo, a —b € [ e como [ é
auto-adjunto segue que a* — b* = (a — b)* € I, disso segue que a* + [ = b* + [ como

desejado.

o A operacio * : A®C x A®dC — A® C dada por (a,a) — (a*, \) é de fato uma
involugdo em A @ C. Sejam (a,«), (b, ) € A® C e X\ € C, entao:

(@, @)+ (b,8))" = (" + 0", @+ B) = (a", @) + (", B) = (a,)" + (b, B)",
(Ma,@))" = ((Aa)", Aa) = A(a", @) = Aa, @)",
((a,0)")" = (a",@)" = ((0")", @) = (a, ),
((a, ) (b, B))" = ((ab+ Ba+ ab)*, af) = (ba” + Ba” +ab", af) = (b, B)"(a, )".

O conjunto A & 0 = {(a,0) : a € A} foi provado ser um ideal de A & C na

Proposicao 1.2.26, resta provar que é auto adjunto, mas como (a,0)* = (a*,0) € AG0

a afirmagcao segue diretamente.

Para achar uma identificacdo de A com A @ 0 definiremos a fungdo ¢ : A — AD0
dado por a — (a,0). Para mostrar que ¢ é um isomorfismo de dlgebras basta

utilizar a demonstracao dada na Proposicao 1.2.21.
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]

Relembramos que no caso de um A € C podemos sempre escrever x = A\ + i)\s
onde)\lz%emgz%
espaco de Hilbert temos que 7" pode ser unicamente escrito como 17" = T} + i1 onde T}

e T, sao auto-adjuntos, de fato, 71 = T+2T* ely, = TgiT* onde T* é o adjunto de Hilbert.

Imitando a prova desse tultimo fato, poderemos obter uma generalizacao para o contexto

. Semelhantemente, para o caso de um 7' € B(H) onde H é um

de x-algebras.

Proposicao 2.1.12. Qualquer elemento a € A onde A é uma *-algebra pode ser unica-
mente expresso na forma a = ay + tas onde a; e as sdo elementos auto-adjuntos. Chamams
a; e ap respectivamente de parte real e parte imagindria de a e escrevemos a; = Re(a) e
as = Im(a).

a+a* a—a*

Demonstragao. Seja A uma *-dlgebra e a € A. Sejam a; = “5 e ay = “5~, note que

ai,as € Agy € a = ay + iao.

Vamos agora demonstrar a unicidade desses elementos. Suponha que existam by,by € A

tal que a = by + iby. Como a* = by — iby temos

a—+a* a—a*

a+a*=2b = b = e a—a" = 2iby= by = 5
i

Portanto, by = a; e by = as. O

Definigao 2.1.13. Sejam A e B x-algebras e ¢ : A — B um homomorfismo de algebras.
Se ¢ preserva adjuntos, isto é, p(a*) = ¢(a)* para todo a € A entdo dizemos que ¢ é um
x-homomorfismo. Se A e B sao unitais de unidades 14 e 1p respectivamente e ¢ é um
«-homomorfismo que preserva unidade no sentido de que ¢(14) = 1 dizemos que ¢ é um
x-homomorfismo unital. Ademais, se ¢ é um x-homomorfismo e, além disso, uma fungao

bijetora, chamamos ¢ de x-isomorfismo.

Se p : A — B é um *-homomorfismo entao Ker(yp) é um ideal auto-adjunto. De
fato, se x € Ker(p) entdo o calculo p(z*) = ¢(x)* = 0* = 0 nos garante que x* € Ker(p).
Também ocorre de Im(p) ser uma *-subdlgebra de B. De fato, se p(z1) € Im(p) entao
p(r1)” = p(a7) € Im(p).

E importante observar que se ¢ : A — B é um *-homomorfismo entre as -algebras
Ae Beac A, entdao p(a) € By,. De fato, p(a)* = ¢p(a*) = p(a).

Definicao 2.1.14. Se uma x-algebra completa A for munida de uma norma submulti-
plicativa tal que ||a*|| = ||a|]| Ya € A entao A é dita ser uma *-dlgebra de Banach. Se ,
em adigao a isso, A for unital tal que ||1]] = 1 entao dizemos que A é uma *-dlgebra de

Banach unital.



Capitulo 2. C*-Algebras 78

Exemplo 2.1.15. A algebra do disco A(D) é uma *-algebra de Banach quando munida
da involucdo * : A(D) — A(D), f — f* dada por f*(z) = f(Z). E bem conhecido que
a operacao é bem definida e a demonstragao de que * é uma involucao é direta. Note

também que o fato do conjugado definir uma bijecdo em D nos garante que

[/ lloe = sup [f*(2)| = sup [f(Z)] = sup [ f(2)| = || /]l
z€D z€D z€D

O fato de A(D) ser uma &lgebra de Banach unital j& foi discutido no Exemplo 1.1.16.

Proposigao 2.1.16. Se A uma *-algebra de Banach, entdo o conjunto A,, de seus

elementos auto-adjuntos é fechado.

Demonstragio. Considere uma sequéncia (a,) C A, ou seja, af = a,, tal que a,, — a,
provemos que a € Ag,. Para isso, mostraremos que a* = a, basta entao mostrar |ja—a*|| = 0.

Note agora que pela isometria da involugao temos que

laz, = a”[} = l[(an = a)*[| = llan — af|.

Portanto, usando esse fato e a hip6tese (a,) C Ag, podemos fazer o seguinte célculo:
la —a”|| < lla = anl| + llan — ap[| + [la;, — a7
= lla = anll + 0+ [[an — al
= 2jan — al

Passando o limite de ambos os lados temos que ||a — a*|| = 0, portanto, a € A,,. Logo,

A,, é fechado O

Observacgao 2.1.17. Note que pela submultiplicatividade da norma e pelo fato de que *

¢ isometria temos que [la*al| < {|a*[| - [lall = [[a] - lla]| = lla]*.

A exigéncia da desigualdade [|al|?> < ||a*a|| (e portanto da igualdade ||a*a|| = ||al|?)

sera utilizada para formular uma das defini¢bes mais importantes de toda a teoria.

Definicao 2.1.18. Se A é uma *-algebra de Banach tal que a seguinte identidade, chamada

tgualdade C*, é valida para todo a € A:
la*a|| = ||al|* (igualdade C*)

entao A sera dita ser uma C*-dlgebra.

Observagio 2.1.19. A condicio ||a*al| = ||a||* é equivalente a ||aa*|| = ||a||* para ver isso

basta colocar a* no papel de a na igualdade C* e usar a propriedade (a*)* = a.

Exigimos a condicao ||1|| = 1 na defini¢do de uma x-algebra de Banach unital, essa
opcao nao € coerente em todas as literaturas, no caso de uma C*-algebra unital, entretanto,
essa condi¢do ¢ automética. Se uma C*-dlgebra A tem unidade, entdo ||1|| = 1, basta para

isso utilizar o fato de que 1* = 1 junto da igualdade C*: ||1||* = ||1*1]| = ||1]| = ||11]| = 1.
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Observacao 2.1.20. Fizemos a exigéncia de que ||a*|| = |ja|| para uma x-dlgebra de
Banach entretanto no caso de uma C*-4lgebra a equacao C* nos garante a isometria de *.
De fato,

lall* = lla*all < {la*[| - lall = llall < [la*]-

Basta agora trocar os papéis de a e a* e usar a propriedade (a*)* = a para entao

obter ||a*|| < ||a|| e assim temos que ||a|| = ||a*||.

Com isso segue que para verificar a igualdade C* basta apenas verificar a desigual-
dade |lal|? < [laal|.

Trataremos agora de alguns exemplos de C*-algebras, recorreremos para exemplos

ja apresentados anteriormente enriquecendo-os com estrutura adicional.

Exemplo 2.1.21. A algebra dos ntimeros complexos C é uma C*-algebra com a norma

usual e a involugdo como a conjugacao complexa é uma C*-algebra.

Exemplo 2.1.22. A dlgebra Cy(X) para um X localmente compacto Hausdorff ¢ uma

C*-4lgebra com a involugao dada por f +—— f e a norma do sup || f|l = sup,ex |f(2)].

Exemplo 2.1.23. Dado um conjunto qualquer S, entao [*°(S) é uma C*-dlgebra com a

operacdo de involucdo f — f e a norma do supremo.

Exemplo 2.1.24. A dlgebra B(H) onde H é um espago de Hilbert é uma C*-algebra
com a involucao dada pela adjunta de Hilbert T'+—— T™ e com a norma dos operadores
|T|| = supjzy<1||Tx||. Vamos verificar a igualdade C*. Seja T' € B(H), entdo o célculo
abaixo

|1T||* = (T2, Tz) = (T"Tw, ) < |T"Ta|| - 2] < |T°T| - ||,

nos garante entao que HIIZ;Q\CIH < \/||T*T||. Tomando o supremo com ||z|| =1 temos ||T|| =

T * *
supyot 2 < /7T e portanto |72 < 77|

Como explicitado na Observacao 2.1.20 isso basta para verificar a igualdade C*.

Quando visto como uma C*-dlgebra, B(H) é dito ser uma dlgebra de operadores.

Note que B(H) generaliza o seguinte exemplo.
Exemplo 2.1.25. Seja M,,(C) o conjunto das matrizes complexas n por n. M, (C) é uma
C*-4lgebra com as seguintes operagoes:
o A soma vetorial, multiplicacdo por escalar e multiplicacao da algebra dadas pelas
operacoes matriciais

o O operador * serd dado pela conjugaciao Hermitiana A* = A" ( lembre-se que AT é a

conjugada transposta de A).
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« A norma || -[| é a norma dos operadores |[A| = sup,<; [[Az| onde a norma em C"

é a norma padriao dada pelo produto interno (-, -).

Exemplo 2.1.26. Seja (X, 3, ) um espag¢o de medida, entdo o conjunto L>®(X, %, )
das fungoes essencialmente limitadas é uma C*-algebra com a norma dada por || f]|e =
inf{8 > 0:|f] <pB p.q.s} e ainvolucio dada por [f]* = [f].

De fato, o Exemplo 1.1.18 nos garante que L*(X,Y, u) é uma algebra de Banach, as
propriedades da involugao seguem diretamente, resta portanto verificar a propriedade
C*. Como visto na Observagao 2.1.20, é suficiente mostrar a igualdade || f||2, < || fflloo-

Considere os conjuntos:
B ={a>0: |fP<apqs} e Bo:={3>0: |f| <Buqs},

entdo ||ffl|lec = inf B, e || f||* = (inf %,)?, provemos que || f||?> < ||ff|ls- Para isso seja
a € Py, entdao |f|* < a p.g.s e portanto |f| < /a p.q.s, disso segue que \Ja € %y e
portanto ||f]le < v/a. Como provamos que para qualquer a@ € %; temos ||f]|% < «,
podemos concluir que || f]|% < ||ffllso-

Nos dedicaremos agora a explorar alguns contra-exemplos.
Exemplo 2.1.27. Seja D o disco unitario no plano complexo, e seja A(D) a algebra de
funcdes continuas analiticas no interior de D.

Seja || - ||o @ norma do supremo e defina a seguinte involugao:

x: A(D) — A(D), dada por f*(z) = f(2).

Nesse caso, A(D) é uma x-dlgebra de Banach e % é uma isometria, entretanto, a igualdade
C™* nao é satisfeita.
Seja f(2) = z — i, assim, f*(z) = z + i, portanto: (ff*)(2) = f(2)f*(z) = 22 + 1 e temos
que

£l =22 =4e [Ifflec =2

Exemplo 2.1.28. Pelo Exemplo 2.1.25 M, (C) é uma C*-algebra com a operagdo *
dada por t e a norma || - || induzida pela norma de operadores, onde vemos uma matriz

A € M,(C) como operador no espago de Hilbert C", ou seja,

IA[l = sup [[Az].

[lzf|<1

Entretanto, apenas a norma de Hilbert em C" faz de M,,(C) uma C*-algebra. Como um

exemplo considere as norma || - ||; e || - || dadas por

N
][, = Z lzi| e 7|l = maX1§i§N|ﬂ?z‘|-
=1
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Essas normas induzem as seguintes normas de operadores em M, (C), para A € M, (C) :
|Allx = Médulo do méximo das somas das colunas de A

| Al|sc = M6dulo do méximo das somas das linhas de A

Desse modo, ||A|l; = |[|AT|s, € se tomarmos qualquer matrix A tal que ||A||; # || Allee =

| AT||; vemos que { ndo é uma isometria. Portanto, || - ||; e || - ||oc D80 sdo normas C*.

Defini¢ao 2.1.29. Se B é uma x-subalgebra fechada de uma C*-algebra A entao B ¢é ela
mesma uma C*-algebra com as operagoes induzidas, chamaremos B de C*-subdlgebra de
A.

Exemplo 2.1.30. Sendo X um espago localmente compacto Hausdorff, a C*-algebra
Co(X) é uma C*-subdlgebra de [*(X).

Note que como a interseccao de x-subdalgebras é ainda uma x-subalgebra e a
interseccao de fechados continua sendo fechado, entdo dado um conjunto S C A podemos

garantir a existéncia de uma menor C*-subdlgebra contendo S.

Definigao 2.1.31. Seja A uma C*-algebra e S C A um subconjunto arbitrario. Dizemos

que a menor C*-subalgebra de A que contém S, isto é, o conjunto

C*(S) :=({B : B é uma C* -subdlgebra de S e B D S},

é a C*-subdlgebra gerada por S. Quando S for um tnico elemento, digamos a, C*(S) serd
denotada por C*(a), semelhantemente, se A tem unidade denotamos a C*-subalgebra
gerada por {14,a} como C*(14,a). Em geral, denotamos uma C*-subdlgebra gerada

através do simbolo C* seguido pela listagem de seus geradores.

Observagao 2.1.32. Note que pela minimalidade de C*(a), se a for auto-adjunto podemos
escrever C*(a) como o fecho do conjunto de certos somatorios finitos, mais especificamente,

algo da forma

n,m>0,n+m>1

finito
Z Anma™(@* )™ Ay, € Co.

Semelhantemente, para C*(1, a) podemos escrever como o conjunto de somatérios

finitos da forma

finito
{ > Auma™ (@)™ Ay € (C}.

n,m>0

Essa exposicao de uma C*-subalgebra como os somatoérios acima é usualmente referida
como a caracterizagao “abstrata” de uma C*-subalgebra, em oposi¢ao a caracterizagao

“concreta” de uma subalgebra como vista na Defini¢ao 2.1.31

Nota: Para o leitor interessado, existe uma discussao mais detalhada das C*-

subdlgebras geradas, em particular, de C*(a) e C*(1, a), feita no Apéndice B.
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Exemplo 2.1.33. Considere a C*-dlgebra M,(C) e um elemento a € M, (C) tal que

10
a= .
00
Note que como a é real e simétrica, temos que a' = a. Repare agora que em vista
do desenvolvido no Exemplo 1.1.25 a C*-subélgebra gerada por {a} consiste ainda dos
elementos da forma 37 ; \;a’, denotaremos entdao por C*(a). De fato, note que C*(a) é

auto adjunto pois a' = a e é fechado em razao de ser de dimensao finita. Note agora que

a™ = a para qualquer n € N e isso nos garante que

C*(a)z{(é 8):)\6(C}

Provemos ainda que C*(a) é isométricamente *-isomorfa ao corpo dos complexos C. Defina

A0
@:C—)C*(a)dadopor%—)(() 0)7

veremos que ¢ ¢é a funcao desejada. De fato, note que o fato de ¢ ser um *-homomorfismo
segue de operagdes matriciais bem conhecidas e é imediato verificar que ¢ ¢é bijetora. Para

provar que ¢ é isometria tome A € C e note que, denotando por ¢ o vetor (z,y)”

A0 A0 x AT
= sup = sup = sup |Az| =}
0 0 i<\ 00 y e +y2<1 ||\ Y e l2+y|?<1

Exemplo 2.1.34. Considere novamente a C*-algebra M,(C), note que essa é uma C*-

dlgebra unital cuja unidade (a matriz identidade 2 x 2) seréd representada por 1. Considere

o seguinte elemento a e o seu adjunto a* = a :

- (23) #=(22)

Note agora que o conjunto formado por {a, a', aa', a’a, } é o conjunto das matrizes formadas
inteiramente por zeros e por 1’s em coordenadas distintas, ou seja, um conjunto linearmente
independente. Como estamos estipulando que um elemento elevado a zero é a unidade,

segue que o conjunto L.I {a,a', aa’, a’a,} pertence a

finito

C*(1,a) = { > )\n,ma”(aT)m} Anm € C.

n,m>0

Disso concluimos que a dimensao da subdlgebra C*(1,a) é maior ou igual a 4, isto é,
C*(1,a) = M(C).
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Proposigao 2.1.35. Se I é um conjunto de indices e {A; }ic; é uma familia de C*-dlgebras

entao o seu produto é definido por

T4 ={a=(a):a € A sup|la;]| < oo},
icl el
¢ uma (C*-algebra com as operagoes definidas ponto a ponto e a norma, bem definida pela

construgao do espaco, ||(a;)|| = sup,c; [|ai|-

Demonstracao. Provaremos primeiramente que as operagoes estao bem definidas, note que
dado um i € I o fato de A; ser uma C*-dlgebra nos garante que ||a; + b;|| < ||a;|| + ||b:]],
[Aall = AL flaill, llasbsll < flall - (o]l e [laf]l = llaill, portanto, dados a,b € [lies A; e
A € C temos:
lla + b|| = sup||a; + b;]| < sup||a;|| + sup |Ja;]| < oo;
iel iel iel

[Aall = sup [[Aail| = sup [A] - [las]| = [A[ sup [la]| < oo;
i€l i€l i€l
labll = sup [laibs[| < sup [[a;[} sup [|bs]] < oo;
i€l i€l i€l
la*|] = sup [[a7 ]| = sup [|ai]| < oo.
iel iel

A verificagdo de que as operagoes definidas obedecem as propriedades de x-algebra é direta

e segue do fato de que cada A; é uma x-algebra

Note agora que o calculo [lab]| = supic; [la:bi|| < sup;e; [|ail| supic; 1b:]] = llall - |[b]
nos diz que a norma || - || é submultiplicativa, além disso, sabendo que ||a}a;|| = |la:]|?, o

célculo abaixo nos garante que a igualdade C* vale em [[;c; A; :

la*all = sup ||aja;|| = sup ||a;[|* = (sup [|a;]|)* = [|a||*.
iel iel iel
Provemos agora que [];c; A; é completo, para isso, considere uma sequéncia de
Cauchy (a,) C [l;er Ai, portanto dado um e > 0 existe ny € N tal que para n,m > ng
temos

|lan — an|| < e.

3
m

Como ||a, — an|| = sup,e; |lal, — al || > ||}, — al,|| temos que para cada ig € I
(a,)nen C A; é uma sequéncia de Cauchy em A;,. Como A;, é completo, toda sequéncia
de Cauchy converge, disso segue que existe a® tal que a®, — a®. Considere o seguinte
elemento:

a:=(a,a¥, . ..a”,.),

propomos que a € [[;c; A; e a, — a. Para ver que a € [];c; A; note que o fato

de (a,) ser de Cauchy implica que é uma sequéncia limitada, portanto, existe M > 0 tal
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que ||a,|| < M para qualquer n € N, desse modo, ||a’,|| < M parai € N e n € N. Como

T i
a = lim,_, a, segue que

Janll = lim flak)| = flll < M v € N

= lla]l < M
=ac [] 4.
ieN

Agora para provar que ||a, — al| — 0 seja € > 0 e tome ng € N suficientemente
grande para que valha sup,¢; ||}, —a’, || < e. Fixando n > ng e fazendo m — oo deduzimos
que:

sup |lal, —a|| <e ouseja |a, —al <e VneN.
iel

Dessa forma concluimos que ||a, — a|| — 0, ou seja a = lim,,__,, a,. Pela arbitra-
riedade de (a,) concluimos que toda sequéncia de Cauchy converge para um elemento do

espaco e portanto, [[;c; A; € um espaco de Banach.

As observagoes acimas nos garantem que o fato de {4;};c; ser uma familia de

C*-algebras nos garantem que [];c; A; é uma C*-dlgebra. m

m ra provar uns resu r -4 I ue n xplicitara
Vamos agora provar alguns resultados acerca de C*-algebras que nos explicitarao a

importancia da igualdade C*.

Proposicao 2.1.36. Se u é um elemento unitario de uma C*-algebra unital A, entao
|lu|| = 1. Além disso, o(u) C S1(0).

1

Demonstracio. Como u é unitario, u* = v, e uma simples aplica¢ao a igualdade C* nos

garante que ||ul|? = ||u*ul| = ||1]| = 1.

Para provar que o(u) C S1(0), tome A € o(u) qualquer, temos entao que A €
o(u™) = o(u*), e como u € U(A), segue que u* também ¢ unitério, e portanto ||u*|| = 1.

Disso segue o seguinte calculo:

A <rw) <ful =1 e [N <r@) <[l =1.
Como majoramos |A| e [A7!| por 1, segue que [A\| = 1, e portanto temos o(u) C S;(0). O

O proximo resultado Teorema possui uma prova relativamente simples mas também

um fato de grande importancia como corolario

Teorema 2.1.37. Se a € A é um elemento auto-adjunto de uma C*- dlgebra A entao

r(a) = |all.
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Demonstragio. Pela igualdade C* e do fato de que a € A,, temos que ||a?|| = ||a]|*>. Usando

esse fato como base de inducao temos que através da seguinte conta

2k+1

k 2k k+1 2k ok
la®*[| = llal™ = [la® | = (a®)” | = la®*I” =lla|” (K €N)

obtemos por inducio que ||a2"|| = ||a||*" Vn € N.

Esse fato nos permitird provar o resultado desejada através da férmula de Beurling
(Teorema 1.4.25):

r(a) = lim ||a"||* Va € A.
n—oo
Usando do sequéncia dos termos de indice 2" obtemos

. 1 .
r(a) = lim a”']|7* = lim [af = [|all.

Como desejado, r(a) = ||a| O

Corolario 2.1.38. Tem no méaximo uma norma numa *-dlgebra fazendo-a ser uma
C*-algebra.

Demonstragio. Se ||-||1 e ||-||2 sdo normas uma -algebra A tal que a fagam uma C*-dlgebra,

entao tomando a € A, como aa* € A,,, ao usar o Teorema 2.1.37 temos

lall;* = lla*all;* = r(a"a) = sup{|A| : A € o(a*a)} (j = 1,2).

Segue portanto que |lall; = ||al|2. O

Observagao 2.1.39. Desse modo, uma norma que faz uma *-algebra ser uma C*-algebra
¢é da forma

lall = /7 (a*a).

Como expressamos ||a|| em func¢ao do raio espectral de a*a, que por sua vez é definido
por meio do espectro de a*a, um conceito estabelecido puramente em termos algébricos,
sintetizamos a observagao acima por meio do bordao: “a norma numa C*-algebra é

determinada por sua estrutura algébrica.”

2.2 Unitizacdo de C*-Algebras

Semelhantemente ao feito para algebras de Banach, podemos, via um isomorfismo,
identificar uma C*-algebra A dentro de uma C*-algebra unital relacionada a algebra
inicial. Entretanto, aqui encontramos um problema: caso procedéssemos do mesmo modo
ao feito para algebras de Banach, embora A @ C seja uma *-algebra, como discutido na

Proposigao 2.1.11, caso o munissemos com a norma ||(a,a)|| = ||la]| + |a| entao A & C
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nao necessariamente serd uma C*-algebra. Por exemplo, se A = C e (a,a) = (=2,1),
teremos [|(=2,1)[I> = (| =2[+ [1[)* =9 e [[(-2,1)* (=2, 1) = [[(4 —2—2,1)[ = [|(0, 1)|| =
0] + |12 = 1.

O teorema seguinte se dedicara a nos conceder uma maneira de enxergar uma C*-
algebra nao unital A como um ideal fechado e auto-adjunto de uma C*-algebra relacionada.

Denotamos essa C*-algebra maior por A! e nos referimos a ela como a unitizacdo de A.

Teorema 2.2.1 (Unitizagdo - caso nao unital). Seja A uma C*-dlgebra sem unidade e

defina A' = A @ C. Entdo a seguinte é uma C*-4lgebra
(A% (@, M =A@ llop, (@, A)" = (a,a)).

onde A : A' — B(A) é dado por (a, \) — A, ) € a nova funcéo A, € B(A) é definida
por b — A (b) = (a,A) - b= ab+ Ab.

Teremos também que a C*-dlgebra A é isométricamente *-isomorfa ao ideal fechado
I={(a,0):a€ A} de A"

Demonstragio. Observe que fixando um (a, ) € A, a fun¢do A(,n) € B(A) é bem definida.
Com efeito, por calculo direto vemos que é uma transformacao linear e para provar a

limitagao seja b € A e entao

1A @) (D) = [lab + Abl| < [|ab]l + [[Ab]| < [lal[ - [[6] + Al - [[bll = (lall + [AD oI,

e como a e A sao fixados, achamos um ¢ = ||al| + |A| > 0 tal que [[A .\ (D)|| < c||b]|-

Note também que a fungao A : A — B(A) é um homomorfismo de 4lgebras. De
fato, tomando (a1, A1), (as, A2) € A' e a € C por célculo direto concluimos A(g, x,)4(as00) =

Ay F Maoe)s Mar) = @@, ) e Ay a)asne) = Mainn) © Magro)-

Procedemos agora nas seguintes etapas.

i A ¢ injetiva: Seja (a,\) € A' com (a,\)b = 0 para todo b € A, vamos ver que
(a,\) = (0,0), dessa forma Ker(A) = {(a, \)|A@x = 0} = (0,0). Separamos em dois

Ccasos.

a Caso A = 0. Do fato de que ab + Ab = 0, obtemos ab = 0 para qualquer b € A.
Escolhemos entao b = a* e recorremos a igualdade C*, de fato, de aa® = 0
temos que ||a||* = ||aa*|| = 0 e portanto a = 0. Como ji assumimos que A = 0
segue que (a,\) = (0,0), como desejado.

b Caso A # 0. Nessa hipotese, do fato de que ab+ Ab = 0 e X # 0 obtemos que
b= _T“b para qualquer b € A. Note entao que o elemento e = 5* é uma inversa
a esquerda; veremos também que é uma inversa a direita, o que contradira a
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hipotese de A nao ser unital. Note que como e é uma inversa a esquerda teremos

(ce — ¢)b = 0 para quaisquer ¢,b € A, de fato,
(ce —c)b=ceb—cb=cb—cb=0.

Aplicaremos agora a igualdade C*. Tome b = (ce —c¢), entao (ce —c)(ce—c)* = 0,
isso implica entdo que ||ce — ¢||?> = 0, ou seja, ce — ¢ = 0 e portanto ce = ¢ para

qualquer ¢ € A significando que e é uma unidade.

i ||(a, M|l = [|A@n]lop € uma norma. Isso segue do fato de que A é um homomorfismo
injetivo de algebras (provado no item i). De fato, mais geralmente, de p : B — C'
ser um homomorfismo injetivo entre as dlgebras B e C' e de || - || ser uma norma em
C, segue que

161l = ()1,

define uma norma em B. Note que todas as operagoes necessarias para verificar que
| - |l, ¢ uma norma segue do fato de || - || ser uma norma. A injetividade nos garante

que se |[p(b)|| = 0 entao b = 0.

iii A' ¢ uma C*-élgebra. Seja (a,\) € A', mostremos que ||(a, \)*(a, \)| = [|(a, N)||?,
para isso, como abordado na Observagao 2.1.20, basta verificar que ||(a, A)*(a, A)|| >

|(a, A)||?, ou seja, desajamos:

sup ||ab + \b||*> < sup ||a*ab + Aa*b + Aab + |A?b]|.
ol <1 [[bll<1

Note que A é uma C*-algebra, logo a igualdade C* se aplica, portanto:

llab + Ab||2 = [[(ab + Ab)*(ab + Ab)|| = [[b*a*ab + Ab*a*b + Ab*ab + |A[2b%]|.

Dessa forma, usando o fato de que * é isometria, podemos efetuar os calculos abaixo

sup ||ab + \b||> = sup ||b*a*ab + Ab*a*b + Ab*ab + |A|*b*b]],

lloll<1 [lol<1
< sup [|b*]| - [|[a*ab + Aa*b + Aab + |A|*D|,
llolI<1
< sup |la*ab + Aa*b + Xab + |\|?b||,
llbll<1
isso nos garnte que (A, | -||) é de fato uma C*-algebra.
iv [|(a,0)]| = [la]| Va € A. Lembremos que [/(a,0)[| = [[A@o)llop = supye<y [lad],

provaremos ambas as desigualdades necessarias.

a sup|y <1 [lab|| < [[a||. Provaremos que ||a|| é cota superior de {||ab| : [|b]| < 1},

Suponha entao que ||b]] < 1, basta entéao fazer o célculo ||ab|| < [la|| - ||o]] < [|al-
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b lal] < supj, < [labl|. Basta ver que [la|| € {[[ab] : [[b]] < 1}, para isso, tome
b = ﬁ e pela isometria de * segue que ||b]| = 1. Apelamos agora para a
igualdade C* :

aa*|| _ [laa*| _ [la]?
o = [ = Yl = Ty
lal lall lall

Dessa maneira obtemos que ||al| < supy, < [|abl|, como desejado.

v A! é Banach. Seja (a,, \,) uma sequéncia de Cauchy em A!, provaremos que ela é
convergente. Defina o homomorfismo ¢ : A' — A'/A dada por (a, \) — (a, \) + A.

Note que ¢ é contrativa, de fato, basta tomar x = 0 no infimo abaixo:

la((a, \))I| = inf [[(a, A) + [} < [[(a;, A)].

Imitando a prova na Proposigao 1.2.26 podemos averiguar que a fungiao n : A' /A —
C é um isomorfismo isométrico. Como q é contrativa entdo notemos que, em virtude de
(@n, An) ser Cauchy, (q(an, A\,)) é Cauchy em A'/A. Disso e do fato que n é isométrico,
segue que A, = n(q(an, A,)) é Cauchy em C, portanto, existe A = lim,,__,. A, € C.

Note agora que (a,,0) = (an, A\n) — (0, \,,) é uma sequéncia de Cauchy, isso é devido
ao fato de que (a,, A\,) é uma sequéncia de Cauchy e (0, \,) é convergente, portanto
Cauchy. Como a fungéo ¢ : A — A @ 0 dada por a — (a,0) é um isomorfismo
isométrico, temos que (a,) C A é Cauchy e portanto existe a = lim,_, a, € A.

Segue portanto que (a,, \,) converge para (a, \), provando assim que A! é Banach.

vi A é isométricamente x-isomorfa ao ideal fechado I = {(a,0) : a € A} de A’. Isso
segue das observagoes feitas acerca da fungao ¢ : A — I, a — (a,0) no item

anterior.
OJ

Abordaremos um ponto importante: o teorema anterior se baseia na hipétese de
que A é uma C*-algebra sem unidade. De fato, caso A seja unital, a norma proposto nao
estara bem definida, note que escolhendo a =14 e A = —1 temos que

[(La, =Dl = lA@a~nllop = sup [[1ab+ (=1)b]| = 0.
bl <1
Para alguns casos sera fundamental definirmos uma unitizagao para todas as

algebras envolvidas, incluindo aquelas que ja sao unitais. Nasce portanto a necessidade de

enunciar e provar o seguinte teorema adicional.

Teorema 2.2.2 (Unitizacdo - caso unital). Dada uma C*-dlgebra A com unidade, pode-
mos achar uma C*-dlgebra relacionada A! que contenha A, por meio duma identificacao,

como C*-subalgebra. Mais precisamente, como um ideal.



Capitulo 2. C*-Algebras 89

Demonstracao. Suponha que B é uma C*-algebra unital com unidade 1z € B e I é um
ideal de B com unidade 1; # 1. Renomeando 15 para 1 e 1; para p := 1;, observamos
que p é uma projecao e, além disso, é central em B, de fato, dado b € B e usando que [ é

um anel:
I5=12=1; e pb=1;b=(1;b)1; = bl;.

Com isso conseguimos deduzir que 1 — p € Z(B) pois dado b € B temos (1 — p)b =
b—pb=0b—0bp =0b(1—p). Como dado b € B podemos escrever b = pb — (1 — p)b e
pBN(1—p)B ={0} segue que

B=pB@1 -p)B.
Observando que pB = {b € B : pb = b} = I e renomeando (1 — p)B := J, onde

J={beB:bxr=aVrel}
={beB:(1—pb=1>b}
={be B:pb=0}

Naturalmente, I x J é uma C*-algebra com as operacoes usuais e podemos criar o

seguinte x-isomorfismo de algebras:

f:I@J—IxJ dadopor b=pb+ (1—p)br— (pb,(1—p)b).

No caso particular em que A é uma C*-algebra com unidade, e A = A®C := {(a,\) :a €
Ae X\ € C}, a Proposigao 2.1.11 nos garante que, através da identificaggo A — A @0, A
pode ser visto como um ideal de A'. Dessa forma, denotando p := 1,4, a discussao anterior

nos proporciona um x-isomorfismo:

Wi A'— pA'EP(1 —p)A' dado por  ¥((a,N)) — (p(a, ), (1 —p)(a, \)).

Escreveremos o *-isomorfismo ¢ como 1) = (¢, 19) onde 1 e 15 das os *-isomorfismos:
Yy 0 A — pA' dado por  (a,\) — p(a, N),
Py 1 A — (1 —p)A' dado por (a,)\) — (1 —p)(a, \).

Note agora que denotando um elemento (a)\) € A @ C, por a + A, o fato de
pla, A) = (14,0)(a,\) = (a + A14,0) = a + A\14 nos garante que

pA' = {pla+ A1) =pa+Ap:ac A \eC}
={(14,0)(a,\):a € A\ € C}
={a+Aa:a€ A XeC}.



Capitulo 2. C*-Algebras 90

Semelhantemente, ao notar que

(I —=p)(a,N) = (=14,1)(a, ) = (—a — Alg +a, ) = (=ALa, A) = A(1 — p)),

temos:
(1-pA' ={(1-p)(a,)\):a€ A, )€ C}
={\Ml-p):ac A XeC}
=C(1 —p).

Agora considere o *-isomorfismo:

n:C(l—p) — C dada por A1-—p)+— A

Agora obteremos um x-isomorfismo de *-algebras:

w: At — Ax C dadopor (a,\)— (a+ A4, N\).

De fato, podemos escrever ¢ como ¢ = (11, niby).

Observacgao 2.2.3. A discussao anterior foi feita como motivacao para definir a fungao
¢ acima, se for do desejo do leitor, bastaria verificar que ¢ é um x-isomorfismo e o

desenvolvimento posterior pode ser lido sem perdas.

Podemos concluir agora, usando a proposi¢io 2.1.35 que A' é uma C*-4lgebra (no

caso em que A é unital) quando munida da norma:
| -] : A — R dada por ||(a,\)|| = maz{||a+ A1, |\|}.
Mais ainda, ¢ : A' — A x C é um *-isomorfismo isométrico.
Usaremos agora o seguinte lema:

Lema 2.2.4. Se B é uma *-dlgebra e C' ¢ uma C*-algebra, entao caso exista um isomor-
fismo:

v:B— C, b—1(b),
podemos definir uma norma em B que a torna numa C*-algebra, essa norma sera dada por
IIb]] = |l1(b)|| para qualquer b € B. Ainda, se B e C' sao unitais entdo B é uma C*-dlgebra

unital.

Demonstracao. Sejam B uma x-algebra, C' uma C*-algebra e ¢ : B — C um -
isomorfismo. Definindo uma norma em B por ||b]| = ||(b)||, notemos que a injetivi-
dade de ¢ faz a norma ser bem definida, de fato, tome b € B tal que ||b|| = 0, entdo
16| = |](b)]| = 0 implica que ¥(b) = 0 e pela injetividade temos que b = 0. As outras

propriedades da norma seguem diretamente.

Mostraremos agora que B é C*-algebra, particionaremos a prova em diversos itens:
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e A norma é submultiplicativa: Dados by, by € B temos:
[b1ba| = [[¢(b1ba)[| = [[¥0(b1) ¥ (b2)[| < [[¥(b1)]| - ([ (b2)[] < [|ba]] - [|b2]]-

e Se B e C forem unitais de unidades 1p e 1o respectivamente, do fato que um

isomorfismo preserva unidade e de ||1¢|| = 1 por definigdo, concluimos que:
sl = lv(s)l = el = 1.

e B é completo. Seja (b,) C B uma sequéncia de Cauchy, entao dado € > 0 existe

N € N tal que para n.m > N temos:

|6, — by || < €.

Como ||b, — byl = [|¥(bn, — b)) || = ||2(by) — ¥ (bm)]|| concluimos que (p(by,)) é uma
sequéncia de Cauchy em C| que sabemos ser completo, logo existe ¢ € C' tal que

¥ (b,) — ¢. Temos entdao que dado € > 0, para n grande obtemos:
[9(bn) —cf| <e.
Agora como 1 é isomorfismo, existe by € B tal que ¢ = 1)(by) e portanto o calculo:
[9(bn) — cll = [[¥(bn) — (o) || = ¢ (br — bo) || = [Ibn — bol,
nos garante que b, converge para by, portanto, segue que B é completo.

o Propriedade C*: Seja b € B, note que:
166" = [[(B") ]| = ll2(b)2(6)"[] = Il (B)I* = [IbII*.

]

Com esse lema estabelecido, notemos que o *-isomorfismo ¢: A — A x C entre
a *-dlgebra Al e a C*-algebra A x C (usamos aqui a Proposi¢ao 2.1.35) nos concede uma

norma em A! dada por:

1@, Ml = lle((a, M = ll(a + Ala, )| = maz{|la + M|l [A[},

faz de A' uma C*-4lgebra. Agora resta apenas “enxergar” A dentro de Al, para isso, basta
propor a identificacao:
p:A—ABC, a+— (a,0).

usar a Proposicao 2.1.11 para identificar A com A & C e verificar que ¢ é de fato uma
isometria: seja a € A qualquer, entao:
[¢(a)|| = max{[la + 014], 0]} = [|a].

Portanto pegamos uma C*-algebra nao unital A e a identificamos canonicamente com uma

subdlgebra A @ C duma &lgebra unital relacionada A!. m
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Os teoremas de unitizagao feitos acima nos concede uma maneira contornar a
dificuldade de uma &lgebra A nao ser unital, usando justamente essa capacidade de
unitizar algebras, podemos fazer um teorema muito semelhante para um sx-homomorfismo

entre x-algebras que nao necessariamente é unital.

Teorema 2.2.5 (Unitizacdo de *-homomorfismos). Se ¢ : A — B é um *-homomorfismo

entre x-algebras A e B, entao ele se “estende” unicamente a um x-homomorfismo unital
ol Al — Bl
O significado de “estender” a funcao ¢ : A — B para o' : A} — B! é que o

seguinte diagrama comuta

onde 14 e tp sao as fungoes
ta: A— A' ar— (a,0) 1p: B— B' b+ (b,0).

Nesse sentido, quando A e B sao enxergados dentro das suas respectivas unitizagoes

via as funcoes 14 e tp temos que ¢! estenderia ¢ no sentido usual.

Demonstracio. Dada um x-homomorfismo ¢ : A — B entre *x-algebras A e B basta

unitizar A e B e definir o *-homomorfismo unital
¢ : A' — B' dado por ©'((a,)\)) = (p(a), \).
Para verificar que ¢! como definido acima é um *-homomorfismo unital note que
basta recorrermos a prova do Teorema 1.2.23 onde definimos a exata mesma funcao. Para

ver que ! é de fato um *-homomorfismo tomamos o elemento (a,\) € A' e fazemos o

céalculo
¢'((a,0)") = (p(a”), @) = (p(a), @) = @' (a,a)".

Para verificar que ! é o tnico, é suficiente recorrer mais uma vez a prova do
Teorema 1.2.23. O

Observacao 2.2.6. Existe um outro tipo de unitizagdo que é ttil na teoria de C*-algebra,

a saber, a teoria de algebras de multiplicadores, veja Apéndice A.

2.3 C*-Algebras Comutativas

Nessa secao vamos continuar a discutir as propriedades de uma c*-algebra, em

particular, objetivaremos caracterizar umas C*-algebra comutativa via isomorfismos. Mais
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ainda, como uma aplicacao desse resultado podemos identificar uma C*-algebra comutativa

e unital com um espaco de fungoes continuas.

Algumas literaturas exigem que um homomorfsmo de algebras seja continuo ( nao
foi feito nesse material). No caso de C*-dlgebras, como serd demonstrado no préximo

Teorema, essa condi¢ao nos é automaticamente garantida.

Teorema 2.3.1. Seja A uma *-algebra de Banach e B uma C*-algebra, entao todo

x-homomorfismo ¢ : A — B é uma contragao, ou seja,

le(a)]| < ||al| Ya € A.

Em particular, ¢ é continua.

Demonstracao. Sejam A uma *- adlgebra de Banach e B uma C*- algebra, e ¢p: A — B
um *-homomorfismo. Vamos unitizar A, B e ¢ de maneira a considerarmos A, B e ¢ como
unitais. Fazer isso significa que, no lugar de ¢, provaremos que a funcio p': A — Bl é
uma contragdo, isso nos é conveniente pois ao provar ||p!(a;)||pr < |lai]| a1 para qualquer
a; € A, automaticamente provaremos que |¢(a)|| < |la| para qualquer a € A. De fato,
suponha que vale

le'(a)llpr < [laallar Var € A

nesse caso, para a € A temos que (a,0) € A e portanto [|p'((a,0))||z < [|(a,0)]| a1,
pela comutatividade do diagrama exposto no Teorema 2.2.5 temos que (¢! o 14)(a) =

(tg o ¢)(a) e portanto temos ©!((a,0)) = (¢(a),0) = tp(p(a)), logo, podemos escrever:
les(e(a)llsr < [l(a, 0)]|ar-

Note agora que como tp é uma isometria, segue que |tp(v(a))|lsr = |l¢(a)l s,
similarmente, como ¢4 é isometria temos [|(a,0)||s1 = |la||4. Logo, ao provar que ¢
¢é contracao provaremos que ¢ ¢ contracao. Diremos entao que estamos unitizando ¢,

significando que assumiremos tanto ¢ como A e B como unitais.
Como B é uma C*-algebra e lembrando que a*a € Ay, e portanto p(a*a) € By, :

I* = lle(a) ()]l = lle(a”a)ll = r(p(a”a)).

l¢(a)
Como ¢ : A — B é unital, pela Proposicao 1.4.27 o espectro decresce:
op(p(a*a)) C oa(a*a).

Assim concluiremos que r(¢(a*a)) < r(a*a), de fato, lembre que

r(p(a*a) = sup{|A| : A € a(p(a*a))} e r(a*a) = sup{|\| : X € o(a’a)},
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Como op(p(a*a)) C oa(a*a), entdao temos:

{IAl = Aealplaa))} C{Al - Aealda)},

disso segue que r(p(a*a)) < r(a*a).

Assim temos portanto que [[p(a)||* < r(a*a) = |la||* e portanto ||¢(a)|| < ||a|-.

Provamos entao que ¢ é uma contracgao e, em particular, continua. ]

Teorema 2.3.2. Se A é uma C*-algebra e a € A é um elemento auto-adjunto, entao
o(a) C R.

Demonstragio. Podemos supor que A é unital, note que como a € A, entao €' € U(A),

de fato, pela continuidade da adjungao: (lembre-se que pelo Teorema 1.3.16 a inversa de

(e) — (i (m)")* N ) )

n=o n! n=o n!

et ée )

Disso e da Proposi¢ao 2.1.36 temos que o(e*) C S1(0). Agora tome A € o(a), temos entdo

ele ez)\ — eza—z)\—i-z)\ _ ezA _ e(za—z)\)ez)\ _ ezA — (ez(a—)\) . 1)6Z>\.

(note que para obter a segunda igualdade foi necesséario observar que i\ e ia — i\ comutam

e usar o Teorema 1.3.16). Defina b = >0° %, veremos que (€@ — 1) =
(@ — \)be?,
' ' o (g — \)" '
(ez(af/\) o 1)61)\ _ (Z 1 (a ' ) . 1) 61)\
n=o n:
= Ma= A"
(&)
[e'e) Zn(CL— )\)nfl :
=(a—\) ngl — A
= (a — \)be™.

Note que b comuta com a e, por conta da Proposi¢ao 1.3.6, o fato de (a — \) nao ser
invertivel implica que o produto (a — \)be* nao é invertivel. Disso segue que (€@ — 1)
nao ¢ invertivel e portanto e € S;(0), assim temos que A € R. De fato, para ver isso
escreveremos A\ = x + yi e provaremos que y = 0, note que e € S1(0) implica que
1 = || = |e*®]e™¥ = e7Y, seguindo entdo que y = 0 e portanto A = x € R. Segue entdo

que o(a) C R. O

E possivel utilizar o teorema acima para fortalecer a discussao feita no Exem-
plo 2.1.27.
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Exemplo 2.3.3. Caso se muna a &dlgebra do disco A(D) com a involugao dada por
f*(2) = f(Z) entao ela nao obedecerd as condigdes do Teorema 2.3.2. De fato, considere a

funcao identidade Id € A(D), nesse caso Id é auto adjunta: dado z € D temos:

Id*(2) =1d(z) =2z = z = 1d(2),

entretanto, pelo Exemplo 1.4.9, segue que o(Id) = Id(D), e portanto temos:
o(Id) = Id(D) =D ¢ R.

Segue entao que A(D) nao é uma C*-algebra com a involugao proposta.

Relembremos que um ¢ € A é definido como um funcional linear multiplicativo
nao identicamente nulo, a principio, nao se afirma que ¢ preserva adjuntas quando A é
uma *x-algebra. O proximo resultado, entretanto, nos garante que ¢ é um *-homomorfismo

no caso A ser uma C*-algebra.

Proposicao 2.3.4. Se A é uma C*-dlgebra e ¢ € A um caractere de A, entdo © preserva

adjuntas.

Demonstracio. Seja a € A, usando a Proposicao 2.1.12 podemos escrever de maneira
unica a = aj +1ias, onde ai, as € Agz,. Argumentaremos que p(ay) € o(ay) e p(az) € p(as).

Para fazermos a prova, suponha que A é unital, se necessario recorrendo a sua unitizagao.

Note que se p(a;1) ¢ o(a;) entdo 3z € A tal que
z(a1 —p(ar)l) = (a1 — p(ar)l)z =1

Lembramos que pela Observacao 1.5.5 o fato de A ser unital nos garante que (1) = 1.

Aplicando agora o ¢ na equagao acima obtemos
p(2)(p(ar) = plar)) = (p(ar) — elar))e(z) = 1.

Temos entao que 0 = 1, um absurdo (lembramos que supomos aqui que A # {0}).

Argumentando analogamente concluimos que ¢(ay) € o(az). Usando o Teorema 2.3.2,

do fato de que aq,ay € Ay, concluimos que p(aq), p(az) € R.

Veremos agora que ¢(a*) = ¢(a). De fato,

p(a”) = plar +iaz) = p(ar) +ip(az) = p(ar) —ip(az)
= p(a1) +ip(az)
= p(ay + iay
= ¢(a)
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Voltemos a discussao para a prova do teorema usualmente referido como Teorema
da Representacao de Gelfand (o leitor também pode encontrar os nomes Teorema de
Gelfand-Naimark ou simplesmente Teorema de Gelfand) é importante frisar que se trata
de um dos mais fundamentais de toda a teoria. Esse resultado nos permite uma completa
caracterizacao de uma C*-algebra comutativa: sdo sempre, via um isomorfismo, da forma
de um Cy(X) para um X localmente compacto Hausdorff. O teorema também pode ser
visto como uma forma preliminar do teorema espectral e ainda nos permite construir a

importante ferramenta do célculo funcional.

Antes de provar o teorema de representacao de Gelfand é necessario introduzir

alguns resultados preliminares.

Lema 2.3.5. Se A é uma (C*-dlgebra comutativa, (aqui estamos convencionando que
A # {0}, é importante para a hipétese) entdo A # 0.

Demonstragio. Por hipdtese, temos que A # {0}, existe portanto, um 0 # a € A. Pela
Proposicao 2.1.12 existem aq,ay € Ag,, unicamente determinados, tal que a = a; + ias.
Note que como a # 0, a; e as ndo podem ser ambos nulos, segue entdao que existe um

0#be Ag, (esse seria o a; ou ay).

Pelo Teorema 2.1.37, r(b) = ||b||, onde r(b) = {|A| : A € a(b)}. Pelo fato de ||b|| ser
o supremo de |A| onde A é tomado em o(b) entao existe \g tal que @ < |Xo| < |b]l, disso
concluimos que Ay # 0. Logo, pelo Teorema 1.5.11 item (ii), existe ¢ € A tal que o(b) = A,
portanto, A # {0}. O

Lema 2.3.6. Se X e Y sao espagos de Banach e T': X — Y é um mapa linear isométrico,
entdao 7'(X) é um fechado de Y.

Introduziremos agora o chamado Teorema de Stone-Weiestrass, mais especifica-
mente, usaremos o teorema para o caso localmente compacto. Vamos tragar uma breve

discussdo acerca do teorema.

O Teorema de Weiestrass nos diz que a algebra de polindmios é densa no conjunto
Crla, b], ou seja, toda funcao f : [a,b] — R pode ser aproximada por um polindémio. Esse
teorema pode ser generalizado no chamado Teorema de Stone-Weiestrass: Sendo X um
compacto Hausdorff, uma subéalgebra A é densa em Cg(X) se forem satisfeitas as duas

condicOes a seguir:

i A contém as fungoes constantes.

ii A separa pontos de X no seguinte sentido: se x e y sao dois pontos distintos de X
entdo existe f € A tal que f(x) # f(y).
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Usaremos uma versao levemente diferente desse teorema, especializada para o caso

em que X ¢é um localmente compacto.

Teorema 2.3.7 (Teorema de Stone-Weierstrass). Seja X um localmente compacto Haus-
dorff e B uma #-subélgebra de Cy(X). Se em B existem fungdes nao identicamente nulas
e fungoes que separam pontos, respectivamente:

i Se x € X, entdo existe f € B tal que f(z) # 0.

ii Se x e y sao dois pontos distintos de X entdo existe f € B tal que f(z) # f(y).

Entao B é denso em Cy(X), isto é, B = Cp(X).

O préximo teorema nos garantird uma caracterizagao completa de uma C*-algebra

comutativa, note que durante toda a demonstragao utilizaremos o Lema 2.3.5.

Teorema 2.3.8 (Teorema da Representagao de Gelfand). Se A é uma C*-algebra comuta-

tiva, entao a representacao de Gelfand

I': A— Cy(A), dada por a — @

é um *- isomorfismo isométrico

Demonstracao. Pelo Teorema 1.5.19, sabemos que I' é um homomorfismo contrativo.
Provaremos que I é um *-homomorfismo, isto é, T'(a*) = (I'(a))* para qualquer escolha de
a € A, ou ainda, a* = @. Para isso, seja ¢ € Aeac ﬁ, entao, lembrando que caracteres

preservam adjuntos (Proposicao 2.3.4):

Onde o resultado segue pela arbitrariedade de ¢ € A. Mostraremos agora que I' é uma
isometria, por conta do Teorema 1.5.19, temos que ||I'(a*a)|| = r(a*a) e como a*a € Ay,
segue pelo Teorema 2.1.37 que r(a*a) = ||a*a||. Usando repetidamente a igualdade C*,

bem como os fatos anteriormente abordados, podemos fazer o seguinte calculo:

IP(@)[I% = 0 (@) T (@)l = [F(a"a)|| = r(a*a) = [la*al| = [lal|*.

Isso nos conclui que I' é de fato uma isometria. Para provar que I' é um isomorfismo resta

apenas mostrar a sobrejecao, note que como I' € um mapa linear isométrico, o Lema 2.3.6

nos garante que I'(A) = I'(A), basta portanto cair nas hipétese de Stone-Weistrass para

-~

concluir que I'(A) = Cy(A). Primeiramente, note que I'(A) é de fato uma *-subdlgebra de

-~

Co(A), note também que
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i Seja ¢ € A, por definigao, ¢ # 0, ou seja, existe a € A tal que p(a) # 0, disso
achamos I'(a) € I'(A) tal que (I'(a))(¢) # 0.

ii Tome o, € A tal que p # 9. portanto, existe a € A tal que @(a) # 1(a), note que
o elemento a nos determina uma fungdo I'(a) € T'(A4) tal que (I'(a))(p) # (I'(a))(¥).

Juntando esses fatos, o Teorema 2.3.7 nos garante que I'(A) = Cy(A), ou seja, ' é um

isomorfismo. O]

Observacgao 2.3.9. Caso A seja uma C*-algebra comutativa unital, entao segue do
Teorema 1.5.18 que Aé compacto, e disso obtemos, pela Proposicao 1.1.23 termos que

Co(A) = C(A). Dessas observagoes segue do Teorema 2.3.8 que a representacio de Gelfand

I': A— C(A) é um *-isomorfismo isométrico. Nesse sentido, toda C*-algebra comutativa

e unital A é isomorfa a um espago de fungoes continuas C'(X) para X compacto.

Veremos agora alguns resultados utilizando o Teorema da Representacao de Gel-
fand 2.3.8. Para as suas aplicagdes, a principal ideia é “reduzir” o problema para C*-algebras
(subdlgebras em geral) comutativas, via a utilizagdo de I" para representar um elemento

dentro de uma &lgebra de fungdes continuas (ou também que se anulam no infinito).

Note que uma maneira padrao de gerar subalgebras comutativas é gera-las por
elementos auto-adjuntos, vide a caracterizagao abstrata de uma C*-subalgebra vista na
observacao 2.1.32. Semelhantemente, podemos construir C*-subédlgebras unitais ao colocar
a unidade no conjunto gerador. Caso quisermos criar elementos auto-adjuntos, basta pegar
um elemento a e considerar a*a ou aa*. Essa discussao ficard mais clara no resultado a

seguir.

Teorema 2.3.10. Seja B uma C*-subélgebra unital de uma algebra unital A (14 € B)

entao para qualquer b € B temos:
op(b) = 0a(b)

Demonstragio. Provaremos as contengoes nos complementares, para provarmos que pg(b) C
pa(b) basta notar que se um elemento é inversivel em B, entao é inversivel em A. Para
demonstrar a contencao contraria, assuma que um b € B é inversivel em A, provemos que
bt e B.

Sem perda de generalidade, assumiremos que ||b]| < 1, (caso contrario trabalharemos
com ﬁ) defina ¢ = b*b e note que ¢ é um elemento de B, auto-adjunto e como b € Inv(A)
teremos que b* € Inv(A) ¢ é inversivel em A (de inversa b~!(b~')*). Considere também o
elemento d = c*c = ¢?, pelas exatas mesmas razoes ¢ ¢ um elemento de B auto-adjunto e

inversivel. Ademais, ||d|| = ||c*c|| = ||b*bb*b|| < ||b||* < 1.
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Seja C*(c,c™!,1) a C*-subélgebra gerada pela terma {1,c¢™!, c¢}. Entdao C*(c,c7 1, 1)
¢ comutativa pois ¢ comuta com ¢! e também unital. Como discutido na Observacao 2.3.9
a transformada de Gelfand T' : C*(¢,c™!,1) — C(X) nos garante um s*-isomorfismo

isométrico para algum espaco X compacto.

Como c¢ é auto-adjunto, d~! = ¢72 € C*(c,c¢ !, 1), dessa forma, d é inversivel em
C*(c,c™t, 1) = C(X). Iremos agora, através do isomorfismo I' : C*(c,c¢71,1) — C(X)

“considerar” d como uma func¢ao

I'(d): X — C dada por z+— (I'(d))(2).

Nesse sentido, o fato de d ser inversivel implica que a sua identificacdo I'(d) também é

inversivel em C, ou seja, (I'(d))(x) # 0 para qualquer z € X.

Além disso, como d = c*c = ¢* e ¢ € C*(c,c!, 1), via a mesma identificagao de
antes podemos dizer que (I'(d))(z) = ((T'(c)(z))? = |(T'(c))(z)|*> > 0, para qualquer z € X.
Também note que fato de ||d|| < 1 implica que ||[T'(d)]|s < 1, (T'(d) € (C(X),] - ||s)) Ou
seja |T'(d)(z)] < 1 para todo = € X.

Juntando esses fatos temos que I'(d)(X) é um subconjunto compacto de (0, 1]. De
fato, note que como ¢ € Ay, e I' é isomorfismo, temos que I'(c) € C(X)4, e portanto,
em virtude do Teorema 2.3.2, temos que o(I'(c)) C R. Note agora que ||| < [[b]]* < 1
e portanto, |I'(c)| < 1, ainda, sabemos que ||r(I'(c))|| < ||[T'(¢)|| e disso concluimos que

o(I'(c)) C [-1,1]. Usando o polindmio 2* no Teorema 1.4.13 temos que

o(I(d)) = o(L(c"c)) = o(T(c*)) = o(I'(c)*) = o(I'(c))*.

Ou seja, temos que o(I'(d)) C [0,1]. Como d € Ag,, segue que I'(d) € C(X)s, e pelo
Exemplo 1.4.5 temos que o(I'(d)) = I'(d)(X), segue entao que I'(d)(X) C [0,1]. Mais
ainda, como visto antes, I'(d) nao se anula e assim I'(d)(X) C (0, 1]. Note também que a

Proposigao 1.4.10 concluimos que I'(d)(X) é um subconjunto compacto de (0, 1].

Considere agora a série de Taylor da funcdo z — 2! ao redor de 1:
=" (2= 1)
n=0

Aqui os )\, sdo certos nimeros complexos correspondentes a expansdo de Taylor. E um
resultado de Variavel Complexa que essa série converge na maior bola centrada em
1 onde a fungao estd definida, ou seja, By(0), em particular, converge uniformemente
em subconjuntos compactos da bola de raio 1 e centro 1. Particularmente, converge
uniformemente no compacto K := I'(d)(X) C (0,1] C B;(0). Ou seja, para qualquer

escolha de € > 0, existe ng € N tal que para N > ng temos, para qualquer z € K :

N
=Y Nz 1) <e
n=0
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Como a convergéncia uniforme se déd em I'(d)(X), substituindo z = I'(d)(x) com z € X,

segue que para todo x € X temos

N

L) (z)™" = > M(@(d)(z) - 1)"| <.

n=0

Note que como a convergéncia é uniforme, e portanto, garantimos a convergéncia na norma
do sup, que é a norma do espaco C(X) onde I'(d) se encontra, garantimos a seguinte

convergeéncia
(o.)

[(d) ™" = z_:o)\n(l“(d) —1)™

Do fato que T’ ¢ um isomorfismo e I'(d)~! = I'(d™') podemos aplicar I'"! de ambos os
lados da equacao acima e ainda do fato de I' ser um isomorfismo, portanto em particular

continuo, temos

A7 =3 A(d— 1),
n=0

Agora como d,1 € B e B é uma C*-subalgebra de A, portanto fechada, segue que
d~! € B, portanto, como d = b*bb*b temos que b~ = d~1b*bb* e conseguimos escrever b~

em funcao de elementos que pertencam a B, disso segue que b~! pertence a B. O

Nota Quando unida com outro teorema de representacao, a representacao de
Gelfand para o caso de A ser unital, como elaborado na Observagao 2.3.9, possui uma
outra interessante aplicacao: trata-se de uma equivaléncia categérica. O leitor interessado

pode ler a respeito no Apéndice C.

2.4 Calculo Funcional Continuo

Essa secao de dedicara a discutir uma importante aplicagdo do Teorema de Repre-
sentacao de Gelfand 2.3.8. Considere um elemento a € A onde A é uma algebra de Banach,
podemos aplicar esse elemento a em polindémios ou fun¢des bem comportadas, obtendo,
por exemplo, p(a) ou e”. Note que nao é possivel, entretanto, garantir a boa definigao de

uma funcao como f(a) = Y02 A\a™ (A, € CVn € N). Considere um A € C, através da

=5 [ Gy,

T o)y — A

formula de Cauchy:

podemos, dado um a € A e tomando z € o(a), definir a seguinte f(a) :
1 _
N = 5= [ &)=
™ JNy

Aqui consideramos f : U — C onde U é uma regiao em C e 7 uma curva que

contém o(a) (possivel pois o espectro é compacto). A definicao de f(a) vista acima é
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referida como o cdlculo funcional analitico, nesse capitulo desenvolveremos uma teoria

mais geral ao considerar a um elemento normal duma C*-algebra unital.

Dados A uma C*-algebra unital e a € A um elemento normal definiremos um
outro elemento f(a) € A para f: o(a) — C uma fungao continua de tal forma que este

processo estenda o calculo polinomial, isto é:

f(z) =1= f(a) =14
f(z) =2"= f(a) =a" (n € N).

Antes de abordar o tema desse capitulo nos dedicaremos a provar alguns lemas,

antes ainda, enunciaremos uma proposicao de topologia.

Proposicao 2.4.1. Sejam X e Y espacos topologicos com X compacto e Y Hausdorff. Se

f: X — Y é uma funcdo continua e bijetiva, entdao é um homeomorfismo.

Lema 2.4.2. Sejam ¢ e ¢ sdo *-homomorfismos da C*-algebra A para a C*-algebra B,
se S é um conjunto tal que p|s = ¥|s e A = C*(5), entdo segue que ¢ = 1.

Demonstragao. Definiremos o conjunto C' dos elementos nos quais ¢ e v coincidem e

provar que C' = A:
C: ={aecA:p(a) =1(a)}.

Naturalmente, bata apenas provar que A C C, note entao que como pelo Teo-
rema 2.3.1 segue que ¢ e ¥ sao continuos, portanto, prosseguindo como o desenvolvido na
prova da Proposi¢ao 1.2.4 apenas nos resta verificar que C' é uma *-subalgebra. Para isso

tome a € C, como ¢ e 1 sao homomorfismo podemos fazer as implicagoes
p(a) =v(a) = p(a)" =Y(a)" = ¢(a") = ¥(a”),
logo segue que C' é uma x-subalgebra fechada que contém S, pela minimalidade de
C*(9) segue que A = C*(S) C C. O
Lema 2.4.3. Seja A uma C*-algebra unital e a € A um elemento normal de A, entao a
aplicacgao:

—

h:C*(1,a) — o(a), ¢+— p(a),
é um homeomorfismo.

Demonstracao. Notemos que h esta bem definida, de fato, isso é uma consequéncia da

Proposicao 1.5.10. O resto da demonstragiao seguird nas seguintes partes:
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 Injegao. Sejam h(yp) = h(1)), queremos obter ¢ = 1. Note que p(a) = ¥ (a), ou seja,
¢ e 1 coincidem em a, como C*(1,a) é unital segue também que ¢(1) = (1) =1,
mais ainda, como ¢ e 1) sao caracteres, ambos sao continuos. Por conta desses fatos,

como C*(1,a) é a algebra gerada por 1 e a, segue pela Proposicao 2.4.2 que ¢ = 1.

» Sobrejetividade. Seja A € o(a), provemos que existe ¢ € C’*/(l,\a) tal que h(p) =
¢(a) = \. Basta entfio usar o Teorema 1.5.11 para escrever o(a) = {p(a) : p € A}

« Continuidade. Seja (¢4 )acs uma rede em C*/(l,\a), supondo que (¢q)acs — ¥,
desejo concluir que h((¢a)acs) — h(p). Notemos que a convergéncia desejada é
meramente que os caracteres convirjam pontualmente, isto é, ¢, (a) — ¢(a), note
que, como discutido na Observagao 1.5.15 isso é justamente uma caracterizacao da

convergéncia na topologia fraca estrela, que é a topologia de C*(1,a).

e h é um homeomorfismo. De fato, como C*(1, a) é unital, segue do Teorema 1.5.18

—

que C*(1,a) é compacto. Naturalmente, o(a) é visto como um subespago de C ou

seja, um Hausdorff, segue entao pela Proposi¢ao 2.4.1 que A é um homeomorfismo.

[]

Lema 2.4.4. Sejam X e Y espacos topologicos e h : X — Y um homeomorfismo entre

X e Y, entdo enxergando C(X) e C(Y) como x-dlgebras, a fungao
he:C(Y)— C(X), fr— foh,

é um *-homomorfismo.

No caso de X e Y serem localmente compactos Hausdorff, entdo h, definido de Cy(Y)

para Cp(X) é um x-isomorfismo isométrico.

Demonstracio. A verificagdo de que h, é bem definido vem do fato da composicao de
fungdes continuas ser ainda continua. Para ver que h, é um homomorfismo, sejam f, g €

C(Y) e A € C, entao
h(f+g9)=(f+g)oh=foh+goh=h.(f)+hdg),

he(Af) = (Af)oh = Afoh=A.(f),
h.(fg) = (fg)oh=(foh) (goh)=nh.f) hg)

Para ver que é um x-homomorfismo basta verificarmos que f*oh = (foh)* e
teremos h.(f*) = (h.(f))*. De fato, para y € Y temos

(foh)(y) = f(h(y)) = [*(h(y)) = (f* o h)(y).
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Provemos agora que h, é uma bijecdo. Para a injetividade, suponha que h.(f) =

h.(g), isto é, f o g = go h, note agora que como h tem inversa garantimos que f = g.

Para ver que h é uma sobrejegao tome g € C(X), como h tem inversa continua
basta tomar f = goh™! € C(Y) e obtemos que h.(f) = g.

Agora para a hipdtese de X e Y serem localmente compactos Hausdorff devemos
verificar que h, : Cy(Y) — Cy(X) é bem definida. Seja f € Cy(Y'), entdao dado € > 0 o
conjunto:

K(f)c{yeY :|f(y)]| > €} écompactoem Y.

Como h é um homeomorfismo, segue que h™' (K (f)) é um compacto em X, note agora
que K (h.(f)) = K(foh)={x € X :|f(h(z))] > €} éigual a h"'(K.(f)). De fato, se
z € K (f oh) entao |f(h(x))| > ¢, isto &, h(x) € K.(f), ou seja, K (f oh) C hH(K(f)).
Para a inclusdo contraria, seja * € h™'(K.(f)), nesse caso, h(z) € K.(f), ou ainda,
x € K(f oh). Disso concluimos que K,(h.(f)) é um compacto, ou seja, h,(f) € Cy(X)
sempre que f € Cy(Y). Analogamente concluimos que (A1), : Co(X) — Co(Y) estd bem
definido.

Por argumentos idénticos ao feito no caso onde X e Y sdo compactos, temos que

h. é uma bije¢do, resta entao provar h, é uma isometria. Seja f € C(Y), entao

()l = sup |h(f)| = sup | f(h(x))].

Como h é uma bijecao podemos fazer

sup | f(h(x))] = sup | f(y)| = [ f]].
zeX yey

]

O seguinte teorema é usualmente referido como cdlculo funcional continuo. Deve-se

notar que algumas literaturas usam esse termo para se referir a fungao ¢ do teorema.

Teorema 2.4.5. Seja A uma C*-dlgebra unital e @ € A um elemento normal. Nessas
hipéteses, existe um tnico *-homomorfismo ¢ : C(o(a)) — A tal que ¢(2) = a, aqui z é

a fungdo identidade A — X em o(a). Utilizaremos a notagao f(a) := ¢(f).

Demonstracio. Seja a € A um elemento normal de uma C*-algebra unital, entao a C*-

subélgebra C*(1,a) = {0 A, ,a(a*)™} é comutativa. Usando o Teorema 2.3.8 temos

que existe um #-isomorfismo isométrico I' : C*(1,a) — C (C*/(l,\a)) Pelo Lema 2.4.3

temos que a seguinte fun¢ao é um homeomorfismo:

—

h:C*(1,a) — o(a), 7+ 7(a).



Capitulo 2. C*-Algebras 104

Agora para esse homeomorfismo h, o Lema 2.4.4 nos garante que a seguinte funcao

é um *-isomorfismo isométrico:

—

h, : C(o(a)) — C(C*(1,a)) f—> foh.

Defina agora a seguinte funcio ¢ :=T"toh, : C(o(a)) — C*(1,a) C A.

hs T F71

) = AP 2 0

Resta agora ver que o ¢ previamente definido é a fungdo do calculo funcional

continuo. Note que ¢ é um x-isomorfismo devido ao fato de ser uma composicao de
x-isomorfismos. Para ver que ¢ é unital note que ¢ é um isomorfismo entre duas algebras

unitais C'(o(a)) e C*(1,a) e disso segue que ¢ preserva unidades.

Provemos que ¢(z) = a. Temos que ¢(z) = I'"}(h.(2)), veremos que é o h,(z) €

—

C(C*(1,a)). Para isso seja T € C’(C’*/(l,\a)), entdo temos:
ha(2)(7) = (20 h)(7) = 2(h(7)) = 2(7(a)) = 7(a).

Dessa forma, temos que h.(z) = @, portanto segue que I'"}(h.(z)) = I'}(@) = a. Conclui-

mos entao que ¢(z) = a.

Para a unicidade de ¢ suponha que ¢ : C'(o(a)) — A seja um *-homomorfismo uni-
tal tal que ¥(z) = a. Portanto, ¢ e ¥ coincidem em 1 e z, pelo Lema 2.4.2 ¢ e ¢ também coin-
cidem na C*-subélgebra C*(1, z) gerada por {1, z}. Argumentaremos por Stone-Weistrass
que C*(1, z) = C(ca(a)). Note que como C*(1,2) é da forma {0 "\ -nzm)\ € N}

n,m>0

¢é conveniente definir o seguinte conjunto:

finito
P = { Z /\n,mznzma >\n,m S N} .

n,m>0

Provaremos entao que & é denso em C(o(a)) o que nos garantird o resultado
desejado C*(1,z) = C(o(a)). Note primeiramente que & é x-subdlgebra de C(c(a)) pois
{1,2} € C(o(a)), vamos agora verificar que & corresponde as hip6tese do Teorema 2.3.7

de Stone-Weiestrass.

e Dado A € o(a), queremos achar uma funcao f € & tal que f(\) # 0, para tal,

finito

note que escolhendo n = m = 0 no conjunto & = {37772 A\n,mz"2™} temos que os

polindmios constantes pertencem a &2 basta entao escolher um desses polinémios.

e Sejam agora A\, a € o(a) distintos, é suficiente considerar z € & para termos

z(A) =N # a=z(a).
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Disso segue pelo Teorema 2.3.7 de Stone-Weiestrass que & é denso em C(o(a)), como
C*(1,2) = P, segue que C*(1,z) = C*(c(a)). O

Observacao 2.4.6. Note que pela prova do teorema anterior, apresentada acima, a fungao
© € um *-isomorfismo isométrico. A maioria dos materiais que tratam do assunto omitem

esse fato, portanto optamos aqui por enunciar o teorema sem fazer essa exposicao

Observagao 2.4.7. Se A é uma C*-algebra unital, notemos que o calculo funcional

continuo se comporta bem com os polindmios, no sentido de que se p(z) € C|z] entao

©(pn(2)) = pu(a). De fato

0(p(2)) = e(Aola + A1z 4+ Ao2® 4+ ...+ Ap2™)
= Xop(La) + Xp(2) + Aop(2)? + oo+ Aagp(2)"
= )\0 -+ )\1(1 + )\2&2 + ...+ )\na”.

Usamos aqui o fato que ¢ é um *-homomorfismo unital e p(2*) = p(a)* para qualquer
k e N.

Vamos também introduzir uma versao desse teorema para o caso em que A nao
¢é unital, é possivel fazer a prova através de passos muito semelhantes aos tomados no
teorema anterior, optaremos entretanto, por unitizar e aplicar o teorema anterior. Antes

de comegar vamos introduzir algumas notagoes e resultados.

Lema 2.4.8. Se A é uma C*-algebra e a € A é normal, entdo definimos o conjunto
%o(o(a)) como o conjunto de fungdes continuas f : o(a) — C que levam o zero no zero,
isto é:

%o(o(a)) = {f € Clo(a)) : £(0) =0},
onde convencionamos que, se 0 ¢ o(a), a condigdo acima é vazia, e neste caso Gy(o(a)) =

C(o(a)).

Entao %y(o(a)) é um ideal de C(o(a)), e existe um *-isomorfismo isométrico entre éy(o(a))
e Co(o(a)\{0}), ainda mais: Cy(c(a)\{0}) = C*(z), onde z é a funcao identidade.

Demonstragio. A verificagao de que %y(o(a)) é um ideal de C(o(a)) é direta. Notemos
que o(a)\{0} é um localmente compacto, pois se 0 € o(a) o resultado segue pela Proposi-
¢ao 1.5.16 ja se 0 ¢ o(a) entao o(a)\{0} = o(a), logo, ja é um compacto e portanto um

localmente compacto, portanto, faz sentido falar de Cy(o(a)\{0}).

Vamos exibir um #-isomorfismo isométrico entre 6y(o(a)) e Co(o(a)\{0}), defina a

funcao:

¢: 6o(o(a)) — Co(o(a)\{0}) dado por fr+— o(f) = floa)\{0}-
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Verificaremos que a fungao acima esta bem definida, ou seja, f|s ) 03 € Co(o(a)\{0}),
para isso basta notar que a restricado de uma funcao continua é ainda continua e que dado

e > () segue que o conjunto

{z € a(@)\{0} : [flo@no} (@) = €} = [ flongop 7€, 00),
é um compacto, devido a ser a imagem inversa de uma continua por um fechado, portanto

um fechado dentro do compacto o(a).

Para verificar a injetividade de ¢, considere f,g € %y(c(a)) tal que o(f) = ¢(g),
nesse caso, temos f|o(a)\ {0} = 9lo(a)\{0}, OU seja, f e g coincidem em o(a)\{0}. Agora como

f,9 € 6o(0(a)\{0}) segue que f(0) = g(0) = 0 e portanto, f e g coincidem em 0 também.

Para verificar a sobrejetividade tome f € Cy(o(a)\{0}), considere o elemento
g € 6o(c(a)) dado por
foxea(a)\{0}
0 cc

Resta argumentar que ¢ é isométrico, para isso, seja f € %o(o(a)), note entdao que como

f£(0) = 0 o supremos de |f(z)| ndo é atingido no 0, logo,

[ flo@rioplloo = sup }\f|o<a>\{0}($)\ = sup [f(2)] = [[o(f)lloo-

z€o(a)\{0 z€o(a

Usaremos o Teorema 2.3.7 de Stone-Weierstrass para concluir que Cy(o(a)\{0}) =

C*(z). Defina o seguinte conjunto

finito

P = Z A2 (Z)" 0 Aam € C o
n,m>0,n+m>1

e note que & = C*(z), resta portanto verificar por Stone-Weiestrass que & é denso em

Co(o(a)\{0}). Para isso basta notar que

i Se A € 0(a)\{0} entdao basta tomar z € & e temos z(\) = X # 0.

ii Se A1 e Ay sdo dois pontos distintos de o(a)\{0} entdo existe z € & tal que
Z()\l) = )\1 7’é )\2 = Z()\g)
Segue entdo que C*(z) = 2 = Cy(a(a)\{0}). O

Teorema 2.4.9. Seja A uma C*-algebra nao unital e ¢ um elemento normal de A, entao

definindo o conjunto (note que nao tem relacao com o espago Cy(X)):

%o(o(a)) = {f € Clo(a)) : F(0) =0},

temos que existe um tnico *-homomorfismo ¢ : 6p(o(a)) — A tal que z — a onde z ¢é

a fungao identidade em o(a).
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Demonstracao. Vamos aplicar o caso unital discutido no Teorema 2.4.5 e aplicar para a
“visto” na unitizacgao Al, ou seja, a — (a,0) € A'. O caso unital do célculo funcional
continuo nos d4 portanto um tnico *-homomorfismo unital ¢: C(co(a,0)) — A® tal que

©(z) = (a,0). Agora observe que
0(a,0) = o(a) U{0} = o(a,0)\{0} = o(a)\{0}.
Finalmente, “restringindo” ¢ a 6y(0(a)) = %o(o(a,0)) obteremos um *-homomorfismo:

©o : 6o(o(a)) — A" dado por z+— (a,0).

Como %y(o(a)) = C*(z) temos entdo que Im(pg) = C*(a) x {0}, assim podemos “ver” gy

como um *-homomorfismo ¢g : 6p(c(a)) — A.

]

Observacgao 2.4.10. Note que do exposto na prova do teorema anterior, a funcao ¢ obtida
pelo célculo funcional continuo é também um *-isomorfismo isométrico. Semelhantemente
ao feito na Observacao 2.4.6, em concordancia com a maioria dos materiais nesse assunto,

omitimos esse fato.

Observagao 2.4.11. Anéalogo ao discutido na Observagao 2.4.11 temos que ¢y também
se comporta bem com os polinémios no sentido que dado p,(z) € C[z] temos ¢o(p,(2)) =

pn(a). A prova desse fato é inteiramente andloga ao apresentado na Observacao 2.4.7.

Corolario 2.4.12. Se a é um elemento normal de uma C*-algebra A, entao r(a) = ||a|.

Demonstracio. Se a € A é normal, entdo usando o calculo funcional podemos garantir a
existéncia de um *-isomorfismo isométrico ¢ : C(o(a)) — C*({1,a}) tal que p(z) = a.

Estabelecido isso, basta fazer o calculo abaixo

lall = lle() ]l = [2llec = sup{|A| : A € o(a)} = r(a).
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3 Representacdes de C*-Algebras

Historicamente, C*-algebras foram inicialmente pensadas como uma subestrutura
das algebras de operadores B(H), apenas com os trabalhos de Gelfand e Naimark foram
desenvolvidos os axiomas necessarios para chegarmos a Defini¢do 2.1.18. Existe portanto
uma ligagao entre C*-dlgebras, como foram abstratamente definidas nesse trabalho, e sua
contraparte concreta: uma subestrutura de B(H), o objeto matematico responsavel por

essa correspondéncia chama-se representagdo e sera o protagonista dessa secao.

3.1 Definicao e Exemplos

Comecaremos essa se¢ao introduzindo a nocao de representagao, talvez o leitor ja
tenha entrado em contato com um objeto semelhante no contexto de teoria de grupos: uma
representagao de um grupo G é um homomorfismo ¢: G — GL(V') onde V' é um espago
vetorial, ¢ for injetora, chamamos de fiel. Aqui teremos uma definicdo muito semelhante,

usaremos B(H) no lugar do grupo dos endomorfismos de V' inversiveis GL(V').

Definicdo 3.1.1. Uma representacao de uma C*-algebra A é um par (H,7) em que
H é um espago de Hilbert e 7 : A — B(H) é um *-homomorfismo. Dizemos que a

representagao (H,m) é fiel se m for injetiva.

Observagao 3.1.2. Aqui optaremos frequentemente por nos referir ao par (w, H) como

representacao, algumas literaturas se referem somente a funcao m como representacao.

Exemplo 3.1.3. Seja X um conjunto qualquer, considere a C*-dlgebra [*°(X) e o espago
de Hilbert

PX)={: X —C: > &) < oo}
zeX
Munido do produto interno usual (£,() = > ,cx &(z)((z) e da sua norma induzida
lE@)]l2 = Caex |§(x)|2)%, produziremos uma representacao (I2(X), M), ou seja, exi-
biremos um #-homomorfismo M entre [*(X) e B(I*(X)).

Defina a fungdo M : [*(X) — B(I*(X)) dada por f — My onde M (&) = f - &,
ou seja, o produto pontual das fungoes f e . Naturalmente, temos que como f € I*(X) e
£ € 1*(X) entao f¢ € [*(X), isso nos garante a boa defini¢io de M. Para ver que M estd
bem definida, ou seja, M; € B(I*(X)), basta notar que se f € [*(X) entdo existe K > 0
tal que |f| < K, e portanto, dado £ € I*(X) :

1

ML = 7€) = X (7€) )%s(z K!i(ar)|2>$:K<Z|£(af)|2> — K|

zeX zeX zeX
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Em particular, isto mostra, tomando K = || f||~, segue que

M} < 11 lloo-

Vamos agora mostrar que M é um x-homomorfismo isométrico, assim uma repre-
sentagao fiel. Para ver que M é um homomorfismo basta pegar f,g € [*°(X), A € Ce
notar que como [*°(X) e [*(X) sdo espagos vetoriais segue que My, ,(§) = (f +g) & =
[&+g-E= M+ My e My(€)A) - (€) = A(f - €) = AMy(€) para qualquer € € 2(X).
Similarmente, temos M, = M;M,. Logo M ¢ um *-homomorfismo.

Para mostrar que M ¢é involutiva, ou seja, preserva adjuntos, vamos mostrar que
My ¢ o adjunto de M;. Para isso, utilizando da unicidade, basta demonstrar que dados
quaisquer ¢, 7 € I*(X) verificamos que (M(C),n) = (¢, M7(n)), de fato:

(Mp(C),m) = >_(f - Q)(@)n(z) = > (f - O@)n(x) = (Mg),m) = (n, Mz(n)).

zeX rzeX

Para provar que || f|loo < [[M¢|| = supyg,<i |f(2)§(x)] tome 7o € X e considere a
fungao £: X — C definida por £(z) = 1 se x = g e £(x) = 0 caso contrario. Temos entao
que [|¢]l2 = (Seex [§(@)?)* < 1 e também |f(z0)| < (Spex |f(@)€(x)[)* portanto, segue
que sup,cx | f ()] < supjg, <1 |f(2)€(x)], isto é || flloo < [|M]].

Exemplo 3.1.4. Seja agora X um espago topologico. Entao, vendo X como conjunto,
obtemos uma representacgao isométrica de Cy(X) C £>°(X) em £*>(X), a saber, a restri¢ao
da representacao fiel (de fato, isométrica) por operadores de multiplica¢do do exemplo
anterior:

M: Cy(X) = B(E(X)), My(&) = f-¢.

Em particular, obtemos uma representagao fiel (isométrica), novamente por restri¢ao:
M: Cy(X) — B(*(X)).

Exemplo 3.1.5. A C*-dlgebra das matrizes n x n, ou seja, M,(C) pode ser representada
fielmente como operadores sobre o espaco de Hilbert C" de dimensao n ja que toda matriz
n x n pode ser vista como um operator em C”. Obtemos assim uma representacao fiel

canodnica

M, (C) — B(C™).

Exemplo 3.1.6. Usando a identificagao ébvia B(C) = C, podemos ver todo caracter
x: A — C de uma C*-algebra A como uma representacao de A. Uma tal representacao é

sempre sobrejetiva, mas somente injetiva (ou seja, fiel) se dim(A) = 1.

Observacao 3.1.7. A partir de agora apelaremos frequentemente para a seguinte notacao:

escreveremos simplesmente 7(a)¢ quando quisermos nos referir a composigao 7(a)(¢).
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Proposigao 3.1.8 (Somas diretas de representagoes). Se I é um conjunto de indices e
(m;, H;)ier ¢ uma familia de representagoes de uma C*-algebra A, definimos a sua soma

direta, pelo par (H, ), dado por

H:=@H ={¢C=(¢):GeH,) GlI* < oo}

i€l el

=@ m:A— B(H),n(a)(() = (m(a)).
il
Nesse caso, cada um dos homomorfismos 7; sdo da forma m; : A — B(H;) e dados
por a — m;(a), a notacdo m;(a)(; significa que estamos aplicando (; € H; em cada
homomorfismo 7;(a) : H; — H;, ou seja, m;(a)( = m;i(a)((;) € H;. Nessas condigoes,

temos que (H,m) é uma representacao.

Demonstragcio. Do fato de que cada H; é um espago de Hilbert, é possivel provar
que @,c; H; é um espago de Hilbert quando munido do produto interno ((;,n;) =

> icr{Gi, mi) u,. Nesse caso, o produto interno estd bem definido devido a jungao do fato

que Y ier HCZ

|, > icr Il < oo com a desigualdade de Cauchy:

SUGH - lmll < QNG mill?)=.

iel iel il

Estabelecendo isso, resta provar que m = @;c; m; € um *-homomorfismo. Seja a,b € A e

A € C, entao, mantendo em mente que cada m; é homomorfismo:
o m(a+0b) =m(a)+ m(b). Seja (; € H;, entao:
(m(a +0))(G) = mi(a +b)(G) = mi(a)(G) + m(b)(G) = (mw(a) +m(b))(G)-
. 7(\a) = Ar(a). Seja ¢ € H, entio:
m(Aa)(G) = mi(Aa)(G) = (Amia))(G) = Am(a)(Gi)-
o 7(a)n(b) = (ab). Seja (; € Hy, entdo:

(m(a)m(0))(G) = 7(a)(w(0)(G:)) = 7(a)(m(b)(C:) =

(i (a)(mi(0)(G)
(mi(ab);)
m(ab)(G)-
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[remos construir uma representacao fiel que serd soma direta de certas representa-

¢oes. Nesse sentido, o seguinte critério nos serd eventualmente ttil:
A representacao (H,m) = (®ierH;, ®icrm;) € fiel se, e somente se, para todo

0# a € A, existe i € I tal que m;(a) # 0.

De fato, para que 7 seja fiel ela é injetiva, portanto se w(a) = 0 segue que a = 0,

equivalentemente, se a # 0 segue que existe i € I tal que m;(a) # 0.

Uma noc¢ao natural de equivaléncia entre duas representagoes (Hy, ) e (Hg, m2)
de uma C*-algebra A é, por defini¢ao, implementada por um isomorfismo entre os espagos

de Hilbert H; e Hs que “comuta” com as representagoes. Mais precisamente:

Defini¢ao 3.1.9. Duas representacoes (Hy,m) e (Ha, m) de uma C*-dlgebra A sao ditas

serem unitariamente equivalentes se existe um mapa unitario U : H; — Hy tal que:

Umi(a)U* = ma(a) Va € A.

Ou ainda, Um(a) = ma(a)U para qualquer a € A.

Observacao 3.1.10. A relacao de equivaléncia unitaria entre representacoes é uma relacao

de equivaléncia.

» Reflexividade. Para ver que (Hy,m) estéd relacionada a (Hi,m) basta reparar que

o operador identidade Id : Hy — H; é unitario

o Simetria. Suponha que (Hy,m;) se relaciona com (Ha,pis), ou seja, existe U :
H; — H, unitario tal que Um(a)U* = m(a) para qualquer a € A. Note que como
U* = U ! entdo U = (U*)™! = (UY)*, isso implica que U™' : Hy, = H é

unitario. Propomos que esse é o operador procurado, de fato:
UnU* =m(a)Vae A = U 'm(a)(U )" =m(a) Va € A.
« Transitividade. Suponha agora quer (Hi, ) se relaciona com (Hg,ms) e (Ha,m2)
se relaciona com (Hs, 73), isto é, existe U : Hy — Hj unitério tal que
Urmi(a)U* = me(a) a € A,
e exite V' : Hy — Hj3 unitario tal que
Vig(a)V* =m3(a) a€ A
Proponha o operador VU : Hi — Hs. Note que ele é unitario: (VU)* = U*V* =
UVt = (VU)™! e dado a € A temos:
VU (a)(VU) = VU (a)U*V*
= V?TQ(CL)V*
= m3(a).
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Com isso concluimos que (Hy, ;) se relaciona a (Hs, m3).

Defini¢ao 3.1.11. Uma representagao (H, ) de uma C*-algebra A é dita ser

e ciclica quando existe ( € H tal que {m(a)( : a € A} é densa em H, isto é

m(A) = H.
Aqui definimos 7m(A)( como {7(a){ :a € A} C H.

e ndo-degenerada se
spanm(A)H = H.

Observagao 3.1.12. Observe que toda representacao ciclica é nao degenerada. De fato,

seja (m, H) uma representacao ciclica e ¢ € H um vetor ciclico, isto é, m(A)( = H. Nesse

caso temos

H={r(a)(|a€e A} ={r(a)(|a€ A, (€ H} =n(A)H C H.

Logo, segue que m(A)H = H e com isso obtemos spanm(A)H = H.

Definicao 3.1.13. Se H for um espago de Hilbert e K um subespaco fechado de H,
dizemos que K é A-invariante relativamente a uma C*-subédlgebra A de B(H) se Tv € K

para qualquer T'€ Aewv € K.

Dizemos que A é irredutivel sobre H se os tnicos subespagos fechados A-invariantes
de H forem {0} e H.

Definicao 3.1.14. Dada uma C*-dlgebra A, dizemos que uma representacao (H, ) de A

é irredutivel se p(A) for uma C*-subdlgebra irredutivel sobre H

3.2 Elementos Positivos de C*-Algebras

Nessa secao introduzimos a nogao de positividade de um elemento auto-adjunto de
uma C*-algebra, os principais resultados sao os de que para cada elemento positivo existe
uma Unica raiz quadrada e que um elemento da forma a*a é positivo. O leitor percebera
que muitos, embora nao todos, os resultados presentes nessa se¢ao coincidem com a no¢ao
de positividade na reta real, bem como nos definem uma relacao de ordem e uma nocao de
norma. Nessa secao usaremos bastante tanto o calculo funcional continuo como o teorema

do mapeamento espectral 1.4.13.

Definicao 3.2.1. Se A é uma C*-algebra e a € A,,, entao dizemos que a é um elemento
positivo, ou simplesmente, positivo, se o(a) C [0,00). Se a é um elemento positivo, expres-
samos esse fato escrevendo a > 0. Denotamos o conjunto de todos os elementos positivos

por A,.
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Note que exigimos que um elemento positivo seja também auto-adjunto, dessa
forma, em virtude do Teorema 2.3.2 o espectro de a ¢é real. Sendo assim, a condicao

o(a) C [0,00) apenas nos adiciona que o espectro seja positivo.

A Definigao 3.2.1 nos permite definir uma ordem parcial no conjunto A,,, onde A é
uma C*-algebra. Para isso basta dizer que, para a,b € Ay, a < bse b— a > 0. Trataremos

desse fato em discussao posterior.

Observacao 3.2.2. Note que *-homomorfismos preservam positividade. Relembramos
que o fato ¢ preservar adjuntos significa que ¢(a) é auto-adjunto quando a é auto-adjunto.
Além disso, se A é uma C*-algebra, a € A for um elemento positivo, e ¢ : A — B
um *-homomorfismo entre A e uma C*-subalgebra B, segue que pela Proposicao 1.4.27
(podemos unitizar se necessario) o espectro de ¢(a) estard contido no espectro de a,

utilizando isso e a informacao anterior, o espectro de ¢(a) é real, isso nos diz que ¢(a) > 0.

Note por exemplo que se A é unital, 14 € A, de fato, pela Observacao 1.4.3
o(14) = {1}. Posteriormente, veremos que todo elemento da forma a*a é positivo e

observando que 1 = 1*1 teremos que 1 é positivo

Exemplo 3.2.3. Considere o corpo dos complexos C é de se esperar que os elementos
positivos de C sao os reais positivos RT, veremos que esse é o caso. Tome um elemento
z € C tal que z > 0, nesse caso, z é auto-adjunto, ou seja, z = Z e portanto z € R.
Calculando o espectro o(z) devemos selecionar os complexos A tais que z — A ¢ Inv(C),
isto é, z — A = 0, temos entao que o(z) = z, a requisi¢do de que o(z) C [0, 00) nos diz que

os elementos positivos de C sao justamente R™.

Exemplo 3.2.4. Seja Q2 um espago compacto Hausdorff e considere a C*-algebra C().

Seja f € C(£2)sq, vamos verificar em que condigoes f serd um elemento positivo.

Note que, como desenvolvido no Exemplo 1.4.5, o(f) = f(f2), e como f é auto-
adjunto segue que f = f, ou seja, f toma valores reais. Segue portanto que f € C(Q2), se,

e somente se, f(z) > 0 para qualquer z € Q.

Exemplo 3.2.5. Semelhantemente ao feito no Exemplo 3.2.5, dado um conjunto S
qualquer, um elemento f € [*°(.S) é positivo no sentido da Definigao 3.2.1 se, e somente se,
f(z) > 0 para todos = € S.

De fato, se f € [*°(S) é positivo, entdo o(f) C [0,00), como discutido no Exem-

plo 1.4.6 temos que o(f) é o fecho da imagem de f e portanto f(S) C [0,00), segue
portanto que f(S) C [0,00), isto é, f(z) > 0 para qualquer x € S. Supondo reciproca-
mente que f(z) > 0 para qualquer z € S temos que f(S) < [0,00) e pela minimalidade

do fecho f(S) C [0,00). Usando mais uma vez o Exemplo 1.4.6 segue que f € [*°(5),.
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Definicao 3.2.6. Antes de continuarmos vamos definir uma notacao para ajudar na fluidez
das demonstracoes. Definimos o comutador de dois elementos a e b como|a, b] = ab — ba

dessa forma, podemos dizer que a e b comutam escrevendo [a, b] = 0.

Proposicao 3.2.7. Cada elemento positivo numa C*-adlgebra tem uma tnica raiz quadrada
positiva, significando que existe um tinico b € A, tal que b?> = a. Denotamos essa tinica

raiz quadrada de a por /a.

Demonstracao. Seja a > 0 numa C*-algebra A. Como a* = a, em particular, a é normal,
portanto podemos usar as ferramentas do célculo funcional continuo: pelo Teorema 2.4.9

existe um tnico *-isomorfismo isométrico ¢y : Cy(o(a)) — C*(a) tal que ¢o(z) = a.

Como a > 0 temos que o(a) C [0,00) e portanto, a fungdo z é positiva, ou seja,
z(A) = A > 0. Segue portanto que existe a funcio 22 : o(a) — o(a) dada por 23 (\) = Az,

note que 22 € Cy(o(a)) pois é continua e z(0) = 0.

Defina b como ¢o(22) € C*(a) C A, como ¢g é um *-isomorfismo isométrico temos
entdo que b > 0. Note também que b2 = ©o(22)% = ©o((22)2) = @o(2) = a. Achamos

portanto uma raiz quadrada de a, resta verificarmos sua unicidade.

Suponha que ¢ > 0 em A tal que ¢ = a vamos provar que ¢ = b. Como ¢? = q,
entdo ¢ comuta com a (pois ca = ¢*), na notagao recém acordada, [c,a] = 0 note que
isso implica que [c, b] = 0. De fato, por defini¢do, b = ¢(22) onde z € C(o(a)) é a funcio
identidade, sabemos por Stone-Weistrass que C[z] € C(o(a)) é denso, como z2 € C(c(a))
entao da densidade de C[z] existe um polinémio (p,(2)) C C|z] tal que

D=

Jim_ ()= 3%
Agora como por definicdo @y é um *-homomorfismo, segue do Teorema 2.3.1 que
o € continuo, disso e do fato que @o(p,(2)) = pn(a), (foi discutido na Observacao 2.4.11)

concluimos que

N

b= o(2?) = po(lim p,(2)) = lim @o(pn(2)) = lm py(a).

n—aoo

Agora ja que a multiplicagdo é continua (Proposigao 1.1.5) e que [¢,a] = 0 temos

que [c,b] = 0. De fato, como ¢, a] = 0 podemos fazer o célculo

pu(a)e= N+ a+ ...+ N\a")e=c(hog+ A1 + ... + \a")e = e(pa(a))e,
e entao a continuidade da multiplicagao garante que

n—aoo n—aoQ n——oo

ch = cnli_r>noopn(a) = lim (epy(a)) = lim (p,(a)c) = ( lim pn(a)> c=bec

Como ¢, b] = 0 temos que b € C*(a) e portanto, C*(b, ¢) é comutativa. Segue entao

pelo Teorema 2.3.8 que para um X localmente compacto Hausdorff, I : C*(b, ¢) — Cy(X)
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é um x-isomorfismo isométrico, em virtude da Observacao 3.2.2, tais homomorfismos
preservam a positividade, portanto, a cada elemento positivo de C*(b, ¢) corresponde um
elemento positivo de Cp(X) :

0<b—5T(b) >0,

v

0<c¢—=>T(c) >0,

0<a—T(a)

IV

0.

Agora como T'(b)? e T'(c)? sao fungoes positivas iguais a I'(a), logo, pela unicidade

da raiz quadrada de fungoes temos que I'(b) = I'(c) e, portanto, b = c. ]

Proposigao 3.2.8. Se A é uma C*-algebra e a € A,, entdo existem elementos positivos
ay ea_ tal que a =ay —a_ e aya_ = a_ay = 0. Nesse contexto, dado um elemento

positivo a, dizemos que a, e a_ sao suas partes positiva e negaliva respectivamente.

Demonstracao. Seja A uma C*-dlgebra e a € A,,, provaremos primeiro para o caso em
que A = Cy(X) para um X Hausdorff localmente compacto. Nesse caso, a é igual a uma
funcao a : X — C continua que se anula no infinito. Defina as funcoes a*,a” X — C

dadas por

Note agora que a = a* —a",ata™ > 0,a",a” > 0ea™,a” € Cy(X). De fato, as
trés primeiras afirmagoes seguem diretamente da definigao e a ltima vem do fato de Cy(X)
ser uma algebra, |f| € Co(X) se f € Cyp(X) e das igualdades a™ = %MI ea = MT_Q
(obtidas usando que a = at —a~ e |a| = at + a”). Logo, verificamos a propriedade para o

caso particular de A = Cp(X).

Para o caso geral, tome a € Ay, lembre que isso torna C*(a) uma C*-algebra
comutativa e use o Teorema 2.3.8 para obter o isomorfismo I' : C*(a) — Cy(X) para
um X Hausdorff localmente compacto. Como um *-homomorfismo preserva positividade
(Observagao 3.2.2), note que I'(a) € Cp(X)s,. Langando mao do ja provado anteriormente

podemos escrever

I'(a) =T(a)" —=T(a)", T(a)™T(a)” =0

Usando agora a transformada inversa, definimos ay = I'''(T'(a)™) e a_ :=

I'1(T(a)”). Dessa forma, ay,a_ € A coma;,a_=0ea=ay; —a_. O

Sera futuramente 1til escrever um elemento positivo como combinagao linear de
outros, mas especificamente, como combinac¢ao de uma quadrupla de elementos positivos.

Podemos extrair esse fato como um corolério da proposi¢ao anterior.
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Corolario 3.2.9. Todo elemento de uma C*-algebra A é combinacao linear de elementos

positivos de A.

Demonstragio. Seja A uma C*-algebra e a € A. A Proposi¢ao 2.1.12 nos permite escrever
a = a1 + tas onde ay, as € Ay, utilizando a Proposicao 3.2.8 a; e as podem ser expressos,
respectivamente, como (a;)y — (a1)- e (az)+ — (az)—. Com isso, conseguimos escrever a

como a seguinte combinacao:

a = (a1)+ — (a1)- +i(az)s —i(az)-.
O

Proposigao 3.2.10. Todo elemento de uma C*-algebra unital A é combinagao linear de

elementos unitarios de A.

Demonstracio. Como todo elemento numa C*-dlgebra A é combinagao linear de positivos

(Corolario 3.2.9), podemos nos restringir ao caso a € A;. Mais que isso, normalizando se

necessario, podemos supor que |lal| < 1, de fato, se obtermos uma combinagio linear com
a

[ar» basta multiplicar por ||a]| e obteremos uma combinagao linear com a.

all’
O caso a = 0 ¢ trivial, suponha entdo que a # 0. Observe que o(a) C [0, 1], de fato,

como o(a) C [0,4+00), o(a) C By (0) (Proposicao 1.4.8) e |jal| < 1 temos o(a) C [0, 1].

Disso segue que para cada A\ € o(a), temos que 0 < 1 — \? < 1, definiremos as
seguintes g,h € C(o(a)) por g(A) = A +1iv/1— A2 e h()\) = A —iy/1 — A\2. Observe que
g,h € 51(0) = {\ € C : |\| = 1}, isso nos garante que g,h € U(C|0,1]) ( unitarios da
x-algebra €0, 1]), de fato, basta reparar que |g| = gg = gg =1 e |h| = hh = hh = 1.

Note agora que, se id é a identidade em C/0, 1], temos que id = % e denotando a
restrigao de id para o(a) por z, ainda temos que z = %. Para a € A, pelo calculo funcional
continuo temos que existe um isomorfismo ¢ : C(o(a)) — C*(a) tal que ¢(z) = a. Desse

modo temos

aw(z):go(a;b) _ elo) +elt)

e como ¢ é um isomorfismo, ele preserva unitarios, segue portanto que podemos, como

acima, escrever um positivo como soma de unitarios. ]

Observemos que a demonstracao anterior pode ser adaptada para o caso de a € A,
de fato, com essa modificagdo teremos o(a) C [—1,1] e a definigdo das fungoes g e h
anteriores permanece inalterada. Podemos analogamente argumentar que a = “7“ para u

e v unitarios.

Lema 3.2.11. Seja A uma C*-algebra unital. Se a € Ag, e u > ||a||, entdo a > 0 se, e

somente se, ||a — ull < w.
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Demonstra¢io. (=) Suponha que a > 0, nesse caso, a = a* e o(a) C [0,400), mais ainda,
pela Proposicao 1.4.8 temos que o(a) C [0, ||al|]. Usando o célculo funcional continuo,

temos uma isometria ¢ : C(o(a)) — C*(a, 14) tal que leve z (funcdo identidade) em a.

Desse modo, ao tomar u > ||a|| temos que a condigao ||a — ula|| < u é equivalente
a ||z — ulal| < u. De fato, como a = ¢(z) e ¢ é isometria, temos que |la — uly| =

le(2) = ulall = [l(z — ula)] = [[z — ulall.

Como z—wul 4 estd sendo enxergado dentro de C'(o(a)), podemos escrever a seguinte
igualdade:
|z —ulal| = sup |2(A) —ul.

Aeo(a)

De maneira que a desigualdade ||z—ul || < u sera provada se demonstrarmos |z(A) —u| < u
para qualquer X\ € o(a). Note entretanto que para qualquer escolha de A € o(a) temos

z2(A) = Aea(a) <[0, [afl] < [0, u].

(<) Suponha reciprocamente que para qualquer a € Ay, e u > |lal| temos |ja —
ulall < u, queremos provar que o(a) C [0,400). Como A é unital podemos usar o

Teorema 2.4.5 para obter um *-isomorfismo unital e isométrico

¢ :C(o(a)) — C*(14,a) C A.

Note que por conta de ¢ ser uma isometria e levar z em a podemos reescrever a afirmagao

lla — ulsl] < ucomo ||z —ulyl < u através do processo a seguir

2z = ulallco@) = llo(z = ula)ller(aa = lla —ulall < u.

Note agora que como em C(c(a)) temos a norma do supremo, segue entao que
A —u| < ||z —ula]| < u para qualquer A € o(a) C R. J& da desigualdade |\ — u| < u
obtemos 0 < A < 2u o que nos garante que o(a) C [0,+00). Concluimos portanto que

a>0 ]

Notemos que a caracterizagao acima é coerente com a nocao de positividade da
reta real. De fato, a distancia de um niimero negativo para um majorante de seu modulo é
sempre menor ou igual ao majorante caso o nimero seja real e maior que esse majorante
caso o0 numero seja negativo. Essa observagao pode mais facilmente ser observada ao

desenhar esses objetos numa reta real.

Em particular, tomando u = ||a|| no lema anterior, teremos que a > 0 se, e somente

se, [la — [|a||1a]l < ||la]|. Isso sera 1til nos resultados seguintes.
Proposicao 3.2.12. Se A é uma C*-algebra, entdao A, é um fechado de A.
Demonstra¢io. Suponha primeiramente que A é unital. Dada uma sequéncia (a,) C A}

com a, — a € A, entdo tomando u = ||a|| no Lema 3.2.11 temos que ||a,—||an|[1a]] < ||an||

para qualquer n € N.



Capitulo 3. Representacies de C*-Algebras 118

Aplicando o limite e usando a continuidade das operacoes e o fato que Ay, é fechado

(Proposigao 2.1.16), obtemos que ||a — ||al[14]] < ||a||, e disso temos que a € A, .

Para o caso em que A nao é unital basta considerar a unitizacao A de A, notar
que A é um fechado de A' e A, = (A'), N A. O

Lema 3.2.13. Seja A uma C*-algebra e a,b € A, . entdo, a+be A,.

Demonstragio. Usando a unitizacao Al se necessario, podemos supor que A é unital.
Usando u = ||al| no Lema 3.2.11 temos que |ja — ||a|[14]| < ||a|| e ||b— [|b]|1a]] < ||b]|, desse
modo, [la+b — ([la] + [[bl)1all < lla = flal[Tall + 16 = [|6[Lall < [[all + [[b]|. Mais uma vez
utilizando o Lema 3.2.11, agora com u = ||a||+]|b||, a desigualdade ||a+b—(||a||—|0]|)14] <
llal| + ||6]] e o fato que ||a + b|| < ||a]] + ||b|| nos garantem que a + b > 0. O

Proposigao 3.2.14. Se A é uma C*-algebra, A € [0,400) e a € A, entdo Aa € A,.

Demonstragio. Note que como A é real, (Aa)* = Aa, isto é, Aa € Ay,. Como o(a) C
[0, +00), usando o polindémio Az no Teorema 1.4.13 temos que o(Aa) = A(o(a)) e portanto
o(Aa) C [0,400). O

Lema 3.2.15. Seja A uma C*-dlgebra e a € A. Se a, —a > 0, entao a = 0.

Demonstragio. Se a > 0, isso quer dizer que a € Ay, e o(a) C [0,400). Utilizando o
polinémio —z no Teorema 1.4.13, segue que o(—a) = —o(a) C (—o0, 0], como por hipitese
—a > 0, temos que o(—a) C (—00,0] N[0, 4+00). Isso nos conclui que o(a) = o(—a) = {0},
em particular, r(a) = 0 e portanto, lembrando que a € Ay, e a norma de um auto-adjunto

é o raio espectral (Teorema 2.1.37), temos que ||la|| = r(a) = 0, ou seja, a = 0. O

Se for da preferéncia do leitor, as trés proposi¢oes imediatamente anteriores podem,
respectivamente, ser escritas como A, + A, C Ay, R, - A, C AL e A N (—Ay) ={0}.

E um tema recorrente que muitas propriedades dos nimeros positivos na reta real
tem sua contraparte analoga com os elementos positivos numa C*-algebra. Infelizmente
nem todas as propriedades na reta podem ser seguramente transportadas para os elementos

positivos.

Exemplo 3.2.16. Se A, é uma C*-algebra e a,b € A, entao nao se segue que ab é sempre
positivo. De fato, basta achar um exemplo onde o produto ab é diferente do seu adjunto
(ab)*.

Considere a C*-dlgebra M,(C) e os seguintes elementos positivos:

<o) = (1)
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de fato, lembrando que a involugao * é dada pela conjugada transposta 1 é direto ver que
a’ = b e dada que os polinomios caracteristicos de a e b sdo respectivamente —\(—\ — 1)

e A(A — 2) tempos que o(a),o(b) C [0,00), ou seja, a,b € My(C),. Note agora que

11 10
abz(o 0) # (1 O):(ab)f.

Lema 3.2.17. Seja A uma C*-algebra e a € A. Se temos que —a*a > 0, entdao a = 0.

Demonstracio. Seja a € A. Pela Proposicao 2.1.12 podemos escrever a como a = ¢ + id,
onde ¢ e d sao respectivamente sua parte real e imaginaria. Recorde também que ¢, d € Ay,
e como o(c)? o(d)* C [0,+00), segue, usando o polindémio 2 no Teorema 1.4.13, que

c2,d* > 0. Note agora que:

a*a+aa” = (c —id)(c+id) + (c +id)(c — id)
a‘a + aa* = 2¢* + 2d?

aa® = 272 + 2d° — a*a.

Como pelo Lema 3.2.13 a soma de positivos é ainda positiva, temos que aa* € A,.
Note que o fato de A ser unital nos permite usar a Proposicao 1.4.12 para concluir que
o(a*a)\{0} = o(a*a)\{0}, lancando mao novamente do Teorema 1.4.13 do mapeamento

espectral temos que

o(aa”)\{0} = —o(=a"a)\{o}.
Dessa igualdade e do fato que aa*, —a*a € Ay concluimos que o(aa*) = {0}, de fato, basta
notar que o(a*a) C [0,00) N (—o0,0]. Disso temos que r(aa*) = 0. J& como aa* € Ag,, 0
Teorema 2.1.37 e a igualdade C* nos permitem escrever ||al|? = ||aa*|| = r(aa*) = 0, ou

seja, a = 0. O]

Teorema 3.2.18. Sejam A uma C*-dlgebra e a € A. Entao a*a € A,.

Demonstracio. Seja b= a*a € A,,. Pela Proposi¢ao 3.2.8 podemos escrever b = b, — b_
em que by,b_ € A,. Objetivaremos agora provar que b_ = 0, note que com isso teremos
b= by > 0. Considere ¢ = ab_, entao

—c*c=—(ab_)*ab_ = —(b_)*a*ab= —b*bb_ = —b_(by —b_)b_ = —b_byb_ — (b_)> = (b_)3,

note agora que como b_ € A, temos que (b_)* € A,,, de fato, o Teorema 1.4.13 nos
garante que o((b_)?) = (o(b_))* C R,. Disso tiramos que —c*c = (b_)> > 0, logo, pelo
lema 3.2.17 concluimos que ¢ = 0. Note agora que (b_)>
a((b_)%) = (a(b_))® = a(0) = 0, ou seja, o(b_) = 0. Com isso teremos que b_ = 0, de fato,
o fato que o(b_) = 0 teremos que 7(b—) = 0 e como b_ € Ay, o Teorema 2.1.37 nos garante

que ||b_|| =7(b-) =0, ouseja, b=by —b_=0b, € A,. O

= c'c¢c = c*0 = 0 e portanto
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Recordemos ao leitor que para qualquer z € C temos que sua norma é definida por
|z] = V/Zz. Os resultados anteriores nos permitem fazer uma definicio similar para o caso
de uma C*-algebra A e um a € A. De fato, considere a*a € A, temos, pelo Teorema 3.2.18,
que a*a > 0, j4 pela Proposicao 3.2.7 garantimos a unicidade de sua raiz quadrada,
esses resultados nos permitem definir |a| := /a*a. Semelhantemente a essa discussdo,

retornaremos a questao de definir uma ordem parcial em A,,.

Proposicao 3.2.19. Seja A uma C*-algebra e a,b € A,,. Diremos quea < bseb—a € A,.

A relacao < é uma ordem parcial em Ag,.
Demonstracao.

« Reflexividade. Como a — a = 0, basta ver que ¢(0) C [0, 400).

e Simetria. Se a — b > 0, ou seja, o(a) C [0,+00), note que pelo Teorema 1.4.13,
o(b—a) = —o(a—b) (basta utilizar o polindmio —z). Isso implica que o(a—b), o (b—

a) = 0 e portanto a = b.

o Transitividade. Suponha agora que a < be b < ¢, isto é, b —a,c —b € A,.
Usando o fato que a soma de positivos é ainda positiva (Lema 3.2.13) temos que

b—a+c—b=c—a>0,istoé, a<c.

]

Provado que < é uma relagao de ordem parcial em A,,, listamos algumas proprie-
dades elementares que essa relagao satisfaz, como esperado, sdo andlogas a propriedades
bem conhecidas. Sejam a, b, c € Ag,, entao:

i Sea<b entaoa+c<b+c
ii Se A€ Ry ea<b, entao \a < \b;
iii Se a <bentao —b < —a

Aqui o item i) é devido ao Lema 3.2.13, o item ii) ja foi enunciado e provado
na forma da Proposicao 3.2.14 e o item iii) é consequéncia de escrever b — a > 0 como
—a—(=b) > 0.

Estamos finalmente em posigao de caracterizar os elementos positivos em termos

de elementos auto-adjuntos:

Teorema 3.2.20. Seja A uma C*-algebra.

A, ={ad"a:a€ A}
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Demonstragio. (C). Tome x € Ay, entao pela Proposigao 3.2.7 existe um elemento a € Ay

2

tal que a® = z. Ainda do fato que a é positivo, segue que a = a*, e portanto x = aa*.

(D) Ja foi provada no Teorema 3.2.18. O

Proposicao 3.2.21. Se A é uma C*-algebra:

iSeabe Ay, a<bece Aentao c*ac < c*be

ii Se A é unital e a € Ay, entdo a < ||a||14
Demonstracao.

i Suponha que a,b € Ay, a <bece A. Como a < b segue que b —a > 0, assim, pelo

item i) segue que existe d € A tal que b — a = d*d. Dessa forma, o célculo:

c*be — c*ac = " (b— a)c = ¢*d*dc = (dc)*dc,

nos conclui, ainda pelo item i), que ¢*bc — c*ac € A, , isto é, c*ac < c*be.

ii Suponha que A é unital e a € A,,. Como a € A,,, segue, pela Proposicao 1.4.8
e o Teorema 2.3.2 temos que o(a) C [—|a|,]|al]]. Usando o polinébmio —z no
Teorema 1.4.13 temos que —o(a) = o(—a), disso tiramos que o(—a) C [—|a||, ||all]-
Como A é unital, observando que a e ||a||14 comutam, podemos utilizar repetidamente

a Proposicao 1.5.12 e o fato que o(14) = 1 para obter:

o(llallta —a) Co(llal1a) + o(=a)
= o([lal[14) = o(a)
)

= [lallo(14) = o(a)

= [lall = o(a)

C llall + [=llall, e}
= 10, 2]a]]

Desse modo, temos que o espectro de ||al|14—a € A, é real, ou seja, ||al|la—a € A,.
[
Corolario 3.2.22. Se A é uma C*-algebra unital e a,b € A entao:

b*a*ab < ||a*al|b*b.
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Demonstracao. De fato, como a*a € A,, entao pelo item ii. da Proposi¢ao 3.2.21 temos que
a*a < ||a*a||14. Agora usando que a*a < ||a*a||l4 e ¢ = b o item i. da mesma proposi¢ao
temos que

b*a*ab < b*||a*al||14b = ||a*a|b*D.

]

Apresentaremos uma primeira aplicacdo dos elementos positivos, note que junta-

mente com isso estaremos fazendo uma aplicacao do teorema de representacao de Gelfand.

Proposicao 3.2.23. Seja a um elemento inversivel de uma C*-dlgebra A. Nesse caso, a é

unitério se, e somente se, |[a”!|| = [la|| = 1.

1

Demonstragio. (=) Suponha primeiramente que a é unitario, entdo a~' = a* e portanto:

lall* = lla*all = 11| = 1,
la™ | = fla”]l = lla]-
Disso segue que ||a]| = |a™!]| = 1.
(<) Suponha reciprocamente que |la|| = [[a™!|| = 1 e defina b = a*a. Como

a € Inv(A), segue que a* € Inv(A) e disso tiramos que b é inversivel, note também que

b € A,, e pelos calculos abaixo
1=1% = [|a]|* = [la*a] = [18]],

L=la™|* = l(a ") (@)l = lI(a*a)~ | =[5~

temos que ||b]| = ||b7!|| = 1. Considere agora a C*-subélgebra C*(b,b™'), isto é, a C*-
subdlgebra gerada por b e b™1, como 1 = bb~! € C*(b,b™1) e, além disso, b e b~ comutam,
segue que C*(b,b~!) é comutativa e unital. Pelo Teorema de Representagio de Gelfand,
(mais especificamente, pela Observagao 2.3.9) temos que C*(b,b™1) ¢é isométricamente
x-isomorfa a uma algebra C'(X) para um X compacto. Vamos, via a transformacao de

Gelfand, representar o elemento b € C*(b,b~!) como a funcao:

I'(b) : X — C dada por z+— I'(b)(z).

Note que como I' é um homomorfismo unital (no caso um isomorfismo), temos
que b € Inv(A) implica em I'(b) € Inv(C(X)), de fato, (T'(b))~! =T(b~!). O fato de I ser

isométrico nos garante que

IT @)oo = [1Bll = 1 =167 = T(5) " [loo
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nesse caso, ||I'(0)||cc = sup,ex [[I'(b)(x)] = 1. O Teorema 3.2.18 nos garante que b = a*a >
0 e como isomorfismos preservam a positividade segue que I'(b) = I'(a*a) > 0 entao temos

que |T'(b)(z)| = '(b)(x) para qualquer = € X, assim temos
IT ()]l = sup I'()(x).
reX
Temos entao

Tl = supTO)(a) = 1= sup s = 1) .

Isso nos garante que I'(b)(x) < 1 e I'(b)(x) > 1 para qualquer z € X, ou seja, I'(b)(z) = 1
para qualquer z € X, ou seja, ['(b) é a fun¢ao unidade. Ainda por conta de I' ser um
1

isomorfismo segue que b = 1, portanto temos a*a = 1 e disso segue que a= = a*, isto é, a

é unitario. O

3.3 Funcionais Positivos e Estados

Para uma C*-algebra comutativa A, podemos,lancando mao do Teorema 2.3.8
caracteriza-la completamente em termos de seu espago de caracteres /T, nesse sentido,
determinamos a estrutura de uma C*-algebra comutativa em func¢ao de uma representagao
unidimensional. Para o caso de uma C*-algebra nao comutativa o Teorema 2.3.8 ja nao é

mais valido, devemos portanto estudar representacoes de dimensao arbitraria.

Dedicamos este capitulo a introduzir o conceito de funcionais lineares positivos
numa C*-algebra, as inter-relacdes destes com as representacoes serao investigadas na

proxima segao.

Fixado um funcional linear positivo 7 numa C*-algebra A, o usaremos para definir
uma semi produto interno (,|,) em A, bem como uma semi norma induzida || - ||,. Por fim,
quocientaremos A pelo niicleo da norma induzida: N, = {a € A : ||a|l; = 0} e definiremos

um produto interno no espago quociente A/N..

Nesse capitulo usaremos frequentemente a hipétese simplificadora de A ser unital,
essa hipotese nao é necessaria mas a utilizaremos para escapar do uso de unidades

aproximadas, que nao serao tratadas nesse material.

Definicao 3.3.1. Dizemos que um mapa linear ¢ : A — B entre C*-algebras A e B é
positivo se ¢(A,) C By. Noutras palavras, ¢ é positivo se a > 0 implicar ¢(a) > 0.

Observagao 3.3.2. Se A e B sao C*-algebras e ¢ : A — B ser positivo, temos que

©(Asq) C Bsq. Mais que isso, ¢ preserva a ordem nos auto-adjuntos.

o Para a primeira afirmacao suponha que ¢ é uma transformacao positiva e a € A,.
Temos pela Proposicao 3.2.8 que a = ay —ay com a,,a_ € Ay, como ¢ é linear,

concluimos que p(a) = ¢(a;) — ¢(a_) € Bs,.
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« Provaremos agora que ¢ positiva preserva a ordem nos auto adjuntos. Sejam a,b € Ay,
com a < b, isto é, b —a > 0 e como ¢ é positiva, segue que p(b — a) > 0. Pela

linearidade tiramos que ¢(b) — ¢(a) > 0 e portanto ¢(a) < ¢(b).

Exemplo 3.3.3. Considere a C*-dlgebra C([0,1]) e considere a funcao ¢ : C([0,1]) — C
dada por ¢(f) = Jjoy fdp para qualuger f € C([0,1]) e em que p ¢ uma medida de Borel

sobre [0, 1]. Nesse caso, ¢ é um funcional linear positivo sobre C'(X).

Exemplo 3.3.4. Considere a C*-algebra M, (C) e a funcio trago tr : M,(C) — C dada
por (a;;) — tr(a;;) = Yj_; ark, ¢ um funcional linear positivo sobre M, (C). De fato,
caso consideremos uma matriz (a;;) > 0, por defini¢do o seu espectro é real. Agora como
M,,(C) tem dimensao finita, segue que o espectro é o conjunto de autovalores da matriz,

isso e o fato do trago da matriz ser a soma de seus autovalores nos garante que tr(a;;) > 0.

Da maneira com que foi definido, uma funcao linear positivo nao necessita ser
limitada. Se estivermos falando de um funcional linear positivo, ou seja, um mapa linear
positivo da forma 7 : A — C esse serd o caso, investigaremos nessa dire¢ao. Usaremos o

simbolo 7 pra nos referir a funcionais lineares positivos de A para C.

Note que pelo Exemplo 3.2.3 um funcional linear positivo leva elementos positivos

em A para nimeros reais positivos.

Exemplo 3.3.5. Seja A uma C*-dlgebra e (H, ) uma representacao de A num espaco de

Hilbert H. Considere um ¢ € H qualquer e a funcao

7:A— C dadapor a+— 7(a)= (n(a)(,{),

entao 7 é um funcional linear positivo. De fato, como 7 é um *-homomorfismo,
entao pela Observacao 3.2.2 sabemos que dado a € A positivo, segue que w(a) é também
positivo, disso e do Teorema 3.2.20 concluimos que 7(a) = T*T para algum T € B(H).

Dessa forma temos que:
(m(a)C,¢) = (T"T¢,¢) = (T¢,TC) = ||T¢|* > 0,

logo, 7(a) > 0, ou seja, um positivo da C*-dlgebra C.

Lema 3.3.6. Se 7 é um funcional linear positivo numa C*-algebra A tal que exista M > 0

tal que |7(a)| < M para qualquer a € A, com ||a|| < 1, entdo 7 é limitado com ||7|| < 4M.

Demonstragio. Tome a € A com ||a|| < 1. Como visto na prova do Corolario 3.2.9 podemos

escrever a como

a = (a1)y = (@)~ +i(az)y —i(az)-.
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Note que cada um dos membros da soma (a;)y — (a1)- + i(az)y+ — i(az)— tem norma
menor ou igual a 1. Por exemplo, a; = (a 4+ a*)/2 tem norma ||a;]] < 1, e dai também
() = flar), com f(2) i= (o + Jal)/2, tem (@) ]| < [flctwiany < lasll < 1. Dessa
forma, utilizando a hipotese obteremos a desigualdade:

()] = [7((a1)4) = 7((a2)-) +im((a2)1) —i7((az)-)| < 4M.
Agora tomando o supremo sobre a € A com norma ||a|| < 1 obtemos:

||| = sup |7(a)| < 4M.

llall<1

Teorema 3.3.7. Se 7: A — C é um funcional linear positivo, entao 7 é limitado.

Demonstragio. Suponha para obter contradicao que 7 nao ¢ limitado, nesse caso, nao
existe um M > 0 como no Lema 3.3.6, nesse sentido, considere o conjunto S := {a € A, :
lla]| < 1}, |7(a)| ndo é limitada para a € S e portanto existe uma sequéncia (a,) C S tal

que 7(a,) > 2" Vn € N. Definimos o elemento
o
i 2

Note que a estd bem definido, isso é devido ao fato de A ser Banach e a desigualdade
Yo 18] < 324 5 = 1 nos garantir que a converge absolutamente. Note também que
pelo Lema 3.2.13 e Proposu;ao 3.2.14 o elemento Y} _ 1 5F pertente a A,. Agora do fato
que @ = lim;__,,o 3% _ 1 3¢ e da Proposigao 3.2.12 nos garantir que A, ¢ fechado, temos que

a € A;. Do fato que T(ak) > 2% temos que 7(%) > 1, portanto, dado n € N temos

n:1+1+...+1:7'<azl>+ (22)—|— T (; >=7’<2n: 2k> <slg£7-<’§;z> =7(a).

De fato, a sequéncia (Zk 1 “k)l é crescente, no sentido da relacao “<” em A, e como
7 preserva a ordem (Observagao 3.3.2) temos que T (Zk 1 a’“) < 7(a). Naturalmente,
essa conclusao é absurda devido aos naturais serem ilimitados. Segue portanto que 7 é
limitado. O

Veremos que os funcionais positivos codificam muito da informacao de uma C*-
algebra, um dos principais resultados desse trabalho sera devido a construcao de uma

representacao fiel de uma C*-algebra qualquer “dentro” de uma algebra de operadores.

Neste trabalho entenderemos uma forma sesquilinear em A mudando um pouco o
sentido usual, significando que é uma aplicacao (|) : A x A — C linear no segundo fator

e conjugado linear no primeiro fator.
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Definicao 3.3.8. Dada uma C*-algebra A e um funcional linear positivo 7: A — C. A
funcao

(] : Ax A— C, dadapor (a,b)— (alb), =T(a™b),

define uma forma sesquilinear em A. O fato de (:|-), ser linear na segunda coordenada
segue do fato que 7 é um mapa linear, semelhantemente vemos que é sesquilinear na

primeira entrada.

A aplicagao (:|-), pode ser vista como “positiva” no sentido que se a € A é
qualquer, entdo a*a > 0 (Teorema 3.2.18) e portanto, como 7 preserva positividade

(Observagao 3.3.2), temos que 7(a*a) > 0. Em particular, segue que 7(a*a) € R.

Pelas observagoes feitas no paragrafo anterior e na Defini¢ao 3.3.8, temos que

(-|-)- € linear na primeira entrada, (a|a), > 0 para todo a € A. Observando agora que

(alb), = 7(a*b) = 7(b*a) = (bla), concluimos que (-|-),; é um semi-produto interno sobre
A.

A discussdo anterior nos permite definir a semi-norma |la|, = /(ala), e nesse
sentido, ao reparar que a demonstracao da desigualdade de Cauchy-Schwartz pode ser,

sem perda, repetida para semi-normas, podemos demonstrar:

[{alb)-] < llall; - |[bll- Va,bec A

Ou ainda:
|7(a*b)|* < 7(a*a) - T(b*D) Va,b € A.

Nos dedicaremos em breve a provar a desigualdade acima, antes disso, devemos
provar uma proposicao auxiliar. Funcionais lineares positivos tomando da forma7: A — C

levam auto-adjuntos em reais e preservam adjuntas.

Proposicao 3.3.9. Seja A uma C*-algebra unital. Dado 7 : A — C um funcional linear

positivo e a € Ag,, temos 7(a) € R. Como consequéncia, 7(a*) = 7(a) para todo a € A.

Demonstracio. Para a primeira assercao tome a € A,,. Como 7 é um funcional linear
temos que
T((a+14)"(a+14)) = 7(a*a) + 27(a) + 7(1514).

Lembrando que em virtude de 7 ser um funcional linear positivo, para qualquer x € A
temos que 7(z*x) € R, podemos, ao passar 7(a*a) e 7(1%14) para o lado esquerdo da
equagao acima, observar que 7(a) pode ser escrito como combinagao de niimeros reais, isto
é, 7(a) é real. Para a segunda afirmagao tome um a € A qualquer. Pela Proposigao 2.1.12
existem ag,as € Ay, tais que a = a; + ias, dessa forma, 7(a*) = 7(a; — iag), agora note

que, do fato de 7(a;), 7(as) € R :

T(a1) —iag) = 7(ay) —it(az) = 7(aq) +it(az) = 7(ay + iag) = 7(a).
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]

Proposicao 3.3.10. Se 7 : A — C é um funcional linear positivo numa C*-algebra

unital A, entao vale a Desigualdade de Cauchy Schwarz:

|7(a*b)|* < 7(a*a) - T(b*b) Va,b € A.

Demonstragio. Se |T(a*b)| = 0 entdao a desigualdade segue do fato de a*a,b*b > 0 e 7
preservar a ordem. Suponha portanto que |7(a*b)| # 0. Assim, para cada x € R podemos

definir:
z7(b*a)

[m(bra)|

Ay =

Note que pela Proposicao 3.3.9 temos que o, = T:(gblﬁ Considere agora o elemento

a+ a,b € A, utilizando o fato de (a + a,b)*(a + a,b) > 0 e T preservar adjuntos e as

igualdades:
B ) B 3
T = "D T T )
. 7x7'(b*a)7_ ‘0 :m|7(b*a)|2:x7_ ‘q
== T e O

temos entao que

0

IN

((a + azb)"(a + asb))

((a™ +azb")(a + ayb))

(a*a + a,a*b + agb*a + |a,|*b*b)

(a*a) + a,7(a*b) + ap7(b*a) + 2°7(b*D)
(

(

T

T

T

I
\]

\]

a*a) + z|r(a*b)| + z|7(b*a)| + 2*7(b*D)
= 7(a*a) + 2z|7(a*b)| + 2*7(b*D).
Podemos agora definir A = 7(b*b), B = 27(a*b) e C' = 7(a*a) e assim obtendo:

A2+ Bx+C >0 VreR.

Note agora que a equacao acima expressa uma parabola inteiramente acima dos
eixo das abcissas ou com um ponto de interseccao e portanto o seu determinante A deve
ser maior ou igual a zero, ou seja, A = B> —4AC < 0. Renomeando A, B e C desigualdade

anterior nos diz que 4|7(a*b)|* < 47(a*a)7(b*b) e portanto segue:

|7(a*b)|* < 7(a*a) - T(b*D) Va,b € A.
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Semelhantemente ao que ocorre no caso usual, uma primeira consequéncia da

Desegualdade de Cauchy ¢ a continuidade do seu produto interno associado.

Proposicao 3.3.11. Se A é uma C*-algebra unital e 7 : A — C é um funcional linear

positivo entao o semi-produto interno (-|-), é continuo.

Demonstragio. Trata-se apenas de usuar de demonstragao usual: veremos que [(a|b), —
(an|bn)-| tende a zero ao adicionar e subtrair o termo (a,|b), e usuar a desigualdade de
Cauchy-Schwartz. Suponha que (a,) C A, (b,) C Aea, —aeb, — b

[{a|b)r — (an|bn)+| = [(a|b)r — (an|b)r + {an|b)7 — (@n|bpn)-|
= [{a = an|b)-| + [{(an|bn — D)
= [lanlly - 16 = ball~ + lla = anll7 - [|B]]+-

Como |la — ay||; —> 0 e ||b — by||- — 0 segue que (a,|b,), — (a|b)-. O

Provaremos agora uma caracterizacao de positividade para um funcional 7: A —

C numa &lgebra unital, antes disso entretanto, provaremos um lema auxiliar.

Lema 3.3.12. Seja A uma C*-dlgebra unital. Se 7 : A — C é um funcional linear

limitado com ||7]| = 7(14), entao 7(a) € R para todo a € As,.

Demonstragio. Como mostrar que 7(a) € R é equivalente a mostrar que a sua normaliza¢ao
ﬁpertenee aos reais, entao podemos supor que ||7|| = 1. Similarmente, o seguinte fato:

7(a) € R < 7(a/||a||) € R nos permite supor que ||a|| < 1.

Podemos escrever 7(a) = a+ i onde «, € R sdo suas partes real e imaginéria
respectivamanete, provaremos que 3 = 0. Como mostrar que 7(a) € R é o mesmo que
mostrar que 7(—a) € R segue que podemos supor § < 0. Agora observe que o fato de a

ser auto adjunto nos garante que ||a||* = ||aa|| = ||a*|| e portanto, para para n € N temos:

la —inlal* = [[(a —inla)*(a —inla)||

= ||a*a — ina* + ina — n?||

Disso e do fato que [|7]| = 1 segue que:

I7(a —inl)]* < |la —inly||* < 1+ n?

Por outro lado, ainda usando que ||7]| = 1 e da hipdtese que ||7]| = 7(14) temos:

T(a —inlay) =7(a) —inT(1a) = 7(a) —in =a+if —in = a+i(f — n).
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Obtemos portanto a desigualdade | + (8 — n)[* < 1+ n?, calculando o médulo temos

a? + (8 —n)? <1+ n? abrindo essas contas conseguimos:

a?—p*—26n < 1.

Isso é, entretanto, um absurdo, como § < 0, caso assumirmos que g < 0 teremos
—2fn — —+o0o quando n — o0, dessa forma, basta passar o limite n — oo na

desigualdade acima para obtermos um absurdo.

Concluimos portanto que 5 = 0, ou seja, 7(a) = a + i = a € R para qualquer
a € Ag,. O

Teorema 3.3.13. Seja A uma C*-algebra com unidade 14. Seja 7 : A — C um funcional

linear limitado. Entao 7 é positivo se, e somente se, ||7] = 7(14).

Demonstra¢io. (=) Suponha primeiramente que 7 é um funcional linear positivo. Consi-
dere a € A tal que a > 0, nesse caso, pela Proposigao 1.4.10 temos que o(a) C [—||al|, ||al|].
Mantendo esse fato em mente e utilizando o polinémio = — ||a|| no Teorema 1.4.13 temos

que:

o(=a+al1a) = —o(a) + [la]
C [=lall; llall} + ol
= [0, 2]a]l}.

Disso concluimos que —a+||al|14 > 0 e pela Observagao 3.3.2 se extrai que 7(—a+||al|) > 0
Portanto, por linearidade, 7(—a + |ja||14) = —7(a) + 7(||al[14) > 0, e 7(a) < 7(|Ja]|14) =
llal|T(14), assim, 7(a) < ||a||7(14) para qualquer a € A,. Agora considere x € A qualquer,
usaremos a desigualdade de Cauchy e o fato de z*z ser positivo (Teorema 3.2.18) para

fazer os seguintes calculos:

7(@)]* = |r(@1a)* < 7(2"2)7(151)
T(La)7 (")
(La)7(La)l[z"2|
(La)?

T(La)*[ll.

IN
\]

Temos entao que |7(z)|? < 7(14)?||2[|?, notando que o fato de 14 ser positivo implica
que 7(14) > 0 podemos concluir que |7(z)| < 7(14)||z||. Do fato de 7 ser um funcional
complexo, tiramos pelo Teorema 3.3.7 que 7 ¢ limitado, portanto, pela desigualdade que
acabamos de demonstrar segue que |7| < 7(14). Ainda nesse sentido, 7(14) < [[14]| = ||7]],

concluimos entao que ||7]| = 7(14).

(<) Suponha agora que ||7]| = 7(14). Seja a € Asq, queremos concluir que 7(a) > 0,

como provar esse fato é equivalente a provar a assercao analoga usando o a normalizado:
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T(ﬁ) > 0, podemos portanto supor, sem perda de generalidade, que ||a|| < 1. Utilizando
o Lema 3.2.11 obtemos que o fato de a ser positivo é equivalente a |1 — a|| < 1 (note que
utilizamos a majoragao |la]| < 1). Como 1 — a é auto adjunto, o Lema 3.3.12 nos garante

que 7(1 — a) é real, disso e da hipétese ||7]| = 7(14) temos:

Tl —a) <[r(l—a)| < |1 —af < 1.
Obtemos portanto o resultado desejado pois 1 — 7(a) = 7(1 — a) < 1 implica que
7(a) > 0. O
Corolario 3.3.14. Se 7, 7’ sdo funcionais lineares positivos numa C*-algebra unital A,

entdo temos o seguinte: |7+ 7'|| = ||7|| + ||7']]-

Demonstracao. De fato, a soma de funcionais lineares é um funcional linear e usando o
Teorema 3.3.13 a positividade de 7 e 7/ sdo equivalentes a ||7]| = 7(14) e ||7']| = 7/(14).

Além disso, basta notar que
17+ 171 = 7(1a) + 7' (1a) = (7 + 7)(1a) = 17+ 7,
e a demonstragao segue pelo mesmo teorema. m

Definicao 3.3.15. Dizemos que um estado numa C*-algebra A é um funcional linear
positivo em A que é de norma 1. Denotamos o conjunto de todos os estados de A por
S(A). Naturalmente, em vista do Teorema 3.3.13, no caso de A ser unital podemos dizer

que 7 é um estado se, e somente se, 7(14) =1 = ||7]|.

Exemplo 3.3.16. Seja A uma C*-dlgebra e (7, H) uma representacao, a funcao 7 definida

como no Exemplo 3.3.5 é um estado no caso de m(1) =id e ||{|| = 1.

Proposicao 3.3.17 (Desigualdade de Kadison). Seja A uma C*-dlgebra e 7 € S(A).
Entao
I7(a)|* < 7(a*a) Va € A.

Demonstracao. Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos:
I7(b*a)]* < 7(b*b)T(a*a) Va,b € A.

Aplicando-a para b € A tal que ||b]| < 1, temos |7(b*a)|* < 7(a*a) para qualquer a,b € A
e ||b]] < 1. De fato, como pelo Teorema 3.2.18 b*b > 0 segue pela Observagao 3.3.2 que
7(b*b) > 0, disso temos que 7(b*b) = |7(b*b)|. Agora usando o Teorema 3.3.7 temos que 7T

é limitado, usando agora que 7 € S(A) obtemos:
[ (0*0)] < [I7I - [|o"0ll < [I=I[ - []o]l - o[ < [l - 1 = 1.

Logo
|7(b*a)]* < 7(b*b)7(a*a) < T(a*a). (3.1)
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Entao a desigualdade desejada segue por Cauchy-Schwartz. A fim de continuar a demons-

tracao, nos dedicaremos agora a provar um resultado auxiliar:

Lema 3.3.18. Seja A uma C*-dlgebra e a € A. Entao

n@m(aa*)%a =a e lim a(a*a)% = a.
Demonstracio. Usando o fato que a*a € A é um elemento normal e o Teorema 2.4.9,
obtemos para cada n € N uma fungao “raiz n-ésima” f, € %o(o(a*a)) definida por
Fult) =t isto é, a funcdo que leva um elemento ¢ € o(a*a) no elemento f,(t) ao qual,
vale f,(t)* = t. Usando o caleulo funcional continuo, temos (a*a)w = f,(a*a) € A.
Provaremos o seguinte fato: Para isso, vamos demonstrar que |la — (aa*)wal| — 0 quando

n — 00, aplicando a igualdade C* obtemos:

la — (aa*)7al* = ||(a - (aa*)wa)(

= [|aa* — aa*(aa™)

S|

— (aa*)wa)"||

— (aa*)waa* + (aa®)waa* (aa*)7|).

3=

Para facilitar os calculos, renomearemos aa™ para x :

1 1 1 1 1 1 1 1
|z —zar —arne +anzer|| < ||z — x| + ||zrne — acrhaay||

<& — zzn || + |Jax]| - |z — zz=]].

Basta entdo que argumentemos que = — 1 sempre que n —s oo. Como exposto na
Observagao 2.4.10, a fungao f,, obtida do calculo funcional é um *-isomorfismo isométrico,
ou seja, os espagos %o(o(z)) e C*(x) sdo isomorfmos como C*-dlgebras. Nesse sentido,
para cada n fixado temos g,(z) = z = zrw € C*(z), onde g, é uma funcao dada por
gn(t) ==t —t -t =t — 5. O maximo desta funcdo no intervalo [0,1] D o(a) é atingido

em ¢, := (1+ )™ (note que ¢, — e~ < 1). Temos entdo que

1 1 B 1 B
o = | = llgall = sup lgn()] < galtn) = (14 ) (1‘<”n> )%0.

teo(x

Isto demonstra o primeiro limite do enunciado. O segundo ¢é andlogo, e também segue do

primeiro trocando a por a*. O

Agora, para terminar a demonstracao da desigualdade de Kadison, basta substituir

em (3.1) b, = b = (aa*)x, obtendo
|7(bpa)|* < 7(a*a).
Tomando o limite em n — oo e usando o lema anterior, concluimos a demonstracao:

[m(a)]* < 7(a%a).
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Teorema 3.3.19. Se a é um elemento normal de uma C*-algebra unital A, entdo existe

um estado 7 de A tal que |7(a)| = ||al.

Demonstracio. Considere A uma C*-algebra unital e a € A um elemento normal, nesse
caso, C*(1,a) é uma subdlgebra comutativa. Pelo Teorema 2.3.8 existe um *-isomorfismo

isométrico I' : C*(1,a) — C*(1,a) e entdo |la|]| = |T'(a)| = |ja]| = SUD_ i) la(p)].

Como C*(1, a) é unital, segue que C*(1,a) é compacto e portanto exite um ¢ € C*(1,a)
tal que [laf) = [i(a)].

Usando o Teorema de Hanh-Banach (Teorema 1.4.20) temos que para o subespago
C*(1,a) C A e o funcional ¢ : C*(1,a) — C, existe um funcional 7 € A* que estende ¢
e |I7]] = |l¢l] = 1. Como ¢ é um caractere numa algebra de Banach unital, entdo como
explicitado na Observagao 1.5.5 temos ¢(1) = 1, como 7 é uma extensao de ¢ e tem a

mesma norma entao:
(1) = (1) = [[ell = |I7].

Dessa forma, 7 € S(A), e como T estende ¢ temos |7(a)| = |p(a)| = ||a]|. O

Proposicao 3.3.20. Seja 7 um funcional linear positivo sobre A. Entao

i Para cada a € A, 7(a*a) = 0 se, e somente se 7(ba) = 0 para qualquer b € A;
ii Para cada a € A, 7(a*a) = 0 se, e somente se 7(ab) = 0 para qualquer b € A;

iii Se A é unital, entdo qualquer a,b € A temos 7(b*a*ab) < |la*al|7(b*b).
Demonstracao.

i (=) Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e o fato da operagao * nos garantir

uma bijecao de A em A temos

[7(ba)|* = |7((0")*a)* < 7(a”a)T((b")"b") = 0.
Portanto segue que 7(ba) = 0 para qualquer b € A.
(<) Se 7(ba) = 0 para qualquer b € A basta pegar o caso b = a*.

ii Basta repetir o argumento dado no item i), mas dessa vez trocando a por b e usando

a desigualdade de Cauchy da seguinte forma:
[m(ad)[* = |7((a")*b)|* < 7(b"b)7((a")"a”) = 0

iii Note que o Coroldrio 3.2.22 nos garante que b*a*ab < ||al|?b*b e usando o fato de 7

preservar a positividade temos

b*a*ab < ||a||?b*b = 7(b*a*ab) < ||a*alT(b*D).
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]

Fixado um funcional linear positivo 7 : A — C e defininindo o conjunto N, a

seguir, note que a proposicao anterior nos permite verificar as seguintes igualdades:

N, i={a€ A: fall =0} = {a € A 7(a%a) = 0}
={ae€ A:7(ca) =0Vce A}
={acA:7(b’a) =0Vbe A}
={aec A:(bla), =0Vbe A}.

T
T

Escrevendo N, dessa maneira teremos mais facilidade para provar a proposi¢do seguinte.

Proposigao 3.3.21. Seja 7 : A — C um funcional linear positivo, o conjunto N, definido

anteriormente é um ideal a esquerda fechado de A.

Demonstracao. Sejam z,y € N, c,b € Ae X € C, entao os calculos:
T (x+y) =70+ by) =70"2) +7(b*'y) =0+0=0

T(b*Ax) = 7(A\b"z) = At (b"z) = A0 =0
7(c(ax)) = 7((ca)z) =0,
provam que N, é um ideal a esquerda. Estabelecido isso, provaremos que N, é fechado,

seja (z,) C N, tal que x,, — x, veremos que z € N,. Mas como é bem conhecido que o

produto interno (-|-) é continuo, se x — x,, — 0 temos
(Bhnbe — (blade = (Bl = 2a)s —> (B0}, = 0.
Portanto, para n suficientemente grande, temos (b|x,), = (b|z),, ou seja, (b|x), =0. O

Baseando-se no semi-produto interno (-|-); e no ideal N, podemos definir um
produto interno relacionado ao tomar o espago quociente A/N,. Para isso, defina a relacao
de equivaléncia a ~ b se a — b € N, ou seja, (c|la), = (c|b), para todo ¢ € A. Note que
é de fato uma relagao de equivaléncia, a simetria e reflexividade sao imediatas para a

transitividade basta supor a ~ b e b ~ c e tomar d € A qualquer para obter:

(dle—a); ={dlc=b+b—a), ={dlc=b); +{(dlb—a); =0+0=0
Proposicao 3.3.22. Seja A uma C*-algebra unital, 7 : A — C um funcional linear
positivo e N; = {a € A: (bla), = 0 Vb € A} entdo a fungao:

A A
(-, ¥ X C dado por (a+ N,;,b+ N,)+— (a+ N,;,b+ N,) :=7(a*b)

estd bem definida e é um produto interno sobre o espago vetorial A/N,.
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Demonstracao. Provaremos a boa definicao da operacao apresentada e depois argumenta-

remos que € de fato um produto interno:

« Boa defini¢ao. Sejam (a; + N, by + N;) = (as + N, by + N, ), entdo a; — as € N;
e by — by € N,, dessas afirmacoes segue, usando os itens i) e ii) da Proposicao 3.3.20

e o discutido na caracterizacao de N,

a; —as € Ny = 7((a; —ag)e) =0 Ve e A,
b — by € N, = T(C(bl —b2>> =0 Vce A.

Desejamos obter a igualdade 7(ajb;) = 7(a3bs), vamos escrever uma condicao equi-
valente, note que a igualdade desejada é o mesmo que 7(ajb; — a3by) = 0, podemos

entao escrever
0= T(aibl — a;bQ) = T(Cf{bl — a;bl + aébl — a;bg) = T((a1 — ag)*bl) + T(a;(l?l — bg))

Nessa forma, para provar a proposigao basta tomar ¢ = aj em 7(c(by — by)) = 0 para
qualquer ¢ € A e, ao notar que a; — as € N, implica em (a; — ay)* € N, (basta
lembrar que * é isometria), resta tomar ¢ = b; em 7((a; — ag)c) = 0 para qualquer

¢ € A. Segue entao a boa definicao do produto interno.

« Produto interno: A excecio da propriedade (a+ N ja+ N,) =0 < a+ N =0 Va+
N € A/N, todas as outras propriedades de produto interno derivam automaticamente
do fato de (-|-) ser um semiproduto interno.

Nesse sentido, seja a + N, € A/N tal que (a + N;|a + N;) =0, ou seja, 7(a*a) = 0.

A Desigualdade de Cauchy Schwartz nos permite concluir que:

I7(a*b)|* < 7(a*a) - 7(b*D) Va,be A = 7(a*b)=0 Vbe A,

3.4 Construcdo GNS

Nessa secao apresentaremos um dos principais resultados da teoria de algebras de
operadores: a construcao GNS, referida desse modo em homenagem aos matematicos Israel

Gelfand, Mark Naimark e Irving segal.

Embora na teoria geral de algebras de operadores a construcao GNS tenha um
papel protagonista, para os objetivos desse trabalho ela sera utilizada como um lema

técnico objetivando a prova do teorema de Gelfand-Naimark.

E importante explicitar que aqui serd feita a hipétese simplificadora da C*-dlgebra

A ser unital, essa hipotese nao é necessaria e o teorema vale também no caso nao unital.



Capitulo 3. Representacies de C*-Algebras 135

Fizemos essa abordagem aqui para evitar o uso de unidades aproximadas e facilitar a

prova.

Definicao 3.4.1. Fixados os espacos vetoriais V' e W, denotaremos o espaco de todas as

transformacoes lineares de V' para W por L(V,W). No caso de V' = W denotamos L(V).

Teorema 3.4.2. Seja X um espago com produto interno. Nesse caso existe um espago de
Hilbert H tal que X é isomorfo a um subespago denso de H. Também temos que o espago

H ¢é inico a menos de isomorfismos.

Teorema 3.4.3. Seja X um espacgo vetorial normado e T': X — X uma transformacao
linear. Se T" for uma transformagao linear limitada, isto ¢, existe ¢ > 0 tal que ||Tz|| < c||z||
para qualquer x € X, e seja Y o completamento de X como espaco de Banach, entao

existe uma Unica extensao:
Ty Y — Y

tal que ||Ty || < c.

Teorema 3.4.4 (Construgao GNS). Seja A uma C*-algebra unital. Dado um funcional

linear positivo 7 : A — C entao existe uma tripla (7., H,, () tal que:
e H, é um espaco de Hilbert;
e m.: A— B(H,) é uma representagao;
e (, € H, é um vetor ciclico tal que

IG-IZ = lI7ll e 7(a) = (G mr(a)Cr).

Demonstracao. Para facilitar a exposicao, dividiremos a prova em algumas etapas:

i Considere o espago H? := A/N, munido do produto interno (-, -) da Proposicao 3.3.22.
Use o Teorema 3.4.2 para considerar H, o completamento de H; como espaco de

Hilbert. Considere também a norma || - || induzida pelo produto interno (-, -). Defina

o A— L(H)

a— 7m2(a),
onde

n(a) : HY — H. édada por (+ N, — 7 (a)(¢ + N;) :=al + N,.

Faremos as seguintes observagoes:
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« Fixadoum a € A, 72(a) estd bem definido. De fato, sejam (; + N, = o+ N, isto
é, (1 — (3 € N,, a Proposicao 3.3.21 nos garante que N, é um ideal a esquerda e

portanto, a((y — (2) = al; — als € N;, equivalentemente, 72(a)((1) = 72(a)((a).

o my é um homomorfismo de algebras. De fato, sejam a,b € A e A € C, temos

entao:

(m7(a)m2(0)) (¢ + N7) = w2(a)(m2(b) (¢ + N-))
= 72(a) (b + N,)
= abC + N-
=m(ab)((+ N,)V(+ N, € H?

(m7(a) + 72(0)) (¢ + N7) = m2(a)(C + N-) + 77 (0) (¢ + N7)
= al + N, +bC+ N,
= al + b + N,
=(a+b)(+ N;
=m(a+b)((+N;)V(+ N, € H?

(m7(Aa)) (¢ + N-) = AaC + N-
= ANa¢ + N;)
=m(a)((+ N;)V(+ N, € H

« Fixado a € A temos: (72(a)(( + N;),n+ N;) = (( + N, m2(a*)(n+ N,)) para

T

quais quer n + N, ( + N, € H?. De fato:

(m7 (@) (C+ N7 ), n+-N7) = (alHNo, t-Ne) = 7((alH+No )" (n+N7)) = 7(Ca™n+Ny).

(C+Nr, w2 (a”)(n+N7)) = ((+N7, an+N7) = 7((C+N;)" (0" n+N;)) = 7(Ca™n+N;).
Concluimos entao que 72 : A — L(72) é um *-homomorfismo bem definido.

ii Seja a € A fixado, nos dedicaremos agora a “estender” 72(a) & um operador limitado
no espaco de Hilbert H, de modo da obter a funcao w, : A — B(H,). Para isso,

tome ¢ + N, € H? e, recordando do item ii. na Proposi¢ao 3.3.20, note que:

172 (a)(¢ + No)|1? = {a¢ + Ny, a¢ + N;)
= 7((a¢)"*(a())
= 7(¢"a"a()
< [lal*r(¢*D)
= [lall*(¢ + N;,¢ + N;)
= lall* - I + N.||.
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O célculo precedente nos garante portanto que ||[72(a)(¢ + N.)|| < |lal| - [I€ + N-||
para qualquer escolha ¢ + N, € H?. Usando agora o Teorema 3.4.3 sabemos que
existe uma extensao m,(a) € B(H,) de 72(a) com |7, (a)| < |la]|. Note que 7, e 7

sao continuos. Garantimos entao a boa definicdo da funcao

7w, : A— B(H,;) dadapor a+—— 7,(a),

concluiremos agora que o par (H,, ) é uma representagao. Para verificar que .,

é um *-homomorfismo, sejam a,b € A e A € C, tome também x € H, = nesse

A
N,
caso, existe uma sequéncia (¢, + N;) C H? tal que (,, — x. Note que o fato de 72
ser um *-homomorfismo, bem como a continuidade das operacoes envolvidas e de 7,

e 77, além do fato que 7, estende 77 nos permitem verificar as seguintes propriedades

mr(a+b)(x) = 7 (a+b)( lim (¢ + N;))
(a@+b)(Cutr)
= lim_72(a+b)(¢otr)
= lim_77(a)(Gu+ N;) + lim 7 (b)(Go + ;)
= m,(a)(x) + 7 (b)(2)

= hm m(a +
+

mr(Aa)(z) = mr(Aa)( lim ((u + Nr))
= lim_m-(Aa)(Ga + N7))
= lim_72(Aa)(Ga + nr)
= lim Am2(a)(Cn + Nr)
= A2 (a)( lim (G, + N7))

= Am-(a)(z)

mr(ab)(z) = mr(ab)(lim (G, + N-))
= lim m(ab)(G, + N-))
= lim 77(ab)(¢, + N7)
= lim_(m7(a)(Gy + N7 (0) (G + )

= w2 (a)( im_ G + N (0)( Jim G+ V)
— (@) (@), () (x)
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7 (a*) () = 7, (a*)(lim G, + N;)
— lim_7, (@) (G + ;)
= lim w2(a")(Gu + No)
= lim (72(0)(Gu + o)’
— (w2(a)( lim_G,+ N —7)"
— (m,(a)(x))"
Segue entao que m, ¢ um *-homomorfismo, como por definicio o completamento H.

é um espago de Hilbert, segue que (H,,m,) é uma representagao.

iii Defina agora o vetor (; := 14 + N, € H? C H,, mostraremos que ¢, é um vetor
ciclico. Note que 7,(a)(, = ala + N, = a + N, dessa forma o conjunto 7, (A)(, :=
{m(a)(; : a € A} éigual a H?. Por construgao de H,, o completamento como espago

de Hilbert de H? temos que 7, (A)(, é denso em H,. Portanto (, é ciclico.

iv. Provaremos as duas igualdades referentes ao vetor ciclico (. Por hipodtese, a algebra
A é unital e 7 é um funcional linear positivo, o Teorema 3.3.13 nos permite portanto

escrever ||7|| = 7(14). Concluimos portanto:

161 = {6 &)
(1a+ Ny la+ Ny

=7(1414)

=7(1a)

= [I=ll-

Temos também:

<<7'7 WT(G)<7-> = <1A + NT; a—+ NT)
= 7(15a)

- 7(a)

]

Observacao 3.4.5. Dado um funcional linear positivo 7 : A — C, chamamos a funcao
7w, : A — C do Teorema 3.4.4 de representacio GNS associada, ou ainda, representacao
GNS.

3.5 Teorema de Gelfand - Naimark

Nessa secao nos dedicaremos inteiramente a provar o resultado principal desse

trabalho. Obteremos aqui o que é chamado de caracterizagao concreta de uma C*-algebra
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A qualquer significando que, em oposicao a sua caracterizacao abstrata vista na Defini-
¢ao 2.1.18, A serd vista como uma C*-subdalgebra de uma algebra de operadores, isto é,
um B(H) onde H é um espago de Hilbert.

Lema 3.5.1. Seja I um conjunto de indices, { H;};c; uma familia de espagos de Hilbert,
{m;}icr uma familia de *-homomorfismos da forma m; : A — B(H;) e definindo:
H=@H e n=Fm:A— B(H).
iel iel

Entéo temos que ||7(a)|| = sup,¢; ||mi(a)]].

Demonstragio. Sabemos que m(a)(¢;) = (mw(a)(;)icr, € que a norma de 7(a) é dada por
[7(a)l| = supy¢, <1 Im(a)(G)]| onde a norma de ((;)ier ¢ a norma no espago de Hilbert
Buer Hi, ou seia, [(Gictll = (Sier [1Gl12)? . Denotaremos sup,e, ||m(a)]| = M, note agora
que pelo fato de m(a)(¢;) = (7(a)(;)ier ser um elemento de @,c; H; e um operador limitado
e assumindo que ||(;|| < 1 temos

1

(Z ||m~<a>cz~||2>é < (Z Imi(a) - ||<i||2) < (Z M?HQHQ)é Y (Z ||@||2)2 <M

el el iel el

D=

O célculo acima nos garante que ||7(a)| = sup, <1 [|7(a)(G)| < M, resta provar que
M < ||z(a)||. Para isso, basta ver que ||m,(a)|| < ||7(a)| para iy fixo. Se (;, € H;, e
ICio Il < 1 considere ¢ = (¢;) onde

Ci - Cioa Z - Z'O
0 c.c
Entao teremos ||m;,(a)G, || = ||7(a)C]|| de fato, pela defini¢ao de ¢; temos

Ir(a)c] = (Z ||m-<a><iu)2 — ma(@)Call

iel
Similarmente temos ||¢|| = ||, || e portanto, supondo [[¢]| < 1 temos
I (@)l = limio (@)Gioll < N (@)l - 1Gio || < I (a)]]
Segue portanto que ||7(a)| = M = sup,¢; ||mi(a)]|. O

Teorema 3.5.2 (Teorema de Gelfand-Naimark). Seja A uma C*-dlgebra, entao existe

uma representacao fiel (isométrica)
m: A— B(H)

de A sobre um espago de Hilbert H. Entao co-restringindo o contra dominio B(H) para a

imagem de m achamos um *-isomorfismo isométrico de A para uma C*-subélgebra m(A)
de B(H).
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Demonstracio. Como a unitizacao A' de A é C*-4lgebra e a inclusdo candnica A — A' é
um *-homomorfismo isométrico, substituindo A por sua unitizacao, podemos supor sem

perda de generalidade que A é unital. De fato, como exibido no diagrama abaixo:

A AN —— B(H)

Basta entdo provarmos que existe um *-homomorfismo isométrico 7! entre A! e
B(H) e entdo usar a inclusao ¢ : A —» A! para obter o novo *-homomorfismo isométrico
mt: A— B(H).

Assumimos entao que A é uma C*-dlgebra unital. Dado um estado 7: A — C

consideremos a representacao G/N S associada
7w, A— B(H,),

com vetor ciclico ¢, € H,. Como a soma direta de espacos de Hilbert é ainda um espaco de
Hilbert e pela Proposicao 3.1.8 a soma direta de representagoes é ainda uma representacao,

podemos considerar a representacao :

D WT_>B( D HT).

TES(A) TES(A)

Chamando m = @,cg(4) Tr € H = @,cg(4) H; provaremos que (H,7) é a represen-
tagdo procurada, isto é, falta provar que 7w é uma isometria. Pelo teorema 2.3.1 temos
automaticamente que ||7(a)|| < ||a||, devemos demonstrar a desigualdade contréaria. Usando

o Lema 3.5.1, objetivamos obter:
sup [mi(a)|| = lall
el

Para isso, basta mostrar que dada a € A, existe 7 € S(A) tal que |7 (a)|| > |la||, da
constru¢do GNS (Teorema 3.4.4) temos 7(a) = (¢, 7,(a)(,). Note agora que como por
hipétese 7 € S(A) e pelo GNS: ||¢]|? = ||7]|* = 1, temos entao:

7(a*a) = (G-, m(a"a)(r) = (G () w7 (a)Gr) = (mr(a)Cr, mr(a)Gr) = [Imr ()| < [l (a) 1.

Como A é uma C*-algebra unital, aplicando o Teorema 3.3.19 no elemento normal

a*a temos que existe 7 € S(A) tal que 7(a*a) = ||a*al| = ||al]?, logo:
la]l* = lla*a]| = 7(a"a) < ||+ (a)||*.

Disso segue que [la]| < [|7-(a)l], de fato, [|7(a)|| = sup;c; |ms(a)]| = [l7-(a)[| = [la]|, dessa
forma 7 é uma isometria e portanto achamos uma representacao isométrica, e portanto
fiel. O
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O teorema anterior é uma caracterizacao de uma C*-algebra qualquer, usualmente,

¢ 1util ter em mente a seguinte consequéncia do Teorema de Gelfand-Naimark:

Corolario 3.5.3. Toda C*-algebra é isometricamente *-isomorfa a uma C*-algebra con-

creta de operadores num espago de Hilbert.
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A Apéndice

O processo de unitizacao de uma C*-algebra pode ser feito por meio de outros
métodos, no que sera exposto aqui objetivamos ainda associar a cada C*-algebra A uma
outra C*-algebra -dessa vez unital- que contenha A como ideal, dessa maneira pensando
que A esté contida nessa nova algebra unital. Entretanto o modo escolhido para criar essa
C*-algebra unital, denotada aqui por M(A), é um pouco mais surpreendente em relagao

ao caminho enveredado na segdo 2.1 desse material.

Enfatizamos aqui que a utilidade da algebra M (A) estd longe de ser exaurida pelos

propositos desse apéndice.

Definicao A.0.1. Definimos um duplo centralizador de uma C*-adlgebra A como uma

par ordenado (L, R) de mapas lineares limitados de A em A tal que

L(ab) = L(a)b, R(ab) =aR(b) R(a)b=aL(b).
Denotamos o conjunto de duplos centralizadores de uma algebra A por M(A).

Note que fixando um ¢ € A e definindo os seguintes operadores lineares limitados:
L., R. : A — A definidos por L.(a) = ca e R.(a) = ac temos que eles obedecem as
condigoes da Definicdo A.0.1 e portando (L., R.) é um duplo centralizador.

Agora vamos checar que as normas de L. e R, como operadores sdo ambas iguais a

norma de ¢ como vetor

Proposicao A.0.2. Fixando um ¢ numa C*-algebra A teremos que || L.|| = || R.|| = ||¢]|-

Demonstragio. Vamos provar que || L.|| = ||c|| a igualdade || R.|| = ||c|| segue analogamente

Para provar ||L.|| < ||c|| usaremos o fato de que Lc é limitada. Tome a € A temos

entao que ||L.(a)|| < ||c|| - ||a|| e entdo obtemos que || L.|| < ||c]|.

Resta verificar que ||c|| < ||L.|| basta mostrarmos que ||c|| € {||¢b|| : ||b|| < 1}. Tome
b= ﬁ, entdo ||b|| = 1 e usando a igualdade C* temos que ||cb|| = Hﬁii” = H||CCH||2 = ]|
Segue portanto que ||c|| < ||Lc]|-

Procedendo analogamente para R. obtemos que ||L.|| = || R.|| = ||¢]|- O

Vamos agora definir uma norma para o espago M(A) do seguinte modo | - || :
M(A) — R dado por |[(L, R)|| = ||L|| = || R||- Para fortalecer nossa preferéncia por essa

opg¢ao provaremos o seguinte lema.

Lema A.0.3. Se (L, R) é um duplo centralizador de uma C*- algebra A, entao ||L|| = || R||.
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Demonstragao. Seja (L, R) um duplo centralizador de uma C*- dlgebra A e ab € A.
Usando a igualdade C* teremos que [|L(b)|| = supjq<1|/aL(b)||. De fato, para ||L(b)| <
supjaj<i[|aL(d)| basta tomar @ = FE entdo [lal| = 1 e [laL(b)[| = BEEFEL = |[L@)],
disso segue que [[LB)] € {aL)] < lla < 1} e portanto L) < supjyy< [aLb)].
Para a outra desigualdade provaremos que |[aL(b)|| é cota superior do conjunto {||aL(b)|| :

la]| < 1}, para isso suponha |la|| < 1, disso temos que |[aL(b)|| < ||a|| - ||L(b)|| < ||L(b)]|-

Por defini¢ao temos que ||aL(D)|| = ||R(a)b|| < ||Rall-||b|| < [|R]]-||a| -||b]|. Podemos

entao fazer o seguinte célculo:

L) < sup [laL(b)|| < [|&]} - [[bll

llal|<1
garantimos entao que ||L|| < ||R||.
Basta proceder analogamente para a outra desigualdade. Temos que ||R(a)b|| =
[aL®)|| < [[L]| - llall - [[b]| e pela igualdade C* extraimos que |[Ra|l = supjp<1 [ Ra(D)]]-

Desse modo o calculo
| R(a)|| = sup [[R(a)b]| <[[L] -],

floll<1

nos garante que ||R|| < ||L||. Segue portanto que ||L|| = || R||. O

Objetivaremos definir as operagoes algébricas necessarias para tornar M (A) numa
C*-algebra.

Nos dedicaremos agora a munir M(A) de uma estrutura de algebra. A soma,
multiplicagao por escalar e composicao de mapas lineares e limitados ¢ ainda um mapa
linear limitado, verificaremos que os pares ordenados (L; + Lo, Ry + Ry), (AL1, ARy) e
(L1 Ly, RoRy) s@o duplos centralizadores se (Ly, Ry), (L2, Re) € M(A) e A € C (estamos
omitindo a notagao de composigao de fungoes). Dessa forma, objetivamos definir em M (A)

a seguinte estrutura de algebra:
+: M(A) x M(A) — M(A), dado por ((L1, R1), (La, R2)) — (L1 + Lo, Ry + R>2)

-1 Cx M(A) — M(A) dado por (X, (L1, Ry)) — (AL1, ARy)
-t M(A) x M(A) — M(A) dado por ((L1, Ry), (L2, Ry)) — (L1La, RoRy).
e se os pares (L1, Ry) e (Ls, Ry) s@o duplos centralizadores de uma C* - dlgebra A

entdo (Ly + Lo, Ry + Ry) é um duplo centralizador de A. De fato, sejam a,b € A,

entao:
(Ll -+ Lg)(ab) = Ll (&b) -+ LQ(Gb) = Ll(a)b -+ LQ((I) = (Ll -+ Lg)((l)b,

(R1 + Rz)(ab) = Ry(ab) + Ra(ab) = aRy(b) + aR2(b) = a(Ry + Rs)(b),
(R1 + R2)(a)b = Ry(a)b+ Ra(a)b = aly(b) + als(b) = a(Ly + Lo)(b).



Apéndice A. Apéndice 144

« Veremos agora que se A € C e (L, Ry) é um duplo centralizador de uma C*-algebra

A, entao (ALy, ARy) é um duplo centralizador de A. De fato, sejam a,b € A, entdo:
(AL1)(ab) = AL(ab) = AL(a)b = (AL)(a)b,

(AR)(ab) = AR(ab) = MaR(b) = a\R(b) = a(AR)(D),
(AR)(a)b = AR(a)b = AaL(b) = aAL(b) = a(AL)(b).
» Resta apenas provarmos que se (L, R1) e (L, Ry) forem duplos centralizadores de

uma C*-dlgebra A entéo (L Lo, Ry R1) também é um duplo centralizador de A. Tome
a,b € A entao:

(L1 Ly)(ab) = Ly(Lo(ab)) = Ly ((Lsa)b) = Ly (Lsa)b = (L, L) (a)b,

(R2R1)<ab) = RQ(Rl (ab)) = RQ(GRl (b)) = aRQ(Rl (b)) = CLRQRl (b),
(RoR1)(a)b = Ro(Ria)b = RyaLsb = aLy(Lsb) = a(LyLy)(b).

Com essa discussao bem estabelecida podemos fazer a seguinte proposicao

Proposigao A.0.4. Munindo M(A) das operagoes de espago vetorial +((Lq, Ly)) =
(L1 + Lo, By + Ry), <(A\, (L1, R1)) = (AL1,ALz) e (L1, Ra), (Lo, R2)) = (L1La, RoRy),
V(L1, Ry), (Lo, Ry) € M(A) e YA € C. A tornamos numa &lgebra.

Demonstracio. A boa definicdo das operagoes apresentadas é garantida pela discussao

acima. Ja a prova das propriedades de algebra é trabalhosa mas direta. O

Note que as operagoes de soma vetorial e multiplicacdo por escalar definidas em
M (A) é a operagao restrita do espago B(A) @ B(A) = B(A) x B(A), com isso em mente,

provamos a préoxima proposicao. Lembre que munido com a norma do maximo:
105, )| := max{[[S1|, [T}

B(A) @ B(A) é um espago de Banach. Note também que restringindo essa norma para o
conjunto M(A) temos a norma ||(L, R)|| = || L]| = || R]|.

Proposigao A.0.5. Se A é uma C*- algebra, entdo M (A) é um subspago vetorial fechado
de B(A) & B(A). Desse modo, M(A) é um espaco de Banach.

Demonstragio. M(A) # 0, de fato, é direto verificar que (Id, Id) € M(A) onde Id é o
mapa identidade. Também note que M (A) C B(A) @ B(A). A verificagdo de que M(A)
¢é fechado pelas operagoes de soma vetorial e multiplicagao por escalar ja foi feita na

Proposicao A.0.4.
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Para verificar que M (A) é fechado considere uma sequéncia ((L,, R,)) C M(A) tal
que (Ly, R,) — (L, R), provaremos que (L, R) € M(A). Como (L,, R,) converge para
(L,R) :

Ve > 0, AN € N tal que para n > N, |[(L, — L, R, — R)|| < e. Como ||(L,, —
L, R, — R)|| = ||L, — L|| = || R — RJ| entdo dado um € temos que existe um N grande
tal que ||L, — L|| < e e |R, — R|| <€, ou seja, L, — L e R, — R. Como A é Banach,
o limite de mapas lineares limitados é ainda um mapa linear limitado (B(A) é fechado),
resta apenas verificar que (L, R) é um duplo centralizador. (L, R,) concorda com as
condigoes da Defini¢ao A.0.1 usando que um operador limitado é continuo e a multiplicagao
da élgebra também é continua (Proposicao 1.1.5 ), passaremos o limite n — oco. Dado
a,b € A temos

Ly (ab) = Ly (a)b = L(ab) = L(a)b,

(
ab) = aRy(b) = R(ab) = aR(b),
R(a)b = aL(b).
Disso temos que (L, R) € M(A) e portanto M(A) é subélgebra fechada de B(A) & B(A).

Como B(A) é Banach, entdo a sua soma direta também o é, segue que M (A) é um espago
de Banach. O

R
R,(a)b=aL,(b) =

Continuaremos adicionando uma nova estrutura algébrica em M (A), objetivamos

agora definir uma operacao de involugao * : M(A) — M(A).

Proposigao A.0.6. Se A é uma C*-dlgebra e L : A — A é um mapa linear limitado
definimos L*(a) = (L(a*))*. Entao L* é linear e o mapa pu : B(A) — B(A) dado
por L — L* é bem definido e é isométrico e conjugado linear tal que (L*)* = L e
(LiLo)* = LiL;,

Demonstracao. Provaremos cada uma das afirmagoes da proposicao. Seja A uma C*-
algebra, L € B(A), L*(a) = (L(a*))* e u : B(A) — B(A) dado por L — L*.

o L* é linear: seja a,b € A e X € C, entao:
L*(a+0b) = (L((a+b)"))" = (L(a®)) + L(b")))" = (L(a®))" + L(b")" = L*(a) + L*(b).
L*(Aa) = (L((Aa)))* = (AL(a"))* = AL(a")* = AL*(a).

e O mapa u: B(A) — B(A) dado por L — L* estd bem definido. De fato, ja foi
provado nesta mesma proposicao que L* ¢é linear, veremos agora que ¢ limitado. Seja

a € A, como L é limitada e * é isometria temos

1L (a)[| = (L))"} = [ L(a")]| < ella”[| = cllal].
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Onde ¢ > 0 é tal que || Lb|| < ¢||b|| para todo b € A. Segue entdao que L* é limitada.

u ¢é isométrico e conjugado linear. Provaremos primeiro que é conjugado linear. Sejam
T,L € B(A)e X € C, portanto:

(T+L)*(a) = (T+L)(a*))* = (Ta*+La*)* = (Ta*)*+(La*)* = (T*+L*)(a)Va € A,
(AT)*(a) = (AT)(a")) = (AT(a"))" = M(T(a"))" = AT"(a) Ya € A.

Desse modo (T+ L)* =T*+ L* e (\T)* = AXT*VT,L € B(A) e V) € C.

Provaremos agora que p é uma isometria. Queremos que dado 1" € B(A), ||u(T)| =

IIT||. Seja entdo T € B(A), usando que * é isometria:

(D) = 1T = ”81”151|\T*(a)|! = sup |[(Ta")"| = S [Ta"]

llall<1 la*||<1

Note que (a*)* = a, entdo * : A — A nos garante uma sobreje¢ao, também repare
que como * ¢ uma isometria, entao ¢ injetiva, ou seja, uma bijecao. Dessa observacao,

para cada a* podemos corresponder um b € A tal que

sup [|Ta™|| = sup ||Tall = [T
o<1 Jall <1

Desse modo, garantimos que |[|[u(T)|| = ||T|| VT € B(A) e portanto, v é uma

isometria.

o L* = L. De fato, sejam a € A e L € B(A), temos entao
L**(a) = (L*(a"))" = (L((")")")". = L(a)¥a € A.
isso nos garante que L** = L.
e (L1Ly)* = LiL3. De fato, sejam a € A e Ly, Ly € B(A), entao
(LiL3)(a) = Li(La(a)") = (La(La(a))" = Ly((Ly(@)))* = L;(Ly(a)) = (LiL3)(a),

como a ¢ arbitrario, segue que (L;Lo)* = LiL}.
[

Agora estamos em condi¢oes de definir uma involugao em M (A), ou seja, nosso

préximo passo é exibir M(A) como uma x-algebra.

Proposi¢dao A.0.7. A operagao x : M(A) — M(A) dada por (L,R) — (L,R)* =
(R*, L*) é uma involu¢ao em M (A). Portanto, M(A) é uma *-algebra.
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Demonstracio. Vamos primeiramente demonstrar que a funcao * esta bem definida. Ja
verificamos na Proposigdo A.0.6 que (R*, L*) é um par de operadores lineares e limitados,
resta agora satisfazer a Definigdo A.0.1 (note a posigdo dos operadores no par ordenado
(R*,L*)). Sejam a,b € A, entao o seguinte célculo nos garante que (R*, L*) é de fato um

duplo centralizador
R (ab) = (R((ab)"))" = (R(ba"))" = (b"R(a"))" = (R(a"))*(b")" = R*(a)b,
L*(ab) = (L((ab)"))" = (L(b"a®))" = (L(b%)a")" = (a*)"(L(b%))" = aL™(b),
L*(a)b = (L(a"))"b = (b"L(a"))" = (R(b")a”)" = a(R(b"))" = aR"(b).

Vamos agora verificar que x : M (A) — M (A) é uma involugao. Seja (L1, Ry), (Lo, R2) €
M(A) e X € C, entao

(L1, Ba)")" = (Ry, L))" = (LT By") = (L, Ra),
(L1, R1)(La, Ro))* = (L1 Lo, RaRy)* = ((RoR1)*, (L1Lo)") = (RLRY, L*L5) e também
(L2, Ro)*(Ly, I1)" = (Ry, Ly)(RY, Ly) = (Ry Ry, Ly L),
o que nos garante ((Ly, Ry)(Lg, Ry))* = (Ls, R2)* (L1, Ry)*,
(L1, R)+H(La R2))* = (Rr o) (L + L)) = (R LO-+(R3, L) = (L. Fo)' (Lo, Ra)’

MLy, R)* = (AL, R)* = (AR)*, (A\L)*) = (AR*,A\L*) = A(R*, L*) = X\(L, R)*.

Concluimos entao que * : M(A) — M(A) é de fato uma involugao e portanto M(A) é

uma x-algebra. O]

Podemos finalmente provar que M(A) é uma C*- dlgebra. Isso serd feito munindo

M(A) da norma e das operagoes vistas no decorrer da discussao até agora.

Teorema A.0.8 (M(A) é uma C*-algebra). Se A é uma C*-dlgebra, entdo M(A) é
também uma C*-algebra quando munida da norma, soma vetorial, multiplicacao por

escalar, multiplicagdo da dlgebra e involug¢ao como definidas acima.

Demonstragio. Resta apenas mostrar que M(A) é uma algebra normada e que sa-
tisfaz a equagdo C*. Mostremos primeiro que M(A) é uma &lgebra normada. Sejam
(L1, Ry), (Lo, Ry) € M(A), entdao o temos:

(L1, Ri)(La, Ro)|| = [[(L1La, RoRa)|| = || LyLol| < [[La|| - [[ Lol = [|(Ly, Ra)ll - || (L2, R2)]|-

Isso nos garante que || - || é submultiplicativa e portanto M (A) é uma élgebra normada.
Resta agora provar a igualdade C*, isto é, dado (L, R) € M(A) temos |[(L, R)*(L, R)|| =
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(L, R)|]*. Em vista da Observagao 2.1.20, basta mostrar que ||(L, R)| < ||(L, R)*(L, R)||.
Note que ||(L, B)| = || e

1L, R)* (L, R)|| = [[(R", L") (L, R)|| = |(R*L, L"R)|| = ||[&" L],

mostremos entao que ||L|| < ||[R*L||. Tome a € A tal que |la|| < 1, objetivamos aqui

mostrar que ||L(a)||* < |[(R*L)(a)|| e passar o supremo com |la]| < 1. Note que
IL(a)|I* = |L(a)"L(a)|| = || L*(a") L(a)]],
e aplicando a definigdo de duplo centralizador em a* e L(a) temos
IL*(a") L(a)|| = [la"R*(L(a))|| < llall - [ R*(L(a))]| < [R*L]|.

Dessa forma, temos (supj<1 | L(@)])? < supjyyct [|(R*L)(a)], ou seja, LI < |RL,

como querfamos. segue entao que M(A) é uma C*-dlgebra. O

Observagao A.0.9. Notemos que M(A) é uma &lgebra unital, de fato, a unidade é o
duplo centralizador (id4,id) onde idy : A — A é o mapa identidade ( que é linear e

limitado).

Defini¢cao A.0.10. Munida da estrutura mencionada no Teorema A.0.8 temos M (A), como

demonstrado, é uma C*- 4lgebra. Chamamos essa algebra de Algebra de Multiplicadores
de A.

O préximo resultado sera dedicado a identificar A como uma C*-subalgebra de

M(A), chamamos esse processo de unitizagio de uma C*-alegbra.

Teorema A.0.11 (Unitizacdo). O mapa ¢ : A — M(A), dado por a — (L,, R,) é
injetivo e um *-homomorfismo isométrico. Desse modo, identificamos A com a imagem

©(A) em M(A), nesse sentido, A é um ideal de M (A).

Demonstracao. Primeiramente, provemos que ¢ € injetora e um *-homomorfismo isomé-
trico. Note que como discutido anteriormente, L, é um mapa linear, sejam a,b € A e

A € C os célculos a seguir:
p(a+b) = (Latv, Ravs) = (LatLo, Rat+Ry) = (La, Ly) = (La, Ra)+ (Lo, By) = @(a)+o(b),
©(Aa) = (Lya, Rrxa) = (ALay ARy) = ML, Ry) = Ap(a),

@(ab) = (Lay, Rap) = (LaLy, RyRa) = (La, Ra) - (Ly, Ry) = o(a)p(b),

nos garantem que ¢ ¢ um homomorfismo. Para ver que ¢ é auto adjunto note que
w(a*) = (Lg+, Rox) € (p(a))* = (Lo, Ro)* = (R, LY) e basta provarmos que L, = R} e
R, = L. De fato, seja x € A, entao

Ry (x) = (Ra(27))" = (2%a)" = @’z = Lq- (),
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Desse modo Ly« = R’ e L: = R+, isto é, p(a*) = (p(a))*.

Para ver que ¢ é uma inje¢ao basta usar a Proposigdo A.0.2 para ver que dado um
a € A temos [p(a)]l = [|(La, Ba)|l = lal]

Provemos que ¢ é injetora, para isso veremos que Ker(¢) = {0}. Seja a € A tal

que p(a) =0, isto é, (L,, Ry) = (0,0). Note que temos ax = 0 Vx € A, em particular, para

a*a

fall = ||la]| e portanto a = 0. Desse modo, ¢ é

T = ”%” temos pela igualdade C* que za =
injetiva.

Resta agora provar que ¢(A) é um ideal de A. Sejam (Lg, R,), (Ly, Ry) € ¢(A) e
A € C, entao pela linearidade de L. para qualquer ¢ € A temos que (L, Ry) + (Ly, Ry) =
(Lot Rats) € ©(A) € M Lq, Ra) = (La; Raa) € 9(A) e portanto p(A) é subespaco.

Para provar que ¢(A) é um anel tome (L, R) € M(A), veremos que (L, R)(L,, R,) €
©(A). Note que (L, R)(L,, R,) = (LL,, R,R), se provarmos que LL, = Ly, ¢ R,R = Ry,

chegaremos ao resultado desejado. Seja entdao x € A temos entao
LL,(z) = L(L,(x) = L(ax) = L(a)x = L, (x),
R,R(z) = R,(Rx) = R(x)a = zL(a) = Ry, (x).

Segue portanto que (L, R)(Lqg, R,) € p(A). A prova de que (L, R.)(L, R) € p(A)
é analoga, basta notar que (Ly, R,)(L,R) = (L,L,RR,) e provar que L,L = Lg, e
RR, = Rg,.

Temos portanto que ¢(A) é um ideal de M (A). O

Corolério A.0.12. Sobre a identificagao acima, A = M(A) se, e somente se, A for unital.

Demonstragio. Se A é unital, como A é um ideal de M (A) segue que A = M(A). Suponha

reciprocamente que A = M(A), entdo como M (A) é unital segue que A é unital. O

Teorema A.0.13. Se A é uma C*-dlgebra sem unidade, entdo A' estd imerso em M(A),

mais precisamente, a inclusao canonica

o: A— M(A) a+— (Lq, Ra),

pode ser “estendida” & um x-isomorfismo isométrico

o't A' — M(A) (a,\) — @(a) + Maray = (Lo + Nida, Ry + Xida).
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Naturalmente, subentende-se que a “extensao” se da através da comutatividade do

seguinte diagrama

A —F— M(A)
LAJ Jid}\{(lﬁw

A (A

O fato de que ¢! o014 = id o ¢ nos permite dizer que se A for entendido como

contido em A! entdo ! vai estender ¢ no sentido usual de uma extensao, isto é, |4 = .

Demonstragio. Provemos que ¢! é um *-homomorfismo. sejam (a, «), (b, 3) € A' e A € C,

e lembrando que L, = R*a e R+ = L*a temos portanto

' ((a, @) + (b, )

p'((a+ba+ 7))

= (Layy + (4 B)ida, Royp + (o + B)ids)

= (Lo + Lp + caidy + Bida, R, + Ry + cida + Pida)
= (Lo + Bida, Ry + Bida) + (Ly + Bida, Ry + Bidy)
v ((a, @) + ' ((b, B)),

p'(Ma, @) = ¢'((Aa, Aa))
(L)\a + )\aidA, R)\a + )\ZdA)
( (La, OéZdA) )\(Ra + ()éidA))

= ¢'(a,a),

0 ((a,)*) = (Lg» + @idp, Ry + tvidy)
= (R, + aids)*, (L, +ida)")
= (Lo +ida, Ry + ciids)*
¥

H((a, )"

Provaremos agora que ¢! é uma isometria, aqui usaremos o fato de que A nao
tem unidade para definir a norma ||(a, A)|| := supyy <1 [[La + Aida|| que, como visto no

Teorema 2.2.1, faz de A' uma C*-4lgebra (portanto a norma é tinica via o Coroldrio 2.1.38)

le* ((a, M) = 1| La + Nida|| = sup, [lab + Ab[| = [(a, A)][-

Resta mostrar que o diagrama comuta, para isso, basta tomar a € A e fazer o seguinte

calculo
(taop)(a) ="' ((a,0)) = (Ly+0,R, +0) =idg 0 (Ly, R,) = ids o (¢(a)) = (ids o ©)(a).

O
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B Apéndice

Ao definir uma C*-subdlgebra gerada por um S C A de uma C*-dlgebra A,
conseguimos mostrar uma descrigdo existencial da C*-dlgebra C*(S), é a menor C*-

subéalgebra de A que contém S :
C*(S) =B : S C B,é uma C*-subdlgebra de A}.
Nos dedicaremos agora a propor uma descrigdo construtiva de uma C*-subélgebra
geragda por um conjuinto S C A.

Definicao B.0.1. Seja A uma C*-algebra e seja S um subconjunto qualquer de A.
denotemos por S; o conjunto de todas as palavras finitas em S U S*, significando que S

considere de todos os elementos da forma:
W = 41043 - - - Qp,

onde n é um nimero natural e a; € S ou a; € S* para qualquer i € {1,...,n}. Isto é,
S1:={aas...a,la; € SUS*, ne N} C A.

Observe que S; é um *-subsemigrupo do *-semigrupo multiplicativo A; de fato, S}

é o *-subsemigrupo gerado por S.

Proposig¢ao B.0.2. Mostremos que a C*-algebra gerada por S, isto é, C*(S), é o fecho

de todas as combinagoes lineares finitas de elementos de Si, isto é, queremos provar que:

n
C*(S) = spanS; := {Z Xiz; | A € Cuay € Sl}.
i=1
Demonstracio. E suficiente provar que spanS; é uma %-algebra contendo S e é minimal
com respeito a rela¢ao (C). Prmeiramente note que S C spanS; de fato, como qualquer
elmento s € S pode ser expressado como uma palavra trivial s de S U S* entao S C 5.

Agora como o span é um subspaco que contém S; temos S C spanS; C spanS;.

Provemos agora que spanS; é uma x-algebra, para isso, como as operagoes +, - e
* sa0 continuas, basta mostrar que spanS; é uma x-algebra. Sejam x,y € spanS;, nesse

Caso:

n m
T = Zail’i e ye Zﬂiyi para a3 € C, zy,y; € Sy.
i=1 i=1

Note agora que:
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o spansS; é fechado pela soma vetorial, assumindo sem perda de generalidade que
n > m temos:

T+y= Z ;T + Z@z‘yz’ = Z o;x; + By € spanSy.
=1 i—=1

=1

o spansS; é fechado pela multiplicacao por escalar: Seja A € C, temos entao:

n

AT =\ Z o, = Z()‘O‘i) € spanS.

=1 =1

e spanS; é fechado pela multiplcagdo de dlgebra, Supondo sem perda de generalidade

que n > m temos:

Ty = @2 am) (Z @%) = Z ;) (By)zy; € spansSy.

=1

o spansS; é fechado pela operacao de involugao * :
" (Z ai$i> = <Z Ozla:;“> € spansSy.
i=1 i=1

Com isso concluimos que spanS; é uma *-algebra e portanto span.S; é uma *x-algebra. Resta
provar que spanS; é minimal com respeito a (C). Suponha que exista uma x-subédlgebra
fechada B tal que S C B, provemos que spanS; C B, como B é fechada, é suficiente ver

que spanS; C B. Considere x € spanS; entao

I—Z()él’z com o; €C, ;€5 =5SUS5"
=1

Agora como B ¢é x-subdlgebra segue que B C S U S* = 5] e como spanS; contém

S1 segue que B C spanSy, como desejado. n

Segue agora algumas proposicoes basicas que foram usadas com frequentemente

durante o esse material para criar subdlgebras com propriedades convenientes.

Proposicao B.0.3. Seja A uma C*-dlgebra e a € A, entao a C*-algebra gerada por a é o

conjunto:

n,m>0,n+m>1

finito
C*(a) = { Z Mm@ (@)™ 0 Ay € C}.

Proposicao B.0.4. Seja A uma C*-algebra unital e a € A, entao a C*-algebra gerada

por {14,a} é o conjunto:

finito
C*(14,0a) {Z Anma™(a*)m /\mme(C},

n,m>0

onde estipulamos que para qualquer elemento y € A fazemos a convencio y° = 14.
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Proposicao B.0.5. Seja S um subconjunto qualquer de uma C*-algebra A e suponha
que S; é comutativo, isto é, ab = ba para qualquer a,b € S, entdo segue que C*(.5) é

comutativo.

Demonstragio. Pela Proposicao B.0.2 sabemos que C*(S) = spanSi, com isso, do fato
de spanS; ser comutativo implicar, pela continuidade da multiplicacdo, que spanS; é
comutativo, basta provar que spanS; é comutativo. Considere a, b € spanS, entao existem
n,m € N tais que

n

ZZO@'%’ e yGZ/@iyi para «;, 3; € C, z;,y; € Sy.

i=1 i=1

Supondo sem perda de generalidade que n > m temos que

Ty = <ij: O‘ifﬂi) <Z 62y2> = Z alﬁl) Ty = i(azﬁz yz$z = (Z /62?/1) ) (i aixi> = yz,

=1

portanto, spanS; é comutativo, veremos agora que spanS; comuta. Sejam a,b € spanSy
entao existem sequéncias (z,), (y,) C spanS; tal que z,, — z e y,, — y. Pelo fato que

ZTn € Y, comutam, usando a Proposicao 1.1.5 podemos fazer o seguinte calculo

zy = lim z hm = lim =z = lim z, = lim lim z, =vyx

que nos diz que C*(S) = spanS; é comutativa. ]

Corolario B.0.6. Se A é uma C*-algebra e a € A é um elemento normal (a*a = aa*)

segue que C*(a) é comutativa.
Caso, em adigao, A seja unital, temos que C*(1,a) é comutativa.
Demonstragdo. Seja A uma C*-algebra e a € A um elemento normal, considere o conjunto

S = {a}, nesse caso temos
={d*(a)': k+1>1}.

Veremos agora que S7 é comutativa, sejam x,y € 57, entdo sdo da forma
_ ko x\l n/ k\m
r=a"(a*) para k+[1>1 a"(a")" para n+m>1,

como a é norma, podemos ver que (a*)¥! comuta com a*? para quaisquer ki, ky € N, disso
segue que

Ty = ak(a*)l(an(a*>m) — ak+n(a*)l+m
yr = "0t a')) = @)

ou seja, S é comutativa, da Proposigao B.0.5 segue que C*(a) é uma algebra comutativa.
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Caso A seja unital, entdo considerando S = {1,a} segue que S; é da forma

Sy ={a*(a")l: k,1>1}.

Segue de um argumento inteiramente analogo que o conjunto S; é comutativo,

ainda pela Proposi¢ao B.0.5 tiramos que C*(1,a) é comutativo. ]
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C Apéndice

A Teoria de Categorias é uma parcela da matematica usualmente dedicada a prover
uma linguagem universal para tratar de diferentes areas das ciéncias formais, ela concede
um ambiente adequado para apresentar e relacionar conceitos de diferentes areas do
conhecimento. Na definicao de categoria, é apresentada uma nocao que engloba ao mesmo
tempo as defini¢oes de espago topoldgico, espaco vetorial, grupo, anel, etc, e permite que

se reconhecam semlhancas entre diversas teorias matemaéticas.

Um dos principais conceitos utilizados é a no¢ao de dualidade a idéia é que dada
uma afirmacao P, qualquer relacionada a ela estd uma afirmagao dual P* a qual sera
verdade se, e somente se, a afirmacao inicial P for verdadeira. Esse apéndice se dedicara a
usar os seguintes teoremas seguintes para obter uma dualidade no sentido de teoria de

categorias.

Teorema C.0.1. [Teorema de Representagao de Gelfand (caso unital)]

Seja A uma C*-algebra comutativa e unital. A funcao de Gelfand:

'-A4—cC(4), ar—T(a):=a,
é um *-isomorfismo isométrico.

O primeiro desses teoremas foi enunciado e provado no capitulo 2.3 como o Teo-
rema 2.3.8. faremos agora uma prova para o segundo teorema. Antes disso, precisamos

enunciar alguns resultados de topologia

Teorema C.0.2 (Lema de Urysohn). Se X é um espago topoldgico normal e A, B sdo

fechados disjuntos de X, entdo existe uma fungao continua f : X — [0,1] tal que

f(A) € {0} e f(B) C {1}.

A prova do teorema acima é muito longa e dificil e portanto nao serd feita aqui. A
observacao abaixo nao é trivial mas muito mais acessivel, ainda assim nao sera demonstrada

nesse material.

Observagao C.0.3. Se X é um espaco topoldgico compacto e Hausdorff, entao também é

normal, logo, o Lema de Urysohn se aplica para dois fechados disjuntos de X.

Agora vamos demonstrar o teorema de interesse para esse trabalho.

Teorema C.0.4. [Teorema de representacao de espagos compactos Hausdorff]
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Seja X um espago topologico compacto Hausdorff. Entao a funcao:

—

0: X — C(X) v+ (z) = 0q,

¢ um homeomorfismo. Aqui a fungéo ¢, € C/'(}) ¢ dada por 0,(f) = f(z) para

qualquer f € C'(X). Usualmente nos referimos a d, como a funcao avalia¢io em z.

—

Demonstragio. Seja X um espago topologico Hausdorff e defina o mapa § : X — C(X).
dado por x — d(z) := J,, entdo o mapa estd bem definido. De fato, fixando x € X e
dados f,g € C(X) e A € C, os célculos:

0(f +9) = (f +9)(x) = [(z) + g(2) = 0.(f) + b:(9),
0x(Af) = (Af)(x) = Af(z) = Ada(f),
02(f9) = (f9)(z) = f(z)g(x),
juntamente do fato que 6,(1c(x)) = (1oex))(z) = 1, nos garante que 0, € C/()?), isto é,
0 estd bem definida. Como X é compacto e E(Y) ¢ Hausdorff (naturalmente, estamos

munindo C/’()?) da topologia fraca-estrela e usando o Teorema 1.5.18) entdo pelo Lema 2.4.3

é suficiente ver que 0 é uma bijecao continua. dividiremos o resto da prova em etapas.

e O mapa 6 é continuo. De fato, se (z,) é uma rede tal que x, — z, entdo pela
continuidade de uma f € C(X) qualquer segue que f(x,) — f(z). Nesse caso, a
rede (d,,) converge para J, na topologia fraca-estrela, de fato, se z, — = entdo

pelo observado anteiormente:

Ouo (f) = [(xa) — 62(f) = [(2).
Concluimos entao que 0 é continua.

o O mapa d é injetivo. De fato, se z1, 29 € X com x1 # x5 entdo como X é compacto
e Hausdorff, segue que é um espago normal, portanto, dados os fechados {z1} e {z2}
com {1} N{z2} =0, o Teorema C.0.2 (Lema de Urysohn) nos garante a existéncia
de uma fungao f € C(X) tal que f(x1) =0 # 1 = f(x2). Segue por definigdo que
0z, 7 Og,, iSto é, & € injetiva.

—

« O mapa ¢ é sobrejetivo. Considere 7 € C'(X), queremos achar z € X tal que 7 = ¢,.
Como 7 é um caractere, temos pela Proposicao 1.5.7 que Ker(7) é um ideal maximal e

pela Proposicao 1.3.11 temos que Ker(7) é fechado. Disso e do fato que 7(a*) = 7(a)
(Proposigao 2.3.4) temos que Ker(7) é uma C*-subélgebra prépria de C'(X).

Tome agora x1,xs € X tal que z1 # x5, como ja abordado no item anterior, o lema
de Urysohn nos garante que existe f € C(X) tal que f(z1) # f(z2). Considere
g: f—7(f)1, note que g € Ker(1) e

g(x1) = f(z1) = 7(f) # fw2) = 7(f) = g(x2).
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Segue entao que o Teorema 2.3.7 de Stone-Weiestrass nos garante que existe r € X
tal que f(z) = 0 para todo f € Ker(7). De fato, caso contrario, como Ker(7) é uma
C*-subdlgebra fechado temos Ker(7) = C(X), o que é contraditério pois Ker(7) é

um ideal proprio.

Temos entao que para todo f € C(X), f — 7(f)1 € Ker(7) e portanto 0,(f) =

f(z) = 7(x), segue entao que o, = 7.

Provamos entdo que 0 é uma bijecao continua, podemos usar o Lema 2.4.3 para

nos garantir que 9 é um homeomorfismo.

]

Apresentaremos agora a definicdo de uma categoria, nela e nas proposicoes a seguir
preferiremos a palavra “cole¢ao” e nao a palavra “conjunto”, isso se deve ao fato de que
muitas categorias utilizadas, mesmo as mais simples, nao se tratam de conjuntos. Nesse
mesmo sentido o simbolo € serad utilizado como abuso de notacao. Devido a sua grande
generalidade, a definicdo de categoria evita definir o que sdo “objetos” e “morfismos”,
esses serao dados como nogoes primitivas da linguagem, eventualmente exporemos varios

exemplos para explicitar as ideias.

Definicao C.0.5. Dizemos que uma Categoria ¢ consiste de:

« Uma colecao de objetos, denotados por Obj(%);

e Uma cole¢ao de morfismos, denotada por Home (X, Y'), definidos para cada par
(X,Y) de objetos em Obj(%);

« Para cada objeto X € Obj(C) definimos um morfismo idx : X — X, chamado de

morfismo identidade;

« Para quaisquer X,Y e Z em Obj(%), definimos uma operagio, chamada composicao,
dada por:
o: Homg (Y, Z) x Homg(X,Y) — Home (X, Z)

(9, f)—>gof

Ainda demandamos que a operagao composicao satisfaca as seguintes condigoes
para qualquer escolha f € Homg(X,Y), g € Homg (Y, Z) e h € Homg(Z, W), onde
XY, Z, W € Obj(?¥) :

— (hog)of=ho(gof)

~ foidx =idyof=f.
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Observacao C.0.6. E usual pensar em uma categoria imaginando os objetos como pontos
e os morfismos como setas ligando esses pontos. Em algumas literaturas, morfismos sao

ainda referidos como setas.

Definicao C.0.7. Se ¥ é uma categoria e f : X — Y é um morfismos entre os objetos
X e Y, entdo se existe um morfismo g : Y — X tal que fog = go f =idx, dizemos que
f é um isomorfismo, nesse caso, X e Y sao ditos serem isomorfos. Verificando que g é

tinico, denotaremos g por f~.

Exemplo C.0.8 (Categoria SET). Definida como se segue, SET é dita ser a categoria

dos conjuntos.

e Objgpy s@o os conjuntos;
e Dados X,Y € Objgur, Homger(X,Y) constitui em todas as fungoes de X para Y

o A operagao de composicao na categoria ¢ definida como a operacao de composi¢ao

entre funcoes.

De fato, SET serda uma categoria, note que o morfismo idx € Homggr(X,Y) é a funcao
identidade pois dado qualquer X,Y € Objgpr, f € Homger(X,Y) e 2 € X temos

(f oidx)(x) = f(idx () = f(z) = idy (f(2)) = (idy o f)(2),

ou seja, foidy = idy o f = f. Para ver que a composicao é associativa, tone f &
Homgpr(X,Y), g € Homggr(Y, Z) e h € Homggr(Z, W) e note que dado = € X temos:

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))) = h(go f(x)) = (h(go f))(z),

isto é, argumentamos que ho(go f) = (hog)o f. Apresentamos entao os objetos, morfismos,
composicao e propomos um morfismo identidade, verificando que a composicao é associativa

e se comporta bem com a identidade percebemos que SET é uma categoria.

A generalidade da definicdo de categoria também nos permite exibir exemplos

quase se nenhum estrutura

Exemplo C.0.9 (Categoria 0). Podemos definir a chamada Categoria 0 ao colocar tanto
dos seus objetos como os morfismos como o vazio. Nesse caso, a verificacao de que 0 é uma

categoria segue por vacuidade.

Exemplo C.0.10 (Categoria 1). Fixado um objeto matematica A qualquer, podemos

fazer uma categoria, denominada de categoria 1, da seguinte forma:

o Obj, = {A}S



Apéndice C. Apéndice 159

o Hom;(A, A) = {14}

Nesse caso, o morfismo identidade é o tnico morfismo disponivel, a saber, 14,
e a composigdo é a trivial: (14,14) — 14. A verificacdo de que 1 satisfaz a
Definicao C.0.5 é direta.

Exemplo C.0.11 (Categoria 2). Fixados dois objetos matematicos A e B quaisquer,

construimos a seguinte categoria, referida como 2 :

* ObJ2 = {AaB}a
o Homy(A, A) =idu, Homy(B, B) = idg e Homy(A, B) = f.

Exemplo C.0.12 (Categoria dos Naturais). Fixado um objeto matematico A qualquer,

definimos a categoria MAT 4 da seguinte maneira:

e Objyar = N;

o Sem,n € Objyar entao f € Homyar(m,n) se for o caso de f ser uma matriz m x n

com entradas no objeto matematico A.

o Dados m,n,p € Objyar definimos a composicao:

o : Homg(n, p) x Homy(m,n) — Homeg (m, p)
(9:f) —>gof,
onde definimos g o f := f % g com * representando o produto usual de matrizes.

Nesse caso, o morfismo identidade é a matriz identidade e as requisi¢oes da Defini¢ao C.0.5

sao satisfeitas devido a serem serem satisfeitas na multiplicacdo de matrizes.

Naturalmente, a Definicao C.0.5 também é utilizada para se referir a objetos
matematicos mais usuais. A verificacao que os dois exemplos seguintes sao de fato categorias
é usualmente apenas notar que a composicao de homomorfismos de anés/grupos é ainda

um homomorfismo de anéis/grupos e a composigao é associativa.

Exemplo C.0.13 (Categoria GRP). Nessa categoria, os objetos sao os grupos (G,-) e

dasdos G, G2 € Objggrp definimos os morfismos como:
Homgrp(Gi,G2) ={f : G; — G5 : f é¢ homomorfismo de grupos}.

O morfismo identidade é o homomorfismo identidade e a composicao é dada pela composicao

de fungoes
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Exemplo C.0.14 (Categoria Rng). Nessa categoria, os objetos sdo os anéis com unidade

e dados Ry, Ry € Objg,,, definimos os morfismos como:
Hompyg(R1, R2) = {f : Ri — Ry : f é¢ homomorfismo de anéis}.

O morfismo identidade é o homomorfismo identidade e a composicao ¢ dada pela composicao

de funcgoes

Até aqui todos os exemplos discutidos tiveram os seus morfismos desempenhando o
papel de funcaes ligando dois objetos. E necessario enfatizar, no entento, que a generalidade

da definicao de categoria permite formarmos exemplos menos naturais.

Exemplo C.0.15 (Exemplo “1 grupo”). E a categoria formada por escolher como objetos
um unico grupo qualquer (G, -), definir os morfismos como os elementos g € G desse grupo,
e definir como composicao a operagao de multiplicacao do grupo: -. Note que os axiomas

de grupo nos garantem que o objeto definido é de fato uma categoria.

Exemplo C.0.16 (Categoria C*-ALG). ¢ a categoria no qual os objetos sdo as C*-dlgebras

e os morfismos sao os *-homomorfismos entre C*-algebras.

Exemplo C.0.17 (Categoria TOPk ). E a categoria cujos objetos sdo os espacos topol6-

gicos compactos e Hausdorff e os morfismos sao as funcgoes continuas entre eles.

Exemplo C.0.18 (Categoria C* — ALG,p un)- E a Categoria cujos objetos sdo as C*-
algebras unitais e comutativas, j4 os morfismos sao os *-homomorfismos unitais entre

elas.

Dada uma categoria %, também podemos introduzir sua contraparte ’dual’, essa

seria a categoria formada pelos mesmos objetos mas com as setas invertidas.

Exemplo C.0.19 (Categoria Oposta). Seja ¢ uma categoria qualquer, definiremos sua

categoria oposta €°P. Essa nova categoria consiste do seguinte:

s Objyor = Obje.
e Dados X,Y € €°P definiremos Homgor (X,Y) = Homy (Y, X).
« O morfismo identidade ndo muda: idx € Homeoer (X, X) = Homg (X, X).

o Dados f € Homyger (X,Y) e g € Homgop (Y, Z), portanto, f: Y — X eg: Z — Y,
definimos a composicao da categoria oposta €°P como a pré composi¢ao da categoria
€, isto é,

o : Homygen (Y, Z) x Homger (X,Y) — Homgoer (X, Z)

(9, f) —>go? f=fogy.
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E possivel relacionar duas categorias € e 2 ao obter uma relacio entre os objetos
de € com os objetos de Z e os morfismos entre eles. O instrumento utilizado para fazer

isso chama-se funtor, enunciaremos dois tipos quase idénticos: covariante e contravariante.

Definicao C.0.20. Sejam % e Z duas categorias, dizemos que um funtor covariante é

um F : € — 2 composto das duas “fungoes”:

o Uma funcao relacionando os objetos das duas categorias:

F : Obj(¢) — Obj(Z) dada por X — F(X).

e Uma funcao relacionando os morfismos entre dois objetods X,Y € Obj(%’) com os
morfismos entre os objetos F(X), F(Y) € Obj(2).

F : Homg(X,Y) — Homg(F(X), F(Y)) dada por f+—— F(f).

Podemos representar esse processo com o seguinte diagrama:

X%Y

7| 7|
F(X) —— F(Y
(X) o F(Y)
Também ¢ necessario que essas relagoes sejam feitas de maneira “boa”, no sentido

de que F' deve se comportar bem com a composicao e o morfismo identidade, ou seja, as

propriedades a seguir devem ser satisfeitas:

i Para todo X € Obj(%) devemos ter F(idx) = idp(x), diagramaticamente:
X =, x
F F

(X) — F(X)

T

ii Para quaisquer morfismos f, g tais que a composi¢ao faca sentido: F'(g o f) =

F(g) o F(f). Diagramaticamente temos:

X f
Fx) 29 pyy B9 piz)

F(gof)=F(g)oF(f)

Observagao C.0.21. O que foi definido anteriormente é chamado de funtor covariante

entretanto, aqui como em outras literaturas, chamaremos apenas de funtor.
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Observacao C.0.22. o processo de relacionar, via um funtor, objetos X a sua contraparte
“funtorizada” F(X) e morfismos f ao seu respectivo F'(f) é usualmente referido como

funtorizar ou funtoriza¢ao do objeto X e morfismo f respectivamente.

Exemplo C.0.23 (Funtor identidade). Seja ¢ uma categoria, o funtor identidade idy
relaciona idy : Obj, — Obj, por idg(X) = X e idy : Homg(X,Y) — Home(X,Y)
por idg(f) = f.

Exemplo C.0.24 (Funtor imagem). Sejam SET a categoria dos conjuntos, cujos morfismos
sao fungoes, e POS a categoria dos conjuntos parcialmente ordenados, cujos morfismos
sao as fungoes nao-decrescentes. O funtor imagem direta, denotado por P é o funtor que

associa:

e A cada X € Obj(SET) (um conjunto) ao seu conjunto das partes, ou seja, P :
Obj(SET) — Obj(POS) dado por P(X) = P(X).

e A cada morfismo f: X — Y (uma funcdo de X em Y') a sua imagem direta, ou seja,
P : Homggr : (X,Y) — Homger(P(X),P(Y)) dado por P(f) ={f(z) : 2 € X}.

Sabemos que a dadas duas C*-dlgebras A e B podemos unitizar e associar C*-
algebras relacionadas A! e B!, também a cada *-homomorfismo ¢ : A — B podemos
unitizar e associar um *-homomorfismo ! : A — B!, Esse processo, que associa objetos

e morfismos da categoria de C*-algebras pode ser enxergado como um funtor.

Exemplo C.0.25 (Unitizagao de C*-dlgebras). Definiremos um funtor na categoria de
C*-algebras, a nivel dos objetos associaremos uma C*-algebra a sua unitizagao e a nivel

dos morfismos associaremos ao seu morfismo unitizado. Lembremos que ¢! é dado por
¢'((a,a)) = (p(a),a) para (a,a) € AL,

F : Obj(C ¥ —ALG) — Obj(C * —ALG) dado por Ar— F(A) = A",

j& para os morfismos

F : Homg,_arq(A, B) — Homes_ara(A', BY) dado por ¢ — F(p) = '

Para verificar os axiomas de funtor note que o calculo abaixo F(id,) = id} é igual
a idAl .
idy((a,@)) = (ida(a), @) = (a,a) = ida(a, @).

Devemos também verificar que para os morfismos ¢ € home,_arg(A, B) e ¢ €

homey_arg(B,C) temos (¢ o )t = 9l o !, para isso tome (a,a) € A! e note que

(@' o@h)(a, @) =¥ (¢'(a,0)) = ¥ ((¢(a), a)) = (¥ o p)(a),a) = (Y o ¢)'(a,q).



Apéndice C. Apéndice 163

O outro tipo mencionado de funtor, o contravariante, funciona de maneira seme-

lhante ao funtor covariante mudando apenas as diregoes das setas na funtorizacao.

Definicao C.0.26. Sejam % e Z categorias, dizemos que um funtor contravariante é um

F: % — 2 formado pelas duas seguintes “fungoes”:
« Uma funcao relacionando os objetos das duas categorias:
F :Obj(¢) — Obj(Z) dada por X — F(X).

o Uma fungao relacionando os morfismos entre dois objetos X,Y € Obj(%’) com os
morfismos entre os objetos F(Y), F(X) € Obj(2).

F : Homg(X,Y) — Homg(F(Y), F(X)) dada por f+—— F(f).

Note que aqui temos a primeira diferenga com a Defini¢cao C.0.20: F(X) e F(Y)

trocaram de lugar.
E necessario que a funtorizagao se comporte bem com o morfismo identidade e a operacao de
composigao, devendo levar em conta que a seja do morfismo F'(f) foi invertida. Exigiremos

que as seguintes propriedades sejam satisfeitas:

i Para todo X € Obj(%¢) devemos ter F(idy) = idp(x), diagramaticamente:

ii Para quaisquer morfismos f, g tais que a composicao faca sentido: F(g o f) =

F(f) o F(g). Diagramaticamente temos:

x 1 y_9 .z

F F F
FX) £ piyy S piz)
\—/

F(gof)=F(f)oF(g)

Exemplo C.0.27 (Funtor imagem inversa). Sejam SET a categoria dos conjuntos e POS
a categoria dos conjuntos parcialmente ordenados. O funtor imagem inversa é o funtor

P~ que:

« A cada conjunto, (objeto de SET) associa o seu conjunto das partes P(X).
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o A cada funcao f : X — Y, associa a sua imagem inversa, ou seja:

P:P(Y) — P(X), dadopor P '(B)={yeY|fly) € B}

Entre as propriedades que o funtor satisfaz esta o fato que ele preserva isomorfismos,
isto é, se F' é funtor e f: X — Y ¢é isomorfismo, segue que F(f): X — F(Y) é isomor-
fismo, para ver isso, basta propor F(f~1) como o morfismo inverso. Outra propriedades
conveniente é que a composicao de funtores é ainda um funtor: Caso ambos os funtores
sejam covariantes entao a composta sera covariante, se forem os dois contravariantes a
composta serd ainda covariante, ja se um for covariante e outro contravariante, a composta

¢ contravariante.
Funtores se dedicam a relacionar duas categorias, também sera necessario definir

uma nocao de como dois funtores se relacionam, nesse sentido, fazemos a definicao a seguir.

Definicao C.0.28 (Transformacao Natural). Sejam € e & categorias e F' e G funtores
da forma F,G : € — 2. Uma transformacao natural p : FF — G é uma colecao de
morfismos p = {ux : F(X) — G(X) : X € Obj,} tal que o seguinte diagrama comuta:

F(X) 2 G(X)
F(f) lG(f)
F(Y) - G(Y)

|

Ou ainda, G(f) o ux = py o F(f) para quais quer objetos X e Y em Obj, e qualquer
morfismo em &, f: X — Y.

Definicao C.0.29. Se F,G : ¥ — 2 forem funtores ligando as categorias ¢ e Z, e
p=A{ux: F(X) — G(X): X € Obj,} for uma transformagao natural, entdo se cada
px for um isomorfismo, dizemos que p é um isomorfismo natural, nesse caso, os funtores
F e (G sao ditos serem equivalentes. Nesse caso, denotaremos essa equivaléncia por = e

escrevemos F' = (G se F' e G forem equivalentes.

Definicao C.0.30. Uma equivaléncia entre duas categorias ¢ e Z consiste de funtores
F: ¢ —2%2eG: 92— € taisque FoG = Idg e Go F = idy, dizemos entdo que € e

2 sao equivalentes.

Nosso principal objetivo neste apéncide é mostrar que as categorias C* — Algap un
e TOPk g (a categoria oposta de TOPxk 1) sdo equivalentes. Para isso vamos construir

funtores entre estas categorias e mostrar que temos um isomorfismo natural.

Definicao C.0.31. O primeiro funtor

F.C"— AlgAb,un — TOPKJ{Op
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no nivel dos objetos, toma uma C*-algebra comutativa e unital A e leva no seu espectro
X = A, ou seja, F(A) = A.

F : Obj(C* — Algapun) — Obj(TOPk x°?), dado por A+ A.

Dado um *-homomorfismo unital ¢: A — B, ou seja, um morfismo de C* — Algay, yn,

obtemos uma fungao continua F'(p): B — A através da férmula
F(p)(T) :=To.
Ou seja,

F HomC*—AlgAb,un (A, B) — HOIHTOPK,HOP (A, E) = HOHlTopKH(B, A) © F(QO)

Primeiramente observemos que o funtor estd bem definido a nivel dos objetos e
dos morfismos, de fato, se A é unital segue pelo Teorema 1.5.18 que A é um compacto
Hausdorff. Para provar que F(y) é continua vamos ver que ambos 7 e ¢ sdo continuas,
bastando para isso recorrer a Proposicao 1.5.9, concluindo que 7 é continua. Para verificar
a continuidade de ¢ usaremos o Teorema 2.3.1. Provaremos agora que F' é um funtor

contra-variante.
« Tome A € Obj(C* — Algap,un), devemos verificar que F'(ids) = idp(a), note para
isso que dado 7 € fl, F(idy) = T oidy = 7, ou seja, a identidade id ;.

o Tome A, B,C € Obj(C* — Algap,un), € considere os morfismos ¢ € Homgs_agy,, .. (4, B)
e ¥ € Homc:_alg,, ., (B,C), verificaremos que F(¢ o @) = F(¢) o® F(p) :=
F(¢) o F(v). De fato, temos

(F(p)oF ())(1) = F(o)(F(¥)(1)) = F(p)(Top) = (Toy)op = To(thop) = F(pop)(T).

Lema C.0.32. F definido acima é um funtor (covariante) F': C* — Algapun — TOPk 5",

ou seja, um funtor contra-variante F': C* — Algap, yn — TOPxk 1.

Definicao C.0.33. Agora construimos o funtor G: TOPk y°® — C* — Algap, un. Este toma
um espago Hausdorff compacto X e associa a C*-dlgebra comutativa unital G(X) := C(X).
Ou seja,

G : Obj(TOPFy) — Obj(C* — Algapw) X — C(X).

A nivel dos morfismos, dada uma funcao continua h: X — Y, associamos G(h) :=

h., ou seja, a mesma fun¢do abordada no Lema 2.4.4: G(h)(f) := f o h.

G: HOIHTOPK,HOp (Y> X) = HomTOPK,H (Xv Y) — Homc*—AlgAb,un(C(Y)7 C(X)) h — h.

Vamos provar que G' é um funtor covariante
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« Tome X € Obj(TOPYY), devemos verificar que G(idx) = idgx) = ido(x). Para
isso, basta notar que G(idy) = (idx)« leva f € X em foidy = f € X, ou seja, a
identidade ¢dc(x).

« Tome h € Homropy 4or (X, Y) e g € Homropy ,or (Y, Z), verificaremos que G(g o
h) = G(g) o G(h), para isso, tome f € C(X) e note que

(G(g) o G(M)(f) = g«(h(f)) = gu(f 0 h) = (f o h)(9g)
= fo(hog)=(hog).(f)=G(hog)(f)

Isto demonstra o seguinte:

Lema C.0.34. G definido acima é um funtor covariante G: TOPx y°® — C* — Algap un,

ou seja, um funtor contra-variante G: TOPg g — C* — Algap, un-

Definiremos agora a nocao de dualidade entre duas categorias. Se duas categorias
€ e Z sao duais entao a cada afirmacao P que vale em uma categoria corresponde uma

afirmacao dual P* na outra categoria, a vantagem disso é que a validade de P é equivalente
a validade de P*.

Definicao C.0.35. Uma categoria % ¢ dita ser dual a uma categoria & se € é equivalente
a PP,

Teorema C.0.36. As categorias C* — Algapun € TOPk g sdo equivalentes. Ou seja,
C* — Algapun € TOPk g sdo duais.

Demonstragao. Considere os funtores das Defini¢oes C.0.31 e C.0.33, F': C* — Algap un —
TOPku* e G: TOPkx g™ — C* — Algap,un- Devemos mostrar que F'o G = idropy o0 €

GoF Zidc_n . Vamos dividir a prova de cada uma das equivaléncias.
ZAb,un

e F oG = idropy yoo- Devemos exibir uma familia de morfismos p = {px : (Fo
G)(X) = idropg yor(X) : X € Obj(TOPkn)}, ¢ importante lembrar aqui que
px ¢ um morfismo na categoria oposta TOPk u, logo ele liga idropy yor(X) a
(F o G)(X). Notemos agora que idrop, ,o0(X) = X e (FoG)(X) = F(G(X)) =
F(O(X)) = C’/(Y) Note que, como X é um compacto Hausdorff o Teorema C.0.4,
nos garante, a cada X € Obj(TOPk i) o homeomorfismo (isomorfismo na categoria

TOPk g tanto como na categoria TOPg y”):

—

dx : X — C(X) dado por x+— d,.

Com isso, propomos a cole¢ao de isomorfismos

—
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Dados X,Y € Obj((TOPRy) e f € HomTOp;;jH (Y, X) queremos que o seguinte
diagrama comute
(FoG)(Y) 2 id(Y)
(FOG)(f)l l’id(f)
(FoG)(X) —— id(X)

nx

Como os pux = dx e py = dy sao morfismos nas categorias opostas, (F o G)(X) =
C(X),id(X) =X eid(f) = f temos que comutar o diagrama:

—_—

oY) 2

Y
(FoG)(f)l J

—

CX) —— X

nx

~

Onde (FoG)(f): CT(?) — C/’()?) é dado por 7 — F(f.)(T) = 7o f,. Para comutar
o diagrama, devemos verificar a igualdade (F o G)(f) o 0y = dx o f. Tome y € Y,

denotando a funcao de avaliagdo num ponto z por ¢, temos

(0x © f)(y) = 0:(f(y)) = )
(FoG)(f))(y) =dy(y)o fo=dyo fu
Devemos portanto verificar que d, o f, = d5(,). Tome h € C(X) entao

(0y 0 f)(h) = 8,(f.(h)) = 6y(ho [) = a(f(y)) = 51 (a).

Concluimos portanto que F'o G = tdropy yor-

e GoF = idg-_pg,,,,  Devemos exibir uma familia de isomorfismos p = {ua :
(GoF)(A) = idgs—Algay, o (A) 1 A € Obj(C* — Algap,un) }, notemos que (Go f)(A) =
G(F(A)) = G(A) = C(A) e idce—Algay a (A) = A ainda, como estamos numa
categoria oposta, p4 deve ser um morfismo entre A e C (ﬁ) Note que como A é uma
C*-algebra comutativa e unital, o Teorema C.0.1 nos permite exibir um isomorfismo

na categoria C* — Algay, yn dado por

I':A— C(A) dadopor a+—s a.

Como para cada A C*-dlgebra comutativa e unital existe uma representacao de

Gelfand I"4, podemos propor a seguinte colecao de isomorfismos

po=1{T4 :idce—agsy on(A) = (G o F)(A) : A € Obj(C* — Algap,un)}-
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Tome A € Obj(C* — Algapun) € ¢ € Homex_alg,, .. (A4, B), note que precisamos

comutar o seguinte diagrama

ou seja, queremos obter (G o F)(p)oT'y =T'go . Tome a € A e note que

—

(Fpop)(a) = Ip(p(a) = ¢la)

a0 passo que

(G o F)(p) oTa)(a) = (G o F)(p)(Tala)) = (G o Fp))(a)

—

Resta entao mostrar que @ o F'(¢) = ¢(a), para isso, tome 7 € B e note que

(@o F(p))(1) = a(F(p)(1)) = a(T o @) = (T o p)(a) = 7(p(a)) = p(a)(7).

Dessa forma concluimos que o diagrama comuta e portanto segue que G o F

ZdC* _AlgAb,un *

Do exposto acima temos que as categorias C* — Algay, yn € TOPk g sdo duais.

]
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