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Resumo

E abordado um problema de valor de contorno envolvendo a equacao de Poisson-Boltzmann
que modela o potencial eletrostatico em um canal formado por duas placas paralelas com
uma solucao eletrolitica confinada entre as placas. Além disso, é apresentada a existéncia
e unicidade da solucao do problema, com solugoes especiais como limitantes inferior e
superior, chamadas de solugao de Debye-Hiickel e solucao de Gouy-Guapman, respectiva-
mente. Os resultados sao baseados no principio de maximo para equagoes elipticas e sao

lUteis para caracterizar o comportamento das solugoes.

Palavras-chave: Equacao de Poisson-Boltzmann; Equacao Diferencial; Placas Paralelas.



Abstract

A boundary value problem involving the Poisson-Boltzmann equation that models the
electrostatic potential in a channel formed by two parallel plates with an electrolytic solu-
tion confined between the plates is addressed. In addition, the existence and uniqueness
of the solution to the problem are presented, with special solutions as lower and upper
bounds, called the Debye-Hiickel solution and the Gouy-Guapman solution, respectively.
The results are based on the maximum principle for elliptic equations and are useful to

characterize the behavior of the solutions.

Keywords: Poisson—Boltzmann Equation; Differential Equation; Parallel Plates.
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Introducao

Equacoes diferenciais modelam diversos fenomenos fisicos nas mais distintas areas
do conhecimento. Em particular, tem-se a equacao de Poisson-Boltzmann, que descreve
a distribuicao do potencial eletrostatico em uma solucao. Quando esta solucao esta
confinada entre duas placas paralelas, formando um microcanal, a equagao de Poisson-
Boltzmann cléssica é capaz de prever a distribuicao do potencial eletrostatico proximo a

superficie.

A modelagem deste potencial eletrostatico desempenha um papel importante em
varios sistemas fisico-quimicos, como dispositivos fluidicos em micro/nanoescala [8, 13,
25]. Este modelo, baseado na equagao de Poisson-Boltzmann, tem sido bem sucedido
em prever com precisao a distribuicao do potencial elétrico da dupla camada préximo as
superficies [11, 12, 14, 27]. No entanto, como se supoe que os fons eletroliticos satisfacam
a distribuicao de Boltzmann, a equacao de Poisson-Boltzmann ¢ inerentemente nao linear

e bastante dificil de resolver analiticamente.

Em alguns casos especiais existem solugoes explicitas simples para a equacao de
Poisson-Boltzmann, como por exemplo: uma unica placa infinita com carga uniforme,
um cilindro com carga infinita ou para uma esfera carregada [3, 12, 14, 24]. No caso
da interagao de duas placas carregadas, Behrens e Borkovec [4] obtiveram uma solugao

fechada em termos das chamadas funcgoes elipticas de Jacobi.

Consequentemente, obter informacoes sobre o comportamento da solugao, como
por exemplo, em quais regioes o potencial é crescente ou decrescente, é fundamental, tanto

para a parte tedrica quanto para a parte numérica.

Dados potenciais nas superficies das placas, é gerado entre elas um potencial ele-
trostatico. Sendo assim, o uso da equacao de Poisson-Boltzmann é atrativo para modelar

tal potencial. Os objetivos deste trabalho sao:
e Discutir aspectos fisicos que envolvem o potencial eletrostatico gerado entre duas
placas paralelas;
e Discutir a equacao de Poisson-Boltzmann;

e Gerar um modelo do potencial eletrostatico entre duas placas paralelas a partir de

investigagoes do aspecto teérico do problema;

e Fornecer resultados para a existéncia e unicidade de solu¢ao para o problema/modelo
obtido;
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e Obter resultados de limitagao (cotas), mais precisamente, no caso de superficies hi-
drofébicas, ou seja, quando ambos os potenciais superficiais sao negativos, com base
nos principios de maximo para equagoes elipticas sera mostrado que a solucao do
problema é limitada inferiormente por uma solucao do tipo Debye-Hiickel e limitada

superiormente por uma solugao do tipo Gouy-Chapman [14, 26];

e Fornecer resultados para caracterizagao do comportamento da solugao.

No Capitulo 1 sera feita uma breve descricao de equagoes diferenciais, problemas
de valor inicial e problemas de valor de contorno, servindo de motivacao para este trabalho.
No Capitulo 2 os objetivos elencados serao gradativamente obtidos, fornecendo anélise
tedrica robusta. As conclusoes estao no Capitulo 3 e algumas informagoes adicionais

como funcoes hiperbdlicas e o teorema do valor médio, encontram-se no Apéndice.
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1 Equacao Diferencial

O presente capitulo, com base em [28], tem como objetivo apresentar ao leitor uma
breve introdugao ao tema das equagoes diferenciais (ED), com a finalidade de contextua-
lizar os tépicos abordados nos capitulos subsequentes. Neste capitulo, serao apresentadas
a definicao de uma ED, suas classificagoes por tipo, ordem e linearidade, além da solugao
de uma EDO (Equagao Diferencial Ordinéria), que, como serd visto adiante, é uma classe
especifica de equagoes diferenciais. Também serao discutidos problemas de valor inicial e

exemplos com aplicagoes.

A derivada dy/dx de uma funcdo y = ¢(z) é, em si, outra fungao, muitas vezes
denotada por ¢'(x), encontrada por meio de uma regra apropriada. Por exemplo, a fungao

4, . ., . . ; 4
y = e ¢ diferencidvel no intervalo (—oo, +00), e sua derivada é dy/dx = 0.8ze%%".

Se substituida a funcao inicial do lado direito, tem-se

dyi

11
- = 0,8xy, (1.1)

desse modo, sabendo apenas a equacao (1.1), o problema se torna em como resolver a
equacgao para a desconhecida fungao y = ¢(z). A equacao (1.1) é um exemplo de equagao

diferencial.

Definigao 1.1. Uma equacdo que contém as derivadas (diferenciais) de uma ou mais
varidaveis dependentes em relacdo a uma ou mais varidveis independentes é chamada de

equacao diferencial.

Para as derivadas ordinarias, ao longo do texto sera utilizada a notagao de Leibniz
dy/dz, dy? /dz?, dy? /da®, ..., dy" /dz". Ou a notacao linha o/, 3", v,y y®, .., y™. Vale
perceber que a linha a partir da 4* derivada, utiliza-se ™, em que n simboliza a n-ésima

derivada em ambas as notagoes.

A de Leibniz tem a vantagem de explicitar claramente as variaveis dependentes

e independentes. Por exemplo, na equacao

Funcao desconhecida
ou variavel dependente

d*x

L» Variavel independente

é facil verificar que x é a variavel dependente e t é a variavel independente.
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9y
Para as derivadas parciais, o simbolo utilizado serd — para a primeira derivada,

ox

o 2
para a segunda derivada, e assim por diante. Note que neste caso, em ambos os

Ox?
exemplos, a variavel dependente y esta sendo derivada em relagao a variavel independente

Z.

A seguir, serao apresentadas classificagoes, como tipo, ordem e linearidade de

uma equagcao diferencial.

1.1 Classificacdo por tipo

Equacao diferencial ordinaria (EDO): Se uma equagao contiver apenas de-
rivadas ordinarias de uma ou mais variaveis dependentes em relacao a uma unica variavel

independente, entao é uma equagao diferencial ordinaria.

Por exemplo,

d*>y dy dr dy
YY_ YW iy=0 ¢ LW _0pyy
Q2 e TV gty T

Equacao diferencial parcial (EDP): Se uma equagao envolve as derivadas
parciais de uma ou mais variaveis dependentes de duas ou mais variaveis independentes,

entao é uma equacao diferencial parcial.

Por exemplo,

Pu  O%*u _ ou Ov

@"‘a—yQ—O € a—y——%.

1.2 Classificacdo por ordem

A ordem de uma equacao diferencial, seja ela uma EDO ou EDP, é a ordem da

maior derivada na equagao. Por exemplo,

» Segunda ordem

(—> Primeira ordem

d*y dy\’
., < _4 — T
dx? o <dx) Y=

é uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem.

Em simbolos, pode-se expressar uma equacao diferencial ordinaria de ordem n

em uma variavel dependente na forma geral

F(w7y7 y/7"'7y(n)) = 07 (1.2)

em que I’ é uma funcao de valores reais de n + 2 variaveis, z,vy,v, ..., y(").
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1.3 Classificacdo por linearidade

Diz-se que (1.2) de ordem n é linear se F for linear em y, 3/, ..., y™. Ou seja, isso

significa que uma EDO de n-ésima ordem ¢ linear quando
F(z,9,9s s y™) = an(@)y™ + an1(2)y" ™V + .. + a1 (2)y + ao(2)y — g(x) = 0,

ou,
dr a1t d
an(x)—y + a,_1(7) d:z:"—?{ +..+ al(x)d—i + ag(x)y = g(z). (1.3)

H4 pelo menos dois casos especiais: a equacao diferencial linear de primeira ordem

e a de segunda ordem

w(@0) L+ oy =) e arln) Y+ )P+ ale)y = gla)

Da equagao (1.3), em seu lado esquerdo, no caso da adicao de EDOs lineares,

pode-se observar duas propriedades:

o A varidvel dependente y e todas as suas derivadas v/, y", ...,y™ sdo do primeiro

grau, ou seja, a poténcia de cada termo envolvendo y é um.

e Os coeficientes ag, ay, ..., a, de y,v, ...,y(”) dependem, quando muito, da variavel

independente x. As equagoes
d3y
! /
y' -2y +y=0 e ——+ = —5y=e¢",
dx
sao, respectivamente, equagoes diferenciais ordinarias lineares de segunda e terceira
ordens. Uma equacao ordinaria nao linear é simplesmente uma equacao que nao

¢ linear. Fungoes nao lineares da variavel dependente ou de suas derivadas, como

! ~ ~ . .
sen(y) ou €, ndo podem aparecer em uma equacao linear. Assim,

Termo nao linear:

coeficiente depende de y
(1 - y)?/ + 2y = 61’)

Termo nao linear:

funcao nao linear de y
2

d
d_:(:g +sen(y) =0,

Termo nao linear:

poténcia diferente de 1

d4

dz? =0,
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sao exemplos de equacgao diferencial ordinaria nao linear de primeira, segunda e

quarta ordem, respectivamente.

1.4 Solucido de uma EDO

Definicao 1.2. Toda funcao ¢, definida em um intervalo I que tem pelo menos n deriva-
das continuas em I, as quais quando substituidas em uma equacdao diferencial ordindria
de ordem n reduzem a equacao a uma identidade, é denominada uma solugcao da equacgao

diferencial no intervalo.

Ocasionalmente, serd conveniente denotar uma solucao pelo simbolo alternativo
y(z).

Ao procurar por uma solugao, simultaneamente, deve-se procurar o intervalo em
que ela esta definida. O intervalo I da Definicao 1.2 é alternativamente conhecido como
intervalo de definigao, de existéncia, de validade ou de dominio da solucao e pode ser um
intervalo aberto (a,b), um intervalo fechado [a,b], um intervalo infinito (a,o0), e assim

por diante.

1.5 Problemas de Valor inicial

Frequentemente, sao estudados problemas em que procura-se uma solucao y(x)
para uma equagao de modo que y(z) satisfaca determinadas condigoes iniciais, isto é,

as condigbes impostas a y(z) ou suas derivadas. Em algum intervalo I contendo xg, o

problema
RGSOerT’ . @ = f(l‘7 Y, y/’ e y(n—l))’
dr (1.4)
Sujeita a:y(zo) = yo,y (xo) = y1, ...,y(”*l)(xg) _—
em que Yo, Y1, ---, Yn_1 SA0 constantes reais especificadas, é chamado de problema de valor

inicial (PVI). Os valores de y(z) e suas n — 1 derivadas e um tnico ponto xq : y(zo) = vo,

Y (x0) = 1, ..., y" Y (20) = yn_1 sdo chamados de condicdes iniciais.

1.5.1 PVI de primeira e segunda ordem

O problema apresentado em (1.4) é também chamado de problema de valor inicial

de ordem n. Por exemplo,

Resolver : % = f(z,y), (1.5)

Sujeita a:  y(xo) = yo,
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2

d
Resolver : d_xz = f(z, yyl//%

(1.6)
Sujeita a:  y(xo) = Yo,y (x0) = 1,

sao problemas de valor inicial de primeira e segunda ordens, respectivamente.

Analisando geometricamente, em (1.5), procura-se por uma solugao da equagao
diferencial y' = f(z,y) em um intervalo I contendo ¢ de tal forma que o seu grafico passe
pelo ponto (xg, yo) prescrito. Em (1.6), deseja-se encontrar uma solucao y(z) da equagao
diferencial 4" = f(x,y,y’) em um intervalo I contendo xy de forma que o grifico nao
somente passe por um ponto (zo, ), mas também o faga de tal forma que a inclinagao

da curva nesse ponto seja ;.

Teorema 1.3 (Existéncia de uma tnica solucao). Seja R uma regiao retangular no plano
xy definida por a < x < b, ¢ <y < d que contém o ponto (xo,y0). Se f(z,y) e g_]yf $G0
continuas em R, entao existe algum intervalo Iy : xg—h < x < xo+h, h > 0, contido em
a <z <b, euma inica funcdo y(x), definida em Iy, que é uma solugdo do problema de

valor inicial (1.5).

A demonstracao deste teorema poderd ser vista em [6].

Perceba que as condicoes do Teorema 1.3 sao suficientes, mas nao necessarias.

Isto significa que quando f(z,y) e Z—Jyp sao continuas em uma regiao retangular R, deve-se
sempre concluir que hd uma unica solugao para (1.5) quando (xg, yo) for um ponto interior
de R. Porém, se as condi¢oes dadas na hipétese do Teorema 1.3 nao forem satisfeitas,
qualquer coisa pode ocorrer: o problema pode ainda ter uma solucao e essa solucao pode

ser unica, ou pode ter varias solugoes, ou ainda nao ter nenhuma solugao.

1.6 Problemas de Valor de Contorno

Diferentemente de um Problema de Valor Inicial, um Problema de Valor de Con-
torno (PVC) ou de Fronteira (PVF) de segunda ordem e linear consiste em
d*y

d
Resolver : (lg(l‘)w + al(x)ﬁ + ap(z)y — g(z) =0,

Sujeita a: y(a) = yo,y(b) = v,

no qual busca-se uma solucao y que satisfaca a EDO no intervalo a < x < b, e, nas

extremidades, * = a e x = b, a solucao y deve satisfazer as condicoes de contorno
y(a) = yo e y(b) = y1.

De uma forma mais geral, pode-se considerar a equagao

y' = f(z,y.y), x€la,bl], (1.7)
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com a condicao de fronteira
y(a) =y, y(b) =u. (1.8)

Foge ao escopo deste trabalho lidar com um caso geral como este, entretanto,
Schrader [20] demonstra alguns teoremas sobre existéncia e unicidade de solu¢do para

(1.7) e (1.8) bem como outras possibilidades para a condigao de fronteira.

1.7 Aplicacdes de EDOs

Nesta secao, serao apresentadas algumas aplicagoes das EDOs por meio de exem-
plos praticos, mostrando como elas aparecem em diferentes contextos. O foco sera apre-
sentar os resultados, sem entrar nos detalhes dos métodos utilizados ou nos aspectos fisicos
envolvidos. A proposta é dar uma visao geral que facilite a compreensao da importancia
das EDOs. Para aqueles que desejam aprofundamento nos métodos e aspectos fisicos,

sugere-se a leitura do livro de Zill [28].

A seguir serao apresentados dois exemplos de aplicacoes de equacoes diferenciais

ordindrias lineares.

Exemplo 1.4 (Esfriamento de um bolo). Quando um bolo € tirado do forno, sua tempe-
ratura € 300°F. Trés minutos mais tarde, sua temperatura € 200°F. Quanto tempo levard

para o bolo resfriar até a temperatura ambiente de 70°F ¢

Solucao: Para a resolugcao deste problema, serd utilizada a leir de resfriamen-

to/aquecimento de Newton.

A formulag¢ao matemdtica da lei empirica de Newton do resfriamento/aqueci-

mento de um objeto € dada pela equacdo diferencial linear de primeira ordem

dr(t
IO _ gy - 1), (1.9)

dt
em que k € uma constante de proporcionalidade, T(t) é a temperatura do objeto no tempo
t, comt >0 e'l, éa temperatura ambiente, isto €, a temperatura do meio em torno do

objeto.

Seja T,, = 70 em (1.9), desse modo seque o problema de valor inicial

dT(#)
- k(T (t) — 70),
T(0) = 300.

E necessdrio encontrar uma solucao e determinar o wvalor de k de modo que
T(3) = 200.

Assim, seque que

dr(t)
T =70~ kdt,
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tem-se que In |T(t) — 70| = kt + c1 e, portanto, T(t) = 70 + coe**, com ¢, e ¢y constantes

reals.

Quando t = 0, tem-se T(0) = 300 e, portanto, substituindo, seque que 300 =
70 + ¢y resultando em cy = 230. Dessa forma, T(t) = 70 +230e*. Finalmente, a medigio

13 1. /13
TB)=200=¢* = —=k=—-In|{— ] ~—0,19018.
3) < T3 3" (23) :
Assim,
T(t) = 70 + 230¢ 19018, (1.10)

Observe que (1.10) ndo fornece uma solugao finita para T(t) = 70, uma vez que
tlim T(t) =170. Intuitivamente, porém, espera-se que o bolo atinja a temperatura ambiente
—00

apos um periodo razoavelmente longo.

A temperatura ambiente em (1.9) ndo € necessariamente constante e pode ser

descrita por uma fungao T,,(t) em que t é um dado instante de tempo.
A temperatura de um bolo em resfriamento tende a temperatura ambiente, como

¢ possivel ver na Tabela 1 e Figura 1.1 a sequir:

Figura 1.1 — Temperatura do bolo.
300
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Fonte: extraido de Zill [28].



Capitulo 1. FEquag¢do Diferencial 18

Tabela 1 — Tabela de temperatura em funcao do tempo.

Tempo (t) (min) | Temperatura (T(t)) (F)
201 75°
21,3 74°
22.8 73°
24,9 72°
28,6 71°
32,3 70,5°

Fonte: extraido de Zill [28].

Sendo a Tabela 1 apresentada com o tempo (t) em minutos e a temperatura T em

funcao de t.

Exemplo 1.5 (Circuito em série). Para um circuito em série contendo apenas um resistor

e indutor, a sequnda lei de Kirchhoff estabelece que a soma das quedas de tensao no indutor

di(t
L ( i )) e no resistor (Ri(t)) € igual a tensdo aplicada no circuito (E(t)).

dt
Obtém-se, assim, a equagao diferencial linear para a corrente i(t),

di(t)

L
dt

+ Ri(t) = E(1), (1.11)
em que, L e R sao constantes conhecidas como indutancia e a resisténcia, respectivamente.
A corrente i(t) € também chamada de resposta do sistema.

Sabendo disso, deseja-se encontrar uma solug¢dao para o sequinte problema: uma
bateria de 12 volts é conectada a um circuito em série no qual a indutancia é 3 henry' e

a resisténcia € de 10 ohms. Determine a corrente v se a corrente inicial for 0.
Solugao: De (1.11) e das informagoes do problema, seque que

1di(t)
2 dt

+10i(t) = 12,

sujeita a i(0) = 0. Em primeiro lugar, multiplica-se a equacdo diferencial por 2 e, usando

o fator integrante, €*°t, obtém-se

© eitr)] = 246"

Integrando cada lado da ultima equagao e resolvendo-a, obtém-se

6
’l(t) = g -+ C€720t.

6 6
Como i(0) = 0, tem-se que 0 = R +c=c= —% Veja na Figura 1.2 o grdfico da solugao.

! Quando a taxa de variagao da corrente elétrica no circuito é um ampére por segundo (1 A/s) e a forca

eletromotriz resultante é de um volt (1 V), a induténcia do circuito é de um henry (1 H).
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Figura 1.2 — Solucao Circuito em série.
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Fonte: elaborado pela autora.

A seguir serao apresentados dois exemplos de aplicagoes de problemas de valores

iniciais de segunda ordem.

Exemplo 1.6 (Movimento criticamente amortecido). Uma massa pesando 8 libras alonga
uma mola em 2 pés. Supondo que uma for¢ca amortecedora igual a duas vezes a veloci-
dade instantinea aja sobre o sistema, determine a equacdo de movimento se o peso for

inicialmente solto de uma posi¢ao de equilibrio a uma velocidade de 3 pés/s para cima.

Solugao: Com base na lei de Hooke, tem-se que 8 = k-2 resulta em k = 4 1b/pés

8 1
e que W = mg resullta em m = 331 slug®. A equacdo diferencial do movimento é
entao L J P J
x x x x
—— = —4r - 2— — +8— 4 162 = 0. 1.12
par T Tt v oA Tty T (1.12)
A equagdo auziliar (1.12) é m* 4+ 8m + 16 = (m +4)* = 0, de forma que m; =
meo = —4. Portanto, o sistema € criticamente amortecido e
2(t) = cre ® + cote ™,
Aplicando as condigées iniciais x(0) = 0 e 2'(0) = =3, obtém-se que ¢; =0 ¢
co = —3. Logo, a equacao do movimento €
x(t) = —3te ™.

Na Figura 1.3, pode ser visto um grdfico para a solucao apresentada do problema.

2 O slug é uma unidade de massa no Sistema Inglés. Um slug é aproximadamente 14,593902 quilogramas.
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Figura 1.3 — Solucao Movimento Criticamente Amortecido.
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Fonte: elaborado pela autora.

Exemplo 1.7 (Movimento forgado ndo amortecido). Resolva o problema de valor inicial

dzx 2 /
g twr = Fysen(~t), x(0)=0, 2'(0)=0,

em que Fy € uma constante e v # w.

Solugcao: A funcao complementar é x.(t) = ¢; cos(wt) + cosen(wt). Para obter

uma solugao particular, experimenta-se x,(t) = Acos(vt) + Bsen(yt) de tal forma que

2+ wr, = A(w® — %) cos(yt) + B(w® — 7°) sen(yt) = Fysen(t).

Iqualando os coeficientes, oblém-se imediatamente A = 0 e B = Fy/(w?® — 4%).

Logo,
Fy
l'p(t) = m Sen(vt).
Aplicando as condicoes iniciais dadas a solug¢do geral
x(t) = ¢y cos(wt) + co sen(wt) + e sen(vyt),
obtém-se que ¢, =0 e co = —yFy/w(w?® —?). Assim, a solucdo serd
(1) = — s (— sem(wt) + wsen(31), 7 #
x(t) = ————(—7vsen(w wsen w.
w(wz o ,}/2) ,}/ ,}/ ) ,}/
Escolhendo arbitrariamente valores para os parametros dados, sejam Fy = 1,

w=2ev=1, tem-se o grdifico, na Figura 1.4, de uma possivel solucdo:
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Figura 1.4 — Solucao Movimento Forcado Nao Amortecido.
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Fonte: elaborado pela autora.

A seguir serao apresentados dois exemplos de aplicagoes de problemas de valores

de contorno lineares.

Exemplo 1.8 (Uma viga engastada). Uma viga de comprimento L estd engastada, ou
seja, que estd encaizada em ambas as extremidades. Qual serd a deflexdo’® da viga se uma
carga constante wq for uniformemente distribuida ao longo de seu comprimento, isto €,

w(zr) =wy, 0 <ax < L?
Solugao: Assuma que a deflexdo y(x) salisfaz

dy
El— = wy.
dx* 0
Como a viga estd engastada tanto na extremidade esquerda (x = 0) como na
direita (x = L), ndo hd deflexdo vertical e a reta de deflexdo € horizontal nesses pontos.

Assim, as condicoes de contorno sao

Pode-se resolver a equacdo diferencial nao homogénea da forma usual (encontre
ye observando que m = 0 é uma raiz de multiplicidade 4 da equacdo auxiliar m* = 0
e depois encontre uma solugcdo particular pelo método dos coeficientes a determinar) ou
pode-se simplesmente integrar quatro vezes sequidas a equacdo d*y/dx* = wo/EI. De
qualquer forma, encontra-se que a solugao geral da equacdo y = y. + vy, €
wo 4

UEI"

Deflexiio é a alteracdio ou desvio da posic¢do natural (de alguém ou algo) para um dos lados.

y(z) = ¢ + cor + 32 + cy2® +

3
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As condigoes y(0) = 0, y'(0) = 0 resultam, sucessivamente em, ¢; =0 e co =0,
enquanto as condi¢oes remanescentes y(L) = 0 e ¢/ (L) = 0 aplicadas a y(z) = c32° +

ca® + z* ddo origem as equacoes

Wo
241

L+ el + 2[4 =0
GE A oIET ’

Wo
2c3L L+ —I1*=0.
C3 +3C4 + 6E] 0

Resolvendo esse sistema, obtém-se c3 = w0L2/24EI ecy =—wolL/12EI. Assim

a deflexdo é

2
WOL 2 WOL 3 Wo 4

_ o _ Wo 2 B 2
= %pl” Tl Taprt v Y@ (@ — L)

241871

y(x)

Escolhendo valores arbitrdrios para wg, E, I e L, sejam wg =10, E=2, I =5 ¢

L =1, para fins de andlise de grdfico, na Figura 1.5.

Figura 1.5 — Solucao Viga Engastada.
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Fonte: adaptado de Zill [28].

Exemplo 1.9 (A carga de Euler). Determine a deflexao de uma coluna vertical, fina e
homogénea, de comprimento L, sujeita a uma carga azial’ constante P, considerando que

a coluna estd simplesmente apoiada em ambas as extremidades.

Solugcao: O problema de contorno a ser resolvido é

p1%Y | py—g (0)=0, y(L)=0
dx2 Y=V, Y - Y -

Observe primeiramente que y = 0 € uma solucdo perfeitamente aceitdvel desse

problema. Fssa solugao tem uma interpretacao intuitiva e simples: se a carga P nao

4 E uma forca que atua paralelamente ao eixo de um elemento estrutural, como um rolamento ou uma
barra de ferro.
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for grande o suficiente, nao haverd deflexao. A questdo é esta: para quais valores de P
a coluna vai defletir? FEm termos matemdticos: para quais valores de P o problema de

contorno dado tem solugoes nao triviais? Escrevendo N = P/EI, observa-se que
y'+ Ay =0, y(0)=0, y(L)=0,

as curvas de deflexdo y,(x) = cosen(nmwx /L) sdo correspondentes aos sequintes aultovalores
N\, = P,/EI = n*7?/L* n = 1,2,3,... Fisicamente, isso significa que a coluna vai
deformar-se ou defletir somente quando a forca compressiva assumir um dos valores a
sequir: P, = n*n*EI/L*, n =1,2,3,... Essas forcas sdo chamadas de cargas criticas. A
curva de deflexdo correspondente & menor carga critica Py = n*EI/L*, chamada de carga
de Euler, é y,(x) = cysen(mzx/L) e é conhecida como o primeiro modo de deformagdo.
Para o grdfico na Figura 1.6, foram escolhidos valores arbitrariamente para as constantes
E, I eL emP,. Sejam, E=1,1=1¢L=1.

Figura 1.6 — Solucao Carga de Fuler.
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Fonte: extraido de Zill [28].

Apobs a breve contextualizacao sobre o assunto das Equacdes Diferenciais, sera
iniciado o proximo capitulo, que possui um foco maior na modelagem proposta, apresen-

tando aspectos basicos que podem ser necessarios para uma melhor compreensao.
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2 A Equacao de Poisson-Boltzmann

Este capitulo tem como objetivo apresentar conceitos fundamentais, como a
equacgao de Poisson-Boltzmann e a Dupla Camada Elétrica (EDL), os quais s@o essenciais
para a compreensao da modelagem do modelo proposto. Além disso, sera abordada a
formulagao matematica necessaria para a modelagem do problema, acompanhada de uma
analise tedrica detalhada, voltada para a solucao da modelagem proposta. Vale ressaltar
que a solucao do modelo utilizando a equagao de Poisson-Boltzmann é uma aproximacao
do que se apresenta no mundo real, bem como qualquer outro modelo tedrico, tendo assim

algumas restri¢oes especificas.

2.1 Dupla Camada Elétrica

A Dupla Camada Elétrica (ou, mais popularmente conhecida, como Electric Dou-
ble Layer (EDL)), é um dos conceitos mais antigos e fundamentais em eletroquimica. Um
exemplo mais recente sobre o assunto que pode ser citado, é a reacao eletroquimica de

reducao de diéxido de carbono, em que foi sugerido utilizar a EDL para controld-lo [21].

Ao expor uma superficie carregada a um eletrélito, o campo elétrico produzido
pela superficie atuara nos ions carregados da solucao e fara com que eles reorganizem
suas posi¢oes. O movimento dos fons resultard em concentragoes diferentes na interface,
comparado com a solucao em que estao, com uma abundancia de contra-ions, ou seja, de
ions de cargas opostas e uma deficiéncia de co-fons, ou seja, de ions de mesmas cargas.
Isso da origem a uma estrutura de fons chamada de Dupla Camada Elétrica, um modelo

que descreve como os ions se organizam em uma solugao sob o potencial aplicado.

A EDL é essencialmente uma parede de ions que circunda a superficie de uma
forma que equilibra sua carga e filtra o potencial da superficie. Como um todo, ela é ge-
ralmente modelada como tendo duas regides, uma camada compacta (também conhecida
como camada de Helmholtz) e uma camada difusa (também conhecida como camada de

Gouy-Chapman).

A seguir, na Figura 2.1, pode ser visto um diagrama simplificado da estrutura de
uma EDL. A magnitude do potencial 1) decai rdpida e linearmente na camada compacta
onde os contra-fons aglomeram-se na superficie. O potencial entao decai gradualmente

para zero na camada difusa.
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Figura 2.1 — Diagrama simplificado da estrutura de uma EDL.
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Fonte: extraido de Johnstone [9].Traduzido pela autora.

A camada compacta é composta por ions que se aglomeram na superficie e es-
sencialmente ficam presos a ela. Ja a camada difusa, localizada apds a camada compacta,
apresenta menor densidade e estruturagao. Qualquer potencial nao blindado remanescente
decai gradualmente até zero dentro da camada difusa. A distancia ao longo da qual o
potencial decai na camada difusa pode ser estimada utilizando a teoria de Debye-Hiickel.
Como a derivacao dessa teoria é bastante complexa, serd omitida, sendo apresentada

diretamente a solugao, obtendo-se:
x
v =voexp (=) .
K

em que 1 é o potencial na superficie do eletrodo, 1y é o potencial inicial na superficie do

1

eletrodo, x é a distancia do eletrodo e k * é o comprimento de Debye.

Apos essa breve contextualizacao sobre o que é a EDL, sera apresentada a Equacao
de Poisson-Boltzmann, com o objetivo de complementar a leitura para a posterior apre-

sentacao do problema e sua modelagem.

2.2 Equacao de Poisson-Boltzmann

A equacao de Poisson-Boltzmann é uma ferramenta amplamente utilizada na Ma-
tematica Aplicada, especialmente em estudos fisico-quimicos. Trata-se de uma equacao

diferencial que descreve como o potencial eletrostatico se distribui em uma solugao con-
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tendo cargas moveis e fixas. Tal distribuicao de potencial é capaz de mostrar como as

interagoes eletrostéaticas podem alterar as moléculas presentes em uma solucao [1].

Essa equacao é, na verdade, a combinacao da equacao de Poisson com a distri-
buicdo de Boltzmann. A equacao de Poisson descreve a distribuicao de cargas em um
meio com constante dielétrica, enquanto a distribuicao de Boltzmann modela as densi-
dades de cargas elétricas. Juntas, essas equagoes fundamentam o estudo dos fendmenos

relacionados as distribui¢oes de cargas em solugoes eletroliticas [22].

Matematicamente, a equacao de Poisson-Boltzmann é expressa da seguinte forma:

M
W'(y) = —dre Y gnse P,

=1

Os termos presentes na equacao serao detalhadamente explicados posteriormente,

no desenvolvimento da argumentacao sobre a modelagem matemaética.

Com base nos conceitos abordados no capitulo anterior, pode-se concluir que a
equacao de Poisson-Boltzmann é, na verdade, uma equagao nao linear. Para encontrar
uma solucao especifica, sao necessarias condi¢oes de contorno, configurando assim um

problema de valor de contorno.

2.3 Descricao do modelo

Para a descricao do modelo, bem como para a analise tedrica, utilizou-se como re-
ferencial tedrico o artigo que poderd ser visto em [7]. Considere uma solucio eletrolitica’
dentro de um canal formado por duas placas hidrofébicas? horizontais paralelas, com
o sistema em equilibrio termodinamico, ou seja, o sistema apresenta uniformidade nas
propriedades termodinamicas, como temperatura, pressao e composicao, € nao hé trans-
feréncia de energia ou massa. E além disso, suponha que a largura e o comprimento do
canal sejam muito maior que sua altura b. Suponha que a solugao contenha M espécies
ionicas®, e sejam q; # 0 a carga, e n;° a concentracao ionica da j-ésima espécie ionica.
Assuma a neutralidade de carga que é uma condicao do sistema em que ele possui a
mesma quantidade de elétrons e prétons, ou seja, a soma dos elétrons (positivos) com os

prétons (negativos), resulta em zero. Desse modo, obtém-se

M
> gne =0. (2.1)
j=1

E uma solugao com ions livres cuja uma das capacidades é a de transportar corrente elétrica.

Termo associado a uma subtancia, ou como nesse caso, uma superficie, que repele agua.

E um 4tomo (ou grupo de dtomos) que possui carga elétrica devido & perda ou ao ganho de elétrons,
resultando em cargas positivas (cdtions) ou negativas (anions).

3
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Seja e, a carga protonica?, tal que zj = gje. ', isto é, |z;| é a valéncia® da j-ésima

espécie idnica. De (2.1) tem-se, sem perda de generalidade, que existe um nimero inteiro
1< M < M,

tal que para 1 < j < M™ tem-se ¢; > 0 e para M* +1 < j < M tem-se ¢; < 0.

Sob tais circunstancias, os ions no eletrélito concentram-se perto das placas dando
origem a chamada Dupla Camada Elétrica [13, 15, 16]. A seguir, serd apresentado o

Comprimento de Debye-Hiickel

N

M

N\ — dmfe; E : 20
D — B 3 1% )
Jj=1
em que = (kpT)~!, com kp sendo a constante de Boltzmann®, T a temperatura cuja
medida é dada em kelvin e € é a constante dielétrica, uma propriedade fisica que mede a
capacidade de um material isolante de armazenar cargas elétricas. Além disso, sejam (3
e (2 os poténciais de superficie nos extremos do intervalo [0, b], respectivamente. Tendo

em vista a lei de Gauss’, o potencial eletrostético de equilibrio ¢ satisfaz
Arp = —dme tp, (2.2)

em que A denota Laplaciano de ¢. De modo geral, o Laplaciano de uma funcao real
f = f(xy,...,x,) é definida por
0 f 0 f

Af

Além disso, p denota a distribuigao volumétrica de carga no canal. Vale ressaltar que nao
estd restrito ao caso em que a altura do canal é muito maior do que Ap. Sob esta suposigao,
é uma questao sutil se a equacao convencional de Boltzmann usada para descrever as
distribuicoes de ions dentro do canal é suficientemente precisa, ja que as duas EDLs nas
placas podem se sobrepor. De fato, no caso da EDL fortemente sobreposta, o uso da
distribuicao de Boltzmann nao é mais aceitavel, pois resulta em uma descricao imprecisa
do potencial e da distribuigao i6nica na regido da EDL sobreposta [2, 13, 18, 19]. Esta
é uma questao particularmente importante no caso de canais em nanoescalas [2, 8, 25].
Para contornar tais imprecisoes em canais de nanoescalas, modelos alternativos baseados

em melhorias da equagado de Poisson-Boltzmann foram propostos [18, 19]. Como nao

4 Ea carga positiva que um préton possui. Se a carga protonica e a ionica forem as mesmas, tem-se a

neutralidade de carga, caso contrario, diz-se que o sistema esta carregado.

Valéncia é um ntimero que indica a capacidade que um atomo tem de se combinar com outros.
Relaciona a temperatura e energia térmica das particulas. Seu valor é aproximadamente 1,38 x
1072J/K.

E a lei que estabelece a relacdo entre o fluxo do campo elétrico através de uma superficie fechada com
a carga elétrica que existe dentro do volume limitado por esta superficie.

ot
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serda aprofundado este tépico, assuma que os ions satisfazem a distribuicao classica de

Boltzmann [12, 14], tal que
M

ply) =D ;e P,

Jj=1

Assim, de (2.2) temos o seguinte problema de valor de contorno para v, que é a

chamada Equacao de Poisson-Boltzmann para o potencial entre duas placas paralelas

M
V"' (y) = —4me? qun;’oe_ﬁw(y), 0<y<b,
j=1

7/J(0) = 61, w(b) = 52-

(2.3)

E conveniente considerar o problema (2.3) em sua forma adimensional, para fins
de generalizagao, ou seja, independente da unidade de medida que esta sendo utilizada no
problema original. A partir da adimensionalizacao é possivel ampliar a discussao sobre
o problema, podendo fornecer informacoes relevantes sobre parametros que poderao ser
descartados ou aproximados, por exemplo, quando o valor de 1"(y) tende a ser muito
grande. Para tanto, seja p(y) = fe.(y), o potencial escalonado pela carga protonica e,
e a energia térmica kg1, para que ¢ satisfaca

" 47“-563 = 0 ,—Zj ()
P'(y) = - D zmFe W 0 <y <,
j=1

€

(2.4)
p(0) =G, ) =G,

em que ¢ = Bel, G = Beclo.

2.4 Andlise Tedrica

Esta segdo é dedicada a analisar o problema de valor de contorno (2.4). Para
isso, a seguir sera tratado do teorema referente a existéncia e unicidade de solugao para

o problema de valor de contorno.

Teorema 2.1. Seja (1, (o com (1, € R. Existe um unico
v € C*(]0,0)) N C([0,0])
que resolve (2.4).

Demonstragao: Seja F' definida por

A el
F(t) =— erc Z znSe ", (2.5)
j=1
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Disso, segue que

portanto,
47

M
/ o 56(2: 2 oo —z;t
F'(t) = E zinTe” 7" >0, Vt € R,
€
=1

ou seja, I’ é uma funcao crescente em R, pelo teste da 1* derivada. Assim, F' e as condicoes
do problema de contorno (2.4) cumprem as hipdteses do Teorema 4.1, do Apéndice [[5],

Teorema 3.5.2, pag. 194], que garante a existéncia e unicidade.
Como resultado, dados (3,(s € R quaisquer, o problema (2.4) tem uma solugao

Unica. n

A seguir serd apresentado um importante teorema que trata sobre o principio
do maximo para problemas de valor de contorno para equagoes elipticas nao lineares de
segunda ordem, este poderd ser visto em [[17], Teorema 22, pag. 48]. A demonstragao

deste teorema foge do escopo deste trabalho.
Teorema 2.2. Seja u(x) a solugdo do problema de valor de contorno

'+ H(z,u,u') =0, a<x<b,

u(a) = G, u(b) = G-

H OH H
Suponha que H, a—, 8_ sao continuas e que — < 0. Se z1(z) satisfaz
dy ~ 0z dy
A+ H(x,21,21) <0,a<x<b, (2.6)
zi(a) > 1, 21(b) > o, (2.7)
e se zo(x) satisfaz
zy + H(x,29,29) >0, a <x <D, (2.8)
z(a) <, 22(b) < G, (2.9)

portanto, os limites superior e inferior

2o(x) < u(z) < 2 (x),

sao validos.
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Para prosseguir com a anélise, sejam

M M
2= |yl 7 =) |n¥l (2.10)
j=1 j=1

e sejam os limitantes inferior e superior, respectivamente, para o comprimento de Debye-
Hiickel® Ap:

B 2-2 —oo\ —3
Ay = (M) ‘ (2.11)

Usualmente, as concentragoes idnicas em massa (ou bulk ionic concentrations)

sdo bastante grandes e Ap torna-se uma pequena constante [12].

Na sequéncia, sera utilizada a seguinte solugcao explicita da equagao de Poisson-
Boltzmann para uma tunica placa uniformemente carregada, imersa em um eletrélito z : 2
com concentrac¢ao ionica volumétrica dada por ™. Os detalhes para obter tal solucao

seguem a abordagem descrita em [[14],pag. 160-161].

Lema 2.3. Sejam Z e ™, dados por (2.10) e g, < 0 constante qualquer, o problema

_ 81 Be’z m™ o
?'(y) = —————senh(z B(y)), 0 <y <b,
€
?(0) = %o, (2.12)
p(y) =0, y = o0,
tem a solugao explicita
— 4 Y Z %o
P(y) = —arctanh [ e 2 Y tanh - ) (2.13)
z

em que \p € dado em (2.11).

O préximo teorema fornece um limitante inferior e um limitante superior para ¢,
¢é baseado no Teorema 2.2, o principio do maximo para problemas de valores de contorno

relacionados a equacgoes elipticas nao lineares.

Teorema 2.4. Dado (1,( <0, a solugao ¢ de (2.4) satisfaz

o(y) < ply) <By), Yy € [0,0], (2.14)

8 E uma escala de comprimento que indica a distancia em que as cargas elétricas podem se separar

significativamente
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em que
~ Gisenh (ABl (b — y)) + (3 senh (ABly)

— , 2.15
f(y) senh (ABlb) ( )
@ € dado por (2.13) e
(1, se tanh [ =(; | > exglbtanh ECQ ,
@0 - 4 —_1 = = —_1 z (2 16)
—arctanh (e)‘D b tanh <ZC2)> , se tanh | =(; | < e ¥ tanh Zg“g )
Z

Demonstragdo: Tem-se que ¢ dado por (2.15) satisfaz o seguinte problema de valor de

contorno
¢"(y) = Ap"ely), 0<y<b (2.17)
#(0) =G, ¢(b) =G
Considerando H(z,y,2) = —A5°y e z1 = 0, tem-se que H satisfaz as hipéteses

do Teorema 2.2 e z; satisfaz (2.6) e (2.7), desde que (; e (» sejam nao positivos. Assim,
segue-se que © < 0, Vy € [0,b]. A condicdo de neutralidade (2.1) em F(t), dado por (2.5),
resulta em F'(0) = 0, assim, se ¢t < 0, o Teorema do Valor Médio 4.2 produz

F(t) = F'(t") 4”56%22 2t (2.18)

para algum t* €]t,0[. De (1 —e %) <0se 1< j < M* ede (2.18) tem-se que

Ap = F(t) = A5 — F'(t)t

—2

_1
AnBe2 M- : 4
() ) S e
€

J=1

:471'563'[;2 2 00_47Tﬁ€ctzzn e —zt*

€

J=1

M* M
47 Bet -
— c E ZQnoo _ E Z2noo6 z;t

€ - -
Jj=1 Jl

M* M
47 Bet - -
= —° E 2271 E z n;’e AT E 22nSe 4t
€ J 777
Jj=1 1

j=M*+

M*
47 Be’t _ -
= —° E 220 (1 5t E z et ]
€ J 7
Jj=1 1

j=M*+

¢ nao negativo para todo ¢ < 0. Como resultado, uma vez que ¢ < 0, segue que

F(e(y)) < Ap'e(y), Yy € 10,b],

e obtém-se de (2.17),

~—

90//<y - F(f(y)) > 0? Vy € (07 b)'
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Isso significa que  satisfaz (2.8) e (2.9), e usando o Teorema 2.2, a desigualdade a
esquerda em (2.14) se mantém. Agora, levando em consideragao a equagao (2.12), o Lema

2.3 assegura que p dado por (2.13) satisfaz o seguinte problema de valor de contorno:

= —————senh (2 p(y)),0 <y <D,

2

A - __

= — arctanh < ’\letanh <ﬂ)> )
Z 4

Assumindo que @, satisfaz (2.16), a medida que a func¢ao tangente hiperbdlica

aumenta em (—o00, +00), tem-se que

?(0) > G, 9(b) > ¢, (2.19)
e que
?(y) <0, Vy €[0,b]. (2.20)
Seja .
G(t) = ST ) — F().

€

Disso, e de F(t) dado em (2.5), segue que

8rBe2z me AT N o .
G(t) = ———senh(zt) — (— . sznj et |
j=1

€

Tendo em vista (2.20) e (2.10), para cada t < 0, tem-se que

d 2% 700 4 2 M
G'(t) = pr (—8Wﬂecz n senh(zt) — (— erc Z zjnjo.oezjt>>

€

j=1
d [ 8rBe*z m> 47rﬂe .
== (f se Z znSe "
8 Be2z? m™ _ 4mpel 2 oo —zt
D cosh(zt) — ; Z zin;Te .

J=1
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Sabendo que vale a equagao (4.1) dada no Apéndice, segue que

252 —oo 7t 3t 2 M
ez n™® e* + e 47 e 9

/ _ c c —zit
G'(t) = ; 5 - zinjoe
=1
M
47 Be? . - .
— c 22 ﬁoo(ezt + G_Zt) _ E ZJQTL;)OG z;t
€ et

v

471—563 —2 —oo/ Zt fzt —zt
; (z ne(e* +e E Zn
47Tﬁ€g —2 —oo 7t 3t wd 0
= . (z n-e’ +e E 22 in;

1

47r5€c e <Z|Z]|) (ZHE”; —izfn?o

J=1 J=1

> 0.

Como G(0) = 0 e G é uma fungao crescente em (—oo, +00), tem-se que G(t) < 0

para t < 0 e, como consequéncia,
?'(y) — F(@(y)) <0, vy € [0,0]. (2.21)

De (2.21) e (2.19), tem-se que @ satisfaz (2.6) e (2.7), e usando mais uma vez o

Teorema 2.2, obtemos a desigualdade correta em (2.14). |

Corolario 2.5. Supondo que (1,( <0, com (1 = ﬁecfl ey = ﬂec@, seque que

/ —1 -§2 — (1 cosh (ABlb) ]
(2 (0) Z AD _ senh (ABH)) | 5 (222)
e ) -
, _; | G2 cosh (Af)lb) — Q1
¢'(b) < Ap G (2.23)

Demonstragdo: As expressoes no lado direito de (2.22) e (2.23) sao iguais a ¢'(0) e ¢'(D),

respectivamente. De (2.14) tem-se que

o) = e(0) L 2W) =20 oy
" 2> <0,
ply) —ob) _ el f( )
— < =" , VO <y <,
de tal modo que ¢'(0) > ¢'(0), ¢'(b) < p(b) e que vale (2.22) e (2.23). |

Vale ressaltar que o limitante inferior ¢ ¢ chamado de aproximagao de Debye-
Hiickel [14], por sua vez, o limitante superior @ é também conhecido como potencial de

Gouy-Chapman.
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Segue de (2.14) que o potencial eletrostatico ¢ é intermedidrio entre os dois
regimes. Dentro do contexto da teoria de Poisson-Boltzmann tais resultados sao validos
mesmo no caso de micro/nanocanais, em que b tem ordem de grandeza menor ou igual
ao comprimento A\p de Debye-Hiickel. Ao assumir que ¢, (> < 0, tem-se que ©y < 0, em
virtude de (2.14). Deste modo,

o(y) <P(y) <0, Vy €[0,0],

e isso esta de acordo com a intuicao fisica de que o potencial eletrostatico entre placas
paralelas com potenciais de superficie negativos é negativo. Como resultado, tem-se o

lema a seguir.

Lema 2.6. Suponha que

¢’ (y) = Flp(y) <0, Yy €]0,0], (2.24)

e suponha que exista 0 < ¢; < co < b de tal modo que ¢'(c1) = ¢'(ca) = 0. Conclui-se que

existe, no mdximo, um c tal que ¢’ altere o sinal, no mdximo, uma vez em [0,0].
Demonstragao: O Teorema do Valor Médio e (2.24) produzem, para alguns ¢; < ¢, < ¢g,
0=¢(c2) —¢'(c1) = ¢"(es)(c2 — 1) <O

Portanto, conclui-se que existe, no mdximo, um desses ¢, tal que ¢’ muda de

sinal, no maximo, uma vez em [0, b|. |

Assim, segue o teorema que estabelece o comportamento da solucao em relacao

as regioes de crescimento e decrescimento da solucao .

Teorema 2.7. Assuma que (;,(s < 0. Por isso,

(). Se
1

cosh(Ap'b)
existe 0 < ¢ < b tal que ¢ € crescente em [0, c[ e decrescente em |c,b].

(7). Se

¢ cosh(Ap'h) < G < (1, (2.25)

m@l < (o, (2.26)

entdo, ou ¢ € crescente em [0,c| e decrescente em |c,b] para algum c¢ € 0,b] ou ¢ €
crescente em [0, b].
(idi). Se

(> < (i cosh(AL'D), (2.27)
entdo, ou ¢ € crescente em [0,c| e decrescente em |c,b] para algum c¢ € 0,b] ou ¢ €

decrescente em [0, b].
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Demonstracao: Suponha (1, (5 < 0.
1.
De (2.22), (2.23) e (2.25), seque que ¢'(0) > 0 e ¢'(b) < 0. Portanto, de acordo

com o Lema 2.6 segue que existe ¢ €0, b, tal que ¢ é crescente em [0, c[ e decrescente em
le, b).

Sabe-se da definicao e propriedade do cosseno hiperbdlico que

cosh®(z) > 1, Vz € R.

Note que
cosh*(A\p'b) > 1, (2.28)

pois se coshQ(Af)lb) = 1, tem-se que ABlb = 0, ou seja, ABl =0 oub =0, mas ABl >0e

b >0, logo, Ap'b > 0, e isso implica em cosh(A;'b) > 1.
Por hipétese, tem-se que ¢; < 0, logo, em (2.28), segue que
¢y cosh*(Ap'h) < (i,
e vale que
(1 cosh(Ap'b) cosh(AL'D) < (1,

e disso, segue que
1

hQAA'h) < ————
Greosh(Ap'b) cosh(ABlb)

(i (2.29)
De (2.26) e (2.29), segue que

¢1cosh(Ap'h) < G < (o,

cosh(A;'D)
ou seja,

¢1cosh(Ap'D) < G

Por outro lado,
0 < ¢y — (i cosh(Aph).

Disso, de A™" > 0 e senh(A™'b) > 0 em (2.22), segue que ¢'(0) > 0, ou seja, é um

funcao crescente.

Para ¢'(b) tem-se 3 casos:

e Caso 1: Se ¢'(b) < 0, entdo o resultado segue do item i.

e Caso 2: Se ¢'(b) = 0, entao pelo Lema 2.6, existe, no méximo, um y tal que ¢'(y)
troca de sinal. Assim, ¢'(y) > 0, Yy €]0, b].
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e Caso 3: Se ¢'(b) > 0, entao pelo Lema 2.6, e do fato de ¢'(0) > 0, segue que ¢ é

uma funcao crescente.

Ou seja, para os casos analisados encontra-se que ou ¢ é crescente em [0, ¢] e

decrescente em |c, b] para algum ¢ €0, b[ ou ¢ é crescente em [0, b].
De (2.27) e (2.29), segue que

G

< h(AS) < — >4
G < Greosh(Ap D) cosh(ABlb)

ou seja,
cosh(A, )

Por outro lado,

o cosh(Ap'0) — ¢ < 0.

Disso, de Ap' > 0, senh(Ap'h) > 0 e de (2.23) segue que ¢/ (b) < 0, logo, a funcao

é decrescente.

Para ¢'(0) tem-se 3 casos:

e Caso 1: Se ¢'(0) > 0, entao o resultado segue do item 1.

e Caso 2: Se ¢'(0) = 0, entao pelo Lema 2.6, existe, no mdximo, um y tal que ¢'(y)

troca de sinal. Assim, ¢'(y) < 0, Vy €]0,0[.

e Caso 3: Se ¢'(b) < 0, entao pelo Lema 2.6, e do fato de ¢'(b) < 0, segue que ¢ é

uma fungao decrescente.

Ou seja, para os casos analisados encontra-se que ou ¢ é crescente em [0, [ e

decrescente em |c, b] para algum ¢ €0, b[ ou ¢ ¢é decrescente em [0, b].

A anadlise tedrica inicial teve como objetivo garantir a existéncia de solugao para o
PVC proposto pela modelagem, o qual tem o papel de representar o potencial eletrostatico
entre duas placas paralelas carregadas. Contudo, é fato que tal PVC pode apresentar
dificuldades significativas para se encontrar uma solucao explicita que elucide o problema.
Por esse motivo, tornou-se necessario realizar um estudo aprofundado para analisar o

comportamento dessa solugao.

A partir disso, constatou-se, utilizando o Teorema 2.1, que o problema, de fato,

possui uma Uunica solu¢ao. O Lema 2.3 foi empregado para auxiliar na demonstragao do
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Teorema 2.4, cuja funcao é garantir a existéncia de limitantes para a solugao, restringindo
assim o dominio a ser estudado e proporcionando maior precisao na anélise do compor-
tamento da fungao solu¢ao. O Corolario 2.5 apresenta os valores minorante e majorante
para a derivada da solucao nos extremos do dominio. Este resultado, em conjunto com o

Lema 2.6, foi utilizado para embasar a demonstracao do Teorema 2.7.

Por fim, o Teorema 2.7 estabelece o comportamento da solucao entre os limitantes
encontrados anteriormente, indicando, por exemplo, se a funcao cresce ou decresce. Do
ponto de vista fisico, avalia-se se o potencial eletrostatico aumenta ou diminui conforme

as hipoteses do teorema.
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3 Conclusao

O presente trabalho abordou inicialmente o conceito e a relevancia das Equacoes
Diferenciais, com énfase em suas principais classificagoes. Destacaram-se as Equagoes
Diferenciais Ordinarias (EDOs), com uma andlise detalhada de seus aspectos tedricos
aplicados a problemas de valor de contorno, que serviram de base para a modelagem

matematica desenvolvida.

Além disso, foi introduzida e contextualizada a teoria das Duplas Camadas Elétricas
(EDLs) e a Equagao de Poisson-Boltzmann, destacando sua importancia na modelagem
fisico-matematica do problema em estudo. Essas abordagens proporcionaram uma visao
abrangente do embasamento tedrico necessario para a andlise de sistemas descritos por

EDOs em contextos aplicados.

A descricao do modelo incluiu hipéteses fundamentais para consolidar a teoria
apresentada. Na andlise tedrica da modelagem, foi feita uma investigacao do Problema de
Valor de Contorno, com o objetivo de caracterizar o comportamento da solu¢ao, mesmo
sem conhecé-la explicitamente. Exemplos disso sao os limitantes, sendo as solugoes de

Debye-Hiickel e Gouy-Chapman.

Para trabalhos futuros, sugere-se a resolucao do problema utilizando o Método
de Diferencas Finitas. Esse método numérico pode ser aplicado para investigar o compor-
tamento da solugao original, permitindo uma analise comparativa com métodos analiticos
e a avaliacdo da precisao por meio de dnalise de erros. A aplicacdo do método de dife-
rengas finitas também possibilita a verificacao da estabilidade e convergéncia da solugao,
enriquecendo a discussao sobre as limitacoes e vantagens das abordagens numéricas em

relacao as analiticas.

Por fim, a modelagem do problema proposto demonstrou ter aplicagoes nao ape-
nas na Matematica, mas também em areas como Fisica e Quimica, podendo ser relevante
para a Engenharia, por exemplo, no desenvolvimento de baterias e outros dispositivos

eletroquimicos.
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4 Apéndice

4.1 Funcoes hiperbdlicas

As fungoes hiperbdlicas sao similares as fungoes trigonométricas ordinarias (ou
circulares) com a propriedade de gerar uma hipérbole [10]. As fungoes hiperbdlicas mais

comuns sao o seno hiperbolico e cosseno hiperbdlico, e podem ser expressas da seguinte

maneira:
et —e "
h =
senh(x) 5
e7
cosh(z) = < —;e (4.1)

4.1.1 Propriedades

Sao propriedades das fungoes hiperbdlicas [10]:

e senh(z) = cosh(z),

e cosh(z) = senh(x),

senh(x 4 y) = senh(z) cosh(y) + cosh(x) senh(y),

senh(x — y) = senh(x) cosh(y) — cosh(z) senh(y),

cosh(x + y) = cosh(z) cosh(y) + senh(z) senh(y),

cosh(z — y) = cosh(x) cosh(y) — senh(z) senh(y).

Essa categoria de fungoes recebe esse nome porque, enquanto as fungoes trigo-
nométricas frequentemente estao associadas a circulos ou elipses em diversos contextos,
as funcoes hiperbodlicas, em situagoes semelhantes, estao relacionadas a hipérboles. Na Fi-
gura 4.1, sera apresentada uma interpretacao geométrica do seno hiperbédlico e do cosseno

hiperbdlico em comparacao com o seno e o cosseno.
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Figura 4.1 — Representacao geométrica de sen(a), cos(a), senh(a) e cosh(a). Em azul,
circunferéncia z? + y* = 1 e, em vermelho, a hipérbole z? — y* = 1.

sen(a)[

Fonte: elaborado pela autora.

4.2 Resultados auxiliares

Teorema 4.1. Suponha que:

(1) x1 < z9 tmplica em f(t,z1,y) < f(t,x2,y) para todo (t,y) € [a,b] X R;
(i1) [f(t,z,y) — f(t,2,2)] < Mly — 2| em [a,b] x R?;

(14i) ag,ay,bo,by >0, ag+by >0, ag+a; >0, by + by > 0;

entao pelo Problema de Valor de Contorno
2" = f(t,z,2'),ap0x(a) — a2’ (a) =r, box(b) + b2’ (b) = gq,

tem uma tnica solu¢ao z(t,r,q) para qualquer r,q e x(t,r,q), ' (t,r,q) sdo continuos em
[a,b] x R?.

A demonstracao deste teorema foge do escopo deste trabalho, mas pode ser en-

contrada no texto de Bernfeld [[5], Teorema 3.5.2, pag. 194], das referéncias.

Teorema 4.2. [Teorema do Valor Médio] Seja f uma funcao continua, definida no in-
tervalo fechado [a,b], para quaisquer a,b € Dom(f), e diferencidvel em (a,b), existe algum

ponto ¢ em (a,b) tal que
£(6) ~ (@)

o=

A demonstracao deste teorema foge do escopo deste trabalho, mas pode ser en-

contrada no texto Teorema do Valor Médio e Aplicagoes [23], das referéncias.
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