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PREFACIO

Este fasclculo & um componente do Livro-Texto de Matematica, €
peclflco para as Escolas Técnicas e Centros Federais, produzido por profes
res destas mesmas Init!tulgﬁu e coordenado por uma Comissao Central Perm
nente formada por: Centros Federais de Minas Gerais (coordenador) , Parana

Fscolas Tecnlcas Federais de Fortaleza e Pernambuco.

Fol atraves de ENCONAM'S (Encontro MNacional de Professores de ¥
tematica das ETF'S e CEFET'S), que surgiram as primeiras propostas, no sen

do da elaboracao de um texto, proprio para o ensino técnico profissionaliz
te.

Trata-se de uma producao cient{fica, pois se baseia numa Pesqu

sa, a nivel nacional, feita também, por professores das Escolas Tecnicas

Centros, para se conhecerem as necessidades das disciplinas tecnicas, rela

vamente as apllcagoes dos conceitos matematicos,

F uma primeira edicao, que se pretende atingir os objetivos in

caciocinar, reduzindo-se a memorizagao; interpreti

cials, levando o aluno a
dando eénfase a Geometria: apresentar O malor nume:

graficamente as fungoes,
possivel de problemas das ares técnicas, envolvendo conceitos matematicos.

Com a cri
esta obra, nas futuras edicoes,

tica construtiva de todos os professores que adotare
consequiremos adequar, plenamente, O contel

do aos nossos objetivos.
esultados advindos da adogao deste texto po

Esperamos que OS
r adequacao da Matematica as disciplinas técni

sam contribuir para uma me | ho
sem prejulzo da formacao geral.

cas,
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1. INTRODUGAO A TRIGONOMETRIA

1.1 INTRODUCAO

A etimologia da palavra TRIGONOMETRIA significa "medida dos triangulos

Sen;:lu formada pelos radfcais gregos tri (tres), gonos (angulo) e metron (m
dir). i

A Dugonometri ' i s
g ¢ wb_{:a. teve origem na antiga Grecia, em decorrencia dos est:
dos das relagoes metricas entre os lados e os angulos de um triangulo, pos-
sivelmente,com intuito de resolver prnbiemaEF de navegat;'ﬁn, agrimnﬂura e as

tronomia.

O astronomo grego Hiparco (que viveu por volta de 150 a.C.), comstruit

a primeira tabela tr{gunﬂmﬁtrica.

Com a criagao da Geometria Analitica , atraves de Rene Descartes(1596-
1650), e a subsequente importancia adquirida pelas fungoes, a rigonometri
: forneceu a classe fundamental das funcoes circulares e angulares, em geral
denominadas fung.ﬁe& trigonometricas.

Atualmente, a frnigonometria tem grande aplicagao nas ciencias exatas ¢

am particular no campo da Eletricidade, Eletronica, Calculo de Estruturas ¢

 Topografia.

CURIOSIDADE.

A palavra "SENO"surgiu de um mal-entendido.
No ano 500 os hindus ja haviam percebido a utilidade das mma c:nrdu

construiram tabelas com seus valores.

circunferencias e o
JYA, que em sanscrito significh’ = v

A palavra que eles usavam era ARDHA-

- "meia-conda”. £ il " 7
; | A e numa transcrigao para o AXADS. N . o e
- Esta palavra foil abreviada para JYA e s b AR AT

. 'plli . .' -wc.f-,:ﬁi':'

omitiam vogais e o simbolo para a

Mas os arabes na sua escrita,
ser lido como JAVB -pnalma ms paw

a JIBA era JB, que tambem podﬁr:ia

-----

ﬁ.E.-L : - el . : ' :

_-;.,!_ ﬂ'u -ﬂejyﬂl -I.. ' g
r, significando goLfo trmi.rm os trahalhm dos ara- -
Por volta de 1150 qu&m os eumpeuﬂ o equivalente 2rse
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2. Para tornear uma peca

e (conio ' - . -~
ne ( torme a figura), CUjOs diametrog tem 20mm
de comprimento, necessitamos do angulo a € 46mm,e 60my

Resp. O angulo mede aproximadamente 13°,

3. Na rosca whitworth conforme a figura, as faces formam entre

si um angulo de 55°. A profundidade da rosca @ %-da altura do

triangulo formado ao prolongar os lados formados pelas faces

Achar a profundidade de um filete de 25,4mm de passo.

Resolucao:

a) Calculo de h :

tan 27°30' = 12,7

h = 24 .42mm

b) Calculo de h :

2
COMhl'ih,

£ .
Ot ko g 2,42

t, = 16,28mm

Resp. A profundidade do filete & de 16,28mm

15







- 6. 0 para-raio tipo Franklip fo
' ':";lf tl.iﬂ da base ¢

B e AR . 326, /O

‘F- - -l 4 !
riiea =
L h . E
- Wy
5 .
1
ll*.

nar os elementos incognitos:

N | |
e | h} - ,

| il|.. V.
BRCERNRE S sl AN ”kpi

e
L3
1

"Hq.l.*l-rl- B
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g.7 Xalcule a base e a altura de um triangulo

| Lsoceles cujo angulo do ver
-~ tice superior mede 68°

€ 08 lados congruentes medem 40m,

E.8 Calcule a area de um triangulo equilatero, cuja altura mede 172m

— : q
E.9 Um mastro de 6 m esta em cima de uma colina. De um ponto A avistamos

€ sua ponta sob 75Y, Calcule a altura d

——

" seus pés sob um angulo de 60°

colina.

ﬂ___-' —l-|__-.
r

E.10 Determine a altura de um painel de Propaganda em cima de um edificio

A _sabendo-se que o observador esta situado a 100 m do edificio e pode v

sualizar a base inferior e superior, segundo um angulo de 30° 45"
respectlvamenEe. Fan 45° 2 ne M
""‘Df‘“ - D =~ L 3 et T
- 100 __J. e .. . )
ng .--—-—'-'!'- "-E <

e ———— l—_'r -F—q—-

mcmecem_s% Y dadst ot ARE TR RN

E.13 carpinteiro diz que o '

¥

Pode-se tombar a arvore na direcao da casa sém que a mesma a destrua?

|

E};Z_LEﬂﬂmpﬂr uma forga de 12 N em duas outras ortogonais tais que:

a) Uma das componentes e de 10 N,
b) A soma de suas intensidades e de 15 N.

c) As duas componentes tem igual intensidade.

' caimento " do telhado e de 40%. Qual a me-

i
& dida aproximada do angulo formado pelo telhado com a horizontal?

T

\
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m' pontos A e B sao tomados sobre uma clrcunferamia
“ duas partes, denominadas ARCOS DE CIRCUNFERENCIA oy

ﬁﬂﬁh

esta fica
simples-

s hr - _ :

| 1:;: i do a um ponto; o outro &
e # Eminc:.dam, um dos axcos fica reduzido po bl
i 'ﬂ:fﬁ-’rencia Sao chamados, respectivamente, ARCO e ARCO




Na figura acima, o Engu,ﬁa@ é denominado CONVEXO e o dngulo @ ,
CONCAVO.

Ambos sao indicados com a nutagﬁn.MaN.

2.3 MEDIDA DE UM ARCO

ooy S -
Fixando-se sobre uma circunferencia um atco PQ, nao nulo, define-se

2o : I %
MEDIDA DE UM ARCO AB da mesma circunferéncia, como sendo a razao entre os
F " .ﬁ"""'\ S \
comprimentos de AB e PQ. Em outros termos: e o numero de vezes que o anrce
— e
PQ "cabe" no anco AB.

2.4 MEDIDA DE UM ANGULO

E igual a medida do arco que €le determina sobre uma circunferencia.

B med (A0B) = med AB
Logo, a cada arco da
circunferencia cor-
responde a um angulo

central.

24



mu e um ANC0 unitario igual a L ; >
o arco a ser medido.

-

e um a4C0 unitario Cujo comprimento @ igual
;;ircunferanma que contem o anco a ser medido

a0 do raio d:

comprimento da unidade

_ comprimento de “AB 0
%

o comprimento da circunferencia e C = 271, vem:

medﬁ= 2:"" = 21 rad

Late o quadro:

RADIANDO

25
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m) E%'E rad 1?);0:‘.0.;

- como sentido positivo, o sentido contrario  ao
& sentido oposto e negativo.

'r'l[

™ e
i1
]




2.8 CICLO T

RIGONOMETRICO OU CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

e L e

satisfaz as seguinteg condi e
L

e g '

2.9 MEDIDA ALGEBRICA DE UM ARCO TRIGONOMETRICO
——-—-—‘_‘-———_—'-‘-"_-l-—lh-—-—-———.___._,__________

Sera positiva ou negativa, conforme a orientacao do atco seja concor-

dante ou discordante com a urientagau positiva da circunferencia orientada.

medf§=% nad

E .’_—l‘x
No sentido med AA'= m rad

positivo S ﬁ,= 2_21 Fat
N
@ med AA = 2 m rad

med Iﬁ'--g— rad

a ﬁ
No sentido med AA'= -m rad

negativo

med’;l; --‘%E rad
~
med AA = - 2 n rad
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os eixos U e V dividem o plano em qUatro regi
r1o0en

‘ . "“'"”I“I'Iill;]r!;]
sos. Tomando o sentido positivo dos arcos, 4 partir ( oo,
~ : . “ Primeira
.25 @ denominada 19 quadrante, a sepun 18 ¢
A88im

por diante. O qmdﬂantﬁ de um arco fica determinado pe

la sua €xtremidade .

0s @xcod que possuem shas extremidades situadas sobre

08 €1x0s nao perten

cem a quaisquer dos g:ajyantea.
L L

H) 3J5D E do Q{"‘i q

Som *
c) E had e do 39 Q
\J
ﬂ —
o d) g ad e do 19 Q

23
"r-_
2.11 MENOR DETERMINAGCAO. EXPRESSAO GERAL. ARCOS CONGRUOS.

~~
Seja um arco AM , de medida «,
~\
Podemos obter infinidades de arcos AM , com mesmas extremidades:

a) ALcos posAtivos:
AN = o = 0x360%+ «

AW = 360°+ o = 1x360°+ «
ﬁ = 2x360°+ o
ﬁ? = 3x360n+ o

# 8 2 8 B F 8 8 8 B B 8 RPN

b) Arcos negativos:
m- - 360% a = -1x360°+ «
s - 2x360°+ «

@ = - 3x360°%+ «

[ S B T T A B I R

. e _ 2 rEE-
ancos acima, mediante uma unica exp

ARCOS A :
onde KEI

—; Podemos representar todos 08
_‘Eﬂ: denominada EXPRESSA( GERAL DOS

A= K 360° + «
29




. 1 al sera:
Se 0 @rCo @ estiver em radianos, a expressao gen

AJ'}- KT + nrJ

N =

~ ~ midades .
Arcos CoOnguoes sao ancos que possuem mesmas extre

Menon detenminacdo o« @ o menor arco, nao negativo, dentre todos os ¢,

0
gMu0s. Assim,podemos afirmar: 0° < a < 360

Exemplos:

Obter a menor determinacao, o quadrante e a expressao gerak dos arcos:

N
1. AB = 1690°

o o
Dividimos o atco dado por 360 :

a) 0 quociente representa numero de voltas que o @XCO descreve so-

bre o ciclo;

b) O resto sera a menor determinagao procurada.

1690° 360°

250° 4 voltas

fis

Menon determinacao: o = 250°
Quadrante: 39

Expressdo geral: AB = K 360° + 250°

z.@=2§“m

Decompomos a fragao em duas parcelas, de modo que 0 quoclente da

primeira seja o maior numero par. A segupda parcela sera a menoX

determinagao .
s f- 18 % . 5»
3 3 +—3_' {!-é_!r_.md

23 @ '
o 61r+

3
3 voltas Laf
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A resultante R das mesmas se obtem com a regra do paralelogramo

Para o calculo da intensidade de ﬁ devemos observar o triﬁnguln QAC :
dele conhecemos dois lados: 0OA = 5N e AC = 7N e o angulo formado por eles:
180° - 30° = 150°.

_}.

Calculando o terceiro lado deste triangulo obteremos o valor de R :

002=612+E2-—2.M.E.cu45150”

(Esta formula para calcular o terceiro lado de um triangulo, conheci -

dos dois lados e o angulo por eles formado, ainda iremos estudar na TRIGONO

METRIA) .

Para conseguirmos resolver este problema precisamos do valor de cos 150
E para isso & preciso libertarmo-nos do triangulo retangulo, ja que no mes-
mo nao existem angulfos obitusos.

Mas esta libertacao deve ser feita tendo-se o cuidado de preservar as

nogoes e relacoes anteriores.

Neste capitulo, pois, esténderemos as nogoes de 4¢no, codseno e tangen

e,

~ _Aqueleg conceitos definidos anteriormente atraves dos lados de um tri-
dngulo retangulo passarao a ser meros casos particulares.
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. 0BS.: a) O grafico e chamado SENOIDE.
‘r b) A senoide continua a direita de 27 e a esquerda de 0
L (sera). d '

LA, AL

'
§ - Wy h
oy
F

'.fhf:" o o _:"..

'.+Jhl-.__.:ll.. -l'. |-
.-:-.' ; I.q.'. -F. .1‘.l;. ..|.. :

¢
,r
-

|




it cos Al = 7

‘iﬂﬂiﬁa o EIX0 dos

COSSENOS




OBS.: a) O grafico e chamado COSSENDIDE. e o
b) A cossenoide continua 3 direita de 27 e a esquerda de

;i 0 (zero).
Y

?‘fl' o Saoic M | ‘. m ‘.. X
3 . Lok | _2., _ 3 [ 2‘"’

O — — - . e

e R il

o e, %5 onss 23

P SR P =
N abiag T Tk ) :
..{‘r ‘:'f;'r I : A :
S " :
g = - 1. r' x : : :-I-.___-_ - .|"-_ i g
= G e | 1 1
o * toe L F‘i-i&..!ll L L TR \ N






T
2

O — — —
.I'F""

OBS.: a) O grafico e chamado TANGENTOTDE. ¥
b) A fangentoide continua a direita de 2= '3
- ,e a esquerda de 0. |
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-cﬁ.ﬁ!-cau
S _4_m.ﬂ04#. e posilivo

m 240° . cos  330°
- 212° . cse 49°

tan_932° . sec 1950°
i e | ﬂﬂ . CAC 1606n
, n ; twﬂn) Fo. (_955‘:)

ot 331° . sec 5

. tan(-1081°)

L] - - - .-



£.28 Calcule O valon:

a) y = 38en90° -

£0048180° t sen270%
500400 34en360° -'323;90“"

Como no quadrado inscrito te-
mos: £,= x ¥2:

L AT

O R AT R, il -
Aen 45 5 5 ,Eﬂmfl 1:




mplete a tabela, sabendo que:

_-_ e 'i." : i

- - - -J.
- e - . R ‘
|‘ L II : ';l'.r
L R

)6 X = sen (90° - x)

-t




¢) Man x - /3 =

f) 4aen2 X = 13

1) 3aac2 X = 4

a) y =1 +cos x
i

remm——
N

Resolucao:

Atribuindo a x,valores de arncos para uma volta,no ciclo, temos a  se-
guinte tabela:



h e S e
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d) 10 4en x + 7 = 0
&) J 004 X~ 1o w»{

f) =5 Ltan x = 20

£.33
: DEt‘EI‘ :
min
“t M para que a lgualdade seja possivel:

3 c) cos X = 3 - i4im d) 4en x = 11 - 3m

o B o E
E)éﬁﬂ.}(: 26m f)mﬂx=&m-5 g),tanx=r2-m"

E.34 Entre que valores varia cos X, quando 4en x varia de -1 a 0, para x

crescente?

E.35 Entre que valores varia fan X, quando C04 X varia de 0 a -1
crescente?

s para Xx

E.36 Determinar o periodo das fungoes, sem construir tabelas ou grafico:

a)y=2-3dﬂn(ﬁx+;)

b) 4 = 5 + 2 tan (2x - T )
Sabemos que perlodo da funeao Y = tan x &

p =7 rad,



.."lilu‘ ji_'_h.

fﬁﬁ ; .r % 4K + om

AeC (7 3‘”

6csc (2x - %)

1 - cbv_(% - —3-;—)
R SRR ey,
2 + sec(2x + 3-6-)

i
i

2 - 5 sen(bx - ;)

-\

il T



E.3 g .
8 Uma particula realiza MHS obedecendo a lei horaria o= ﬁﬂﬂﬁ% L, on=

dE — & it
{ e medido em 4 e a elongacao ¢ em om.

Determinar: a) o periodo T do movimento
b) 0 valor da eLongagao quando € = 23

APLICACAO PRATICA DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Certos fenomenos naturais apresentam comportamento

assemelham as variagoes das FUNCOES SENO e COSSENO. Por es
descrever tais fe

S ﬂscilatﬂriﬂs e ge

- e i -l-
ca razao, a Fisl

ca e a Engenharia, utilizam desta semelhanga para me lhor

nomenos.

Exemplos:

1. No movimento de um pendulo, se
trito e desprezado, O movimento po

de ser caracterizado pela equagcao X = A cos (wt + 8).
Onde A, 0 ¢ & sao constantes, chamados parametnos do movamento , e

P X e a posilga em reé

comparado ao deslocamento, € O &

o do corpo no 1lnstante 3 e
Con-

fjlhw, lacao a posicao de equilibrio (X = 0).
f ll \\\ vencionando o deslocamento a direita como po
g '*\ s1Eivo, € a esquerda como nEgativa.
!f : \ Tomando por exemplo, O movimento caracteriza
;‘f : \\\ do pelos pa}ﬁmmﬂé AvwmiSm s nad/s e
/ : : d = % nad, temos:
{20 St _ St ,_
x=0 x = 5co8(mL + 3 ) que e a equagao do

52



3.-

Determinar:

a) A distancia maxima do corpo a posigao de equilibrio (Amplitude)
b) 0 periodo (tempo gasto para uma oscilagao completa);

¢) A distancia do corpo a posicao de equilibrio em £ =04 (fase ini
cial);

d) A posicao do corpo em £ = 1 4.

Respostas:
Observando o grafico, concluimos que:

e b)) 28 3 ¢) 2,5m 5 d) Z2,9m a esquerda do pﬂsigﬁu de e~

quilibrio.

ﬂ.equagﬁﬂ e = Emax. sen (2w FL), representa a tensao eletrica em
funcao do tempo. Consideremos um sistema elétrico com 60 Hz de fre

quencia (F) e 127 V de valor eficaz (Eeg).

Como 0 periodo (T) e obtido pela igualdade T =-%-, obtemos

o . 16,66 x 10_36. Sabendo ainda que, Emax = Ee§ . /2 , temos

__.Emax = 180V. A senoide abaixo, representa o grafico do sistema des
 crito, cuja equacao e ¢ = 180 sen (120 7). onde ¢ = valorn 4Ans -

da tensao.




Detgrminar=

a) A tensao apos 4ms.

Resnlugﬁn: e = 180 4en (120m L)
o = 180 sen (1207 4.107°)

) A tensao apos 6bms.

lesolucao: ¢ = 180 sen (120mX)

e = 180 sen (120m .6.10 )

e = 138,69 V

:) A tensao apos 9ms.

lesolugao: ¢ = 180 sen (1207 .9.10_3)

g = -44.78 ¥
l) Em que valor de tempo a tensao atinge seu

lesolugao: ¢ = 180 sen (120m%)
180 = 180 sen (120m%)
1 = sen (1207%)
120nL = anc sen 1

m

= 4,16ms
m

)BS.: Considerando arc sen 1 = 2Km + % 5 teriamos
e k= 20,83, .
.) Para qual valor de tempo a tensao passa por zero?
Resolucao: ¢ = 180 sen (120m1)

0 = 180 sen (12071)

0 = sen (120m1)

120 #£ = anc sen O

120 £ = 0 =0
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pelo estudo ja feito, sobre as funcoes circulares

|:: L :'j

i = 0P = sonx

» podemos escre -

para
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e ~ Aec x + Asen x
1lcul ,@ vﬂw B RKRAMAD ) % I X v ool % * Ssbendo-se que
o ey SR )

..E I‘? w s i

‘| .'i..-{:".
LI o e

= __'E'.l =
;'-_""_ ihst | - .
11." ‘n H"- . _:- e
¥ e = L

A .

. r.. " ..

s I -
L TOREENCN
5

|.l
e aal

D ‘ﬁ 15 ¢ cos x

- P

sen x _
50 K "Gos % enx

#
444444

m
B&anx+4e.aax=5e0<f.x<-2-.







3
e > <a< Mm v Caleule o valor de

N & : m
, seC X tﬂﬁx-hlﬁﬂx{-f,cnlnulinvllurdlm:t.

0 3dan @ + 3cot a = 10 , calcule o valor da cot a,

| .*:'1 2 2
__ ;;g: : ﬁ 32 sen'x + 16 cos“y = 25 » Calcule o valor do Aen x.,

2

= " :
2£¢HX+5<1061 .y D e £ -z-,calnulenvalnrdeﬂﬂdx.

» calcule o valor de cos x

 Calcu g 'de modo que se tenha simultaneamente:
o sen x iﬂ_ 2:"0Qs X.= 52 .

m M modo que se tenha simultaneamente:

e e.ﬂ,ta.=m-%

e cos x=/1 - m?

n ,E% mﬂmﬂmm

1:‘JL

eﬁtm funcoes trigonometricas & chamada TDENTIDADE TRI-
Y igualdadﬂ e
.H dm funcoes que envolvem.

satisfeita para todos os valores que per-

e % ﬁundﬂmanm e consequineias, sao {dentidades trigo-

'Fr 5_
’H—

" A
h

_w.' Mamm podemos proceder de duas

hx‘ﬂ‘}g

mais complicado) trans formandc

membros (geralmente ©

* bros e transformando simultaneamente em eXpresd -

St Bl s AR AR 51
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5 I. i 1 --'



..l... L...r.. .....J.‘.r_.lllhuT |. . .
SERYVIY pr g
e ) e

P =




Aec X
1 + cos x

sdec x . Tan x
= fan a . tan b
1 — 4en X.C08 X

+1-m2x +£'.atzx
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¢ obter
W onde 0° < x< 90°, de modo 1 :
B SALaS ’ que a 6un¢aa para os ancos o e x, te

L[]
L3
-.lF

> mesmo valor absoluto.

Observamos que:

a) sen a = 4en(180°- a) = sen x
b) cos a =

c) Ltan o =

-------
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m *ﬁﬂmplﬂte as igualdades:

f’f-x)=4an[w—(w—x)] = 50N X

e) dec (M - x) = f) ¢sc (m - x) =

~ Complete as igualdades:

.q-.'.

_'_-. -'.: e l|.__+-_l'|._|_-' ™ A
. !3 ‘:-.& 'h'_!'-",ln 3o \

| e) 4¢c (W + X) = £) csc (m + x)=
tﬂm extremidade no ..... quadrante.
_"'.-:' f : ' s igualdades:
-x) = - ﬁﬁ# [2n (27 - 0] = - sen X

'hu—-
1 ; ‘. " ‘ H
| :‘ A __. I:i: -..:* I ’iﬂ I
J

i - ."lr ¥ -'
- Bk e ._'IJ.‘F.: E.-'.'I._.
[ _II - l-‘ '-'_

£) cse (2m - X)=

6°
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,,,g ARCO_DA_FORMA - x)

Anco (—3-;- - X) tem extremidade no ..... quadrante.,

-Enﬂpiuta as igualdades:



B =

.'l-:_. I| I‘
-I ik

A
i i
o o
[
w
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uﬂ.(‘l-x) -tﬂ-n(-;-+x)

B e

m

I COC OX + X) . sen(G- + X) . sen(er - x)

- f_l_.'.' -
i lJ
=

SRR
_ fan G5+ a) . cos(F - @) . senc- @)

4 '.::"‘_;.-I M‘t (h’ + ﬂ) . ACC (‘i"‘ + ﬂ.)

8
R
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determinaremos

Zae.a_

2

. 327
ot gy + medidas sao respectivamente

qo e
R
aeb.

dﬁfmqau, temos 4en (a +b)= QP

T 3
I.I‘.




b) sen (a - b).

Substituindo b por ~b, em @ , temos:

hen(=b)=es04 ¢
Cob(=b)= cgy

sen [a +(=b)] = sen a, cos(-b) +sen(=bycos a, mas

¢c) cos(a + b),

Sabemos que 004 a = sen(90°= a)y, Logo:

Cos (a+b) = sen [90°=(a + b)]

Co4 (a +b) = gen [ (90%-a). b ]

Cos (a +b)

4en(90°- a)

RReg g

i
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u
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e




) Hn (8= 03

gubstituindo b por =b em

tan la + (=b)]= tan a + tan (-b)

L =tan a . tan (=b) m“',ﬂm

1. Calcular &en 75°

Resolugao




f) Calculo de fan y:

1 i £|r ‘.‘l

3

- A el I, w ; el e 1 e
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| L P H’ i e =k & - ;
| . N E P R T 1 E -
l 5 _' J' L L |'|..‘ A
- -.p. '*‘:-* w i

P S Ay
'.'".'rq. 'r e

ST W ) 'u'.'l-J-l"J_ll':'.:i.‘T.a.H BT iy g

5 r."-"l'-Il"Tl i =

'l.-'. ¥
- g

i .'. ke b |J. : r
! P ‘li:l S L iy, o ok
- B e "
A, e 1 T i
rl-.'I *"::.':" Il!:y ‘. . [+ = X
e _.t '-ll:'l' t-.rT'J ':’I-.-. x
= 5% Lh

; o Elr I;*




6(?.}1(% + X)
A
- :1 g - —--————-'—'-——---——-—__
- S éﬁ.ﬂ(— LX) — 452.”.(—- - x)

cos (a+b) + cos (a-b)

.m—_—_-_——-____—-_

sen (a+b) + sen (a->b)

i
'''''''

_senb . cosa-b)+ cos b . sen(a-b)

sen (ﬂ.—ﬁﬂn)* sen (a + 60°)

_ *?g‘:-- sen’(a-b)+ 2sen b. cos a . sen(a -b)

sen (a+b) . sen(a-b>b)

B Dos 15° b) tan 75° "‘3-}2" 105

sen a = - I%' e 180° < a < 270°, calcule:



N

#éﬁqlnula: Lan(a-b)

|
|r
b g R -

.- L S 5, calcule: cos b.




. 1 n
Hmﬂuqueaanx--i 63 <x< g

- sen2x BuCOSEN @ Adec2x

. rnatculﬂ de cos x: b,
| o b) Cﬂlﬂulu

.-tanzx, sabendo que 4e¢c x = V3 e 37“ <x < o

b) Calculo de fan2x:






-Ii " ="

Rk

_ 2x = 2 cos°x - 1

s = i oL
.........

3w
RSy "3 calcular !

b) Quadrante do arco x :
2

Se :lr{'r{if; :

e ﬂ

Dividindo todos os termos por 2,temos |

o |
{I{T i

!
T
|
!
{
Y
*1

m
2
Isto e,

X & um rco do 29 quadrante.
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; x ¢ ¥ - l[ *
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Fl
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LUFE -

1 l-.:-. o H"

i

sr b) - sen (a-b) = 24en b cos a

¥ @ e usando @

2004 @ cos b







----------

1) sen7a - senl5a

III) 248en X + Aen2x

s) 4en a *
t) 1 +cos at cosa
u)cod (a+b+c) +cob (a+b-¢)

n) 00820° + c0840° + c0s60°

0) Aen5a + sen a + senda - sen3a
p) den x + sen3x + 4endx - JMSJL
q) sen7a + sensa - sen3a - sen a

r) cos9a + cosda - cos3a - cod @

2sen3a + senda

+c04 (a+c-b)+cos (b+c-a)

93

I e N o

—-ﬁ“‘“—. e WO

1=
i
q




L

.;.IE__ I.!.

b

4en50° +5en72° + sens2°
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" e um numero real que pertence ao conjunto

= 3 [
- s ‘.-‘I
= ":F.':-_ H
L= - .
SRS " s 1%
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L imagem de cada fung
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___I |_..

ﬂ | X=K 360° + 90"}
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. As solugoes destas equacoes podem ser resumidas no seguinte qua-

OBS -
dro:
X= K 3ﬁﬂﬂ + ml —I
a) den X = a ey Z 3
para ~ 1l N AQ ] |
A= K 360ﬂ + m |
2
i ", = K 360" 2 m para - 1 <a< 1

3.3. EQUA OES TRIGONOMETRICAS REDUTIVEIS AS FUNDAMENTAILS

Exemplos:

1. él?.ﬂzx. # 3008 X-— 3 =0

Colocando a equUACAo em funcao de co4 X, temos:

(1 - Cﬂézx) + 3co06 Xx -3 =20

-aﬂ62X+3ﬂﬂéx—2=0 ﬂﬂézx—3co.§.x+2=g

Resolvendo a equa¢ao do 29 grau:

2 2D - 8
2

I
B

cos X (impossivel)

gos X %

I
i

cobd X

Recaimos na equacao fgundamental cos x = 1, logo
g =({XER | X=K 360° }

- 4 SIanZSx - 78ec3x + 5 =0

Colocando a equacao em funcao de Aec3Xx ,temos:

3(43&23x w1 =7see3x # 5 =0

342.623)( -75ec3x + 2 =0 resolvendo a equacao do 29 grau.

= = Cﬂé3x ol %
¢ g sec3x = 2 7
- V49 - 24 >
- e i ————————— s - 3
sec3x 3 Koy %_ = 0043x = 3 (impossivel,
L
Recaimos na equagaoc fundamental cos3x = 3
TR
Ix = K 360° - 60
0 ¥ O
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- Dado um MIQULU ABC » lnscrito

ARSI e ST .
~ npuma circunferencia de raio £ e

1. " : =
g e '_"'.t
"1 I.-I-li-' ' .i_'" 1'

R -0 0, temos:

1 ‘-_l 3
T g
--. .

 esta inscrito numa semi-circun-

-.1

I

9 l'l|||_"-|
=

- o -
- - o
i
1 E
i -

# g , pois determinam cordas iguais AC ;

wlo ACD, temos:

b - _2% R ek D=8, sen

-I
|
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e - i
.....
‘‘‘‘‘‘



9.2 LEI DOS COSSENOS
.2 LEL DOS COSSENOS

I ki
e s——

= e

" N rmﬂqujfn -c;;quum, 0 quadhado da medida de um fado o f{qt‘;a,f’ﬁl
a soma dos quadrados das medidas dos outrnos dois, menos o dobrg
do produto das medidas dos dois ados pelo cosseno do angu, que.
eles formam".

Demonstracao

a) No tniangulo netangulo ADB:

c.2= m2+ h2 = h2= c.z— m2

b) No triangulo retangulo BDC:

Y2

- ut h2+(b _m)Z = | a%= n% e 2bm + m*
n=>0b-m :

c) No trniangulo ADB:

~  m .
M4A=E- v w0 ool A (3)

d) Substituindo (1) e (3) em (2) ,, temos:

2 -~
Q= c.z— m2+ bz- 2bc cosA +m2

2

o SRENE ~
a=b"+ c“= 2be cosA denominada LEI DOS COSSENOS.

Exemplos:

l. Dadas duas forcas concorrentes Fl = 10Kef, F2 = 15Kgf, sabendo que

formam um angulo de 12{]&, calcular a resultante.

Resolucao:

Aplicando a lei dos cossenos B
P A '
no tuangulo 0BC, temos:

2 2 2 o
R = Fl +F2 - 2F1F2E.M 60

th 102+ 152- 2.10.15.%—

Rz- 100 + 225 - 150
R%= 175

R = /IT3
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; duas forgas concorrenteg F

um angulo de 120°

Eaguza sob o qual um observador Ve uma tory

. oxima 110m e triplica quando se aproxima mai
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UNIDADE 2 "
nm )‘Lad E) 3“ md
* rad .3
.17 ) § te
I £) = nad
2= nad 3
4) 7 nad Ero
L
4w 1) — nad
- nad
2) %;uuﬂi n 3 5
211w
nw m) Md
i) %m 1) % nad 2160
351
5137 d
a) 2% nad o) ljgﬁ_ rhad P) 31600 °
8
o o c) 9Uﬂ
E.18 a) 18 b) 30
O
d) 45° e) 60° f£) 108
A O "
2) 225° h) 41°32'18" i) 308°34'17
O
§) 114°32'43" 1) 11°15' m) 187730
n) 143°18'43" o) 57°19'29" p) 212°6'6"
E.19 a = 200 a =175
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