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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo analisar a influéncia dos fatores de corre¢ao de
cisalhamento em laminados modelados pelo Método dos Elementos Finitos Ge-
neralizados (MEFG) e desenvolver um novo procedimento para determinar esses
fatores, visando a obtencdo de resultados mais precisos pela Teoria de Deforma-
¢do de Cisalhamento de Primeira Ordem (FSDT), especialmente nas etapas de pds-
processamento. Essa teoria, amplamente empregada em softwares comerciais de
elementos finitos para a andlise de placas laminadas, requer a defini¢ao de fatores
de corre¢do de cisalhamento para compensar a estimativa inicial de valores constan-
tes para as deformacodes cisalhantes transversais ao longo da espessura. No entanto,
€ comum que os valores de correcdo originalmente obtidos para placas ortotrépicas
homogéneas sejam arbitrariamente aplicados em placas laminadas, sem considerar
as propriedades individuais das laminas e as condi¢des de empilhamento, o que re-
sulta em imprecisdes nos resultados. Nesse contexto, a abordagem proposta visa
estimar fatores de correcdo individualizados, que levem em consideragdo essas ca-
racteristicas especificas dos laminados. O procedimento comeg¢a com a solu¢do do
problema pelo MEFG, formulado pela FSDT sem correcdo, ou seja, com k2 = 1.
Em seguida, nas etapas de pds-processamento, utilizam-se as derivadas das ten-
soes coplanares para obter uma estimativa mais realista da distribuicao das tensdes
cisalhantes transversais, 7' € T;z, em um processo que envolve a integracdo das
equacoes de equilibrio tridimensional. Posteriormente, os fatores de correcdo sao
determinados pela comparacdo da densidade de energia de cisalhamento transver-
sal calculada diretamente pela FSDT (E,p) com aquela obtida pelo processo de

integracao (E; p)s que é considerada uma estimativa da densidade de energia tridi-
mensional (E3p). Assim, o MEFG pode ser reaplicado para obter resultados mais
precisos usando os novos fatores de corregdo k! na FSDT. Uma vantagem desse
procedimento consiste na capacidade de determinar valores de corre¢do pontuais
ao longo da superficie da placa laminada, ou seja, k% (x,y), caracteristica particu-
larmente util para a aplicacdo em métodos numéricos de solucao, como o MEFG, ja
que os valores podem ser determinados individualmente para cada ponto de integra-
cdo. Além disso, o método apresenta uma natureza iterativa, pois o procedimento
pode ser repetido para estimar valores de k’. Para validagdo dos resultados, diversos
métodos de determinacgao de fatores de correcao sao comparados com a abordagem
proposta. Além disso, os valores para os deslocamentos e tensdes sao confrontados
com aqueles obtidos pela solucdo exata tridimensional. Nos dois problemas ana-
lisados, o procedimento apresenta resultados aceitdveis logo na primeira iteracao,
aprimorando os resultados determinados pela FSDT em placas laminadas finas e
semiespessas, principalmente nas etapas de pds-processamento.

Palavras-chave: Fator de correcdo de cisalhamento; Materiais compostos lamina-
dos; Teoria de deformacdo de cisalhamento de primeira ordem; Método dos ele-
mentos finitos generalizados.



ABSTRACT

This work aims to analyze the influence of shear correction factors in laminates
modeled by the Generalized Finite Element Method (GFEM) and to develop a new
procedure for determining these factors, aiming to obtain more accurate results th-
rough the First-Order Shear Deformation Theory (FSDT), especially in the post-
processing stages. This theory, widely employed in commercial finite element soft-
ware for the analysis of laminated plates, requires the definition of shear correction
factors to compensate for the initial estimate of constant values for transverse shear
deformations along the thickness. However, it is common for correction values ori-
ginally obtained for homogeneous orthotropic plates to be arbitrarily applied to la-
minated plates, without considering the individual properties of the layers and stac-
king conditions, resulting in inaccuracies in the results. In this context, the proposed
approach aims to estimate individualized correction factors that take these specific
characteristics of laminates into account. The procedure begins with solving the
problem using GFEM, formulated by FSDT without correction, i.e., with k:g = 1.
Next, in the post-processing stages, the derivatives of the coplanar stresses are used
to obtain a more realistic estimate of the distribution of transverse shear stresses,
7! and Téz, in a process that involves the integration of the three-dimensional equi-
librium equations. Subsequently, the correction factors are determined by compa-
ring the transverse shear energy density calculated directly by FSDT (E,p) with

that obtained through the integration process (E; p)» Which is considered an esti-
mate of the three-dimensional energy density (E3p ). Thus, GFEM can be reapplied
to obtain more accurate results using the new correction factors &} in FSDT. One
advantage of this procedure is the ability to determine pointwise correction values
along the surface of the laminated plate, i.e., k:;(x, y), a feature particularly useful
for the application in numerical solution methods like GFEM, as the values can be
determined individually for each integration point. Additionally, the method has
an iterative nature, allowing the procedure to be repeated to estimate &’ values. To
validate the results, various methods for determining correction factors are com-
pared with the proposed approach. Furthermore, the values for displacements and
stresses are compared with those obtained by the exact three-dimensional solution.
In the two analyzed problems, the procedure presents acceptable results in the first
iteration, improving the results determined by FSDT in thin and moderately thick
laminated plates, mainly in the post-processing stages.

Keywords: Shear correction Factor; Layered composite structures; First-order shear
deformation theory; Generalized finite element method.
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1 INTRODUCAO

Os laminados, estruturas compostas por multiplas camadas de materiais, desempenham
um papel fundamental na inddstria devido a sua capacidade de combinar propriedades meca-
nicas para moldar as caracteristicas do componente resultante. Eles podem ser projetados para
oferecer resisténcia e rigidez especificas elevadas, alta resisténcia a corrosao, baixa densidade,
entre outras propriedades importantes (MENDONCA|, 2019). Assim como para os demais mate-
riais empregados em engenharia, a anédlise do comportamento mecanico dessa classe € essencial
para viabilizar a sua aplicac@o segura e eficiente em projetos. No entanto, devido a complexi-
dade da estrutura formada por camadas, a modelagem numérica enfrenta desafios que nao sdo
encontrados na andlise dos materiais homogéneos convencionais.

Na maioria das aplicagdes, os laminados possuem a espessura significativamente me-
nor que suas dimensdes coplanares, o que permite o uso de teorias de placas para a modelagem
matematica por meio de elementos finitos bidimensionais (JONES, 1999). Além disso, essas te-
orias sao mais adequadas para a andlise numérica devido a complexidade computacional elevada
associada a modelagem tridimensional desses materiais, uma vez que a discretizacao individual
das camadas, que geralmente sdao muito finas e empilhadas em grandes quantidades, pode re-
sultar em instabilidades numéricas, dificuldades de convergéncia e alto custo computacional
(REDDY|, 2004).

Nesse sentido, vdrias teorias bidimensionais foram desenvolvidas para a modelagem
de placas laminadas, tais como a Teoria Cldssica de Laminacao (TCL), a Teoria de Deformacao
Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) e as teorias de ordem superior, como a Teoria de Terceira
Ordem de Reddy. Dentre essas, a FSDT se destaca no ambito das andlises computacionais de
engenharia, sendo amplamente utilizada em softwares comerciais de elementos finitos devido a
sua capacidade de fornecer uma estimativa inicial para o cisalhamento transversal que atua na es-
trutura e a excelente relag@o entre precisdo dos resultados e custo computacional, especialmente
em placas finas e semiespessas (MENDONCA|, 2019).

No entanto, a FSDT € desenvolvida com base na hip6tese de que os segmentos inici-
almente retos e normais a superficie de referéncia da placa permanecem retos apds a estrutura
passar por um processo de deformacgdo. Isso implica em medidas de deformacdes cisalhantes
transversais constantes em cada secdo transversal e, consequentemente, em tensoes cisalhantes

transversais descontinuas na interface das laminas. Esse efeito contradiz o modelo fisico real
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e os resultados obtidos por teorias mais refinadas. Assim, para contornar a influéncia dessa

suposi¢do inconsistente, fatores de corre¢do de cisalhamento k, sdo utilizados ao se modelar o
problema pela FSDT, buscando ajustar a rigidez ao cisalhamento do modelo (MENDONCA,
2019).

Entretanto, ao contrdrio do observado em placas homogéneas, os fatores de corre¢ao,
ks, sao inicialmente desconhecidos e dificeis de determinar em placas laminadas (KARAMA,
2002). O procedimento convencional para obté-los consiste na equivaléncia entre caracteristi-
cas especificas de resposta global da FSDT e suas correspondentes na Teoria de Elasticidade
Tridimensional. Isso inclui a energia de deformagao por cisalhamento transversal, a frequén-
cia natural associada ao modo de vibracao por cisalhamento transversal, bem como as tensoes
cisalhantes e os deslocamentos transversais (NOOR; PETERS, [1989). Porém, essa abordagem
torna-se bastante limitada quando a andlise envolve placas laminadas arbitrarias, devido a depen-
déncia do nimero de laminas, das condi¢des de empilhamento e das propriedades individuais
das camadas que compdem o laminado para a resposta global da estrutura (MENDONCA, 2019).

Apesar desses desafios, vdrias técnicas tém sido exploradas na literatura para obter es-
ses fatores em laminados. Algumas seguem o procedimento padrdo, apoiando-se na solucao
analitica tridimensional para casos especificos, enquanto outras adotam abordagens alternati-
vas. Por exemplo, Whitney| (1973) desenvolveu um procedimento para laminados ortotrépicos,
simétricos ou ndo, fundamentado na solucdo analitica tridimensional de Pagano (1969) para fle-
xao cilindrica. Esse procedimento resultou na obtengao de expressdes para dois valores de kg,
os quais dependem unicamente das propriedades de rigidez do laminado. Por outro lado, Noor e
Peters (]1989) e Noor, Burton e Peters (1990) apresentaram dois métodos preditores-corretores.
Na fase preditora, utiliza-se a Teoria de Primeira Ordem com um valor arbitrdrio de corregao,
kY, para prever a resposta caracteristica grosseira da placa ao longo da espessura. J4 na fase
de corre¢do, sdo empregadas as equacgoes de equilibrio tridimensional e as relacdes constituti-
vas para corrigir elementos importantes do modelo formulado, possibilitando uma estimativa a
posteriori mais precisa para a resposta global. Além disso, Pai (1994) introduziu um método a
priori para determinar trés fatores de correcao em laminados anisotrépicos, por meio da anélise
prévia e utilizacao de funcdes que retratam a distor¢ao causada pelo cisalhamento transversal na
placa laminada.

Mesmo que os fatores de corre¢do adequados sejam determinados e devidamente apli-

cados ao problema modelado pela FSDT, a estimativa direta das tensdes cisalhantes transversais,
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dada pelas relacdes constitutivas, ainda se mantém uniforme em cada ldmina e descontinua na

interface das camadas. Portanto, uma etapa de pds-processamento geralmente € necessdria para
uma andlise precisa da distribui¢do do cisalhamento transversal que atua na estrutura. Isso € es-
pecialmente importante porque até mesmo pequenos valores de cisalhamento na regido interla-
minar podem desencadear falhas por delamina¢ao no componente, comprometendo a seguranca
do projeto (PAI, [1994).

No procedimento apresentado por Mendonca e Lemos (2024), algumas técnicas de pds-
processamento sdo utilizadas para recuperar os deslocamentos e as tensdes transversais ao longo
da espessura de placas laminadas. No caso das tensdes, o processo envolve a integragcao das equa-
¢oes tridimensionais de equilibrio, seguindo o desenvolvimento proposto por Chaudhuri (1986).
Ja para os deslocamentos, utilizam-se as relagdes constitutivas e todo o campo de tensdes dispo-
nivel, incluindo as tensdes integradas. Nos resultados obtidos, verifica-se uma dependéncia das
etapas de pos-processamento em relagdo ao fator de correcdo, principalmente para os desloca-
mentos transversais em placas semiespessas. Destaca-se também que a eficicia e precisdo das
técnicas utilizadas dependem fortemente da qualidade dos resultados previamente calculados
para as tensodes coplanares.

Nesse contexto, o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) se destaca
como uma ferramenta poderosa para a modelagem e andlise de laminados pela FSDT, pois,
além de proporcionar resultados precisos para a superficie de referéncia da placa na estimativa
inicial, especialmente para as tensdes coplanares, 0 MEFG facilita a obtenc@o de polindmios de
ordem superior na aproximagao, garantindo todas as diferenciacdes necessdrias para a execugao
das etapas de pds-processamento. Dessa forma, a combinacdo do MEFG com as técnicas de
recuperacdo resulta em uma abordagem eficiente para determinar efeitos complexos em placas
laminadas pela Teoria de Primeira Ordem, como o cisalhamento interlaminar e a variacdo nao
linear dos deslocamentos na espessura (MENDONCA; LEMOS, 2024).

Neste trabalho, além de apresentar alguns métodos usuais de obtencao dos fatores de
correcdo em laminados, desenvolve-se uma abordagem iterativa semelhante ao procedimento
apresentado por Noor e Peters (1989). A abordagem desenvolvida visa determinar fatores de cor-
recdo adequados para placas laminadas arbitrarias e obter resultados mais precisos pela FSDT
nas etapas de pés-processamento. A fundamentagdo principal estd na qualidade superior da
distribuicdo das tensOes transversais alcancada pelas técnicas de recuperacdo, especialmente

quando obtida em conjunto com métodos avancados, como o MEFG. Essa distribuicao mais
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precisa permite calcular uma aproximacgdo da densidade de energia de cisalhamento transversal

tridimensional, que serve como referéncia para o cdlculo dos fatores de correcao por meio da
equivaléncia das densidades de energia. Com isso, torna-se possivel obter fatores de correcdo
pontuais ao longo da superficie de referéncia da placa, levando em consideracdo todas as ca-
racteristicas do problema formulado. Para facilitar a incorporacdo do método no processo de
solucdo, sdo escolhidos os pontos da integracao numérica usados no MEFG. Todo o procedi-
mento pode ser repetido para calcular novos valores de kg, explicitando a natureza iterativa do
método.

Ressalta-se que, embora o MEFG tenha sido escolhido nesta disserta¢dao, nao hd uma
relacdo de dependéncia exclusiva com a abordagem desenvolvida. Assim, outras técnicas seme-
lhantes podem ser utilizadas para obter a solu¢do das equacdes diferenciais envolvidas e extrair
os resultados preliminares para as etapas de pds-processamento, desde que a qualidade da apro-
ximagdo seja mantida. Pode-se citar, por exemplo, o Método de Anélise Isogeométrica apresen-
tado por Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005), que consiste em uma combinacdo entre o Método
dos Elementos Finitos (MEF) e funcdes matematicas denominadas NURBS (Non-Uniform Ra-
tional B-Splines), comumente utilizadas para modelar curvas e superficies em geometria com-
putacional. Nesse método, as funcdes NURBS nao apenas representam o dominio do problema,
mas também definem a base do espacgo no qual a solucdo da equacao diferencial € aproximada.

Para validar os resultados, dois problemas lineares envolvendo laminados ortotrépicos
com laminas orientadas nas configuracoes [0°/90°/0°] e [0°/90°], em diferentes espessuras, fo-
ram resolvidos e analisados. Os resultados para as tensdes e deslocamentos foram comparados
com a solugdo analitica tridimensional disponivel na literatura em Pagang (1969), bem como
com os fatores de correcdo tipicamente aplicados na anédlise desses laminados, mostrando boa
correlagdo com a solucao tridimensional. Além disso, estudou-se a razdo analitica entre as den-
sidades de energia da FSDT e da solu¢do tridimensional como fator e corre¢@o para os problemas

analisados, evidenciando suas caracteristicas e limitagcdes.
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1.1 OBIJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

O objetivo deste trabalho € analisar a influéncia dos fatores de corre¢dao de cisalha-
mento em laminados modelados pela Teoria de Deformacgdo de Cisalhamento de Primeira Or-
dem (FSDT) e resolvidos pelo Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). Além
disso, propde-se desenvolver um procedimento iterativo para determinar fatores adaptados ao
MEFG, ou método numérico semelhante, calculando-os nos pontos de integracao numérica uti-
lizados no processo de solugao da forma fraca das equagdes diferenciais envolvidas. Por se tratar
de uma técnica a posteriori, que leva em consideracao as caracteristicas do problema analisado
para célculo das correcOes, espera-se obter resultados mais consistentes, especialmente nas eta-
pas de pos-processamento, em problemas formulados pela FSDT envolvendo placas laminadas

finas e semiespessas arbitrarias.

1.1.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos, necessarios para alcangar o objetivo geral, sao os seguintes:

a) implementar computacionalmente e analisar diferentes técnicas para obtencdo de

fatores de correcao em placas laminadas;

b) incorporar técnicas convencionais de corre¢ao em um algoritmo voltado para resol-

ver problemas de placas laminadas utilizando o MEFG;

c¢) estudar o uso da razdo analitica das densidades de energia de cisalhamento como

método de corre¢do em problemas com solugdo exata conhecida;

d) formular e implementar o procedimento computacional para calcular a densidade
de energia de cisalhamento transversal relacionada as tensdes cisalhantes transversais

obtidas nas etapas de pds-processamento;

e) desenvolver o procedimento computacional para calcular os fatores de correcao nos
pontos de integracdo do MEFG, considerando materiais isotrépicos, ortotrépicos e ani-

sotropicos;

f) analisar os fatores de corre¢ao calculados pelo método proposto e desenvolver téc-
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nicas para evitar valores inconsistentes; e

g) calcular e aplicar os fatores de correcao em laminados com diferentes configuragcdes

de empilhamento para testar o método implementado e validar os resultados obtidos.
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2 MATERIAIS COMPOSTOS

2.1 MATERIAIS LAMINADOS

Materiais compostos consistem na combinacao de dois ou mais materiais em escala
macroscopica de tal maneira que o resultado apresente um conjunto de propriedades que nao
sdo observadas em seus constituintes isolados (REDDY|, 2004).

Na forma de fibras, os materiais demonstram experimentalmente possuir proprieda-
des mecanicas, especialmente na dire¢do principal, superiores as do mesmo material em forma
de bloco. Esse fendmeno € explorado pelos compostos modernos, geralmente produzidos em
laminas, onde as fibras sdo agrupadas e fixadas por uma matriz, tipicamente polimérica (MEN-
DONCA|, 2019). Nessa configuracdo, a matriz apresenta baixa resisténcia e € encarregada prin-
cipalmente de transferir os esfor¢os para as fibras e de protegé-las contra o ambiente. O material
composto resultante exibe um comportamento macroscépico intermedidrio entre aqueles obser-
vados por seus constituintes (REDDY], 2004).

Normalmente, as 1aminas sdo muito finas e apresentam propriedades atraentes apenas
na direcao principal de orientacdo das fibras que as compdem. Por isso, elas sdo frequentemente
combinadas em camadas para formar estruturas laminadas. Esse processo permite o controle de
importantes varidveis de projeto, pois, por meio da escolha da quantidade de laminas e orientagdo
das fibras, pode-se moldar a resposta estrutural do componente resultante (MENDONCA|, 2019).

A Figura [l| ilustra um laminado formado pelo empilhamento de trés laminas.

Figura 1: Ilustracdo de um laminado de trés ldminas.

Fonte: Adaptado de Mendoncd (2019).

Devido as suas propriedades ajustdveis e adaptdveis, como resisténcia especifica, rigi-
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dez, resisténcia a corrosdo e densidade, os laminados sdo considerados ideais para uma ampla

gama de aplicagdes, desde aeroespacial até automotiva e esportiva (MENDONCA, 2019).

2.2 TEORIA DE PLACAS LAMINADAS

Os laminados sdo frequentemente tratados como placas laminadas devido a sua con-
figuracdo estrutural plana. Formados por miultiplas camadas finas, sua espessura resultante €
geralmente muito pequena em relagdo as outras dimensdes, tornando-os adequados para andli-
ses e modelagem com base em teorias de placas (JONES, 1999).

Essas teorias bidimensionais sdo amplamente empregadas em engenharia para prever
o comportamento de estruturas planas sob diferentes tipos de carga. Elas derivam de simplifi-
cacdes no modelo de elasticidade tridimensional, partindo de hipéteses relacionadas a variacao

dos deslocamentos ou tensdes ao longo da espessura da placa (OCHOA; REDDY|, 1992).

2.2.1 Teoria Classica da Laminacao

A Teoria Cléssica da Laminacdo (TCL) € uma extensdo da Teoria Cldssica de Placas,
também conhecida como Teoria de Kirchhoff, para materiais laminados. Nessa abordagem,
pressupde-se a existéncia de uma superficie de referéncia que nao sofre deformacao por flexao,
enquanto os deslocamentos coplanares, u € v, variam linearmente ao longo da espessura. Ja o
deslocamento transversal, w, independe da cota z, sendo considerado constante em cada se¢do
transversal da placa (OCHOA; REDDY, [1992).

A TCL ¢ fundamentada nas hipéteses de Kirchhoff e inclui algumas suposicdes adici-

onais especificas (MENDONCA, 2019). Em resumo, as seguintes hipdteses sdo consideradas:

a) o laminado é formado por laminas perfeitamente coladas, sem deslizamento;

b) acamada de resina usada para unir as laminas € infinitesimalmente fina e nao defor-
mavel por cisalhamento, garantindo que os deslocamentos sejam continuos através das

laminas;

c) aestrutura € considerada delgada, ou seja, possui espessura muito menor do que as

demais dimensdes da superficie;

d) os segmentos retos, inicialmente normais a superficie de referéncia, permanecem
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retos e perpendiculares & mesma apds a deformacdo. Como consequéncia, as deforma-

¢Oes cisalhantes transversais sdo nulas (v,, = 7,. = 0); e

e) os segmentos normais a superficie de referéncia sdo considerados inextensiveis, re-

sultando em deformacdes normais transversais nulas (¢, = 0) em todos os pontos.

Essas hipdteses permitem definir o seguinte campo de deslocamentos para a TCL:

) = o) = (220,

ooy, 2) = () — 2 (M> | @.1)

w(z,y, z) = w’(z,y),

onde (ug, vg, wo) sdo as componentes do vetor deslocamento na superficie de referéncia (z = 0),

ao longo dos trés eixos principais (x, y, 2).
2.2.2 Teoria de Reissner-Mindlin

A aplicac@o da TCL produz bons resultados somente em placas laminadas significati-
vamente finas, em que os efeitos de deformacao fora do plano sdo muito pequenos. Ao remover
a hipétese de que os segmentos permanecem normais a superficie média apés a deformacgao na
TCL, chega-se a Teoria de Reissner-Mindlin, também conhecida como Teoria de Deformacgao
Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT). A sigla FSDT € derivada do correspondente em inglés:
First-order Shear Deformation Theory (FSDT).

Comparada a TCL, a FSDT tem a vantagem de prever, ainda que de maneira simplifi-
cada, os efeitos do cisalhamento transversal na andlise mecanica, tornando-a mais adequada para
modelar placas laminadas, especialmente aquelas de espessura moderada, onde esses efeitos sdo
mais significativos. Por esse e outros motivos, como a excelente relacdo entre precisao dos re-
sultados e custo computacional, a FSDT € amplamente adotada em anélises computacionais de
engenharia, sendo utilizada por diversos softwares comerciais de elementos finitos para prever

o comportamento mecanico de placas laminadas (REDDY|, 2004).
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O campo de deslocamentos para a Teoria de Reissner-Mindlin é dado por:

U(.T, y7 Z) - uO(l,7 y) + Zl/)iﬂ('r7 y)a
v(@,y, 2) = 0"z, y) + 29y (2, ), (2.2)
’LU($, Y, Z) = wO(:E’ y)>
onde 1, e 1, denotam as rotacdes em torno dos €ixos y e x, respectivamente. Esses termos sdo
fundamentais para incorporar a deformacao angular dos segmentos inicialmente perpendiculares

a superficie de referéncia, tornando possivel a estimativa do cisalhamento transversal. A Figura

ilustra o perfil de deformagdes assumido pela teoria.

Figura 2: Perfil de deformagdes pressuposto pela FSDT.

Fonte: Adaptado de Mendoncd (2019).

O modelo de Reissner-Mindlin, apesar de amplamente aplicado na anélise de placas la-
minadas, apresenta algumas limitacOes significativas. A principal € a previsdo de valores cons-
tantes para as deformacdes cisalhantes transversais ao longo da espessura da placa laminada, o
que nao reflete com precisao o comportamento real. Além disso, para obter resultados consis-
tentes, o modelo exige a defini¢do de fatores de correcdo de cisalhamento, os quais s@o dificeis
de determinar para placas laminadas arbitrarias (KARAMA, 2002). Ademais, teorias mais so-
fisticadas, como a da elasticidade tridimensional, mostram que a variacdo dos deslocamentos
coplanares ao longo da espessura, mesmo nos casos mais simples, nao segue um modelo linear,
em contraste com o assumido (PAGANQ, [1969). No entanto, os resultados sdo semelhantes
para uma faixa especifica de valores, que depende da relagc@o entre espessura e comprimento da

estrutura analisada (MENDONCA|, 2019).
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2.2.3 Teorias de ordem superior

Diante das limita¢des da FSDT e visando obter resultados mais precisos sem a necessi-
dade de aplicar fatores de correcao, foram desenvolvidas diversas teorias de ordem superior para
a andlise de placas laminadas. Essas teorias comumente utilizam polindmios de alta ordem para
modelar a variagdo dos deslocamentos coplanares ao longo da espessura, em vez das fungdes
lineares empregadas na FSDT e TCL (KARAMA, 2002).

Conforme pode ser visto em Levison (1980), Reddy (1984) e [Touratier (1991), as te-
orias de ordem superior apresentam resultados satisfatérios na maioria dos casos e eliminam
a necessidade de aplicacdo dos fatores de correcdo. No entanto, essas teorias também costu-
mam apresentar algumas inconsisténcias fisicas, similarmente a FSDT, como a descontinuidade
das tensoOes cisalhantes transversais na interface entre as laminas. Além disso, em compara-
¢do com a teoria de primeira ordem, elas apresentam vdrias desvantagens, como a complexi-
dade na resolugdo do problema formulado, complica¢des na modelagem por elementos finitos e
um aumento significativo no tempo de processamento computacional (KARAMA|, 2002; MEN-
DONCA, 2019).

Abordagens mais recentes t€ém sido propostas na literatura para aprimorar as teorias
de alta ordem convencionais, como demonstrado nos trabalhos de Karama (2002) e Shi (2007),
visando contornar suas limitacdes. No entanto, o modelo de Reissner-Mindlin continua sendo
o mais utilizado para a andlise de placas laminadas, principalmente em softwares comerciais de
elementos finitos. Isso se deve a sua facilidade de implementacdo, aos resultados satisfatérios
e a dispensa de derivadas continuas das funcdes de aproximacgdo, o que resulta em tempos de
processamento consideravelmente menores (MENDONCA, 2019). Além disso, a FSDT mostra-
se suficientemente precisa para a modelagem de placas finas e semiespessas, particularmente em

relac@o aos deslocamentos e tensdes coplanares.
2.3 EQUACOES DO MOVIMENTO
Considerando um corpo tridimensional composto por particulas grandes o suficiente

para que possa ser tratado pela teoria do continuo, a selecdo de um elemento diferencial de

volume, dV/, e a aplicac@o da conservacdo do momento linear levam as conhecidas equacdes do
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movimento (REDDY], 2008):

D
V.a+pb:pF:, 2.3)

em que apenas os efeitos mecanicos estdo sendo considerados. p € a densidade do material, b é
o vetor com as forcgas de corpo, v € o vetor velocidade e o € o tensor tensio.

As equacdes em (@) sdo escritas na forma vetorial e sdo vdlidas para qualquer confi-
guracdo de referéncia. Quando o corpo deformado € considerado, a descri¢do € definida como
espacial e o tensor tensdo, com componentes nas dire¢des normais e tangenciais a superficie
deformada, representa corretamente as tensdes normais e cisalhantes que atuam no momento da
observagdo (REDDY|, 2008). Embora o modelo fisico seja consistente, em problemas sélidos, a
configuracdo normalmente escolhida € a do corpo original, sem deformacao, sendo a descricdao
definida como material (REDDY|, 2008). Essa escolha introduz complica¢des no modelo mate-
matico, uma vez que a andlise do comportamento mecénico da estrutura torna-se nao linear.

No entanto, em muitos problemas de engenharia, as deformagdes sdo relativamente pe-
quenas e a mudanga na geometria € desprezivel. Nesses casos, a distingao entre a descricao
espacial e material para a configurac@o de referéncia ndo € necessdria, pois os termos ndo line-
ares em (@), que surgem ao utilizar a configuracao ndo deformada, podem ser negligenciados

(REDDY|, 2004). Assim, as equacdes do movimento (@) tornam-se:

Jo,  OTyy N OTy b — d2_u
ox dy 5. T P

2

OTyy  Ooy  OTy.

b, = p2!
Ox +8y 0z TPy Pae
0Ty N 0ry. 0o, b — d2_w
Ox oy gz T P

(2.4)

O sistema de equagdes em (@), por si s, ndo pode ser resolvido, pois envolve trés
equagoes e nove incognitas: seis componentes de tensado e trés de deslocamento. Para viabilizar

a solucdo, € necessario também definir as relacdes cinemadticas e constitutivas (REDDY), 2004).
2.4 RELACOES CINEMATICAS

O método convencional para medir a deformacao em mecanica dos sélidos consiste em
calcular a diferenca entre o quadrado do comprimento de um segmento deformado (espacial) e

o quadrado do comprimento de um segmento ndo deformado (material) (REDDY|, 2004). Como
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resultado, obtém-se o tensor de deformacao Green-Lagrange (E):

E=_[Vou+ (Vou)' + (Vou) - (Vou)']. (2.5)

N —

Essa € uma medida de deformacao ndo linear. No caso mais simples, linear, ampla-
mente utilizado em andlises de engenharia, assume-se que as deformacgdes sao pequenas o sufi-
ciente para que os termos de ordem superior, (Vou) - (Vou)?, sejam negligencidveis em (@).
Isso simplifica o cdlculo das deformacdes, reduzindo o tensor de Green-Lagrange ao tensor de
deformacao infinitesimal (€):

[Vou+ (Vou)'] . (2.6)

E€E =

| —

Como € € simétrico, pode-se usar a notacao de Voigt para representd-lo por um vetor
com seis componentes independentes, denotado por €. Nas diregdes cartesianas, essas compo-

nentes sao expressas por:

o s
T o oy = or 0Oy’
ov ow Ou
_ v _Ow  Ou 2.
Ey oy ez = + 9 2.7)
e _ow o
0z vz = oy 0z

Substituindo o campo de deslocamentos da Teoria de Reissner-Mindlin, conforme de-

finido em (), nas equagoes (@), as componentes transformam-se em:

e(z,y,2) =€%(x,y) + 2k (2,y),  v(z,y,2) =7.(2,y), (2.8)

em que €° corresponde as deformagdes coplanares da superficie média da placa laminada, ex-

pressas por:

0 oul
€z Bz
0 _ 0 = fel
=1 & 28, 2.9)
0 ou® | O
Yy oy + ox

enquanto k° corresponde as curvaturas da superficie de referéncia, que definem o comporta-

mento de flexdo da placa e sdo representadas pelas componentes abaixo:

Oy
0
K=< K, o= %Ly , (2.10)
W | Dy
Kay dy + 8J:y
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ja ~v. é o vetor das deformagdes cisalhantes transversais, uniformes ao longo da espessura do

laminado na formulac¢do da FSDT:
ow
Yy ¢y 4+

Yo = = o 2.11)

2.5 RELACOES CONSTITUTIVAS

As equagdes que descrevem como um material responde a aplicacdo de esforcos exter-
nos sdo denominadas equacoes constitutivas (REDDY], 2004)). Para materiais eléstico-lineares,

essa relagdo pode ser expressa utilizando a notacdo de Voigt da seguinte forma:
g; = Cl'jéfj, (212)

onde as componentes da matriz de rigidez C sdo definidas ao longo de trés eixos ortogonais
e correspondem as constantes eldsticas do material, determinadas por meio de ensaios de en-
genharia. Dependendo dos termos nao-nulos presentes, o material pode ser classificado como
isotropico, ortotropico ou anisotropico (MENDONCA), 2019)

A relacdo inversa, ou seja, deformacao-tensao, € expressa pela matriz de flexibilidade,
S = C~1, do seguinte modo:

e =So. (2.13)

Para uma lamina qualquer £ pertencente a um laminado, a relac@o tensdo-deformagao,

definida em (), pode ser expressa por:

r \ K B 1k ¢ \ K
X X X T X X
Oz 11 12 13 14 15 16 €z
X X T T X
Oy Cy C O3 CF C €y
X T xr
O B 33 O3 O35 Cig €z (2.14)
7_ X X X ’ )
yz 44 45 46 Yy=
xT X
Tz 55 56 Vaz
Toy Stm. 66 Yy
\ J L . \

onde C* é a matriz de rigidez que descreve o comportamento mecanico da lAmina k, apds esta
ter sido rotacionada do seu sistema principal 0123 para um sistema de referéncia Oxyz. Essa

rotacdo € realizada por meio de uma matriz de transformacgdo (T) e deve ser aplicada a todas
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as laminas que compdem o laminado, permitindo assim a constru¢do de uma tnica matriz de

rigidez que represente o material composto resultante (MENDONCA, 2019).
No modelo de placa de Reissner-Mindlin, como as deformagdes foram separadas em

coplanares e transversais em (), 0 mesmo ocorre para as relacdes constituivas:
_ k _ vk
c"=Q¢e e T =Clv, (2.15)

onde Gk ¢ a matriz de rigidez reduzida transformada, associada as deformacdes coplanares,
enquanto C.* é a matriz de rigidez ao cisalhamento transversal transformada.

Para estruturas que podem ser aproximadas por teorias de placas, como as placas la-
minadas, € necessdria a utilizacdo de relacdes constitutivas independentes de 2z para representar
a rigidez do modelo tridimensional no plano. O procedimento inicia-se com a defini¢do dos
esforcos generalizados N, M e Q.:

H

N={N, N, N3 = [ {00,077 dz,

vl

H

M = {M,, M,, M,,}" = / {020y, 7oy} 2 dz, (2.16)

ol

Qc = {Qy7Qm}T = /Z{Tyzﬂ—xz}T dZ>

0s quais representam, respectivamente, esfor¢cos normais, fletores e cortantes por unidade de
comprimento.

Observa-se que os esfor¢os generalizados em () correspondem ao lado esquerdo
integrado em 2 das equacdes em (), de modo que a integragdo em ambos os lados resulta

nas relacdes constitutivas para a placa laminada:

= e Q.=Ar,, (2.17)

em que A € a matriz de rigidez extensional, B € a matriz de rigidez de acoplamento entre flexdao
e extensdo, D é a matriz de rigidez a flexdo, e A, é a matriz de rigidez cisalhante transversal.
Em conjunto, essas matrizes representam a rigidez total do laminado.

As componentes em () sdo calculadas com base nas propriedades das ldminas in-

dividuais. Para as matrizes A, B e D, associadas a parcela coplanar das relagdes constitutivas,
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os termos sdo determinados por:

k=1
1 Y —k ]
Bij =3 > Qi —2) ] (2.18)
| k=1 J
1 [ —k ]
DZJ -5 ZQ’LJ (zk - Zli—l) )
L k=1 J

enquanto a matriz A, € obtida da seguinte forma:

- k k
N e N x x
44 45 44 45

A, = E dz = E hy, ) (2.19)
xX X X xr
k=1 Jz,_, 45 55 k=1 45 55

onde z;, € a cota superior da lamina k, z;_; € a cota inferior da ldmina k ou superior da lamina

k —1, h;, € aespessura dalamina k£ e NV € o nimero total de 1aminas que compdem o laminado.
2.6 FATOR DE CORRECAO DE CISALHAMENTO

A andlise do vetor 7y, em () mostra que a Teoria de Reissner-Mindlin resulta em
deformagdes de cisalhamento transversais, 7,. € 7,., uniformes ao longo da espessura do la-
minado. Consequentemente, isso conduz a tensdes cisalhantes transversais, 7, € 7., que sdo
descontinuas na regido interlaminar, devido as diferentes propriedades mecanicas de cada la-
mina, conforme expresso pelas relagdes constitutivas em (). Esse comportamento contrasta
com o modelo fisico real e com os resultados obtidos por teorias tridimensionais, que mostram
que as tensdes cisalhantes sdo continuas e variam, pelo menos, quadraticamente ao longo da
espessura (REDDY], 2004).

Nesse contexto, um fator de correcio de cisalhamento (k) € definido visando ajustar

os valores calculados para os esfor¢os cortantes nas integrais em ():

H
x ’ Txz

© = ks dz. (2.20)

Qy — g Tyz

Das equacdes (Q.ISI), (fz.ld) e (f2.17|), observa-se que o fator de correcao também pode

ser interpretado como um ajuste na rigidez ao cisalhamento transversal da placa laminada, isto
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(€N

Q. =En,, (2.21)

em que E é a matriz de rigidez de cisalhamento corrigida, dada por:

k
N
C'44 C'45

E=FkA, =k Y Iy , (2.22)
k=1 Cys Css
onde, por conveniéncia, o sobreescrito (e)”, que indica a rotagdo dos termos da matriz C, foi
omitido.

Assim, considera-se ideal o fator de correc@o de cisalhamento que ajusta precisamente
os esfor¢os cortantes generalizados da FSDT aos valores calculados pela Teoria da Elasticidade
Tridimensional. De acordo com a equagao (), isso pode ser obtido por meio de um ajuste na
rigidez ao cisalhamento transversal da placa laminada. No entanto, esse procedimento requer
a solugdo analitica tridimensional do problema associado para comparacdo, sendo limitado a
casos simples e possuindo pouca escalabilidade em anélises de estruturas laminadas arbitrdrias.

Ao contrdrio do observado para placas homogéneas, em que existem métodos simples
para determinar fatores de correcdo, a obtencdo de uma corre¢do adequada em laminados é
frequentemente desafiadora (KARAMA, 2002). Isso se deve a dependéncia de diversas carac-
teristicas especificas da estrutura em camadas, como a sequéncia de empilhamento das laminas,
as propriedades mecanicas das camadas individuais e a orientagc@o das fibras nas laminas. Essa
complexidade muitas vezes requer a aplicacdo de multiplos fatores de correcdo, em vez de um
unico fator (MENDONCA, 2019).

Para placas laminadas ortotrépicas, onde a sequéncia de empilhamento das laminas
resulta em coeficientes nulos fora da diagonal principal da matriz de rigidez em (), é possivel
definir dois fatores de corregdo, k, € k,, um para cada eixo de ortotropia do material laminado.

Esses fatores costumam ser distintos entre si, conforme demonstrado por Whitney, (1973).

k
N
k. C 0
E=Y n| " “ . (2.23)
k=1 O k:BC55

Uma abordagem semelhante, porém mais abrangente, pode ser desenvolvida para a

andlise de laminados anisotrdpicos, envolvendo a defini¢do de trés fatores de correcdo: k,, k, e
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K4y, assim como realizado por Pai (1994).

N
kyCas ki C
E= p | % TR (2.24)

k=1 kiyCas  kzClss

Esse método € especialmente importante em andlises envolvendo laminados anisotrépi-
cos, pois, segundo Noor e Burton (1990), os efeitos da deformacao por cisalhamento transversal
costumam ser mais relevantes em placas anisotropicas do que em estruturas isotrépicas ou or-
totropicas com a mesma geometria, sendo a correc¢do especifica para cada eixo mais efetiva.

Além disso, é possivel aplicar corre¢des individuais nas coordenadas (x, y) da superfi-
cie de referéncia da placa, ou seja, k(z,y), ki (z,v), ky(x,y) e kyy(z,y). Essa caracteristica é
particularmente vantajosa na implementacdo de métodos numéricos para solugdo que exigem a
discretizacdo do dominio, como o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o MEFG. Isso ocorre
porque esses métodos necessitam da construcdo de matrizes através do cédlculo de valores em
multiplos pontos do dominio, nos quais os fatores de correcao podem ser aplicados.

Uma vez que a aplicacdo dos fatores de corre¢do pode ser vista como um ajuste na
rigidez ao cisalhamento transversal da placa laminada, ndo apenas os resultados dos esforcos
cortantes sao afetados, mas também toda a resposta global da estrutura, incluindo algumas gran-
dezas em menor escala. Portanto, a determinacdo desses fatores mostra-se fundamental para

garantir a precisao dos resultados obtidos pela FSDT.
2.7 EQUACOES DE EQUILIBRIO E FORMA FRACA

Para um sistema sem aceleracdo, as equacdes do movimento em (@) tornam-se as

equagoes de equilibrio:
0o, OTyy n 0Ty

Ox oy 0z 0
0Ty  Ooy, 01y,

p— 2.2
Ox * oy 0z 0 2.25)
0Ty, 07y | Oo.
Ox + oy + 0z 0

em que as forgas de corpo (b) foram desconsideradas.
Para a placa modelada pela Teoria de Reissner-Mindlin, as equagdes de equilibrio em
() sdo integradas ao longo da espessura e expressas em termos dos esfor¢os generalizados

definidos em (). Além disso, como o campo de deslocamentos em () possui cinco des-
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locamentos generalizados, {uo, vo, Wo, ¥, ¢, }, s30 necessdrias duas equacdes adicionais. Estas

sdo obtidas ao multiplicar as duas primeiras equagdes em z e realizar o processo de integracao,

conforme detalhado em Mendonga (2019). Como resultado, obtém-se:

T T (6 - ) =0,

ag;y N 8(;;@ + (¢ —q)) =0,

aac?; N aa?yy ) =0, (2.26)
32?11 + %‘Zy —Qy+ g(qgi —4,) =0.

onde ¢, g, € q. s@0 os carregamentos distribuidos nas dire¢des x, y e z, respectivamente, e H
corresponde 2 espessura total da placa. Os sobrescritos (e)® e ()’ indicam que o carregamento
¢ aplicado na superficie superior e inferior do laminado, respectivamente.

Por meio das relagdes constitutivas em () e (), juntamente com as deformacdes
infinitesimais em (@), as cinco equacoes de equilibrio definidas em () podem ser expressas
em termos dos cinco deslocamentos generalizados da FSDT, conforme pode ser visto em Men-
dong¢a (2019). A imposicao das condi¢des de contorno completa a formulagdo do problema,
conhecida como forma forte.

Por outro lado, existe a chamada forma fraca, ou variacional, que € mais adequada para
a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos e suas variagdoes (MENDONCA; FANCELLO,
2019). Ela consiste em uma expressao integral das equacoes diferenciais de equilibrio apresen-
tadas em (). Em mecénica dos sélidos, a forma fraca é frequentemente formulada como o
Principio dos Trabalhos Virtuais, que declara que um corpo continuo estd em equilibrio se, e so-
mente se, o trabalho virtual de todas as forgas, internas e externas, agindo sobre o corpo for nulo
para um deslocamento virtual qualquer, éu (REDDY|, 2017). Matematicamente, considerando
um corpo ocupando uma regido {2 no espago tridimensional, limitado por um contorno I', isso

pode ser expresso como:

SW = 6W; + Wy = 0, (2.27)

em que 0W; e 0Wj representam os trabalhos virtuais internos e externos, respectivamente, os
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quais podem ser calculados da seguinte forma:

5WE=—(/b-5udQ+/f-5udF>, 5WI:/0-(5sdQ, (2.28)
Q T Q

com Je representando as deformacdes virtuais e t o vetor tensio atuando no contorno.
Para o modelo de Reissner-Mindlin, desconsiderando as forcas de corpo b e conside-
rando uma placa de espessura uniforme H, com dominio definido por ) = {Q X [—%, %] } ur,

onde () corresponde a regido da superficie de referéncia e I' ao seu contorno, o Principio dos

Trabalhos Virtuais pode ser expresso da seguinte forma:

N Yo _
. dQ) + Q.- oy d) — owq dS) — t-oudl’ =0, (2.29)
o | M oK Q Q r

ou ainda, por meio das relagoes constitutivas para o material laminado em () e ():
/ o ' A B o 0+ / 0y FEy  Eys Vyz 40
Q 0K B D K Q 0Yz- Eys Ess Vaz

(2.30)

Essa € a expressao normalmente utilizada pelo MEF ou métodos numéricos semelhan-

tes para determinar a resposta estrutural da placa laminada formulada pela FSDT. E evidente que
os fatores de correcio de cisalhamento influenciam toda a solu¢do do problema, uma vez que
estdo incorporados nos termos da matriz de rigidez de cisalhamento corrigida (E) e nos esforcos

cortantes (Q.).
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3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), assim como o Método dos
Elementos Finitos (MEF) convencional, € uma técnica numérica utilizada para gerar solucdes
aproximadas de problemas de valores de contorno (PVC), formulados em forma fraca, ou seja,
em expressoes integrais de equagdes diferenciais que governam fendomenos fisicos, como aquelas
definidas na se¢@o anterior para a placa laminada de Reissner-Mindlin, em (). De acordo
com [Torres (2008), o MEFG pode ser interpretado como um método hibrido entre o MEF e o
Meétodo das Nuvens hp.

No MEF convencional, a aproximacao depende da definicio de uma malha, na qual o
dominio do problema real € discretizado em elementos de geometria simples, como triangulos
ou quadrilateros, interconectados por nds. A construcdo da solugdo aproximada para os campos
de interesse € entdo obtida no interior dessas entidades elementares, por meio da interpolagdo
dos valores nodais utilizando funcdes de forma. Assim, o problema global passa a ser repre-
sentado pela soma das contribuicdes dos elementos adjacentes a cada um dos nds, respeitando
a indexacdo de conectividade pré-definida (TORRES, 2008).

A aplicabilidade do MEEF ¢ irrefutdvel, sendo utilizado em diversas dreas da engenha-
ria e das ciéncias aplicadas para uma ampla variedade de andlises. Ele se mostra como uma
ferramenta consistente para projetos em mecanica dos sélidos, mecanica dos fluidos, transfe-
réncia de calor, eletromagnetismo, entre outros. No entanto, o MEF convencional, comumente
implementado em pacotes comerciais, apresenta algumas limitagdes. Por exemplo, em andli-
ses de estruturas, segundo Liu (2003), hd a necessidade de criacdo de uma malha bem definida
para o dominio, a estimativa grosseira e descontinua das tensodes entre os elementos, a baixa
precisd@o em andlises que envolvem grandes deformacgdes devido as distor¢des dos elementos, a
dificuldade em simular ruptura de materiais, entre outras.

Nesse contexto, para contornar algumas dessas limitacdes e eliminar inconvenientes
decorrentes da associacdo dos dominios das fungdes de interpolacdo a malha, sdo apresenta-
das metodologias voltadas para construir aproximagodes da solu¢do do PVC que sejam indepen-
dentes, ou quase independentes, da definicdo de uma malha de elementos finitos (BARROS,
2002). Essa € a caracteristica principal dos Métodos Sem Malha, onde, segundo Barros (2002),
a aproximacdo € construida utilizando um conjunto de pontos do dominio global, sem que a

conectividade entre eles seja pré-estabelecida.
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De acordo com [Torres (2008), em grande parte desses métodos, a aproximagao das

funcdes que representam o campo de interesse € obtida por meio do Método dos Minimos Qua-
drados Moveis (MMQM). Exemplos desses métodos incluem: o Método dos Elementos Difu-
sos (MED), introduzido por Nayroles, Touzot e Villon (1992); o Método de Galerkin Livre de
Elementos (MGLE), apresentado por Belytschko, Lu e Gu (1994); o Método dos Pontos Finitos
(MPF), desenvolvido por Onate, Idelsohn e Zienkiewicz (1995), Onate (1996a) e Onate (1996b);
e o Método das Nuvens hp, apresentado em Duarte e Oden (]1995) e Duarte (1996).

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), proposto por Oden, Duarte
e Zienkiewicz (1998) e fundamentado por Strouboulis, Babuska e Copps (2000), poderia até
ser mencionado dentro do contexto dos métodos sem malha (BARROS, 2002). Combinando
conceitos do Método das Nuvens hp, que propde o enriquecimento sem a adi¢do de novos pontos
nodais no dominio e do MEF convencional, a malha € empregada apenas para definir as Parti¢coes
da Unidade (PU) e delimitar o dominio para a integracdo numérica, enquanto as funcoes de
enriquecimento sao utilizadas para aprimorar a precisao da representacdo na regiao de influéncia
de cada PU.

Esse método oferece uma maior flexibilidade para a modelagem de problemas com-
plexos, permitindo uma representacao mais precisa e eficaz de uma grande variedade de fend-
menos fisicos, se comparado ao MEF convencional. Em mecanica dos sélidos, por exemplo,
destaca-se em andlises que envolvem descontinuidades, singularidades, deformacgdes localiza-
das ou geometrias complexas (MENDONCA; LEMOS, 2024). Além disso, o MEFG também
¢ recomendado para andlise de tensoes, devido a ordem superior das funcdes necessdrias para
satisfazer as equagdes diferenciais de equilibrio envolvendo essas grandezas.

No contexto da andlise de placas laminadas pela FSDT, o MEFG oferece facilmente
uma base de maior ordem para a aproximagdo, permitindo a obten¢do de derivadas de ordem
superior dos deslocamentos generalizados. Essas derivadas sdo fundamentais para assegurar a
qualidade das etapas de pds-processamento apresentadas na préxima secao.

Segundo Ribeirg (2016), o desenvolvimento matematico do MEFG pode ser resumido

em duas etapas:

a) Criacao numérica das Fun¢des PU: as PU sdo construidas com base na malha de ele-
mentos finitos pré-definida, levando em consideracio as coordenadas nodais, o tama-
nho dos elementos e, principalmente, a influéncia dos nés em um mesmo elemento.

Essa influéncia depende da nuvem w, que consiste em um subdominio formado pela
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unido dos elementos associados ao né de construcdo da PU.

b) Enriquecimento: cada grau de liberdade € enriquecido pela aplicacdo do Método das
Nuvens hp, através da multiplicacdo das fungdes de PU por um conjunto de funcdes

linearmente independentes.
3.1 PARTICAO DA UNIDADE E FUNCOES DE APROXIMACAO

Para construir as fung¢des de aproxima¢do do MEFG em um problema formulado pela
FSDT, pode-se considerar a superficie média de uma placa como um dominio aberto 2 C R?(x).
A essa superficie € atribuida uma malha de elementos triangulares, composta por N, elementos
e N nos definidos pelas coordenadas {Xa}gzl. Em cada no, é estabelecida uma nuvem, w,,
a =1,..., N, formada pela unido dos elementos triangulares que compartilham esse né. Dessa
forma, o fechamento 2 do dominio aberto ) deve estar contido na unido do fechamento dessas
nuvens w, (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE, 2009). Matematicamente, isso pode ser
expresso por:

%N = {w}fxvzl ) ﬁ C U(])(Vzlwoé’ (31)

onde & representa a cobertura aberta do dominio formado pelo conjunto das N nuvens w,.

Logo, as nuvens w,, associadas a um né «, s@o formadas pela unidao dos elementos
individuais pertencentes a malha de elementos finitos pré-estabelecida que estdo conectados ao
nd «. A Figura H mostra duas dessas nuvens, w; € wo, associadas aos nds 1 e 2, respectivamente.
A nuvem w;, que é convexa, é composta pelos elementos {a, b, ¢, d, e}, enquanto a nuvem wo,
ndo-convexa, é formada pela unido dos elementos {c, d, g, h, k,l, m}.

De acordo com Babuska, Banerjee e Osborn (2004), um conjunto de NV fun¢des fungdes
{gpa(x)}i\;l, tendo como suporte compacto a correspondente nuvem w,,, € caracterizado como

uma Particdo de Unidade (PU) caso apresente as seguintes propriedades:

a) A soma de seus valores € igual a unidade em qualquer ponto do suporte, isto €:
N
d palx)=1, Vxe Q. (3.2)
a=1

b) Todo suporte compacto de §2 intersecciona apenas um nimero finito de outros su-

portes.
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Figura 3: Exemplo de nuvens w, convexa e ndo-convexa em um malha triangular.

<9\
[ =
<X

Fonte: Adaptado de Ribeirg (2016).

¢) A fungdo ¢, € diferente de zero apenas sobre sua nuvem e possui pelo menos k

derivadas continuas em w,, isto €:

Ya(x) € Cg°(wa), k > 0. (3.3)

A principal caracteristica da PU explorada no MEFG é a de que qualquer fungio, (),
pode ser reproduzida localmente dentro do suporte da PU, com ou sem perda de continuidade,
viabilizando assim o enriquecimento do subespaco responsdvel pela aproximagao por funcdes
polinomiais (RIBEIRO, 2016).

O MEFG convencional, com regularidade CY, consiste em utilizar as func¢des de forma
convencionais do método dos elementos finitos como PU e realizar o enriquecimento da apro-
ximacdo por meio do método das nuvens hp (RIBEIRQO, 2016). Embora as func¢des de forma
Lagrangianas C° ndo satisfagam todas as propriedades descritas acima para defini¢do da PU,
elas podem ser consideradas por meio de uma interpretacao relaxada, devido a soma de seus

valores resultar na unidade em qualquer ponto de seu suporte (BARROS, 2002).
3.2 ENRIQUECIMENTO DAS FUNCOES DE APROXIMACAO

O objetivo do enriquecimento consiste em melhorar a qualidade dos resultados numé-

ricos por meio da ampliacdo da base do subespago de aproximagdo. Como alternativa, para o
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enriquecimento da PU consiste em multiplicar o conjunto de fungdes {¢, (X)}i}:1 por outras,

que podem ser fungdes polinomiais, harmdnicas ou ainda parte da solu¢do do problema de valor
no contorno (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE, 2009).

No procedimento convencional, a ampliacdo do subespaco € realizada multiplicando-
se a funcdo de base correspondente a cada né « da discretizacdo do MEF por um conjunto
de fungdes linearmente independentes {L;;}, adicionando assim novos graus de liberdade a
formulacao tradicional do MEF (BARROS, 2002).

A abordagem de enriquecimento por meio de fungdes polinomiais resulta uma familia

de funcdes de enriquecimento, %

\

e1lor paLloe ... onLon
L L L
%IJDV iy 901. 11 <P2. 12 SDN' 1N 7 (3.4)
L (Plel ¢2Lp2 s SONLpN )

com N sendo o niimero de nuvens e p o grau do maior polindmio da familia 3%;.
Por exemplo, os seguintes conjuntos de polindmios de grau maximo p podem ser utili-

zados para o aprimoramento (MENDONCA; LEMOS, 2024):

* Enriquecimento linear p = 1: L;, = [1, 7, 7);

e Enriquecimento cibico p = 3: Ly, = [1,7,%, T2, 7Y, ¥
* Enriquecimento quértico p = 4:

L, = L7,7,7% 79, 7,2, 7%, 79", 7", T, 2°7, T°9*, 79", ¥,

As coordenadas sdo normalizadas por:

T — Tq Y —Ya
ha Y y_ ha Y

(3.5)

T =

com X, = (Z4, Yo ) sendo as coordenadas do né « e h,, o raio representativo da nuvem w,.

Com o enriquecimento, conforme Ribeirg (2016), a aproximagao para os deslocamen-

tos no elemento e é dada por:

nnoe nfui
ug(x,y) = Z Pij {uij + Z L;j(z, y)bijk} : (3.6)
Jj=1 k=1
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onde 7 € a direcdo de cada grau de liberdade, k£ o nimero do mondmio enriquecidor, ¢, as

funcdes PU associadas ao n6 j, nnoe o nimero de nds no elemento, n fu o nimero de fungdes
de enriquecimento, u; os deslocamentos nodais € b;;, os coeficientes associados a cada fungio
de enriquecimento L jy.

Nessa abordagem, os coeficientes b;;;, sdo determinados da mesma forma que os deslo-
camentos nodais u;; no MEF, mas ndo possuem um significado fisico associado, contribuindo

apenas para o refinamento dos valores de deslocamentos nodais.
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4 RECUPERACAO DAS TENSOES E DESLOCAMENTOS

Ap6s a solucdo da forma fraca em () por um método numérico adequado, como o
MEFG, o procedimento mais simples para a determinacao das tensdes consiste, primeiramente,
em calcular as deformacdes infinitesimais em (@) e, em seguida, usar as relacdes constituti-
vas em (). Para formulagdes tridimensionais, esse procedimento apresenta resultados fi-
sicamente consistentes, que satisfazem as trés equagdes de equilibrio tridimensionais para as
tensOes em (). Contudo, no modelo de placa laminada de Reissner-Mindlin, as equagdes de
equilibrio satisfeitas sdo aquelas em (), com o campo de deformagdes definido em (@) e as
respectivas relagdes constitutivas para o laminado em (). De modo que algumas inconsis-

téncias surgem nos resultados, dentre as quais se destacam:

a) A inextensibilidade dos segmentos inicialmente normais a superficie de referéncia
implica em deslocamentos transversais, w(z, y), uniformes em cada se¢do transversal,

tornando a tensdao normal transversal nula em todos os pontos do dominio (o, = 0).

b) As deformacdes cisalhantes transversais, 7, € 7,., sd0 constantes ao longo da es-
pessura do laminado, o que resulta em tensoes cisalhantes, 7, e 7,., descontinuas na
interface das laminas. Isso contraria o modelo fisico, que exige a continuidade das

tensOes em toda a espessura, inclusive na regido interlaminar.

Além disso, existem erros relacionados a suposi¢ao do comportamento linear em 2 para
os deslocamentos e tensoes coplanares na FSDT, cujo formato da resposta depende da estrutura
final do laminado, dos esfor¢os aplicados e das condi¢des de contorno. Em geral, esses erros
e inconsisténcias podem ser negligenciados em anélises envolvendo placas significativamente
finas, mas se tornam mais relevantes a medida que a espessura da placa aumenta.

Nesta se¢do, apresentam-se as técnicas de pds-processamento normalmente utilizadas
para melhorar a estimativa inicial da FSDT. O procedimento consiste na integracao das equacoes
de equilibrio tridimensionais em (), a fim de obter resultados mais precisos para as tensoes
transversais 7., 7,. € 0,. Além disso, seguindo a abordagem apresentada por Mendonca e
Lemos (2024), ajustam-se as tensdes para que satisfacam as condi¢des de contorno na superficie
superior do laminado. Por fim, utilizando todo o campo de tensdes recuperado, estimativas mais
consistentes podem ser obtidas para a variagdo dos deslocamentos u, v € w ao longo da espessura

da placa, por meio da integracdo das relagdes constitutivas tridimensionais.
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4.1 TENSOES CISALHANTES TRANSVERSAIS

Em andlises mecanicas de placas laminadas, normalmente, os valores calculados para
as tensdes cisalhantes transversais sdo consideravelmente menores do que aqueles calculados
para as tensOes coplanares. Entretanto, uma estimativa precisa do cisalhamento transversal é
tdo fundamental quanto a andlise de flexdo nessas estruturas. Isso ocorre porque até mesmo
pequenos valores de cisalhamento podem desencadear falhas por delamina¢do no material em-
pregado, devido a baixa resisténcia ao cisalhamento na regido interlaminar (PAI, 1994). Por-
tanto, compreender a distribuicdo das tensoes cisalhantes ao longo da espessura do laminado é
um requisito importante de projeto, permitindo a ado¢dao de medidas adequadas para prevenir a
delaminag¢do e otimizar o desempenho do material laminado utilizado.

O procedimento apresentado por Chaudhuri (1986) para a determinacdo das tensoes

transversais aprimoradas, 7. T;Z e o', consiste em utilizar os resultados coplanares obtidos

z9

pela FSDT para integrar ao longo da espessura as trés equacdes de equilibrio tridimensionais

em (), conforme mostrado abaixo:

- 2 [Oo or.
T:Z’z T, Y,2) = - * my:| dZ+T$z $7y,—H 2 )
(2.9, 2) / Rk ( /2)

, 7 [0myy aay}
Tzz r,Y,z)= - dZ+sz7y>_H27 4.1
L= [ G e (et @

. = [or! 87‘;
i _ Doz L T2l 00 4 o (g, —H 2
O'Z([K,y, Z) /;H/g i O + 83/ :| Zto (l’,y, / )7

em que o indice ¢ é usado para destacar que o resultado € obtido pelo método de integracao, em
contraste aos valores calculados pelas relagdes constitutivas.

Observa-se que a determinagdo de o estd condicionada a obtengdo prévia das tensdes
cisalhantes transversais, 7, e T?jz, enquanto as duas primeiras equacdes dependem exclusiva-
mente das tensdes coplanares, mais especificamente de suas primeiras derivadas em z e y. Por-
tanto, a precisdo da estimativa inicial para as tensdes o, 0, € 7., na superficie de referéncia e
ao longo da espessura da placa é fundamental para garantir a qualidade do método de recupe-
racdo das tensoes transversais (MENDONCA; LEMOS, 2024). Essa precisao € naturalmente
proporcionada pelo MEFG, que oferece uma base de alta ordem para a aproximacao.

Devido as descontinuidades das tensdes coplanares na interface das laminas, o processo

de integragdo em () deve ser feito de forma segmentada. Assim, para z no interior de uma
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lamina qualquer £, isto é, z,_1 < z < 2z, a integral da primeira equacio torna-se:

z 0o, OTyy koore . i
dz = d 42
/ {89& * dy ] © ;/Zkl (020 + Tay) 42, (4.2)

—H/2

em que a notagdo de subindice (e) _ ¢ utilizada para indicar as derivadas parciais.
As derivadas das tensdes coplanares sdao obtidas pelas relagdes constitutivas definidas
em (), juntamente com as deformagdes infinitesimais para o modelo de Reissner-Mindlin

em (@):

oh =Q () +z2k,) e o =Q (% +2k,). (4.3)

Substituindo (@) em (), resolvendo a integral e agrupando os termos, obtém-se a

seguinte expressao para a tensao cisalhante no plano xz em uma lamina arbitréria &:
‘ ' k kT2 2
Toa(2) = T (z1) + 08 [z — 2]+ 07 [ — 5] (4.4)

onde a(x,y)* e b(z, y)* sdo fun¢des das coordenadas (x,y) da superficie de referéncia da placa,
definidas por:
k _ Ak o Ak o Ak .0 Ak o Ak o Ak .0
a(x, y) = Qllgx,x + Q128y,x + Q16fyxy,:0 + Q61€az,y + Q62€x,y + Q66f}/a:y,y7
e L /=k —k —k —k —k —k “.5)
b(z,y)" = 5 (Qu’%,x + Quofiya + Qighaya + Qe1hay + Qoakiyy + Q66’f:vy7y> :

Na superficie inferior do laminado, em zy = — H /2, pertencente a primeira 1amina, o
valor de 7°_(z0) em (@) ¢ atribuido pelas condi¢des de contorno.

Se o MEFG for utilizado no processo de solugdo, as deformagdes coplanares e suas
derivadas em () sdo determinadas pela matriz de deforma¢do membrana-flexao (B?) que
contém as derivadas das fungdes enriquecidas associadas ao elemento e. O célculo € feito da
seguinte forma:

e, =B, U e e,=B; U, (4.6)
onde U* € o vetor de deslocamentos e coeficientes nodais do elemento.
Toda a formulacao pode ser repetida a partir da segunda equagao em (), resultando
em uma expressao semelhante aquela definida em (@) para a tensdo cisalhante no plano yz:

7l (2) = T;Z(zk,l) +cF [z — zk_1] + d* [22 - 2,271] , 4.7

Yz
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em que:

k k0 Ak o Ak 0 Ak o Ak o0 Ak 0

c (‘TJ y) = Q21€z,y + Q22€y,y + QQGIYzy,y + Q61€x,:v + Q626x,z + Q667xy,:p7
i 1 /—k —k —k —k —k —k (4.8)
d*(z,y) = 5 <Q21“x,y + Qukyy + Qashayy + Qe1hae + Qgaliya + QGG’%y,x> :
Neste trabalho, essa abordagem € implementada como uma etapa de pds-processamento
para o MEFG na andlise de placas laminadas pela FSDT. Como resultado, obtém-se fungdes
quadrdticas continuas para a representacdo das tensoes cisalhantes transversais ao longo da es-
pessura do laminado, conforme (@) e ([7]), contornando, assim, a inconsisténcia fisica da

estimativa inicial do cisalhamento transversal.
4.2 TENSAO NORMAL TRANSVERSAL

A terceira equacdo em () pode ser utilizada para obter uma estimativa da variacao
da tensdo normal transversal ao longo da espessura da placa laminada. O ponto de partida
consiste em substituir as tensdes cisalhantes transversais pelas expressoes definidas em (@) e

(E?I). Dessa forma, os termos referentes a 1dmina k que precisam ser integrados em () sdo 08

seguintes:
ori ot dak bk
Pr = or |, tas At E)
‘ Fkh-1 4.9
Moo el Oy W) -
= — (2 — 2k -\ —Z .
3y oy .ty k—1 By k—1

Inserindo (@) na ultima equacgdo de (), integrando e agrupando os termos, chega-se

a seguinte expressao para a tensao normal transversal em z, com z € (2_1; 2x):

Zk—l)

0.(2) = 0:(21-1)

Tt or?
+ (Z — Zk—l) ax

Yz

oy

Zk—1

(4.10)

n 1( B 2 dak n ock
g\F T Rk or Oy
1 vk od*
+ g(z - Zk_l)Q(Z + QZk_l) <% + 8_y) .

A partir de (@), (@) e (), observa-se que as tensoes transversais integradas depen-
dem do valor calculado na lamina anterior. Portanto, torna-se possivel impor novas condi¢oes

de contorno para a primeira lamina na superficie inferior do laminado, ou seja, pode-se escolher
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H
2

To: (©9,=5). 7 (29, =5) e 0L (2,9, - 3)-

43 METODO DE CORRECAO DAS TENSOES

Na maioria das vezes, segundo Mendonca e Lemos (2024), quando as tensdes sao ob-
tidas pelo procedimento de integracao das equagdes tridimensionais de equilibrio, o resultado
final em z = H /2 é fisicamente incompdtivel com as condigdes de contorno na superficie su-
perior da placa. Isso ocorre porque, devido ao tipo de equagdes diferenciais envolvidas em z,
ordindrias de primeira ordem, s6 é possivel impor uma condi¢iao de contorno em cada compo-
nente de tensdo transversal, que € definida na superficie inferior do laminado.

A abordagem utilizada por Mendonca e Lemos (2024) consiste em determinar funcdes
f2(2), fy(2) e f.(2) que, somadas as componentes de tensdo transversal, resultem em expressoes
que satisfacam as condi¢Oes de contorno para as respectivas tensdes na superficie superior do
laminado, isto é:

05(2) = 02(2) + f(2),
r(2) = Th(2) + folz) e @.11)
Tye(2) = 7.(2) + fy(2).

Essas funcdes de corre¢do sao escolhidas como polindmios cubicos, apresentando o

seguinte formato:

f(2) =a+bz+ 2 +d2° (4.12)
Ao definir as seguintes restri¢oes para fungdo f(z):
« J(~H/2)=0:e
* J(H/2) = A(z,y);

com A(z,y) sendo a grandeza conhecida na superficie superior da placa, os coeficientes ficam

restritos de tal forma que o polindmio em () torna-se:

2 2
f(z):A(%—i-%) +c(z2—%) +d(23—%z). (4.13)

A imposi¢ao das condi¢des de contorno para as tensdes possibilita determinar os coefi-
cientes A, ¢ e d para cada uma das fungdes f,(z2), f,(2) e f.(z), responsdveis pelas corre¢des em

(). Assim, conhecidas as cargas distribuidas ¢;, g, e ¢; na superficie superior do laminado,
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em z = H /2, as condi¢des podem ser definidas por:

(

ot (H/2) = ¢,
7o, (H/2) = q},
. (H/2) = q;,

H/2 c

\ —H/2 T:gz’Tyz} dZ = {QzaQy}»

(4.14)

onde ), e (), sdo as forcas cortantes no ponto (z,y), calculadas a partir das relacdes cons-
titutivas e utilizadas para garantir uma melhor distribuicdo das tensdes cisalhantes corrigidas

(MENDONCA; LEMOS, 2024).

A primeira condi¢do em () pode ser utilizada para determinar o coeficiente A, na

funcdo de correcdo associada a tensdo normal transversal, o<:

(& H S
g _— =
z 2 qZ7

H H (H
o (5) + f- (5) =q¢ — A =q¢ -0, <5> “4.15)
z qaz°

onde ¢'* é o valor da tensdo normal transversal integrada na superficie superior do laminado.
Além disso, como essa € a tnica condicio de contorno disponivel para ¢¢, ¢, = d, = 0.
Um procedimento semelhante pode ser aplicado para determinar A, e A, a partir da

segunda e da terceira condi¢do de contorno em (), resultando em:

A =q5— >,
| (4.16)
Ay =aqy—q,

onde ¢% e qés sdo os valores das tensodes cisalhantes integradas na superficie superior do lami-
nado, isto &, 7._(H /2) e 7,.(H /2), respectivamente.
O desenvolvimento da ultima condi¢do em (), considerando o primeiro termo re-

resulta em:

/

ferente a tensdo 7¢

xz?

vl

T;z(z) dz + /: fo(2)dz = Q.

. H H?
Qx + 5 (A:s - Cac?) - Qza

w‘m

4.17)
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em que Q. corresponde a forga cisalhante associada 2 tensdo integrada 7. .

Substituindo A, de (4.16) em (1.17):

A H .S H3 H s
{Qx - 5%] —Cy G = {Qm - 3%}
~—_———— ~  ~——
~ he ~ (4.18)
Gzl — Cxqz2 = Gz3 — Cy = M
42

Analogamente, um procedimento semelhante pode ser realizado para a direcao y, re-
sultando em uma equagao parecida para c,.
Observa-se que as condi¢cdes em () ativam apenas as constantes A,, A,, ¢, A, e

¢y, ouseja, ¢, = d, = d, = d, = 0 e as fungdes de corre¢do em () tornam-se:

fo(2) = A; (% + %) + ¢y (22 - HTQ) :
2
fy(z) = A, (é + %) + ¢y <z2 — HT> : (4.19)

£.(2) = A, (% n %) |

Essas sdo as fungdes de correcio utilizadas em Mendonga e Lemos (2024) para as
tensoes transversais integradas. No entanto, os fatores de corre¢do de cisalhamento t€m como
objetivo fornecer estimativas mais precisas para os esforcos cortantes. Assim, a quarta condi¢cao
de contorno em () pode ser relaxada se o fator for adequado, resultando em fungdes de

corre¢do lineares:
1 =z
T = Aw 5 77 |
fal2) (2 - H)

1
fy(2) = A, (5 + %) , (4.20)

1 z
z = Az = - | -
1:(2) (2 + H)
4.4 DESLOCAMENTO TRANSVERSAL

Em muitas situacdes praticas, € importante obter uma estimativa da variacdo do deslo-
camento transversal, w, ao longo da espessura do material laminado. Isso € especialmente rele-
vante em aplicagdes que envolvem painéis espessos, estruturas tipo sanduiche, laminados com

laminas de baixo médulo de elasticidade transversal, ou ainda em laminados sujeitos a cargas
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térmicas e com alto coeficiente de dilatagdao térmica (MENDONCA; LEMOS, 2024). No en-

tanto, o modelo cinemadtico de Reissner-Mindlin assume que os deslocamentos transversais sao
uniformes na espessura, isto é, w = w(x, y). Para contornar essa limita¢do, de modo semelhante
ao realizado para tensdes transversais, uma etapa de pds-processamento pode ser implementada
para uma estimativa mais realista.

A abordagem envolve a integracdo da equagao de deformacao infinitesimal normal em

relacdo a z, expressa por €, = Jw/0z em (@):

wi(z):/z e, dz. (4.21)

—H/2

A deformagdo ¢, em (), por sua vez, pode ser obtida da relacdo tensdo-deformagao

tridimensional para um material eldstico linear:

( \ r 3\
€z O
€y Oy
£, _| o
=8 A , 4.22)
YA
'Vyz Tyz
7
/ya:z Tzz
-
Ty J . Y )

onde S é a matriz de flexibilidade transformada do material. Verifica-se que:
e.(z) = S3;0;. (4.23)

Logo, a estimativa para a deformacdo normal transversal e, consequentemente, para
o deslocamento transversal, w(z), depende dos resultados de todas as componentes de tensdo
7 7

T,, €0

disponiveis, incluindo as tensdes transversais integradas 7°_, e © 0%

Devido as diferentes propriedades das 1aminas, a integracdo em () deve ser feita de
forma cumulativa, 1amina a lamina. Porém, o valor para o deslocamento transversal na superficie
inferior do laminado, em zy = —H /2, é inicialmente desconhecido e precisa ser arbitrado para
obter a primeira constante de integracdo. Assim, o procedimento € iniciado com a imposicao de
w(—H /2) = 0 e ao final da integracao os valores sdo ajustados.

Para uma lamina qualquer k, com z € (z;_1;2x), 0 processo cumulativo é expresso
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por:

w'(2) = w'(zr_1) + / ) e, dz. (4.24)

Zk—1

Ao término da integracdo, realiza-se um ajuste translacional da curva de modo que o
deslocamento transversal integrado na superficie de referéncia da placa, wy = w*(0), coincida
com a estimativa inicial da FSDT calculada pelo MEFG:

dw = w, — WFsDT>

(4.25)

w'(z) = w'(z) — dw,

em que wrspr € o valor do deslocamento transversal determinado pela FSDT.
4.4.1 Procedimento de integracao para os deslocamentos

Nesta subsecao, considera-se um procedimento eficiente, utilizado por Mendonca e Le-
mos (2024), para realizar o processo de integra¢do cumulativa em (). Inicialmente, admite-
se que as componentes de tensdo foram determinadas em um certo conjunto de P pontos ao
longo de toda a espessura da lamina k. Em outras palavras, os seguintes valores de tensdo sao
conhecidos:

o’ p=1,.. P (4.26)

O namero de pontos pode ser escolhido de acordo a espessura e a quantidade de laminas
que formam o material laminado, os quais devem ser preferencialmente igualmente espagados.
Mendonca e Lemos (2024) recomendam usar uma quantidade pequena para laminados com
muitas laminas finas, por exemplo P = 2, e uma quantidade maior para laminados espessos
com poucas laminas, como P = 4.

Em seguida, considera-se um conjunto de fun¢des Lagrangianas unidimensionais Lf ~(r),
de grau P — 1, como fung¢des de coordenadas intrinsecas r € [—1; 1]. Com isso, 0 mapeamento

de r a z na lamina k € feito linearmente por:
P=—"r (4.27)

onde hy, e zj sdo a espessura e a coordenada z da superficie média da l1amina.

Essas fun¢des podem ser usadas para interpolar em z as tensdes na lamina £ da seguinte
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forma:

ob(z) =) "Ll (r(2)) (4.28)

Portanto, o deslocamento transversal integrado em (), come, de () e as tensoes
interpoladas de (), pode ser calculado por:

P z
w'(z) = w'(zp_1) + gl?fj Z a?/ LI7Y(2) d-. (4.29)
p=1 Zk—1

As integrais em () sao facilmente calculadas, ao contrario das integrais em (),
uma vez que as fungdes de interpolacdo sdo previamente conhecidas. Por exemplo, ao esco-

lher P = 4 pontos para as tensdes em cada 1amina, as fungdes Lagrangianas de grau 3 sdo as

L?:—%(r—l) (r—%) (r+%),

seguintes:

27 1
Li=—(r—1)(r+1)(r—=),
16 3
- . (4.30)
Li=—"(r—1 1 -
=R e-nern(rg).
9 1 1
L=~ D(r—= ~).
| 16(r+ )<7“ 3) (r—|—3>
Enquanto as integrais associadas sdo dadas por:
hy 9 3 1 1 15
L3 _ Rk _ = 4 .3 T2 -v
1T < 6 "6 TR T Te)
hy (27 3 27 9 51
Lg:;k (6—4T4—1—6T3—3—2T2+E7‘+6_4),
(4.31)

he (27, 3., 21, 9 3
3_ Mk f 4l g 2 3 &l o J 9
“= 5 ( 6 16 T3 16 64)’

he (9 , 3, 1 11
3_ k[ <, 4 3~ .2~ .
L= (64T R 16r+64)'

4.5 DESLOCAMENTOS COPLANARES

Teorias mais avancadas, como a Teoria da Elasticidade Tridimensional, mostram que
o comportamento dos deslocamentos coplanares, u € v, ndo € linear em z, em contraste com o
pressuposto pela FSDT. Essa caracteristica € evidente em andlises de laminados mais espessos,
mas também pode ser observada em placas de pequena espessura, dependendo da configuragcdo

de empilhamento. Esse aspecto serve como argumento para o desenvolvimento de outras teorias
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bidimensionais para a andlise de placas laminadas, como as de ordem superior, que consideram

variagdes cubicas, harmdnicas, entre outras, para os deslocamentos. No entanto, mesmo com a
FSDT, € possivel obter uma estimativa mais realista do que aquela inicial em () para u(z) e
v(z), mediante a implementagdo de etapas de pds-processamento semelhantes as apresentadas
para w(z)*, conforme detalhado em Mendonga e Lemos (2024).

A abordagem comeca com as deformacgdes infinitesimais cisalhantes, v, € 7, ., defini-

das em (@):

;o N ow’
Yoz = 0z or’
ot ow'

i
= — 4 .
Tz 0z dy
Ambas equacdes podem ser manipuladas e integradas 1amina a lamina para determina-

cdo dos deslocamentos coplanares aprimorados:

A . z ‘ ow'
ul(z) = Ul(zk—l) —|—/ (’yiz ) dZ
S ox

i ) - i ow'
v'(2) =0 (z1) + /Zk_l <’yyz oy ) dz,

por meio da relacao deformacao-tensao local de

(4.32)

onde 7%, ey, sdo calculadas a partirde 7., e 7.,

cada lamina (), e as derivadas Ow'/0x e Ow'/dy sdo obtidas derivando a equagdo associada

aos deslocamentos transversais integrados em ():

ow (2) = 8w (1) +S Z@a] .

ox ox
' (4.33)
ow' (2) = 0w 801 LP I
Ay 33/ .
Novamente, os valores inicias sdo assumidos como nulos em z = —H /2, ou seja,

Ow'/0x = dw'/dy = 0. Ao final do processo, as curvas sdo ajustadas para coincidir com os
os valores da FSDT na superficie de referéncia, de maneira semelhante ao realizado em ()

para os deslocamentos transversais. Por exemplo, para Ow'/0x:
5 ow\ ow’ B ow’
or ) \ Oz . 0 ) pepr
ow’ ow'’ ow
ox (2) = oz (2) =9 (%) '

O resultado, juntamente com v/, completa o integrando da primeira equagio em ().

(4.34)
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Com os termos definidos, a integracao pode ser realizada seguindo um procedimento semelhante

ao usado para w em (), utilizando as funcdes de interpolagao de Lagrange Lf ~1(r) e os va-
lores de (Ow'/0z)" e (v:,)" calculados em P pontos pré-definidos. Assim, para z € (zj_1; 21),

o deslocamento coplanar © em () torna-se:

P

wi(2) = ul(zpy) + ; K%“;)p - (7;2)”1 / ) LPY(z) dz. (4.35)

Zk—1

Mais uma vez, assume-se u‘(—H /2) = 0 na superficie inferior e aps a integragdo
até a cota z escolhida, o perfil € deslocado para coincidir com valor calculado pela FSDT na

superficie média da placa:

em que upspr € o valor determinado pela FSDT em 2 = 0, enquanto u’ € o valor obtido pelo
processo de integracdo no mesmo ponto.
Um procedimento semelhante pode ser feito para obtengio de v'(z), desenvolvendo os

termos relacionados na segunda equacgio em ():

Zk—1

Vi(2) = v (z1) + z; Ka{)@;@')p - (W;Z)p} / ) LPY(2) de. (4.36)

Ressalta-se que u(z)’ e v(z)" dependem de toda a resposta global do laminado, in-

cluindo os termos obtidos pelos processos de integracdo anterior descritos para 7°_, 7% _, o’ e w'.

zz) 'yzr Yz
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5 METODOS PARA DETERMINACAO DOS FATORES DE CORRECAO

Diversos métodos tém sido apresentados na literatura para determinar fatores de corre-
cdo de cisalhamento, tanto para placas homogéneas quanto laminadas. Contudo, a importancia
de aplicar os fatores corretos € frequentemente negligenciada em anélises de laminados, devido
a dificuldade em obté-los e a necessidade de escolher previamente o método apropriado. Como
resultado, os valores inicialmente determinados para placas homogéneas sao muitas vezes utili-
zados de maneira inadequada em andlises de placas laminadas (MENDONCA, 2019).

Segundo Birman e Genin (2018), em geral, existem dois procedimentos de referéncia
para obtencao desses fatores em problemas estaticos envolvendo estruturas no formato de placas,

0s quais basicamente consistem em:

a) Comparar os valores determinados para as tensdes cisalhantes transversais, 7, €
Ty=» pela Teoria da Elasticidade Tridimensional em uma placa ortotropica homogénea
com aqueles calculados pela FSDT para a mesma estrutura, estendendo a abordagem

de Timoshenko desenvolvida inicialmente para vigas isotrdpicas delgadas.

b) Comparar as energias de deformacgao de cisalhamento transversal em uma placa or-
totrépica homogénea, utilizando como referéncia o resultado determinado pela Teoria
da Elasticidade Tridimensional e como aproximacdo o resultado calculado pela FSDT,
estendendo a abordagem de Reissner desenvolvida inicialmente para vigas isotrépicas

delgadas.

Evidentemente, estender qualquer um dos dois procedimentos para a andlise de placas
laminadas sem modificar o modelo de referéncia resulta em erros que tendem a aumentar a
medida que o comportamento do material se afasta do modelo homogéneo. Por essa razdo,
métodos especificos foram desenvolvidos para a obtengdo de fatores de corre¢do de cisalhamento
em laminados. No entanto, as caracteristicas fundamentais dos dois métodos, que envolvem a
comparacao das tensoes cisalhantes transversais ou das energias de deformagao, geralmente sao
mantidas mesmo em problemas que abrangem estruturas laminadas complexas.

Na abordagem apresentada por Whitney (1973), sdo obtidas expressdes para dois fato-
res de correcdo de cisalhamento, £}’ e kY, voltados para aplicacdo em laminados ortotrépicos,
que podem ser simétricos ou ndo, por meio da comparacao analitica das energias de deformacao

de cisalhamento nos eixos de ortotropia do material. O resultado de referéncia € obtido a partir
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da solucao analitica tridimensional de Pagano (1969) para um problema de flexdo cilindrica, en-

quanto a solucao analitica do mesmo problema pela FSDT ¢ obtida de Whitney e Pagano (1970).
As expressoes resultantes dependem unicamente das propriedades de rigidez do laminado.

Por sua vez, Noor e Peters (]1989) e Noor, Burton e Peters (1990) apresentaram dois
métodos preditores-corretores de natureza iterativa, embora tenha sido demonstrado que uma
Unica iteracdo seja suficiente na maioria dos casos. Por se tratar de procedimentos a posteriori,
eles apresentam a vantagem de dispensar a defini¢do de fatores de corre¢do a priori na anélise de
laminados pela Teoria de Primeira Ordem, em contrapartida hd a necessidade de implementagao
de etapas adicionais. Na fase preditora, a FSDT € utilizada para calcular estimativas iniciais da
resposta estrutural e das tensdes coplanares, com fatores de corre¢do arbitrdrios & e k9. Em se-
guida, as equacdes de equilibrio tridimensional e as relagcdes constitutivas sdo empregadas para
calcular as tensdes e deformacdes transversais por um processo de integracdo semelhante ao des-
crito na se¢do anterior. No primeiro método, apresentado em Noor e Peters (1989), os resultados
desses célculos sdo utilizados para corrigir os fatores de corre¢do iniciais, podendo ser interpre-
tado como um ajuste na rigidez ao cisalhamento transversal do laminado, que € alcancado pela
equivaléncia das densidades de energia de cisalhamento transversal. J4 no segundo método, os
resultados sdo utilizados para corrigir a distribuicao dos deslocamentos ao longo da espessura
da placa, conforme descrito em Noor, Burton e Peters (1990). Em ambos os casos, o sistema
pode ser reanalisado utilizando o modelo modificado para obter resultados ainda melhores.

No trabalho desenvolvido por Pai (1994), apresenta-se uma derivacao a priori para trés
fatores de corregdo, k%, kb e k%, e uma interpretac@o geral dos fatores de corre¢do de cisalhamento
em laminados anisotrépicos. A abordagem envolve a estimativa de fun¢des que representam a
distor¢ao por cisalhamento ao longo da espessura do laminado. Essas funcdes sdo derivadas
ao impor condicoes de cisalhamento nulo nas superficies superior e inferior da placa, além de
garantir a continuidade dos deslocamentos coplanares e das tensdes ao longo da espessura. Tais
condi¢des sdo as mesmas usadas no desenvolvimento da teoria de ordem superior proposta por
Pai e Nayfeh (1994) para modelagem de placas laminadas. Conforme ressaltado em Pai (1994),
a precisao dos fatores de correcdo calculados pelo método proposto depende da qualidade da
estimativa das fun¢des de distor¢ao de cisalhamento.

H4 ainda abordagens mais recentes na literatura para a determinacao de fatores de cor-
recao em materiais compostos com gradiente funcional (FGM, do inglés Functionally Graded

Materials), que sao normalmente modelados pela FSDT. Essas abordagens nao se limitam ape-
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nas a andlise estdtica, mas também consideram respostas térmicas e dindmicas. Por exemplo,

nos trabalhos apresentados por Shariyat e Alipour (2014) e Lee et al. (2022), foram exploradas
técnicas para aprimorar a precisdo das previsoes pela FSDT ao se considerar diferentes aspectos
do comportamento do material composto, como gradiente de propriedades, distribuicao de tem-
peratura e frequéncias de vibracdo para a determinagdo dos fatores de correcao de cisalhamento.

Paralelamente as abordagens convencionais voltadas a obtencdo de fatores de correcao
de cisalhamento para a FSDT, existem estudos direcionados para o refinamento da prépria Te-
oria de Primeira Ordem com o objetivo de eliminar a necessidade da aplicacdao desses fatores.
Por exemplo, em Najafipour e Shariyat (2023), o modelo de anélise de placas hipereldsticas é
aprimorado para capturar de forma mais precisa o comportamento de materiais com grandes de-
formacdes. Ja em Tanov e Tabiei (2000), sdo apresentadas propostas para melhorar a formulagao
da FSDT em elementos finitos de cascas convencionais, buscando resultados mais precisos sem
a definicdo de fatores de correc¢ao.

Nesta se¢do, sdo apresentados alguns métodos convencionais utilizados para a obten-
cdo de fatores de correcdo de cisalhamento em placas homogéneas e laminadas. Além disso,
¢ desenvolvido um método iterativo semelhante ao proposto por Noor e Peters (]1989) para de-
terminar fatores pontuais em placas laminadas arbitrdrias. Esse método mostra-se adequado
para incorporacdo ao MEFG, ou método similar, pois permite a determinacao e aplicagdo direta
das correcdes nos pontos de integracao utilizados no processo de solu¢do. Sao desenvolvidas
trés técnicas de forma individualizada, voltadas para aplicagdo em placas laminadas isotrdpicas,

ortotrépicas e anisotrépicas, utilizando um, dois e trés fatores de correcdo, respectivamente.
5.1 ENERGIA DE DEFORMACAO DE CISALHAMENTO

A energia total de deformacdo armazenada em um corpo tridimensional (E5p) pode
ser dividida em duas parcelas, sendo uma correspondente as tensdes coplanares (membrana-
flexdo), designada por E?’: p» € outra associada as tensoes cisalhantes transversais, designada por

3p» conforme expresso na equagao () abaixo.

Esp = Ejp + Eip

1 H 1 a 5.1
:_// a--sdde—l——// 7~y dzdS.
2 Q _% 2 9] _%
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Por sua vez, a densidade de energia (E; D), util para a anélise de estruturas no formato

de placas, pode ser obtida integrando a equagao () somente ao longo da espessura, em vez de

integrar sobre todo o dominio tridimensional:

_ —f —
Esp(x,y) = E3p(x,y) + Eyp(r,y)

-4

considerando a relagdo constitutiva linear: v = ST, € possivel desenvolver e decompor o termo

—~

vl
vl

1 (5.2)
o e dzd) + 5/

T -~y dzdf),
H

vl

associado ao cisalhamento transversal:

H H
2 2
H

1 /2 Tyz Sys Sas Tyz d

2 _% Trz 545 555 Txz (53)
H H H

1 2 9 1 2 9 2

= 5 u S44Tyz dz + § 7@ S55Tmz dz + u S45Tyz7'$z dZ,
N 2 , R 2 P N 2
B 55, B3
ou seja:
Eyp = Eyp + Esp + Esp, (5.4)

— —y =Ty . N . :
em que L5y, 5 e B/ correspondem, respectivamente, as densidades de energia nos planos

xrz e yz e ao acoplamento entre esses dois planos.

5.2 METODO DE TIMOSHENKO

Ao se considerar que a placa laminada é composta por uma tnica camada, pode-se
utilizar a formulacdo de Timoshenko (1940), originalmente desenvolvida para placas ortotropi-
cas homogéneas, em placas laminadas, a fim de obter um valor para fator de correcdo k,. Esse
método envolve a comparacao de duas expressoes para as tensoes cisalhantes transversais: a pri-
meira € obtida diretamente pela FSDT, por meio das relagdes constitutivas, enquanto a segunda
¢ derivada pela integracdo das equagdes de equilibrio tridimensionais, utilizando os resultados
da FSDT para as tensoes coplanares.

Na primeira expressao, obtida pelas relacdes constitutivas, um tinico valor constante de

tensdo cisalhante transversal € atribuido para cada ponto da superficie de referéncia (x, y), pois
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o laminado € considerado como sendo formado por uma tnica camada e as deformagdes cisa-

lhantes pela FSDT sao uniformes. Segundo Mendonca (2019), esse valor representa a estimativa

mais basica do cisalhamento em uma estrutura laminada:

_ Qu(w,y) ~Qy(x,y)
Tps = W H e Tyz = WH (5.5

em que / € a espessura total da placa.

Ja para a segunda expressao, o processo consiste em integrar as duas primeiras equacoes
de equilibrio em (@) utilizando os resultados analiticos da FSDT para as tensdes coplanares
em um problema de placa conhecido. O desenvolvimento detalhado pode ser encontrado em

Mendonca (2019). Como resultado desse processo, obtém-se:

Tos = {1—4(%)1 32% e {1—4<H) ] 32% (5.6)

Em Timoshenko (1940), a equivaléncia foi estabelecida nos valores maximos para as

tensoes, de modo que as expressoes (@) e (@) sdo comparadas no meio da espessura, em

z = 0, resultando em k, = 2/3 para o fator de correcéo.
5.3 METODO DE REISSNER

De forma semelhante a abordagem de Timoshenko, o método proposto por Reissner
({1945) considera que o laminado é composto por uma tinica lamina ortotrépica homogénea. No
entanto, a equivaléncia € estabelecida na energia total de deformacgao de cisalhamento transver-

sal, em vez das tensoOes, calculada pela seguinte expressao:

1
Ei, = 5 /Q /(sz"}/g;z + Ty Yye) dzdSQ. (5.7

Utilizando as relagdes constitutivas () e os esfor¢os generalizados (), chega-se
a expressao para o valor de energia que requer o fator de correcao:

ds?, 5.8
Bip = 2k:H“055 044} ©8)

onde o indice 2D destaca que a energia € aproximada pela FSDT e calculada diretamente pelas
relagdes constitutivas. C's5 e Cy4 sdo independentes da cota z nesse caso, tendo em vista que é

considerado que o laminado é formado por uma unica lamina.
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A expressao de referéncia, necessdria para comparagao com a aproximagao em (@), é

determinada calculando a energia total de deformacao cisalhante usando as tensdes cisalhantes
definidas em (@), obtidas pelo processo de integracio das equagdes tridimensionais de equili-

brio:

16 Q@
Es I x Y Q .
0~ 250 J [055 +c44] ¢ 69

Ao comparar (@) com (@), verifica-se que k; = 5/6. Este valor de corre¢do é am-
plamente utilizado em problemas modelados pela FSDT para ajustar a rigidez ao cisalhamento
transversal de placas homogéneas e laminadas. No entanto, para laminados, muitas vezes um
unico fator ndo € suficiente, sendo recomendados métodos especificos devido a complexidade

de corrigir efetivamente o efeito de cisalhamento em estruturas compostas por camadas.
5.4 METODO DE WHITNEY

Segundo Mendonga (2019), geralmente nao € suficiente utilizar um tnico fator de cor-
recdo para placas laminadas, diferentemente do que se observa em placas de material homogé-
neo. Isso ocorre porque a corre¢do adequada depende do nimero de laminas, das propriedades
especificas de cada camada e de suas orientacoes.

Ao contrério dos dois procedimentos anteriormente apresentados, que se fundamen-
tam em placas homogéneas para o desenvolvimento, o0 método proposto por Whitney| (1973) é
formulado a partir de solu¢des analiticas para uma placa laminada ortotrépica. Além disso, o
método resulta em expressoes para dois fatores de correcdo, k}” e k%', em vez de apenas um,
associados as direcOes principais da placa analisada.

O método de Whitney| (1973) comeca a partir de um problema formulado pela FSDT,
envolvendo uma placa laminada ortotrdpica infinitamente longa na direcdo y, simplesmente
apoiada e submetida a uma carga transversal ¢(x). A solucdo analitica desse problema de fle-
xdo cilindrica mostra que a tensdo normal o em uma lamina qualquer k é dada pela seguinte

expressao:

O'k(ZE, Z) = ——(BH — AHZ)Mw com A= AHDH — B%l (510)

Nesse caso, como a placa € considerada infinitamente longa em g, a primeira equagao
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de equilibrio em (@) pode ser simplificada para:

dok  Ork
a(;ﬂ” + gz — 0. 5.11)

Integrando () ao longo da espessura e isolando 7%, obtém-se:

z k
= —/ 9% 4., (5.12)
—H/2 81‘

O termo integrado (0’;@) , pode ser determinado com uso da equagdo ():

O'km(.T, Z) = ——(BH — AHZ>Q$ com A = AHDH — B%l? (513)

onde utiliza-se a seguinte relacdo extraida das equagdes diferenciais de equilibrio: @, = OM,/0x.

Dessa forma, desenvolve-se () com (), resultando em:

——(2B11 — An2)| Qq, (5.14)

onde a* corresponde a um conjunto de N constantes de integracdo, uma para cada lAmina, que
devem ser determinadas pelas condicoes de continuidade de tensdes nas N — 1 interfaces, so-
madas a condicao de cisalhamento nulo nas faces (MENDONCA, 2019).

Para a primeira lamina, £ = 1, a condi¢do de cisalhamento nulo na face inferior, ou

seja, T'L(x,y, —H /2) = 0, aplicada em (), conduz a:

—1
H H
al = % (2311 + A“E) . (5.15)

Para a proxima coordenada de interesse, 2 = z;, correspondente a face superior da

lamina 1, ou inferior da lamina 2, as tensdes sdo dadas por:

r —1
z

) (21) = a' + %(2311 —Anz)| Qa,

- @2 . - (5.16)

T2 (21) = CL2 + %(2311 — Anzl) Qm

Pela condigio de continuidade das tensdes cisalhantes transversais: 7., (z1) = 72 (21).
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Sendo assim, pode-se criar uma férmula de recorréncia para os termos a*:

(@' -a)
2A

a* =a" '+

Zkfl(zBll - Allzkfl)- (5.17)

Dessa forma, a distribuicdo de 7,., ao longo da espessura de cada lamina pode ser calcu-
lada a partir de (). Além disso, como a placa € infinitamente longa em y, a tensdo cisalhante
no plano yz é considerada nula. Portanto, a energia de deformacao cisalhante total pode ser

calculada considerando somente o termo referente a 7,,, em (@):
H/2
3D_ //H/Z 055 d e
H/2
209,

Essa € a energia de deformacao cisalhante de referéncia, calculada pelas tensoes obtidas

2 (5.18)

Q11Z<2811 — Anz) dzdS).

2A

do equilibrio tridimensional.
Por outro lado, com base nos dois valores propostos para os fatores de corre¢do por

Whitney, a relag@o constitutiva que envolve os esfor¢os cortantes generalizados € estabelecida

koA 0 ~
Qy _ 24144 Yy 7 (5.19)

Q:v 0 k1 Ass Yz

em que Ay e As; sdo componentes da matriz A, em (), relacionados a rigidez de cada

lamina por:
k

=S i . (520

A55 k=1 055

Portanto, a energia de deformacao aproximada que precisa ser corrigida no plano zz é:

1
S = — x ds. 5.21
2D 9k, A55 2D

Assim como foi realizado no método de Reissner na subsecdo anterior, iguala-se essa

parcela de energia com a energia de deformag@o cisalhante (£5,) em (), resultando em:

2

—k
ak -+ %(2311 — Allz) dz. (522)

O processo de integracdo deve ser realizado de forma cumulativa, 1amina a 1amina,
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chegando a seguinte expressao para o fator de correcdo ky:

N —k —k -
1 ak131162 22 CQ Z3 —k
k_l = A55 Z (ak)QZ + A 1 + 322 (Blell — AHAak>
k=1

—k \ 2 —k \ 2 k 5.23
AuBn <Q11) 2t A% (Qu) 2° ( )
- 4A? * 20A2 '

Zk—1

Verifica-se que k; varia de acordo com a configuragdo de empilhamento do laminado.
Isso ocorre porque o cdlculo depende ndo apenas de termos relacionados as propriedades globais,
mas também de termos associados a rigidez e a posicao individual das 1aminas. Logo, qualquer
alteracdo nessas caracteristicas afeta o valor de correcdo calculado.

Da mesma forma, toda a dedugd@o pode ser repetida para obter o segundo fator de cor-

recdo ko, alterando o plano do problema de flexao cilindrica de zz para yz.
5.5 METODO DE CORRECAO ITERATIVO

Dado que as tensdes cisalhantes, 7°_ e T;Z em (@) e (@), obtidas pela integracdo das
equacoes de equilibrio tridimensional, proporcionam uma estimativa mais precisa da distribui-
¢do do cisalhamento na espessura do laminado, conforme mostrado por Mendonca e Lemos
(2024), € possivel utilizé-las para calcular uma aproximacio da energia de deformacao de ci-
salhamento da teoria de elasticidade, denotada por Eg p- Com base nisso, seguindo o mesmo
conceito apresentado por Noor e Petersg (1989), torna-se possivel desenvolver um método itera-
tivo para determinar fatores de correc¢do a posteriori em placas laminadas arbitrarias.

Esse procedimento utiliza toda a resposta global da FSDT, incluindo as etapas de pds-
processamento, para estimar fatores especificos para o problema sob andlise. Sdo consideradas
vérias caracterfsticas para o cdlculo dos fatores de correcdo, como a geometria, a quantidade
de laminas, as propriedades mecanicas das laminas individuais, as condi¢cdes de contorno, os
esforcos aplicados, entre outras.

Além disso, ao utilizar a densidade de energia de deformacao E; p ho procedimento, em
vez da energia total E% ,, torna-se possivel estimar fatores de corre¢io para pontos individuais da
placa. Em outras palavras, é possivel definir corre¢des pontuais de cisalhamento k,(z, y). Essa
abordagem revela-se util para implementagdo em métodos numéricos de solu¢do de problemas

de valor de contorno (PVC), formulados em forma fraca, especialmente aqueles que envolvem a
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discretizagdo espacial do dominio, pois os fatores podem ser calculados nos pontos de integracao

numérica utilizados no processo. Neste trabalho, utiliza-se o0 Método dos Elementos Finitos

Generalizados (MEFG).
5.5.1 Correcao isotrépica

Inicialmente, assume-se que o problema de placa laminada foi modelado pela FSDT e
resolvido pelo MEFG sem a corregdo de cisalhamento, ou seja, com k2 = 1.

Em seguida, calcula-se a densidade de energia de deformacdo de cisalhamento pela
equacgao (@), utilizando as tensoes cisalhantes transversais constantes em cada lamina, deter-

minadas diretamente pelas relagdes constitutivas em ():

1 (% 1 [ 1
E2D:§/HT"7dZZ§ /Hsz ~7:§Ac'y~7. (5.24)

No MEFG, as deformacdes cisalhantes transversais em cada elemento sdo obtidas por

meio da matriz de deformac@o de cisalhamento (B¢) da seguinte forma:
v =B.U", (5.25)

a qual basicamente contém as derivadas das funcdes enriquecidas usadas na aproximagao. U®
representa os deslocamentos e coeficientes nodais associados ao elemento.
Logo, a partir de (), para um elemento e qualquer, a densidade de energia de de-

formagao de cisalhamento pode ser calculada como:

By, = %ACBCU .B.U. (5.26)
Ressalta-se que Eg 5 € obtida com k2 = 1, representando a densidade de energia de
deformagdo de cisalhamento sem corre¢do. Seguindo um procedimento semelhante ao descrito
por Noor e Peters (1989), busca-se a equivaléncia dessa densidade com a aproximacao do valor
tridimensional, E; p» que € calculado utilizando as tensdes obtidas pela integracao das equagoes
tridimensionais de equilibrio.
Define-se como corre¢do isotropica aquela que consiste em utilizar um Gnico fator de

correcdo de cisalhamento em cada ponto (x,y). Para determinar como ela deve ser aplicada,
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parte-se da relagdo inversa para os esforcos cortantes (Q. = k;A.y), expressa por:

1
v = k—SCQC, (5.27)

onde S, = A L.
Assim, com a aplicacdo do fator de correcdo k,, a densidade de energia corrigida, de-
notada por E}q( ¢ obtida por:

H

s 1 [2 1 1 /1 1 —o
EKzé/HT’YdZZ§Qc’Y:k_ (§QCSCQC) :k_E2D (5.28)

2

Salienta-se que, para essa expressao ser vdlida, os esforcos cortantes generalizados,

Q., precisam ser calculado sem os fatores de correcao, tornando o termo entre parénteses igual

—0
a Byp, em (5.26).
. A . 7= . . . ~
Fazendo a equivaléncia de £/, com a parcela de energia considerada uma aproximagao

daquela obtida pela solugao eldstica tridimensional, F; p-» € desenvolvendo:

Ej{ - E;D (5.29)
1 — —s :
k_EgD = E3D7

chega-se a expressao para o fator de correcao isotrépico k:

—=0

E
k5<$,y) = —zQD(x’y) :
3D(x7y)

(5.30)

Observa-se que, ao contrario dos métodos anteriores que utilizam a energia total, o fator
de correcéo calculado ndo é independente das coordenadas (z,y) da superficie de referéncia
da placa, devido ao uso da densidade de energia. Assim, o0 método mostra-se vantajoso para
aplicagao no MEFG, pois € possivel estimar fatores de corre¢@o individuais para cada ponto de
integracdo no processo de constru¢do das matrizes.

Dando sequéncia a formulagdo, o termo E%,(z,y) € determinado substituindo as ten-

soes integradas, 7' _ e TZ,Z, na equacao para a densidade de energia de cisalhamento em (@):

H H Ll
— 1 [= i \2 I [z i \2 2 i i
Esp = 5 /_H Sy (Tyz) dz+ 5 /_H Ss5 (Tw2> dz + /_H S45Ty27—l‘2 dz
2 2 2
N ~ A ~~ - N (5.31)
EY, Esp Esp

=Tyl

7 =yt =i
Esp=FEs;p+ Esp+ Esp.
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. ~ 2 .. =y
O desenvolvimento dessa equagdo € apresentado termo a termo. Inicia-se com E;p,

que corresponde a parcela de energia associada ao plano yz. Substituindo a tensdo cisalhante

transversal TZZ pela sua expressdo definida em (E?I), obtém-se:

"
2
S N a k(.2 2 k—172
=5 > S [F(z = zpa) +d" (2 =) + 10t dz (5.32)
k=1 k-1
| N
= § Z Sff4 [a5z5 + a4z4 + a323 + a222 + a1z + ao] i:_l ,
k=1
em que 7, ' = 7. (2-1) e
d2
a5 — E’
cd
a4 — Z,
0. 27, 'd (2727 + 2edzpy —
3= 5 3 ,
ag = 7';;—1@ — Zk—1C (c + dzk_l) , (5.33)
a = 2z (c+dz)®+ (7'5;1)2 — 270 ez — 270 N2y,
47k tdz3 5 )
a = z_, [ s 3 — 4+ (T:z_l) CZh_y — (T:z_l) 2k—1

(1002 + 2bcdz, 1 + 16d2z£1)]
30 ’

onde omite-se o superindice k£ em c* e d* para evitar o excesso de notagio.

Em algumas situacdes, conforme detalhado por Mendonca e Lemos (2024), a tensao
integrada TZZ precisa ser corrigida para satisfazer as condigdes de contorno em z = H/2, o
que pode ser realizado utilizando as equacdes definidas (). Assim, a fun¢do de correcdo

. . . . . . =Yl
associada, f, (%), pode ser incorporada no cilculo da densidade de energia aproximada, E5,,
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resultando em:

H
— i 1 [z i 2
-4
H
:1/2 Sus [ (72.)" + 28,75, + £2] dz
2 ) n 4 [V v v o (5.34)
H 1 H
_y,L' 2 Z 2
= ESD + /H S44Tyzfy dZ+ 5 /H S44fy2 dZ,
2 2
entao,
Ep. =By + 10+ I, (5.35)

com [, 8 el ; contendo os resultados das integrais que envolvem a funcdo de correcdo f,(z).
O segundo termo em (), referente a tensdo cisalhante transversal no plano xz, pos-

sui desenvolvimento semelhante, com 77, sendo obtido de (@):

—ui 1 i \2
E3 = 5 / o 555 (sz) dz
-3
1o Y A k(.2 2 k—172
=3 Z 555/ [a"(z = z21) +0°(2° — zi_y) + 701 dz (5.36)
k=1 “k—1
|
=5 D55 [0s7° + bz’ + 032’ + 0o2® + bz + b))
k=1
em que:

b2
b5 - ga

ab
b4 - Za
b 20,7 (202 + 2abzpy —
T3 3
b2 = Tﬁz_la — Zk—10Q (a + bZk;_l) s (537)
by = 2z (a+bz_1)*+ (sz_l)2 — 2" Yazy — 27 02? |,

4rk=1pz3

bo= 2, [—yz 3 Ly (T;;1)2a22_1 — (7':52_1)2 Zk—1

(10a + 25abz,_1 + 16b2zg1)]
30 ’

onde o superindice k é omitido em a* e b*.

Do mesmo modo que em (), ¢ possivel a insercdo da fungdo de correcdo f,(z),
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definida em (), para calcular a densidade de energia corrigida:

|

i 1 .
Esp. = —/1 Sss (T, + fz)2 dz

-4

= + I+ I,

s ol

Sos [ (71.)" + 2feri, + 2] da (5-38)

vl

com [0 e I correspondendo aos resultados das integrais que possuem no integrando a fungio
de corregdo f,(2).
Por fim, desenvolve-se a terceira parcela de energia em ():

H
—zyi ]_ 2 . .
E;p = —/H SusT,, Ty, A2
-7

2 yz'rz

N
1 Eh
9 Z 555/ (F(z—ze1) +d* (2 — ) + 7150 Y)
R (5.39)

(a2 = zm) F V(= )+ 1Y) de

%k
Zk—1

N
1
=3 Z Shs [652° + caz® + 32° + 22" + 1]
=1

onde:
da
Cy; = E
ca + d?
Cqp =
! 4
Lk k—1 2 2
= = b d— 1 —d*zp—1 — 2d
Cs 3 (Tm —f-Tyz c+c cazy_1 ZE_1 azk_l) (5.40)
1
a= 3 (Tif;la + T;;lb —2cdzy_y — cazp_| — d2z,371)
o= t°1 (7'5;1 — CZp—1 — dz,ffl) — T;;l (dzk,l — az,ffl)
+ edzi_y + (ca+ d*) zp_y + daz,_,
A inclusdo das fungdes de corregdo, f,(2) e f,(z), resulta em:
H
—zyi 1 2 i i
Fihe=g | Sulnt 1) (h+ £) d:
P
2 (5.41)

1 . . . .
- 5/ Sts [TyaTas + foTye + fyTaw + fy 2] dz

vl

= Eyp + 10, + 1,
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com I, e I}, sendo os valores das integrais envolvendo as fungdes f,(z) e f,(2).

Com a determinacdo de E@ p»ou ainda E; De» 0 fatores de corregdo isotrépicos k! pode
ser calculado a partir de (). Com esse novo valor de correcdo, espera-se que os resultados,
principalmente para as tensoes cisalhantes transversais, sejam melhores do que aqueles forne-
cidos pela estimativa inicial com kg. Dessa forma, o método demonstra uma natureza iterativa,
permitindo reanalisar o problema para obter um fator de correcdo ainda melhor.

Embora essa estratégia resulte na necessidade de resolver novamente o problema pelo
MEFG em andlises lineares, o que aumenta consideravelmente o custo computacional, em ané-
lises ndo lineares — que sdo iterativas por natureza — essa caracteristica ndo resulta em um
grande aumento no processamento computacional. Isso se deve ao fato de que os fatores de
corre¢do podem ser recalculados a cada iteragcdo do método de Newton-Raphson, as quais sdo
naturalmente necessdrias para o processo de solugdo.

A abordagem € considerada adequada para placas laminadas arbitririas porque resulta
em fatores de corre¢do individuais que levam em conta as diferentes configuragdes de empilha-
mento, os esforcos aplicados e as condi¢des de contorno especificas do problema. A precisao
dos resultados depende dos valores obtidos na superficie de referéncia da placa e da capacidade
de melhoria proporcionada pelas etapas de pos-processamento implementadas, além das limita-
coes convencionais da FSDT e da técnica de equivaléncia das parcelas de energia para realizar

a corre¢ao dos efeitos de cisalhamento.
5.5.2 Correcao ortotropica

E possivel seguir o mesmo conceito de Whitney (1973) e calcular dois valores distintos
de correcao em cada coordenada, correspondentes as direcdes principais x € y do laminado.
Nesse caso, a correcao se adapta a ortotropia da placa laminada, de modo que a seguinte relagdo
constitutiva € arbitrada para o cisalhamento transversal:

Qy kyA44 O 7yz

Q.= = ) (5.42)
Qa: 0 kx A55 Yz

A relacdo inversa, deformacao-tensao, € dada por:

y = Yyz _ Qy/ (Asky) . (5.43)

Vzz Qz/ (Assky)
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Para um laminado ortotrépico, a densidade de energia de deformacao de cisalhamento

em (@), calculada por meio das deformacdes constantes do modelo de Reissner-Mindlin em

(), ¢ a seguinte:

H

U 1
EK=—/ T ydz=5Q.
2 um 2
222 ) (5.44)
1 Yy QQ
S — BY 4+ B
5 [A44ky + A55kJ KT hK

Para determinar expressoes para os fatores de correcdo, £, e k,, igualam-se as parcelas

de energia em cada plano com as correspondentes na aproximacao da solu¢do tridimensional

em ():

| 2 | 0?2
Bl — EY TR O T T 5.45
K 3D 2A44k,y 3D Yy 2A44E§/'LD ( )

) 2 ) QQ
Ep = Bl — o A Sy p— £ 5.46
K 3D 2A55kx 3D 2A55E§lD ( )

Ainda, pode-se expressar os fatores de correcdo em termos da densidade de energia de

cisalhamento sem corre¢des, Fy ), definida em (), a partir da relagdo abaixo:

—0 1 1 1
E2D = §Qy’7yz + 5@3:71,2 + 5 [QyVacz + Q:}c’}/yz] . (547)
— —— X —~
A w

Em um laminado ortotrépico, a parcela referente ao acoplamento € nula e somente os

dois primeiros termos sdo mantidos:

-0 1 2 2 =Y =T
Fyp=—- |-+ x]:E + E5p. (5.48)
2D 2 |:A44 A55 2D 2D

Assim, os fatores de correcdo, k, em (5.45) e k, em (), podem também ser escritos

como: . B
ESp(x, E; (z,

ky(x,y)z_;Ly) e km(x,y)zﬁ. (5.49)
Esp(z,y) Esp(z,y)

Nota-se que, se essa estratégia for aplicada em um laminado anisotrépico, a corre¢ao
associada a energia de acoplamento, Egl%i, serd desprezada.

E importante destacar que os fatores k,, e k, compartilham das mesmas caracteristicas
observadas para k;, permitindo seu cdlculo em vérios pontos (z,y) na superficie de referéncia
da placa. Além disso, é possivel reanalisar o problema iterativamente para obter novos fatores

de correcao melhorados. Ademais, pode-se utilizar as densidades de energia calculadas com as
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~ . .. c c =Tt = 3
tensdes integradas corrigidas, 7, e 7., no lugar de F5, e E5p, em (5.49).

5.5.3 Ajustes nos fatores de correcio

Observando as expressdes em () e (), devido a possibilidade de a densidade
de energia de deformacdo por cisalhamento ser nula, percebe-se que existem pontos onde os
valores dos fatores k,, k, ou k, sdo indeterminados. Além disso, mesmo em regides onde a
densidade de energia ndo € nula, mas préxima de zero, valores inconsistentes para os fatores
sdo calculados, devido aos erros inerentes a aproximacao fornecida pelo MEFG. Esses erros
tendem a ser maiores no processo de integracdo em relacao a resposta inicial da FSDT, afetando
significativamente os fatores de correcao calculados nessas regides. A Figura @ exemplifica isso
com a ilustra¢do dos fatores £, k, e k, calculados para um problema envolvendo uma placa
laminada.

Figura 4: Incosisténcias (picos) para k,(z,y), k,(x,y) e ks(z,y) em regides onde E%j, ~ 0.
ki k, ks

150 40 | 30

1,0 0,0

Fonte: Elaboracdo propria.

Embora esses pontos estejam associados a baixas deformagdes por cisalhamento trans-
versal, ao considerar a forma fraca em (), percebe-se que a imprevisibilidade dos picos pode
resultar em um excesso de rigidez em alguns pontos, alterando significativamente o comporta-
mento mecanico da placa laminada. Portanto, € estabelecida uma tolerancia para a densidade de
energia, €x. Se E§ p < €k, os valores calculados para k; sdo desconsiderados e substituidos pela
mediana da correcdo calculada no elemento, antes de serem incorporados a matriz de rigidez de
cisalhamento transversal E, definida em (). Um procedimento semelhante pode ser adotado

para k, e k,, caso a densidade de energia associada seja inferior a tolerancia estabelecida €.
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5.5.4 Correcao anisotropica

Pode-se desenvolver uma abordagem similar as realizadas nas se¢des anteriores para
determinar um terceiro fator de correcao adaptado a anisotropia do laminado. Para isso, € esta-
belecida uma relagdo constitutiva com trés fatores de corregdo: £, k, e k,,,, conforme realizado
por Pai (1994):

Qy kyA44 k:cyA45 ’)/yz

= . (5.50)
Qz kxy A45 km A55 V=

A relagdo inversa, deformacao-tensao, € obtida pela inversdo da matriz que contém os

fatores de correc¢ao:

v =1Q., (5.51)

onde:
1 kyA55 - k:pyA45

7 = —
2 _kxyA45 kmA44

e A=kyk,EuBs; — k2, Ej. (5.52)

Nesse caso, a densidade de energia cisalhante (@) no modelo de Reissner-Mindlin é:

s 1 [H? 1 1 1
B, = 5/ T ydz= §QC - 2Q. = 5@5211 + 5@?5222 + Q2QyZ12, (5.53)
—H/2 —_— — —~
B 2 i

Y T Y~ . ~ . . . .
onde Iy, £ e I/, sdo as aproximagOes de primeira ordem corrigidas para as parcelas de
energia em cada plano, baseadas no campo de deformacdes cisalhantes uniformes na espessura.
N d de EY, By e By, assi d de Z
ota-se que cada termo de E, F/; € -, assim como cada termo de Z em (p.52),
depende de todos os trés fatores k,, k, e k,, de forma ndo linear.
As parcelas de densidade em cada direcdo podem ser igualadas a aproximacgao da den-

sidade de energia 3D correspondente em ():

T =i =yt =Ty

fornecendo assim uma expressao para cada fator de correcao:
1 2 =yt
§QyZ11 — E3D7
1 =
§QiZ22 = E3p, (5.55)

QzQyZIZ = Eﬁ?
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Esse € um sistema nao linear de trés equagdes acopladas, em termos de k,, k; € k. A

solugdo sé pode ser obtida por um método adequado, como o de Newton-Raphson, descrito na

proxima secao.
5.5.5 Determinacio dos fatores pelo método de Newton-Raphson

Utiliza-se o método de Newton-Raphson para encontrar as raizes k,, k, € k,,, do sistema
ndo linear de equagdes em (). Para isso, os termos relacionados a matriz Z em () sdo
inicialmente substituidos no sistema de equacdes (). Ap0s reordenar esses termos, chega-se

a seguinte forma explicita:

Gl = k:pkyFll - k’zyplg - kyFlg - O,
Gy = kokyFo — k2 Foy — kgyFaz = 0, (5.56)

G = kokyFy — k2, Fsp — ki Fi3 = 0,

onde F;; sdo valores conhecidos, definidos por:

_ — 1
EuEsEy,  EREjp §Q§E55
F = E44E55E§)% EZE)E;% QnyE45 . (5.57)
- - 1
EuPBssEsp  EiREsp §Q§E44

Deve-se buscar os valores de k = {k,, k,,, k, } que anulam as fungdes: G;(k,, kzy. kz)
em (). O método de Newton-Raphson considera que esteja disponivel uma estimacdo da
solugio, denominada K" ~!, correspondente a uma iteragdo anterior » — 1. Dessa forma, o valor
da fungdo G em um ponto préximo, separado a uma distancia Ak, ou seja G(kP1 + AK), pode

ser aproximado pela seguinte relacdo linear:

oG, 0G, 0G
Gk ok = Gl (G TR TR ) Ak

0Gy Gy 0Gs
- AK .
(aky’a/«w’ 81{:96) ’ (558)
0G5 0G5 0Gs

NS
Ok, Okyy’ 8kx)

Go(K '+ AK) = Gy(k")

_|_

Gs(k" '+ Ak) = Gi(K )+ (

De (), Gi(k“1 + Ak) = 0, parai = 1, .., 3, nos pontos correspondentes as raizes.



Sendo assim, obtém-se uma expressao matricial para Ax:

onde K é a matriz tangente do método de Newton-Raphson, dada por:

B 0G1 0G1 0G1

Ok, Ok, Ok,

o | och ac, o,
"7 ok, Ok, Ok,
0Gs 0Gs 0Gy

| Ok, Ok, Ok,

KT’krfl Ak - - F|k'r71 9

ka:Fll - F13 _2kwyF12
= ki Foq —2kgy Fog — Fos
kmFZﬂ _Qk:pyFSQ
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Resolvendo o sistema em (), obtém-se a nova estimativa de K", pois:

kK" =K'+ Ak

(5.59)
kyFll
kyFo | (5.60)
kyF31F33
(5.61)

O processo pode ser repetido até que haja a convergéncia do resultado, que € assumida

quando a precisao predefinida € € atingida:

|AK||,,
=4,

5.5.6 Fluxograma do método iterativo

(5.62)

O fluxograma apresentado na Figura B descreve o processo iterativo utilizado para obter

os fatores de correc@o de cisalhamento em problemas lineares de placas laminadas. A modela-

gem do problema € feita pela FSDT, enquanto os resultados sio obtidos através do MEFG. O

calculo dos fatores de correcdo € realizado nos pontos de integracdo de cada elemento, com um

ajuste para evitar valores inconsistentes em pontos onde a densidade de energia de cisalhamento

¢ proxima de zero.
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Figura 5: Fluxograma para a determinacdo de fatores de corre¢do de cisalhamento nos pontos
de integracao do MEFG pelo método iterativo.

( Inicio )

A 4

Dados de entrada Determina os novos fatores de corregao

nos pontos de integracdo do elemento:
Tolerancia de corregdo de kg (ex).

» e Isotropicos ki; ou
Ntmero de iteragdes (Ngeep ). e Ortotropicos ki, ky; ou

e Anisotropicos Ki, kj, Kk,

v

Resolve o problema de placa laminada
pelo MEFG com k? = 1.

SIM
v
Calcula  as tensdes cisalhantes
transversais pelas relagdes constitutivas

com k? =1 e determina a densidade de
energia de cisalhamento nos pontos de Retifica os valores para a
integragéo. mediana no elemento:

NiO Ki(xy) = K.

ng (X' Y Z) € ng (X! Y Z) - E(Z)D (X! Y)

A 4

Calcula as tensOes coplanares e as

derivadas par01a1§ associadas ao longo da Incorpora os fatores de correcdo na
espessura do laminado. 5 matriz de rigidez K do MEFG.

Ox (Z)v 0-y (Z) € Txy (Z) KU=F
Calcula as tensoes cisalhantes v
transversais corrigidas e determina a Resolve o problema de placa laminada
densidade de energia associada nos | | pelo MEFG com os novos fatores de
pontos de integragao: corregéo.

T (xy,2) e T, (xy,2) > Epky)

NAG Critério de parada atendido? SIM

Fonte: Elaboracdo propria.
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6 RESULTADOS

Para apresentar os resultados e caracteristicas dos métodos de corre¢do implementados,

sdo utilizados dois problemas de placas laminadas:
a) placa laminada simétrica ortotrépica com trés laminas [0°/90°/0°]; e
b) placa laminada ortotrépica nao simétrica com duas laminas [0°/90°];

os quais sdo formulados pela FSDT e resolvidos pelo MEFG, por meio de um algoritmo imple-
mentado em FORTRAN.

Por meio dos métodos especificados a seguir, diferentes valores para os fatores de cor-
recao de cisalhamento sdo determinados e aplicados na andlise dessas placas, com o objetivo de

verificar a influéncia da corre¢@o na resposta estrutural:

a) Método de Reissner: k; = 5/6, consistindo em um dnico valor de corre¢do para

toda a placa;

b) Método analitico: kg, k; e k;, em que as razdes das densidades de energia de ci-
salhamento, Eg D /EgD, sdo calculadas a partir de solu¢des analiticas disponiveis na
literatura. Whitney e Pagang (1970) apresentam a solu¢cdo da FSDT, enquanto Pagano

(1969) fornece os resultados da Teoria de Elasticidade Tridimensional;

¢) Método de Whitney: £y’ e k', em que dois valores de corre¢do sio obtidos para os

eixos de ortotropia do laminado. Essa técnica € apresentada por Whitney (1973); e

d) Método iterativo: k' e k;, onde ¢ corresponde ao nimero da iteracdo. A abordagem
consiste em utilizar os resultados obtidos nas etapas de pds-processamento para esti-
mar fatores de correcao de forma iterativa nos pontos de integracdo usados no método

numérico de solucdo.

Ambos os problemas analisados possuem solucdes analiticas tridimensionais conheci-
das, obtidas por Pagang (1969). Dessa forma, € possivel comparar os valores de deslocamentos

e tensodes para verificar a precisdo dos métodos de correcdo apresentados.

6.1 PLACA LAMINADA SIMETRICA ORTOTROPICA [0%/90%0°]

O primeiro problema analisado consiste em uma placa laminada simplesmente apoi-

ada, sujeita a um carregamento senoidal transversal, composta por trés laminas empilhadas na
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configuracdo [0°/90°/0°], de modo que o laminado apresente simetria em torno do eixo z e com-

portamento ortotrépico. A Figura E ilustra a placa analisada.

Figura 6: Ilustracdo da placa laminada simétrica ortotrépica [0°/90°/0°].

Fonte: Elaboracdo propria.

As dimensoes coplanares sao dadas por:

a=1000mm e b= 1000 mm,

6.1

enquanto H corresponde a altura total da placa laminada e hy = H /3 representa a altura in-

dividual de cada lamina. A razdo H /a influencia significativamente os resultados obtidos pela

Teoria de Primeira Ordem, afetando também a aplicag@o dos fatores de correcdo k. Em placas

muito finas, por exemplo, a resposta estrutural se aproxima da Teoria de Elasticidade Tridimen-

sional, independentemente do valor de correcdo escolhido, devido a negligencidvel contribuicao

dos efeitos de cisalhamento. Por outro lado, para placas mais espessas, a FSDT néo se aplica

corretamente, gerando resultados discrepantes em relacdo a solugdo tridimensional exata. As-

sim, inicialmente, a razdo H /a = 0, 1 é adotada para apresentar os resultados, correspondendo

a H = 100 mm, caracterizando a placa como semiespessa.

O fato da placa estar simplesmente apoiada resulta nas seguintes condi¢des de contorno

envolvendo os deslocamentos generalizados nas bordas:

(6.2)
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A carga senoidal aplicada na direcdo z € dada por (@), com gp = 10 N/mm.

q(z,y) = qo sin (%) sin (%y) ) (6.3)

Para completar a definicdo do problema, considera-se que as laminas sdo confeccio-
nadas do mesmo material. A Tabela [l| apresenta os valores para os médulos de elasticidade e

coeficientes de Poisson do material empregado.

Tabela 1: Propriedades dos materiais das laminas para a placa laminada simétrica [0°/90°/0°].

Ey=172,25GPa  F;, =6,890GPa  FE3 = 6,890 GPa
G = 3,445 GPa  Gi3 =3,445GPa  Gay3 = 1,378 GPa
Vg = 07 25 V13 = O, 25 V93 =— 0, 25

(), utilizando a Teoria de Elassticidade Tridimensional, obteve uma solu-
¢ao analitica para esse problema. Assim, os resultados exatos podem ser usados para confrontar
aeficdcia e as limitacdes dos métodos de correcao implementados para a FSDT. A Figuraﬁ apre-
senta os valores determinados para os deslocamentos transversais na superficie de referéncia da
placa (z = 0).

Figura 7: Deslocamento transversal no meio da placa [0%90%0°], w(z, y, 0), calculado pela Te-
oria de Elasticidade Tridimensional com H /a = 0, 1.

z

WA

Por meio da figura, verifica-se que a deflexdo maxima da superficie média ocorre no

centro da placa laminada, dada por:

w(a/2,b/2,0) = 10,93 mm. (6.4)
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6.1.1 Meétodo analitico para a determinacao de £’

O mesmo problema pode ser aproximado pela teoria bidimensional de primeira ordem,
que requer a definicdo de um ou mais fatores de correcao k, para obter resultados adequados em
modelos de placas laminadas, no mdximo, semiespessas. Em geral, toda a resposta estrutural
depende dessa corre¢do, mesmo em andlises lineares, mas a influéncia € mais pronunciada nos
resultados transversais. Por exemplo, a Figura E ilustra o comportamento de w, uma varidvel
transversal, e o, uma varidvel coplanar, no centro da placa para diferentes valores de k;. Os
deslocamentos sdo dados em milimetros (mm) e as tensdes em megapascal (MPa).

Figura 8: Influéncia do fator de cisalhamento k£, em w e em o, no centro da placa [0°/90%/0°]

com H/a =0, 1.

—— Teoria de Primeira Ordem ---=- Teoria de Elasticidade Tridimensional

35 7 600

=
<
Sy
~ 500 -
~—
S
S
5 T T T 400 T T T
0,10 0,55 1,00 0,10 0,55 1,00
ks ks

Em ambos os casos, verifica-se que o fator de correcao afeta os valores determinados,
destacando a importancia de métodos para obter valores de correcao adequados. Além disso,
nota-se que a amplitude de corre¢do para os deslocamentos transversais (w) € mais significativa
do que para as tensdes coplanares (0,). No problema analisado, inclusive, ndo € possivel esco-
lher ks de modo que o, corresponda exatamente ao valor calculado pela Teoria de Elasticidade
Tridimensional na superficie superior do laminado. Em contraste, w € mais sensivel a corre¢ao,
e a utilizacdo de k; = 0, 610 resulta na deflexdo maxima determinada por Pagano na Figura [j

Ao seguir o mesmo procedimento para outras grandezas em diferentes pontos, como 7,
em (a/2,0,0)e7,, em (0,b/2,0), sdo obtidos valores distintos de k, para alcangar equivaléncia

com a solugdo exata. Nestes casos, ks = 0,366 para 7, e k; = 0,655 para 7., conforme
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destacado na Figura E Isso indica que ndo € possivel escolher um tnico fator de corre¢do que

faca com que todos os resultados da FSDT coincidam com a solugdo tridimensional. Além
disso, pode-se mostrar que, para uma mesma grandeza, o mesmo valor de k; é determinado
em todos os pontos (z,y). Em outras palavras, no problema linear em andlise, a comparagio
direta de deslocamentos e tensdes resulta em fatores de corre¢ao que sdao independentes do ponto

avaliado.

Figura 9: Influéncia do fator de cisalhamento £, para 7, € 7,., ambas em MPa, calculadas nas
bordas da placa laminada [0%/90°/0°] com H /a = 0, 1.

—— Teoria de Primeira Ordem ---- Teoria de Elasticidade Tridimensional
120 A 150 -
= =
~ =)
S 65- 751
S oz = 35,73 5
8 ks = 0,366 3
= y S Ty = 12,27
ks = 0,655
10 - T T T O T T T
0,10 0,55 1,00 0,10 0,55 1,00
k, ks

Embora a abordagem de definir valores de correcdo individuais para cada grandeza seja
util para visualizar a influéncia do fator de correcdo nos resultados, € importante destacar que
isso pode resultar em melhorias apenas para o item analisado. Nesse sentido, é mais apropri-
ado comparar as densidades de energia de cisalhamento transversal para determinar corre¢oes
mais abrangentes, uma vez que elas estdo diretamente relacionadas a rigidez ao cisalhamento

transversal do laminado, como pode ser visto na forma fraca em ().

_ EQD(:L‘7 y)
E3D($’>y)

Observa-se que ao utilizar a densidade de energia no cdlculo de k¢, em vez da energia

k(. y) (6.5)

cisalhante total, torna-se possivel obter multiplos fatores de corre¢do, um para cada ponto (z, y)
de interesse. Na equacdo (), Es5p é calculado por meio da solugdo analitica da Teoria de

Elasticidade Tridimensional de Pagano (1969), enquanto Ep é obtido pela solugio analitica da
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Teoria de Primeira Ordem, disponivel em |Whitney e Pagano| (|1 97d), inicialmente resolvida com

ks = 1. Os valores determinados analiticamente para k¢ ao longo da superficie de referéncia da

placa sdo apresentados graficamente na Figura .

Figura 10: Fatores de corre¢do, k2(z,y), determinados analiticamente na placa [0%/90%0°] com
H/a=0,1.

Verifica-se que o resultado apresenta uma variacdo, embora pequena, ao longo do in-
tervalo [0, 644;0,656]. Além disso, a fungdo bidimensional de corre¢do k%(z,y) exibe uma

descontinuidade em (a/2,b/2), pois Esp = 0 nesse ponto.
6.1.2 Meétodo analitico para a determinacio de k; e k;

Como a placa laminada analisada € ortotrépica, € possivel calcular dois fatores de cor-

recdo em cada ponto (x, y) da superficie de referéncia, um para cada dire¢do de ortotropia:

fo(ey) = 22D o gy ) = Bon(n0)

(6.6)
EsDx(il% y) E3Dy( y)

Nesse caso, ao contrdrio do resultado observado para k¢, os valores obtidos analitica-

mente sao uniformes na superficie de referéncia:

ki(v,y) = 0,644 e kiy(z,y)=0,656. (6.7)
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Pode-se mostrar que, para um problema ortotrépico, a seguinte relacdo € estabelecida

para os fatores de corre¢ao: o o
Lo _ Espgky + Espyky

s —
E3D

, (6.8)

isso explica como k¢ varia com (z,y) enquanto k§ e k; permanecem constantes. Além disso,
observa-se que os pontos de minimo e maximo, ilustrados na Figura , correspondem aos va-
lores de kj e k), respectivamente, e ocorrem em regides onde hé predominéncia de uma diregéo
no célculo da densidade de energia de deformacao, ou seja, onde FEsps ~ 0ou Ej py ~ 0.
Compreende-se que a aplicagdo de dois fatores de corregdo, k; e ky, em vez de apenas
um tnico k¢, é mais vantajosa, pois as densidades de energia em cada eixo dependem das tensdes
cisalhantes transversais, 7,. € 7,,, € a Figura E exibe uma tendéncia de valores de correcao
distintos para essas varidveis. Além disso, mesmo com a pequena diferenca entre os valores de
kg, ky e kg, os resultados permanecem mais proximos da solug¢@o exata para w no centro da placa

quando sdo utilizados os fatores de correcao ortotrépicos, conforme ilustrado na Figura .

Figura 11: Comparagdo entre o fator de corregéo unico kg e os fatores ortotrépicos kg e k;; por
meio do deslocamento normalizado w no centro da placa [0%90%0°], em diferentes razdes de
espessura H /a.
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w(a/2,b/2,0)

0,00 0,06 0,12 0,19 0,25
H/a
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Nesse gréfico, w € o deslocamento transversal normalizado, util para visualizacdo e

comparacao dos resultados, sendo calculado por:

H3F510?

Analisando a Figura , nota-se que, a medida que a razdo H /a aumenta, os deslo-
camentos calculados pela FSDT tendem a se afastar da solucdo tridimensional, o que € uma
consequéncia natural da modelagem bidimensional. No entanto, ao empregar dois fatores de
correcdo, kg e k;, os resultados permanecem mais préximos da solucdo exata para espessuras
maiores, em comparagdo com a utilizagdo de um tnico fator k2.

Além disso, ao contrario de grande parte dos métodos de correcao encontrados na li-
teratura, o uso das solugcdes analiticas mostra que a razdo das densidades de energia resulta em
valores de kj e k; que dependem da espessura H da placa. A Figura |12 ilustra essa variagdo

para o problema analisado.

Figura 12: Variagdo de k e k;; com H /a para a placa [0°/90°/0°], determinadas analiticamente.

0,9 -
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0,6 1 T T T T
0,00 0,06 0,12 0,19 0,25
H/a

Destaca-se que as abordagens apresentadas até o momento dependem do conhecimento

prévio da solucdo analitica tridimensional do problema. Portanto, ndo ha escalabilidade e os



79
resultados apresentados servem apenas para visualizacdo do comportamento e das limitacoes

do modelo de correcdo, além de subsidiar comparag¢des com outros métodos.
6.1.3 Meétodo de Whitney para a determinacéo de k;’ e &,

O método apresentado por Whitney (1973) também se apoia em uma solugdo analitica
durante a formulagdo, porém resulta em expressoes para k;’ e k,’, que dependem apenas das
matrizes de rigidez do laminado, conforme equacgdes definidas em ().

Ao substituir os dados do problema analisado em () e realizar os cdlculos, obtém-
se o primeiro fator de corre¢do k. O segundo, k., relacionado ao plano yz, pode ser obtido

seguindo um processo semelhante. Assim, os resultados sdo:
ky = 0,5828 e k, = 0,8028. (6.10)

Esses valores sdo constantes na superficie de referéncia e ndo dependem do ponto de
andlise (z,y). Além disso, embora o célculo das matrizes de rigidez em () seja influenci-
ado pela espessura I do laminado, os fatores de correcao determinados nao se alteram com a
espessura, apresentando um comportamento diferente do ilustrado na Figura .

Além disso, ao analisar a Figura , observa-se que os valores de k' e k,’ sdo proxi-
mos daqueles obtidos pelo método analitico para placas finas, onde a razdo H /a é préxima de
zero. Essa proximidade se deve ao fato do método de Whitney ser baseado nos resultados ana-
liticos da FSDT, em conjunto com as equagdes tridimensionais de equilibrio, que apresentam
boa correlacdo com a teoria tridimensional em placas de pouca espessura.

Apesar dos valores distintos, os deslocamentos transversais calculados pelo método de
Whitney tendem a permanecer proximos da solucdo tridimensional para diferentes razdes de

espessura H /a, conforme ilustrado na Figura .
6.1.4 Método iterativo para a determinacio de ke &

Essa abordagem consiste em utilizar os resultados precisos fornecidos pelo MEFG para
a superficie de referéncia da placa laminada, em conjunto com as etapas de pds-processamento,
para estimar fatores de corre¢do de forma iterativa, seguindo um conceito semelhante ao pro-

posto por Noor e Peters (1989).
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Figura 13: Deslocamento transversal normalizado W no centro da placa em fung¢do darazdo H /a
pela FSDT com a corregdo ortotropica de Whitney k' e k.
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Nesse método, o cdlculo dos fatores ortotrépicos € realizado pelas expressdes definidas

em ():

_ E . E
Ki(x,y) = _fD—(“’) e ki(ry) = _ny—W (6.11)
Eyp.(7,y) ESDy(xa Y)

Para minimizar os erros inerentes a0 MEFG, emprega-se uma malha refinada denomi-
nada M 16 P4. Essa malha é composta por elementos triangulares retangulares, com 16 unidades
em cada borda e grau de enriquecimento polinomial p = 4. Ao todo, 128 elementos sdo utiliza-
dos para representar o dominio quadrado. Além disso, adota-se a regra proposta por Wandzurat
e Xiag (2003) na integragdo numérica, utilizando 54 pontos em cada elemento. A Figura
ilustra essa configuragdao de malha.

Inicialmente, o problema € resolvido pelo MEFG com os fatores iniciais k2 = kg =1
e os resultados para os deslocamentos generalizados e coeficientes de enriquecimento sdo arma-
zenados no vetor U. Posteriormente, sdo calculadas as densidades de energia de cisalhamento

Eyp(2,y) e Eyp(r, y) nos pontos de integragio de cada elemento, utilizando as tensdes 7,.. € 7,..

fornecidas pelas relacdes constitutivas em (), bem como as tensoes melhoradas calculadas
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Figura 14: Malha M 16 P4 utilizada no MEFG para a placa [0%/90°/0°].

Nos = 81

Elementos = 128

nas etapas de pos-processamento: 7', e T;Z em (@) e (@).
Assim, pode-se calcular os fatores de corre¢do de cisalhamento de () em todos os

. ~ . . . ~ 1 1 1 z
pontos de integrag@o. O resultado para a primeira iteragdo, k;, k; e k,, € apresentado grafica-
mente na Figura .

Figura 15: k., k; e k; calculados nos pontos de integragdo para a placa [0%/90%0°] com H /a =
0, 1.

K K
39,90 85,91
19,95 42,96
0,00 0,00
1,0 1,0
0,0 o 0,0 05 o
0,5 0,5 0,5
1,0 0,0 3 1,0 0,0 N 1,0 0,0 N
Z/q Z/a Z/q

Visualmente, observam-se picos nos graficos de k! e k;, localizados onde Fij,, ~ 0
ou £} py ~ 0. Além disso, hd picos de menor magnitude que ndo sdo visiveis na figura. Esses
valores tém pouco impacto no resultado final, pois sdo multiplicados pela energia associada
na forma fraca em (), resolvida pelo MEFG. No entanto, como precaucdo, esses valores
sdo ajustados para evitar um excesso de rigidez localizada na andlise. Dessa forma, seguindo
o procedimento detalhado na secdo 5.5.3, com uma tolerincia de ex = 1073, os resultados
discrepantes sdo ajustados para coincidir com a mediana de k!, ou k;, no elemento. Os pontos

de integracao afetados sdao destacados na Figura .

Mesmo ap6s o ajuste dos valores de corre¢do, ainda sao observados alguns picos e vales
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Figura 16: Pontos de integragdo ajustados para k, e k;; com tolerancia de ex = 107, conforme
descrito no procedimento da sec¢do 5.5.3.
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de menor magnitude em k;(a/2,y) e em k,(x,b/2), conforme ilustrado na Figura .

Além disso, mesmo ao desconsiderar os valores acentuados, observa-se que k; e k:;
apresentam uma varia¢ao com (z, y), embora pequena, em contraste com os valores constantes
determinados pelo método analitico em (@). Por exemplo, ao excluir os valores extremos situ-

ados a esquerda do 5° percentil e a direita do 95° percentil, ou seja, Ps < k! < Pys para k. e k;,

obtém-se:
0,5598 < ki(m,y) <0,5672,

0,8045 < kk(z,y) < 0,8136,

6.12)

O resultado em () mostra que a mediana de k, e k;, poderia ser utilizada para corrigir

Figura 17: k}, k; e k; ap6s corre¢do dos valores acentuados com ex = 107°.
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toda a placa, resultando em uma resposta estrutural semelhante para o laminado. No entanto,

a variacao € mantida na andlise para potencialmente melhorar a efetividade da corre¢do. Essa
variacdo € atribuida aos erros associados a aproximagdo da solucdo pelo MEFG, que se somam
aos erros das etapas de pés-processamento, €, consequentemente, afetam os fatores de corregao.
E importante ressaltar que esses picos nio sio observados no método analitico em (@).

Verifica-se que os valores médios de k! e k:; sdo muito proximos daqueles obtidos pelo
método de Whitney em (), mas diferem um pouco dos calculados pelo método analitico em
(E?I), especialmente para k’; Isso ocorre porque a abordagem de Whitney utiliza a mesma razao
de E,, / E5;, que o método iterativo na primeira iteraciio, porém com a energia total determinada
de forma analitica. Além disso, observa-se que a distribui¢do do fator de corregao isotrépico k!
¢ semelhante aquela do método analitico, mas com uma amplitude de variacdo maior: 0,5 <
k! <0,81.

A Figura [l § mostra que os resultados para as tensdes integradas, 7 e 7/

2o S€ aproximam

da solugdo tridimensional com a aplicag¢do dos fatores de correcio determinados por () na
primeira iteragio do método (k. e k:;). Esse comportamento evidencia a natureza iterativa da
abordagem. Dessa forma, espera-se que o célculo de E;;, seja ainda mais preciso na segunda

iteracdo do MEFG, resultando em melhorias nos fatores de corre¢do subsequentes.

Figura 18: Comparagio de 7. (0,b/2) e 7,.(a/2,0) ao longo da espessura com os resultados da
FSDT obtidos para a placa [0%90%0°] com H /a = 0, 1, utilizando k° = kg = 1 e os valores
ajustados k, e k.

—— Solugdo Elasticidade Tridimensional ~— ---- FST kQ e k)  —— FST k} ek,
0,5 T 0,5
T 00- T 00-
N N
0,5 - 0,5 -
T T 1 T T T
0 7 14 0 20 40
Tyiz(a/Q, 0,2) 7i.(0,b/2,2)

. . ~ ~ ]
Sendo assim, os resultados nas iteracOes subsequentes sao explorados. A Tabela
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apresenta os valores médios de k?, k! e k' nas sete primeiras iteragdes do método.

x? "y

Tabela 2: Valores médios de k¢, k; e k! nas primeiras sete iteragdes do método para a placa
[0%/90°/0°], com H /a = 0, 1.

Iteracao F F F

T y s

1 0,5635 0,8099 0,616l
0,5945 0,5909 0,5940
0,5860 0,6435 0,5990
0,5881 0,6258 0,5973
0,5878 0,6330 0,5981
0,5870 10,6287 0,5973
0,5870 0,6316 0,5978

N O e AW

Adicionalmente, os resultados para E; e E; sdo ilustrados na Figura |lY para as nove
primeiras iteracdes.
Figura 19: Valores médios de k' e k:; ao longo de nove iteracdes para a placa [0%90°0°], com
H/a=0,1.
0,85 -

—x— ki Tterativo

—— k; Iterativo

0,78

0,70

0,62 -

Fator de correcao de cisalhamento (k)

0,55 T T T T T

Iteracoes



85
Observa-se que os valores médios comecam a oscilar dentro de um pequeno intervalo

apos a terceira iteracdo, aproximando-se dos resultados obtidos pelo método analitico em (@).
Além disso, nota-se uma variacao significativa para k:; j4 a partir da segunda iteracao

Pode-se também avaliar o comportamento de k' e k‘; com o aumento da espessura da
placa, H. A Figura @ revela que, na primeira iteragdo do método com k! e k;, os valores
sdo praticamente constantes e independentes da razdo H /a, semelhantemente ao método de
Whitney. No entanto, na segunda iteragdo com k2 e kfj, observa-se uma variagdo significativa,

similar ao comportamento apresentado na Figura |12 gerada pelo método analitico.

Figura 20: Variagdo de k' e k; com H /a, calculados na primeira e segunda iteracdo do método
iterativo para a placa laminada [0°/90°/0°].
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Embora do ponto de vista do custo computacional a execucdo de iteracdes nio seja
vantajosa para andlises lineares, devido a necessidade de resolver um novo problema a cada
iteracdo, sua utilizacdo mostra-se interessante em andlises ndo lineares. Nessas situagdes, a
natureza iterativa do processo permite obter fatores de correcao sem aumentar significativamente
o processamento computacional, ja que os cdlculos podem ser realizados em conjunto com as

etapas do método de Newton-Raphson.
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6.1.5 Comparacio entre os métodos de correcao

A Figura 21| compara os resultados para as deflexdes maximas normalizadas na super-
ficie de referéncia, w(a/2,b/2,0), obtidas pela FSDT com os valores de corre¢do determinados

pelos métodos apresentados para diferentes razdes de espessura H /a.

Figura 21: Deslocamento transversal mdximo, w(a/2,b/2,0), em fungio de H/a, para os dife-
rentes métodos de corre¢ao apresentados - placa laminada [0°/90°/0°].
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1,3 -

w(a/2,b/2,0)

0,8
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0,00 0,06 0,12 0,19 0,25
H/a

Para placas muito finas (H /a = 0), a Figura 21| mostra que os resultados para w sdo
semelhantes em todos os métodos, devido aos pequenos efeitos de cisalhamento em placas del-
gadas, tornando a corre¢do pouco significativa. Conforme a razao H /a aumenta, observa-se a
desvantagem da utilizacdo de k; = 5/6 em relagdo aos métodos especificos para placas lami-
nadas. Enquanto o procedimento de Reissner comeca a se afastar da solucao logo no inicio do
grafico, em H/a ~ 0,05, os outros métodos permanecem préximos a curva até H /a ~ 0, 15.
Além disso, nota-se que os resultados apresentam pouca melhoria com as iteracdes no método
iterativo, uma vez que os valores calculados na primeira iteracdo sdo suficientemente bons e

mostram pouca variacao em relacdo aos valores calculados na terceira. Em geral, a abordagem
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de Whitney apresenta os valores mais proximos da solu¢do tridimensional. No entanto, € im-

portante destacar que seu desenvolvimento € baseado em um laminado ortotrépico semelhante
ao problema em anélise e ndo se espera obter o mesmo resultado em laminados com diferentes
graus de anisotropia.

A seguir, para facilitar a comparagao dos valores, os resultados para os deslocamen-
tos e tensoOes sao normalizados nos respectivos pontos apresentados, seguindo o procedimento

adotado por Pagano (1969):

(0 HY HE, _ [(ab H\ H?
v=v 2a ) 2 qu3 I Ox = Og 2a27 2 q0a27
_ a b H\ H* _ H\ H? (6.13)
Oy = Oy (57576) ma Tay = Tay 0707_E> %?7
b H H
Tez = Taz (07 _7()) — ?yz Tyz (ga 070> —
2 qoa 2 doa

_ a b H\ 1
O, =0z\5y5, 7 | —-
222 ) ¢

Os valores que aparecem como (e)° nas tabelas abaixo representam o erro relativo em

percentual, calculados em relacdo a solucao tridimensional, conforme a equagao:

()° = 100 ’ (®)aproa — ()ap| (6.14)

(®)ap

A Tabela @ apresenta a comparacdo dos resultados para as tensdes coplanares norma-
lizadas nos pontos definidos em (), acompanhados dos respectivos erros relativos. Esses
resultados sdo obtidos por meio da solucdo da FSDT, alcangada pelo MEFG, com a aplicagcdo
dos diversos fatores de correcdo de cisalhamento determinados anteriormente.

Nos pontos analisados, observa-se uma melhora significativa para 7, e 7., em todos
os métodos de correcao especificos para laminados, em comparacdo com a simples imposi¢cao
de ks = 5/6. Em alguns casos, os erros foram reduzidos de cerca de 11% para menos de 1%.

No entanto, a tens@o o, se afasta um pouco da solu¢do tridimensional. Isso pode ser
explicado com ajuda da Figura E, que ilustra que valores maiores de k, tendem a reduzir o erro

para o,. Assim, a utilizagdo de ks = 5/6 apresenta resultados um pouco melhores para essa
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Tabela 3: Tensoes coplanares normalizadas para a placa laminada [0%790%0°], com H /a = 0, 1,

determinadas pela FSDT com a aplicacdo de diferentes fatores de correcdo de cisalhamento.

Elast. 3D Reissner Whitney 2D/3D Analitico 2D/3D' MEFG 2D /3D" MEFG
ast. (ks = 5/6) (kv e k) (ke e k) (klek)) (K2 ekd)

7, 0,5906  0,5134 (13,06)° 0,5014 (15,10)° 0,5068 (14,19)° 0,4999 (15,34)¢ 0,5034 (14,76)°

7, 0,2845 10,2536 (10,84)° 0,2888 (1,527)° 0,2729 (4,051)° 0,2929 (2,986)° 0,2829 (0,559)°

Toy  0,0200 0,0252 (13,14) 0,0270 (6,758)° 0,0262 (9,633)¢ 0,0272 (6,028)° 0,0267 (7,860)°

componente de tensao, mas isso ocorre por coincidéncia, ndo por um aprimoramento sistematico
do método.

Além da comparagdo fornecida pela Tabela @, os resultados para as tensoes coplanares
sdo apresentados graficamente ao longo da espessura H do laminado na Figura . Como os
valores sdo muito proximos em todos os métodos, apenas os resultados para as curvas envolvendo
a aplicacdo de k; = 5/6 e (k;, k;) sdo plotados.

Figura 22: Tensdes coplanares normalizadas para a placa laminada [0%790°/0°], com H /a = 0, 1,
determinadas pela FSDT com k, = 5/6 e pela primeira iteragdo do método iterativo (k2, k;).
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A diferenga minima nos graficos deve-se a influéncia pouco expressiva do fator de cor-
recao nos resultados coplanares. No entanto, € perceptivel uma melhoria em toda a espessura
para o, € T,,. Além disso, a qualidade das derivadas parciais dessas tensoes € fundamental para
o cdlculo das tensoes transversais integradas em (). Dessa forma, mesmo pequenas alteracdes
podem ter um impacto significativo nos resultados transversais.

A Tabela E] compara os resultados das tensoes transversais, 7., T, € 0, calculadas pelo
processo de integracao das equagdes de equilibrio tridimensional. Destaca-se que os valores de
0, sdo apresentados sem as corre¢oes de () na superficie superior do laminado, em z = H /2,

para viabilizar a comparacao nesse ponto, enquanto as tensoes cisalhantes incorporam as funcdes
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de correcgdo f, e f,.

Tabela 4: Tensdes transversais normalizadas para a placa laminada [0%90%0°], com H /a = 0, 1,
determinadas pela FSDT com a aplicacdo de diferentes fatores de correcdo de cisalhamento.

Reissner Whitney 2D/3D Analitico 2D/3D'MEFG 2D/3D' MEFG

Elast. 3D (k. = 5/6) (k;“ e k;u) (k; e k;) (k}v e klll) (k;’ e k;)

To.  0,3573  0,3809 (6,596)° 0,3734 (4,665) 0,3770 (5,535) 0,3731 (4,401)° 0,3751 (4,975)¢
7, 0,1227  0,1109 (9,651)° 0,1244 (1,379)° 0,1183 (3,595)° 0,1260 (2,660)° 0,1221 (0,550)°
7. 1,0000 1,0456 (4,557)¢ 1,0448 (4,478)c 1,0449 (4,492)¢ 1,0400 (4,004)¢ 1,0439 (4,394)°

Assim como nas tensdes coplanares, os resultados mostram uma precisao superior ao
serem obtidos pela aplicacio dos fatores de correcao adaptados para laminados, em comparacao
com o valor fixo de ks = 5/6. O erro relativo para Ty- teve a maior reducdo, diminuindo de 9, 65
% com k, = 5/6 para 0, 55 % na terceira iteragdo do método iterativo, com k> e k;’ Observa-se
também uma melhoria para 7,.,, embora menos acentuada, com a reduc¢ao de cerca de 2% no erro
relativo. Enquanto isso, o, praticamente ndo apresentou variacdo entre os métodos, mantendo
os erros em torno de 4%.

A Figura @ ilustra os resultados para a distribuicao das tensdes transversais em z.
Observa-se que a selecdo adequada dos fatores de corre¢ao nao apenas melhora pontos espe-
cificos, mas também beneficia a distribuicdo ao longo de toda a espessura da placa laminada.
Como os valores determinados para 7, € o, sdo muito proximos em todos os métodos, apenas
as curvas associadas a corre¢do de Reissner, com ks, = 5/6, e a primeira itera¢do do método
iterativo, com /{:i e k:;, sdo ilustradas para essas tensoes.

A Tabela fj compara os deslocamentos normalizados (%, 7 e w) calculados pela FSDT,
aplicando diferentes fatores de correcdo, com os valores determinados pela solucdo tridimensi-

onal. Esses deslocamentos sdo calculados utilizando as etapas de pés-processamento, conforme

as expressoes em () e (), nos pontos escolhidos para as normaliza¢des em ().

Tabela 5: Deslocamentos normalizados para a placa laminada [0%90°/0°], com H/a = 0,1,
determinados com diferentes métodos de correcdo de cisalhamento.

Reissner Whitney 2D/3D Analitico  2D/3D'MEFG  2D/3D' MEFG

Elast. 3D (ks = 5/6) (k2 e k) (ke e k%) (kek)) (k3 ekd)

w —0,00735 —0,00590 (19,7)° —0,00747 (1,57)° —0,00700 (4,77) —0,00764 (3,91)° —0,00747 (1,59)°
v —0,01099 —0,00982 (10,7)¢ —0,01122(2,10)° —0,01083 (1,48)° —0,01138 (3,49)° —0,01125 (2,36)°
W 0,7530  0,6699 (11,1)°  0,7640 (1,43)c  0,7369 (2,17)°  0,7743 (2,80)°  0,7651 (1,57)°
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Figura 23: Tensdes transversais normalizadas para a placa laminada [0%90°/0°], com H /a =

0, 1, determinadas pela FSDT com a aplicacao de diferentes fatores de correcao de cisalhamento.
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Figura 24: Deslocamentos normalizados para a placa laminada [0%90°/0°], com H /a = 0,1,
determinados pela FSDT com a aplicacao de diferentes fatores de correcio de cisalhamento.
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Os resultados apresentados na Tabela B destacam a importancia dos fatores de correcdo

na precisao dos deslocamentos calculados pela FSDT. A aplica¢do dos valores determinados
pelo método iterativo na terceira iteragdo, assim como os fatores determinados por Whitney,
apresentam os melhores resultados nos pontos avaliados. Por exemplo, o erro relativo de quase
20% para o deslocamento coplanar u, obtido pela FSDT no topo da placa, calculado com o fator
de corregdo fixo das placas homogéneas (ks = 5/6), é reduzido para aproximadamente 1.6%
com a aplicacdo desses métodos. O deslocamento v também apresenta uma redugdo significa-
tiva de erro, de 10.7% para 2.1% na abordagem de Whitney, enquanto o método analitico, de
referéncia, alcanga uma precisao ainda maior, de 1.48%. O deslocamento transversal w na su-
perficie média também se aproxima da solu¢do tridimensional, com a redu¢do do erro de 11%
para cerca de 1.5%.

A Figura @ mostra a varia¢do dos deslocamentos normalizados ao longo da espessura
do laminado nos pontos (z, y) definidos pelas normalizagdes em (). Observa-se que o padrao
de resultados da Tabelaa se repete em todos os pontos ao longo de z, com os métodos especificos
para laminados apresentando uma excelente proximidade com a solucao analitica tridimensional,
especialmente quando comparados com a corre¢do uniforme proporcionada pela aplicacdo de
k, = 5/6.

Além disso, nota-se que os valores de u e U na superficie de referéncia da placa, em
z = 0, sdo idénticos em todos os métodos. Assim, a diferenca dos resultados se manifesta
exclusivamente nas etapas de pds-processamento para os deslocamentos coplanares, definidas
nas equacdes em () e (). Por outro lado, observa-se uma melhora generalizada para w
em todos os pontos, inclusive na superficie média. Isso € evidenciado pela translacdo da curva
no terceiro grafico da Figura @ em direcdo a solucdo tridimensional conforme os valores de
corre¢do sao aprimorados.

Outrossim, o grafico para w revela que o método iterativo proposto gera resultados pro-
ximos, porém nao idénticos, ao método analitico mesmo na terceira iteracdo. Essa discrepancia
se deve aos erros associados a0 MEFG e a aproximacgao da densidade de energia tridimensional
utilizada no método iterativo, enquanto o método analitico emprega a solugdo exata. Adicio-
nalmente, o método iterativo aplica correcdes especificas nos pontos de integracio, ao invés de
utilizar os mesmos valores em toda a placa, o que também contribui para essa diferenca. Essa
mesma explicacdo justifica as diferengas nos resultados entre a primeira iteracao do método e o

método de Whitney, apesar de ambos seguirem ideias semelhantes durante o desenvolvimento.
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6.1.6 Deslocamentos e tensdes para diferentes razdes de espessura H /a.

Nesta subsecdo, sdo apresentados os resultados envolvendo os deslocamentos e tensdes
para a mesma placa laminada [0%790%0°], porém com diferentes razdes de espessura H /a.

Inicialmente, considera-se a razdo H/a = 0,01 (H = 10 mm), que corresponde a
uma placa fina, onde os efeitos de cisalhamento sdo pequenos. Os valores normalizados para os
deslocamentos e tensdes sdo apresentados na Tabela B

Tabela 6: Tensdes e deslocamentos para a placa laminada [0%/90%0°], com H /a = 0,01, deter-
minados pela FSDT com a aplicagdo de diferentes fatores de corre¢do de cisalhamento.

Elast. 3D Reissner Whitney 2D/3D Analitico  2D/3D'MEFG  2D/3D' MEFG
’ (ks = 5/6) (kv e k;j) (k2 e k’;‘) (kie k;) (K3e k)

7. 0,5392  0,5384(0,16)°  0,5383 (0,18)°  0,5383 (0,18)°  0,5382 (0,18)°  0,5382 (0, 19)°
7, 0,1808  0,1804(0,22)¢  0,1808 (0,01)°  0,1808 (0,02)°  0,1809 (0,03)°  0,1809 (0,04)°
Fo  0,0214  0,0213(0,20)°  0,0213 (0,09)°  0,0213 (0,09)°  0,0213 (0,08)°  0,0213 (0,09)°
Tz 0,3947 0, 3955 (0, 20)° 0, 3953 (0,18)° 0, 3954 (0,18)° 0, 3950 (0,08)° 0, 3950 (0,09)°
7,. 0,088  0,0826(0,22)°  0,0828 (0,01)°  0,0828 (0,02)°  0,0827 (0,07)°  0,0828 (0,05)°
7. 1,0000  1,0735(7,35) L0771 (7,71)°  1,0775(7,75)°  1,0856 (8,54)°  1,0826 (8,26)°

7 —0,00678 —0,00676 (0,23)° —0,00678 (0,01)° —0,00678 (0,01) —0,00678 (0,03)° —0,00678 (0,03)
T —0,00682 —0,00681 (0,23)° —0,00682 (0,01)° —0,00682 (0,01)c —0,00682 (0,04)° —0.00682 (0, 04)°
W 0,43472  0,43370 (0,23)°  0,43474 (0,01)¢  0,43474 (0,01)°  0,43485 (0,03)°  0,43485 (0,03)¢

Em alguns métodos, os valores determinados para os fatores de correcdo ndo sao os
mesmos do problema de placa semiespessa (H /a = 0, 1), pois, conforme revelado nas Figuras

e @, a correcdo varia com a espessura. Para o método analitico, obtém-se:
ky(r,y) = 0,582 e ky(v,y)=0,8T78, (6.15)

enquanto os valores eram: k3 (z,y) = 0,644 e ky(z,y) = 0,656 para arazdo H/a = 0, 1.
Ja para a terceira iteracdo do método iterativo, em vez de Ei =0,586¢ Ei = (0,643, os

valores médios dos fatores de corre¢do sdao dados por:
=3 —3
k,=0,563 e k,=0,810. (6.16)

Avaliando a Tabela B, verifica-se que os resultados para os deslocamentos e tensoes sao
muito préximos da solucdo analitica, independentemente do fator de correcdo aplicado. Isso

ocorre devido ao comportamento praticamente linear da resposta estrutural para os deslocamen-
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tos u e v, apresentando boa correlacdo com a aproximacao da FSDT, além da baixa influéncia

dos efeitos de cisalhamento em placas finas.

Em um primeiro momento, destacam-se os erros elevados para &, na superficie superior
do laminado. Porém, esses valores sdo ajustados para satisfazer as condi¢cdes de contorno por
meio das funcdes de corre¢cao definidas em (), sendo possivel ignord-los. Além disso, apesar
da pequena influéncia dos fatores de corre¢do em placas finas, € evidente que a escolha adequada
dos fatores € capaz enriquecer a andlise.

Em contraste aos excelentes resultados alcancados para a placa fina, a Tabela [j apre-
senta os valores determinados para uma placa espessa formulada pela FSDT, com arazdo H /a =
0,25, ou seja, H = 250 mm. Novamente, os valores sdo normalizados e calculados nos pontos

definidos em () para comparagao.

Tabela 7: Tensdes e deslocamentos para a placa laminada [0%/90%0°], com H /a = 0, 25, deter-
minados pela FSDT com a aplicacdo de diferentes fatores de correcdo de cisalhamento.

Elast. 3D Reissner Whitney 2D/3D Analitico 2D/3D! MEFG  2D/3D* MEFG
50 ek (eek)  (Her)  (dek)

7. 0,8008  0,4370 (45,4)°  0,3977 (50,3)°  0,4567 (43,0)°  0,3939 (50,8)°  0,3934 (50,9)°
7, 05341  0,4774(10,6)°  0,5025 (10,9)°  0,4195 (21,4)°  0,6035 (12,3)°  0,6049 (13,3)°
7.,  0,0505  0,0360 (26,9)°  0,0430 (14,9)°  0,0330 (32,9)°  0,0435 (13,8)°  0,0436 (13,6)°
T.. 0,259 0,3370 (31,7)°  0,3144 (22,9)°  0,3483 (36,1)°  0,3122(22,0)°  0,3120 (21,9)°
7. 0,2172  0,1970(9,20)°  0,2413 (11,1)°  0,1747 (19,5)°  0,2454 (13,0)°  0,2460 (13,3)°
7. 1,0000  1,0405(4,05)° 1,086 (3,86)°  1,0414 (4,14)°  1,0331(3,31)°  1,0345 (3,45)°
@ —0,0007 —0,0033 (65,4)° —0,0120 (23,7)° —0,0032 (66,8)° —0,0129 (33,4)° —0,0130 (33,8)°
T —0,0228 —0,0214 (5,95)° —0,0268 (17,5)° —0,0230 (0,74)° —0,0274 (20,3)° —0,0274 (20,3)°
W 2,0059  1,7757 (11,5)°  2,2160 (10,5)°  1,8229 (9,12)°  2,2656 (12,9)°  2,2664 (13,0)°

Nesse caso, os fatores de correcdo determinados pelo método analitico e iterativo na

terceira iteragdo sao os seguintes:

ky=0,845 e k; =0,571,

6.17)

k. =0,563 ¢ k, =0,810.

A anélise da Tabela E] revela que os erros sdo significativos para a maioria dos resulta-
dos, ndo apresentando um padrdo consistente de melhoria com a aplicacao dos fatores de corre-
cdo. Em alguns casos, o erro € reduzido, enquanto em outros ele aumenta em relacdo a aplicagcdo
do valor convencional ks = 5/6. Esse comportamento também é observado com os fatores de

corre¢do analiticos, explicitando que os erros estdo associados as proprias limitacdoes da FSDT.
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Figura 25: Comparacao das tensdes coplanares normalizadas para o problema de placa laminada
simétrica [0%790°/0] com as razdes de espessura H /a = 0,01 (a esquerda) e H/a = 0,25 (a
direita).
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Figura 26: Comparacao das tensdes transversais normalizadas para o problema de placa lami-
nada simétrica [0%/90°/0] com as razdes de espessura H /a = 0,01 (a esquerda) e H /a = 0,25
(a direita).
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Figura 27: Comparacdo dos deslocamentos normalizados para o problema de placa laminada
simétrica [0%790°/0] com as razdes de espessura H /a = 0,01 (a esquerda) e H/a = 0,25 (a
direita).
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As Figuras @, @ e @ comparam, ao longo da espessura, os resultados para as tensoes

coplanares, tensoes transversais e deslocamentos, respectivamente, obtidos para a placa fina
(H/a =0,01) e para a placa espessa (H /a = 0, 25).

A Figura @ mostra que a resposta estrutural para os deslocamentos coplanares, u e v,
na placa com arazdo H /a = 0, 25 ndo segue um modelo linear em z. Isso ressalta a limitagio do
modelo cinemético utilizado pela FSDT para a andlise de placas espessas. Tal limitacao explica
os valores de erros acentuados obtidos na Tabela [j, nos quais os efeitos da correcdo aplicada
para o cisalhamento transversal sdo ofuscados pelos erros associados ao préprio modelo de placa
pressuposto.

Para a placa fina, com razdo H /a = 0,01, ao analisar as Figuras , @ e E?I verifica-
se que os resultados sdo muito proximos da solu¢@o analitica em todos os métodos ao longo de
toda a espessura da placa laminada. Além disso, visualmente, os fatores de corre¢ao adaptados
para materiais laminados proporcionam uma melhor estimativa para o deslocamento transversal.
Isso é evidenciado pelo afastamento da curva de w, calculada com ks = 5/6, na Figura E?I, em
relacdo as demais.

Portanto, as Figuras , @ e E?l evidenciam as limita¢des da FSDT na andlise de placas
espessas, onde os efeitos tridimensionais t€m maior impacto e os fatores de correcao nao sao
suficientes para ajustar completamente os resultados. Por outro lado, elas destacam os excelentes
resultados obtidos para placas finas, que mostram pouca dependéncia dos fatores de corre¢do,

embora sua aplicacdo apropriada possa aprimorar ainda mais a precisao.
6.2 PLACA LAMINADA NAO SIMETRICA ORTOTROPICA [0%90°]

Nesse caso, uma placa ortotrépica ndo simétrica € analisada, composta por duas laminas
orientadas a [0°/90°], sujeita a0 mesmo carregamento definido para o laminado simétrico em
(@). E considerado que a placa estd simplesmente apoiada, resultando nas mesmas condi¢des
de contorno descritas em (@). Além disso, as laminas, feitas do mesmo material, possuem as
propriedades mecanicas listadas na Tabela

A placa possui geometria retangular, com dimensdes coplanares dadas por:
a = 1000 mm e b = 500 mm. (6.18)

A espessura € a mesma do problema simétrico para a placa semiespessa: H = 100 mm,
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o que corresponde a razdo H/a = 0, 1.

Novamente, a relagdao das densidades de energia € obtida de forma analitica para ser
utilizada como método de correcio de referéncia, sendo E5p determinada pela solugio tridi-
mensional de Pagano (1969) e Esp pela solucao da FSDT de Whitney e Pagano (]1970). Como

resultado, os seguintes fatores de correcdo ortotrépicos sao obtidos:
ko(x,y) = 0,781 e ky(x,y) = 0,864. (6.19)

Assim como na placa laminada simétrica [0%/90°/0°], esses valores sdo uniformes na
superficie de referéncia.

A Figura @ ilustra a dependéncia dos fatores de correcao determinados pelo método
analitico com a largura b da placa laminada retangular, mantendo o comprimento a fixo. Observa-
se que o fator de correg¢do para o eixo x varia significativamente com a alteracao da largura b,
ao passo que k; permanece praticamente constante.

Figura 28: Dependéncia de kj e k; analiticos com a largura b da placa laminada [0°/90°] com
H/a=0,1.
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Por sua vez, a aplicacdo do método de Whitney, conforme as equagdes em (), resulta
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nos seguintes fatores de correcao de cisalhamento:

KU =0,8212 e kY =0,8212, (6.20)

apresentando a mesma corregao para ambos 0s eixos de ortotropia do laminado. Além disso,
ao contrario do método analitico, o método de Whitney independe da relacdo a relacao compri-
mento/largura da placa.

No método iterativo, o dominio retangular € discretizado pelo MEFG com uma malha
semelhante a ilustrada na Figura , denominada M 16 P4, composta por 16 elementos em cada
borda e com grau de refinamento p = 4. Além disso, sdo utilizados os 54 pontos de integracao
definidos pela regra de Wandzurat e Xiao (2003). A tolerancia para a corre¢do dos valores
calculados de k' e k;, conforme abordagem definida na secdo 5.5.3, € estabelecida como ex =
1073,

Da mesma forma que no caso do laminado simétrico, os fatores calculados pelo mé-
todo iterativo ndo sdo uniformes, variando ligeiramente ao longo dos pontos de integracdo na
superficie de referéncia. Isso ocorre devido aos erros associados ao MEFG, os quais nao sao
idénticos para todos os pontos. Portanto, os valores médios obtidos nas primeiras cinco iteracoes

sdo apresentados na Tabela E

Tabela 8: Valores médios de &, k:; e k' nas primeiras cinco iteragdes do método iterativo para
a placa laminada [0%90°] com H /a = 0, 1.

Iteragcdo E k

1 0,7513 0,7824 0,7743
2 0,7159 0,7897 0,7684
3 0,7324 0,7840 0,7707
4 0,7279 0,7905 0,7718
5 0,7406 0,7804 0,7742

Pequenas varia¢des sdo observadas nos valores calculados para os fatores de correcao
ao longo das iteracdes, mostrando que apenas uma iteragdo € suficiente para corrigir o problema
linear em anélise. Os resultados também sdao préximos aos obtidos pelo método analitico em
() e pelo método de Whitney em (). Além disso, os fatores ndo diferem significativa-

mente dos valores determinados por Pai (1994) em seu estudo, dados por k, = £, = 0.8538.
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Ainda da Tabela E, nota-se que os valores de k' e k:; ndo sdo iguais, assim como de-

terminado pelo método analitico. Adicionalmente, pode-se mostrar que existe uma dependéncia
no célculo desses fatores em relacdo a propor¢do comprimento/largura da placa laminada.

A Tabela E apresenta os resultados normalizados para as tensdes coplanares, tensoes
transversais corrigidas na superficie superior, conforme as equagdes em (), e deslocamentos
integrados para a placa laminada retangular [0%/90°], nos pontos definidos em (). A excecao
€ para 7, que € obtida na superficie de referéncia, em z = 0. Os valores sdo calculados pela
FSDT, utilizando as corre¢des fornecidas pelos métodos de Reissner (ks = 5/6), Whitney (kY
e k:;”), método analitico (kg e k;), e método iterativo com uma e trés iteracoes. Além disso,
os resultados sdo comparados com a solugdo analitica tridimensional utilizando o erro relativo,

indicado como (e)°.

Tabela 9: Tensdes e deslocamentos normalizados para a placa laminada [0%90°], com H /a =
0, 1, determinados pela FSDT com a aplicagdo de diferentes fatores de correcao de cisalhamento.

Elast. 3D Reissner Whitney 2D /3D Analitico 2D/ 3D' MEFG 2D/ 3D' MEFG
(ks = 5/6) (ke k) (k2 e h2) (ke 1) (ke )

7, 0,087  0,0159 (14,7)°  0,0160 (14,5)°  0,0157 (16,1)c  0,0159 (14,6)°  0,0159 (15,0)°
J5)° —0,0869 (15,5)°  —0,0872 (15,8)°  —0,0869 (15,5)°  —0,0870 (15,6)°

7, —0,0753 —0,0870 (15

Foy  0,0156  0,0142 (9,27) 0,0142 (9,22) 0,0141 (9,84)°  0,0142 (9, 36) 0,0142 (9, 26)
7,.  0,0408  0,0396(2,88)°  0,0397 (2,70)°  0,0388(4,89)°  0,0400 (1,82)¢  0,0399 (2,02)°
F,. 0,0959  0,0919 (4,18)°  0,0918 (4,20)°  0,0921(3,93)¢  0,0917 (4,39)°  0,0917 (4,37)°
7. 0,2601  0,2440(9,32)°  0,2442(9,27)  0,2425(9,91)°  0,2447(9,05)°  0,2478 (7,91)¢
7 —0,00391 —0,00399 (1,96)° —0,00401 (2,42)° —0,00394 (0,81)° —0,00404 (3,25)° —0,00399 (1,93)°
T —0,00243 —0,00246 (1,46) —0,00250 (2,88)° —0,00239 (1,69)° —0,00262 (7,72)c —0,00262 (7,75)°
w o 0,2093 0,217 (1,16)°  0,2128 (1,67)°  0,2097 (0,18)°  0,2165 (3,44)°  0,2164 (3,38)°

Observa-se que os erros sao relativamente pequenos para a maioria dos resultados,
mesmo para a placa retangular semiespessa definida com H /a = 0, 1, onde a largura foi reduzida
pela metade em comparacdo com o problema de laminado simétrico analisado anteriormente.

As tensOes coplanares 7, € 7, apresentam os maiores erros, chegando a 16% no método
analitico. Por outro lado, esse mesmo método apresenta os resultados mais precisos para os
deslocamentos coplanar u e transversal w, com erros inferiores a 1%. Assim, verifica-se que
nao hd um padrado geral de melhoria nos resultados, ja que os fatores de corre¢do determinados
refinam as estimativas para algumas grandezas, enquanto podem afastar-se da solu¢do exata para
outras. Esse comportamento pode ser explicado pelos resultados expressos nas Figuras § e E que
indicam fatores de corre¢do distintos para os deslocamentos e tensdes transversais no laminado
simétrico.

A partir da Tabela E, observa-se que os resultados sio consistentes em todos os métodos
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de correg¢do, incluindo o baseado no fator uniforme k; = 5/6 = 0, 8333, considerado inadequado

para laminados. Isso ocorre porque a maioria das abordagens produz valores semelhantes para
ambos os eixos, k, ~ k,, e esses valores estdo proximos de 5 /6. No entanto, essa proximidade é
uma coincidéncia e ndo invalida os métodos de correcdo especificos para placas laminadas, que
oferecem uma abordagem mais versatil e abrangente.

A Tabela [0 compara os valores obtidos para os fatores de correcdo nos diferentes

métodos analisados, apresentando o erro relativo em relag@o aos resultados analiticos para k¢ e
a O
k, em ().

Tabela 10: Fatores de correcdo de cisalhamento para a placa laminada retangular ndo simétrica
[0%90°], com H /a = 0, 1, por diferentes métodos.

ey ky
Reissner 0,8333 (6,73)° 0,8333 (3,55)°
Whitney 0,8212 (5,18)¢ 0,8212 (4,96)°
2D/3Di MEFG - 1iter 0,7513 (3,77)° 0,7824 (9, 44)°
2D /3D' MEFG - 3iter 0,7324 (6,20)° 0, 7840 (9,26)°

Verifica-se qque os maiores desvios em relacdo ao método de correcdo analitico sdo
encontrados para k; e kz’ o que explica os erros de quase 8% para v na Tabela 9. Além disso,
nesse problema em especifico, o valor uniforme k; = 5/6 mostra uma proximidade consideravel
com o método analitico, especialmente para k.

As Figuras @, @ e B1f apresentam os resultados ao longo da espessura para as tensoes
coplanares, tensoes transversais corrigidas e deslocamentos, respectivamente. Observa-se que
os resultados da Tabela E sdo consistentes em toda a espessura, com as curvas de todas as abor-
dagens de correcao analisadas visualmente muito préximas e apresentando pequenas variagoes

em relacdo a solucdo eldstica tridimensional.
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Figura 29: TensOes coplanares normalizadas para a placa laminada retangular ndo simétrica
[0%90°], com H/a = 0,1, determinadas pela FSDT com a aplicagdo de diferentes fatores de
corre¢do de cisalhamento.
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Figura 30: TensOes transversais normalizadas para a placa laminada retangular ndo simétrica
[0%90°], com H/a = 0,1, determinadas pela FSDT com a aplicagdo de diferentes fatores de

corre¢do de cisalhamento.
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Figura 31: Deslocamentos normalizados para a placa laminada retangular nao simétrica [0%/90°],
com H /a = 0, 1, determinados pela FSDT com a aplicagdo de diferentes fatores de corregio de
cisalhamento.
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7 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi analisar a influéncia dos fatores de correcdo de cisalha-
mento transversal em laminados modelados pela Teoria de Deformacao de Cisalhamento de Pri-
meira Ordem (FSDT) e resolvidos pelo Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG).
Foram implementadas diferentes técnicas para a determinagdo dos fatores de corre¢do em la-
minados. Para testd-las, foram analisados dois problemas lineares envolvendo placas laminadas
ortotrépicas: uma simétrica, composta por trés laminas na configuracao [0%/90°0°], e outra ndo
simétrica, composta por duas ldminas na configuracao [0°%/90°]. Além disso, utilizando solucdes
analiticas disponiveis na literatura, foi estudada a razdo das energias de cisalhamento transversal
como corre¢ao nos problemas analisados. Adicionalmente, foi desenvolvido um procedimento
iterativo para determinar os fatores de correc@o nos pontos de integracdo do processo de solugdo,
combinando os resultados precisos do MEFG com as melhorias proporcionadas pelas etapas de
pés-processamento.

Os resultados revelam que:

a) A aplicagdo arbitraria dos fatores de corre¢do determinados para placas homogéneas
em laminados € inadequada na maioria dos casos, pois ndo considera as particularidades
das estruturas laminadas, como as diferentes propriedades das 1aminas individuais e a

sequéncia de empilhamento.

b) A razdo analitica das densidades de energia de cisalhamento transversal mostra que
a correcdo depende de multiplas varidveis nos laminados, incluindo as dimensdes es-

paciais da placa.

¢) Os métodos especificos para a corre¢cao de cisalhamento em laminados ortotropicos
podem atingir resultados precisos, desde que a espessura da estrutura permita conside-

rar a placa como fina ou, no maximo, semiespessa.

d) Fatores de correcdo distintos sdao obtidos para laminados com diferentes configura-

¢oes, como demonstrado nos laminados [0°/90°/0°] e [0°/90°].

e) As melhorias proporcionadas pelos fatores de correc@o de cisalhamento e pelas eta-
pas de pds-processamento sdo limitadas pelo proprio modelo cinemdtico da FSDT,

especialmente quando a espessura da placa aumenta.

f) O método iterativo desenvolvido demonstrou resultados suficientemente aceitaveis
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para os laminados ortotrépicos analisados; além disso, o procedimento pode ser facil-

mente estendido para a andlise de laminados com diferentes graus de anisotropia.

g) Foram obtidos valores distintos para os fatores de corre¢ao nos pontos de integracao
do MEFG através do método iterativo. No entanto, nao foram observadas melhorias

significativas nos problemas analisados.

h) Ao comparar os resultados obtidos para o laminado simétrico e para o laminado nao
simétrico, observa-se que o primeiro é mais sensivel a corre¢do proporcionada pelo

fator de cisalhamento, k.

Esses resultados enfatizam a importancia de considerar os fatores de correcao de cisa-
lhamento transversal de forma adequada ao modelar laminados pela FSDT, especialmente para
garantir a precisdo dos resultados em diferentes configuragdes de laminados. Além disso, des-

tacam algumas limitacdes da FSDT na anélise de placas laminadas.

7.1 TRABALHOS FUTUROS

A partir das abordagens realizadas neste trabalho, algumas sugestdes para trabalhos

futuros incluem:

a) Implementacdo de um procedimento semelhante ao desenvolvido para considerar
os efeitos das deformacgdes nado lineares no calculo dos fatores de corre¢do de cisalha-

mento.

b) Expansdo da abordagem para incluir a determinagdo de fatores de correcdo em ana-

lises dinamicas.

c) Exploragdo de outros resultados das etapas de pds-processamento para utilizar como

corre¢ao, como, por exemplo, a distribui¢do dos deslocamentos ao longo da espessura.

d) Anadlise de laminados mais complexos, com diferentes graus de anisotropia.
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