UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CAMPUS FLORIANOPOLIS
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL - PROFMAT

Karina Gomez Pacheco

Resolucao de sistemas de equagoes lineares:

o pensamento computacional no escalonamento da matriz ampliada

Florian6polis
2024



Karina Gomez Pacheco

Resolugao de sistemas de equacgoes lineares:

o pensamento computacional no escalonamento da matriz ampliada

Dissertagao submetida ao Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional
- PROFMAT da Universidade Federal de Santa
Catarina como requisito parcial para a obten-
¢do do Grau de Mestre em Matematica. Com &rea
de concentracao no Ensino de Matematica.
Orientadora: Prof®. Dr2. Maria Inez Cardoso Gongal-
ves

Florian6polis
2024



Ficha catalografica gerada por meio de sistema automatizado gerenciado pela BU/UFSC.
Dados inseridos pelo préprio autor.

Pacheco, Karina Gomez

Resolucdo de sistemas de equacgdes lineares : o pensamento
computacional no escalonamento da matriz ampliada / Karina
Gomez Pacheco ; orientadora, Maria Inez Cardoso Gongalves,
2024.

288 p.

Dissertacdo (mestrado profissional) - Universidade
Federal de Santa Catarina, Centro de Ciéncias Fisicas e
Matemdticas, Programa de Mestrado Profissional em
Matemdtica em Rede Nacional - PROFMAT, Floriandpolis, 2024.

Inclui referéncias.

1. Matemédtica. 2. Pensamento Computacional. 3.
Algoritmos. 4. Método de Gauss-Jordan. 5. Fluxogramas. I.
Gongcalves, Maria Inez Cardoso. II. Universidade Federal de
Santa Catarina. Programa de Mestrado Profissional em
Matemdtica em Rede Nacional - PROFMAT. III. Titulo.




Karina Gomez Pacheco

Resolucao de sistemas de equacgoes lineares:

o pensamento computacional no escalonamento da matriz ampliada

O presente trabalho em nivel de mestrado foi avaliado e aprovado por banca

examinadora composta pelos seguintes membros:

Prof. Dr. Edson Cilos Vargas Janior
UFSC

Prof. Dr. Marcos André Braz Vaz
UFSC

Prof. Dr. Raphael Falcao da Hora
UFSC

Certificamos que esta é a versao original e final do trabalho de conclusdo que foi

julgado adequado para obtencao do titulo de Mestre em Matematica. Com area

concentragao no Ensino de Matematica.

Documento assinado digitalmente

Maria Inez Cardoso Goncalves

Data: 28/05/2024 17:45:39-0300

CPF: ***.897.119-*"

verifique as assinaturas em https://v.ufsc.br

Prof*. Dr®. Maria Inez Cardoso Gongalves

Coordenadora do Programa

Documento assinado digitalmente

Maria Inez Cardoso Goncalves

Data: 28/05/2024 17:46:01-0300

CPF: ***.897.119-**

Verifique as assinaturas em https://v.ufsc.br

Prof®. Dr®. Maria Inez Cardoso Gongalves

Orientadora

Florianépolis, 2024.

de



Dedico este trabalho ao meu pai José Carlos Silveira Pa-

checo (in memoriam), que me ensinou a ir a luta.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a pessoa mais importante da minha vida, minha irma Beatriz. Ao lado
dela, minha prima Aliane, que sempre acreditaram na minha capacidade e sempre me
incentivaram, mesmo quando tudo parecia perdido. O apoio de vocés foi um dos pilares
que sustentou a escrita deste trabalho. Sem vocés, nada parece fazer sentido.

A minha amiga Keilla, por toda a disposicao para me ouvir falar sobre o tema,
mesmo nao sendo da sua area, e compreensao pelas saidas adiadas por conta dos estudos.
Aos meus amigos Tiago, pelos anos de estudos em conjunto que se iniciaram em 2013,
e Joao pelos diversos dias de estudos em meio a pandemia e por me ensinar técnicas de
respiracao em momentos de ansiedade pré prova.

Aos professores Amar, Celso, Eliezer, Giles, Maria Inez e Sergio pelo conhecimento
compartilhado durante esses anos e por toda a compreensao que tiveram. Aos professores
que fizeram parte da minha educacao escolar, pois sem eles jamais chegaria aqui. Aos meus
amigos pelas horas de conversa e disponibilidade em dar sugestoes para este trabalho.

Agradeco imensamente aos alunos que estiveram comigo durante o periodo de 2021-
2024, principalmente aos alunos do periodo noturno que me acompanharam nas aulas
de sexta-feira pds aulas do mestrado. Vocés foram o melhor apoio emocional, sempre me
colocando para cima e dando sentido a minha profissao.

E por fim, gostaria de agradecer novamente a professora Maria Inez, nao sé pela
orientacao e sugestao do tema, mas por todo apoio durante os momentos dificeis. Vocé é

uma mulher incrivel.



“Ai Strange, sabe o que €
mais trado do que magia?
Matemdatica.”

(Peter Parker, 2021)



RESUMO

Neste trabalho, investigamos o pensamento computacional como uma ferramenta para
a resolucao de problemas. A pesquisa se concentrou em como a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) aborda o pensamento computacional em suas competéncias e habili-
dades, bem como na insercao desse tema na formacao de professores, tanto inicial quanto
continuada. Além disso, examinamos como os livros didaticos aprovados pelo Programa
Nacional do Livro Didatico (PNLD) para o ensino médio tratam da resolucao de sistemas
de equagoes lineares e se ha alguma relagdo com o pensamento computacional. Observou-se
uma lacuna na abordagem dos sistemas lineares nos livros didaticos, especificamente na
auséncia do método do escalonamento de matrizes. Como resultado escrevemos, a partir
do método de Gauss-Jordan, uma fluxograma para auxiliar os estudantes nesse processo,
além de dois materiais didaticos: um destinado ao professor e outro ao estudante.

Palavras-chave: Pensamento Computacional. Método de Gauss-Jordan. Algoritmos. Flu-
xogramas.



ABSTRACT

In this work, we investigate computational thinking as a tool for problem-solving. The
research focused on how the Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [National Common
Curricular Base] addresses computational thinking in its competencies and skills, as
well as the integration of this theme into teacher education, both initial and continuing.
Furthermore, we examined how textbooks approved by the Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD) [National Textbook Program| for high school address the resolution
of systems of linear equations and whether there is any relationship with computational
thinking. A gap was observed in the treatment of linear systems in textbooks, specifically
in the absence of the matrix scaling method. As a result, we wrote, based on the Gauss-
Jordan method, a flowchart to assist students in this process, in addition to two teaching
materials: one for the teacher and the other for the student.

Keywords: Computational Thinking. Gauss-Jordan method. Algorithms. Flowcharts.
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1 INTRODUCAO

Resolver problemas, desde os mais simples até os mais complexos, é uma das tarefas
de um matematico. Reduzir sua complexidade dividindo-os em partes, extrair os dados
relevantes, reconhecer padroes e criar uma estrutura logica sao alguns caminhos para
resolver um problema. Esses sao exemplos das habilidades que cientistas da computacao
desenvolvem ao resolver problemas em sua area, e a partir de pesquisas, Wing (WING,
J. M., 2006) reuniu essas habilidades no que ela chamou de Pensamento Computacional
(PC).

Esse tema é discutido por diversos cientistas da computagao e educadores (WING,
J. M., 2006; WOLFRAM, 2016; BRACKMANN, 2017; BLIKSTEIN, 2008). Apesar de ser
apresentado por Wing, a resolucao de problemas utilizando habilidades computacionais
ja despertava interesse e era motivo de pesquisas por parte do educador Seymour Papert
(PAPERT; SOLOMON;, 1971; PAPERT, 1980), porém exclusivamente para a educacao
de criancas.

Leis e documentos norteadores da educagao basica atuais trazem em seus textos a
inclusao do pensamento computacional. Um exemplo é a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) que descreve que o pensamento computacional “envolve as capacidades de com-
preender, analisar, definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas
solugoes, de forma metodica e sistematica, por meio do desenvolvimento de algoritmos”
(BRASIL, M. d. E., 2018, p474). Ja nos de cursos superiores, esse tema é trabalhado tanto
na formagao inicial quanto na formagao continuada de professores (BRASIL, C. N. d. E.,
2019). Com a relevancia do tema e crescente destaque nos documentos educacionais, surge
uma questao principal: como abordar esse método de resolucao de problemas ou utiliza-lo
em sala de aula?

No contexto da educagao bésica, é comum encontrar estudantes que possuem aver-
sao a matematica. Muitos questionam a relevancia e aplicacao dos contelidos matematicos
para suas vidas, como se apenas isso justificasse o estudo. No entanto, a matematica vai
além de suas aplicagoes; ela contribui para a estruturacao do pensamento, no desenvolvi-
mento do raciocinio logico e no desenvolvimento de habilidades para enfrentar desafios da
nossa sociedade.

Uma maneira de desenvolver esses aspectos ¢ por meio da resolucao de problemas
contextualizados, o que, além disso, pode tornar o ensino da matematica mais atrativo
para os estudantes. Ao envolver-se com situacoes problemas, os estudantes podem atribuir
significado aos conceitos matematicos, além de desenvolver habilidades que assemelham-se
ao método do pensamento computacional.

No entanto, mesmo com um ensino baseado na resolucao de problemas, muitos
estudantes enfrentam dificuldades ao manipular expressoes algébricas e equagoes, frequen-

temente devido a falta de uma base sélida ou a dificuldade em lidar com expressoes
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algébricas. Esse desafio torna-se particularmente evidente ao abordar sistemas lineares,
principalmente quando trata-se de resolver sistemas de dimensoes superiores ao tradicional
2x2.

Um estudo realizado por Machado e Dutra (2022) mostrou que, diante dos desafios
enfrentados no ensino de sistemas lineares de equagoes do 1° grau, a aplicacao dos pilares
do Pensamento Computacional revelou-se uma abordagem promissora. Com a analise da
Prova Parana, onde os estudantes demonstraram um desempenho insatisfatério, o PC
passou a ser abordado e os estudantes apresentaram 90% de acertos na resolucao de
problemas de menor complexidade e 71% de acertos nos de maior. O estudo foi realizado
com estudantes do 1° ano do ensino médio em uma escola localizada ao noroeste do
Parana.

Com o objetivo de contribuir para minimizar essas dificuldades apresentadas pelos
estudantes do ensino médio, esta pesquisa envolve um estudo para compreender o que é
pensamento computacional e como se espera que ele seja abordado na educacao basica,
em especial no ensino médio, explorando leis e documentos educacionais a fim de entender
se ha informacoes sobre o pensamento computacional na formacao inicial e continuada
dos professores. Além disso, desenvolveu-se uma investigacao sobre o ensino de sistema
de equacoes lineares a partir dos livros didaticos, em especial como é encontrada a sua
solucao.

Apos a pesquisa e investigacao nos livros do ensino médio, identificou-se uma lacuna
no ensino da resolucao de sistemas de equacoes lineares. Com o intuito de complementar
os materiais didaticos disponiveis para os professores, iniciou-se o desenvolvimento de um
material didatico focado na resolucao de sistemas, onde sugere-se o método de Gauss-
Jordan como opcao para a solugao de um sistema. Esse material consiste em duas apostilas:
uma direcionada ao professor, contendo uma proposta de 11 planos de aula, e outra
destinada aos estudantes. Os anexos deste trabalho apresentam esse material didatico.

Assim, o trabalho apresenta-se da seguinte forma: o segundo capitulo explora
o conceito de pensamento computacional e a importancia do desenvolvimento de suas
habilidades para a solucao de problemas. Além disso, apresentamos como a BNCC aborda
o método e investigamos como os programas de graduacao e de formacao continuada de
professores estao inserindo esse tema em seus curriculos. Também sao discutidos desafios
associados ao ensino médio e examina-se como a metodologia de resolucao de problemas
contribui para ensino da matematica.

O terceiro capitulo aborda uma investigacao nos livros didaticos aprovados pelo
Programa Nacional do Livro e do Material Didéatico (PNLD), onde identificamos lacunas
no ensino da resolucao de sistemas de equagoes lineares. O quarto capitulo explica as fases
envolvidas na criagdo do produto educacional. O quinto capitulo encerra o trabalho com
as consideragoes finais. E por fim, nos anexos, encontram-se as apostilas desenvolvidas

para professores e estudantes.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo apresenta-se em trés segbes. Na primeira se¢ao (2.1), introduzimos o
PC, com base nas defini¢goes dos principais autores do método onde destacamos que nao
hé a necessidade do uso de um computador, uma vez que nao sera tratado nesse trabalho
de letramento digital e programacao. Também demonstramos como as habilidades desse
método podem ser utilizadas para resolver problemas matematicos.

Na segunda se¢ao (2.2), descrevemos como o PC foi incluido na educagao bésica
brasileira a partir de leis e documentos oficiais.

Por fim, na terceira segao (2.3) apresentamos a metodologia de resolugao de pro-

blemas utilizada para o ensino da Matematica.

2.1 PENSAMENTO COMPUTACIONAL

Problemas complexos sempre desafiaram diversas areas do conhecimento, levando
a humanidade a enfrentar situacoes imprevistas. Essas situagoes abriram portas para
novas descobertas, que contribuiram para a construgdo do conhecimento humano e do
avanco cientifico e tecnoldgico. Atualmente, é possivel utilizar técnicas matematicas e
computacionais cada vez mais criativas e sofisticadas, seja para o sequenciamento do
DNA, simulacoes nas engenharias, analise de grandes conjuntos de dados nas areas sociais
ou nos mais variados contextos (STADEN, 1979; MESSING; CREA; SEEBURG, 1981;
UNIVERSITY, s.d.).

Fragmentar um problema dificil, reconhecer padroes, fazer abstragoes e criar al-
goritmos sao habilidades utilizadas por cientistas da computacao. Com isso, é possivel
identificar, orientar e contribuir para o desenvolvimento de solugoes dos desafios. Juntas,
essas habilidades compoem um método para resolver problemas chamado de Pensamento
Computacional (PC). Esse termo ganhou destaque por meio da pesquisadora Jeannette
Wing (2006), mas como pode ser visto a seguir, foi a partir de pesquisas na area educacional
que ele surgiu.

A origem do termo ¢é atribuida ao matematico e tedrico da aprendizagem Seymour
Papert, pois em sua obra Mindstorms: Children, Computers, and Powerful Ideas (1980),
traduzida para o portugués como “LOGO: computadores e educagao”, ele introduziu a
expressao “pensar como um computador”. No campo educacional, Papert dedicou-se a
pesquisas para compreender o uso de computadores na educacao de criancas. Ele elaborou a
teoria do construcionismo a partir das perspectivas trazidas a ele pela Teoria Construtivista
de Piaget.

Nao ha uma definicao de Construcionismo, embora entenda-se que nele o processo
de aprendizagem ocorre com o estudante construindo o seu conhecimento a partir dos
seus interesses, pois, com o seu envolvimento, a aprendizagem torna-se mais significativa.

Com ideias para o uso das tecnologias, Papert entendia que “a programacao e a depuracao
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de computadores podem fornecer as criancas uma maneira de pensar sobre seu proprio
pensamento e aprender sobre seu proprio aprendizado” (MIT, 2016, tradu¢do nossa).
Além disso, Papert foi responsavel pelo desenvolvimento da linguagem de programacao
LOGO, através da qual é possivel criar ambientes de aprendizagem, colaborando para a
transformacao na maneira como a educagao poderia ser praticada.

Com o pensamento voltado para a resolucao de problemas, o matemético e pro-
fessor George Poélya, realizou importantes contribuicoes em seu livro A Arte de Resolver
Problemas (POLYA, 1945), onde apresentou métodos para solucionar questdes matema-
ticas que consistiam em percorrer uma lista mental de perguntas como: quais seriam os
dados do problema, se existem problemas correlatos, se é possivel reformular o problema,
entre outros itens. Em um de seus ambientes de aprendizagem, intitulado “A Geometria
da Tartaruga”, Papert se apoiava em casos especiais das sugestoes de Pdlya, pois via uma
importante forma de introduzir e relacionar as ideias de ambos.

E visivel a diferenca entre os métodos, pois os de Pélya nio necessitavam de
recursos digitais e eram voltados para problemas matematicos, ao passo que, para Papert,
a tecnologia constituia um elemento fundamental de suas abordagens educacionais. Embora
a aplicacao pratica desses métodos fosse tanto para questoes educacionais ou para questoes
matematicas e computacionais, as ideias de Papert e Polya contribuiram para os estudos
e o desenvolvimento do PC no decorrer dos anos.

A primeira apari¢gao do termo “Pensamento Computacional” surgiu no artigo Com-
putational Thinking (WING, J. M., 2006) publicado na revista Communications of the
ACM, onde Wing define que esse “envolve a resolucao de problemas, projecao de sistemas,
e compreensao do comportamento humano, através da extraciao de conceitos fundamentais
da ciéncia da computagao” (2006, p. 33). Wing defende que esse pode ser pensado para
além da ciéncia da computacao. Nao ha uma defini¢do tinica sobre o que ¢ o PC e Wing
continuou construindo sobre o método ao longo dos anos.

No seu artigo Computational Thinking - Benefits Society (WING, J. M., 2014),
ela refere-se ao processo mental utilizado para estruturar um problema e apresentar suas
resolucoes de maneira que possam ser executadas por humanos ou maquinas. Embora o
método pareca ser restrito ao campo da computagao, muitos pesquisadores fora da ciéncia
da computacgao o utilizam para auxiliar na resolucao de seus problemas.

Wing (2011) também destaca que é possivel, através do PC, identificar oportuni-
dades para empregar a computacao de maneiras inovadoras, envolvendo a utilizacao de
estratégias computacionais, além de reformular problemas e sugerir novas perguntas que
agora podem ser facilmente abordadas por meio da computagao. Outras defini¢des, que
serdo apresentadas a seguir, sobre o PC surgiram utilizando o computador como peca
chave, embora nao haja a necessidade de ser um especialista em computacao.

Uma das vantagens desse método é a sua simplicidade, pois nao precisa-se neces-

sariamente saber interagir ou utilizar computadores para desenvolver habilidades para
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solucionar problemas. Para o cientista da computagao Stephen Wolfram (2016), o Pen-
samento Computacional “consiste em formular coisas com suficiente clareza e de forma
suficientemente sistemética para que se possa dizer a um computador como fazé-las” (2016,
tradugao nossa). Ainda é apontado no site da empresa Wolfram Research que “a énfase
¢é aprender a levar situacoes da vida real e abstratas — muitas vezes para programas —
para que um computador possa calcular a resposta” (RESEARCH, s.d., traducao nossa).
Embora reconheca-se a importancia da tecnologia, o PC nao pode ser reduzido ao uso de
computadores ou ao nivel de letramento digital e programacao.

Segundo Brackmann (2017), o Pensamento Computacional “jamais pode ser con-
fundido com a simples aptiddo de manusear aplicativos em dispositivos eletrénicos (Alfa-
betismo Digital) ou uma forma de pensar de forma mecénica, limitando a criatividade da
mente humana”. Os recursos digitais sao bem recebidos como apoio, mas nao devem ser
vistos como uma exigéncia para a utilizacao do método e desenvolvimento de habilidades
para a resolucao de problemas. Além do mais, sabe-se da falta de acesso aos recursos
digitais, principalmente por populacoes carentes.

Consequentemente, outra vantagem do PC é a possibilidade desenvolver o pensar
dos cientistas da computagao sem o contato com o computador. Para que isso seja possivel,
dois conceitos sao apresentados: plugado (plugged) e desplugado (unplugged). O ensino
plugado tém a disposicao os dispositivos tecnolégicos para desenvolver a programagao. Por
outro lado, a aprendizagem pelo meio desplugado nao necessita de computadores ou outros
meios digitais, pois se da através de atividades com materiais manipulaveis de facil acesso,
buscando motivar o interesse por aspectos da computagao sem ensinar a programacao.

Do mesmo modo que Papert pensava em um contexto escolar, Wing (2006) descreve
que é fundamental que todas as pessoas desenvolvam habilidades utilizadas pelos cientistas
da computacao, as quais devem ser ensinadas as criancas paralelamente ao processo de
alfabetizacdo e o ensino inicial de aritmética. Como foi visto, para desenvolver essas
habilidades nao ha necessidade de uma maquina, uma vez que o pensamento computacional
nao ¢ sobre utilizar um computador. Em geral, ocorre um menor contato com o computador
nas séries iniciais do ensino escolar, mas ainda assim é possivel o desenvolvimento das
habilidades do PC nas criangas.

Com a popularidade e comercializacao deste método na area educacional, passou a
ser discutido em varios paises como poderia ser incluido nas grades curriculares do ensino
bésico e superior e quais seriam os seus beneficios. Tornou-se importante desenvolver o
PC nos estudantes desde cedo, capacitando as futuras geragoes independentemente do
campo profissional, pois atualmente encontram-se computadores cada vez mais intuitivos
e inteligéncias artificiais que sdo capazes de resolver problemas com grande eficiéncia em
questao de segundos. Com a expansao do pensamento computacional, hd a possibilidade
de mesmo aqueles que nao possuem especializacao na area tecnologica fazerem uso desse

tipo de procedimento.
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Com o objetivo de expandir o PC para contribuir em diversas areas, a Universidade
Carnegie Mellon na Pensilvania, vem, por meio de seu Centro de Pensamento Computa-
cional, estudando como esse método pode ser utilizado na previsao de disseminacgao de
doencas infecciosas, coordenacao de socorro a vitimas de desastres naturais, otimizacao
de transplantes de 6rgaos para salvar mais vidas e compreensao do impacto de politicas
governamentais (UNIVERSITY, s.d.). Percebe-se a relevancia desse método, pois auxilia
a solucionar problemas reais e facilitar avancos e novas descobertas.

Assim sendo, é inegavel a importancia que o PC possui, tanto na esfera profissional
quanto na educacional. Por isso, as habilidades devem ser desenvolvidas desde os anos
iniciais da vida escolar e estimuladas ao longo do percurso formativo. Entende-se também
a necessidade de professores com conhecimentos sobre esse método e curriculos escolares
construidos para incluir o PC. Diante das defini¢oes que surgiram, assume-se aqui nesse
trabalho que o PC é uma maneira de resolver problemas de diversos aspectos, tendo como
base as habilidades que cientistas da computagao possuem e utilizam em seus trabalhos.

Essas habilidades sao chamadas de Pilares do Pensamento Computacional.

2.1.1 Pilares do Pensamento Computacional

O primeiro passo para resolver um problema é entender o que de fato é um problema.
De acordo com Kudlik e Rudnik (1980), conforme citado por Gil (1988, p.5), “um problema
¢ uma situagao, quantitativa ou nao, para qual os individuos nao conhecem meios ou
caminhos 6bvios para obté-lo”. Assim, o caminho que se percorre até a solugao do problema
depende de alguns fatores, como considerar um ponto de partida, as estratégias utilizadas,
os conhecimentos prévios do assunto, a andlise de solugoes ja encontradas por outros, os
testes de hipdteses, o tempo disponivel, a validacdo da solugao, entre outros. A uniao
desses fatores podem determinar o grau de dificuldade do problema a ser enfrentado.

Além do mais, é provavel que de acordo com a dificuldade do problema haja um
bloqueio para resolvé-lo. Para isso, Stacey e Groves (1999) sugerem entender o que esté
causando o bloqueio, afastar o panico e tomar uma atitude fazendo algo. Essas sugestoes
parecem Obvias, mas a pessoa que esta diante de um problema complexo pode ser levada
a desistir por nao saber como comecar ou simplesmente medo de errar.

Com frequéncia o erro é visto como algo ruim. Porém, é interessante mudar a
postura diante dele, acostumar-se que erros podem ocorrer nas tentativas e ao invés de
apaga-lo deve-se tentar entender o que ocorreu, assim perde-se essa resisténcia e passa
a vé-lo como parte do processo (PAPERT, 1980). Procurar e lidar com a corregdo de
erros ¢ uma habilidade comum para cientistas da computacgao e esse processo é chamado
de debugar (debugging). Outras habilidades usadas por eles também sao tteis para a
resolucao de problemas.

O pensamento computacional é constituido por quatro habilidades: decomposigao,

reconhecimento de padroes, abstragao e algoritmos. Juntas auxiliam na interpre-
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tagao do problema, podendo reutilizar estratégias de problemas semelhantes e também

desenvolver estratégias novas com uma logica estruturada.

Figura 1 — Pilares do Pensamento Computacional

Decomposicao Abstracao

Reconhecimento

Algoritmos
de padrées

Pensamento Computacional

Fonte: Autoria prépria.

A decomposicao consiste em dividir o problema em partes menores, enquanto o
reconhecimento de padroes permite identificar as semelhancas nos detalhes. A abstracao,
por sua vez, isola detalhes irrelevantes e concentra-se nas partes relevantes. Os algoritmos
sa0 os responsaveis por escrever a solugao do problema em uma sequéncia de passos que
podem ou nao ser calculados por um computador. Entende-se que nem todo problema
precise obrigatoriamente passar por todas as etapas, uma vez que elas sao independentes
entre si.

Pélya descreve etapas utilizadas ao resolver problemas matematicos que se asseme-

lham aos pilares do pensamento computacional. Para Pdlya (1945, p. 4)

Primeiro, temos de compreender o problema, temos de perceber claramente
0 que é necesséario. Segundo, temos de ver como os diversos itens estao inter-
relacionados, como a incognita estd ligada aos dados, para termos a ideia da
resolucao, para estabelecermos um plano. Terceiro, executamos o nosso plano.
Quarto, fazemos um retrospecto da resolugdo completa, revendo-a e discutindo-
a.

A diferenca entre os pensamentos é apontada por Wolfram, onde descreve que
“O pensamento matematico trata de formular coisas para que possamos lidar com elas
matematicamente, quando isso for possivel. O pensamento computacional é uma histéria
muito maior e mais ampla, porque ha muito mais coisas que podem ser tratadas compu-
tacionalmente” (2016, tradugdo nossa). A semelhanca entre os dois pensamentos pode ser
explicada devido ao PC basear-se tanto no pensamento matematico quanto no pensamento
cientifico e da engenharia, como ja havia apontado Wing (2011).

Para lidar matematicamente com os problemas, é fundamental que o problema faca
sentido, seja para o mundo real ou nao, e conhecer os significados das ferramentas a serem

utilizadas. Por exemplo, ¢ comum ouvir nas séries iniciais perguntas como “é adi¢ao ou
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multiplicacao?” embora o estudante consiga executar os calculos, essas operagoes s irao
fazer sentido quando entenderem os seus significados, caso contrario se tornara sé uma
sequéncia de passos para obter um resultado.

Entao, a partir do momento em que é possivel compreender as aplicacoes dos
conceitos e nao apenas vé-los como formulas algébricas, consegue-se a liberdade de criar
suas proprias solugoes. Com a oportunidade de identificar erros e eliminar métodos que
nao sao eficazes, o problema torna-se mais interessante, deixando de ser apenas a resolucao
de calculos e possibilitando a criacao de estratégias.

Além disso, é essencial trabalhar com a ideia de questionar os resultados, se é
coerente com a situacao apresentada e se obtém-se o mesmo resultado de outra maneira.
Vale destacar também que, ao resolver um problema com base em um anterior, nao
se trata de uma simples repeticao do que ja foi feito. Isso pode significar que quem
esta resolvendo reconheceu algum detalhe e compreendeu que poderia utilizar a mesma
estratégia novamente. Da mesma forma, é preciso ter cautela para que os exercicios nao se
tornem meras repeticoes. Deve-se encontrar problemas que fujam de modelos repetitivos
ou de fixacao, trazendo sempre que possivel situagoes matematicas com base na atualidade.

Cabe ressaltar a importancia da leitura e escrita. Para Stacey e Groves, “uma leitura
inicial cuidadosa reduz a probabilidade de uma compreensao incorreta e uma releitura
ativa permite identificar interpretacoes erroneas ou informagoes que foram esquecidas”
(p. 20 1999, traducao nossa). As anotagoes auxiliam na estruturagdo do pensamento,
oferecendo a possibilidade de consulta-las sempre que surgirem duvidas sobre onde deseja-
se chegar. Além do mais, a elaboragao escrita da resolucao proporciona a outras pessoas,
ao se depararem com situagoes semelhantes, a oportunidade de consultar essa solucao e
usa-la como referéncia para suas préoprias questoes.

Nas préximas subsecoes serao explorados detalhadamente cada pilar do PC, para
isso serao utilizados problemas matematicos, mais especificamente sobre Sistemas de
Equacoes Lineares. Sera utilizado uma linguagem onde autor e leitor assumirao o papel
de quem iré realizar a acao solicitada no problema. Essa postura ¢ sugerida por Morgado
(2016) como estratégia para resolver problemas de Combinatéria, mas que aqui sera levada

para problemas de Algebra Linear.

2.1.1.1 Decomposicao

Para Pélya (1945) se vocé nao consegue resolver um problema, entao encontre nele
um problema mais facil e resolva-o. O primeiro estagio do PC é a decomposicao, que
consiste justamente em quebrar um problema em partes menores, analisd-lo em detalhes
e resolver cada pedaco construindo de maneira geral a solugao do problema. Entretanto,
nao basta s6 decompor o problema, é necessario também entender de que forma cada
parte pode contribuir para se chegar na conclusao e quais serao as decisoes tomadas. Em

geral, inicia-se atacando as partes mais trabalhosas do problema, para Morgado (2016) as
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dificuldades ndo devem ser adiadas.

A estratégia de decompor um problema em partes menores serve como ponto
de partida e pode ser utilizada tanto em situagdoes complexas quanto em situagoes
simples do cotidiano. Segundo Wing (2006), por meio do pensamento computacional,
tem-se a possibilidade de transformar um problema dificil em algo de facil resolucao ao
separa-lo em pedacos menores. Desta forma, a partir da primeira leitura do problema e
da compreensao do que ¢ solicitado, a primeira atitude a ser tomada é criar subproblemas
e identificar os elementos e a maneira de executar cada um deles. No problema a seguir,

essas estratégias serao utilizadas.

Problema inicial: (FESP - Adaptado) Uma pessoa alimenta seu cao combinando
o conteudo de duas marcas de ragoes preparadas pelos fabricantes X e Y. A tabela abaixo
discrimina a quantidade de unidades de vitaminas e de sais minerais em cada saco de

racao e a quantidade minima de unidades que o cdo deve consumir.

Tabela 1 — Quantidade minima de vitaminas e sais minerais

Racdo X Ragdo Y Minimo

Vitaminas 40 20 200
Sais minerais 20 40 200
Fonte: FESP

Se o saco da racao X custa R$10,00 e o da Y, R$ 15,00, determine a quanti-
dade inteira de cada saco a ser comprado de modo a minimizar os custos e satisfazer as
quantidades minimas requeridas.

Compreendendo o problema: O problema solicita a quantidade inteira de cada
saco de ragao a ser comprada, onde duas condigoes devem ser satisfeitas: atender a quan-
tidade minima de vitaminas e sais minerais e minimizar os gastos. Para isso, é fornecida
uma tabela com as quantidades e os valores de cada saco de racio. A primeira vista,
percebe-se que nao é facil abordar o problema de uma vez s6. Portanto, vamos utilizar a
decomposicao e dividir o problemas em subproblemas. Inicialmente, buscaremos determi-
nar a quantidade de sacos que atendem a condicao inicial. Em seguida, encontraremos os
valores correspondentes de forma inteira. Por fim, para a tltima condicdo, identificaremos
as quantidades de sacos que resultam no menor custo possivel.

Subproblema 1: Qual é a quantidade de sacos de ragdo para se ter a quantidade
minima de vitaminas e sais minerais desejada?

Nesse subproblema, nosso foco esta na determinacao da quantidade de sacos de
ragao, para isso vamos utilizar as informacoes que constam na tabela. Nesse sentido, as
incognitas sao as quantidades de sacos de racao a serem adquiridas de cada fornecedor. En-

tao, vamos criar uma equagao para cada linha da tabela. Denotaremos por x a quantidade
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de sacos a serem adquiridos da Racao X e por y a quantidade de sacos a serem adquiridos
da Racao Y. Dessa forma, a partir da primeira linha, obtemos a equagao 40x + 20y = 200,
enquanto a segunda linha resulta na equacao 20z + 40y = 200. Como queremos que as
duas equacoes sejam satisfeitas simultaneamente, temos o seguinte sistema de equagoes

lineares:

40r + 20y = 200
{ (1)

20z + 40y = 200

Podemos resolver o sistema por varios métodos, como, por exemplo, a adig¢ao
e a substituicao. Neste caso, optaremos por utilizar a adicao. Para isso, comegaremos

multiplicando o sistema por % para obter um sistema equivalente com valores menores.

40x 20 _ 200
% t % = %
2¢  + = 10
N Y . 2)
r + 2y = 10
20x 40 _ 200
% t % = %

Vamos multiplicar a equacao x — 2y = 10 por -2 para conseguir eliminar x.

20 + y = 10 (7)
—2r + —4y = —20 (i)

Agora, somando a equagao (i) com a equagao (ii), temos:

20 + y = 10
-2z 4+ -4y = =20
-3y = —10

Resolvendo a equagao —3y = —10,

Sy _-o 10
3~ -3 V=3
Substituindo o valor de y na equacao 2x + y = 10, obtemos

10
20+ — =10 =

3
10 10 10
Ut — - = 10— — =
T3 T3 3
o0r X 10



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 11

Concluimos que para se obter exatamente a quantidade minima devemos ter x =

y = 13—0. Porém, a questao exige uma quantidade inteira de sacos, que nao é o caso da

quantidade x e y que encontramos. Por isso, vamos ao subproblema 2.
Subproblema 2: Qual € a quantidade inteira de cada saco que devemos comprar?
Encontramos no subproblema valores nao inteiros. Temos que % + ? = 23—0 ~ 6,0,
desta forma a quantidade minima de sacos a ser comprada é 7. Vamos investigar quantos
sacos de cada racao podemos comprar de maneira a satisfazer a quantidade minima de

vitaminas e sais minerais. Acompanhe a Tabela 2.

Tabela 2 — Célculo das condigoes

(x,y) Vitaminas Sais minerais Conclusao

(1, 6) 40 .1+ 20.6 =160 20.1440.6 =260 Nao possui o minimo de
vitaminas

(2, 5) 40 .2+ 20.5 =180 20.2 440 .5 =240 Nao possui o minimo de
vitaminas

(3, 4) 40 . 3 4+ 20. 4 = 200 20.3+40.4 =220 Possui o minimo

(4, 3) 40 .4+ 20 .3 =220 20.4 440 .3 =200 Possui o minimo

(5, 2) 40 .5+ 20.2 =240 20.5+40.2 =180 N&o possui o minimo de
sais minerais

(6, 1) 40 .6 + 20 .1 =260 20.6 4+ 40 .1 =160 N&o possui o minimo de

sais minerais

Fonte: Autoria proépria.

A partir dos cédlculos da tabela, observamos que é possivel adquirir 3 sacos da racao
X e 4 sacos da racao Y, ou entao 4 sacos da racao X e 3 sacos da ragdo Y, uma vez que
ambas as opc¢oes atendem as exigéncias minimas de vitaminas e sais minerais. No entanto,
o problema ainda quer saber a opcao de menor custo. Portanto, vamos para a resolucao
do 1ltimo subproblema.

Subproblema 3: Qual € a quantidade minima de cada saco para se obter o menor
custo?

O problema nos informa que o saco da racao X custa R$10,00 e o saco da ragao Y

custa R$15,00. Utilizando as informacoes do subproblema 2, temos que

(3,4)=3-10+4-15 =
(4,3) =4-10+3-15

R$90, 00
R$70,00

Portanto, podemos afirmar que a quantidade minima de sacos necessaria para
minimizar os custos é de 4 para a racao X e 3 para a ragao Y.
Resposta do problema principal: Deve-se comprar 4 sacos da ragao do forne-

cedor X e 3 sacos da racao do fornecedor Y, gastando assim R$70, 00.
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Pode-se notar que, uma vez que o problema foi dividido em partes menores, ficou
mais simples resolvé-lo. Isso ocorre porque a decomposi¢ao permite uma analise detalhada
de cada parte do problema e quando observado individualmente contribui para diminuir

a complexidade inicial.

2.1.1.2 Reconhecimento de padrdes

Identificar semelhancas ou repeticdbes no comportamento de objetos é uma das
habilidades essenciais para a pratica da matematica. A vantagem é que os seres humanos
possuem a habilidade de identificar padroes, seja na arte, em fendmenos fisicos, estatisticos,
entre outros. Embora seja algo habitual, pode parecer que seja algo facil de identificar,
ou um trabalho simples. Porém, em muitos casos é necessario um esfor¢o maior para
identifica-los.

O reconhecimento de padroes pode ser aplicado até mesmo na resolucao de quebra-
cabecas. Por meio dele, é possivel categorizar as pecas do quebra-cabeca em diversos grupos,
levando em consideracao caracteristicas como cor, bordas e formato. Essa organizacao
facilita o encaixe das pecgas nos lugares apropriados. A ideia de classificar os objetos por
suas caracteristicas ou classes é o que define o reconhecimento de padroes.

Além da classificagao de objetos, segundo Brackmann (2017, p.36) “o Reconheci-
mento de Padroes ¢ uma forma de resolver problemas rapidamente fazendo uso de soluc¢oes
previamente definidas em outros problemas e com base em experiéncias anteriores.”. A
partir da classificacdo e identificacao da estrutura dos dados do problema, é possivel tomar
decisoes.

Uma equacao linear que possui apenas duas incégnitas representa uma reta no
plano. Vamos analisar sistemas 2x2 e observar o que acontece com as retas de acordo com
as solugoes do sistema.

Sistema 1:

r — 2y = 1
3v + 2y = 11

Resolvendo o sistema por escalonamento, obtemos a seguinte matriz:

Assim, o sistema apresenta uma tnica solugao (3,1). Essas duas equagbes repre-
sentam as seguintes retas concorrentes:

O ponto onde as duas retas se intersectam é o ponto (3,1), que é a solugao do
sistema. Nesse caso, dizemos que o sistema é consistente e possui solugao tinica!

Sistema 2:
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Figura 2 — Sistema 1: Retas Concorrentes

Y

r—2y=1

3r+2y =0

Fonte: Autoria prépria.

r — 2y =1
: (4)
20 — 4y = 2
Escalonando a matriz ampliada, obtemos:

1 -2 :1
0 0 :0
A 1ltima linha da matriz escalonada ficou com todos os seus elementos nulos.
Quando isso ocorre, temos apenas a equagao x — 2y = 1, ou seja, a solugao do sistema é
formada por todos os pontos que pertencem a reta y = —I’Tx.
Graficamente, temos:
Como temos duas retas coincidentes, dizemos que o sistema é consistente e possui

infinitas solucgoes!

Sistema 3:

r — 2y =1 (5)
r — 2y = 2



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 14

Figura 3 — Sistema 2: Retas Coincidentes

Y

r—2y=1

Fonte: Autoria prépria.

Obtemos 0-z4+0-y =1=0=1, o que é um absurdo. Podemos concluir que nao
existem valores para x e y capazes de satisfazer as duas equagoes do sistema.
O sistema nao possui solugao e as retas sao paralelas como podemos observar na

figura 4. Dizemos que o sistema é inconsistente e nao possui solugoes!

Figura 4 — Sistema 3: Retas Paralelas

r—2y=1

Fonte: Autoria prépria.
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O reconhecimento de padroes permite criar uma generalizacao das solu¢oes de um
sistema 2x2 com base nas caracteristicas observadas. Assim, existem trés possibilidades: o
sistema é consistente (podendo ter tinica solugdo ou infinitas solugoes) ou é inconsistente
(ndo possui solugdes). As solugoes dos sistemas com duas equagdes e duas incognitas

podem ser classificadas de acordo com as posi¢oes das retas no plano.

Figura 5 — Posicoes das retas no plano

Fonte: Autoria propria

2.1.1.3 Abstracao

Ao deparar-se com um problema complexo, muitas vezes é necessario concentrar-se
apenas nas informacgoes mais importantes, retirando partes ou caracteristicas que nao
sdo relevantes para solucionar o problema. Atividades cotidianas simples requerem essas
habilidades, como, por exemplo, realizar pesquisas em sites de busca na internet. Obtém-
se os resultados mais eficazes ao selecionar palavras-chave que representam melhor os

interesses.

Segundo Wing (2017, p. 8),

a abstracao é usada na definicao de padroes, generalizacdo de instancias espe-
cificas e parametrizacgao. E usado para deixar um objeto representar muitos. B
usado para capturar propriedades essenciais comuns a um conjunto de objetos
enquanto esconde distingoes irrelevantes entre eles.

Simplificar o problema, tornando visivel o essencial, ¢ denominado no pensamento
computacional como Abstracdo. Na matematica, a abstracdo é um bom suporte para
compreender alguns conceitos. Ao iniciar os estudos nos anos iniciais da educagao basica,
¢é necessario fazer abstracoes para o conceito de niimero, e logo apds nos anos seguintes
trabalhar utilizando letras para representar nimeros. Seguindo, aparecem as fungoes,
variaveis, e dados cada vez mais complexos, mostrando a importancia do desenvolvimento

de abstracoes desde a base dos estudos.
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Os reflexos de nao desenvolver essa habilidade desde cedo podem aparecer no
futuro, especialmente ao ingressar em cursos de nivel superior que envolvem disciplinas
como &algebra, cdlculo, andlise, entre outras. Para Spinelli (2011, p. 19) “o ato de conhecer
um objeto implica em vé-lo relacionado a outros, com significados diversos e que de alguma
forma se aproximam.” Uma das principais dificuldades reside em estabelecer significado e
conexao com o mundo real, o que, por conseguinte, torna a abstragao mais desafiadora.

De modo geral, a abstracao permite desenvolver estratégias para solucionar pro-
blemas, pois ao enxergarmos as situagoes de maneira simplificada, torna-se mais facil
identificar ferramentas para resolvé-las. Dessa forma, podemos criar representacoes mais
acessiveis do que desejamos solucionar. Para exemplificar uma abstracao utilizando siste-
mas de equagoes lineares, sera apresentado um problema sobre fluxo de redes, onde ha
conservacao do fluxo.

Define-se uma rede como um conjunto finito de ramos (ou arcos) pelos quais o
fluxo percorre. Em uma rede, existem pontos de encontro chamados nds ou vértices, e é
nesses pontos que o fluxo se divide.

Para evitar acimulos no meio, garantindo a livre circulacao ao longo da rede,
entende-se que, na conservacao do fluxo, a quantidade de fluxo de entrada em cada no é
igual a quantidade de fluxo de saida. Indica-se uma dire¢do e a quantidade que fluird ao

longo do ramo, como pode ser observado na Figura 6.

Figura 6 — Exemplos de fluxos de rede

Fluxo no no A Fluxo nono B Fluxo no né C
15 15 |
I I Y
| £ |4 |4
h+th=h+1 B = Gt N h+hLh+th=1%
Entrada Saida Entrada Saida Entrada Saida

Fonte: Autoria propria

O problema de fluxo de trafego a seguir foi extraido e adaptado do livro Algebra
Linear com Aplicagoes dos autores Anton e Rorres (2012, p.74).

Problema: Na Figura 7 pode-se ver o fluxo de trafego de uma certa cidade em torno
de uma de suas pracas, a Praga 15. Prevé-se a instalacao de um semaforo computadorizado

na saida norte da Rua Lavradio, e o diagrama indica o nimero médio de veiculos por hora
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que se espera ter nas ruas que circundam o complexo da praga. Todas as ruas sao de mao
unica.

Figura 7 — Fluxo de trafego

N A .
2 o Semaforo
opr
= \ A
Rua do Mercado ‘£ o
500 —>»—— < B—>——400
s| Praca | >
© 15 !
700 —<— 8 T —<——400
Rua do Comércio & @
A
600

Fonte: Anton e Rorres (2012, p. 75)

a) O semaforo deveria deixar passar quantos veiculos por hora para garantir que o
nimero médio de veiculos por hora que entra no complexo seja igual ao niimero

médio de veiculos que sai do complexo?

Resolugdo do item a: Para descobrir quantos veiculos o seméaforo deveria deixar
passar, precisamos saber quantos veiculos estao entrando na regiao e quantos veiculos ja

estao saindo. Para isso, vamos analisar as informacoes que a questao forneceu.

Figura 8 — Entrada e saida de veiculos

1200
500 ﬂ?
509
o —o
700 D 400
1 600

Fonte: Autoria prépria

Como mostra na Figura 8, em verde temos a entrada de veiculos (500 + 400 +
600 + 200 = 1700) e em vermelho a saida (700 + 400 = 1100). Vimos que a quantidade de
entrada deve ser igual a quantidade de saida. Desta forma, pelo semaforo devem passar

600 veiculos por hora.
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b) Supondo que o seméaforo tenha sido ajustado para equilibrar o fluxo total para dentro
e para fora do complexo da praca, o que pode ser dito sobre o niimero médio de

veiculos por hora que circulard pelas ruas que circundam o complexo?

Resolucao do item b:
Agora estamos interessados em saber o que acontece ao redor da praga, para isso

vamos analisar o fluxo de entrada nessas vias entre os nés A, B, C e D.

Figura 9 — Fluxo em torno da Praca

° —
A B‘
l X4 T Xy
D
s Ce
X
L]

Fonte: Autoria propria

Sabendo que o fluxo de entrada deve ser igual ao de saida, cada né formara uma
equacao:

N6 A: x4 + 23 =500+200 = x4+ x3 = T700.

N6 B: x9 + x3 = 400.

N6 C: z1 + 29 =600+ 400 = z7 + x5 = 1000.

N6 D: zy 4+ x4 = 700.

Com essas equagoes montamos o sistema:

r3 + x4 = 700

To + x3 = 1000. (6)
1 + T = 1000
T + z, = 700

Escrevendo o sistema na sua forma matricial, temos

001 1] [o 700
0 1 1 0| || |1000
110 0| |zs|  [1000
100 1| |a 700
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Com a matriz ampliada [A | b]

00 1 1 700
0110 1000
1100 1000 "
1 00 1 700 |
Ao escalonar a matriz ampliada, obtemos
100 1% 700]
01 0 —1 : 300
001 1 700
000 0 : 0]
Assim,
xp =700 —1
x9 =300 4 ¢
x3="700—1
Ty = 1.

Temos x4, como uma variavel livre, desta forma assumiremos x4 = t. Agora, para
interpretar o resultado encontrado, precisamos achar quais valores ¢ pode assumir.

Os valores de x1, z9, x3 € x4 ndo podem ser negativos, pois nessa situacao mostraria
um fluxo contrario e como as ruas sao de mao unica, nao pode ocorrer. Desta forma, como
0 < 7 <700 concluimos que t pode ser no maximo 700, ou seja, 0 < ¢t < 700. Com isso,

temos que o fluxo médio ao longo das vias ficard entre

0 <z <700
300 <z < 1000
0<z3 <700
0 <axy <700.

O processo de abstracao contribuiu para filtrar informacoes irrelevantes, permitindo
assim concentrar-se na esséncia do problema: a relagao entre o sentido das ruas e o trafego
de veiculos. Isso resultou na formulagdo de equagoes lineares que geraram um sistema,
onde os coeficientes foram utilizados para construir a matriz ampliada e resolver o sistema

por meio de escalonamento.

2.1.1.4 Algoritmo

Ada Lovelace, matematica e escritora que viveu no Reino Unido entre os anos de

1815 e 1852, dedicou-se aos estudos da “Maquina Analitica”, criada pelo matematico e
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inventor Charles Babbage. Ao reconhecer o potencial desta maquina para realizar uma série
complexa de operacoes matematicas, Ada desenvolveu um algoritmo capaz de calcular a
Sequéncia de Bernoulli. Sua contribuicao fez com que ficasse conhecida como a criadora do
primeiro algoritmo, sendo pioneira na programacao de computadores (REED; HEWITT,
s.d.).

O termo “algoritmo” é amplamente utilizado na atualidade, principalmente quando
trata-se de redes sociais, servicos de streaming, mecanismos de busca na internet e assim
por diante. Porém, é comum que as pessoas associem imediatamente a ideia ao computador.
Contudo, nao é sempre necessario que um algoritmo dependa de um computador; ele requer
apenas um agente, seja humano ou maquina, capaz de compreendé-lo e implementa-lo. A
seguir, serao apresentadas trés defini¢oes de algoritmo de diferentes autores, que embora
tenham variagoes convergem para alguns principios fundamentais.

Para Ferrari e Cechinel (2008, p.15) um algoritmo é “uma sequéncia finita de passos
(instrugdes) para resolver um determinado problema”, destacando que essa sequéncia
estabelece um padrao de comportamento a ser seguido para alcancar um resultado.

Moreira (2011, p.4) enfatiza que um algoritmo é “um conjunto finito de instrugoes
que, se executadas, permitem a manipulagao de um conjunto finito de dados de entrada
para produzir um conjunto finito de dados de saida, dentro de um tempo finito”. Salete
Buffoni (2003, p.11) complementa essa perspectiva ao descrever um algoritmo como “uma
sequéncia logica de agdes a serem executadas para se realizar uma determinada tarefa”.

Em conjunto, essas defini¢oes ressaltam a ideia de que um algoritmo é uma série
de passos bem definidos e 16gicos que orientam a resolugao de problemas ou a execugao de
tarefas de maneira eficaz e precisa. Considerando as defini¢oes encontradas na literatura
e o emprego de algoritmos na resolu¢ao de problemas, é justificavel que os algoritmos
tornem-se parte essencial dos pilares do PC, sendo, possivelmente, o mais relevante deles,
pois os algoritmos englobam a decomposicao, o reconhecimento de padroes e a abstragao.

Ha trés formas de algoritmos mais utilizadas: a descricao narrativa, o fluxograma
e o pseudocodigo. A descrigao narrativa envolve a escrita de passos em uma linguagem
materna, como o portugués. Embora nao exija a aprendizagem de novos conceitos, a
utilizacao da linguagem natural pode resultar em interpretagoes variadas, que pode gerar
erros ao coloca-lo em um programa (ASCENCIO; CAMPOS, 2008). Um exemplo de
descricao narrativa pode ser vista para descrever as situagoes mais simples do cotidiano

como, por exemplo, atravessar a rua em seguranca, como pode ser visto a seguir.

1. Olhar para os dois lados da rua;

e Olhe ao redor para identificar uma faixa de pedestres proxima.
» Vire-se na direcao da faixa de pedestres.

e Olhe para os dois lados da rua e observe o trafego vindo da esquerda e da

direita.
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2. Verifique o trafego;

e Se nao estiver vindo nenhum carro de nenhum dos lados OU se os carros que

estiverem vindo pararem para permitir a travessia dos pedestres,

o Entao continue para o préximo passo.
3. Atravessar a rua;

e Com cuidado e observando constantemente o trafego, inicie a travessia da rua

na faixa de pedestres.
4. Continuar observando o tréafego;

« Enquanto atravessa a rua, continue observando o trafego em ambos os lados.

Esteja preparado para parar e esperar, se necessario.
5. Concluir a travessia;

o Ao chegar com seguranca ao lado oposto da rua, certifique-se de estar comple-
tamente fora da faixa de pedestres e continue seu caminho com seguranca. Fim

do Algoritmo.

Esse algoritmo pode ser escrito por meio de um fluxograma, como na Figura 10.

Figura 10 — Fluxograma: Atravessar a rua
L Inicio }

Olhe para am-
bos os lados

l

Nao Espere até que
Nao hé carros? )——> ~ :
nao haja carros

Sim

Atravesse a rua

e
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O fluxograma, por sua vez, utiliza uma representacao grafica de passos com simbolos
predefinidos. A visualizacao grafica, ao invés de escrita, apresenta uma facilidade para a
sua compreensao, porém ha a necessidade de aprender a simbologia dos fluxogramas e
pode gerar um algoritmo que nao contenha detalhes suficientes (ASCENCIO; CAMPOS,
2008).

Por fim, o pseudocédigo consiste na descricao de passos com base em regras pre-
definidas, substituindo simbolos graficos por termos da linguagem de programacgao. Com
isso é possivel realizar a tradugdo para qualquer linguagem de programacao, embora exija
o aprendizado das regras do pseudocddigo (ASCENCIO; CAMPOS, 2008). O mesmo
algoritmo para atravessar a rua foi escrito utilizando a linguagem Python e pode ser visto

na Figura 11.

Figura 11 — Algoritmo escrito em Python

import time

def observar_carros():
carros_direita = input("Esta vindo carros da direita? (sim/nao): ").lower()
carros_esquerda = input{"Esta vindo carros da esguerda? (sim/nao): ").lower()
return carros_direita, carros_esguerda

def atravessar_ruva():
print("Vocé estd na faixa de pedestres.")
resposta = input("E seguro atravessar? Digite 'sim' para atravessar ou 'nao' para esperar: ").lower()

if resposta == “"sim":
print("Vocé esta atravessando a rua...")
time.sleep(3) # Simulando o tempo de travessia
print("Vocé atravessou com seguranga.")

elif resposta == "nao":
carros_direita, carros_esquerda = observar_carros()
if carros_direita == "sim" or carros_esquerda == "sim":

print("Vocé decidiv esperar. Observando o trafego...")

time.sleep(2) # Simul Y d ro

atravessar_rva() # Chamo r
else:

print("Parece sequro atravessar agora.")

atravessar_rva()

else:
print("Por favor, responda com 'sim' ou 'nao'.")
atravessar_rua() # Chamo recursivamente o fungdo se a entrada ndo for reconhecida

print("vocé estd em uma rua e deseja atravessar na faixa de pedestres.”)
observar_carros()
atravessar_ruva()

Fonte: Autoria prépria

Além de situagdes corriqueiras do dia a dia, os algoritmos sao utilizados, por
exemplo, em sala de aula logo no inicio da vida escolar. Ha4 exemplos, como o processo
de multiplicacao e divisao, que podem ser considerados alguns dos primeiros algoritmos
matematicos que os alunos realizam, mesmo sem reconhecé-los como tal. Os livros didaticos
ja trazem esse termo, como pode ser visto na Figura 12.

Os algoritmos sao utilizados com frequéncia na execucao de calculos matematicos.
Por exemplo, foi abordada a resolucao de sistemas de equagoes lineares 2x2 por meio de
métodos de adicao e substituicao. No entanto, ao estudar algebra linear e suas aplica-
¢oes, nos deparamos com sistemas mais extensos que demandam métodos mais eficientes,

inclusive executaveis por computadores.
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Figura 12 — Algoritmo da multiplicacao

0 ALGORITMO DA MULTIPLICACAO

Para efetuar uma multiplicagdo, podemos utilizar dois processos: da decom-
posigdo e do algoritmo usual.
Acompanhe as situagbes a seguir.
E® No anfiteatro de uma escola ha 6 fileiras com 24 poltronas em cada fileira.
Quantas poltronas ha nesse anfiteatro?
Para resolver esse problema, podemes calcular 6 - 24.
Observe um esguema utilizando a disposi¢ao retangular:

i U N—— &
I T [ 1
T 6% 20 =120
= ]slvzo-uzﬁ 4 | L leoia-2a BX 4= 24 +
A L
| I | | | | 144
1 0 EEEEE

Usando o algoritmo, temos:

20+ 4 é-:l
Q_l
X6 ou X 6
24 144
+ 120
144

Giovani (2022, p.50)

Uma técnica amplamente utilizada em sistemas de equacoes lineares é a eliminacgao
de Gauss-Jordan, assim denominada em homenagem aos mateméaticos Karl Friedrich Gauss
e Wilhelm Jordan. Este método consiste em representar o sistema na forma matricial e
utilizar a matriz ampliada para realizar operagoes elementares sobre suas linhas, visando
simplificar e resolver o sistema de forma eficiente.

Um sistema linear de m equacgao e n incognitas, em geral, é apresentado da forma:

a1 + a12T9 + ... 4+ ALy = bl
917 +  Qrs + ... +  agr, = by

(8)
Ap1T1 + GpmaXs + ...+ QGnTn = bmn

Porém, pode-se também representa-lo na forma matricial:

a1 a12 AT X1 b1
921 929 o Qop To b2

: =1 .| (9)
Al Ama - O, T, b

Desta forma, temos A -z = b, onde A é a matriz dos coeficientes, x a matriz das
incognitas e b a matriz dos termos independentes. Para escrever a matriz ampliada do

sistema utilizamos a matriz A e a matriz b, assim
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a1 a1 ... Qip b1
a921 a9 ... (QA9yp b2
[A]b]= (10)
1 Am1 Qm2 .. Amn bm_

As operacoes elementares que serao feitas sobre as linhas da matriz sao definidas

da seguinte forma:

Definicao 2.1.1 Sao trés as operagoes elementares sobre as linha de uma matriz:
1. Permutar duas linhas (L; <> L;);
2. Multiplicar uma linha por algum escalar a real diferente de zero (L; <— o - L;);

3. Somar uma linha com o produto de outra (L; - L; + o - L;).

Quando realizamos operagoes elementares sobre as linhas da matriz, podemos deixa-
la na forma escada. Para que uma matriz esteja na sua forma escada, assumiremos a

defini¢ao a seguir de Leon (1998, p.12).

Definicao 2.1.2 Uma matriz estd na forma escada se:
i. o primeiro elemento nao-nulo (pivd) de cada linha € 1;

1. se a linha k nao consiste apenas em zeros, o numero de zeros no inicio da linha k+1

¢ maior do que o numero de zeros no inicio da linha k;

111. se existirem linhas com todos os elementos iquais a zero, elas ficam abaixo de todas

as linhas nao-nulas.

Se continuarmos com as operagoes elementares até que o primeiro elemento nao-
nulo de cada linha seja o tinico elemento diferente de zero na sua coluna, dizemos que a
matriz estd na forma escada reduzida, ou simplesmente na sua forma escalonada.

A partir das defini¢bes apresentadas, podemos observar que para escalonar uma
matriz devemos seguir uma sequéncia logica de passos. Assim, podemos descrever o método
de Gauss-Jordan por meio de um algoritmo escrito em descri¢ao narrativa e por fluxograma.
Seguiu-se 0 método apresentado por Ascencio e Campos (2008, p.4) para a escrita de
algoritmos.

Algoritmo de escalonamento: Teste inicial — Se a matriz for nula, pare.

Passo 1 -

i. Localize a coluna mais a esquerda que nao seja zero e, se necessario, troque a primeira
linha com outra linha para trazer uma entrada nao-nula (pivd) para a primeira linha

desta coluna.
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ii. Divida a primeira linha pelo valor do pivé para obter um pivé igual a 1.

iii. Realize operacoes elementares para zerar os elementos que estao abaixo do pivo

encontrado no passo anterior.
Passo 2 -
i. Mova-se diagonalmente para a direita e para baixo, para a proxima linha e coluna.

ii. Se encontrar um elemento nao-nulo, este serd o proximo pivo. Normalize-o para 1 e

use operagoes elementares para zerar todos os elementos abaixo dele.

iii. Se a coluna inteira for nula, nao ha pivo a ser estabelecido. Neste caso, continue
movendo-se para a coluna seguinte até encontrar um pivo ou confirmar que todas

as colunas restantes sao nulas.

Passo 3 -

Continue este processo linha por linha, coluna por coluna, até que todos os pivos
estejam normalizados e todos os elementos abaixo dos pivos estejam zerados. Quando esse
processo terminar, a matriz que vocé obteve estara em forma escalonada. Agora, prossiga
com as seguintes etapas para colocar a matriz em forma escada reduzida.

Passo 4 -

Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.

Passo 5 -

Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estara na ultima linha nao nula.
Use-o para anular cada entrada acima dele em sua coluna.

Passo 6 -

Ignore a linha que vocé acabou de usar e volte ao Passo 4 e repita o processo para
a linha que esta acima até concluir o escalonamento.

Vamos resolver o sistema a seguir utilizando o algoritmo descrito acima.

r — y + z + w = 4

2r — - = -3

v v . (11)
r — 2y + w =
5x + 2z — w = 3

Primeiro, vamos escrever a matriz ampliada do sistema:

1 -1 1 1 4]
2 -1 -1 0 : -3
1 -2 0 1: 1
5 0 1 -1 : 5
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Teste inicial: A matriz nao é nula, seguimos com o algoritmo.

Passo 1

i. Localize a coluna mais a esquerda que nao seja zero e, se necessario, troque a primeira
linha com outra linha para trazer uma entrada nao-nula (pivd) para a primeira linha

desta coluna.

A coluna mais a esquerda é a coluna

[ O

ii. Divida a primeira linha pelo valor do pivé para obter um pivé igual a 1.

Etapa nao necessaria, pois o pivo ja é 1.

iii. Realize operacoes elementares para zerar os elementos que estao abaixo do pivo

encontrado no passo anterior.

LQ%LQ—Q'Ll =

Lg(—Lg—Ll =

+ 9 0O +1 — 1+ 5
-5 +5 -5 -5 - 20
0O +5 -4 -6 — 15

L4(—L4—5'L1 =

Com essas operagoes, a matriz ficard desta forma:

1 -1 1 1 4
0 1 -3 —2 © —11
(12)
0 -1 -1 0 @ -3
0 5 —4 —6 i —15]

Passo 2
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i. Mova-se diagonalmente para a direita e para baixo, para a proxima linha e coluna.

Vamos trabalhar com a segunda coluna

ii. Se encontrar um elemento nao-nulo, este serd o proximo pivo. Normalize-o para 1 e

use operacoes elementares para zerar todos os elementos abaixo dele.

O pivo ja é 1, vamos zerar os elementos abaixo dele:

-1 -1 0 — 3
+ 1 - 3 — 2 — 11
L3<—L3+L2 =
0 0 — 4 — 2 — 14
+ 5 — 4 — 6 — 15
— 5 4+ 15 4+ 10 + 55
Li<+ Lyi—5-Ls =
0 0 + 11 + 4 + 40
A matriz ficard
-1 1 1 4]
0 1 -3 -2 —11
0 0 —4 -2 —14
0 0 11 4 40|

Passo 3 - Continue este processo linha por linha, coluna por coluna, até que todos

os pivos estejam normalizados e todos os elementos abaixo dos pivos estejam zerados.

Quando esse processo terminar, a matriz que vocé obteve estarda em forma escalonada.

Agora, prossiga com as seguintes etapas para colocar a matriz em forma escada reduzida.

Da terceira coluna, fagamos:

« (ii) Divida a terceira linha pelo valor do pivd para obter um pivo igual a 1.

—_
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Lg ¢ — - Ls = 0 0 + 1 +

D=
+
[NIEN]

Desta forma,

1 -1 1 1 4]
0 1 -3 —2 @ —11
7
000 1 L oI
0 0 11 4 40 |

o (iii) Realize operagoes elementares para zerar os elementos que estao abaixo do pivo

encontrado no passo anterior.

L4<—L4—11'L3 =

1 -1 1 1 4]
0 1 -3 —2 @ —11
1 7
00 1 ! I
0 0 0 1 ~1]

Passo 4 - Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.
Passo 5 - Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estara na tltima linha

nao nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em sua coluna.

0O 0 + 1 + +

+

N N
NI N~

Lo+ Ly+3-1Ly =
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1 -1 +1 + 1 + 4
0 0 0 — 1 4+ 1
1

-1 4+ 14+ 0 + 5

Ly« L1 — L4 =

Ignore a linha que vocé acabou de usar e volte ao Passo 4 e repita o processo para
a linha que esta acima até concluir o escalonamento.

Passo 4 - Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.

Passo 5 - Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estard na ultima linha

nao nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em sua coluna.

o +1 -3 0 — 13
0 0O+ 3 0 + 12
o 1 0 0 — 1

LQ(—L2+3'L3 =

1 -1 +1 0 + 5
0 0O -1 0 — 4
1 -1 0 0+ 1

L+ L —Ls =

Ignore a linha que vocé acabou de usar e volte ao Passo 4 e repita o processo para
a linha que esta acima até concluir o escalonamento.

Passo 4 - Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.

Passo 5 - Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estara na tltima linha

nao nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em sua coluna.

1 -1 0 0+ 1
Oo+1 0 0 -1

1 0 0 0 O

L+ 11— Ly =

A matriz ficard na sua forma escada reduzida:

1000 0]
01 00 : —1
0 01O 4
00 01 -1
Logo, temos que z =0, y = —1, z =4 e w = —1 formam a solugao (0,—1,4,—1)

do sistema.
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1 -1 1 1] [o 4
2 -1 -1 -3 -1 -3

T = (14)
1 -2 0 1 4 1
50 1 5 |-1] |5

Ao utilizar a abstracdo para concentrar-se nos coeficientes e ao criar a matriz
ampliada do sistema, observou-se que o algoritmo de escalonamento nao s6 ajuda a
resolver o sistema, mas também a detectar erros em sua execuc¢ao. A eliminacao pelo
método de Gauss-Jordan é uma ferramenta que pode ser usada para demonstrar uma
organizagao na estrutura de calculos aos alunos, permitindo-lhes adquirir habilidades e
resolver problemas com maior rapidez através da préatica. Na Figura 13, pode-se observar

o algoritmo escrito em forma de fluxograma.
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Figura 13 — Fluxograma - Algoritmo de escalonamento

A matriz é
nula?

Inicio

()

Localize a coluna mais a
esquerda que nao seja nula.

:

O primeiro
elemento é
nulo?

Divida a linha pelo valor do
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2.2 CENARIO EDUCACIONAL BRASILEIRO

Nesta se¢ao, descrevemos como a Base Nacional Comum Curricular, que atualmente
é o principal documento da Educagao Basica, trata do pensamento computacional. Além
disso, investigamos a abordagem na formacao inicial e continuada dos professores. Também
exploramos dados de pesquisas nacionais e internacionais para compreender a realidade

do ensino médio e dos estudantes nessa etapa escolar.

2.2.1 Base Nacional Comum Curricular

Fundamentada na Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB) (1996),
a BNCC (2018) foi implementada para a Educacao Bésica com o objetivo de nortear
os curriculos e seus contetiddos minimos. Com um ensino voltado ao desenvolvimento de
competéncias, gerais e especificas, focadas nas aprendizagens essenciais que se desenvolvem
por meio de habilidades distribuidas ao longo do percurso formativo.

Para promover a formacao integral do estudante, a BNCC propoe dez Competéncias
Gerais para o ensino fundamental e médio. Algumas competéncias enfatizam as habilidades
de formular e resolver problemas, bem como o interesse pela integracao da tecnologia,
abrangendo nao apenas a utilizacao, mas também a criacdo de tecnologias digitais de
informagao e comunicagdo. Para tal objetivo, a BNCC sugere que ag¢oes sejam pensadas
para adequa-la as realidades locais, incluindo a selecao e aplicacao de metodologias e
estratégias didatico-pedagdgicas diversificadas.

As Competéncias Gerais desenvolvem-se dentro das competéncias especificas de
cada area do conhecimento. No ensino fundamental, os componentes curriculares sao
estruturados em cinco areas: Linguagens, Matematica, Ciéncias da Natureza, Ciéncias
Humanas e Ensino Religioso. Quando apresentada como area do conhecimento, a Mate-
matica nao se limita apenas aos seus aspectos comuns, como os processos de contagem e
medicao, pois ela se dedica a construcao de representagoes e argumentacoes para diversas
situagoes, trabalhando também com eventos aleatérios e criando abstracoes que podem
estar relacionadas ao mundo fisico ou nao (BRASIL, M. d. E., 2018).

Destacam-se aqui trés competéncias especificas da Matematica para o ensino fun-

damental. A competéncia 1 aborda a importancia de

Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupacoes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, e é uma
ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos
e para alicercar descobertas e construgoes, inclusive com impactos no mundo

do trabalho. (BRASIL, M. d. E., 2018, p.267)

Compreender a matematica como uma disciplina que permite novas descobertas
pode transformar o olhar comum que os estudantes tém desse componente curricular.

Essa competéncia traz consigo a oportunidade de construir a interdisciplinaridade entre
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as areas, pois, conforme menciona-se na se¢ao 2.1, a resolu¢do de problemas também
contribuiu para a evolugao tecnolédgica e social da humanidade.

A competéncia 5 propoe “utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive
tecnologias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais
e de outras dreas de conhecimento, validando estratégias e resultados” (2018, p.267).
Percebe-se, no geral que a BNCC apresenta termos relacionados ao meio digital, como
letramento digital, pensamento computacional, a utilizacdo de jogos eletronicos, softwares
educacionais e ambientes virtuais.

A competéncia 6 busca

Enfrentar situacoes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situacoes
imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario, ex-
pressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando diferentes registros e
linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua ma-
terna e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).
(BRASIL, M. d. E., 2018, p.267)

As competéncias 5 e 6 sao voltadas para a aplicacdo de métodos e ferramentas
matematicas. Para contribuir com o processo de ensino e aprendizagem, incluem o apoio
de tecnologias digitais fornecendo um contexto de validagao de estratégias e resultados
com a utilizacao de outras linguagens para descrever algoritmos que contribuem para a
formacao de cidadaos criticos e criativos.

Diferente do ensino fundamental, os componentes curriculares do ensino médio
estao organizados em apenas quatro areas do conhecimento: Linguagens e suas Tecnolo-
gias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias e Ciéncias
Humanas e Sociais Aplicadas. Nessa etapa, a Matematica é voltada para a resolucao de
problemas mais complexos, exigindo niveis maiores de abstragao, reforcando o que foi
visto nos anos anteriores.

Ressalta-se que, embora na etapa do ensino médio a BNCC de 2018 aborde temas
variados de forma transversal em todas as areas do conhecimento, é apenas na area da
matematica que o termo “pensamento computacional” é mencionado, ainda que suas habi-
lidades aparecam nas competéncias gerais da educagao basica. Ela define que o pensamento
computacional “envolve as capacidades de compreender, analisar, definir, modelar, resol-
ver, comparar e automatizar problemas e suas solucoes, de forma metddica e sistematica,
por meio do desenvolvimento de algoritmos” (BRASIL, M. d. E., 2018, p.474).

Com énfase ao uso de algoritmos como objeto de estudo, a BNCC apresenta tam-
bém outros pilares do pensamento computacional, como o reconhecimento de padroes,
relativo ao campo da Algebra, e a abstracao, sendo a elaboracdo de problemas um dos
responsaveis por favorecer seu desenvolvimento. Com eles, os estudantes tém a possibili-
dade de desenvolver técnicas para solucionar problemas, raciocinando, argumentando e se

comunicando através de seus préprios modelos, fortalecendo o protagonismo juvenil.
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A BNCC trouxe mudancas no curriculo do Novo Ensino Médio, que agora é cons-
tituido pela parte comum, formado pelas quatro areas do conhecimento, a parte flexivel

que é composta por itinerarios formativos. Na matematica, os itinerarios tém o foco no

aprofundamento de conhecimentos estruturantes para aplicacdo de diferentes
conceitos matematicos em contextos sociais e de trabalho, estruturando arranjos
curriculares que permitam estudos em resolugdo de problemas e analises com-
plexas, funcionais e nao-lineares, analise de dados estatisticos e probabilidade,
geometria e topologia, robdtica, automacao, inteligéncia artificial, programagao,
jogos digitais, sistemas dindmicos, dentre outros, considerando o contexto local
e as possibilidades de oferta pelos sistemas de ensino; (BRASIL, M. d. E., 2018,
p. 477)

Embora apareca somente na area da matematica, o pensamento computacional
compoem a parte flexivel do Curriculo Base do Ensino Médio de Santa Catarina (SANTA
CATARINA, 2021). A parte flexivel consiste em disciplinas semestrais ou anuais que os
estudantes podem escolher cursar, e é como um componente curricular eletivo que o PC
aparece.

Esse componente pertence ao topico “Ciéncia e Tecnologia” do Caderno 4 (2021,
p.156) e tem por objetivos de aprendizagem a identificacdo e aplica¢do dos pilares, bem
como descrever a estrutura logica de um algoritmo, reconhecer e utilizar linguagens de
programacao e criar hipoteses para resolu¢ao de um problema especifico, e implementé-las
aplicando algoritmos légicos. J4 no topico de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias,
o termo aparece como parte dos processos criativos do componente de conhecimentos
cientificos (2021, p.94).

Destaca-se que em 2022 foi homologado o texto complementar “BNCC Computacao”
onde sao expostos trés eixos: pensamento computacional, mundo digital e cultura digital.
Com a obrigatoriedade de ser incluido nas escolas a partir de outubro de 2023, nesse
texto o PC é incluido nas trés etapas do ensino béasico, descrevendo em cada etapa quais
sao os objetivos de aprendizagem. Também apresenta, por exemplo, no ensino médio a
competéncia especifica, a habilidade a ser desenvolvida, uma explicagao da habilidade e
exemplos de como trabalhar.

Além desse complemento e dos itinerarios formativos, o pensamento computacional
pode ser aplicado e ampliado através das competéncias especificas de matematica para o
ensino médio. A competéncia 3 sugere

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢bes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, ana-

lisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas,
de modo a construir argumentagao consistente. (2018, p. 531)

Cada competéncia propoe suas habilidades, tendo como exemplo, a habilidade de
codigo EM13MAT301 onde propoe-se “Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da
Matemaética e de outras areas do conhecimento, que envolvem equagoes lineares simul-

taneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais”
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e a de codigo EM13MAT315 com o objetivo de “Investigar e registrar, por meio de um
fluxograma, quando possivel, um algoritmo que resolve um problema” (2018, p. 536, 537).

Percebe-se nelas a relevancia da resolucao e elaboragao de problemas envolvendo
sistemas de equacoes lineares, com a possibilidade do uso de tecnologias digitais podendo
investigar possibilidades de se resolver por meio de algoritmos, mais especificamente
utilizando os fluxogramas.

A competéncia 4 conduz para a especificidade de “Compreender e utilizar, com fle-
xibilidade e precisao, diferentes registros de representagdo matematicos (algébrico, geomé-
trico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugao e comunicagao de resultados de
problemas” (2018, p. 538). Trazendo a computagao na habilidade de cédigo EM13MAT405
onde pretende-se “Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao na im-
plementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou mateméatica” (2018, p.
539).

De modo geral, presencia-se uma énfase para trés pontos: a resolucao e elaboragao
de problemas, o desenvolvimento de algoritmos e o uso de tecnologias digitais. Assim, a
BNCC influencia nao s6 os novos materiais didaticos, como também os exames nacionais

de acesso ao nivel superior e a formacao inicial e continuada dos professores.

2.2.2 Formacao dos professores

Com a presenca do Pensamento Computacional, os curriculos da formacao inicial
dos professores foram adequados e competiu a Unido essa revisao. Por meio da Resolucao
CNE/CP n° 2 de 2019 (BRASIL, C. N. d. E., 2019), que institui a Base Nacional Comum
para a Formacao Inicial de Professores da Educacao Basica, apresenta-se o interesse para
a pratica profissional para que o licenciando seja preparado para planejar acdes que
resultem em efetivas aprendizagens, bem como garantir o principio que todos sao capazes
de aprender.

Essa resolugao apresenta que, no primeiro ano de curso, sera reservada uma carga
horaria de 800 horas sendo distribuidas para a integracao das competéncias profissionais
docentes. Espera-se que o estudante adquira conhecimentos basicos sobre os fenémenos
digitais e pensamento computacional, bem como suas implicagoes na atualidade do ensino.
No contexto de desigualdades ao acesso a tecnologias no pais, como ficou evidenciado
durante o periodo de pandemia, torna-se necessario o fomento de leis e projetos para uma
maior qualificacao dos profissionais da educacao.

Através da instituicdo da Politica Nacional de Educacao Digital (PNED), feita
pela Lei n® 14.533 de 2023, observa-se as estratégias prioritarias do eixo Educacao Digital

Escolar, onde ha a °

‘promocao da formacao inicial de professores da educagao basica e
da educacao superior em competéncias digitais ligadas a cidadania digital e a capacidade
de uso de tecnologia, independentemente de sua area de formagao” e um destaque para

a “promocao de projetos e praticas pedagodgicas no dominio da légica, dos algoritmos,
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da programacao, da ética aplicada ao ambiente digital, do letramento midiatico e da
cidadania na era digital” (BRASIL, 2023).
Indo de encontro com as defini¢bes dos autores apresentados na secao 2, essa lei

apresenta que o Pensamento computacional se refere a

capacidade de compreender, analisar, definir, modelar, resolver, comparar e au-
tomatizar problemas e suas solugoes de forma metddica e sistematica, por meio
do desenvolvimento da capacidade de criar e adaptar algoritmos, com aplicacao
de fundamentos da computacdo para alavancar e aprimorar a aprendizagem e
o pensamento criativo e critico nas diversas dreas do conhecimento; (BRASIL,
2023)

A Lein® 14.817 de 2024, que estabelece diretrizes para a valorizacao dos profissionais
da educacao escolar basica publica, tras no artigo 3° que para uma valorizagao além do
plano de carreira é preciso contemplar a “formagcao continuada que promova a permanente
atualizacao dos profissionais”. Assim, no artigo 5¢ a formagao continuada deve contemplar
seis itens, onde destaca-se aqui a “oferta de atividades que promovam o dominio do
conhecimento atualizado e das metodologias de ensino mais modernas e a elevagao da
capacidade de reflexao critica sobre a realidade educacional e social” (BRASIL, 2024).

Além das leis e incentivos para a formacgao continuada nos estabelecimentos de
ensino, a plataforma para Ambiente Virtual de Aprendizagem do Ministério da Educacao
(AVAMEC) oferece em torno de 270 cursos gratuitos e on-line para fortalecer o continuo
estudo e a qualificacdo dos professores, sendo trés deles exclusivos para o estudo do
pensamento computacional. O curso “Introdugdo ao Pensamento Computacional” tem
uma énfase no estudo e compreensao dos quatro pilares, bem como as suas utiliza¢oes
na resolucao de problemas. Ja os cursos “Aplicagoes do Pensamento Computacional para
0s Anos Iniciais do Ensino Fundamental” e “Aplica¢oes do Pensamento Computacional
para os Anos Finais do Ensino Fundamental” tem por objetivo “Estimular a reflexao e
a identificacao de oportunidades para a aplicacdo em sala de aula dos quatro pilares do
Pensamento Computacional” (AVAMEC, s.d.). Nenhum curso é dedicado especificamente
para o ensino médio ou para alguma disciplina ou contetido.

Outros cursos sao fornecidos de maneira gratuita online por institui¢oes privadas,
como por exemplo a plataforma “Escolas Conectadas”, que consiste em um programa de
educacao digital promovido pela Fundagao Telefonica e pela Fundagao la Caixa. Nessa
plataforma ha cursos como “Introducdo ao Pensamento Computacional”. H4 também a
plataforma “Escola Virtual” da Fundagao Bradesco que apresenta o curso “Pensamento
Computacional” ambos com objetivos semelhantes aos cursos do AVAMEC também sem
direcionamentos a disciplinas e conteudos especificos.

As universidades e instituicoes, federais e estaduais, também disponibilizam cursos
sobre o PC como o Instituto Federal do Espirito Santo com o curso “Mooc de Lovelace:
Pensamento Computacional com Scratch”, “Pensamento Computacional” fornecido pela

Universidade de Sao Paulo e a Universidade Virtual do Estado de Sao Paulo que disponibi-
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liza em seu canal na plataforma de videos YouTube, um curso completo de PC destinado
a disciplina Engenharia de Computacao.

A BNCC também aponta a necessidade de “criar e disponibilizar materiais de orien-
tacao para os professores, bem como manter processos permanentes de formacao docente
que possibilitem continuo aperfeicoamento dos processos de ensino e aprendizagem” (2018,
p. 17). Como visto, embora existam cursos, nao é possivel encontrar neles a disponibiliza-
¢ao de materiais didaticos com identificacao a conteiidos matematicos, ficando a cargo do
professor preparar os materiais com o conhecimento assimilado durante o estudo.

Essa constante insercao da tecnologia nos curriculos educacionais contribui para
transformar o modo como se adquire e transfere conhecimento. Com isso, surgem novos
desafios educacionais para os professores como, por exemplo, adequar as metodologias de
ensino as necessidades e caracteristicas dos estudantes e inserir novo recursos tecnologicos
nas aulas. Esses desafios podem ser encarados como uma forma de proporcionar novas
possibilidades de aprendizagens. Porém com a defasagem de equipamentos ou até mesmo
a inexisténcia de de recursos tecnoldgicos em escolas ptublicas, tanto em regioes mais
isoladas como em grandes centros urbanos, acaba dificultando o pleno desenvolvimento
da educagao tecnologica.

Para isso ha vantagens no PC, enquanto recurso didéatico, pois como explica Wing
“é uma forma como humanos, e ndo computadores, pensam” (WING, J. M., 2006). Pode-
se desenvolver algumas habilidades da ciéncia da computacao sem ter o contato com
computadores por meio de atividades desplugadas, como visto na Secao 2.1.

Papert acreditava que “certos usos da poderosa tecnologia computacional e das
ideias computacionais podem prover as criancas com novas possibilidades de aprender,
pensar e crescer tanto emocional como cognitivamente” (1980, p.34). O perfil dos estu-
dantes da educacdo bésica brasileira estd em continua transformacio. E notével que estes
estao mais conectados através de computadores ou celulares.

Conforme a Base Nacional Comum Curricular,

E preciso garantir aos jovens aprendizagens para atuar em uma sociedade em
constante mudanca, prepara-los para profissdes que ainda nao existem, para
usar tecnologias que ainda ndo foram inventadas e para resolver problemas
que ainda ndo conhecemos. Certamente, grande parte das futuras profissoes
envolverd, direta ou indiretamente, computacao e tecnologias digitais. (BRASIL,
M. d. E., 2018, p.473)

Compreende-se a importancia de inserir recursos tecnoldgicos no percurso formativo
dos estudantes. No entanto, é fundamental compreender que apenas a insercao desses
recursos nao garante necessariamente uma melhoria na aprendizagem. A tecnologia deve
ser utilizada para construir novos saberes e nao apenas como complemento das aulas, apoio
em pesquisas na internet ou até mesmo escrever publicagoes em redes sociais. Deve-se ver

a tecnologia como uma ferramenta para aprender novas formas de se comunicar, pensar e
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produzir, assim os estudantes estarao no dominio e nao serdo apenas consumidores. Para

isso, é fundamental compreender o papel da tecnologia no ensino basico.

2.2.3 Desafios do Ensino Médio

O perfil dos estudantes da educagao basica brasileira estd em continua transforma-
cdo. E notével que eles estdo cada vez mais conectados através do computador ou celular.
Com isso, surgem novos desafios educacionais para os professores como, por exemplo, ade-
quar as metodologias de ensino as necessidades e caracteristicas dos estudantes e inserir
novo recursos tecnoldgicos nas aulas. Esses podem ser encarados como uma forma de
proporcionar novas possibilidades de aprendizagens. Porém, a insercao da tecnologia e as
praticas didaticas nao sao os obstaculos mais criticos.

O Programa Internacional de Avaliacao de Estudantes (PISA) é o maior estudo
sobre educacao a nivel mundial. Atualmente, 81 paises participam desse estudo, cujo
objetivo ¢ avaliar se adolescentes com idades préximas aos 15 anos possuem conhecimentos
e habilidades para a vida social e economica. Essa avaliacao, composta por testes e
questionarios respondidos através de um computador, aborda a leitura, matematica e
ciéncias. Em sua aplicacao mais recente, em maio de 2022, o foco principal foi para a
matematica.

O Brasil participa desse estudo desde 2000, e desde entdo tém sido revelados
indices abaixo do esperado em relagao a leitura e matematica. Em 2022, participaram
10.798 estudantes, dos quais 81,9% estavam cursando o ensino médio. A Organizagao
para a Cooperacao e o Desenvolvimento Econémico (OCDE) considera que o Nivel 2 em
Matematica é o minimo necessario para exercer completamente a cidadania. No entanto,
apenas 73% dos estudantes brasileiros alcancaram esse nivel. Esses dados obtidos através
do PISA apontam um cenario preocupante no ensino escolar.

Muitos fatores externos impactam na vida escolar dos estudantes, como o dificil
acesso a escola, o ambiente familiar, questoes emocionais, fisicas, a busca por emprego
para ajudar na renda familiar, e a distor¢cdo idade-série, entre outros. No questionario do
exame, foi relatado por cerca de 32% dos estudantes brasileiros que eles ndo conseguem
concluir bem a maioria ou todas as tarefas escolares. Outro dado relevante é a distracao
nas aulas por consequéncia do uso de dispositivos digitais, onde 45% se disseram distrair-se
ao utilizar e 40% ao ver outros estudantes utilizando.

Além disso, outro problema grave é a evasao escolar. Reconhecido como a principal
pesquisa estatistica da educagao basica, o Censo Escolar contribui com o fornecimento de
dados tanto para a compreensao da realidade educacional do Brasil, como para repasses de
recursos do governo federal, e repensar as politicas publicas, pois conta com a participacao
de todas as escolas ptblicas e privadas do pais. O ultimo Censo, realizado em 2022, concluiu
que houve um crescimento na taxa de evasao escolar no ensino médio, tanto em escolas

putblicas como nas privadas (2023).
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Com base nos resultados desses estudos educacionais, pode-se identificar muitos
problemas a serem discutidos. Mas, destacam-se aqui a evasao escolar e o baixo nivel
de aprendizagens minimas. Cabe aos 6rgaos governamentais criar estratégias e politicas
publicas para combater a evasao escolar, principalmente na parte mais carente da sociedade
e na etapa do ensino médio, que é onde ha a maior demanda dos jovens para adentrarem ao
mercado de trabalho. Com tudo, uma vez que os jovens estao na escola, deve-se assegurar
que eles concluam o ciclo béasico com conhecimentos minimos necessarios para exercer a
cidadania, inclusive como utilizar os recursos tecnologicos para auxiliar nesse processo.

Embora haja um contato maior das novas geragoes com esses recursos, segundo
Azevedo (2018, p.6), “é preciso mais do que ter nascido e crescido em contato com os arte-
fatos tecnoldgicos. O uso consciente das tecnologias deve ser ensinado e aprendido, como
qualquer outra habilidade cognitiva”. Para isso, é preciso que exista uma ressignificacao
sobre esses recursos, principalmente em ambientes escolares tanto para professores quanto
para estudantes, para que contribua com um ensino de qualidade.

Para Baccega (2003),

“o ensino de qualidade continua a ser aquele que busca, através de projetos
adequados, a inser¢ao do aluno como cidadéao critico. O uso da tecnologia poderd
favorecé-lo, amplia-lo, mas sua auséncia nao implicard falta de qualidade. Ao
contrario, o uso da tecnologia em projetos inadequados, muitas vezes pensados
apenas como vitrina de modernidade, falsa, tém-se revelado prejudiciais ao
processo de educacao” (BACCEGA, 2003, p.8).

E fundamental compreender que apenas a insercao de recursos nao garante necessa-
riamente uma melhoria na aprendizagem. Deve-se ver a tecnologia como uma ferramenta
para aprender novas formas de se comunicar, pensar e produzir, assim os estudantes esta-
rao no dominio e nao serdao apenas consumidores. A Suécia, por exemplo, esta priorizando
o tempo de leitura, a pratica de caligrafia e as pesquisas em livros, em vez de habilidades
de digitacao e pesquisas na internet. Assim, decidiu abandonar o uso de tablets no en-
sino dos anos iniciais e investir em livros impressos para melhorar seus indices de leitura
(GUARDIAN;, 2023).

Em seu artigo “O pensamento computacional e a reinvencdo do computador na
educagao”, Blikstein (2008) expde suas preocupagoes em relagdo ao uso da tecnologia para
ensinar os educandos, para ele “estamos ensinando nossos alunos que a tecnologia serve
para recombinar informagoes ja existentes, e nao para criar conhecimento novo”. O que
pode ser desafiador, uma vez que atualmente ha um maior acesso as inteligéncias artificiais
que sao capazes de resolver problemas com certa precisao, tirando o protagonismo dos
USUuArios.

Papert refletia sobre a tecnologia na educagao e para ele era importante “nao
porque projetei um futuro da educacao em que as criancas estardo rodeadas por alta

tecnologia, mas porque acredito que certos usos da poderosa tecnologia computacional e
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das ideias computacionais podem prover as criancas com novas possibilidades de aprender,
pensar e crescer tanto emocional como cognitivamente” (PAPERT, 1980, p. 34).
Com essa realidade, o uso consciente e responsavel das tecnologias deve ser estimu-

lado, uma vez que o estudante deve, de acordo com a Base Nacional Comum Curricular,

compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagdo e comunicagao
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagoes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
na vida pessoal e coletiva (BRASIL, M. d. E., 2018, p.9).

Desta forma, encontrar um caminho para mostrar que o tempo em frente a tela
pode proporcionar diferentes oportunidades de obter conhecimento, pode gerar uma apren-
dizagem mais atrativa e significativa, uma vez que a tecnologia ja faz parte do cotidiano
para tarefas diarias. Para as questoes de aprendizagem, é imprescindivel que os estudantes
saiam da posicao de ouvinte e fagam parte integrante da aula.

Nesse sentido, as habilidades desenvolvidas com o pensamento computacional sao
uma forma a contribuir para a melhora nos indices de leitura, interpretacao e resolugao de
problemas. Uma forma também de fazer o estudante compreender seu préprio raciocinio.
Sabe-se das questoes estruturais das escolas, porém apesar de nao necessitar de uma
maquina, deve-se ter cuidado ao implementa-lo para que nao fique apenas habilidades
desplugadas, ja que o letramento digital é de extrema importancia principalmente para a
inser¢ao dos jovens no mercado de trabalho. Assim, propoem-se a discussao sobre como

inserir o PC em metodologias de ensino ja conhecidas de forma a contribuir com o exposto.

2.3 ENSINO DA MATEMATICA

Ao longo das décadas até os dias atuais, foram desenvolvidos diversos caminhos
para aprender e ensinar matemadtica nas etapas escolares. Fiorentini (1995), em seu ar-
tigo “Alguns modos de ver e conceber o ensino da matematica no Brasil”, apresenta
algumas tendéncias em educacio matemdtica. E possivel que em cada uma o professor
e os estudantes ocupem posicoes diferentes frente ao estudo. Em resumo, a abordagem
formalista classica tem o professor como centro do processo de aprendizagem, enquanto
os estudantes desempenham um papel passivo, memorizando e repetindo procedimentos.
A abordagem empirico-ativista, focada na qualidade em vez da quantidade, enfatiza a
importancia de aprender a aprender, tornando o professor um facilitador da aprendizagem
e dando protagonismo ao estudante.

A formalista moderna volta a colocar o professor como centro, mas agora o estu-
dante reproduz a linguagem e os raciocinios apresentados pelo professor com maior rigor,
visando a formacao de especialistas em matematica. A tendéncia tecnicista, bastante
utilizada atualmente no ensino escolar, busca tornar o cidadao capaz e 1util ao sistema,

com a aprendizagem baseada em macetes, instrugoes e problemas modelo, reduzindo a
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matematica a um conjunto de regras. Esta tendéncia pode dar uma ideia equivocada de
qualidade de ensino, pois, uma vez que os estudantes sao programados, podem ter mais
sucesso em vestibulares. Nesta abordagem, o professor e o estudante se tornam persona-
gens secundarios, enquanto o protagonismo é atribuido aos objetivos institucionais, aos
recursos e as técnicas (FIORENTINI, 1995).

A abordagem construtivista apresenta o conhecimento matematico a partir das
acoes do homem com o meio ambiente e com as atividades, priorizando mais o processo do
que o produto. Nessa abordagem, o erro é valorizado, pois nao é visto como algo negativo,
e o professor estd mais proximo do estudante, que estd com seus pares desenvolvendo o
pensamento e interiorizando individualmente as reflexdes (FIORENTINI, 1995).

Pode-se perceber que ensinar matematica sempre esteve longe de ser uma tarefa facil.
Encontrar uma abordagem que se adequa ao ambiente escolar, aos recursos disponiveis
e, principalmente, as necessidades dos estudantes, demanda tempo. Em muitas escolas,
principalmente escolas publicas, ha uma imensa rotatividade de professores, o que dificulta
o trabalho continuo. O professor, ao receber uma turma nova, precisa desconstruir ideias
criadas ao longo das geragoes, como por exemplo, a ideia de que a matematica é dificil,
algo que esta acabado e uma area para poucos. Essas ideias se tornam medos que causam
bloqueios no processo de aprendizagem.

Também cabe a responsabilidade de atribuir significado aos objetos de estudo e
despertar o interesse por contetidos muitas vezes distantes da realidade dos estudantes e
aparentemente desvinculados do “mundo real”. Embora seja uma tendéncia na educacao
matematica, é possivel repensar e redefinir a concepcao de que a aula de matematica
se limita a reproduzir os cdlculos do professor. E possivel proporcionar a construcao do
conhecimento em vez de simplesmente repetir técnicas, permitindo assim que os estudantes
construam seus conhecimentos para além da sala de aula e nao restringindo seu aprendizado
apenas ao ambiente escolar.

No ensino escolar, especialmente nos primeiros anos, a matematica é abordada
de maneira ludica. Essa abordagem permite que os estudantes tenham uma experiéncia
diferente, onde a aprendizagem ¢ facilitada pelo uso de materiais didaticos adequados
para cada idade e por situacoes do cotidiano das criangas. No entanto, essa abordagem se
diferencia nos anos finais e, principalmente, no ensino médio, quando abstragoes, algoritmos
e aplicagoes sao introduzidos. Nessa etapa os professores trabalham com os conhecimentos
adquiridos e desenvolvidos ao longo dos anos iniciais pelos estudantes.

A importancia de estudar e analisar qual abordagem metodologica utilizar se
da principalmente no momento de planejar e executar as aulas, pois a forma como o
professor conduz esse processo é também um reflexo da sua prépria compreensao do que
é a matematica ou de experiéncias como aprendeu determinados contetidos. Ao conhecer
a teoria, é possivel tragar estratégias para planejar aulas que contemplem os objetivos

de aprendizagem. Para o ensino da matematica, existem diversas metodologias, como
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etnomatematica, modelagem, historia da matematica, informética, engenharia didética,
jogos, projetos e a resolucao de problemas, que podem ser exploradas pelos professores,
nao se limitando a utilizacao de apenas uma.

Segundo Romanatto, a resolucao de problemas significa

envolver-se em uma tarefa ou atividade cujo método de solugdo nao é conhe-
cido imediatamente. Para encontrar uma soluc¢ao, os estudantes devem aplicar
seus conhecimentos matematicos. Solucionar problemas nao é apenas buscar
aprender Matematica e, sim, fazé-la. Os estudantes deveriam ter oportunidades
frequentes para formular, tentar e solucionar problemas desafiadores que reque-
rem uma quantidade significativa de esforgo e deveriam, entdo, ser encorajados
a refletir sobre seus conhecimentos. Assim, solucionar problemas néo significa
apenas resolvé-los, mas aplicar sobre eles uma reflexdo que estimule seu modo
de pensar, sua curiosidade e seus conhecimentos. (ROMANATTO, 2012, p.302)

Segundo Boavida (2008), confrontar os estudantes com a resolugao de problemas
“facilita o desenvolvimento do raciocinio, da organizagdo do pensamento e da capacidade
de elaborar estratégias para lidar com situagoes desconhecidas, pelo que estimula a ma-
turidade intelectual” (BOAVIDA et al., 2008, p.127). Ao trabalhar em conjunto com o
professor, os estudantes assumem a postura de investigadores analisando os problemas,
criando estratégias, compreendendo e registrando seus préprios passos e raciocinios e,
principalmente, valorizando os erros.

Segundo Papert, “muitas criancas tém sua aprendizagem retardada porque possuem
um modelo de aprendizagem onde s6 existe o “acertou” e o “errou”” (PAPERT, 1980, p.39).
Nao compreender o erro numa perspectiva positiva leva o estudante a criar percepgoes
erradas sobre sua propria aprendizagem. Entende-se que a resolugao de problemas nao se
trata de dar uma resposta ou caminho pronto e nem transformar as aulas em um ensino
padronizado.

Conforme exposto na secao 2.2.1, com base em dados obtidos de pesquisas edu-
cacionais, observa-se nao apenas dificuldades em matematica basica, mas também um
destaque em problemas relacionados a leitura e interpretagao. Existe uma busca por parte
dos educadores de contextualizar situagoes e conteiidos no mundo real, mas é importante
ver que apenas isso nao garante necessariamente o interesse dos estudantes, pois muitas
vezes os contextos estao distantes de seus cotidianos. Observa-se que é necessario estimular
estudantes a identificar aplicagbes dos contetidos em seu préprio cotidiano, desenvolvendo
a habilidade de formular seus proprios problemas. Para isso, o professor deve ter um co-
nhecimento profundo do contetido, pois cabe a ele a responsabilidade de avaliar a correcao
do raciocinio desenvolvido pelo estudante.

A interdisciplinaridade é valorizada nos documentos que norteiam a educagao, pois
trabalhando com situacoes que envolvem areas como as ciéncias da natureza ou as ciéncias
sociais, é possivel auxiliar na maneira de pensar, no desenvolvimento critico, e a melhorar

aspectos da vida através da matematica. No préoximo capitulo serda apresentada uma
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investigacao na abordagem que os livros didaticos utilizam para a resolucao de problemas

e do pensamento computacional no ensino de sistemas de equagoes lineares.
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3 LIVROS DIDATICOS

Este capitulo destina-se a uma investigacao dos livros didaticos aprovados pelo
PNLD 2021 para o ensino médio, onde foi possivel entender os métodos utilizados para a

resolucao de sistemas de equacgoes lineares e o uso do pensamento computacional.

3.1 ABORDAGEM DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Conforme estabelecido pela BNCC, os sistemas de equacoes lineares sao apresenta-
dos como objetos do conhecimento e abordados no ensino fundamental, especificamente
na unidade teméatica de Algebra do 82 ano. Isso inclui o estudo das resolucées algébricas
e geométricas relacionadas aos sistemas. Nessa etapa escolar, os sistemas sao introduzidos
com duas equagoes e duas incognitas, sendo ensinados os métodos de resolucao através da
adicao e da substituicao.

Entretanto, na etapa do ensino médio, inicia-se a abordagem de sistemas de equa-
¢oes lineares compostos por m equagoes e n incognitas, conforme descrito na habilidade
EM13MAT301 da BNCC. Essa habilidade é definida como a capacidade de “resolver e
elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras areas do conhecimento, que
envolvem equacoes lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem
apoio de tecnologias digitais” (BRASIL, M. d. E., 2018, p.536).

Dessa forma, utiliza-se métodos para a resolucao de sistemas de equagoes lineares,
uma vez que possui relevancia nas duas etapas da educacao basica, estendendo-se também
a0 ensino superior, especialmente na disciplina de Algebra Linear. Conforme destacado
por Lima (LIMA, 1993), “os sistemas de equagdes lineares constituem um tépico de
grande interesse pratico. Seu estudo é acessivel aos estudantes, pois ndo requer o emprego
de conceitos sutis ou complicados. Além disso, pode servir como ponto de partida para
diversas teorias matematicas relevantes e atuais”.

Assim, nesse capitulo é apresentada uma investigacao a partir dos livros didaticos
do ensino médio com o objetivo de detectar eventuais lacunas no método apresentado
nos materiais sobre o ensino de sistemas de equagoes lineares, visando contribuir para o
aprimoramento dos materiais didaticos e, consequentemente, aperfeicoar a experiéncia de
aprendizado dos estudantes.

De acordo com o Decreto N© 9.099, de 18 de julho de 2017, o PNLD apresenta-
se como uma politica publica executada pelo Fundo Nacional de Desenvolvimento da
Educacao (FNDE) em colaborac¢ao com o Ministério da Educacao (MEC). Este programa
assegura o fornecimento de materiais didaticos nas escolas puiblicas brasileiras, com a
finalidade de aprimorar a qualidade da educacao, promover a democratizagao do acesso a
fontes de informacao e cultura, e apoiar a implementacao da BNCC (BRASIL, 2017).

Além de disponibilizar gratuitamente os livros, o PNLD desempenha a funcao de

aprovar obras didaticas, pedagdgicas, literarias, assim como softwares e jogos educacionais.
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Ao serem entregues diretamente aos professores e estudantes, os livros didaticos se tornam
a ferramenta mais acessivel, constituindo-se como fonte de pesquisa e suporte para o
planejamento das aulas.

No ano de 2021, o PNLD aprovou 10 colecoes de livros didaticos destinados ao
componente curricular de Matemética. Foram analisados 9 dos 10 conjuntos aprovados. A
excecao foi a colecao “Matematica nos dias” de hoje da Editora SEI, pois no momento
da pesquisa sua versao digital nao foi localizada no Guia do Programa Nacional do Livro
e do Material Didatico, acessivel por meio do link www.pnld.nees.ufal.br. As colegoes

analisadas foram:

« Didlogo - Matemadtica e suas Tecnologias - Editora Moderna, (TEIXEIRA, 2020).

» Conexoes - Matemaética e suas Tecnologias - Editora Moderna, (LEONARDO, 2020).
o Prisma - Matematica - Editora FTD, (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA, 2020).

« Multiversos - Matematica - Editora FTD, (SOUZA, 2020).

« Matematica em contextos - Editora Atica, (DANTE, 2020).

« Matematica Interligada - Editora Scipione, (ANDRADE, 2020).

« Quadrante - Matematica e suas Tecnologias - Editora sm, (CHAVANTE; PRESTES,
2020).

e Ser Protagonista - Matemadtica e suas Tecnologias - Editora sm, (FERREIRA;
SMOLE; DINIZ, 2020).

o Interagdo Matemadtica - Editora do Brasil, (FREITAS; LONGEN; BLANCO, 2020).

Em 2022, de acordo com os dados fornecidos no site do FNDE, o investimento de
recursos para livros nas cinco areas do ensino médio totalizou R$ 288.869.076,57. Dentre
essas obras, 2.203.206 exemplares, incluindo livros destinados aos estudantes e professores,
foram adquiridos contendo o ensino de sistemas lineares. O ultimo dado nao inclui a obra
nao analisada da colecao Matematica nos dias de hoje da Editora SEI.

Com a implementac¢ao do novo ensino médio conforme estabelecido pela Lei n®
13.415/2017 e a adogao da BNCC, os livros didaticos foram reorganizados por areas do
conhecimento, dividindo o contetiddo em seis volumes, com variacoes entre as editoras.
Nesse contexto, a investigacao concentrou-se especificamente no volume de cada editora
que abordava o contetuido referente a sistemas de equagoes lineares.

Ao examinar esses livros, buscou-se entender como o assunto é apresentado aos
estudantes e professores, considerando o conteuido, a contextualizacao, a abordagem pe-
dagogica, os problemas propostos, sendo o foco da investigagao o método utilizado para
a resolucao de sistemas e se sao utilizadas caracteristicas do pensamento computacional,

como norteia a BNCC.
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3.1.1 Dialogo - Matematica e suas tecnologias, Editora Moderna

Elaborada para o ensino médio, a colecao “Didlogo - Matematica e suas Tecnologias”

é uma obra coletiva, desenvolvida e produzida pela Editora Moderna. A editora responsavel
pelo livro, Lilian Aparecida Teixeira, possui doutorado em Ensino de Ciéncias e Educacao
Matematica pela Universidade Estadual de Londrina. A colecdo é composta por seis

volumes que exploram temas relacionados a area de Matematica e suas Tecnologias.

e Volume 1 - Grandezas, Medidas e Matemadtica financeira (Cddigo do Obra:
0197P21202133)

« Volume 2 - Geometria plana (Cédigo do Obra: 0197P21202134)
« Volume 3 - Geometria espacial (Cédigo do Obra: 0197P21202135)

o Volume 4 - Geometria analitica, Sistemas e Transformagoes geométricas (Codigo do
Obra: 0197P21202136)

« Volume 5 - Estatistica e Probabilidade (Cdodigo do Obra: 0197P21202137)

e Volume 6 - Fungoes e Progressoes (Cédigo do Obra: 0197P21202138)

Figura 14 — Capa do Volume 4

E SUAS TECNOLOGIAS

GEOMETRIA

ANALITICA,
SISTEMAS E M e
TRANSFORMAGOES @ R
GEOMETRICAS ES
[x]-]

Fonte: Editora Moderna

-
" MODERNA

Cada volume apresenta a versao do livro destinada ao professor, que inclui uma
secao com sugestoes sobre o uso e a estrutura do material, textos relacionados ao ensino
médio e a Base Nacional Comum Curricular nesta etapa. Além disso, o volume conta com
orientagoes didaticas e metodoldgicas, objetivos, comentarios e sugestoes, juntamente com

as resolucoes dos exercicios e problemas propostos.
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O quarto volume aborda catorze topicos, dos quais os tépicos 7 e 8 concentram-se
para o ensino de sistemas lineares. Para trabalhar com esse contetido, o manual do pro-
fessor apresenta temas contemporéneos transversais, como ciéncia e tecnologia, educagao
alimentar e nutricional, educacao financeira e satide. Esses temas aparecem no inicio de
cada topico ou como contextualizacao para os problemas.

Os objetivos especificos apresentados sao: compreender o conceito de equacoes
lineares e sistemas lineares, interpretar e representar problemas, aplicar o método mais
adequado para a resolucgao, utilizar o conceito de matriz, resolver um sistema linear pelo
método de escalonamento e resolver possiveis problemas do cotidiano utilizando o conceito
de matriz e o de sistema linear.

Destaca-se que, nessas paginas do manual voltados ao contetido de sistemas lineares,
o termo “pensamento computacional” nao foi mencionado. Quando apresentado no manual
do professor, aparece de maneira separada dos conteudos, e é descrito que o incentivo ao

PC surge em

tarefas que envolvem a organizacdo do pensamento; no registro e na analise
de resultados e dados por meio de planilhas e graficos; no uso de softwares de
geometria dindmica; nas construcdes de algoritmos e fluxogramas; por meio
de linguagem de programagdo usando o software VisualG — programa que
possibilita a criacao, edicao, interpretacao e execucao de algoritmos, bastante
utilizado para o ensino da légica de programacao por ser de facil manipulagao.
(TEIXEIRA, 2020, p. XXIV)

Embora seja focado ao uso do computador, a autora reconhece a estrutura e falta
de recursos tecnolégicos das escolas, em especial nas escolas publicas. Para isso, sugere o
ensino unplugged que possa utilizar o proprio material do estudante.

O topico 7 intitulado “Sistemas Lineares” comec¢a com uma abordagem sobre a
internet e a troca de mensagens na atualidade, um assunto capaz de capturar a atencao
dos jovens leitores, dada a relevancia desse tema em seu dia a dia. Em seguida, apresenta-
se uma situagao-problema como ponto de partida onde supoe-se que o leitor ja tenha
estudado conceitos como equagoes lineares e sistemas 2x2.

Ja o topico 8 sobre escalonamento de sistemas lineares inicia explorando uma
aplicacao na area da fisica, introduzindo uma abordagem interdisciplinar ao conteiido. Em
seguida, oferece uma explicacao sobre matrizes associadas a sistemas lineares. Ressalta-se
aqui que o ensino sobre matrizes estd no mesmo volume, nos temas 2 a 5.

A classificacao dos sistemas é apresentada e sua representacao grafica, especifi-
camente para sistemas 2x2, é sugerido o uso do software GeoGebra como ferramenta
tecnologica. O método de resolucao de sistemas por escalonamento é detalhado a partir da
pagina 93, sendo executado diretamente no sistema. O procedimento é feito, destacando

as trés operagoes elementares como pode ser observado na Figura 15.
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Figura 15 — Resolucao de um sistema linear

2x—3y—z=0
o —2x+y+2z=-9
dx+2y+z=1
Inicialmente, transformamos a 22 e a 32 equacao, de maneira a obter equa-
¢oes com o coeficiente de x igual a zero.

2Xx—3y—-z=0 =2 (ox-3y-z-=10
—2x+y+2z=—92 fj)::a —2y+Z= -8
dx+2y +z =1 8y +8z =1
Por fim, no novo sistema, podemos substituir a 3% equacgao pela soma dela
com a 22 equacdo multiplicada por 4.

2x—3y—z=20 2x —3y—z=0
—2¥+z=—-9—ll = —2y+z= -9
By + 3z = 16— 7z = —35

Note que o sistema obtido esta na forma escalonada e é equivalente ao sis-
tema linear dado inicialmente. Resolvendo esse sistema escalonado, estamos
também resolvendo o sistema inicial.

s 7z=-3=z= -5

s —2y+z=-9= -2y+(-5)=-9=y=2
«2x—3y~2=0o>2x-3:2— (-5) = 0=>x:1E

Reprodugdo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal & Lel 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Portanto, o sistema é possivel e determinado (SPD) e possui como solugdo

1
t D |.
a terna (2 )

|
Teixeira (2020, p.96)

Vale destacar que sdo oferecidos aos estudantes exercicios de fixacao, problemas
em diferentes contextos e questoes como preparacao para exames como o Exame Nacional
do Ensino Médio (ENEM) e vestibulares de diferentes regides do Brasil. Porém no manual
do professor nao ha a resolucao dos tépicos 7 e 8 descritos aqui, ao contrario de outros
que possuem as resolucoes.

Na pégina 99, é proposto o uso do GeoGebra para o escalonamento da matriz
aumentada do sistema. Um guia passo a passo é fornecido para auxiliar no software como
pode ser observado na Figura 16, incluindo um exercicio como sugestao. Importante notar
que, nos topicos relacionados a matrizes, o escalonamento delas sem o uso de softwares
nao é abordado.

O livro inclui exercicios chamados de “Resolvendo por etapas”, nos quais sao
elaborados guias passo a passo que auxiliam o leitor na criacao de estratégias para a
resolucao de problemas, assemelhando-se aos pilares do pensamento computacional, que
pode ser visto na Figura 17.

O tépico 8 termina com a discussao do sistema linear, utilizando o determinante
da matriz associada. Ficou evidente a falta da historia da matematica sobre o contetdo

de sistemas lineares durante a leitura.
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Resolvendo por etapas

Acessando tecnologias

Figura 16 — Acessando a tecnologia

Escalonando sistemas

Nesta segao, vamos resclver um sistema linear utilizando a planilha eletrdnica do GeoGebra,
gue & um software de Geometria dindmica. Para isso, vamos utilizar a matriz denominada
matriz aumentada do sistema.

a,x, +a.x +ax +..+ax =b g, B, 8, . 8. B
[+ i e T e B e e o M o 8, &, & a,, b,
a:l'lxl + a;l.?x! + sa.!xa * ot azr.‘xﬂ = b-! ﬂ!! a!! a.]l’.\ FAY a:!.n b!
anﬂx‘ + Emzxz + am:tx'.! Tt Emrrx.'l = bM a.M1 aM! ams P aﬁ'\n bh
Sistema. Matriz aumentada.

@ Na opgao Exibir, desabilite a Janela de Visualizagao e habilite a Janela de
Algebra e a Planilha.

() Na planilha, digite a matriz aumentada do seguinte sistema linear.

Ba+56b+c+2d =49

3a - 9b +6c—d = 51 s ) - s 4 S 2
7a +2b + 4c + 12d = 80 ; : '29 i ;2‘ :“J
~14a — 10b — 8¢ + 5d = —48

£ ~14 -1a -B 5 ]

(@ selecione o intervalo A1:E4 e, em seguida, a ferramenta Matriz. Na janela Matriz,
nomeie a matriz (por exemplo, m1) e clique em Criar.

(1) No campo de Entrada..., digite MatrizEscalonada(mi) e pressione Enter. Deste
modo, obtém-se a matriz aumentada do sistema na forma escalonada.

Teixeira (2020, p.99)

Figura 17 — Resolvendo por etapas

(UFJF-MG, 2018) Um funcionario da UFJF gastou 106 reais ao comprar 20 lapis, 4 borra-

chas, 10 canetas e uma mochila para seu filho. Ao chegar em casa, ele percebeu que o
valor da mochila é igual a 10 vezes o valor de cada lapis mais 8 vezes o valor de cada bor-
racha e mais 6 vezes o valor de cada caneta. Sabendo-se que o gasto com os |apis & igual
ao dobro do gasto com as canetas mais o dobro do gasto com as borrachas, e que o gasto
com as borrachas é igual ao gasto com as canetas, determine o preco de cada produto.

(A} Compreendendo o problema

V 0 que se pede no problema?
O prego de cada um dos produtos comprados pelo funcionario da UFJF.
V Quais sao os dados apresentados no problema?

O valor total gasto na compra, as quantidades de cada produto comprado e as
relagdes entre os valores e as quantidades dos produtos.

(B Organizando as ideias e elaborando um plano

v Registrando um possivel plano.
Inicialmente, escrevemos equacdes com as quantidades e os valores de cada
produto comprado e com o valor total gasto. Na sequéncia, utilizando o método
da adigdo ou o da substituiclo, reescrevemos as equacdes em termos de uma
Unica incégnita. Dessa maneira, determinaremos o valor de cada um dos produtos
comprados pelo funcionario da UFJF.

\/ Escolhendo as notagées.

Denotaremos os pre¢os de cada borracha, lapis, caneta e mochila, respectiva-
mente, por meio das letras B, L, C e M, fazendo referéncia a inicial do nome de
cada produto comprado. Assim, temos:

= L: prego do lapis; s C: prego da caneta;
= B: prego da borracha; = M: preco da mochila.

(® Executando o plano

Teixeira (2020, p.80)
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3.1.2 Conexoes - Matematica e suas tecnologias, Editora Moderna

A colegao destinada ao ensino médio “Conexoes - Matematica e suas tecnologias”
da editora Moderna é composta por seis volumes. O editor responsavel pela obra, Fabio

Martins de Leonardo, é licenciado em Matematica pela Universidade de Sao Paulo.

o Volume 1 - Grandezas, dlgebra e algoritmos (Cédigo do Obra: 0193P21202133)
e Volume 2 - Funcoes e aplicagoes (Cédigo do Obra: 0193P21202134)

« Volume 3 - Estatistica e probabilidade (Cédigo do Obra: 0193P21202135)

e Volume 4 - Trigonometria (Cédigo do Obra: 0193P21202136)

e Volume 5 - Geometria plana e espacial (Cédigo do Obra: 0193P21202137)

« Volume 6 - Matrizes e geometria analitica (Codigo do Obra: 0193P21202138)

Figura 18 — Capa do Volume 6

CONEXO

MATEMATICA
SUAS T

Matrizes e
geomefria analifica

MANUAL DO
PROFESSOR

&

& MODERNA

Fonte: Editora Moderna

O livro do professor comeca com um guia separado em parte geral, onde sao apon-
tados os pressupostos tedrico-metodolégicos, a organizagao e estrutura da obra, sugestoes
de livros e artigos para o professor, além das referéncias bibliogréficas utilizadas. Ja na
parte especifica, é apresentada a forma como a BNCC é trabalhada no livro, bem como a
apresentacao dos quatro capitulos que compoem o volume, acompanhados de sugestoes
de ampliagao, avaliacao e resolugoes de exercicios e comentarios.

A investigagao desse volume concentra-se no capitulo 2, onde a introduc¢do ao
contetudo ¢ feita por meio de exemplos de aplicagoes na area das ciéncias da natureza. Os
objetivos do capitulo sao apresentados da seguinte forma: representar e resolver situacoes-

problema usando sistemas lineares, reconhecer e classificar sistemas lineares, apresentar
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sistemas lineares em forma de equacao matricial e vice-versa, e aplicar o método do
escalonamento na resolugao de sistemas lineares.

O livro continua com explicacOes iniciais, e na pagina 40, inicia o topico de sistemas
de equagoes lineares, introduzindo problemas da area da quimica. Para a visualizacao
grafica do sistema, é sugerido o uso de software para a construgao de graficos, embora
nenhum especifico seja recomendado.

As matrizes relacionadas ao sistema sdo expostas, mas sua aplicacido se limita a
representagao. O escalonamento dos sistemas, utilizado para encontrar solugoes, é realizado
diretamente no sistema, fazendo uso das trés operacoes elementares durante o processo. O
topico de sistemas lineares encerra com um artigo onde mostra que o estudo de sistemas

lineares indeterminados pode ser utilizado na area de nutricao.

Figura 19 — Escalonamento do sistema

s 4 N
Exercicio resolvido

Xx—2y+z=3

4x — 6y +8z=16

4x -7y + 6z =15

R9. Escalonar e resolver o sistema:

» Resolugdo

Multiplicamos a 1* equacdo por —4 ea | Dividimos a 2° equacdo por 2: Multiplicamos a 2% equacao
adicionamos & 2% gerando uma nova por —1 e a adicionamos a 37,
2% equacgdo. Multiplicamos a X2yt =3 gerando uma nova 3" equagao:
1* equacdo por —4 e a adicionamos y+2z=2

a 3% gerando uma nova 3? equagao: y+2z=3 xS2y+ z=3
+2z=2
x—2y+ z=3 y S

2y +4z=4

¥y+2z=3

A nova 3° equacio ndo admite solugio.
Logo, o sistema é impossivel (SI) e, portanto, S = 2.

Leonardo (2020, p.54)

O livro apresenta uma variedade de exercicios destinados a contribuir com a absor-
¢ao do conteudo, sugerindo tanto problemas relacionados ao cotidiano quanto questoes
de exames como o ENEM e vestibulares. Em determinados momentos, o autor promove
reflexdes com o leitor por meio de caixas intituladas “Reflita”. Nos exemplos de exercicios
resolvidos, o autor se envolve ativamente na resolugao, proporcionando ao leitor uma
experiéncia de participacao direta na acao.

Na pagina XIII do manual do professor, o autor apresenta o PC relacionado a
resolugao de problemas, explicando cada habilidade e formas de trabalhar esse tema na
escola. Assim como no livro da mesma editora apresentado na secao 3.1.1, a parte histérica

nao é mencionada.

3.1.3 Prisma - Matematica, Editora FTD

Coordenada pelos editores José Roberto Bonjorno, bacharel e licenciado em fisica
pela Pontificia Universidade Catolica de Sao Paulo; Jos¢ Ruy Giovanni Junior, licenciado

em Matematica pela Universidade de Sao Paulo; e Paulo Roberto Camara de Sousa, mestre
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em Educacao pela Universidade Federal da Paraiba, a cole¢do “Prisma - Matematica” da

editora F'TD, é destinada ao ensino médio e é composta por seis volumes:

e Volume 1 - Conjunto e Fungoes (Cédigo do Obra: 0226P21202133)
« Volume 2 - Fungoes e Progressoes (Cédigo do Obra: 0226P21202134)
e Volume 3 - Geometria e Trigonometria (Cédigo do Obra: 0226P21202135)

e Volume 4 - Sistemas, Matematica Financeira e Grandezas (Cédigo do Obra:
0226P21202136)

« Volume 5 - Geometria (Cédigo do Obra: 0226P21202137)
o Volume 6 - Estatistica, Combinatéria e Probabilidade (Cédigo do Obra:

0226P21202138)

Figura 20 — Capa do Volume 4

SISTEMAS, MATEMATICA FINANCEIRA

E GRANDEZAS

o
£
e
2
a
8
<
fa

Paulo Camara

Fonte: FTD

Os volumes apresentam uma secao dedicada a orientagoes para o professor, contendo
textos sobre o novo ensino médio, a BNCC, o ensino da matematica e a avaliacdo. A
estrutura da obra, a bibliografia consultada e comentada, além de comentarios e sugestoes
de abordagem para os volumes, sao explicados. A resolucao das atividades propostas para
os estudantes também esta inclusa no livro do professor.

O volume especifico analisado, intitulado “Sistemas, Matematica Financeira e Gran-
dezas”, esta dividido em quatro capitulos. O foco desta investigagao é o capitulo 1, chamado
“Matrizes e sistemas lineares”. O capitulo inicia com um texto sobre fenémenos fisicos e
quimicos, apresentando as competéncias gerais e especificas, assim como as habilidades

da BNCC relacionadas ao conteido a ser estudado.
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Na pagina 34, inicia-se o contetido de Sistemas Lineares, trazendo situagdes para
introduzir o assunto. A interpretacao geométrica é abordada para sistemas 2x2, junto com
os métodos de resolucao, como adigao e substituicao. As matrizes associadas a um sistema
linear sao introduzidas na péagina 48, sendo utilizadas para auxiliar no processo de escalo-
namento do sistema linear. Na pagina 51, um exemplo demonstra como o escalonamento
¢é realizado diretamente no sistema e na matriz completa do sistema. Em seguida, o livro
apresenta uma atividade resolvida passo a passo, mostrando um escalonamento utilizando

a matriz ampliada do sistema.

Figura 21 — Escalonamento da matriz

£ ATIVIDADE RESOLVIDA
2x—y+2z=8
15.Resolva o sistema: {  + 2y +4z=5.
Ix—3y—z=7
Resolugdo
Vames determinar a forma escalonada desse sistema. Para 2 =
isso, vamos escalonar a matriz completa do sistema: 2

Antes de iniciar as operagoes entre as linhas da matriz, vamos
trocar a posigao da primeira e da segunda linha.

]
=~ W

1 2 4 5
2 -1 2 8
pis DO BIEEY S

Multiplicamios por —2 os elementos da primeira linha da matriz e adicionamos aos ele-
mentos correspondentes da segunda. Além disso, multiplicamos por —3 os elementos
da primeira linha e adicionamos aos elementos correspondentes da terceira.

337 | 5 4,09 13 -8

9
Agora, multiplicamos por - g elementos da segunda linha da matriz e adicionamos

aos elementos corespondentes da terceira e obteros a matriz escalonada do sistemna.

1 2 4 5§ 1 2 4 5
0 -5 -6 -2 0-=5 =6 -2
9
0-% —13 -8 |- =L +L,—>
5 1}011__22
5 5

Com isso, obtemos o sistema linear escalonado, ao lado, equiva-
lente ao inicial. x+2y+dz=5
Esse sistema & possivel e determinado. Resolvendo de baixo para

3 ¥ Sy —6z=-2
cima as equagdes, obtemos:
11 22
n,__2z 5 o
i e
5 5 5 5

Substituindo z por 2 na segunda equacao, obtemos:
Sy =6'l==-1=y=—1
Substituindo y por =2 e z por 2 na primeira equagao, obtemos:
x+2:(-N+4-2=5=x=1
Portanto, 5 = {{1, -2, 2)1

Bonjorno, Giovanni Junior e Sousa (2020, p.53)

Sao apresentadas se¢oes de atividades complementares quem incluem exercicios
em diversos contextos, assim como quesoes de vestibulares de universidades estaduais e
federais e do ENEM. Além disso, o capitulo traz uma pagina com informagoes histéricas
da matemaética, em referéncia aos estudos do matematico Gottfried W. Leibniz.

Na pagina 182 do manual do professor, o termo PC é apresentado em um texto
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onde é entendido como um processo de formulacio e resolucio de problemas. E sugerido
que o professor proponha aos estudante a escrita de solugoes utilizando fluxogramas e o
passo a passo das resolucoes dos exercicios. Recursos tecnolégicos sugeridos e, no capitulo
analisado, percebeu-se a presenga do Geogebra para visualizagoes.

O capitulo conclui com uma se¢ao chamada “Explorando a Tecnologia”, apresen-

tando o site Matrix Calculator para verificar o escalonamento de uma matriz.

Figura 22 — Matrix Calculator

> EXPLORANDO A TECNOLOGIA

Utilizando o Matrix calculator

MNesta secdo, vocé vai explorar o site Matrix calculator e utilizé-lo como suporte para
conferir de forma prética o escalonamento de uma matriz. Aproveite também para explorar
suas funcionalidades e ampliar o estudo de matrizes e de sistemas lineares.

Vocé pode acessar o site utilizando o link <matrixcalcorg/pt> (acesso em: 18 jul. 2020).
A vantagem de utilizar essa plataforma esta no fato de que todo o processo gue envolve a
resolucao é apresentado em etapas, permitindo que a revisio da resolugdo seja mais rapida.

Digitando esse link no navegador, vocé terd acesso 3 seguinte pagina inicial.

Matrix calculator (5]
Operagdes emvolvenda Mie A Maprie T
raives .
St s ( ) [ ]
Equagten | mcam
Cabodadurn e I
Setennivmts [ B YR R o o
Cilaa dos anieraliires [—— - T -
ptgprios ¢ veeames pedpeans h )
Tecxia necesadricl oMo AR Lo mmmE
[ F—— A [ F—
[ A5 -] o - 2
% ) e B ] ! g
hbempptaly | eP—all_ £

Inicialmente, acompanhe a resolugdo de um sistema linear de trés equagbes com
trés incognitas por escalonamento da matriz completa. Nesse escalonamento, em uma
das passagens, foi cometido um erro que posteriormente vamos identificar e corrigir
com o auxilio do Matrix calculator.

O sistema a ser resolvido € o seguinte:

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD
REPRODUGAO PROIBIDA

Atow

Bonjorno, Giovanni Junior e Sousa (2020, p.56)

3.1.4 Multiversos - Matematica, Editora FTD

Joamir Roberto de Souza, mestre em Matematica pela Universidade Estadual de
Londrina (UEL-PR), ¢é o autor da cole¢ao “Multiversos - Matemética” da editora FTD

destinada ao ensino médio que é composta por seis volumes:

Volume 1 - Conjunto e fungao afim (Cédigo do Obra: 0218P21202133)

o Volume 2 - Fungoes e suas aplicagoes (Codigo do Obra: 0218P21202134)

Volume 3 - Sequéncias e Trigonometria (Codigo do Obra: 0218P21202135)

e Volume 4 - MTM Financeira, graficos e sistemas (Cédigo do Obra: 0218P21202136)

Volume 5 - Geometria (Cédigo do Obra: 0218P21202137)
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« Volume 6 - Estatistica e Probabilidade (Cdodigo do Obra: 0218P21202138)

Figura 23 — Capa do Volume 4

* FINANCEIRA, &
GRAFICOS E SISTEMAS
1

\V: i ) J
J0aHIR souza |\ { =il FTD

Fonte: FTD

A versao destinada aos professores oferece orientagoes no final do livro, abordando
os fundamentos tedricos e metodologicos da colecao. Além disso, explora temas como o
novo ensino médio, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), dimensoes fisicas, sociais,
emocionais e culturais dos estudantes do ensino médio, saberes docentes para o ensino de
matematica, estratégias de avaliacao e a bibliografia utilizada na elaboracao da colecao. O
livro também fornece orientacoes especificas para cada volume e a resolucao das atividades
propostas no livro do estudante.

A obra analisada “Matematica Financeira, Graficos e Sistemas” foi dividida em trés
unidades: Matematica Financeira, Estatistica, Matrizes, sistemas lineares e transformacoes
de figuras.

A unidade 3, inicia na pagina 90 e é intitulada “Matrizes, Sistemas Lineares e
Transformacoes de Figuras”, traz as Competéncias e Habilidades da BNCC. O autor inicia
o conteido com um texto sobre a Teoria dos Grafos, contribuindo para a exploracao das
matrizes.

Na péagina 104, inicia-se o tépico de sistemas lineares, introduzido por uma situacao
pratica que contextualiza o contetido. A solucdo de sistemas lineares é apresentada, in-
cluindo sua classificacao e representacao grafica, com foco em sistemas 2x2. Para sistemas
com m linhas e n colunas, o uso do escalonamento ¢ sugerido na pagina 112, acompanhado

de exemplos resolvidos diretamente no sistema.
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Figura 24 — Escalonamento do sistema

Utilizando as propriedades descritas anteriormente, vamos escalonar o sistema
linear 3 x 3 da pagina anterior, ou seja, realizar uma sequéncia de operacdes de
maneira a obter um sistema linear escalonado equivalente a ele.

2 + 2y +z =12
8x + 20y +10z =72
10x + 16y + 142 = 84

Inicialmente, vamos anular o coeficiente de x na segunda e na terceira equacao.
Para isso, podemos:
» substituir a segunda equacdo pela soma dela com o produto da primeira
equagao por —4;
= substituir a terceira equacdo pela soma dela com o produto da primeira
equacao por —5.

2x+2y+z=12—,—|'_[_m - (=5} 2x + 2y +z =12
Bx + 20y + 10z =72« & & = 12y + 6z = 24
10x + 16y + 14z = Bhe by + 5z = 24

Agora, no sistema linear obtido, vamos anular o coeficiente de y na terceira
equagao. Para isso, podemos substituir a terceira equacao pela soma dela multi-
plicada por —2 com a 2* equagao.

2% + 2y +z =12 X +2Yy+2=12
12y + 62z = 24—@ = 12y + 62 = 24
6y + 9z = 24 = |. =12z = =24

Par fim, podemos resolver o sistema linear escalonade obtido, equivalente ao
sistema linear inicial, com os seguintes passos.
» Determinar o valor de za partir da terceira equagao:

—12z=-2=z=2
» Considerar z = 2 e determinar o valor de va partir da segunda equacao:
12p+62=24212y+6-2=264=12y=12=y=1
» Considerar z= 2, y= 1 e determinar o valor de x a partir da primeira equacio:
X+ 2y+2=1292x+2-1+2=12=2x=8=x=4

Portanto, a solugao desse sistema linear & (&, 1, 2), ou seja, a mae utilizou
quatro caixas amarelas, uma caixa verde e duas caixas azuis para acomodar todos
0s brinquedos de seus filhos.

Souza (2020, p.112)

O toépico conclui com a interpretacao geométrica de um sistema linear 3x3, aliado

a um texto sobre impressoras 3D.

Figura 25 — Interpretacao geométrica

Interpretacao geométrica de um
: sistema linear3 X 3

0 avango tecnoldgico, em especial nas Gltimas décadas, potencializou o pro-
cesso de reconstrugao tridimensional de objetos, que ocupa um papel importante
em diferentes areas do conhecimento, como na Medicina, nas engenharias, na
indistria cinematografica, entre outras. Um dos equipamentos usados para a
fabricagdo desses objetos tridimensionais é a impressora 3D, que pode imprimir
objetos com comprimento, largura e profundidade. Vocé ja ouviu falar nesse tipo
de impressara?

Essas Ges podem ser reali i tipos de materiais, como
plastico, borracha, metal etc. Os polimeros, um tipo de plastico, sdo as maté-
rias-primas mais utilizadas. No entanto,
além do tipo da impressora, para esco-
Iher o material mais adequado para
realizar a impressdo 3D & importante con-

siderar a funcionalidade do objeto a ser
impresso. O filamento ABS (acrilonitrila
butadieno estirenc), por exemplo, & um
termoplastico rigido derivado do petrélen
e resistente a altas temperaturas, muito
utilizado nas inddstrias, na fabricagao
de pecas de automéveis e eletrodomés-
ticos. Ja o plastico e o titanio podem ser
utilizados em préteses 3D, com caracte-
risticas semelhantes as partes humanas
substituidas por elas, como a réplica de
uma méo ou de um joelho.

1o

o
a
Ol
< |
U

-PRODU

R 2
e » Pequeno projeta feito em impressora 30 sem fio.

Em detalhe, os filamentos coloridos utilizados
nesse tipo de impressdo.

Souza (2020, p.120)

‘ERIAL PARA DIVULGAGCAO DA EDITORA FTD
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3.1.5 Matematica em contextos, Editora Atica

A colecdo “Matemadtica em Contextos” da Editora Atica, voltada para a 4rea de
conhecimento em Matematica e suas Tecnologias no ensino médio, foi elaborada pelos
autores Luiz Roberto Dante, mestre em Matematica pela Universidade de Sao Paulo, com
doutorado em Psicologia da Educagao pela Pontificia Universidade Catoélica de Sao Paulo,
e Fernando Viana, licenciado e mestre em Matematica, além de doutor em Engenharia

Mecanica pela Universidade Federal da Paraiba.

e Volume 1 - Fungdo exponencial, logaritmica e sequéncias (Cédigo da Obra:
0159P21202133)

e Volume 2 - Fungao Afim e Quadratica (Cédigo da Obra: 0159P21202134)

« Volume 3 - Geometria plana e espacial (Cédigo da Obra: 0159P21202135)

e Volume 4 - Trigonometria e Sistemas Lineares (Cédigo da Obra: 0159P21202136)
 Volume 5 - Andlise, Probabilidade e computagao (Codigo da Obra: 0159P21202137)

« Volume 6 - Estatistica e Matematica Financeira (Cédigo da Obra: 0159P21202138)

7

4

Fonte: Editora Atica

O livro “Trigonometria e Sistemas Lineares” estd dividido em dois capitulos, sendo
o primeiro dedicado ao tema da Trigonometria e o segundo abordando os tépicos de
Matrizes e Sistemas Lineares.

No inicio do capitulo 2, na pagina 87, sao delineados os objetivos, como “determinar
as solucoes de sistemas lineares por meio de diferentes métodos, como substituicao, adi¢ao
e escalonamento, além de representa-los graficamente”. Também é proposto a “criagao de
um algoritmo que descreva os passos para resolver um sistema linear” e a “discussao de

sistemas lineares utilizando o determinante da matriz dos coeficientes e o escalonamento
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do sistema”. O tema de sistemas lineares ¢ introduzido na pagina 115, utilizando situagoes

cotidianas como motivacao para a compreensao do conceito.

Figura 27 — Situagao problema

Situacdo 2

Macas e peras

As feiras livres sdo caracterizadas como uma

manifestagéo cultural urbana brasileira, nas quais
podemos encontrar frutas, verduras, legumes,
temperos e diversos tipos de produto. As frutas,
por exemplo, costumam ser vendidas por medida
de massa ou por unidade, mas também é comum
que os feirantes oferecam promogdes de um ou
mais produtos.

Por exemplo, em uma barraca da feira, 1 maga
e 1 pera custam R$ 1,40, enquanto 2 magas e
1 pera custam R$ 1,80. Podemos relacionar es-

As feiras livres tém caracteristicas proprias em cada regiéo, com
variagao na diversidade de produtos vendidos em fungéo da
produgéo local e da época do ano. sas duas situagbes a um sistema de equagdes.

a) Compare as duas situagdes. Quantas magés ou peras foram acrescentadas a primeira situago para obter a
segunda? E qual foi a variagdo no prego? 1 maga. Aumentou R$ 0,40.

b) Quanto custa 1 maga? E quanto custa 1 pera? Escreva no caderno o sistema de equages que representa

as duas situagdes e verifique se os valores que vocé calculou estéo corretos. { pdp=$uli

R$ 0,40. R$ 1,00. Indicando por a o prego da magéa e por p o prego da pera, ambos em reais, temos: %
2a+p=180

115

Dante e Viana (2020, p. 115)

A partir da pagina 119, sdo apresentadas explicagdes sobre a solugdo de um sistema
linear, seguidas dos métodos de substituicdo e adi¢ao, juntamente com uma lista de
atividades contendo 7 exercicios, entre fixacao, problemas contextualizados e vestibulares.
A representacao gréafica é sugerida na pagina 127, com a utilizacao do software GeoGebra,
onde sao apresentados sistemas 2x2 e 3x3 bem como suas classificagoes.

O “Escalonamento de sistemas lineares” tem inicio na pagina 132, com o processo
de escalonamento iniciando-se na péagina 135. Neste método, nao se faz uso da matriz
associada ao sistema linear para realizar o escalonamento; em vez disso, ele é executado

diretamente no sistema.

Figura 28 — Escalonamento do sistema

x+2y+ z= 7 -(-2) -3
a) X4 Ty+ z= 21— "
—3x—5y+2z=-8
Para anular os coeficientes de x na segunda e terceira equagdes do sistema dado, podemos:
e multiplicar a primeira equagao do sistema por —2 e adicionar com a segunda;

* multiplicar a primeira equagéo do sistema por 3 e adicionar com a terceira.
Depois, podemos trocar as posigées das duas ultimas equagdes obtidas para que E conveniente, mas
nao obrigatdrio,
que o primeiro
x+2y+ z=17 x+2y+ z=7 x+2y+ z= 7 coeficiente da
y— z=7 = y+5z2=13 -(=3) = y + 5z= 13 equa};éf)quev’ﬁser
y +52=13 Byim g7 + 16z = —32 multiplicada seja 1

ou—1.

Fique atento

o coeficiente de y seja 1 na nova segunda equagao.

O sistema linear obtido esta escalonado e é equivalente ao sistema linear dado.
Podemos agora resolvé-lo.

o —16z=-32=2z=2

e y+5-2=13=y=13-10=3

* x+2-3+2=7=2x=7-6-2=-1

O sistema linear & possivel e determinado, com S = {(—1, 3, 2)}.

Dante e Viana (2020, p. 135)
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O capitulo conclui com 21 exercicios e um tépico abordando sistemas lineares,
matrizes e determinantes, onde o determinante da matriz associada ao sistema é utilizado
para classificd-lo. Ao longo do capitulo, os autores se comunicam com o leitor por meio
de avisos como “Fique atento” e “Reflita”. O livro encerra na pagina 162 com o inicio do
Manual do Professor, que contém orientacoes gerais sobre o novo ensino médio, BNCC,
abordagens metodoldgicas e avaliacao em matematica, além de observagoes especificas dos
dois capitulos.

Na pagina 211, comecam as orientagoes sobre o capitulo 2, apresentando um pa-
ragrafo que destaca as abordagens tedérico-metodoldgicas da colecdo. Além disso, sao
apresentadas propostas de exploragao dos contetidos em diversos contextos, incluindo
acoes pedagogicas que promovem a resolucao e elaboracao de problemas, a argumentacao
de descobertas e opinides, a investigacao cientifica, o pensamento computacional, o uso de
tecnologias digitais e o pluralismo de ideias, juntamente com a énfase no cuidado com a
saude. Percebe-se que o pensamento computacional foi bem relacionado com o contetido
do capitulo, pois é possivel realizar abstracoes ao longo dos exercicios selecionados, bem

como a criacao de algoritmos para resolver os problemas.

3.1.6 Matematica Interligada, Editora Scipione

A colegao “Matematica Interligada” da Editora Scipione, tem como editora respon-
savel Thais Marcelle de Andrade que possui licenciatura em Matematica e é especialista
em Educacao Matematica pela Universidade Estadual de Londrina. A cole¢ao é composta

por seis livros.

e Volume 1 - Afim, Quadratica, Exponencial e Logaritmica Coédigo da Obra:

0182P21202133)
e Volume 2 - Trigonometria e programacao Cédigo da Obra: 0182P21202134)

e Volume 3 - Grandezas, Sequéncias e Matematica Fina (Cédigo da Obra:
0182P21202135)

o Volume 4 - Matrizes e Geometria Analitica Codigo da Obra: 0182P21202136)
« Volume 5 - Estatistica, Andlise e Probabilidade Cédigo da Obra: 0182P21202137)

e Volume 6 - Geometria Espacial e Plana Cédigo da Obra: 0182P21202138)

O livro “Matrizes, Sistemas Lineares e Geometria Analitica” estd estruturado em
cinco capitulos, a saber: Matrizes e determinantes, Sistemas lineares, Transformagoes
geométricas, Ponto e reta, e Circunferéncia. O capitulo 2, dedicado aos Sistemas line-
ares, é subdividido em cinco topicos: Introducao, Equacoes lineares, Sistemas lineares,

Escalonamento de um sistema linear e Discussdo de um sistema linear.
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Figura 29 — Capa do Volume 4

Matemdtica
Interligada

&, &
Matrizes, J’

sistemas lineares
e Geometria
analitica

Editora responsivel
Bircelle de Andrade.

Fonte: Editora Scipione

Na introducao do capitulo, sdo apresentados exemplos contextualizados para des-
pertar o interesse do leitor. Em seguida, o tépico de equagoes lineares oferece sete exercicios
destinados a classificagao de equagoes e a verificacdo de pares ou ternas de solugoes.

O topico de sistemas tem inicio na pagina 57 e inclui uma lista exercicios. Dentro
desse topico, na péagina 60, a autora introduz a “Matriz de um sistema linear” para
calcular o determinante da matriz e, assim, classificar o sistema. Para a visualizacao das
solugoes dos sistemas, recomenda-se o uso do GeoGebra. O topico 4, “Escalonamento de
um sistema linear”, comega na pagina 67 e aborda diversos exemplos, observacoes aos

leitores e questoes historicas relacionadas ao tema.

Figura 30 — Sistemas escalonados

«Sistema escalonado

Um método eficiente para a resolucdo de um sistema linear é o chamado método do escalo-
namento. Ele consiste em usar as trés propriedades anteriores para transformar um sistema dado
em outro, com certas caracteristicas, que tenha a mesma solug3o (equivalente), o qual chamamos
sistema escalonado.

Dizemos que um sistema linear 5 no qual cada equagdo possui pelo menos um
coeficiente ndo nulo esta na forma escalonada se:

» as incégnitas de todas as equacdes estiverem em uma mesma ordem;
= o ndmero de coeficientes nulos que antecedem o primeiro ndo nulo aumenta
de equacdo para equagao.

Exemplos de sistemas escalonados: 0 métado do
escalonamento também
X+y—2=6 X+y—-z=6 él;:ol?hec;dadméno
5 e = eliminacio de Gauss ou
Qe tay+z=d Uy +z=1 eliminacao gaussiana, em
Ox+0y+4z=-4 4z=-4 homenagem ao
matematico alemao Carl
Frederich Gauss (1777-1855),
x+ty—z+t-m=1 x+y—z+t-m="m que utilizou © método
s{0x+0y+3z-2t+m=-Bou{3;-2t+m=-13 como ferramenta em um
Ox+ Oy +0z+t—5m=23 +—5m=23 dos seus trabalhos.

Agora, veja um exemplo de sistema nao escalonado:

X+y+z=6 x+y+z=6
Ox+3y—27=8 ou {3y—-2z=8

Ox+y +52=37 +5z=37
# Observagao
Nesse sisterna, note que a quantidade de coeficientes #Carl F. Gauss, 1840.

ndo nulos na 22 e na 3% equagio & a mesma

Andrade (2020, p. 67)



Capitulo 3. Livros diddticos 61

Na pagina 71, estao apresentadas as operacoes para o escalonamento, acompanhadas
por trés exemplos elucidativos. Prosseguindo, ha uma se¢ao composta por 10 exercicios

que abrangem aspectos de fixacao, contextuais e voltados para preparacao vestibular.

Figura 31 — Escalonamento do sistema

—

Exemplos iy =1 f Observagao

. Nesse caso, o
1. Vamos escalonar e resolver o sistema {x +y+32=9 , s,stema[

x+y—-2z=-14 escalonado obtido
Inicial t I fici € equivalente ao
nicialmente, anulamos o coeficien- ¥iys 7=3 e 255 sistama ifictal.
te da incognita x da 22 equagao. Para Assim, ao
- e 2 z —X+y+3z=9 = 2y+4z=6 |
isso, substituimos a 22 equacao pela resolvermaos o
3x+y-2z2=-14

3x+y-22=-14 sistema
somadelacoma iz 4
escalonado,

Agora, anulamos o coeficiente wm‘bémdt'stamm
. o . a resolvendo o

da incégnita x da 32 equagdo. (-3 ok Y BESE e

Para isso, substituimos a 32 equa- 2y+4z=6 =

2y+4z=6 inicialmente.
¢io pela soma dela com a 12, mul- -2y—-52=-5  Alémdisso, vale
tiplicada por { —3).

3+ y-2z=-14

lembrarque a

cada etapa do
Para terminar de escalonar o sistema, escalonamento de
anulamos ocoeficiente da incognitay  [x+ y+ z=-3 X+ y+ z=-3 () :E:‘;:;C;”::'tenms
da 32 equagdo. Para isso, substitul- => 2y+42=6 () equivalentesao
mos a 32 equagdo pela soma dela -2y -5z=-5 —z=1 (W) inicial.
coma 22,

Podemos verificar que esse sistema é possivel e determinado. Dessa forma, basta
determinarovalorde z, y e x.

s y+4z=6=22y+4+(-1)=6=y="5 v —z=1=z=-1
cx+yt+z=-3=23x+5+(-1)=-3=x=-7

Logo, a solugao do sistema éa terna (—7,5, —1).

Andrade (2020, p. 71)

Em seguida, déa-se inicio ao tépico dedicado a “Discussao de um sistema linear”,
mesmo considerando que exercicios relacionados ao mesmo tema ja foram abordados ao
longo dos outros tépicos. O encerramento do capitulo é marcado por uma aplicacao pratica
de sistemas lineares, destacando o seu uso no balanceamento de equacoes quimicas.

Nota-se que nessa obra o pensamento computacional é mais associado ao uso da

tecnologia do que ao método de resolver problemas.

3.1.7 Quadrante - Matematica e suas Tecnologias, Editora SM

Composta por seis livros, a colecao “Quadrante - Matematica e suas tecnologias” da
Editora sm foi editada por Eduardo Chavante que possui licenciatura em Matematica pela
Pontificia Universidade Catélica do Parana e é especialista em Midias na Educacao pela
Universidade Estadual do Centro-Oeste, e Diego Prestes Mestre em Ensino de Ciéncias e

Educacao Matematica pela Universidade Estadual de Londrina.

e Volume 1 - Fungoes (Cddigo do Obra: 0205P21202133)
 Volume 2 - Trigonometria e Sequéncias (Cédigo do Obra: 0205P21202134)

» Volume 3 - Estatistica, Probabilidade e Matematica Financeira (Cédigo do Obra:
0205P21202135)



Capitulo 3. Livros diddticos 62

e Volume 4 - Geometria Plana e Espacial (Cédigo do Obra: 0205P21202136)

e Volume 5 - Sistemas Lineares e Geometria Analitica (Codigo do Obra:
0205P21202137)

e Volume 6 - Grandezas, Medidas e Programagao (Cddigo do Obra: 0205P21202138)

O livro “Sistemas Lineares e Geometria Analitica” esta dividido em cinco capitulos,
enquanto a edicdo do livro do professor oferece 128 péaginas de orientagdes destinadas
ao docente. Os cinco capitulos abrangem os seguintes temas: Sistemas lineares, Matrizes,

Determinantes, Ponto e reta, e Conicas.

Figura 32 — Capa do Volume 5

MANUAL DO PROFESSOR

g
¥ Fquadragte

SISTEMAS LINEARES E GEOMETRIA ANALITICA

Ensino Médio

Eduardo Chavante | Diego Prestes

Fonte: Editora SM

O primeiro capitulo inicia sua abordagem com exemplos de Equagoes lineares,
utilizando também o plano cartesiano para resolver equagoes com duas incognitas. A
explicagao evolui para sistemas de equacoes lineares, sua classificacdo e o plano cartesiano
para visualizar solugdes. Vale ressaltar que todas as visualizagoes gréaficas sao baseadas
em sistemas 2x2 e os métodos sugeridos para resolver esses sistemas sao os de adi¢ao e
subtragao.

O tépico de escalonamento de um sistema linear é introduzido com uma abordagem
historica da nomenclatura e exemplos. As paginas 28 e 29 sao dedicadas a resolucao passo
a passo de um problema, explicando como construir uma estratégia para a sua solucao. O
capitulo inclui uma série de exercicios resolvidos, bem como listas de exercicios adicionais.

O capitulo subsequente é dedicado ao estudo de matrizes.
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Figura 33 — Operacoes elementares

3 Exemplo
meslecasu,a 3X - 4y + zZ= 3 3X - 4y + Z= 3
pletiiinid S,= 2z=12 = = Sy — 6z = —1
foi trocada. _] Sy = 62 o _-I ZZ — 2

Essa operacao nao altera o conjunto solugao do sistema. Como S, e 5, tém as mesmas
equagdes, eles tém as mesmas solucdes. Resolvendo S, que estd na forma escalonada,
obtemos o conjunto solucdo S = {(2,1,1)}.

e Substituir uma equacdo do sistema linear por sua soma com um multiplo de outra
equac¢io do mesmo sistema.

Chavante e Prestes (2020, p.26)

As orientagoes para os professores trazem textos sobre as mudangas no ensino médio
e as competéncias e habilidades da BNCC nessa etapa. A proposta tedrico-metodoldgica
¢é apresentada, além de comentarios e sugestoes para o uso da colecdo. Ao final das
orientacgoes sao apresentadas as resolugoes dos exercicios destinado aos estudantes e as

referéncias bibliograficas.

3.1.8 Ser protagonista - Matematica e suas Tecnologias, Editora sm

A colecao “Ser protagonista - Matematica e suas Tecnologias” da editora sm é
uma obra elaborada pelos autores Fabricio Eduardo Ferreira, Mestre em Matematica pela
Unesp de Sao José do Rio Preto, Sao Paulo; Katia Stocco Smole, Doutora em Educacao
pela FE-USP; e Maria Ignez Diniz, Doutora em Matematica pelo IME-USP. Composta

por seis livros, a colegao ¢ destinada ao ensino médio.

« Volume 1 - Ntmeros e Algebra (Cédigo do Obra: 0180P21202133)

o Volume 2 - Algebra e Educacio Financeira (Cédigo do Obra: 0180P21202134)

» Volume 3 - Grandezas e Medidas e Trigonometria (Cédigo do Obra: 0180P21202135)
e Volume 4 - Geometria Plana e Espacial (Cédigo do Obra: 0180P21202136)

« Volume 5 - Estatistica e Probabilidade (Codigo do Obra: 0180P21202137)

e Volume 6 - Pensamento Computacional e Fluxogramas (Cédigo do Obra:
0180P21202138)

No livro destinado aos professores, hd um manual que fornece orientagoes gerais e
especificas, além de resolugdes comentadas dos problemas. As orientacoes gerais abordam
temas como educacao integral, perfil dos estudantes do ensino médio, Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), orientagoes didatico-metodolégicas na area da matemaética,
integracao de tecnologia e pensamento computacional, papel do professor, e instrumentos

e formas de avaliacao.
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Figura 34 — Capa do Volume 6

MANUAL DO PROFESSOR

%
MATEMATICA

Fonte: Editora SM

Os autores trazem no livro “Pensamento Computacional e Fluxogramas” um capi-
tulo dedicado ao pensamento computacional, diferenciando-se de outras colecoes analisadas.
Esse livro analisado é composto por duas unidades. A primeira, intitulada “Programacao
e Pensamento Computacional” e a segunda, denominada “Sistemas Lineares e Projecoes
Cartograficas”. O ponto de destaque estd na unidade 2, onde sistemas lineares sao apre-
sentados em um texto introdutério sobre computadores.

Nessa secao, sao abordados sistemas lineares 2x2, sugerindo o uso de softwares
de geometria dinamica para encontrar solugoes. Para sistemas 3x3, os autores propoem
a resolucao comparando equagoes duas a duas, substituindo uma equagao por outra
equivalente com menos incognitas. Diversos problemas resolvidos sao apresentados para

facilitar a compreensao dos métodos sugeridos.

Figura 35 — Resolucao do sistema

Multiplicamos a equacéo@ por —10 e a adicionamos a equagao @ temos:
+[720x —P8y — 187 = —120
8x + 200 + 187 = 72
—12x = —48
X =4 @
Multiplicamos a equagén@ por —8 e a adicionamos a equagao @ temaos:
-16x —167 - 82 = -96
10x + 160 + 14z =84
—Bx+6z=-12 (5)

+

Como x = 4, fazendo a substituicdo na equacao @ temos:

-6-4+6z=-12
bz=12
z=2
Substituindo na equagao @ os valores de x = 4 e z = 2, obtemos:
2-4+2y+2=12
y=1

Ferreira e Smole (2020, p.83)
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Além disso, o livro aborda a visualizagao grafica de sistemas 3x3, introduzindo
o tépico de matrizes na pagina 93. As listas de exercicios sdo elaboradas com questoes

contextualizadas e também incluem questoes de exames como ENEM e vestibulares.

3.1.9 Interacdao - Matematica, Editora do Brasil

A colecao “Interacao - Matematica” da Editora do Brasil conta com seis volumes na
qual os contetdos do ensino médio sao distribuidos. Os editores responsaveis sao Luciana
Maria Tenuta de Freitas que possui mestrado em Ensino de Matematica dela Pontificia
Universidade Catoélica de Minas Gerais, bacharelado e licenciatura em Matematica pela
Universidade Federal de Minas Gerais, Adilson Longen que possui doutorado e mestrado
em Educacao e licenciatura em Matematica pela Universidade Federal do Parana e Ro-
drigo Morozetti Blanco que possui mestrado pelo programa de Mestrado Profissional em
Matemaética em Rede Nacional e licenciatura em Matematica pela Universidade de Sao

Paulo.

e Volume 1 - O tratamento da informacao e a resolucao de problemas por meio da
Fungao do 19 grau (Cédigo da Obra: 0149P21202133)

o Volume 2 - As Unidades de Medida e a Resolu¢ao de Problemas por meio da Func¢ao

do 22 Grau (Cédigo da Obra: 0149p21202134)

e Volume 3 - A Matematica financeira e a Resolugdo de Problemas por meio das
Fungoes Exponencial e Logaritmica (Cédigo da Obra: 0149P21202135)

o Volume 4 - A Estatistica e a Resolugao de Problemas por meio de Anélise Combina-

téria e Probabilidade (Cédigo da Obra: 0149P21202136)

o Volume 5 - A Resolugdo de Problemas por meio da Geometria Plana e da Trigono-
metria (Cédigo da Obra: 0149P21202137)

e Volume 6 - A Resolugdo de Problemas por meio da Geometria Espacial (Codigo da

Obra: 0149P21202138)

O livro do professor apresenta textos sobre o novo ensino médio e a BNCC, além
dos conteudos com os objetivos e suas respectivas justificativas. Ao final do livro sao
expostas as competéncias e habilidades sugeridas no inicio.

Os contetdos do livro “O tratamento da informacao e a resolugao de problemas por
meio da Funcao do 12 grau” utilizado para a investigagao estao divididos em trés unidades:
a primeira aborda Funcao Afim, a segunda trata de Progressao Aritmética, fungoes e
sistemas lineares, enquanto a terceira ¢ dedicada ao raciocinio légico e ao tratamento da

informagao.



Capitulo 3. Livros diddticos 66

Figura 36 — Capa do Volume 1

Fonte: Editora do Brasil

A investigacao especifica ocorre na unidade 2, nas paginas 74 a 83, com foco
no topico de sistemas lineares. Esse topico comega com uma contextualizagdao usando o
balanceamento de equagdes quimicas como motivador para o leitor e segue com uma série
de exemplos e exercicios. Na pagina 79, aborda-se a “Resolucao de um sistema de equacoes

lineares” utilizando o método de escalonamento no proprio sistema.

Figura 37 — Escalonamento do sistema

Assim, vamos ao escalonamento do sistema [

X+2y + =3
% =3 - z=4
W -y -2z =1
# Em primeiro lugar, precisamos anular os coeficientes de x na 2% e na 3% equacdes:
x+2y + z=3
x — 3y — z =4
\L - y-2z= 1—L
Substituimos a 2* equaciao Substituimos a 32 equa o pela
pela soma dela com a 12 equa- soma dela com-a 12 aguicao
cao multiplicada por —2: multiplicada -
—2x—4y—2z=-6 =3x—-6y—g=-9
+ +
W—dy-z=4 ~y—2z=1
-Ty—3z=-2 ~7y—5z=-8
X+ + z= 3
-y -3z = -2
-7y — 5z = -8
= Fixando a 1* equagdo, repetimos o processo para a 27 e a 3% egua ses, eliminande o y na
3% pquacao;
x+2y+ z= 3
— —{ -ty -3z=-2
) -7y — 6z = —8
Substituimos a 3% equagao prla soma dela co.n a 1* equacdo
multiplicada por —1:
Ty+azr=2
+
—Ty—5z=-§
e XxX+2yv+ z= 3
-7y —3z=-2
—2z=-6
Obtemos assii: ieter a na forma escalonada. Comao vocé jd obsaervou, a solugio desse

sis ma pode ser obuus determinando z na 3* equacdo, depois y na 2* equacdo (utilizando
o valor de z obtido) e obtendo x na 12 equacdo {utilizando os valores de v e z determinados
anteriorr nte).

Ceis. agora os trés sistemas de equagdes lineares abaixe. Junte-se a mais um colega
no cader| J, representem esses sistemas lineares na forma escalonada e, caso existam, ob-
™ rias solugoes.
2x+ y- z=-3 X =2y +3z =2 x+2y —2z =5
|4 x— y +2z= 2 ||—-l4x—y+42=1 ||H{x-y+z;2
=% + 3y —dz = -4 2 +3y —22 =5 2 = 2 =T

Freitas, Longen e Blanco (2020, p.81)
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-

A explicacao estende-se até a pagina 82, encerrando com uma lista de exercicios. E
importante destacar que a classificacdo do sistema e sua visualizagao grafica sao mencio-
nadas apenas nos exercicios recomendados aos estudantes. O livro propoe uma abordagem
para a resolucao de problemas. Na pagina 126, sao apresentadas explicacoes sobre algo-
ritmos e fluxogramas, porém, na parte relacionada a sistemas, esses elementos nao foram

empregados.

3.2 CONCLUSOES SOBRE A INVESTIGACAO

Durante a investigacao nos capitulos destinados ao conteido de sistemas de equa-
¢oes lineares, percebeu-se a necessidade de procurar tépicos especificos nos capitulos sobre
matrizes. Da investigagao, destacaram-se os seguintes temas: escalonamento de matrizes,
forma matricial de um sistema e escalonamento da matriz ampliada. Esses podem ser

observados a partir da Tabela 3, onde é possivel verificar a presenca de cada um.

Tabela 3 — Andlise de temas

Colegao Escalonamento de Forma matricial Escalonamento da ma-
matrizes triz ampliada

Dialogo X X X

Conexoes X v’ X

Prisma X v’ v’
Multiversos X X X

MTM em contextos X v’ b

MTM interligada X v’ X

Quadrante X X b

Ser protagonista X X X

Interacao MTM X X X

Fonte: Autoria proépria.

Pode-se notar que nao ha a presencga do tépico sobre escalonamento de matrizes
em nenhuma das nove colegoes analisadas. J& nos capitulos destinados ao conteido de
sistemas, apenas quatro cole¢oes apresentaram a forma matricial de um sistema. Porém,
apenas uma colecao abordou a resolucao de um sistema por meio do escalonamento da
matriz ampliada. Destaca-se que, em geral, todas abordam a resolugao por escalonamento
no proprio sistema de equacoes.

Por meio dessa investigacao nos livros, concluiu-se que ha uma lacuna ao abordar a
resolugao de sistemas através do escalonamento de matrizes, pois sabe-se que os estudantes
possuem dificuldades em trabalhar com expressoes algébricas. Esse método pode contribuir

para a aprendizagem dos estudantes, ja que pela matriz escreve-se apenas os coeficientes
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e os termos independentes e opera-se apenas com os nimeros. Outro destaque vai para a
falta de menc¢ao ao pensamento computacional em meio aos conteiidos, embora existam
sugestoes de recursos tecnologicos.

Desta forma, no proximo capitulo sera apresentado um material didatico que rela-
ciona o pensamento computacional com a resolucao de sistemas por meio do fluxograma

de escalonamento visto na Secao 2.1.1.4.
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4 MATERIAL DIDATICO

41 MOTIVACAO

A partir da investigacao nos livros didaticos apresentada na Se¢ao 3, evidenciou-
se uma lacuna: a auséncia da resolucao de sistemas de equacoes lineares por meio do
escalonamento da matriz ampliada. Como forma de suprir essa auséncia, pensou-se em
desenvolver um material que atendesse tanto o professor quanto o estudante.

A sugestao para resolver sistemas por escalonamento das matrizes veio através
de estudos sobre o pensamento computacional, em especial sobre o pilar de abstracao.
Nesse pilar, a ideia é focar nos dados que sao relevantes, e ao resolver utilizando a matriz
ampliada, foca-se apenas nos coeficientes e termos independentes do sistema, deixando
assim o problema visualmente mais simples, principalmente para estudantes que possuem
dificuldade. A partir dai, com leituras sobre a criacao de algoritmos, foi descrito, por
meio de um fluxograma, o método de Gauss-Jordan.

Também foi realizada uma pesquisa no banco de dissertagoes do Programa de
Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional (PROFMAT), que conta com
um total de 7229 trabalhos sendo, até o dia 12 de janeiro de 2024, 16 voltados ao tema
pensamento computacional defendidas entre os anos de 2019 a 2023. Em 2019 foram apre-
sentados 2, em 2020 foram apresentados 3, em 2021 foram apresentados 7, em 2022 foram
apresentados 2 e por fim em 2023 foram apresentados 2. Algumas dissertagoes apresen-
tam como material didatico sequéncias didaticas para uso dos professores. Dos trabalhos
destinados ao ensino médio, nenhum apresentou como objeto de estudo a resolugao de

sistemas de equacoes lineares relacionada com o PC.

4.2 DESENVOLVIMENTO DO MATERIAL

Com o conteudo ja definido, passou-se para a etapa de criagdo de uma possivel
sequéncia de aulas que envolvesse a resolugao de sistemas, mas principalmente que en-
volvesse a resolucao de problemas utilizando o pensamento computacional. Essa etapa

resultou em um material com dez aulas desenvolvidas da seguinte maneira:

e Aula 1 - Revisdo sobre sistemas:

Esta aula foi planejada para revisar o conceito de equagoes lineares e os métodos de
adi¢do e subtracao geralmente aprendidos no ensino fundamental. Com esta aula,
o professor pode avaliar a compreensao dos estudantes em relagdo a manipulagao

algébrica.

e Aula 2 - Forma matricial:
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Apés a aula 1, inicia-se o processo de relacionar as matrizes com os sistemas; espera-se
que os estudantes ja estejam familiarizados com o conceito de matriz, pois geralmente

este conteudo é ensinado antes de sistemas.

e Aula 3 - Escalonamento de matrizes:

Para iniciar o processo de escalonamento, esta aula comega com as operagoes elemen-
tares e uma resolug¢ao sem nenhum procedimento, apenas utilizando-as e tentando
chegar a matriz escalonada. A partir dai, apresenta-se o fluxograma de escalo-
namento. Espera-se que os estudantes percebam como os fluxogramas podem ser

utilizados para organizar o pensamento e criar processos 16gicos.

e Aula 4 - Praticar o escalonamento:

Esta aula serve como uma oportunidade para os estudantes praticarem o escalo-
namento e sanarem duvidas que possam surgir ao resolverem os exercicios, que

consistem principalmente em exercicios de fixagao.

o Aula 5 - Solugdo de um sistema:

Com as aulas anteriores concluidas, nesta aula os estudantes observarao o que
acontece geometricamente com as solugoes dos sistemas 2x2. Posteriormente, é
apresentada a classificacao dos sistemas de acordo com suas solugoes. Também ¢é
proposto o uso de duas plataformas educacionais, que podem ser acessadas pelo

computador ou pelo celular, para a classificagdo dos sistemas.

e Aula 6 - Pensamento computacional:
Nesta aula, ¢ introduzido o conceito de pensamento computacional e seus pilares
que contribuem para a resolugao de problemas.

e Aula 7 - Como resolver problemas:

Para essa aula, é sugerido um problema que envolve sistemas e sua resolugao é
feita utilizando os pilares do pensamento computacional, mais especificamente a

decomposigao.

o Aula 8 - Problemas: Fluxo de trafego:

Para diversificar os problemas, é apresentado o conceito de fluxo de trafego, onde
os estudantes aprendem a resolver problemas a partir da observacao de imagens de

fluxo.

e Aula 9 - Problemas: Balanceamento de equacoes quimicas:

Considerando as dificuldades dos estudantes em quimica, esta aula foi planejada para
trazer uma interdisciplinaridade entre as duas disciplinas. Em geral, o balanceamento

é feito por tentativa e erro para igualar os lados da equagao. Nesta aula, é proposto
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um método passo a passo para balancear equagdes quimicas por meio de sistemas

lineares.

o Aula 10 - Resolvendo problemas:

Nesta aula, com o mesmo objetivo da aula 5, sao propostos problemas que podem
ser resolvidos com os procedimentos apresentados nas aulas anteriores. Esses nao

sao de fixagao, pois envolvem a interpretagao de situacgoes diversificadas.

e Aula 11 - ENEM e Vestibulares:

Esta aula apresenta uma lista de exercicios retirados do banco de questoes do ENEM

e de vestibulares.

Todo o desenvolvimento do material se deu a partir das habilidades EM13MAT301,
EM13MAT315 e EM13MAT405 para o ensino médio que constam na BNCC. Para a
diagramacao do material, utilizou-se, com algumas modifica¢des, o modelo de livro para a
Editora UnB em LaTeX, produzido por Leonardo Luiz e Castro. Como o material didatico
¢ disponivel na versao digital, pensou-se em criar separadamente uma lista contendo os

exercicios da apostila, assim pode ser facilmente impresso apenas essa parte.

4.3 SOBRE O MATERIAL

Embora o pensamento computacional esteja também relacionado a computagao,
entende-se o contexto em que muitas escolas se encontram em relacao aos recursos tecno-
logicos. Por isso, o material limita-se a atividades que podem ser desenvolvidas, em sua
maioria, sem o uso de computadores ou celulares. Porém, também sabe-se do valor que
as ferramentas tecnoldgicas possuem, para isso o material traz um capitulo para mostrar
duas plataformas que podem auxiliar para a aprendizagem de sistemas lineares. Como
citado anteriormente, o material é composto pelo material do professor e a apostila do
estudante. Embora haja essa distingao, espera-se que a apostila do estudante também

sirva para estudos sem a necessidade do acompanhamento do professor.

4.3.1 Apostila do estudante

O material destinado ao estudante foi desenvolvido com o propoésito de permitir
que ele estude tanto com o acompanhamento do professor quanto de forma independente.
A apostila inicia com o capitulo 1, onde sao fornecidas explicagoes sobre sistemas de
equacoes lineares, o conceito de matrizes ampliadas e o procedimento para escaloné-las
seguindo o fluxograma apresentado nesta dissertacao na se¢ao 2.1.1.4, e a partir disso
resolver o sistema. Neste capitulo, sao incluidos exercicios de fixagdo para a pratica do

fluxograma, uma vez que este serd utilizado para a resolucao de problemas.
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Ja no capitulo 2, apresenta-se as habilidades do pensamento computacional e como
podem auxiliar na resolucao de problemas, especialmente problemas matematicos. O
capitulo 3 retine uma coletanea de problemas retirados de livros didaticos que constam
nas referéncias bibliograficas do material, vestibulares e do ENEM. No capitulo 4, sao
expostas duas plataformas online, recomendando-se o uso consciente, apenas para auxiliar
nos estudos. Ao final, sdo fornecidas as solugoes dos exercicios propostos e as referéncias

bibliograficas.

4.3.2 Material do professor

O material do professor se difere da apostila do estudante, pois ele foi pensado com
uma proposta de 11 aulas, sendo cada aula apresentada com seus objetivos, competéncias e
habilidades da BNCC e as linhas de acao que é onde se da o desenvolvimento metodologico
e do contetudo da aula.

Essas aulas encontram-se no capitulo 1, seguido pelo capitulo 2 que sao apresentadas
duas plataformas educacionais. O capitulo 3 conta com as resolugdes passo a passo de
alguns exercicios e as solugoes dos outros. Para facilitar a impressao dos materiais, para a
distribuicao aos estudantes em sala de aula, a lista de exercicios e os fluxogramas estao la

disponiveis.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A comercializacao de propostas inovadoras, como Ciéncia, Tecnologia, Engenharia,
Artes e Matematica (STEAM), cultura maker, gamificagdo e design thinking, tem se
destacado no cendrio educacional. Ao iniciar as pesquisas para essa dissertacdo, observou-
se a inclusao do pensamento computacional na BNCC, o que levantou questoes sobre
como esse conceito ¢ compreendido pela BNCC, como ¢ inserido na formacao inicial e
continuada de professores e qual é a abordagem nos livros didaticos do ensino médio,
especialmente no conteido de sistemas de equacgoes lineares.

A partir do estudo feito na BNCC, foi possivel concluir que além de utilizar o
PC na resolucao de problemas, ha o interesse em desenvolver algoritmos, em especial
através de fluxogramas, além do uso de ferramentas tecnolégicas. No entanto, no que diz
respeito a formacgao de professores, embora o tema do pensamento computacional tenha
sido incluido na formacao inicial por meio da legislagio (BRASIL, C. N. d. E., 2019),
evidenciou-se a necessidade de oferecer suporte objetivo aos professores ja formados, pois
estes geralmente tém pouco ou nenhum tempo disponivel para complementar seus estudos.
As oportunidades de formacao continuada sao oferecidas principalmente por meio de cursos
online como na plataforma AVAMEC ou por plataformas de empresas privadas.

Em relacao aos livros didaticos, a andlise dos capitulos sobre sistemas de equagoes
lineares revelou algumas lacunas: o termo pensamento computacional nao é explicitamente
mencionado, e poucos livros oferecem exemplos detalhados de resolugdo de problemas ou
fluxogramas para auxiliar na compreensao do contetido e na resolugao de exercicios.

Com isso, foi possivel identificar lacunas que levaram a elaboracao do material
didatico, cujo propoésito era facilitar o ensino da resolugao de problemas de sistemas,
usando o PC e o escalonamento da matriz ampliada. Esse material, podendo ser utilizando
como complemento ou apoio para estudante e professores, resultou em duas versoes: uma
para os estudantes, que apresenta o conteiddo em formato de apostila contendo exercicios
selecionados de diversos autores de livros sobre dlgebra linear; e outra para os professores,
que sugere a utilizacao da apostila dos estudantes em formato de aulas, com 11 planos de
aula.

Embora o material seja destinado para o uso em sala de aula, ndo foi possivel até a
conclusao dele aplicar o material com outros professores no ensino médio, primeiro devido
a limitacao de tempo e segundo pela necessidade de adequagao ao cronograma escolar
anual de matematica das escolas. Sabe-se da importancia de avaliar e aprimorar um plano
de aula por meio de sua aplicacao e retorno didatico. Porém, a professora pesquisadora tem
utilizado o material em sua pratica didatica e vem obtendo resultados satisfatorios. Além
disso, compreende-se que, mesmo dentro de uma mesma instituicdo de ensino, existem
turmas com caracteristicas distintas e estudantes com ritmos de aprendizagem variados.

Desta forma, recomenda-se para quem vier a pesquisar o tema ou desenvolver
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material com os mesmos propositos que reserve um tempo para a aplicacao com diferentes
professores e seus estudantes, coletando dados e sugestoes, e a partir das experiencias
aperfeicoar o material.

Este estudo explorou o potencial do método de solucao de problemas com base nas
habilidades desenvolvidas pelo PC, fornecendo uma contribuicao pratica para o ensino de
matematica. Espera-se que os professores que vierem a ler este trabalho compreendam o
conceito do PC e, caso se interessem pelo tema, sintam-se motivados a inseri-lo em sua
pratica pedagogica.

Por fim, para pesquisas futuras, além de aplicar o material desenvolvido e avaliar
os seus impactos nas aulas, desejamos investigar e inserir mais informagoes sobre o que
os pivos da matriz escalonada nos fornecem de informagoes sobre o sistema, bem como
o estudo de linguagens de programacao para o desenvolvimento de materiais tanto no

conteiido de sistemas estendendo para o de matrizes e como inseri-los no ensino médio.
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CAPITULO 1. PLANOS DE AULA

Capitulo 1

Planos de aula

Este capitulo apresenta uma proposta de planos de aula voltada para a resolugao
de problemas que abordam sistemas lineares, com a utilizacao da apostila do
estudante como recurso principal. Os planos foram pensados para serem executados
em 50 minutos para cada aula.

Cada aula apresenta os seguintes topicos: contetido, objetivos, Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) que apresenta a unidade tematica, objetos do conhe-
cimento, as competéncias e habilidades, e linhas de acao onde sao desenvolvidas
a metodologia e o contetudo, assim como os recursos utilizados e a avaliagao. As

referéncias estao incluidas na secao de referéncias ao final deste material.
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1.1 Aula 1 - Sistema de equacoes lineares

1.1.1 Conteudo

Sistema de equacoes lineares.

1.1.2 Objetivos

a. Identificar se os alunos possuem conhecimento sobre sistemas lineares;

b. Revisar métodos de adigcao e substituicao;

1.1.3 Base Nacional Comum Curricular

a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento: Sistema de equacgoes lineares e métodos de

resolugao.

c. Competéncias:

CoMPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondémicas
ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-
tes registros de representacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados de

problemas.
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d. Habilidades:

(EFO8MAOS8) Resolver e elaborar problemas relacionados ao seu contexto
préoximo, que possam ser representados por sistemas de equagoes de 1° grau
com duas incognitas e interpreta-los, utilizando, inclusive, o plano cartesiano

como recurso. (Para a revisao do contetudo).

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Mateméatica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

1.1.4 Linhas de acao

a. Tempo de aula: 50 minutos.

b. Desenvolvimento metodolégico e do conteudo:

MoMENTO 1: Revisao.

Titulo: Sistema de equacgoes lineares.

EQUACQAO LINEAR

A equacdo 2-x + 5-y = 10 é chamada de equacao linear. Essa equagao é
formada pelos niimeros reais 2, 5 e 10 e pelas incognitas x e y. Assim, temos

que

2 e 5 sao os coeficientes;
X € y sao as incognitas;

10 é o termo independente.
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Exercicio 1.1

Para cada equacao abaixo, identifique: os coeficientes, as incognitas e o

termo independente.

a) r —y = 3
b) —x — 8-y =10
c)7-z —2-y =6

1
d —3-2 +5-y — 3 5= 2

Assim, uma equacao linear é uma equacao da forma

a;-xy + ay- Ty + ...a, -z, = b,

comay,--, a, €bnimeros reais, onde a,, -, a, sao os coeficientes, z, x5, ..., T,

sao as incégnitas e b o termo independente.

No exemplo inicial, podemos assumir que * = 1 e assim y = 1 para

solucionar a equagao.
2-x + 5y = 10 =
2-1 +5-1 =10 =
24+ 5 =10 =

10 = 10.

Desta forma, dizemos que o par ordenado (2,5) é solugdo da equacao linear
2-x + 5-y = 10. Os pares (5,0) e (0,2) também sao exemplos que

solucionam a equacao.
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SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Quando resolvermos duas ou mais equacoes lineares simultaneamente, esta-

mos resolvendo um sistema de equacoes lineares. Por exemplo,

r + y = 3

xr — y = 1

2c + y = 7

r — dy = 1
2-x + y — 3.z = 8
r — 5y + 4-z2 = =2
r — Yy — z = 1

Sugestao: Peca aos alunos para irem a lousa escrever alguns sistemas lineares.

Um conjunto de equacoes lineares a serem satisfeitas simultaneamente é

chamado de sistema de equacoes lineares e se apresenta na forma:

-

CL11 '.1'1 + a/12 '.Z'Q + ee + aln ':,C,n — bl
a/21 . .Tl + a22 . .7;'2 + + afzn . .Tn - 62
(Am1 " X1 T Qo Ty e Gyt T, = bm

Esse sistema é formado por m equagoes e n incoégnitas. Nosso interesse é
resolvé-lo, encontrando uma n-upla (z,,zy, 23, ..., T, ) que satisfaz todas as

equacoes.
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MOoOMENTO 2: Revisar sistemas 2x2.

TiTULO: Por que resolver sistemas lineares?

Observe o seguinte problema:

Exemplo 1.1. Se a soma das idades de Joao e Pedro é 65 e a diferenca

¢é 25, quais sao as idades de Joao e Pedro?

Para resolver esse problema, podemos escrever duas equagoes lineares com

as informacoes fornecidas, onde j é a idade de Jodo e p é a idade de Pedro:

j + p = 65
j — p = 25

No ensino fundamental, estudamos sistemas que possuem duas equagoes e
duas incégnitas. Para resolvé-los, utilizamos métodos como adigao ou substi-
tuicao. O sistema acima possui duas equacoes e duas incognitas, podemos
chamaé-lo de um sistema “2x2” (2 por 2). Acompanhe a resolugdo, primeiro

pelo método da adicao e depois pelo método da substituicao.

METODO DA ADIGAO

Vamos somar a primeira equacao 7 + p = 65 com a segunda equacao

] — p = 25
Jj + p = 65
+ 7 — p = 25
27 + 0 = 90
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Agora que encontramos a idade de Joao (j = 45), basta substituir em uma
das equagoes para encontrar a idade de Pedro (p). Escolhendo a primeira,
temos

j+p=65 = 45 +p =65 = p = 20.
Encontramos o par (45,20), vamos verificar se de fato é a solugao do sistema:

j+py==65=
45 + 20 = 65 =

65 = 65.

J —py = 25 =
45 — 20 = 25 =

25 = 25.

A solugao do sistema é o par (45,20). Logo, Jodo tem 45 anos e Pedro tem

20 anos.
METODO DA SUBSTITUIGAO

Comecamos escolhendo uma das duas incognitas para isolar, nesse caso sera a

incognita j. Assim,

j—p=2 = j=25+ p.

Substituindo a expressao encontrada na primeira equagao, temos

Jj+p=65 = 25 +p +p =65 = 2 =40 = p = 20.

Voltando para a expressao encontrada,

j=254+p = j=254+20 = j = 45.
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Encontramos o par (45,20), vamos verificar se de fato é a solugao do sistema:

Jj+py=65=
45 4+ 20 = 65 =

65 = 65.

Jj—py=2 =
45 — 20 = 25 =

25 = 25.

A solugao do sistema é o par (45,20). Logo, Jodo tem 45 anos e Pedro tem

20 anos.

Exercicio 1.2

Resolva os problemas que envolvem sistemas 2x2. Escolha um dos dois

métodos para resolver.

a) 3 cadernos grandes e 2 cadernos pequenos custam R$ 185,00. 5 ca-
dernos grandes e 3 cadernos pequenos custam R$ 285,00. Encontre

o valor do caderno grande e do caderno pequeno.

b) Se o custo de 3 chocolates e 2 biscoitos é de R$ 35,00 e o de 2

chocolates e 3 biscoitos é de R$ 42,50. Qual é o custo dos biscoitos?

¢) Em uma turma ha 44 estudantes entre meninos e meninas. A
diferenca entre o ntimero de meninos e o de meninas é 10. Encontre

a quantidade de meninos e meninas nessa turma.

Porém, em problemas aplicados em areas como administracao, economia,
engenharia, fisica, entre outros, os sistemas possuem muitas equacoes e in-
cognitas (milhares de incégnitas). Esses dois métodos apresentados nao sao

suficientes e nem praticos para resolver sistemas maiores.
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Vamos aprender outro método que consiste em escalonar uma matriz. Para

isso, precisamos escrever o sistema em sua forma matricial.

. Recursos utilizados:

Apostila do estudante, lista de exercicios impressa (opcional) e lousa.

. Avaliacao:

A avaliagao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do
conteudo e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios
propostos.

. Conteudo da aula anterior:

Nao se aplica.
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1.2 Aula 2 - Forma matricial

1.2.1 Conteudo

Sistema de equacoes lineares.

1.2.2 Objetivos
a. Revisar o conceito de matriz;

b. Escrever um sistema na sua forma matricial e escrever a matriz ampliada.

1.2.3 Base Nacional Comum Curricular
a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento:

Forma matricial de um sistema de equagoes lineares.

c. Competéncias:

CoMPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondémicas
ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-
tes registros de representacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados de

problemas.

10
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d. Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programa-
¢do na implementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matematica.

1.2.4 Linhas de acao

a. Desenvolvimento metodolégico e do contetdo:

MOMENTO 1: Revisao sobre como escrever uma matriz.
TiTuLO: Forma matricial de um sistema de equacoes linear.

OBSERVACAO: Os exercicios propostos para esse momento estao disponi-

veis na lista para impressao.

Representar o sistema na sua forma matricial implica em escrever: uma
matriz com os coeficientes, que chamaremos de A; uma matriz com as incog-
nitas, que chamaremos de x; uma matriz com os termos independentes, que

chamaremos de b;

Assim, temos A - = b. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 1.2.
2.:61 + 5-/,1:2 + 3:3 = 9
ry + 3xzy + 4xz3 = 9

11
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Escrevendo as matrizes A, x e b, obtemos

A=12 5 1| z= |z b=|9

Ou seja,

1 2 —2| [= 1
2 5 1) |zl = |9
1 3 4 T 9

Em geral, temos o sistema

a21w1 + a22$2 + + CLann - b2
L Am1T1 + Amp2lo + ApnTn = bm

que apresenta a sua forma matricial

11 Gy 1p L1 by
(g1 Qg2 Gap Lol by
[Am1 Am2 Amn _ajn_ _bm_
Assim, temos A-x = b.

12
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Exercicio 1.3

PRATIQUE! Escreva a forma matricial dos sistemas abaixo.

b 2.1:1 + :U2 — 8

’ 41'1 - 31’2 - 6
cC. 4 2xy — =z + x3 = 3
—I —+ 2332 -+ 31:3 = 7

MOMENTO 2: Escrever a matriz ampliada do sistema.

TiTULO: Matriz ampliada.

Para resolver o sistema pelo método do escalonamento, utilizaremos a matriz
ampliada. Essa matriz é formada pela matriz A dos coeficientes e pela matriz

b dos termos independentes, sendo escrita como [ A | b ].

a1 Q9 Ain by
a a . a b
_aml am2 amn bm_
Observe o sistema abaixo:
./L']_ + 3%2 + 41’3 — 9

13
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A matriz ampliada desse sistema é da forma:

A=12 5 1 9

Exercicio 1.4

Escreva a matriz ampliada dos sistemas do exercicio 1.3

b. Recursos utilizados:

Apostila do estudante, algoritmo do escalonamento impresso (opcional) e

lousa.

c. Avaliagao:

A avaliacao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do
contetudo e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios

propostos.

d. Contetido da aula anterior:

Sistema de equacoes lineares, forma matricial e matriz ampliada.

14
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1.3 Aula 3 - Escalonamento de matrizes

1.3.1 Conteudo

Sistema de equacodes lineares.

1.3.2 Objetivos

a. Analisar e entender o algoritmo de escalonamento através de fluxogramas;
b. Compreender o que o processo de escalonamento diz sobre o sistema;

c. Encontrar a solucao do sistema.

1.3.3 Base Nacional Comum Curricular

a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento:

Escalonamento de matrizes.

c. Competéncias:

CoMPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondémicas
ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solucoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-

tes registros de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,

15
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computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados de

problemas.

d. Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programa-
¢do na implementagdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matematica.

1.3.4 Linhas de acao

a. Desenvolvimento metodolégico e do contetido:

MoMENTO 1: Explicar o que é um sistema escalonado e apresentar as

operagoes elementares.

TiTUuLO: Sistema escalonado.

Na matriz escalonada, os primeiros elementos nao nulos de cada linha da
matriz dos coeficientes sao chamados de pivos e os valores que aparecem na
matriz dos coeficientes sao solucoes do sistema. Para escalonar a matriz

utilizamos trés operagoes elementares.

O processo de realizar operagoes elementares nos permite escrever a matriz de
duas formas: na forma escalonada, cujo método é conhecido como Método de
Gauss, e na forma escalonada reduzida (ou forma escalonada reduzida), que é
conhecido como Método de Gauss-Jordan. Acompanhe como sao definidas as

trés operacoes elementares:
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1. Definicao: Sao trés as operacgoes elementares sobre as linha de
uma matriz:
(a) Permutar duas linhas (L; <> L;);

(b) Multiplicar uma linha por algum escalar « real diferente de zero

(L; + - L;);

(c) Somar uma linha com o produto de outra (L; <~ L; + - L;).

Sugestao: Durante a explicacao deixe que os alunos facam sugestoes de quais

operagcoes utilizar, pois assim é possivel evitar possiveis erros futuros.

Para compreendermos as operacoes, vamos analisar a matriz ampliada abaixo.

2y — 2z = 1 0 2 -2 : 1
2 + by + z =9 = 2 5 1 9
r + 3y + 4z = 8 1 3 4 : 8

1. PERMUTAR LINHAS L; <> L,

Observe que a matriz nao possui o primeiro elemento da primeira linha

diferente de zero.

0 2 -2 : 1
2 5 I 9
1 3 4 : 8

Vamos realizar uma permutacao entre as linha L; e L para que o primeiro

elemento dessa linha seja diferente de zero.

1 3 4 : 8
2 5 1 9
0 2 -2 : 1
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Para representar essa troca, escrevemos L; < L.

2. MULTIPLICAR POR UM ESCALAR L, < a-L;

Da tultima matriz, vamos multiplicar a terceira linha da matriz por %:

N =
ot W
—
N0 o]

(e
—
|
—
N[

~ 1
Para representar essa operagao, escrevemos Lz <— 5 - L.

3. SOMAR UMA LINHA COM O PRODUTO DE OUTRA L; <« L;+a-L;

Observando a ultima matriz obtida, podemos notar que os elementos abaixo

dos pivos nao sao todos zeros. Vamos fazer a seguinte operagao:

2 5 1 9
-2 — 6 — 8 — 16
o — 1 — 7 — 7
Assim, a matriz ficard da forma
1 3 4 8
0o —1 -7 —7
0 1 -1 1

Agora, vamos fazer a seguinte operagao para zerar o elemento que esté abaixo

do pivo da segunda linha:
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+
(e}

;

I

-3

I

-3 =

L; < Ls + L, =

A matriz ap0Os essas operagoes ficarda da forma:

1 3 4 8
01 —1 :

. _ 13
00 =8 : —%

Essa matriz nao apresenta seus pivos iguais a 1 e os elementos acima dos
pivos ainda nao estao zerados. Porém, quando a matriz apresenta essa forma,

dizemos que a matriz esta na forma escada.

1 3 4 : 8

.1
0,1 -1 : 3
00|—85—§

Continuando com as operacoes elementares para deixar a matriz escalonada,

podemos multiplicar a linha Lj por —%. Assim

0 + 0 +

00\b—*|00
_I_
oo\r—'|l\)‘

1
0o 0 + 1 +

E agora, fazendo a operacgao na linha Ly:

0o + 1 — 1 +
0O + 0 + 1 +

Sl o

Ly+L,+Ly =

\V]
—_

0 + 1 + 0 + 2

=)

A matriz ficard da forma:
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1 3 4 8
010 : %

13
001 : 1

Por fim, vamos realizar duas operacoes sobre a linha L;:

16
0o 0 — 4 — 22
1 0 0 + 1

A matriz escalonada fica da seguinte formas:

e}
—_
e}
Sle SR &l

[\
—

Onde encontramos como solucao r = %, Yy =

=
(@}
@)
N
I
==
CDlOJ

Vamos verificar se de fato os valores encontrados satisfazem simultaneamente

as trés equacoes:

Primeira equacao: 2.y — 2-z = 1
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5 21 5 13
16 16

21 13

8 8

Segunda equacao: 2-x+5-y + z = 9

13 21 13
Jp— i -
16 5 16 * 16
26 n 105 13

16 8 16

144

16

Terceira equacao:  + 3.y + 4-z = 8

13 21

- L2 4.

16 3 16 *
13 N 63 n
16 16

16

02
16

128

21

16

=

=

=

=

=

=

=

=

=
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MOMENTO 2: Apresentar o algoritmo do escalonamento.
TiTuLO: Algoritmo de escalonamento.

SUGESTAO: Imprima os fluxogramas que estao em anexo e distribua para

os estudantes, caso eles nao possuam a apostila.

Agora que ja vimos as operacoes elementares para escalonar uma matriz,
observe o algoritmo do escalonamento que auxilia nesse processo e como o
sistema pode ser resolvido. Esse algoritmo apresenta-se de duas formas: por

meio de descri¢ao narrativa e por fluxograma.
ALGORITMO DE ESCALONAMENTO:
Teste inicial — Se a matriz for nula, pare.

Passo 1 -

i. Localize a coluna mais a esquerda que nao seja zero e, se necessario,
troque a primeira linha com outra linha para trazer uma entrada nao-nula
(pivd) para a primeira linha desta coluna.

ii. Divida a primeira linha pelo valor do pivé para obter um pivo igual a 1.

iii. Realize operagoes elementares para zerar os elementos que estao abaixo

do pivo encontrado no passo anterior.

Passo 2 -

i. Mova-se diagonalmente para a direita e para baixo, para a proxima linha

e coluna.

ii. Se encontrar um elemento nao-nulo, este sera o proximo pivo. Normalize-

o para 1 e use operagoes elementares para zerar todos os elementos abaixo

dele.

iii. Se a coluna inteira for nula, nao ha pivo a ser estabelecido. Neste caso,
continue movendo-se para a coluna seguinte até encontrar um pivo ou

confirmar que todas as colunas restantes sao nulas.
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Passo 3 -

Continue este processo linha por linha, coluna por coluna, até que todos os
pivos estejam normalizados e todos os elementos abaixo dos pivos estejam
zerados. Quando esse processo terminar, a matriz que vocé obteve estard em
forma escalonada. Agora, prossiga com as seguintes etapas para colocar a

matriz em forma escada reduzida.

Passo 4 -

Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.
Passo 5 -

Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estard na ultima linha nao

nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em sua coluna.
Passo 6 -

Ignore a linha que vocé acabou de usar e volte ao Passo 4 e repita o processo

para a linha que esta acima até concluir o escalonamento.
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Fluxograma - Algoritmo de escalonamento

A matriz é
nula?

Localize a coluna mais a
esquerda que ndo seja nula.

O primeiro
elemento é
nulo?

Divida a linha pelo valor do
pivd, para que esse passe a

serigual a 1. T
Y

Zere os elementos abaixo do
pivo.

21

Mova-se diagonalmente para
a direita e para baixo, para a
proxima linha e coluna.

Faca uma troca de linhas para
trazer o pivo para a linha dessa <
coluna que estamos analisando.

J

Sao todos
nulos?

SIM

Mova-se para baixo e

verifique se todos os

elementos abaixo sdo
nulos

Divida a linha pelo valor do
~—®| piv0, para que esse passe a
serigual a 1.

NAO Y
Zere os elementos abaixo do
pivo.

Todos os pivos foram
encontrados, normalizado e os
elementos abaixo dos pivos
foram zerados?

SIM

pivo mais a direit
esta na linha 1?

FIM )= SIM NAO J Comece com o0 piv0 mais a
l direita.

4

Zere os elementos acima do
pivo.

l

a mais linhas acima
desta linha?

Ignore a linha que
vocé acabou de usar.

Fonte: Autoria propria
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Exemplo 1.3. TESTE: ALGORITMO DE ESCALONAMENTO

Vamos resolver o sistema a seguir utilizando o algoritmo descrito acima.

-

T — Yy + 2z + w = 4

vy = Y = B = -3

< r — 2y + w = 1
5%4 + z - w = )

\

1 -1 1 1 4]
2 -1 -1 0 : -3
1 -2 0 1 1
5 0 1 —1 5]

Teste inicial: A matriz nao é nula, seguimos com o algoritmo.

Passo 1

i. Localize a coluna mais a esquerda que nao seja zero e, se necessario,
troque a primeira linha com outra linha para trazer uma entrada

nao-nula (pivo) para a primeira linha desta coluna.

A coluna mais a esquerda é a coluna

ot =N =
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ii. Divida a primeira linha pelo valor do pivo para obter um pivo

igual a 1.
Etapa nao necessaria, pois o pivo ja é 1.

iii. Realize operagoes elementares para zerar os elementos que estao

abaixo do pivo encontrado no passo anterior.

+ 2 — 1 — 1 0 — 3
- 2 4+ 2 = 2 = 2 =
o +1 — 3 — 2 — 11
-+ L — Z 0O + 1 4+ 1
-1 + 1 -1 — 1 — 4
L; < Ls—L; =
o — 1 — 1 0o — 3
+ 5 o + 1 — 1 4+ 5
- 95 4+ 5 — 5 — 5 — 2
O + 5 — 4 — 6 — 15

1 -1 1 1 4
7 1 -9 —» 3 —ili
0 -1 —1 0 —3
0 5 —4 —6 : —15]
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Passo 2

i. Mova-se diagonalmente para a direita e para baixo, para a proxima

linha e coluna.

Vamos trabalhar com a segunda coluna

ii. Se encontrar um elemento nao-nulo, este sera o proximo pivo.
Normalize-o para 1 e use operagoes elementares para zerar todos

os elementos abaixo dele.

O pivo ja é 1, vamos zerar os elementos abaixo dele:

o — 1 — 1 0o — 3

o + 1 — 3 — 2 — 11
Ly < Ls + L, =

0 0O — 4 — 2 — 14

o + 5 — 4 — 6 — 15

0O — 5 + 15 + 10 + 55

0 0 + 11 + 4 + 40

A matriz ficara
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1T -1 1 1 4]
0 1 -3 —2 : —11
0 0 —4 —2 : —14
0o 0 11 4 40

Passo 3 - Continue este processo linha por linha, coluna por coluna, até
que todos os pivos estejam normalizados e todos os elementos abaixo
dos pivos estejam zerados. Quando esse processo terminar, a matriz
que vocé obteve estard em forma escalonada. Agora, prossiga com as

seguintes etapas para colocar a matriz em forma escada reduzida.

Da terceira coluna, facamos:

ii. Divida a terceira linha pelo valor do pivé para obter um pivo igual

al.

Ly = - -Ls = 0 0 + 1 +

N~
+
IR

Desta forma,
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1 -1 1 1 4]
0 1 —3 —2 —11
1 7
o o0 1 1 z
0 0 11 4 40

iii. Realize operagoes elementares para zerar os elementos que estao

abaixo do pivo encontrado no passo anterior.

1 -1 1 1 4
0 1 —3 —2 : —11

1 7
0o 0 0 1 —1]

Passo 4 - Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.

Passo 5 - Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estard na

ultima linha nao nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em

sua coluna.

o 0 + 1 + & + £
1 0 0 o — + + 1
0 0 + 1 0 + 4
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0 + 1 — 3 — 2 — 11
0 0 0 2 — 2
L,«L,+3-L, =
0+ 1 — 3 0 — 13
1 — 1 + 1 + 1 + 4
0 0 0 — 1 + 1
L,+L,—-L, =
1 — 1 + 1 4+ 0 + 5

Ignore a linha que vocé acabou de usar e volte ao Passo 4 e repita o

processo para a linha que esta acima até concluir o escalonamento.
Passo 4 - Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.

Passo 5 - Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estara na
ultima linha nao nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em

sua coluna.

o + 1 — 3 0 — 13
0 0 + 3 0 + 12
0 1 0 0o — 1
1 — 1 + 1 0 + o
0 0o — 1 0 — 4
L+~ L, —Lg =
1 — 1 0 0 + 1
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Ignore a linha que vocé acabou de usar e volte ao Passo 4 e repita o

processo para a linha que esta acima até concluir o escalonamento.
Passo 4 - Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.

Passo 5 - Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estara na
ultima linha nao nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em

sua coluna.

1 -1 0 0 + 1

0+ 1 0 0 — 1
L,«L,-L, =

A matriz ficard na sua forma escada reduzida:

(1 0 0 0 0]
01 0 0 —1
0O 01 0 4
0 0 0 1 =1
Logo, temos que x = 0, y = —1, 2 = 4 e w = —1 formam a solucao

(0,—1,4,—1) do sistema.

b. Recursos utilizados:
Apostila do estudante, algoritmo do escalonamento impresso (opcional) e
lousa.

c. Avaliagao:

A avaliagao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do
conteudo e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios

propostos.
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d. Contetido da aula anterior:

Sistema de equacoes lineares, forma matricial e matriz ampliada.
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1.4 Aula 3 - Praticar o escalonamento

1.4.1 Conteudo

Sistema de equacodes lineares.

1.4.2 Objetivos
a. Praticar o escalonamento da matriz ampliada;

b. Encontrar a solugao do sistema;

1.4.3 Base Nacional Comum Curricular
a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento:

Algoritmo do escalonamento de matrizes.

c. Competéncias:

CoMPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondmicas
ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solucoes propostas, de modo a construir argumentacgao consistente.

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-
tes registros de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagao de resultados de

problemas.
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d. Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programa-
¢do na implementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matematica.

1.4.4 Linhas de acao

a. Desenvolvimento metodolégico e do contetido:

MOMENTO 1: Exercicios de fixacao.

TiTUuLO: Préatica do escalonamento.

Nesse momento, peca para que os estudantes escalonem a matriz ampliada de
cada item. A resolucdo de cada um estd na secdo 3. Esses exercicios estdao na

lista para impressao e na apostila do estudante.

Exercicio 1.5

Escreva a matriz ampliada de cada sistema e faga o escalonamento para

obter a solucao de cada sistema.

r — 2y = 3
a.
2t — y =9
2 + 3y = 1
10z + 9y = 11
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20 + 3y = 1
c.
4 + y = 17
r + 4y =1
d. Y
20+ Ty = 0
(2 + y + z = 6
. 42x + y + =z =7
lr + 2y + z = 8
(22 4+ 12y + 17z = 53
f. <z + 5y + 7z = 22
3z + 22y + 19z = 35
(+ + y — z = 7
g 33z + Ty + 2z = 11
2z + Ty — 4z = 19
(2 + 2y + 3z = 4
h. §2z — 5y + 22 = 1
v — y + 8z = 3

b. Recursos utilizados:

Apostila do estudante, lista de exercicios impressa (opcional) e lousa.

c. Avaliagao:

A avaliagao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do
conteudo e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios

propostos.

d. Contetido da aula anterior:

Escalonamento da matriz ampliada.
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1.5 Aula 4 - Solucao de um sistema

1.5.1 Conteudo

Sistema de equacoes lineares.

1.5.2 Objetivos
a. Compreender a solugao de um sistema no plano cartesiano;

b. Classificar um sistema de acordo com a solucao.

1.5.3 Base Nacional Comum Curricular
a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento:

Solugao do sistema de equagcoes lineares.

c. Competéncias:

CoMPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondémicas
ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-
tes registros de representacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados de

problemas.
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d. Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

1.5.4 Linhas de acao

a. Desenvolvimento metodolégico e do conteudo:

MoMENTO 1: Compreender a solugao do sistema.

TiTUuLO: Solucao de um sistema.

Uma equacao linear que possui apenas duas incégnitas representa uma reta
no plano. Vamos analisar sistemas 2x2 e observar o que acontece com as retas

de acordo com as solucoes do sistema.

SISTEMA 1
r — 2y = 1
3z 4+ 2y = 11

Resolvendo o sistema por escalonamento, obtemos a seguinte matriz:
1 0 : 3
0 1 : 1

Assim, o sistema apresenta uma tnica solugdo (3,1). Essas duas equagoes

representam as seguintes retas concorrentes:
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r—2y=1

x
3x+2y =0

O ponto onde as duas retas se intersectam é o ponto (3, 1), que é a solucao do

sistema. Nesse caso, dizemos que o sistema ¢é consistente e possui solugao

Unical
SISTEMA 2
x — 2y =1
20 — 4y = 2

Escalonando a matriz ampliada, obtemos:

0 0 : 0

A 1ltima linha da matriz escalonada ficou com todos os seus elementos nulos.
Quando isso ocorre, temos apenas a equacao r — 2y = 1, ou seja, a solugao do

sistema é formada por todos os pontos que pertencem a reta y = —1_79”.
Graficamente, temos:

Como temos duas retas coincidentes, dizemos que o sistema é consistente e

possui infinitas solugoes!
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SISTEMA 3

Nesse sistema, escalonando a matriz ampliada:

1 -2 1
0o 0 : 1|

Obtemos 0- x4+ 0-y=1= 0= 1, o que é um absurdo. Podemos concluir
que nao existem valores para x e y capazes de satisfazer as duas equacoes do

sistema. Observando as retas no planos:
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Figura 1.1: Sistema 3: Retas Paralelas

Y

rx—2y=1

x—2y=2

O sistema nao possui solucao e as retas sao paralelas. Dizemos que o sistema

¢ inconsistente e nao possui solugoes!

MoOMENTO 2: Classificar o sistema.

TiTuLo: Classificacao do sistema

Na secao 2.3 ha exercicios para a classificacao de sistemas através das plata-
formas apresentadas na secao. Caso haja na escola computadores disponiveis,
é um recurso interessante. Caso contrario, os alunos podem baixar no celular

os aplicativos sugeridos.

Os sistemas de equacoes lineares podem ser classificados da seguinte maneira:
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Sistema de
equacao linear

Possui
solucao?

Consistente }75”\/' NAOA{ Inconsistente J
( W |
Solucdo Infinitas Sem
unica solucoes solucao

b. Recursos utilizados:

Apostila do estudante, lista de exercicios impressa (opcional) e lousa.

c. Avaliagao:

A avaliagao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do
conteudo e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios

propostos.

d. Contetido da aula anterior:

Exercicios de fixagao para a pratica do escalonamento.
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1.6 Aula 5 - Pensamento computacional

1.6.1 Conteudo

Sistema de equacoes lineares.

1.6.2 Objetivos
a. Conhecer o pensamento computacional como método para resolver problemas;

b. Desenvolver uma pesquisa sobre o tema da aula.

1.6.3 Base Nacional Comum Curricular
a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento:

Pensamento computacional.

c. Competéncias:

CoMPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondémicas
ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-
tes registros de representacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados de

problemas.
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d. Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programa-
¢do na implementacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matematica.

1.6.4 Linhas de acgao

a. Desenvolvimento metodolégico e do contetido:

MOMENTO 1: Sobre o pensamento computacional.
TiTULO: Pensamento computacional.

SUGESTAO: Separe a turma em grupos e distribua para cada grupo
um pilar do pensamento computacional para eles facam pesquisas e

apresentem para a turma.
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Decomposicao Abstragdo

Reconhecimento

Algoritmos
de padrdes

Pensamento Computacional

Problemas complexos sempre desafiaram diversas areas do conhecimento,
levando a humanidade a enfrentar situacoes imprevistas. Essas situacoes
abriram portas para novas descobertas, que contribuiram para a construcao

do conhecimento humano e do avango cientifico e tecnolégico.

Atualmente, é possivel utilizar técnicas mateméaticas e computacionais cada vez
mais criativas e sofisticadas, seja para o sequenciamento do DNA, simulagoes
nas engenharias, analise de grandes conjuntos de dados nas areas sociais ou

nos mais variados contextos.

Fragmentar um problema dificil, reconhecer padroes, fazer abstragoes e criar
algoritmos sao habilidades utilizadas por cientistas da computagao. Com
isso, é possivel identificar, orientar e contribuir para o desenvolvimento de
solucoes dos desafios. Juntas, essas habilidades compoem um método para
resolver problemas chamado de pensamento computacional, que é constituido

por quatro habilidades:

DECOMPOSICAO: A decomposi¢ao consiste em dividir o problema em partes

menores.

RECONHECIMENTO DE PADROES: O reconhecimento de padroes permite

identificar as semelhancas nos detalhes.

ABSTRACAO: A abstracdo, por sua vez, isola detalhes irrelevantes e concentra-

se nas partes relevantes.
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ALGORITMOS: Os algoritmos sao os responsaveis por escrever a solugao do
problema em uma sequéncia de passos que podem ou nao ser calculados por

um computador.

Juntas auxiliam na interpretacao do problema, podendo reutilizar estratégias
de problemas semelhantes e também desenvolver estratégias novas com uma
logica estruturada. Entende-se que nem todo problema precise obrigatoria-
mente passar por todas as etapas, uma vez que elas sao independentes entre
si. Vamos agora explorar como essas habilidades podem nos ajudar a resolver

problemas que envolvem a resolucao de sistemas de equacoes lineares.

. Recursos utilizados:

Apostila do estudante e lousa.

. Avaliacao:

A avaliagao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do
conteudo e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios
propostos. Se possivel, avaliar os alunos pela apresentacao do trabalho
sugerido.

. Conteudo da aula anterior:

Solugoes de um sistema.
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1.7 Aula 6 - Como resolver problemas

1.7.1 Conteudo

Sistema de equacoes lineares.

1.7.2 Objetivos
a. Interpretar problemas com o auxilio dos pilares do pensamento computacional;

b. Resolver problemas que envolvem sistemas.

1.7.3 Base Nacional Comum Curricular
a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento:

Pensamento computacional.

c. Competéncias:

CoMPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondémicas
ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-
tes registros de representacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados de

problemas.
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d. Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programa-
¢do na implementacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matematica.

1.7.4 Linhas de acao

a. Desenvolvimento metodolégico e do contetido:

MOMENTO 1: Resolver problemas em geral.

TiTuLO: Problemas em geral.
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Exemplo 1.4. (FESP - Adaptado): Uma pessoa alimenta seu céo
combinando o conteuido de duas marcas de racoes preparadas pelos
fabricantes X e Y. A tabela abaixo discrimina a quantidade de unidades
de vitaminas e de sais minerais em cada saco de ra¢ao e a quantidade

minima de unidades que o cao deve consumir.

Ragao X Racao Y Minimo

Vitaminas 40 20 200

Sais minerais 20 40 200

Se o saco da racao X custa R$10,00 e o da Y, R$ 15,00, determine a
quantidade inteira de cada saco a ser comprado de modo a minimizar

os custos e satisfazer as quantidades minimas requeridas.

COMPREENDENDO O PROBLEMA

O problema solicita a quantidade inteira de cada saco de ragao a ser comprada,
onde duas condi¢oes devem ser satisfeitas: atender a quantidade minima de
vitaminas e sais minerais e minimizar os gastos. Para isso, é fornecida uma

tabela com as quantidades e os valores de cada saco de racao.

A primeira vista, percebe-se que néio é ficil abordar o problema de uma vez sé.
Portanto, vamos utilizar a decomposicao e dividir o problemas em subproble-
mas. Inicialmente, buscaremos determinar a quantidade de sacos que atendem
a condicao inicial. Em seguida, encontraremos os valores correspondentes de

forma inteira.

Por fim, para a tultima condicao, identificaremos as quantidades de sacos que

resultam no menor custo possivel.
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SUBPROBLEMA 1

Qual é a quantidade de sacos de racao para se ter a quantidade minima

de vitaminas e sais minerais desejada?

Aqui, nosso foco esta na determinacgao da quantidade de sacos de ragao, para
isso vamos utilizar as informacgoes que constam na tabela. Nesse sentido, as
incognitas sao as quantidades de sacos de racao a serem adquiridas de cada

fornecedor. Entao, vamos criar uma equagao para cada linha da tabela.

Denotaremos por x a quantidade de sacos a serem adquiridos da Ragao X e
por y a quantidade de sacos a serem adquiridos da Racao Y. Dessa forma,
a partir da primeira linha, obtemos a equacao 40z + 20y = 200, enquanto a
segunda linha resulta na equacao 20x + 40y = 200. Como queremos que as
duas equacgoes sejam satisfeitas simultaneamente, temos o seguinte sistema de

equacoes lineares:

40z + 20y = 200
0¢ + 40y = 200

Vamos escrever a matriz ampliada desse sistema:

40 20 : 200
20 40 : 200
Podemos multiplicar as duas linhas por %, assim L; « 2—10 Ly e Ly % Ly

e também permutar as duas linhas L; <+ L, deixando a matriz assim:

1 2 : 10
2 1 : 10
Continuando com o processo de escalonamento:
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- 2 — 4 — 20

o — 3 — 10

1 0 — % — %
L2F__'L2 :> 3 3
? 0 + 1 + W

o — 2 — 2
10
1 0 B

Assim, a matriz ampliada escalonada fica da seguinte forma:

10
Lo 3
10
0 1 & 3

Concluimos que para se obter exatamente a quantidade minima devemos ter
10 Poré ~ . idade i ira d ~
r =y = 5. Porém, a questdo exige uma quantidade inteira de sacos, que nao
é o caso da quantidade x e y que encontramos. Por isso, vamos ao préoximo

subproblema.

SUBPROBLEMA 2

Qual é a quantidade inteira de cada saco que devemos comprar?

Encontramos no subproblema valores nao inteiros. Temos que 1—?? + 1—30 =
23—0 ~ 6,6, desta forma a quantidade minima de sacos a ser comprada é 7.
Vamos investigar quantos sacos de cada ragao podemos comprar de maneira a

satisfazer a quantidade minima de vitaminas e sais minerais. Acompanhe a

Tabela 1.1.
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Tabela 1.1: Calculo das condigoes

(x,y) Vitaminas Sais minerais Conclusao

(1, 6) 40 4+ 120 = 160 20 + 240 = 260 Nao possui 0 minimo
de vitaminas

(2, 5) 80 + 100 = 180 40 4 200 = 240 Nao possui o minimo
de vitaminas

(3, 4) 120 + 80 = 200 60 4+ 160 = 220 Possui o minimo

(4, 3) 160 4+ 60 = 220 80 4+ 120 = 200 Possui o minimo

(5, 2) 200 + 40 = 240 100 + 80 = 180 Nao possui o minimo
de sais minerais

(6, 1) 240 + 20 = 260 120 + 40 = 160 Nao possui o minimo

de sais minerais

A partir dos calculos da tabela, observamos que é possivel adquirir 3 sacos da
racao X e 4 sacos da racao Y, ou entao 4 sacos da racao X e 3 sacos da racgao
Y, uma vez que ambas as opg¢oes atendem as exigéncias minimas de vitaminas
e sais minerais. No entanto, o problema ainda quer saber a op¢ao de menor

custo. Portanto, vamos para a resolucao do ultimo subproblema.

SUBPROBLEMA 3

Qual é a quantidade minima de cada saco para se obter o menor custo?

O problema nos informa que o saco da racao X custa R$10,00 e o saco da
racao Y custa R$15,00. Utilizando as informagoes do subproblema 2, temos

que

(3,4)=3-10+4-15
(4,3) =4-10+3-15

R$90, 00
R$70, 00

Portanto, podemos afirmar que a quantidade minima de sacos necessaria para

minimizar os custos ¢ de 4 para a racao X e 3 para a ragao Y.

RESPOSTA DO PROBLEMA PRINCIPAL
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Deve-se comprar 4 sacos da ragao do fornecedor X e 3 sacos da racao do
fornecedor Y, gastando assim R$70, 00.
b. Recursos utilizados:

Apostila do estudante e lousa.

c. Avaliacao:

A avaliagao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do
conteido e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios

propostos.

d. Contetdo da aula anterior:

Pensamento computacional.
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1.8 Aula 7 - Problemas: Fluxo de trafego

1.8.1 Conteudo

Sistema de equagoes lineares.

1.8.2 Objetivos

a. Interpretar problemas com o auxilio dos pilares do pensamento computacional;

b. Compreender o que ¢ fluxo de trafego e resolver sistemas que envolvem esse

conceito;

c. Resolver problemas.

1.8.3 Base Nacional Comum Curricular

a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento:

Problemas sobre fluxo de trafego.

c. Competéncias:

CoMPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondémicas
ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solucoes propostas, de modo a construir argumentagao consistente.

53



Karina Gomez Pacheco Universidade Federal de Santa Catarina

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-
tes registros de representacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados de

problemas.

d. Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programa-
¢do na implementagdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matematica.

1.8.4 Linhas de acao

a. Desenvolvimento metodolégico e do contetdo:

MOMENTO 1: Sobre o pensamento computacional.

TiTuLo: Fluxo de trafego.

Define-se uma rede como um conjunto finito de ramos (ou arcos) pelos quais
o fluxo percorre. Em uma rede, existem pontos de encontro chamados nés ou

vértices, e é nesses pontos que o fluxo se divide.

Para evitar acimulos no meio, garantindo a livre circulacao ao longo da rede,
entende-se que, na conservagao do fluxo, a quantidade de fluxo de entrada
em cada no ¢é igual a quantidade de fluxo de saida. Indica-se uma direcao e a

quantidade que fluird ao longo do ramo.

O problema de fluxo de trafego a seguir foi extraido e adaptado do livro Algebra

Linear com Aplicagoes dos autores Anton e Rorres (ANTON; RORRES, 2012).
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Figura 1.2: Exemplos de fluxos de rede

Fluxo no no A Fluxo nono B Fluxo no né C
14 15 |5
A4 A I I
| £ |4 | %
et =6 +h b = frhda v Sa h+h+h =4
Entrada Saida Entrada Saida Entrada Saida

Exemplo 1.5. Na Figura 1.5 pode-se ver o fluxo de trafego de uma
certa cidade em torno de uma de suas pracas, a Praca 15. Prevé-se
a instalacao de um semaforo computadorizado na saida norte da Rua
Lavradio, e o diagrama indica o nimero médio de veiculos por hora
que se espera ter nas ruas que circundam o complexo da praca. Todas

as ruas sao de mao unica.

a) O seméforo deveria deixar passar quantos veiculos por hora para
garantir que o nimero médio de veiculos por hora que entra
no complexo seja igual ao nimero médio de veiculos que sai do

complexo?

b) Supondo que o seméaforo tenha sido ajustado para equilibrar o
fluxo total para dentro e para fora do complexo da praca, o que
pode ser dito sobre o niimero médio de veiculos por hora que

circulara pelas ruas que circundam o complexo?
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N - .
N Semaforo
el 200 g
g \ 4 A
Rua do Mercado £ Q
500 5 - T—> 400
% Praga | >
700 —<— S g —<——400
Rua do Comércio X x
600

Resolucao do item a

Para descobrir quantos veiculos o semaforo deveria deixar passar, precisamos
saber quantos veiculos estao entrando na regiao e quantos veiculos ja estao

saindo. Para isso, vamos analisar as informagoes que a questao forneceu.

Figura 1.3: Entrada e saida de veiculos

1200
500 400
— o P —
A B
00 |, 400
(—
— e Co

1 600

Como mostra na figura 1.3, em verde temos a entrada de veiculos (500 + 400 +
600 4 200 = 1700) e em vermelho a saida (700 4 400 = 1100). Vimos que a
quantidade de entrada deve ser igual a quantidade de saida, portando pelo

semaforo devem passar 600 veiculos por hora.

Resolucao do item b
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Agora estamos interessados em saber o que acontece ao redor da pracga, para

isso vamos analisar o fluxo de entrada nessas vias entre os nés A, B, C e D.

Figura 1.4: Fluxo em torno da Praga

.A B.
l Xy t X
D
® Co
X
—

Sabendo que o fluxo de entrada deve ser igual ao de saida, cada né formara

uma equacao.

N6 A: x4y + x5 =500 +200 = x4+ x5 = 700.
N6 B: x4 + x5 = 400.

N6 C: zy + 25 =600+ 400 = =z; + x5, = 1000.
N6 D: z; 4+ z, = 700.

Com essas equacgdes montamos o sistema:

3 + x, = 700
< Ty + @3 = 1000
T, + T = 1000
LTy + z, = 700

Escrevendo o sistema na sua forma matricial, temos
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00 1 1] [z 700
0 1 1 0 Ty 1000
1 10 0| |ay 1000
1 0 0 1] |z, [700]
Com a matriz ampliada [A | D]

0 0 1 1 700

0 1 1 0 1000

1 1 0 0 1000

100 1 700 |

Ao escalonar a matriz ampliada, obtemos

1 0 0 1 : 700]
01 0 -1 300
0O 01 1 =+ 700
o0 0 0 : 0]
Assim,
xy =700 —t.
$4=t

Temos x, como uma variavel livre, desta forma assumiremos x, = ¢t. Agora,
para interpretar o resultado encontrado, precisamos achar quais valores ¢ pode

assumir.
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Os valores de z;, =4, T3 € £, nao podem ser negativos, pois nessa situagao
mostraria um fluxo contrario e como as ruas sao de mao tnica, nao pode
ocorrer. Desta forma, como 0 < x; < 700 concluimos que ¢ pode ser no
maximo 700, ou seja, 0 < ¢t < 700. Com isso, temos que o fluxo médio ao

longo das vias ficara entre

0<a, <700
300 < x, < 1000
0 < a4 < 700

0< 2, <700 .

. Recursos utilizados:

Apostila do estudante e lousa.

. Avaliacao:

A avaliagao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do
conteudo e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios

propostos.

. Conteuido da aula anterior:

Resolucoes de problemas em geral.
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1.9 Aula 8 - Problemas: Balanceamento de equa-

coes quimicas

1.9.1 Conteudo

Sistema de equacoes lineares.

1.9.2 Objetivos

a. Interpretar problemas com o auxilio dos pilares do pensamento computacional;

b. Resolver problemas que envolver o balanceamento de equagoes quimicas.

1.9.3 Base Nacional Comum Curricular

a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento:

Problemas de balanceamento de equacoes quimicas.

c. Competéncias:

ComMmPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméaticos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondémicas
ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-

tes registros de representagao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
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computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados de
problemas.
d. Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programa-
¢do na implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matematica.

1.9.4 Linhas de acao

a. Desenvolvimento metodolégico e do contetido:

MOMENTO 1: Sobre o pensamento computacional.

TiTuLO: Balanceamento de equacoes quimicas.

Uma equacao quimica é apresentada da seguinte forma:

CH,+0, — CO,+H,0

Ela descreve quais sao os produtos e reagentes de uma reagao. Além disso, uma
equacao quimica balanceada especifica uma relacdo numérica das quantidades

de reagentes e produtos de uma reacao (RUSSEL, 1994).

A equagdo acima descreve na queima de metano, o metano (CH,) e o oxigénio
estavel (O,4) reagem para formar diéxido de carbono (CO,) e dgua (H,O).

Nesse caso, CH, + O, sao os reagentes e CO, + H,O sao os produtos.
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Dizemos que uma reacao quimica estd balanceada se aparecer o mesmo
nimero de atomos em cada lado da seta para cada tipo de &tomo na reacao.

Por exemplo, equilibrando a equacao apresentada ela ficada seguinte forma:

CH, +20, — CO,+2H,0

Um dos métodos para deixar a equacao balanceada utiliza sistemas de equagcoes

lineares. Acompanhe o exemplo a seguir.

Exemplo 1.6. Observe a equacao da reacao quimica da fermentacao

do acucar

CGH1206 — COQ + 02H5OH

Facga o balanceamento dessa equagao.

COMPREENDENDO A EQUACAO

Para que a equacao esteja na sua forma balanceada, devemos ter para cada
um dos atomos da equagao, o nimero de atomos a esquerda igual ao niimero
de atomos a direita. Assim, devemos encontrar os menores valores x, y e z de

tal forma que

x - (CeH 506) — y - (COy) + 2 - (C,H;OH)
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RETIRANDO OS DADOS

Vamos escrever as informagoes em uma tabela para nos auxiliar na organizagao

dos dados:

Lado esquerdo Lado direito

H

O

Para preencher essa tabela, vamos usar a propriedade distributiva da seguinte

P

L - (CGH1206)

maneira:

Lado esquerdo Lado direito
C 6x
H 12x
O 6x

y - (COy)

Lado esquerdo Lado direito
C 6x y
H 12x
@) 6x 2y
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P

Lado esquerdo Lado direito
C 6x y +2z
H 12x 6z
@) 6x 2y +z

Como o lado direito deve ser igual ao lado esquerdo, temos

6r = vy + 2z 6xr — y — 2z =0
122 = 62 = 122 — 6z =0
6r = 2y + =z 6 — 2y — =z =0

podemos escrever o seguinte sistema:

6r — y — 2z =0
12x — 6z = 0
6r — 2y — z = 0

Para resolver esse sistema, vamos escalonar a matriz ampliada utilizando o
algoritmo do escalonamento apresentado na Aula 3 - Escalonamento de

matrizes.

ESCALONANDO A MATRIZ

Escrevendo a matriz ampliada do sistema, temos:

6 —1 —2 : 0
12 0 -6 : 0
6 —2 -1 : 0
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Utilizando as operacoes elementares, vamos deixar o primeiro elemento da

linha L; igual a 1:

1 6 1 _ 2 0
1 1
I — 5 — 3 0
1 1
12 0 —6 0
6 —2 —1 : 0
Escrevendo a matriz ampliada do sistema, temos:
Partindo para a linha L,, realizamos a seguinte operagao:
12 0O — 6 0

- 12 + 2 4+ 4 0

0O + 2 — 2 0
2 2 0
1 0 32— 32 3
L2<—§-L2 = = = =
0 + 1 — 1 0
1 1
0 1 -1 0
6 —2 -1 0
Agora, na linha Lj:
6 — 2 — 1 0
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0o — 1 4+ 1 0
+ 0 + 1 — 1 0
Ly L+ L, =
0 0 0 0
1 1
1 —5 —3 0
0 1 -1 0
0 0 0 0
Retornando a linha L;:
1 — & — 3 0
1 + 0 — & — 1 0
LieLi—c L, = 0 0
1 o - 3 0
1 0 —5 : 0

01 -1 : 0
0 O 0 : 0

Como a ultima linha possui todos os seus elementos nulos, temos que z é uma

variavel livre. Assumindo z = t, temos:

Matematicamente, esse sistema possui infinitas solugoes. Porém, para esse

problema os valores de x, y e z devem ser os menores inteiros possiveis. Sendo

assim, tomando t = 2:
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.I':%-2 r=1
z =2 z =2

A equagao balanceada fica da forma:

. Recursos utilizados:

Apostila do estudante e lousa.

. Avaliacao:

A avaliagao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do
conteudo e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios

propostos.

. Conteuido da aula anterior:

Resolugao de problemas sobre fluxo de trafego.
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1.10 Aula 9 - Resolvendo problemas

1.10.1 Conteudo

Sistema de equacoes lineares.

1.10.2 Objetivos
a. Interpretar problemas com o auxilio dos pilares do pensamento computacional;

b. Resolver problemas em geal.

1.10.3 Base Nacional Comum Curricular
a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento:

Pensamento computacional e o escalonamento para resolver sistemas.

c. Competéncias:

CoMPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondémicas
ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-
tes registros de representacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados de

problemas.
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d. Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Mateméatica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programa-
¢do na implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matematica.

1.10.4 Linhas de acao

a. Desenvolvimento metodolégico e do conteudo:

MOMENTO 1: Resolucao de problemas.

TiTuLO: Resolucao de problemas em geral.

Os exercicios foram selecionados a partir dos seguintes livros:

(LEON, 1998; KitHLKAMP, 2007; ANTON; RORRES, 2012; POOLE, 2017;
INEP, 2024)

Exercicio 1.6

Escreva uma equacgao balanceada para a reacao quimica da queima do
propano

C,H, + 0, — CO, + H,0
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Exercicio 1.7

Escreva uma equacao balanceada para a reacao quimica

NH; + 0, — N, + H,0

Exercicio 1.8

Escreva uma equacao balanceada para a reacao quimica

FeSy 4+ 0y = Fey,O5 4+ SO,

Exercicio 1.9

Escreva uma equacao balanceada para a reacao quimica

C,H,, + 0, — CO, + H,0

Exercicio 1.10

A figura dada mostra uma rede na qual sdo conhecidos a taxa de fluxo
e o sentido do fluxo em alguns ramos. Encontre as taxas de fluxo e os

sentidos do fluxo nos demais ramos.

50

30 60
50

40
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Exercicio 1.11

A figura dada mostra uma rede viaria de ruas de mao tnica com fluxo
de trafego nos sentidos indicados. As taxas de fluxo ao longo das ruas
sao medidas pelo niimero médio de veiculos por hora. Monte um sistema

linear e encontre as taxas de fluxo desconhecidas.

400 750
300 X3 250
' ' >
A
JC2 Xy
400 B 200
<« « «<
X
100 300

b. Recursos utilizados:

Apostila do estudante, lista de exercicios impressa (opcional) e lousa.

c. Avaliacgao:

A avaliagao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do
conteudo e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios

propostos.

d. Contetido da aula anterior:

Resolucao de problemas em geral.
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1.11 Aula 10 - ENEM e vestibulares

1.11.1 Conteudo

Sistema de equacoes lineares.

1.11.2 Objetivos
a. Interpretar problemas com o auxilio dos pilares do pensamento computacional;

b. Resolver questoes do ENEM e vestibulares.

1.11.3 Base Nacional Comum Curricular
a. Unidade tematica: Algebra.

b. Objetos do conhecimento:

Pensamento computacional e o escalonamento para resolver sistemas.

c. Competéncias:

CoMPETENCIA 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondémicas
ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

CoMPETENCIA 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao

das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

COMPETENCIA 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferen-
tes registros de representacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados de

problemas.
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d. Habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programa-
¢do na implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matematica.

1.11.4 Linhas de acao

a. Desenvolvimento metodolégico e do conteudo:

MoOMENTO 1: Resolucao de problemas.

TiTuLO: Resolucao de problemas em geral.

Os exercicios foram selecionados a partir dos seguintes livros:

(LEON, 1998; KitHLKAMP, 2007; ANTON; RORRES, 2012; POOLE, 2017;
INEP, 2024)

ExAME NACIONAL DO ENSINO MEDIO - ENEM

Exercicio 1.12

(ENEM 2018) Visando atingir metas econdmicas previamente estabeleci-
das, é comum no final do més algumas lojas colocarem certos produtos em
promoc¢ao. Uma determinada loja de departamentos colocou em oferta
os seguintes produtos: televisao, sofa e estante. Na compra da televisao
mais o sofé, o cliente pagaria R$ 3800,00. Se ele levasse o sofd mais a

estante, pagaria R$ 3400,00. A televisdo mais a estante sairiam por R$
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4200,00. Um cliente resolveu levar duas televisdes e um sofa que estavam
na promocao, conseguindo ainda mais 5% de desconto pelo pagamento &

vista. O valor total, em real, pago pelo cliente foi de quantos reais?

Exercicio 1.13

(ENEM 2015) Uma barraca de tiro ao alvo de um parque de diversoes
dard um prémio de R$ 20,00 ao participante, cada vez que ele acertar
o alvo. Por outro lado, cada vez que ele errar o alvo, deverd pagar R$
10,00. Nao ha cobranca inicial para participar do jogo. Um participante
deu 80 tiros e, ao final, recebeu R$100,00. Qual foi o nimero de vezes

que esse participante acertou o alvo?

Exercicio 1.14

(ENEM 2016) Na figura estao representadas trés retas no plano cartesiano,
sendo P, Q e R os pontos de interseccoes entre as retas, e A, B e C os

pontos de interseccoes dessas retas com o eixo X.

Essa figura é a representacao grafica de um sistema linear de trés equacoes

e duas incégnitas que

a) possui trés solucoes reais e distintas, representadas pelos pontos P, Q

e R, pois eles indicam onde as retas se intersectam.
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b) possui trés solugoes reais e distintas, representadas pelos pontos A, B

e C, pois eles indicam onde as retas intersectam o eixo das abscissas.

c¢) possui infinitas solugoes reais, pois as retas se intersectam em mais de

um ponto.

d) nao possui solugao real, pois ndo ha ponto que pertenga simultanea-

mente as trés retas.

e) possui uma unica solugao real, pois as retas possuem pontos em que

se intersectam.

Exercicio 1.15

Uma pessoa pretende viajar por uma companhia aérea que despacha
gratuitamente uma mala com até 10 kg. Em duas viagens que realizou,
essa pessoa utilizou a mesma mala e conseguiu 10 kg com as seguintes

combinacoes de itens:

Viagem Camisetas Calgas Sapatos

I 12 4 3
I 18 3 2

Para ter certeza de que sua bagagem tera massa de 10 kg, ela decide levar
essa mala com duas calgas, um sapato e o maximo de camisetas, admitindo
que itens do mesmo tipo tém a mesma massa. Qual a quantidade méaxima

de camisetas que essa pessoa podera levar?

VESTIBULARES
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Exercicio 1.16

(UFSCar) Uma loja vende trés tipos de lampada (x, y e z). Ana comprou
3 lampadas tipo x, 7 tipo y e 1 tipo z, pagando R$ 42,10 pela compra.
Beto comprou 4 lampadas tipo x, 10 tipo y e 1 tipo z, o que totalizou
R$ 47,30. Nas condicoes dadas, a compra de trés lampadas, sendo uma
de cada tipo, custa nessa loja a) R$ 30,50. b) R$ 31,40. ¢) R$ 31,70. d)
R$ 32,30. e) R$ 33,20.

Exercicio 1.17

(FGV) Num escritério ha 3 impressoras: A, B e C. Em um periodo de 1
hora: A e B juntas imprimem 150 folhas; A e C juntas imprimem 160
folhas; B e C juntas imprimem 170 folhas. Em 1 hora, a impressora A
imprime sozinha: a) 60 folhas b) 65 folhas c) 75 folhas d) 70 folhas e) 80
folhas

Exercicio 1.18

(PUC-SP) Sabe-se que na compra de uma caixa de lengos, dois bonés e
trés camisetas gasta-se um total de R$ 127,00. Se trés caixas de lencos,
quatro bonés e cinco camisetas, dos mesmos tipos que os primeiros,
custam juntos R$ 241,00, a quantia a ser desembolsada na compra de
apenas trés unidades desses artigos, sendo um de cada tipo, serd A) R$

72,00 B) R$ 65,00 C) R$ 60,00 D) R$ 57,00 E) R$ 49,00
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Exercicio 1.19

(Mack) Considere trés niimeros inteiros tais que as somas de dois a dois
deles, distintos, resultam 20, 15 e 19. A diferenca entre o maior e o

menor desses nimeros é: a) 7b)4c¢)3d)6e)b

Exercicio 1.20

(UFSC) O sistema é indeterminado para m =2ep = —1

r — 2y + mz =1
r — Yy — z =2
-z + 2y — 2z =p

Exercicio 1.21

(UFSC) Se
r — 2y — z =a
— z + 4y + 2z =b
3r + 3y + 5z =c

entao o sistema tem solucao para quaisquer valores a, b, ¢ € R.

b. Recursos utilizados:

Apostila do estudante, lista de exercicios impressa (opcional) e lousa.

c. Avaliagao:

A avaliagao se dara através da mediacao do professor durante a exposicao do

conteudo e da interacao e participacao dos alunos na resolucao dos exercicios

propostos.

d. Conteudo da aula anterior:
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Resolucao de problemas sobre balanceamento de equagoes quimicas e fluxo de

trafego.
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Capitulo 2

Plataformas educacionais

Neste capitulo, iremos explorar duas plataformas educacionais: Wolfram Alpha
e Symbolab. Ambas tém como objetivo fornecer solugoes detalhadas para problemas
matematicos, auxiliando os estudantes em seu aprendizado. Em suas versoes pagas,
essas plataformas oferecem recursos avancados que incluem a exposi¢ado passo a
passo das solugoes, o que pode ser extremamente 1til para entender os conceitos e
resolver problemas que apresentam certo nivel de dificuldade.

No entanto, é importante ressaltar que o uso desses recursos deve ser feito com
sabedoria. E importante que vocé utilize as ferramentas para complementar seu
aprendizado, em vez de depender exclusivamente delas. Afinal, o seu aprendizado
sera desenvolvido com a compreensao dos contetidos e problemas, nao apenas com

as respostas dos sites ou ao final dos livros.

2.1 Wolfram Alpha

A plataforma Wolfram|Alpha foi criada pela empresa Wolfram Research e é
voltada para estudos matematicos. Com o objetivo de acessar respostas através de
calculos dinamicos baseados em uma vasta cole¢ao de dados, algoritmos e métodos

incorporados, tornando o conhecimento acessivel para todos.
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WolframAlpha

Essa plataforma pode ser acessada através do site www.wolframalpha.com ou
por dispositivos moveis disponivel na App Store ou Google Play. A versao gratuita
desta plataforma possui algumas limitagoes, como resolucoes passo a passo restritas,

enquanto a versao paga oferece acesso a recursos adicionais.

A pégina inicial do site é configurada da seguinte maneira:

UPGRADE TO PRO + APPS ~ TOUR Q~

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

Enter what you want to calculate or know about =]
% NATURAL LANGUAGE | [ MATH INPUT B EXTENDED KEYBOARD Ii} EXAMPLES # UPLOAD 3¢ RANDOM
Compute expert-level answers using Wolfram’s breakthrough | Now available through
algorithms, knowledgebase and Al technology | Wolfram GPT»
Mathematics » Science & Technology Society & Culture » Everyday Life
= M uni e ¥
iz Step-by-Step Solutions M& Units & Measures ™ People ( 1’\ Personal Health
&m Elementary Math ﬁ Physics @ Arts & Media ﬁ Personal Finance
N .
x%1 Algebra .,0\?: Chemistry ﬁ Dates & Times w Surprises
- . - WC, . p— .
7"‘4 Plotting & Graphics Engineering T‘Q'.‘fn Words & Linguistics ?\ﬁ Entertainment
: - A ’ . o 4 §
]-‘H'm Calculus & Analysis A4 Computational Sciences ﬂ Money & Finance ?.% Household Science

A plataforma esta disponivel em trés idiomas, mas o portugués nao esta entre

as opgoes. Assim, para escalonar uma matriz ampliada, selecionamos o idioma
espanhol e inserimos o seguinte texto:
forma escalonada reducida por filas: {{2,1,4,—1},{4,—2,3,4},{5,2,6,—1}}
Assim, obtemos a matriz na sua forma escalonada e os valores das incognitas

aparecem na ultima coluna:
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DE LOS CREADORES DE WOLFRAM LANGUAGE ¥ MATHEMATICA

¥ WolframAlpha

[ forma escalonada reducida por filas: {{2, 1, 4, -1}, {4, -2, 3, 4}, {5, 2, 6, -1}}| oB ]
% LENGUAJE NATURAL [}_‘a ENTRADA MATEMATICA BB TECLADO EXTENDIDO i EJEMPLOS # CARGAR 3@ ALEATORID
Resultado

100 2
o
11

010 -=
9
2

001 ==
9

Essa plataforma nao disponibiliza o passo a passo na sua versao gratuita,

mostrando apenas o inicio da resolucao:

{5 Solucién paso a paso Wolfram|Alpha x

Resultado:

PASO 1
Reduce las filas:

2 1 4 -1
[4_234]

5 2 6 -1

Sugerencia: Intercambia dos filas.

Intercambia la fila 1 por la fila 3:

[s227]

Para desbloquear la solucién completa...

Actualice a la version Pro

Aprenda mas sobre las Soluciones paso a paso »

¢Ya cuenta con Pro? Iniciar sesién »

Porém, além do escalonamento, a plataforma nos da mais informacoes sobre a

matriz:
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Dimensiones \ [+ Solucién paso a paso |
3 (filas) x 4 (columnas)

Gréfico de matriz

123 4
1 1
2t 2
31 3
1234
Rango de matriz | [ Solucién paso a paso |
3
Nulidad \ [+ Solucién paso a paso |
1
Pseudoinversa Forma exacta

0,891775  0,238095 0,04329
0,238095 047619  -0,0952381
0,04320 -0,0952381 0,082684
0,194805 -0,428571 -0,0779221

Como o detalhamento passo a passo dessa solucao sé esta disponivel na versao
paga, esta ferramenta pode ser 1til para nos orientar na verificagao das respostas

que obtivemos no final.

Por fim, a tela inicial do aplicativo para dispositivos moveis:

{ a)

& zZ X ¢ Vb nm &

123 espago ir

@ ¢

82



CAPITULO 2. PLATAFORMAS EDUCACIONAIS

2.2 Symbolab

A plataforma foi criada pela Course Hero Symbolab Ltd. Uma das metas da
empresa ¢ promover a aprendizagem da matematica. Com um design simples e
intuitivo, a plataforma Symbolab oferece nao apenas solugoes passo a passo, mas

também um aprendizado personalizado e avaliacoes.

Bmbolab

Essa plataforma pode ser acessada através do site www.pt.symbolab.com ou
por dispositivos moveis disponivel na App Store ou Google Play. A versao gratuita
desta plataforma possui algumas limitagoes, como resolucoes passo a passo restritas,
enquanto a versao paga oferece acesso a recursos adicionais.

A péagina inicial do site é configurada da seguinte maneira:

mbolob Q Lk i

Digite um problema (O] Ir

Symbolab, tornando a matematica mais simples

Problemas de palavras Graficos Geometria

Fornega solugdes passo a passo para Plote e analise fungdes e equagdes com Resolver problemas de geometria, provas e
problemas matemaéticos etapas detalhadas desenhar formas geométricas

Na area de entrada de texto, sao exibidas ferramentas que permitem inserir

informacoes de forma intuitiva e direta.
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sin cos

(2x2) (2x3) (3x3) (3x2) (4x2) (dx3) (4x4) (3x4) (2x4) (5x5)

(1=2) (1%3) (1x4) (1x5) (1x6) (2x1) (3x1) (4x1) (5x1)} (6x1) |Tamanhedamatriz:3xs

Agoes mais Utilizadas

simplificar resolver para inversa tangente

2 1 4 -1
matriz escalonada | 4 -2 3 4
5 2 6 -1

No entanto, observe que a solucao fornecida esta na forma de escada, e ndo na

forma escalonada conforme visto na Aula 3 - Escalonamento de matrizes.

Passos da solugao

2 1 4 -1
4 -2 3 4
5 2 6 —1

Use Gaussian Elimination

2 1 4 —1
0 -4 -5 6

27 3
0 0 2 1

Como o detalhamento passo a passo dessa solucao so esta disponivel na versao
paga, esta ferramenta pode ser 1til para nos orientar na verificacao das respostas

que obtivemos no final.
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Por fim, a tela inicial do aplicativo para dispositivos modveis:

88 mbolab e

2.3 Exercicios

Para praticar como classificar os sistemas visto na secao 1.5, utilize uma das
plataformas para escalonar as matrizes a seguir e classifique se elas formas um

sistema consistente, com uma ou infinitas solugoes, ou inconsistente.

Exercicio 2.1

r + 2y — 3z =9
e — y 4+ 2z =9
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Exercicio 2.2

r + y + z = 1
—-r — Y = -1
r + y — z = 1

Exercicio 2.3

r + 2y + 3z = 2
dr — y + 8 = 3

Exercicio 2.4

20 — 6y = 5
3r — 9y = 1
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Capitulo 3

Solucoes dos exercicios

Solucao 1.3
1 —2| [z,] [5
a. =
3 1| |22 1
2 1] [x] 8
b. M=
4 =3] |zo] 6
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Solucao 1.4
(1 —2 : 5
a.
3 1 ¢ 1]
9 1 : 8]
b.
4 -3 i 6]

Solugao 1.5

a. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:
1 -2 3
2 -1 + 9
Realizando as seguintes operacoes:

1

A matriz escalonada fica igual a:
1 0 : 5
0 1 : 1

b. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

A solugao é o par (5,1).
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2 3 1
10 9 : 11

Realizando as seguintes operacoes:

1 1

A matriz escalonada fica igual a:

1 0 : 2
0 1 : -1

A solugao é o par (2,—1).

c. A matriz ampliada ¢é escrita da seguinte forma:

2 3 1
4 1 : 17

Realizando as seguintes operagcoes:

1 1

A matriz escalonada fica igual a:

1 0 : 5
0 1 : =3

89

A solugao é o par (5,—3).
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d. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

1 4 : 1
2 7 : 0

Realizando as seguintes operagoes:

A matriz escalonada fica igual a:

1 0 : -7
0O 1 : 2

e. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

A solugao é o par (—7,2).

1 1 1 6
2 1 1 7
1 2 1 8
Realizando as seguintes operacoes:
Ly <+ Ly L+ L, —L, L, <L, —Lj

A matriz escalonada fica igual a:
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1 0 0 1
01 0 2
0 0 1 3

A solugao é a tripla (1,2, 3).

f. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

1 3 17 : 53
1 5 7 : 22
3 22 19 : 35

Realizando as seguintes operagoes:

1 14
3
A matriz escalonada fica igual a:
1 0 0 : 2
01 0 : =3
0 0 1 : 5
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A solucgao ¢ a tripla (2,—3,5).

g. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

Realizando as seguintes operagoes:

1

A matriz escalonada fica igual a:

1 0 5 : =8
01 -2 : 5
0O 0 0 : O

Podemos notar que a tltima linha da matriz possui todos os seus elementos
nulos. Assim, esse sistema terd infinitas solu¢des como veremos na Aula 4 -

Solucao de um sistema

h. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

1 2 3 : 4
2 =5 2 1
4 -1 8 : 3

Realizando as seguintes operagoes:
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1 7

A matriz escalonada fica igual a:

1 0o 2 0
01 3 0
00 O 1

Nesse caso, temos que 0 = 1, ou seja, um absurdo! Assim, esse sistema nao

possui solugdo. Veremos isso na Aula 4 - Solugao de um sistema.

Solucao 1.6

C,H, + 50, — 3CO, + 4H,0

Solucao 1.7

ANH, + 30, — 2N, + 6H,0
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Solucao 1.8

4FeS, + 110, — 2Fe, 04 + 850,

Solucao 1.9

2C,H,, + 130, — 8CO, + 10H,0

Solucao 1.10

50

40 10

30 60
10 50

40

Solugao 1.11

r=-—100+¢t, y=-—-400+t, z=-500+t, w=t

Solucgao 1.12

R$ 5795,00.
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Solucao 1.13

30.

Solucgao 1.14

D.

Solucao 1.15

B.

Solucao 1.16

C.

Solucgao 1.17

D.

Solucgao 1.18

D.

Solucao 1.19

E.
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Solucao 1.20

Solucgao 1.21

Solucao 2.1

Consistente, tnica solugao.

Solucao 2.2

Consistente, infinitas solugoes.

Solucao 2.3

Inconsistente, sem solugao.

Solucao 2.4

Inconsistente, sem solugao.
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Capitulo 4

Materiais para Impressao

1. Lista de exercicios;

2. Fluxograma - Algoritmo do escalonamento.
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Sistemas de equacoes lineares

1 Exercicios de fixacao

Exercicio 1.

Escreva a forma matricial dos sistemas abaixo.

a I - 2$2 = 5
"3z + zy = 1°
b 207 + x2 = 8
) 4.%’1 — 3£E2 = 6
T + 20 — x3 = 1
c.{2r1y — x99 + x3 = 3.
—r1 + 29 + 33 = 7

Exercicio 2.

Escreva a matriz ampliada dos sistemas do exercicio anterior.

Exercicio 3.

Escreva a matriz ampliada de cada sistema e faga o escalonamento para obter a solugao de cada sistema.

22y + 192 = 35

Ty + z = 11.

3z = 4
2z =
8z =

x — 2y = 3
& {2:1: -y =9
b 2z + 3y = 1
10z + 9y = 11°
. 2 + 3y = 1
e + y = 17°
g1 + 4y =1
20 + Ty =
r + y + = 6
ed2xr + y + = 7.
T + 2y + z = 8
2v + 12y + 17z = 33
f<x + By + Tz = 22.
+
+
+
+
{ +

[\

S

I

t

<
++ +
W =

N
8
|
<



2 Resolucao de problemas

Exercicio 4.
Determinar uma func¢ao polinomial f de grau dois, tal que f(1) =2, f(2) =3 e f(5) = 18.

Exercicio 5.

Se ao iniciar a utilizacdo da agua de um reservatorio, o nivel da superficie da mesma estd 12m acima do
fundo, apods dois dias de utilizacao 11,2m e apds cinco dias o nivel cai para 8,5m, determinar uma funcgao
polinomial de grau dois que retrate esta situacao.

Admitindo que se possa utilizar esta funcao para calcular o nivel aproximado da dgua também apds o
quinto dia de utilizagao, em quanto tempo o reservatério esvaziara?

Exercicio 6.
Determinar a funcdo polinomial de grau trés cujo grafico passa pelos pontos (1, -7), (-1, -9), (3,-5) e (4,11).

Exercicio 7.

Suponha que numa construcido foram utilizados quatro tipos de concreto preparados, misturando-se os
ingredientes em volumes cujas proporcoes sao dadas pela tabela que segue.

Concreto  Concreto  Concreto Concreto
I 11 111 v
Cimento 1 1 1 1
Brita 2 2 1 2
Areia 3 4 5 6
Agua 2 2 3 3

Determinar a proporcao em que cada tipo de concreto foi aplicado, se foram utilizados 7m? de cimento,
11m? de brita, 32m3 de areia e 18m? de dgua.

Exercicio 8.

Escreva uma equagao balanceada para a reagdo quimica da queima do propano

C3Hg + Oy — CO2 + H20

Exercicio 9.

Escreva uma equagao balanceada para a reagao quimica

NHj3 + 0y — Ny + HO

Exercicio 10.
Escreva uma equagao balanceada para a reagao quimica

FeSy 4+ 09 — FegO3z + S0Oq
Exercicio 11.

Escreva uma equagao balanceada para a reagao quimica

CyHqg + Oy — CO9 + HyO



Exercicio 12.

A figura dada mostra uma rede na qual sdo conhecidos a taxa de fluxo e o sentido do fluxo em alguns ramos.
Encontre as taxas de fluxo e os sentidos do fluxo nos demais ramos.

50

30 60
50

40

Exercicio 13.

A figura dada mostra uma rede viaria de ruas de mao dnica com fluxo de trafego nos sentidos indicados. As
taxas de fluxo ao longo das ruas sao medidas pelo niimero médio de veiculos por hora. Monte um sistema
linear e encontre as taxas de fluxo desconhecidas.

3 Questoes do ENEM e vestibulares

3.1 Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM

Exercicio 14.

(ENEM 2018) Visando atingir metas econdmicas previamente estabelecidas, é comum no final do més al-
gumas lojas colocarem certos produtos em promoc¢ao. Uma determinada loja de departamentos colocou em
oferta os seguintes produtos: televisao, sofa e estante. Na compra da televisao mais o sofd, o cliente pagaria
R$ 3800,00. Se ele levasse o sofd mais a estante, pagaria R$ 3400,00. A televisao mais a estante sairiam
por R$ 4200,00. Um cliente resolveu levar duas televisdes e um sofd que estavam na promogao, conseguindo
ainda mais 5% de desconto pelo pagamento & vista. O valor total, em real, pago pelo cliente foi de quantos
reais?

Exercicio 15.

(ENEM 2015) Uma barraca de tiro ao alvo de um parque de diversoes dard um prémio de R$ 20,00 ao
participante, cada vez que ele acertar o alvo. Por outro lado, cada vez que ele errar o alvo, deverd pagar R$
10,00. Nao ha cobranca inicial para participar do jogo. Um participante deu 80 tiros e, ao final, recebeu
R$100,00. Qual foi o niimero de vezes que esse participante acertou o alvo?

Exercicio 16.

(ENEM 2016) Na figura estao representadas trés retas no plano cartesiano, sendo P, Q e R os pontos de
interseccOes entre as retas, e A, B e C os pontos de intersecgbes dessas retas com o eixo x.



Essa figura é a representacao grafica de um sistema linear de trés equacoes e duas incégnitas que

a) possui trés solugoes reais e distintas, representadas pelos pontos P, Q e R, pois eles indicam onde as
retas se intersectam.

b) possui trés solugoes reais e distintas, representadas pelos pontos A, B e C, pois eles indicam onde as
retas intersectam o eixo das abscissas.

c¢) possui infinitas solugoes reais, pois as retas se intersectam em mais de um ponto.

d) nao possui solugao real, pois ndo ha ponto que pertenga simultaneamente as trés retas.

e) possui uma tUnica solugao real, pois as retas possuem pontos em que se intersectam.

Exercicio 17.

Uma pessoa pretende viajar por uma companhia aérea que despacha gratuitamente uma mala com até 10
kg. Em duas viagens que realizou, essa pessoa utilizou a mesma mala e conseguiu 10 kg com as seguintes
combinagoes de itens:

Viagem Camisetas Calgas Sapatos ‘
| 12 4 3
I 18 3 2

Para ter certeza de que sua bagagem terda massa de 10 kg, ela decide levar essa mala com duas calcas,
um sapato e o maximo de camisetas, admitindo que itens do mesmo tipo tém a mesma massa. Qual a
quantidade méaxima de camisetas que essa pessoa poderd levar?

4 Vestibulares

Exercicio 18.

(UFSCar) Uma loja vende trés tipos de lampada (x, y e z). Ana comprou 3 lampadas tipo x, 7 tipoy e 1
tipo z, pagando R$ 42,10 pela compra. Beto comprou 4 lampadas tipo x, 10 tipo y e 1 tipo z, o que totalizou
R$ 47,30. Nas condigoes dadas, a compra de trés lampadas, sendo uma de cada tipo, custa nessa loja a) R$

30,50. b) R$ 31,40. ¢) R$ 31,70. d) R$ 32,30. e) R$ 33,20.

Exercicio 19.

(FGV) Num escritério hd 3 impressoras: A, B e C. Em um periodo de 1 hora: A e B juntas imprimem 150
folhas; A e C juntas imprimem 160 folhas; B e C juntas imprimem 170 folhas. Em 1 hora, a impressora A
imprime sozinha: a) 60 folhas b) 65 folhas ¢) 75 folhas d) 70 folhas e) 80 folhas

Exercicio 20.
(PUC-SP) Sabe-se que na compra de uma caixa de lengos, dois bonés e trés camisetas gasta-se um total
de R$ 127,00. Se trés caixas de lencos, quatro bonés e cinco camisetas, dos mesmos tipos que os primeiros,

custam juntos R$ 241,00, a quantia a ser desembolsada na compra de apenas trés unidades desses artigos,
sendo um de cada tipo, serd A) R$ 72,00 B) R$ 65,00 C) R$ 60,00 D) R$ 57,00 E) R$ 49,00

Exercicio 21.

(Mack) Considere trés nimeros inteiros tais que as somas de dois a dois deles, distintos, resultam 20, 15 e
19. A diferenga entre o maior e o menor desses nimeros é: a) 7b)4¢c) 3 d) 6e) 5



Exercicio 22.

(UFSC) O sistema é indeterminado param =2 e p = —1

z — 2y + mz =1
r — y — z =2
-z 4+ 2y — 2z =p
Exercicio 23.
(UFSC) Se
r — 2y — z =a

- x 4+ 4y + 2z =D
3r + 3y + 5z =c¢
entao o sistema tem solugao para quaisquer valores a, b, ¢ € R.



A matriz é
nula?

Localize a coluna mais a
esquerda que ndo seja nula.

'

O primeiro
elemento é
nulo?

Faca uma troca de linhas para
trazer o pivo para a linha dessa
coluna que estamos analisando.

Divida a linha pelo valor do
piv0, para que esse passe a
ser igual a 1.

Y J -

Zere os elementos abaixo do
pivo.

Y {

Mova-se diagonalmente para
a direita e para baixo, para a
préxima linha e coluna.

Sao todos
nulos?

SIM

Mova-se para baixo e
verifique se todos os
elementos abaixo sao

Divida a linha pelo valor do
~—®| pivo, para que esse passe a
ser igual a 1.

N J nulos
NAO y
Zere os elementos abaixo do
pivé.

Todos os pivos foram
encontrados, normalizado e os
elementos abaixo dos pivos
foram zerados?

SIM

pivo mais a direita
estd na linha 1?

A

SIM NAO Comece com o pivl mais a
direita.

Y

Zere os elementos acima do
pivo.

4 mais linhas acima
desta linha?

Ignore a linha que
vocé acabou de usar.

|
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CAPITULO 1. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Capitulo 1

Sistemas de equacoes lineares

1.1 Sistema de equacoes lineares
EQUACAO LINEAR

A equacao 2-z + 5-y = 10 é chamada de equacao linear. Essa equacao é

formada pelos ntimeros reais 2, 5 e 10 e pelas incégnitas x e y. Assim, temos que

2 e 5 sao os coeficientes;
x € ¥y sao as incognitas;

10 ¢é o termo independente.

Assim, uma equacao linear é uma equacao da forma
a; -y + ay-xy + ...a, -z, =0,

com aq,-, a, e€bnumeros reais, onde ay,---, a, sdo os coeficientes, x{, Tq, ..., T,

sao as incognitas e b o termo independente.
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Exercicio 1.1

Para cada equagao abaixo, identifique: os coeficientes, as incégnitas e o termo

independente.

a)r —y = 3

No exemplo inicial, podemos assumir que x = 1 e assim y = 1 para solucionar
a equagcao.
2-x +5-y =10 =
21 +5-1 =10 =
2+ 5 =10 =

10 = 10.
Desta forma, dizemos que o par ordenado (2,5) é solugao da equagao linear
2.z + 5-y = 10. Os pares (5,0) e (0,2) também sdo exemplos que solucionam a
equacao.

SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Quando resolvermos duas ou mais equacoes lineares simultaneamente, esta-

mos resolvendo um sistema de equacoes lineares. Por exemplo,
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r + y = 3
rx — y = 1
2 + y =7
r — Sy = 1
2-x + y — 3.z = 8
r — by 4+ 4-z = =2
r — Yy — z = 1

Um conjunto de equacoes lineares a serem satisfeitas simultaneamente é

chamado de sistema de equacoes lineares e se apresenta na formas:

-

all . .I'l + a/12 . x2 + e + aln . .I'n — bl
CI,21 . .I‘l + CL22 . 372 + eeo + azn . .Tn — b2
(Am1 " L1 T Qo Ty e Gyt T, = bm

Esse sistema é formado por m equacoes e n incognitas. Nosso interesse é resolvée-

lo, encontrando uma n-upla (z, x4, 3, ..., x,,) que satisfaz todas as equagoes.

Observe o seguinte problema:

Exemplo 1.1. Se a soma das idades de Joao e Pedro é 65 e a diferenga é 25,

quais sao as idades de Joao e Pedro?

Para resolver esse problema, podemos escrever duas equagoes lineares com

as informacoes fornecidas, onde j é a idade de Joao e p é a idade de Pedro:

j 4+ p = 65
J — p = 25
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No ensino fundamental, estudamos sistemas que possuem duas equacoes e
duas incognitas. Para resolvé-los, utilizamos métodos como adi¢ao ou substituicao.
O sistema acima possui duas equagoes e duas incognitas, podemos chama-lo de um
sistema “2x2” (2 por 2). Acompanhe a resolugdo, primeiro pelo método da adigao e

depois pelo método da substituicao.

METODO DA ADIGAO

Vamos somar a primeira equacao 7 + p = 65 com a segunda equacao
J — p = 25:
j + p = 65
+ 7 — p = 25
27 + 0 = 90

2j = 90 = j = 45.

Agora que encontramos a idade de Jodo (j = 45), basta substituir em uma das

equagoes para encontrar a idade de Pedro (p). Escolhendo a primeira, temos

j+p=65 = 45+ p =65 = p = 20.
Encontramos o par (45,20), vamos verificar se de fato é a solucdo do sistema:
j+py==65=
45 4+ 20 = 65 =
65 = 65.
j—py=2 =
45 — 20 = 25 =

25 = 25.
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A solucao do sistema é o par (45,20). Logo, Jodo tem 45 anos e Pedro tem 20

anos.
METODO DA SUBSTITUIGAO

Comegamos escolhendo uma das duas incognitas para isolar, nesse caso sera a
incognita j. Assim,
j—p =25 =35 =25+ p.

Substituindo a expressao encontrada na primeira equagao, temos

j+p=65 = 25 +p+p =065 = 2j =40 = p = 20.

Voltando para a expressao encontrada,

j=254+p = j=25+20 = j = 45.
Encontramos o par (45, 20), vamos verificar se de fato é a solug¢ao do sistema:
Jj+py==65=
45 + 20 = 65 =
65 = 65.
J—py =2 =
45 — 20 = 25 =

25 = 25.

A solugao do sistema é o par (45,20). Logo, Jodao tem 45 anos e Pedro tem 20

anos.
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Exercicio 1.2

Resolva os problemas que envolvem sistemas 2z2. Escolha um dos dois métodos

para resolver.

a) 3 cadernos grandes e 2 cadernos pequenos custam R$ 185,00. 5 cadernos
grandes e 3 cadernos pequenos custam R$ 285, 00. Encontre o valor do

caderno grande e do caderno pequeno.

b) Se o custo de 3 chocolates e 2 biscoitos é de R$ 35,00 e o de 2 chocolates
e 3 biscoitos é de R$ 42,50. Qual é o custo dos biscoitos?

¢) Em uma turma hé 44 estudantes entre meninos e meninas. A diferenca
entre o numero de meninos e o de meninas é 10. Encontre a quantidade

de meninos e meninas nessa turma.

Porém, em problemas aplicados em areas como administracao, economia,
engenharia, fisica, entre outros, os sistemas possuem muitas equagoes e incoégnitas
(milhares de incognitas). Esses dois métodos apresentados ndo sao suficientes e nem
praticos para resolver sistemas maiores.

Vamos aprender outro método que consiste em escalonar uma matriz. Para

isso, precisamos escrever o sistema em sua forma matricial.

1.2 Forma matricial de um sistema de equacoes

linear

Representar o sistema na sua forma matricial implica em escrever: uma
matriz com os coeficientes, que chamaremos de A; uma matriz com as incognitas,
que chamaremos de z; uma matriz com os termos independentes, que chamaremos

de b;

Assim, temos A - x = b. Observe o exemplo a seguir.
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Exemplo 1.2.
Ty + 239 — 23 = 1
20y + O9xy + 3 = 9
ry + 3zy + 4x3 = 9

Escrevendo as matrizes A, x e b, obtemos

1 2 =2 T 1
A=12 5 1| z= |z b=|9
1 3 4 Tg 9

Ou seja,

1 2 =2 x 1
2 5 1l jzy| = |9
1 3 4 T 9

Em geral, temos o sistema

;

ap®y + o apry; + .+ apT, = b
\amlxl + Q2T o + . + ALy = bm

que apresenta a sua forma matricial

ap; Qa2 A1p L1 by
(g1 Q23 Aoy, Lol by
_aml Ao amn_ _xn_ _bm_
Assim, temos A -z = b.
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Exercicio 1.3

PrRATIQUE! Escreva a forma matricial dos sistemas abaixo.

) 4I1 - 31’2 — 6
C. 2[171 — Ty + T3 = 3
—Il + 2$2 + 3LL’3 — 7

1.2.1 Matriz ampliada

Para resolver o sistema pelo método do escalonamento, utilizaremos a matriz
ampliada. Essa matriz é formada pela matriz A dos coeficientes e pela matriz b dos

termos independentes, sendo escrita como [ A | b ].

G113 Q12 A1p by
a a a b
_aml am2 a’mn bm_
Observe o sistema abaixo:
2331 + 51’2 + 333 — 9 .

A matriz ampliada desse sistema é da forma:
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1 2 =2 : 1
A=12 5 I 9
1 3 4 9

Exercicio 1.4

Escreva a matriz ampliada dos sistemas do exercicio 1.3

1.3 Escalonamento de matrizes

Na matriz escalonada, os primeiros elementos nao nulos de cada linha da matriz
dos coeficientes sao chamados de pivos e os valores que aparecem na matriz dos
coeficientes sao solucoes do sistema. Para escalonar a matriz utilizamos trés
operacoes elementares.

O processo de realizar operagoes elementares nos permite escrever a matriz de
duas formas: na forma escalonada, cujo método é conhecido como Método de Gauss,
e na forma escalonada reduzida (ou forma escalonada reduzida), que é conhecido
como Método de Gauss-Jordan. Acompanhe como sdo definidas as trés operagoes

elementares:

1. Definicao: Sao trés as operagoes elementares sobre as linha de uma

matriz:
1. Permutar duas linhas (L, <+ L;);

2. Multiplicar uma linha por algum escalar « real diferente de zero (L,

a-L;);

3. Somar uma linha com o produto de outra (L; - L; + o - L;).

Para compreendermos as operacoes, vamos analisar a matriz ampliada abaixo.
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2y — 2z = 1 0 2 —2 : 1
2 + Sy + 2z =9 = 2 5 1 9
r + 3y + 4z = 8 1 3 4 : 8

1. PERMUTAR LINHAS L, <> L,

Observe que a matriz nao possui o primeiro elemento da primeira linha diferente

de zero.
0o 2 —2 1
2 5 1 9
1 3 4 8

Vamos realizar uma permutacao entre as linha L; e L; para que o primeiro

elemento dessa linha seja diferente de zero.

1 3 4 : 8
2 5 1 9
0 2 -2 : 1

Para representar essa troca, escrevemos L; <+ L.

2. MULTIPLICAR POR UM ESCALAR L, < a-L;

Da tdltima matriz, vamos multiplicar a terceira linha da matriz por %:

|
—_
|
(N}
N[ —
|
|
—_

1 3 4 : 8
9

2 5 1
1
0 1 —1 5
Para representar essa operagao, escrevemos Ly <— % - Lg.

10
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3. SOMAR UMA LINHA COM O PRODUTO DE OUTRA L; <+ L;+a-L;

Observando a iltima matriz obtida, podemos notar que os elementos abaixo

dos pivos nao sao todos zeros. Vamos fazer a seguinte operagao:

2 5 1 9
- 2 — 6 — 8 — 16
o — 1 -7 — 7
Assim, a matriz ficard da forma
1 3 4 8
0o —1 —7 —7
0o 1 -1 1

Agora, vamos fazer a seguinte operacao para zerar o elemento que esta abaixo

do pivd da segunda linha:

1

0 1 — 1 L

+ 0 -1 -7 =7
o 0 — 8 — L

A matriz ap0Os essas operagoes ficara da forma:

1 3 4 8
1
01 —1 1
.13
00 —8 : —18

Essa matriz nao apresenta seus pivos iguais a 1 e os elementos acima dos pivos
ainda nao estao zerados. Porém, quando a matriz apresenta essa forma, dizemos
que a matriz estda na forma escada.

Continuando com as operacoes elementares para deixar a matriz escalonada,

podemos multiplicar a linha Ls por —%. Assim

11
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13 4 8
|
0/ 1 —1 i
0 0l -8 : -1
13
0 + 0 +

OO\»—AlOO
+
00\>—t|m‘

1

w

0 0 + 1 + 1

16
E agora, fazendo a operacgao na linha Ly:
o + 1 — 1 + 3
0+ 0 + 1 4+ P
0+ 1 + 0 + 2

A matriz ficara da forma:

1 3 4 8
010 : %

13
001 : 1

Por fim, vamos realizar duas operacoes sobre a linha L;:

1 + 3 + 4 + 8

0 — 3 o — %
10+ 4 + &

1 0 + 4 + &

16
o 0 — 4 — 22
1 0 0+ 3

A matriz escalonada fica da seguinte formas:

12
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16
21
0 1 0 75
13
0 0 1 5
Onde encontramos como solugao = = %, Y= % ez = %.

Vamos verificar se de fato os valores encontrados satisfazem simultaneamente

as trés equagoes:

Primeira equacao: 2-y — 2-z = 1

Segunda equacao: 2-x+5-y + z = 9

213+5 21+13—9:,
16 16 16

§+@+E_9:>
16 8 16

144
— =9 =
16

9 =9

Terceira equacao: * + 3-y + 4-2 = 8

13
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13 21 13
- i 4.2
16 9 16 + 16

13,63 52
16 16 16

128
16

1.3.1 Algoritmo de escalonamento

Agora que ja vimos as operagoes elementares para escalonar uma matriz, observe

o algoritmo do escalonamento que auxilia nesse processo e como o sistema pode

ser resolvido. Esse algoritmo apresenta-se de duas formas: por meio de descrigao

narrativa e por fluxograma.

ALGORITMO DE ESCALONAMENTO:

Teste inicial — Se a matriz for nula, pare.

Passo 1 -

i. Localize a coluna mais a esquerda que nao seja zero e, se necessario, troque a

primeira linha com outra linha para trazer uma entrada nao-nula (pivd) para

a primeira linha desta coluna.

ii. Divida a primeira linha pelo valor do pivo para obter um pivo igual a 1.

iii. Realize operacoes elementares para zerar os elementos que estao abaixo do

pivo encontrado no passo anterior.

Passo 2 -

14
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i. Mova-se diagonalmente para a direita e para baixo, para a préxima linha e

coluna.

ii. Se encontrar um elemento nao-nulo, este sera o préoximo pivé. Normalize-o

para 1 e use operagoes elementares para zerar todos os elementos abaixo dele.

iii. Se a coluna inteira for nula, nao ha pivo a ser estabelecido. Neste caso, continue
movendo-se para a coluna seguinte até encontrar um pivo ou confirmar que

todas as colunas restantes sao nulas.

Passo 3 -

Continue este processo linha por linha, coluna por coluna, até que todos os
pivos estejam normalizados e todos os elementos abaixo dos pivos estejam zerados.
Quando esse processo terminar, a matriz que vocé obteve estara em forma escalonada.
Agora, prossiga com as seguintes etapas para colocar a matriz em forma escada
reduzida.

Passo 4 -

Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.

Passo 5 -

Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estara na ultima linha nao
nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em sua coluna.

Passo 6 -

Ignore a linha que vocé acabou de usar e volte ao Passo 4 e repita o processo

para a linha que estd acima até concluir o escalonamento.

15
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Fluxograma - Algoritmo de escalonamento

A matriz é
nula?

Localize a coluna mais a
esquerda que ndo seja nula.

O primeiro
elemento é
nulo?

Divida a linha pelo valor do
pivd, para que esse passe a

serigual a 1. T
Y

Zere os elementos abaixo do
pivo.

21

Mova-se diagonalmente para
a direita e para baixo, para a
proxima linha e coluna.

Faca uma troca de linhas para
trazer o pivo para a linha dessa <
coluna que estamos analisando.

J

Sao todos
nulos?

SIM

Mova-se para baixo e

verifique se todos os

elementos abaixo sdo
nulos

Divida a linha pelo valor do
~—®| piv0, para que esse passe a
serigual a 1.

NAO Y
Zere os elementos abaixo do
pivo.

Todos os pivos foram
encontrados, normalizado e os
elementos abaixo dos pivos
foram zerados?

SIM

pivo mais a direit
esta na linha 1?

FIM )= SIM NAO J Comece com o0 piv0 mais a
l direita.

4

Zere os elementos acima do
pivo.

l

a mais linhas acima
desta linha?

Ignore a linha que
vocé acabou de usar.

Fonte: Autoria propria
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Exemplo 1.3. TESTE: ALGORITMO DE ESCALONAMENTO

Vamos resolver o sistema a seguir utilizando o algoritmo descrito acima.

-

z — Yy + z + w = 4
20— — = -3

< r — 2y + w = 1
0T + z - w = )

1 -1 1 1 4
2ol —1 @ 3 -8
1 -2 0 1 1

5 0 1 —1 5]

Teste inicial: A matriz nao é nula, seguimos com o algoritmo.

Passo 1

i. Localize a coluna mais a esquerda que nao seja zero e, se necessario,
troque a primeira linha com outra linha para trazer uma entrada nao-

nula (pivo) para a primeira linha desta coluna.

A coluna mais a esquerda é a coluna

ot =N =

ii. Divida a primeira linha pelo valor do pivo para obter um pivo igual a 1.

Etapa nao necessaria, pois o pivo ja é 1.

17




Karina Gomez Pacheco Universidade Federal de Santa Catarina

iii. Realize operacoes elementares para zerar os elementos que estao abaixo

do pivo encontrado no passo anterior.

+~ 4 — 1 — 1 0O — 3
- 2 4+ I = L = L = g
o +1 — 3 — 2 — 11
+ 1 — 2 0O + 1 + 1
— 1 4+ 1 = 1 = 1 = 4
L; < L;—1L; =
o — 1 — 1 0O — 3
+ 5 O + 1 — 1 4+ 5
- 95 4+ 5 — 5 = 5 — 20
O + 5 — 4 — 6 — 15

Com essas operacoes, a matriz ficara desta forma:

1 -1 1 1 4
0 1 —3 —2 : —11
0 -1 -1 0 —3
0 5 —4 —6 : —15]

Passo 2

18
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i. Mova-se diagonalmente para a direita e para baixo, para a proxima

linha e coluna.

Vamos trabalhar com a segunda coluna

ii. Se encontrar um elemento nao-nulo, este sera o proximo pivo. Normalize-
o para 1 e use operacgoes elementares para zerar todos os elementos

abaixo dele.

O pivo ja é 1, vamos zerar os elementos abaixo dele:

0 — 1 — 1 0 — 3
0 + 1 — 3 — 2 — 11
Ly+Ly+L, =
0 0 — 4 — 2 — 14
0 + 5 — 4 — 6 — 15
0 — 5 + 15 + 10 + 55

0O 0 + 11 + 4 + 40

A matriz ficara

19
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1 -1 1 1 4]
0 1 -3 —2 : —11
0 0 —4 —2 : —14
0o 0 11 4 40

Passo 3 - Continue este processo linha por linha, coluna por coluna, até
que todos os pivos estejam normalizados e todos os elementos abaixo dos
pivos estejam zerados. Quando esse processo terminar, a matriz que voceé
obteve estarda em forma escalonada. Agora, prossiga com as seguintes etapas
para colocar a matriz em forma escada reduzida.

Da terceira coluna, fagamos:

ii. Divida a terceira linha pelo valor do pivd para obter um pivo igual a 1.

=
Lye=—Ls = 0 0+ 1 +

N
_|_
N|~1

Desta forma,

1 -1 1 1 4
0 1 -3 —2 : —11

1 7
0 0 11 4 40

20
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iii. Realize operacoes elementares para zerar os elementos que estao abaixo

do pivo encontrado no passo anterior.

1 -1 1 1 4
0 1 -3 -2 : -11

7
o 0 1 3% z
o 0 o0 1 —1]

Passo 4 - Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.
Passo 5 - Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estara na

ultima linha nao nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em sua

coluna.
0 0 + 1 + & + I
1 0 0 o — & + 1
0 0 + 1 0O + 4
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0 + 1 — 3 — 2 — 11
0 0 0 2 — 2
L,+L,+3-L, =
0+ 1 — 3 0 — 13
i 1 ¢+ 1 &+ 1 3 4
0 0 0 — 1 + 1
L,«L,—-L, =
1 — 1+ 1+ 0 + 5

Ignore a linha que vocé acabou de usar e volte ao Passo 4 e repita o
processo para a linha que esta acima até concluir o escalonamento.

Passo 4 - Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.

Passo 5 - Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estard na
ultima linha nao nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em sua

coluna.

o + 1 — 3 0 — 13
0 0 + 3 0 + 12

0 1 0 0o — 1
1 — 1 + 1 0 + 5
0 0 — 1 0 — 4
1 — 1 0 0 + 1
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Ignore a linha que vocé acabou de usar e volte ao Passo 4 e repita o
processo para a linha que esta acima até concluir o escalonamento.

Passo 4 - Se o pivo igual a 1 mais a direita estiver na linha 1, pare.

Passo 5 - Comece com o pivo igual a 1 mais a direita - este estara na
ultima linha nao nula. Use-o para anular cada entrada acima dele em sua

coluna.

1 -1 0 0 + 1
o+ 1 0 0 — 1

L,«<L —-L, =

A matriz ficard na sua forma escada reduzida:

1 0 0 O 0
01 0 0 -1
0O 0 1 0 4
0 0 0 1 =]
Logo, temos que = 0, y = —1, 2 = 4 e w = —1 formam a solugao

(0,—1,4,—1) do sistema.

Exercicio 1.5

Escreva a matriz ampliada de cada sistema e faca o escalonamento para obter

a solucao de cada sistema.

r — 2y = 3
a. .
2c — y =9

b2:c~|—3y:1
Cl10r + 9y = 11
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e

2x
4

17

172
Tz
192

4z

3z
2z
8z

53
22 .
35
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1.4 Solucao de um sistema

Uma equacao linear que possui apenas duas incégnitas representa uma reta
no plano. Vamos analisar sistemas 2x2 e observar o que acontece com as retas de

acordo com as solugoes do sistema.

SISTEMA 1
rx — 2y = 1
3z 4+ 2y = 11

Resolvendo o sistema por escalonamento, obtemos a seguinte matriz:
1 0 : 3
0 1 : 1

Assim, o sistema apresenta uma tnica solucao (3,1). Essas duas equagoes

representam as seguintes retas concorrentes:

O ponto onde as duas retas se intersectam é o ponto (3,1), que é a solugao do

sistema. Nesse caso, dizemos que o sistema é consistente e possui solugao tinica!
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SISTEMA 2
rx — 2y = 1
20 — 4y = 2

Escalonando a matriz ampliada, obtemos:

A dltima linha da matriz escalonada ficou com todos os seus elementos nulos.
Quando isso ocorre, temos apenas a equagao x — 2y = 1, ou seja, a solugao do
sistema é formada por todos os pontos que pertencem a reta y = —1_795.

Graficamente, temos:

Como temos duas retas coincidentes, dizemos que o sistema é consistente e

possui infinitas solugoes!
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SISTEMA 3
r — 2y = 1
r — 2y = 2

Nesse sistema, escalonando a matriz ampliada:

1 -2 1
0 0 : 1
Obtemos 0-z+0-y=1= 0= 1, o que é um absurdo. Podemos concluir que

nao existem valores para x e y capazes de satisfazer as duas equacoes do sistema.

Observando as retas no planos:

Figura 1.1: Sistema 3: Retas Paralelas

Y

O sistema nao possui solugao e as retas sao paralelas. Dizemos que o sistema é

inconsistente e nao possui solugoes!

1.4.1 Classificacao do sistema

Os sistemas de equagoes lineares podem ser classificados da seguinte maneira:
Na secao 4.3 ha exercicios para a classificacao de sistemas através das platafor-

mas apresentadas.
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Sistema de
equacao linear

Possui
solucao?

Consistente }*5”\/' NAO—{ Inconsistente J
| | ,,
Solucao Infinitas Sem

unica solucoes solucao
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Capitulo 2

Como resolver problemas

2.1 Pensamento Computacional

Decomposicao Abstracao
Reconhecimento Algoritmos
de padroes

Pensamento Computacional

Problemas complexos sempre desafiaram diversas areas do conhecimento, le-
vando a humanidade a enfrentar situagoes imprevistas. Essas situacoes abriram
portas para novas descobertas, que contribuiram para a construcao do conhecimento
humano e do avanco cientifico e tecnolégico.

Atualmente, é possivel utilizar técnicas matematicas e computacionais cada
vez mais criativas e sofisticadas, seja para o sequenciamento do DNA, simulacoes
nas engenharias, analise de grandes conjuntos de dados nas areas sociais ou nos

mais variados contextos.
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Fragmentar um problema dificil, reconhecer padroes, fazer abstracoes e criar
algoritmos sao habilidades utilizadas por cientistas da computacao. Com isso, é
possivel identificar, orientar e contribuir para o desenvolvimento de solugoes dos
desafios. Juntas, essas habilidades compoem um método para resolver problemas
chamado de pensamento computacional, que é constituido por quatro habilidades:

DECOMPOSICAO: A decomposicao consiste em dividir o problema em partes
menores.

RECONHECIMENTO DE PADROES: O reconhecimento de padroes permite identi-
ficar as semelhancas nos detalhes.

ABSTRACAO: A abstracdo, por sua vez, isola detalhes irrelevantes e concentra-se
nas partes relevantes.

ALGORITMOS: Os algoritmos sdo os responsaveis por escrever a solugao do
problema em uma sequéncia de passos que podem ou nao ser calculados por um
computador.

Juntas auxiliam na interpretacao do problema, podendo reutilizar estratégias
de problemas semelhantes e também desenvolver estratégias novas com uma logica
estruturada. Entende-se que nem todo problema precise obrigatoriamente passar por
todas as etapas, uma vez que elas sao independentes entre si. Vamos agora explorar
como essas habilidades podem nos ajudar a resolver problemas que envolvem a

resolucao de sistemas de equacoes lineares.

2.2 Resolucao de problemas

Nesta secao, vamos apresentar alguns problemas para que vocé possa explorar
as habilidades do pensamento computacional, bem como utilizar o algoritmo do

escalonamento para resolver sistemas.

2.2.1 Problemas em geral
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Exemplo 2.1. (FESP - Adaptado): Uma pessoa alimenta seu cdo combi-
nando o contetido de duas marcas de ragoes preparadas pelos fabricantes X e
Y. A tabela abaixo discrimina a quantidade de unidades de vitaminas e de
sais minerais em cada saco de racao e a quantidade minima de unidades que

o cao deve consuinir.

Racao X Racao Y Minimo

Vitaminas 40 20 200

Sais minerais 20 40 200

Se o saco da racao X custa R$10,00 e o da Y, R$ 15,00, determine a

quantidade inteira de cada saco a ser comprado de modo a minimizar os

custos e satisfazer as quantidades minimas requeridas.

COMPREENDENDO O PROBLEMA

O problema solicita a quantidade inteira de cada saco de racao a ser comprada,
onde duas condi¢oes devem ser satisfeitas: atender a quantidade minima de vitaminas
e sais minerais e minimizar os gastos. Para isso, é fornecida uma tabela com as
quantidades e os valores de cada saco de racao.

A primeira vista, percebe-se que nao é facil abordar o problema de uma vez s6.
Portanto, vamos utilizar a decomposicao e dividir o problemas em subproblemas.
Inicialmente, buscaremos determinar a quantidade de sacos que atendem a condicao
inicial. Em seguida, encontraremos os valores correspondentes de forma inteira.

Por fim, para a ultima condicgao, identificaremos as quantidades de sacos que

resultam no menor custo possivel.

SUBPROBLEMA 1
Qual é a quantidade de sacos de ragao para se ter a quantidade minima

de vitaminas e sais minerais desejada?
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Aqui, nosso foco esta na determinacao da quantidade de sacos de racgao, para isso

vamos utilizar as informagoes que constam na tabela. Nesse sentido, as incognitas

sao as quantidades de sacos de racao a serem adquiridas de cada fornecedor. Entao,

vamos criar uma equacao para cada linha da tabela.

Denotaremos por x a quantidade de sacos a serem adquiridos da Ragao X e

por vy a quantidade de sacos a serem adquiridos da Racao Y. Dessa forma, a partir

da primeira linha, obtemos a equagao 40x + 20y = 200, enquanto a segunda linha

resulta na equacao 20x + 40y = 200. Como queremos que as duas equagoes sejam

satisfeitas simultaneamente, temos o seguinte sistema de equacoes lineares:

40 + 20y = 200
20z + 40y = 200

Vamos escrever a matriz ampliada desse sistema:

40 20 : 200
20 40 : 200

Podemos multiplicar as duas linhas por %, assim L; < % <L e Ly <

e também permutar as duas linhas L; <+ L, deixando a matriz assim:

1 2 : 10
2 1 : 10
Continuando com o processo de escalonamento:

+ 2 4+ 1 + 10

- 2 — 4 — 20
0o — 3 — 10
0 — 3 _ 10

32
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Assim, a matriz ampliada escalonada fica da seguinte forma:

.10
10:7
.10
01:?

Concluimos que para se obter exatamente a quantidade minima devemos ter
r=y= %. Porém, a questao exige uma quantidade inteira de sacos, que nao é o

caso da quantidade x e y que encontramos. Por isso, vamos ao proximo subproblema.

SUBPROBLEMA 2

Qual é a quantidade inteira de cada saco que devemos comprar?

1 1 2
0, 10 _ 20

Encontramos no subproblema valores nao inteiros. Temos que 3 =

3~ 37
6, 6, desta forma a quantidade minima de sacos a ser comprada é 7. Vamos investigar
quantos sacos de cada racao podemos comprar de maneira a satisfazer a quantidade
minima de vitaminas e sais minerais. Acompanhe a Tabela 2.1.

A partir dos calculos da tabela, observamos que é possivel adquirir 3 sacos
da racao X e 4 sacos da racao Y, ou entao 4 sacos da ragao X e 3 sacos da ragao
Y, uma vez que ambas as op¢oes atendem as exigéncias minimas de vitaminas e

sais minerais. No entanto, o problema ainda quer saber a opc¢ao de menor custo.

Portanto, vamos para a resolucao do ultimo subproblema.

SUBPROBLEMA 3

Qual é a quantidade minima de cada saco para se obter o menor custo?

O problema nos informa que o saco da ragao X custa R$10,00 e o saco da

racao Y custa R$15,00. Utilizando as informagoes do subproblema 2, temos que
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Tabela 2.1: Célculo das condicoes

(x,y) Vitaminas Sais minerais Conclusao

(1, 6) 40 + 120 = 160 20 + 240 = 260 N&o possui o minimo
de vitaminas

(2, 5) 80 4+ 100 = 180 40 4 200 = 240 Nao possui o minimo
de vitaminas

(3, 4) 120 + 80 = 200 60 + 160 = 220 Possui 0 minimo

(4, 3) 160 4+ 60 = 220 80 + 120 = 200 Possui o minimo

(5, 2) 200 + 40 = 240 100 + 80 = 180 Nao possui o minimo
de sais minerais

(6, 1) 240 + 20 = 260 120 + 40 = 160 Nao possui o minimo

de sais minerais

(3,4)=3-10+4-15 =R
(4,3)=4-10+3-15 =R

$90, 00
$70, 00

Portanto, podemos afirmar que a quantidade minima de sacos necessaria para

minimizar os custos é de 4 para a racao X e 3 para a racao Y.

RESPOSTA DO PROBLEMA PRINCIPAL

Deve-se comprar 4 sacos da ragao do fornecedor X e 3 sacos da ragao do

fornecedor Y, gastando assim R$70, 00.

2.2.2 Fluxo de trafego

Define-se uma rede como um conjunto finito de ramos (ou arcos) pelos quais o

fluxo percorre. Em uma rede, existem pontos de encontro chamados nés ou vértices,

e é nesses pontos que o fluxo se divide.

Para evitar acimulos no meio, garantindo a livre circulagao ao longo da rede,

entende-se que, na conservacao do fluxo, a quantidade de fluxo de entrada em cada
no é igual a quantidade de fluxo de saida. Indica-se uma direcao e a quantidade

que fluird ao longo do ramo.
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Figura 2.1: Exemplos de fluxos de rede

Fluxo no no A Fluxo nono B Fluxo no né C
14 15 |5
A4 A I I
| £ |4 | %
et =6 +h b = frhda v Sa h+h+h =4
Entrada Saida Entrada Saida Entrada Saida

O problema de fluxo de trifego a seguir foi extraido e adaptado do livro Algebra

Linear com Aplicagoes dos autores Anton e Rorres (ANTON; RORRES, 2012).

Exemplo 2.2. Na Figura 2.2 pode-se ver o fluxo de trafego de uma certa
cidade em torno de uma de suas pragas, a Praga 15. Prevé-se a instalacao de
um semaforo computadorizado na saida norte da Rua Lavradio, e o diagrama
indica o namero médio de veiculos por hora que se espera ter nas ruas que

circundam o complexo da praga. Todas as ruas sao de mao tnica.

a) O seméaforo deveria deixar passar quantos veiculos por hora para garantir
que o numero médio de veiculos por hora que entra no complexo seja

igual ao niimero médio de veiculos que sai do complexo?

b) Supondo que o semaforo tenha sido ajustado para equilibrar o fluxo
total para dentro e para fora do complexo da praga, o que pode ser dito
sobre o numero médio de veiculos por hora que circulara pelas ruas que

circundam o complexo?
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N .
A Semaforo
el 200 B
= \ 4 A
Rua do Mercado £ o
500 3 - T—> 400
% Praga | >
700 —<— S g —<——400
Rua do Comércio X x
600

Resolucao do item a
Para descobrir quantos veiculos o seméforo deveria deixar passar, precisamos
saber quantos veiculos estao entrando na regiao e quantos veiculos ja estao saindo.

Para isso, vamos analisar as informacoes que a questao forneceu.

Figura 2.2: Entrada e saida de veiculos

4 200
500 400
— —
. -0
700 |, 400
— e Co

1 600

Como mostra na figura 2.2, em verde temos a entrada de veiculos (500 +
400 + 600 4 200 = 1700) e em vermelho a saida (700 + 400 = 1100). Vimos que a
quantidade de entrada deve ser igual a quantidade de saida, portando pelo seméforo

devem passar 600 veiculos por hora.

Resolucao do item b
Agora estamos interessados em saber o que acontece ao redor da praca, para

isso vamos analisar o fluxo de entrada nessas vias entre os nés A, B, C e D.
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Figura 2.3: Fluxo em torno da Praca

L
A B‘
! Xy ) X
D
° Co
X1
H

Sabendo que o fluxo de entrada deve ser igual ao de saida, cada n6 formaré

uma equacao.
N6 A: zy+ 25 =500+200 = =z,+ z5="700.
N6 B: zy + x4 = 400.
N6 C: z; + 25 =600+400 = x; + x4 = 1000.
N6 D: z; 4+ z, = 700.

Com essas equacoes montamos o sistema:

3 + =z, = 700

) Ty + T3 = 1000 |
Ty + x4 = 1000
71 + x, = 700

Escrevendo o sistema na sua forma matricial, temos
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001 1] [z 700
0 1 1 0 Ty 1000
1 10 0| |ay 1000
1 0 0 1] |z, [700]
Com a matriz ampliada [A | b]

0 0 1 1 : 700]

0 1 1 0 1000

1 1 0 0 1000

100 1 : 700]

Ao escalonar a matriz ampliada, obtemos

1 0 0 1 700 |
01 0 -1 300
0 0 1 1 700
0 0 0 O 0
Assim,
xy =700 —t.
:U4 = t

Temos x, como uma variavel livre, desta forma assumiremos z, = t. Agora,
para interpretar o resultado encontrado, precisamos achar quais valores ¢ pode

assumir.
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Os valores de z,, =5, 3 € £, nao podem ser negativos, pois nessa situagao
mostraria um fluxo contrario e como as ruas sao de mao tnica, nao pode ocorrer.
Desta forma, como 0 < z; < 700 concluimos que ¢ pode ser no maximo 700, ou

seja, 0 <t < 700. Com isso, temos que o fluxo médio ao longo das vias ficara entre

0 <z, < 700.
300 < z, < 1000.
0 < a4 < 700.
0 < a, < 700.

2.2.3 Balanceamento de equacgoes quimicas

Uma equacao quimica é apresentada da seguinte forma:

CH, +0, — CO,+H,0

Ela descreve quais sao os produtos e reagentes de uma reacao. Além disso,
uma equagao quimica balanceada especifica uma relacdo numérica das quantidades
de reagentes e produtos de uma reacao (RUSSEL, 1994).

A equacao acima descreve na queima de metano, o metano (CH,) e o oxigénio
estavel (O,) reagem para formar diéxido de carbono (CO,) e dgua (H,O). Nesse
caso, CH, + O, sdo os reagentes e CO, 4+ H,0 sdo os produtos.

Dizemos que uma reacao quimica estd balanceada se aparecer o mesmo niimero
de atomos em cada lado da seta para cada tipo de atomo na reacao. Por exemplo,

equilibrando a equacao apresentada ela ficada seguinte forma:s:

CH, +20, — CO,+2H,0

Um dos métodos para deixar a equacao balanceada utiliza sistemas de equagoes

lineares. Acompanhe o exemplo a seguir.
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Exemplo 2.3. Observe a equacao da reagao quimica da fermentacao do

acucar

CGH1206 — CO2 + C2H5OH

Faca o balanceamento dessa equagcao.

COMPREENDENDO A EQUAQAO

Para que a equacao esteja na sua forma balanceada, devemos ter para cada um
dos atomos da equagao, o nimero de dtomos a esquerda igual ao niimero de atomos

a direita. Assim, devemos encontrar os menores valores z, y e z de tal forma que

r - (CgH1504) — y - (COy) + 2 - (C,H;OH)

RETIRANDO OS DADOS

Vamos escrever as informagoes em uma tabela para nos auxiliar na organizacao

dos dados:

Lado esquerdo Lado direito

Para preencher essa tabela, vamos usar a propriedade distributiva da seguinte

maneira:

P

- (CgHy504)
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Lado esquerdo Lado direito
C 6x
H 12x
@) 6x

y - (COy)
Lado esquerdo Lado direito
C 6x y
H 12x
@) 6x 2y

P

Lado esquerdo Lado direito
C 6x vy +2z
H 12x 6z
@) 6x 2y +z

Como o lado direito deve ser igual ao lado esquerdo, temos

6r = y + 2z 6r — y — 2z
122 = 62 = 12z — 6z
6r = 2y + =z 6r — 2y — =z
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podemos escrever o seguinte sistema:

6xr — y — 2z = 0
122 — 6z = 0
6xr — 2y — =z = 0

Para resolver esse sistema, vamos escalonar a matriz ampliada utilizando o

algoritmo do escalonamento apresentado na Secao 1.3.1.

ESCALONANDO A MATRIZ

Escrevendo a matriz ampliada do sistema, temos:

6 —1 -2 : 0

6 —2 -1 : 0

Utilizando as operacoes elementares, vamos deixar o primeiro elemento da linha

L, igual a 1:
1 6 _ 1 _ 2 0
1 1
I — 5 — 3 0
1 1
1 —5 —3 0
12 0 —6 0
6 —2 —1 0
Partindo para a linha L,, realizamos a seguinte operagao:
12 0 — 6 0

- 12 + 2 + 4 0

o + 2 — 2 0
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=)
(SIS
(SIS
IO

e}
_I_
—_
I
e
e}

Agora, na linha Lj:

6 — 2 — 1

- 6 + 1 + 2

o — 1 + 1
0O — 1 + 1
+ 0 + 1 — 1

Ly Ly+L, =

1 1

I —5 —3 0

0 1 -1 0

0 O 0 0

Retornando a linha L;:
1 1
L — % — 3
1 + 0 — L -1
1 0 — 3 0
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Como a ultima linha possui todos os seus elementos nulos, temos que z ¢ uma

variavel livre. Assumindo z = ¢, temos:

Os valores de z, y e z devem ser os menores inteiros possiveis. Sendo assim,

tomando t = 2:

x:%-2 z=1
z =2 z =2

A equacao balanceada fica da forma:
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Capitulo 3

Exercicios

3.1 Problemas

Os exercicios foram selecionados a partir dos seguintes livros:
(LEON, 1998; KiHLKAMP, 2007; ANTON; RORRES, 2012; POOLE, 2017;
INEP, 2024)

Exercicio 3.1

Determinar uma funcao polinomial f de grau dois, tal que f(1) =2, f(2) =3

e f(5) = 18.
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Exercicio 3.2

Se ao iniciar a utilizagao da agua de um reservatorio, o nivel da superficie da
mesma estd 12m acima do fundo, apos dois dias de utilizacao 11,2m e apos
cinco dias o nivel cai para 8,5m, determinar uma funcao polinomial de grau
dois que retrate esta situacao.

Admitindo que se possa utilizar esta funcao para calcular o nivel aproxi-
mado da agua também apods o quinto dia de utilizagao, em quanto tempo o

reservatorio esvaziara?

Exercicio 3.3

Determinar a funcao polinomial de grau trés cujo grafico passa pelos pontos

(1, -7), (-1, -9), (3,-5) e (4,11).

Exercicio 3.4

Suponha que numa construcao foram utilizados quatro tipos de concreto
preparados, misturando-se os ingredientes em volumes cujas proporcoes sao

dadas pela tabela que segue.

Concreto I Concreto II  Concreto Concreto IV
I11
Cimento 1 1 1 1
Brita 2 2 1 2
Areia 3 4 5 6
Agua 2 2 3 3
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Determinar a proporcao em que cada tipo de concreto foi aplicado, se
foram utilizados 7m?3 de cimento, 11m? de brita, 32m?3 de areia e 18m3 de

agua.

Exercicio 3.5

Escreva uma equacao balanceada para a reacao quimica da queima do propano

C,H, + 0, — CO, + H,0

Exercicio 3.6

Escreva uma equagao balanceada para a reagao quimica

NH, + 0, — N, + H,0

Exercicio 3.7

Escreva uma equagao balanceada para a reagao quimica

FeS, + O, — Fe, 05 4+ SO,
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Exercicio 3.8

Escreva uma equagao balanceada para a reacdo quimica

C,H,, + 0, — CO, + H,0

Exercicio 3.9

A figura dada mostra uma rede na qual s@o conhecidos a taxa de fluxo e o
sentido do fluxo em alguns ramos. Encontre as taxas de fluxo e os sentidos do
fluxo nos demais ramos.
50
30 60
50
40

Exercicio 3.10

A figura dada mostra uma rede viaria de ruas de mao tnica com fluxo de
trafego nos sentidos indicados. As taxas de fluxo ao longo das ruas sao medidas
pelo nimero médio de veiculos por hora. Monte um sistema linear e encontre

as taxas de fluxo desconhecidas.
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400 750
300 X3 250
> > >
A
Xy Xy
400 B 200
<« <« <«
X
100 300

3.2 Questoes do ENEM e vestibulares

3.2.1 Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM

Exercicio 3.11

(ENEM 2018) Visando atingir metas econdmicas previamente estabelecidas, é
comum no final do més algumas lojas colocarem certos produtos em promocao.
Uma determinada loja de departamentos colocou em oferta os seguintes pro-
dutos: televisao, sofa e estante. Na compra da televisao mais o sofd, o cliente
pagaria R$ 3800,00. Se ele levasse o sofd mais a estante, pagaria R$ 3400,00.
A televisao mais a estante sairiam por R$ 4200,00. Um cliente resolveu levar
duas televisdes e um sofa que estavam na promocao, conseguindo ainda mais
5% de desconto pelo pagamento a vista. O valor total, em real, pago pelo

cliente foi de quantos reais?
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Exercicio 3.12

(ENEM 2015) Uma barraca de tiro ao alvo de um parque de diversoes dara
um prémio de R$ 20,00 ao participante, cada vez que ele acertar o alvo. Por
outro lado, cada vez que ele errar o alvo, devera pagar R$ 10,00. Nao h4
cobranca inicial para participar do jogo. Um participante deu 80 tiros e, ao
final, recebeu R$100,00. Qual foi o niimero de vezes que esse participante

acertou o alvo?

Exercicio 3.13

(ENEM 2016) Na figura estao representadas trés retas no plano cartesiano,
sendo P, Q e R os pontos de intersecgoes entre as retas, e A, B e C os pontos

de intersecgOes dessas retas com o eixo x.

Essa figura é a representacao grafica de um sistema linear de trés equacoes
e duas incégnitas que

a) possui trés solugoes reais e distintas, representadas pelos pontos P, Q e
R, pois eles indicam onde as retas se intersectam.

b) possui trés solugoes reais e distintas, representadas pelos pontos A, B e
C, pois eles indicam onde as retas intersectam o eixo das abscissas.

c) possui infinitas solugoes reais, pois as retas se intersectam em mais de

um ponto.
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d) ndo possui solugao real, pois ndo ha ponto que pertenga simultaneamente
as trés retas.
e) possui uma tnica solugdo real, pois as retas possuem pontos em que se

intersectam.

Exercicio 3.14

Uma pessoa pretende viajar por uma companhia aérea que despacha gratuita-
mente uma mala com até 10 kg. Em duas viagens que realizou, essa pessoa

utilizou a mesma mala e conseguiu 10 kg com as seguintes combinacoes de

itens:
Viagem Camisetas Calgas Sapatos
I 12 4 3
Il 18 3 2

Para ter certeza de que sua bagagem terd massa de 10 kg, ela decide levar
essa mala com duas calcas, um sapato e o maximo de camisetas, admitindo
que itens do mesmo tipo tém a mesma massa. Qual a quantidade méaxima de

camisetas que essa pessoa podera levar?

3.3 Vestibulares
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Exercicio 3.15

(UFSCar) Uma loja vende trés tipos de lampada (x, y e z). Ana comprou 3
lampadas tipo x, 7 tipo y e 1 tipo z, pagando R$ 42,10 pela compra. Beto
comprou 4 lampadas tipo x, 10 tipo y e 1 tipo z, o que totalizou R$ 47,30. Nas
condigoes dadas, a compra de trés lampadas, sendo uma de cada tipo, custa

nessa loja a) R$ 30,50. b) R$ 31,40. ¢) R$ 31,70. d) R$ 32,30. e) R$ 33,20.

Exercicio 3.16

(FGV) Num escritorio hd 3 impressoras: A, B e C. Em um periodo de 1 hora:
A e B juntas imprimem 150 folhas; A e C juntas imprimem 160 folhas; B e C
juntas imprimem 170 folhas. Em 1 hora, a impressora A imprime sozinha: a)

60 folhas b) 65 folhas c) 75 folhas d) 70 folhas e) 80 folhas

Exercicio 3.17

(PUC-SP) Sabe-se que na compra de uma caixa de lengos, dois bonés e trés
camisetas gasta-se um total de R$ 127,00. Se trés caixas de lencos, quatro
bonés e cinco camisetas, dos mesmos tipos que os primeiros, custam juntos
R$ 241,00, a quantia a ser desembolsada na compra de apenas trés unidades
desses artigos, sendo um de cada tipo, sera A) R$ 72,00 B) R$ 65,00 C) R$
60,00 D) R$ 57,00 E) R$ 49,00

52



CAPITULO 3. EXERCICIOS

Exercicio 3.18

(Mack) Considere trés ntimeros inteiros tais que as somas de dois a dois deles,
distintos, resultam 20, 15 e 19. A diferenca entre o maior e o menor desses

nimeros é: a) 7b)4c)3d)6e)b

Exercicio 3.19

(UFSC) O sistema ¢é indeterminado para m =2 e p = —1

r — 2y + mz =1
r — y — z =2
—x + 2y — 2z =p

Exercicio 3.20

(UFSC) Se
r — 2y — z =a
— xr + 4y 4+ 2z =)
3r + 3y + 52z =c

entao o sistema tem solucao para quaisquer valores a, b, ¢ € R.
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Capitulo 4

Plataformas educacionais

Neste capitulo, iremos explorar duas plataformas educacionais: Wolfram Alpha
e Symbolab. Ambas tém como objetivo fornecer solugoes detalhadas para problemas
matematicos, auxiliando os estudantes em seu aprendizado. Em suas versoes pagas,
essas plataformas oferecem recursos avancados que incluem a exposi¢ado passo a
passo das solugoes, o que pode ser extremamente 1til para entender os conceitos e
resolver problemas que apresentam certo nivel de dificuldade.

No entanto, é importante ressaltar que o uso desses recursos deve ser feito com
sabedoria. E importante que vocé utilize as ferramentas para complementar seu
aprendizado, em vez de depender exclusivamente delas. Afinal, o seu aprendizado
sera desenvolvido com a compreensao dos contetidos e problemas, nao apenas com

as respostas dos sites ou ao final dos livros.

4.1 Wolfram Alpha

A plataforma Wolfram|Alpha foi criada pela empresa Wolfram Research e é
voltada para estudos matematicos. Com o objetivo de acessar respostas através de
calculos dinamicos baseados em uma vasta cole¢ao de dados, algoritmos e métodos

incorporados, tornando o conhecimento acessivel para todos.
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WolframAlpha

Essa plataforma pode ser acessada através do site www.wolframalpha.com ou
por dispositivos moveis disponivel na App Store ou Google Play. A versao gratuita
desta plataforma possui algumas limitagoes, como resolucoes passo a passo restritas,

enquanto a versao paga oferece acesso a recursos adicionais.

A pégina inicial do site é configurada da seguinte maneira:

UPGRADE TO PRO + APPS ~ TOUR Q~

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

Enter what you want to calculate or know about =]
% NATURAL LANGUAGE | [ MATH INPUT B EXTENDED KEYBOARD Ii} EXAMPLES # UPLOAD 3¢ RANDOM
Compute expert-level answers using Wolfram’s breakthrough | Now available through
algorithms, knowledgebase and Al technology | Wolfram GPT»
Mathematics » Science & Technology Society & Culture » Everyday Life
= M uni e ¥
iz Step-by-Step Solutions M& Units & Measures ™ People ( 1’\ Personal Health
&m Elementary Math ﬁ Physics @ Arts & Media ﬁ Personal Finance
N .
x%1 Algebra .,0\?: Chemistry ﬁ Dates & Times w Surprises
- . - WC, . p— .
7"‘4 Plotting & Graphics Engineering T‘Q'.‘fn Words & Linguistics ?\ﬁ Entertainment
: - A ’ . o 4 §
]-‘H'm Calculus & Analysis A4 Computational Sciences ﬂ Money & Finance ?.% Household Science

A plataforma esta disponivel em trés idiomas, mas o portugués nao esta entre

as opgoes. Assim, para escalonar uma matriz ampliada, selecionamos o idioma
espanhol e inserimos o seguinte texto:
forma escalonada reducida por filas: {{2,1,4,—1},{4,—2,3,4},{5,2,6,—1}}
Assim, obtemos a matriz na sua forma escalonada e os valores das incognitas

aparecem na ultima coluna:
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DE LOS CREADORES DE WOLFRAM LANGUAGE ¥ MATHEMATICA

¥ WolframAlpha

[ forma escalonada reducida por filas: {{2, 1, 4, -1}, {4, -2, 3, 4}, {5, 2, 6, -1}}| oB ]
% LENGUAJE NATURAL [}_‘a ENTRADA MATEMATICA BB TECLADO EXTENDIDO i EJEMPLOS # CARGAR 3@ ALEATORID
Resultado

100 2
o
11

010 -=
9
2

001 ==
9

Essa plataforma nao disponibiliza o passo a passo na sua versao gratuita,

mostrando apenas o inicio da resolucao:

{5 Solucién paso a paso Wolfram|Alpha x

Resultado:

PASO 1
Reduce las filas:

2 1 4 -1
[4_234]

5 2 6 -1

Sugerencia: Intercambia dos filas.

Intercambia la fila 1 por la fila 3:

[s227]

Para desbloquear la solucién completa...

Actualice a la version Pro

Aprenda mas sobre las Soluciones paso a paso »

¢Ya cuenta con Pro? Iniciar sesién »

Porém, além do escalonamento, a plataforma nos da mais informacoes sobre a

matriz:
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Dimensiones \ [+ Solucién paso a paso |
3 (filas) x 4 (columnas)

Gréfico de matriz

123 4
1 1
2t 2
31 3
1234
Rango de matriz | [ Solucién paso a paso |
3
Nulidad \ [+ Solucién paso a paso |
1
Pseudoinversa Forma exacta

0,891775  0,238095 0,04329
0,238095 047619  -0,0952381
0,04320 -0,0952381 0,082684
0,194805 -0,428571 -0,0779221

Como o detalhamento passo a passo dessa solucao sé esta disponivel na versao
paga, esta ferramenta pode ser 1til para nos orientar na verificagao das respostas

que obtivemos no final.

Por fim, a tela inicial do aplicativo para dispositivos moveis:

{ a)

& zZ X ¢ Vb nm &

123 espago ir

@ ¢
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4.2 Symbolab

A plataforma foi criada pela Course Hero Symbolab Ltd. Uma das metas da
empresa ¢ promover a aprendizagem da matematica. Com um design simples e
intuitivo, a plataforma Symbolab oferece nao apenas solugoes passo a passo, mas

também um aprendizado personalizado e avaliacoes.

Bmbolab

Essa plataforma pode ser acessada através do site www.pt.symbolab.com ou
por dispositivos moveis disponivel na App Store ou Google Play. A versao gratuita
desta plataforma possui algumas limitagoes, como resolucoes passo a passo restritas,
enquanto a versao paga oferece acesso a recursos adicionais.

A péagina inicial do site é configurada da seguinte maneira:

mbolob Q Lk i

Digite um problema (O] Ir

Symbolab, tornando a matematica mais simples

Problemas de palavras Graficos Geometria

Fornega solugdes passo a passo para Plote e analise fungdes e equagdes com Resolver problemas de geometria, provas e
problemas matemaéticos etapas detalhadas desenhar formas geométricas

Na area de entrada de texto, sao exibidas ferramentas que permitem inserir

informacoes de forma intuitiva e direta.
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sin cos

(2x2) (2x3) (3x3) (3x2) (4x2) (dx3) (4x4) (3x4) (2x4) (5x5)

(1=2) (1%3) (1x4) (1x5)

(1%6) (2x1) (3x1) (4x1) (5x1)

(i 1)  Tamanho da matriz: 3x5
Agoes mais Utilizadas

simplificar resolver para inversa tangente

2 1 4 -1
matriz escalonada | 4 -2 3 4

5 2 6 -1

No entanto, observe que a solucao fornecida esta na forma de escada, e ndo na
forma escalonada conforme descrita na segao 1.3.

Passos da solucao

2 1 4 1
4 -2 3 4
» 2 6 -1

2 1 4 -1

0 -4 -5 6
27 3

0 0 2 4

Como o detalhamento passo a passo dessa solucao so esta disponivel na versao

paga, esta ferramenta pode ser 1til para nos orientar na verificacao das respostas
que obtivemos no final.
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Por fim, a tela inicial do aplicativo para dispositivos modveis:

88 mbolab e

4.3 Exercicios

Para praticar como classificar os sistemas visto na secao 1.4, utilize uma das
plataformas para escalonar as matrizes a seguir e classifique se elas formas um

sistema consistente, com uma ou infinitas solugoes, ou inconsistente.

Exercicio 4.1

r + 2y — 3z =9
e — y 4+ 2z =9
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Exercicio 4.2

r + vy + z = 1
—-r — Y = -1
r + y — z = 1

Exercicio 4.3

r + 2y + 3z = 2
dr — y + 8 = 3

Exercicio 4.4

20 — 6y = 5
3r — 9y = 1
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APENDICE A

Solucoes
Solucao 1.3
1 —2| [« 5
a. =
3 1| |22 1
b 2 1 Tyl 8
4 =3] |zo] 6
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Solucao 1.4
(1 —2 : 5
a.
3 1 ¢ 1]
9 1 : 8]
b.
4 -3 i 6]

Solugao 1.5

a. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:
1 -2 3
2 -1 + 9
Realizando as seguintes operacoes:

1

A matriz escalonada fica igual a:
1 0 : 5
0 1 : 1

b. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

A solugao é o par (5,1).
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2 3 1
10 9 : 11

Realizando as seguintes operacoes:
1

1

A matriz escalonada fica igual a:

1 0 : 2
0 1 : -1

c. A matriz ampliada ¢é escrita da seguinte forma:

2 3 1
4 1 : 17

Realizando as seguintes operagcoes:

A solugao é o par (2,—1).

1 1

A matriz escalonada fica igual a:

1 0 : 5
0 1 : =3
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d. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

1 4 : 1
2 7 : 0

Realizando as seguintes operagoes:

A matriz escalonada fica igual a:

1 0 : -7
0O 1 : 2

e. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

A solugao é o par (—7,2).

1 1 1 6
2 1 1 7
1 2 1 8
Realizando as seguintes operacoes:
Ly <+ Ly L+ L, —L, L, <L, —Lj

A matriz escalonada fica igual a:

66



APENDICE A. SOLUCOES

1 0 0 1
01 0 2
0 0 1 3

A solugao é a tripla (1,2, 3).

f. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

1 3 17 : 53
1 5 7 : 22
3 22 19 : 35

Realizando as seguintes operagoes:

1 14
3
A matriz escalonada fica igual a:
1 0 0 : 2
01 0 : =3
0 0 1 : 5
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A solucgao ¢ a tripla (2,—3,5).

g. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

Realizando as seguintes operagoes:

1

A matriz escalonada fica igual a:

1 0 5 : =8
01 -2 : 5
0O 0 0 : O

Podemos notar que a tltima linha da matriz possui todos os seus elementos
nulos. Assim, esse sistema tera infinitas solucdes como veremos na secao

Solugao de um sistema

h. A matriz ampliada é escrita da seguinte forma:

1 2 3 : 4
2 =5 2 1
4 -1 8 : 3

Realizando as seguintes operagoes:
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1 7

A matriz escalonada fica igual a:

10 2 :0
01 32 0
00 O 1

Nesse caso, temos que 0 = 1, ou seja, um absurdo! Assim, esse sistema nao

possui solugao. Veremos isso na Sec¢ao Solucao de um sistema.

Solucao 3.1

f(z) = 2% — 22 + 3.

Solucao 3.2

t = 10.
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Solucao 3.3

f(x) =23 — 322 — 5.

Solucao 3.4

(17 27 37 1)'

Solucgao 3.5

C,H, + 50, — 3CO, + 4H,0

Solugao 3.6

ANH, + 30, — 2N, + 6H,0

Solucgao 3.7

4FeS, + 110, — 2Fe, 04 + 850,

Solucgao 3.8

2C,H,, + 130, — 8CO, + 10H,0

Solucgao 3.9
50
40 10
30 60
10 50
40

70



APENDICE A. SOLUCOES

Solucao 3.10

r=—100+¢t, y=—-400+t, z=-500+¢t, w=t

Solucgao 3.11

R$ 5795,00.

Solucao 3.12

30.

Solucao 3.13

D.

Solucao 3.14

B.

Solucgao 3.15

C.

Solucao 3.16

D.
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Solucao 3.17

D.

Solucao 3.18

E.

Solucao 3.19

Solucao 3.20

Solucgao 4.1

Consistente, tinica solucao.

Solucao 4.2

Consistente, infinitas solugoes.

Solucgao 4.3

Inconsistente, sem solucao.
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Solucao 4.4

Inconsistente, sem solucao.
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