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Resumo

No problema inverso da Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE), busca-se reconstruir
a imagem de uma secao horizontal de um corpo dadas medigoes de potenciais resultantes
de correntes elétricas aplicadas em sua superficie, tendo diversas aplicagoes cientificas e
industriais. Ocorre que esse é um problema muito sensivel a pequenas perturbacgoes nas
medicoes, que pode facilmente levar a solugoes indesejadas. Nesse sentido, o seguinte
trabalho busca avaliar a resolucao de tal problema com o uso de Métodos de Regu-
larizacao, procedimentos que fornecem solucoes aproximadas de forma controlada para
um problema inverso. Faz-se um estudo apresentando o funcionamento e as principais
propriedades dos procedimentos abordados. Ao final, sao executados diferentes experi-
mentos numéricos avaliando o desempenho e precisao obtida pelos métodos Landweber,
Levenberg-Marquardt e métodos REGINN na reconstrucao de imagens da TIE a partir

de dados sintéticos.

Palavras-chave: Problemas Inversos; Métodos de Regularizacao; Tomografia por Im-

pedancia Elétrica



Abstract

The Electrical Impedance Tomography (EIT) inverse problem aims to reconstruct the
image of a body horizontal section, given the resulting potentials of electrical currents
applied over its surface. This procedure has several scientific and industrial applications.
However, since it is a very sensitive problem to small noises in the measurements, classical
reconstruction algorithms may delivery undesirable solutions. This work is dedicated to
evaluate the quality of the reconstructed solutions obtained by the use of the so-called
regularization methods, which are algorithms that provide approximate solutions to the
inverse problems in a controlled manner. The study presents the operation and main
properties of such methods. Finally, different numerical experiments are carried out to
evaluate the performance and accuracy obtained by the Landweber, Levenberg-Marquardt

and REGINN methods, in reconstructing EIT images from synthetic data.

Keywords: Inverse Problems; Regularization Methods; Electrical Impedance Tomogra-

phy.
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Introducao

Os problemas inversos formam uma classe que reune diversos problemas advin-
dos de modelagens fisicas, dos mais variados cenarios e aplicacoes, nos quais busca-se
determinar ou reconstruir um objeto conhecendo seu efeito através de algum processo
conhecido. Matematicamente, como descreve Kirsch (2011), tais problemas podem ser
caracterizados da seguinte forma: dados dois espacos X,Y, um operador K : X — Y e
um y € Y conhecido, queremos determinar x € X tal que K (x) = y. Isto é, busca-se uma
solugao para tal equacao. Em especial, um dos Problemas Inversos de grande interesse e

que serd foco deste trabalho é a chamada Tomografia por Impedancia Elétrica.

Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE) é um problema descrito da seguinte
forma: na superficie de um determinado corpo sao aplicadas uma série de correntes
elétricas com amperagens conhecidas. A partir delas, medindo os potenciais resultan-
tes, tenta-se reconstruir uma imagem de seu interior, em especial de sua impedancia ou
condutividade elétrica (SOMERSALO; CHENEY; ISAACSON, 1992). Tal problema pos-
sui uma grande variedade de aplicacoes e vantagens sobre outros métodos de tomografia,

o que o torna um objeto de estudo de grande interesse.

Cheney, Isaacson e Newell (1999) relatam que uma das principais aplicagoes se
da na area médica, tendo varios usos possiveis para diagnéstico por imagem, podendo
ser vantajosa devido a nao necessidade de exposicao a materiais e fenomenos radioativos,
como a usual Tomografia por Raios-X. Outras aplicacoes citadas sao a determinacao de
depositos minerais no interior da Terra, rastreamento da propagacao de contaminantes na
Terra, avaliagao nao-destrutiva de componentes de maquina e controle de processos in-
dustriais (CHENEY; ISAACSON; NEWELL, 1999). Além dessas, hd também a aplicagao

que deu origem a essa pesquisa: a imagem de escoamento multifasico.

Este trabalho surge de um projeto de pesquisa desenvolvido em parceria entre o
Departamento de Matemética da Universidade Federal de Santa Catarina e o Instituto
Federal de Santa Catarina, com apoio do CNPq, denominado “Impedance Tomography for
monitoring multiphase flows” (MARGOTTI, 2022). Nesse projeto, o objetivo principal é
desenvolver um sistema de Tomografia por Impedancia Elétrica mirando o monitoramento
do escoamento de fluidos multifasicos, analisando a composicao dos fluidos passando por
uma tubulacao ou duto, aplicagao especialmente interessante na exploracao de petroleo e
similares. Tendo o objetivo de obter reconstrucoes precisas e de forma otimizada, surge
a necessidade de estudar e implementar métodos eficientes para resolucao do problema

inverso em questao.

Como Kirsch (2011) descreve, a TIE pode ser caracterizada como um problema
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inverso, sendo este determinar o conteido do interior de um corpo conhecendo os potenci-
ais resultantes apds esse ser atravessado por certas correntes. Entretanto, nas modelagens
mais comuns, é possivel identificar a TIE como um problema inverso mal posto, pois nao
apresenta certas condigoes que garantem uma estabilidade na aproximacao de solucoes
(KIRSCH, 2011). Com essa instabilidade, especialmente dado que em situagoes praticas
existe um certo nivel de ruido presente nas medicoes, torna-se necessario o estudo de
técnicas mais robustas para determinar aproximagoes para a solucao de forma contro-

lada, em especial dos chamados Métodos de Regularizacao.

Métodos de regularizagao, também chamadas estratégias de regularizagao, sao
procedimentos que buscam fornecer solugoes aproximadas para um Problema Inverso, de
forma que sejam suficientemente precisas para um nivel de ruido das medi¢oes pequeno o
bastante (KIRSCH, 2011). A aplicabilidade e eficiéncia de cada método de regularizagao
depende das propriedades do problema inverso em questao, tornando-se necessario tanto
estudar as caracteristicas de cada método e do problema inverso, bem como avaliar através

de experimentos como se comportam em conjunto.

Considerando a motivacao e as problematicas apresentadas, o seguinte trabalho
tem por objetivo estudar e comparar diferentes métodos de regularizacao aplicados ao
problema da Tomografia por Impedancia Elétrica, explorando os aspectos tedricos desses
métodos e avaliando suas aplicagoes no problema por meio de experimentos numéricos. Es-
ses experimentos foram realizados com uso de implementagoes computacionais disponiveis
da Tomografia da Impedancia Elétrica, desenvolvidas em trabalhos anteriores, em par-
ticular a biblioteca desenvolvida por Hafemann (2023) na linguagem de programagcao
Python.

Para cumprir o objetivo elencado, este trabalho se estrutura da seguinte forma:
no Capitulo 1 abordamos as caracterizagoes e principais resultados que envolvem a teoria
geral de problemas inversos e dos métodos de regularizacao. No Capitulo 2 descreve-
mos alguns métodos préprios para problemas inversos lineares, discutindo as principais
propriedades e condigoes que garantem o bom funcionamento deles. O Capitulo 3 apre-
senta uma discussao similar, focado nos métodos voltados para problemas inversos nao
lineares. A Tomografia por Impedancia Elétrica é descrita em detalhes no Capitulo 4,
onde abordamos os conceitos fisicos envolvidos e apresentamos os principais modelos ma-
tematicos. Por fim, o Capitulo 5 traz os experimentos numéricos, descrevendo as técnicas
de implementacao computacional empregadas, bem como o desenvolvimento e andlise dos

experimentos.
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1 Teoria de Regularizacao

1.1 Problemas inversos

Varios problemas modelados a partir de situacoes fisicas, de engenharia e afins,
no qual o objetivo é tentar identificar um objeto a partir de como ele afeta ou é afetado
por um determinado processo, sao classificados como problemas inversos. Esses problemas
podem ser caracterizados na defini¢ao a seguir, dada por (KIRSCH, 2011). No que segue,
chamamos operador qualquer funcao K : X — Y entre dois espacos vetoriais, utilizando

a notagao K(x) = K.

Definicao 1.1.1. Dados X, Y espacos vetoriais e um operador K : X — Y conhecido,

denominamos:

e Problema direto o problema que consiste em obter o valor Kx dado qualquer
r € X,

e Problema inverso o problema dado por, a partir de um certo y € Y conhecido,

obter x € X tal que Kx = y, o qual chamamos de solucao do problema.

Normalmente, nos referimos a um problema inverso referente ao operador K como

“problema inverso Kx = y”. ]

H&4 uma grande gama de problemas inversos de diferentes naturezas e comporta-
mentos, que podem ou nao apresentar solucoes a depender dos dados apresentados, e cuja
abordagem para encontrar ou aproximar uma solucao difere em cada situacao. Tais fato-
res dependem essencialmente do operador K envolvido e dos espacos no qual ele opera,
seu dominio e imagem, os quais ainda levam a diferentes categorias de problemas inversos.
Uma classificacao que nos interessa em especial é a de problemas bem postos e mal postos,

que podem ser caracterizados na definicao a seguir.

Definigao 1.1.2. Dados dois espacos normados X, Y e um operador K : X — Y, dizemos
que o problema inverso Kz = y é bem posto, segundo Hadamard, se as seguintes condigoes

sao satisfeitas:

1. Para cada y € Y existe ao menos um z € X de forma que Kz = y;
2. Para qualquer y € Y ha no maximo um z € X tal que Kz = y;

3. Se uma sequéncia (z, ),en de elementos e um elemento x em X sao tais que Kz, —

Kz, entao segue que x,, — x.
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Tais condicoes ainda sao chamadas, respectivamente, de Existéncia, Unicidade e
Estabilidade das solugdes. Um problema inverso é dito mal posto caso qualquer uma das

trés condigoes acima nao seja atendida. ]

Observacao 1.1.1. Pode-se notar que essa definicao equivale a afirmar que o operador

K é bijetivo e tem inversa K~ :Y — X continua.

Observagao 1.1.2. A defini¢ao apresentada é mais comum para problemas inversos li-
neares, que serao definidos a seguir. Mais adiante, no final do capitulo, discutiremos a

noc¢ao de ma posicao local de um problema inverso.

Inicialmente, existia a concepcao de que se o problema inverso nao apresentava
alguma das condigoes listadas, entao o problema nao estava modelado corretamente, suas
hipdteses estavam mal colocadas. Se entendia que as solucoes sempre fossem seriam de-
terminadas e deveriam depender continuamente dos dados. Dai, o termo “mal posto”
empregado (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023). Ocorre que, & medida que
o tema foi sendo mais estudado e diferentes problemas se enquadravam como problemas
inversos, percebeu-se que muitos deles nao apresentavam problemas quanto a suas mo-
delagens fisicas e matemadticas, mas mesmo assim eram classificados como mal postos.
Com isso, entendeu-se que tais caracteristicas podiam aparecer dependendo da natureza

do problema.

Nesse sentido, o conceito de problemas bem postos pode ser entendido como o
quao ‘bem comportado’ é um problema inverso com relacao as suas solugoes. Essenci-
almente, como se procura uma solugao, é preciso primeiro saber se o problema admite
solucao e se esta é unica. Além disso, grande parte dos métodos convencionais para apro-
ximar solugoes de equagoes do tipo Kz = y se baseia em gerar sequéncias (z,,) tais que
Kz, se aproxime do valor conhecido y. Assim, torna-se relevante saber se é possivel obter
uma aproximagao satisfatoria para uma solucao ao usar um método dessa natureza. Em

outras palavras, se z,, — x sempre que Kz, — Kx.

Outra classificacao que diferencia certos problemas inversos, sendo de grande re-
levancia no estudo de solucgoes e métodos apropriados, é quanto a linearidade do problema.
Operadores lineares entre espagos vetoriais possuem diversas propriedades interessantes,
as quais podem ser de grande utilidade no estudo de problemas inversos definidos com

operadores dessa natureza. Tal classificagao é dada na definicao a seguir.

Definicao 1.1.3. Dados X,Y espagos vetoriais sobre R e um operador K : X — Y,
dizemos que o problema inverso Kx = y é linear se o operador K ¢ linear. Isto é, se para

quaisquer «, § € R e quaisquer z,z € X tem-se:

K(axr + 62) = aKx + K z.
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Chamamos ainda de operador nao linear aquele que nao atende a propriedade de

ser linear. Um problema inverso é dito nao linear se o operador K ¢ nao linear. ]

A linearidade de um operador traz diversas propriedades e garantias com as
quais nao podemos contar no caso nao linear. Assim, a analise se torna particular para
cada classe de problemas inversos. Desse modo, separamos a seguir uma se¢ao para a
regularizacao de problemas inversos lineares e outra para problemas nao lineares, onde

veremos como a analise pode ser executada em cada caso.

1.2 Regularizacao de problemas inversos lineares

Nessa secao, estamos interessados em problemas inversos definidos por operadores
lineares, conforme Defini¢ao 1.1.3. No geral, consideramos problemas inversos definidos
entre espacos de Hilbert reais X, Y. Estes, consistem essencialmente em espagos vetoriais
reais com produto interno completos, ou seja, toda sequéncia de Cauchy converge com a

métrica induzida pelo produto interno, conforme definido por Kreyszig (1991).

Outra suposicao que é quanto aos operadores que estamos tratando serem limi-

tados, nogao que apresentamos na definicao a seguir.

Definigao 1.2.1 (Operadores Limitados/Norma de Operador). Sejam X, Y espagos veto-
riais dotados de uma norma e K : X — Y um operador linear. Dizemos que K ¢é limitado

se existe uma constante ¢ € R, tal que

[Kz|| < cllzl, Ve € X.

Ainda, se K é limitado, definimos sua norma [|K|| € Ry como o supremo das

constantes ¢ que satisfazem essa propriedade. Ou seja,

Kz
&)= sup L0
cex\(oy 17l

Operadores limitados nos permitem fazer certas estimativas, sabendo que a norma
da imagem de um vetor nao ultrapassa uma certa razao com relagao a norma do proprio
vetor, em particular, a norma do operador. Isso se torna particularmente interessante
quando tentamos analisar o comportamento de um operador no limite de sequéncias no
qual ele esta sendo aplicado, processo utilizado por muitos métodos. Além disso, temos o

seguinte resultado.

Teorema 1.2.1. Dados X,Y espacos normados e K : X — Y operador linear, K ¢é

limitado se, e somente se, € continuo.
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Demonstracao. Veja Teorema 2.7-9 de Kreyszig (1991). |

Ou seja, o fato de um operador ser limitado nos garante também sua continuidade,

sendo mais um recurso propicio para analisar comportamento de sequéncias.

Dadas essas observacoes, poderiamos pensar que operadores lineares e limitados
sao bem comportados e nao apresentariam muitos problemas para sua inversao. Todavia,

nem sempre ¢ o caso. Vejamos o que ocorre no seguinte exemplo.

Exemplo 1.2.1. Considere o espaco vetorial X = C[0,1] = {f : [0,1] — R | f é continua}

das fungoes reais continuas no intervalo [0, 1]. Defina o operador K : X — X dado por:
/ f(t)dt,x € [0,1]

Podemos mostrar que K ¢é um operador linear injetivo. Porém, note que a

principio nao é sobrejetivo, pois para qualquer f € X temos (K f)(0 / f(t)dt = 0.

Além disso, pelo Teorema Fundamental do Célculo, a funcao g(z) = f (t)dt é derivavel,

tendo sua derivada continua. Assim, nao é toda fungao g € X que sat1sfaz g = K f para
alguma f € X. Porém, se restringirmos K : X — Y, sendo Y = C! = {f : [0,1] —

R ‘ f(0)=0e f € C[0,1]}, tornamos o operador bijetivo entre esses dois espagos.

Todavia, consideramos agora ambos espagos com a norma

Ifll = sup [f(x)|
z€[0,1]
e a métrica induzida d(f,g) = ||f — g||- Sob essa norma, o operador K ¢é limitado, visto

que dada f € X, segue para qualquer = € [0, 1] que

(K f)(x)] =

dt\ [ i< [ sw 1561 = 2l

s€0,1]

Assim,

IKfIl = sup [(Kf)(@)] <z[[f]| <1-[f].

z€[0,1]
Logo, K é limitado, consequentemente continuo, com || K| < 1. Todavia, mostraremos
a seguir que o operador K nao atende a propriedade de Estabilidade da Defini¢ao 1.1.2.
Para isso, definimos a sequéncia de fungoes f,, : [0, 1] — R onde dado um n € N qualquer
a funcao f,(x) é dada por
fu(z) = cos(nz).
Inicialmente, observamos que denotanéio 0 a funcao nula, temos K0 = 0, visto que para
qualquer z € [0, 1] vale (K0)(x) = Odx = 0. A seguir, nossa intengdo é mostrar que

temos K f, — K0 =0 mas f, /4 0.
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Para mostrar que K f,, — 0, queremos mostrar essencialmente que

limd(K f,,0) = lim | K f,, — 0] = 0.

Veja que,
(K £.)(z) = / cos(nt)dt = SP0E).
0 n
isto é, K f,(z) = M. Com isso, visto que |sen(nz)| < 1 para qualquer n € N e
n
qualquer z € [0, 1], obtemos

1 1

1Kl = sup |22 — gy | L senna)) < 2

z€[0,1] zef0,1] | T n

Desse modo, analisando o limite lim || K f,, — 0||, temos
1
lim || K f,, — 0]| = lim || K f,,|| < lim — =0,
n
ou seja, limd(f,,0) =0 e logo K f,, — 0.

Vejamos agora a convergéncia de f,,. Dado K f, — 0, seria interessante pensar
que f,, — 0. Porém, note que, para qualquer n € N,
[full = [lcos(n-)| = sup |cos(nz)| =1
z€[0,1]

vendo que —1 < cos(nz) < 1 dado x € [0, 1], e em particular cos(n - 0) = 1. Com isso
lm [| fo = Of = lim | ful| = 1.
Isto é, d(f,,0) 4 0, e portanto f, /4 0. |

Esse exemplo ilustra que mesmo um operador linear limitado pode levar a um
problema inverso mal posto. Com isso, torna-se necessario analisar sob quais condi¢oes
o problema é bem posto, bem como trabalhar alternativas para aproximar suas solugoes.
Nas secoes a seguir, veremos como tais questoes podem ser abordadas. Discutimos inicial-
mente a Pseudo-Inversa de Moore-Penrose, operador que fornece solugoes generalizadas e
nos ajuda a conceituar de forma alternativa a boa posicao de um problema. Na sequéncia,
discutimos estratégias para aproximar solugoes considerando a instabilidade presente nos

problemas, os chamados métodos de regularizagao.

1.2.1 Pseudo-inversa de Moore-Penrose

Conforme comentado anteriormente, a nocao de problemas mal postos apresen-
tada na definicao 1.1.2 é um tanto restrita, no sentido que admite apenas solugoes exatas
e Unicas para o problema inverso. Porém, em muitos casos ¢ interessante generalizar a
ideia de uma solucao. No que segue, para destacar que se trata do caso particular de
problemas lineares, denotaremos A : X — Y um operador linear e limitado entre dois

espagos.
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Definicao 1.2.2. Sejam XY espacos de Hilbert, A : X — Y um operador linear limitado
ey €Y. Uma solucao de quadrados minimos, ou solucao generalizada, do problema

inverso Ar = y é um vetor € X tal que:
Az —y| < ||Az —yl|, V2 € X.

Solugoes de quadrados minimos tém por intencao justamente expressar que nao
sao solugoes exatas para o problema inverso, mas sao as “melhores possiveis”, traduzidos
na nocao que sua imagem pelo operador A tem a menor distancia ao vetor y. E facil notar

que toda solugao para o problema ¢ também uma solucao de quadrados minimos.

Determinar uma solucao de quadrados minimos envolve um problema de mini-
mizacao, isto é, de determinar um elemento que dé um valor minimo para a funcao. Esse
é um tipo de problema que pode trazer varias peculiaridades e complexidades, ainda mais
trabalhando em espacos vetoriais de forma geral. Porém, sendo A linear e limitado, exis-
tem algumas caracteristicas interessantes que auxiliam nessa tarefa. O resultado a seguir

expressa algumas condicoes equivalentes para a solucao de quadrados minimos.

Teorema 1.2.2. Sejam X,Y espacos de Hilbert, A: X —'Y operador linear e limitado,

T € X ey €Y qualquer. Denote R(A) a imagem de A e M = R(A) seu fecho. Entao,

as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1 [|Az —y[| < [[Az —y]|, V2 € X.

to
8

v € tal que AT = projyy.

~o
8

t € solucdo da equagao A*Ax = A*y.

Aqui, A* ©'Y — X indica o operador adjunto de A, conforme define Kreyszig (1991,
Se¢ao 3.9). Ainda, projy 1Y — M representa a proje¢ao ortogonal sobre o espagco M,
conforme definido por Kreyszig (1991, Secao 3.3).

Demonstracao. Veja Teorema A.1 em (PAULETI, 2021). |

Observagao 1.2.1. A equacao A*Ax = A*y recebe o nome de equacdo normal.

Esse Teorema nos mostra que determinar uma solucao de quadrados minimos para
o problema Ax = y equivale a determinar uma solucao das equagoes normais A*Ax = A™y.
Assim, podemos explorar sob quais condigoes existem as solu¢oes de norma minima de

um problema estudando as solugoes para a equacao normal correspondente.

Além disso, a equivaléncia da primeira e segunda propriedades, juntamente com

a definicao de solugoes de quadrados minimos, nos diz que a imagem de uma solucao &
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de quadrados minimos nada mais é que a projecao ortogonal sobre o fecho da imagem de
A. Intuitivamente, se pensarmos A um operador sobre R? e com imagem R(A) sendo um
plano, ainda que y nao esteja no plano R(A), podemos pegar sua projecao sobre ele. A
solucao de minimos quadrados © € X corresponde justamente ao vetor que leva a essa

projecao na imagem. Essa situagao é ilustrada na Figura 1.2.1.

Figura 1.2.1 — Ilustracao da solu¢ao de minimos quadrados como projecao, no caso de um
operador A com contradominio em R3

Al = proju(y)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa intuicao, entretanto, nao corresponde ao caso geral. Um resultado conhecido,
mostrado por Kreyszig (1991, Teorema 2.4-2), nos diz que todo espago de dimensao finita
é fechado. Assim, sendo tanto o contradominio como a imagem de A espacos de dimensao

finita, projetar sobre M = R(A) corresponde a projetar sobre R(A), o que nao é verdade

em geral em espacos de dimensao infinita.

Apesar da projegao sempre existir sobre o fecho de R(A) sendo esse um subespago
fechado (KREYSZIG, 1991, Teorema 3.3-4), pode ser que nao pertenca a R(A) caso
esta nao for fechada. Nessa situacao, nao existira um = € X tal que Az = projyy,
consequentemente, nao tendo uma solucao de minimos quadrados para o problema. O

teorema a seguir indica sob quais condigoes a solucao de minimos quadrados existe.

Teorema 1.2.3. Sejam X,Y espacos de Hilbert, A: X — Y operador linear e limitado,

y €Y qualquer. Entao, o conjunto de solugoes de minimos quadrados

Uly) ={r e X : A"Ax = A"y} (1.2.1)
é ndo vazio se, e somente se, y € R(A) ® R(A)*.
Demonstragao. Veja a demonstragdo do Teorema A.2 trazida por Pauleti (2021). |

O resultado expresso no teorema acima nos d4 uma primeira condi¢ao para a
existéncia de solugoes de minimos quadrados: o vetor y deve pertencer ao espaco R(A) @
R(A)L. Isso nos indica que, ainda que busquemos solucoes de forma generalizada, é

preciso pelo menos que o vetor y esteja no espaco R(A)BR(A)*. Em espacos de dimensao
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finita, esse espaco corresponde ao espaco Y inteiro, nao sendo problema. Porém, nao é o

caso geral em espacos de dimensao infinita.

Vamos entdo supor y € R(A) @ R(A)*. A outra questdo a se resolver agora é:
quanto a unicidade? De forma geral, nao podemos garantir que exista uma tnica solucao

de minimos quadrados.

Para verificar isso, seja y € R(A) @ R(A)*, considere # € X uma solucio de
minimos quadrados para Az =y e tome z € N(A) um elemento do niicleo de A. Entao,

pela linearidade de A e tendo por definicao Az = 0, note que:
AT+ z2)=At+ Az = Az + 0 = Az,

Assim:
|A(Z +2) —y| < |[AZ —y|| < || Az -y, V2 € X.

Isto é, & + 2 é também uma solu¢ao de minimos quadrados. Com isso, sendo N (A) um
espaco vetorial, vemos ainda que podem existir infinitas solugoes dessa forma, transla-

dando qualquer solu¢ao por um elemento de N'(A), com excegao do caso de A ser injetor,
de onde temos N (A) = {0}.

Desse modo, é comum contornar tal situagao adicionando uma restricao: quere-
mos que a solucao de minimos quadrados tenha também norma minima. Isto é, vamos

buscar uma solucdo de minimos quadrados z' € X para Az =y tal que
¥ < |zl V2 € U (y).

Assim, queremos nao apenas que a solucao generalizada gere um residuo minimo, mas
também que a prépria norma da solucao seja a menor possivel. Utilizando alguns resul-
tados de otimizacao, a partir das propriedades da norma e do operador A ser linear, pode

se chegar no seguinte teorema.

Teorema 1.2.4. Sejam X,Y espacos de Hilbert, A: X — Y operador linear e limitado,

y € R(A) © R(A)" qualquer. Entdo, existe um tnico vetor de norma minima em U(y).
Demonstracao. Veja a demonstragao do Teorema A.4 apresentada por Pauleti (2021). W

Note que cada conjunto solugao U(y) depende do vetor y estabelecido, represen-
tando um conjunto solucao diferente para cada problema inverso Ar = y. Assim, com o
operador A fixo, dado um vetor y € R(A) @ R(A)*, podemos tentar fazer a associagio
desse y com a solucdo de norma minima z' correspondente. Isso serd feito através da

chamada pseudo-inversa, apresentada na seguinte definicao.

Definigao 1.2.3 (Pseudo-Inversa). Considere D(A") = R(A) @ R(A)*. Definimos o
operador:
AT DAY CY = X,
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que associa y € D(A) com o tnico vetor e U (y), solugao de minimos quadrados, de
norma minima. Chamamos A' de pseudo-inversa, também conhecida como inversa de

Moore-Penrose. [ |

Os teoremas anteriores mostram que este operador estd bem definido. Assim, a
partir de um y € D(A'), temos uma maneira de obter uma solucdo generalizada para o
problema inverso Az = y, dada justamente por ' = Afy. Note ainda que se existe a

inversa de A, ela coincide com a pseudoinversa.

Ocorre que, como elencado anteriormente, a principio a pseudoinversa sé esta
definida no espaco R(A) @ R(A)*, que no geral nio corresponde ao espaco Y inteiro.
Podemos entdo tentar verificar sobre quais condicbes o dominio de A" se estende para
todo o espago. O seguinte teorema, cuja demonstragao encontra-se em (PAULETI, 2021,

Teorema A.7), expressa justamente essas condigoes.

Teorema 1.2.5. Sejam X,Y espacos de Hilbert, A: X — Y operador linear e limitado,
A" . D(AY)Y ¢ Y — X conforme definicio anterior. Entdo, sio vdlidas as sequintes

afirmacgoes:

1. AT estd definido em todo Y se, e somente se, R(A) € fechado;
2. R(AT) = N(A)*

3. N(A") = R(A)*

4. Al € linear;

5. Al ¢ continuo se, e somente se, R(A) ¢ fechado.
(B

Com esse teorema, vemos que uma condi¢ao primordial para ter as caracteristicas

favoraveis de A" é que a imagem de A seja fechada.

Tratando a solucao de um problema inverso de forma generalizada, isto é, con-
siderando as solugdes de minimos quadrados, a condigao de que R(A) seja fechada nos
garante de certa forma uma ’boa posi¢ao’. Isto é, considerando o problema inverso Az = y
e R(A) = W, temos D(A") =Y e A" continua. Logo, dado y € Y, vendo que a con-
tinuidade de A equivale & imagem ser fechada, segue que com relacdo as solucoes de

minimos quadrados, temos:

e Existéncia e unicidade: existe uma tunica solucao de minimos quadrados de norma

minima, z' = Aly



Capitulo 1. Teoria de Regularizagdo 25

e Estabilidade: sendo A" continua, temos para qualquer sequéncia Az, — y que
AT Az, — Aty = 2.

Nesse sentido, considerando a solucao para o problema inverso dessa forma menos
estrita temos a seguinte definicao alternativa de ma&a posicao para problemas inversos

lineares:

Definicao 1.2.4. Dados X, Y espacos de Hilbert e A : X — Y operador linear e limitado,

o problema inverso Az =y é bem posto se, e somente se, R(A) é um subespagco fechado
de Y.

Observacao 1.2.2. Tal defini¢ao é conhecida como boa posi¢ao no sentido de Nashed,

em referéncia ao matematico que propos tal conceituagao (PAULETI, 2021).

Nessa concepcao, podemos caracterizar a boa ou ma posicao de um problema
inverso analisando o comportamento da imagem do operador que o define, relacionada ao
espaco em que A" estd definido. Isso é especialmente interessante dado que em situacoes
praticas de problemas inversos, nado conhecemos o vetor y € R(A) ’exato’, no sentido
que, mesmo que exista uma solucio determinada z' nido conseguimos medir exatamente
y = Axz'. Acabamos conhecendo apenas uma versao com ruidos y°, préxima de y, mas
que pode ja ndo estar em R(A) & R(A)* .

Assim, se a imagem de A é fechada, temos A" definido no espaco inteiro e continuo,
podendo fazer uma aproximacao ‘razoavel’ na forma A'y? ~ A'y. Caso contrario, ou y°
pode nao estar no dominio de A', ou temos uma descontinuidade de A, o que pode fazer

essa aproximagao imprecisa.

No geral, os problemas que trabalharemos sao mal postos, fazendo com que nao
possamos contar com A’ para buscar solucoes satisfatoriamente aproximadas. Veremos,
entretanto, como contornar essa situacao para tornar as aproximacoes feitas suficiente-

mente préximas de z' = A'y, mesmo trabalhando com medicoes imprecisas.

1.2.2 Regularizacao de problemas lineares

Consideramos aqui X,Y espacos de Hilbert, A : X — Y um operador linear e
limitado. Dado um vetor y € R(A), estamos interessados no problema inverso Ar = y.
No geral, estaremos considerando a hipdtese de y € R(A), pensando que nosso problema

admite uma solucdo. Assim, existe uma solucio de norma minima z' € X dada por

zh = Aly.

Todavia, esse vetor y “exato”gerado pela solugao procurada nao costuma ser

acessivel. Em situacgoes praticas, ele consiste nas medigoes disponiveis do problema,
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correspondendo ao efeito observado, a partir do qual tentaremos reconstruir o objeto
que causou tal efeito. Se tratando de dados advindos de medigoes, devemos considerar
que sempre haverda um certo nivel de ruido, causado por imprecisoes experimentais ou

fenOmenos relacionados.

Desse modo, nao conhecemos o vetor y € R(A) exato, mas sim uma medi¢do com
ruidos y° € Y. Supomos que para um certo parametro § € R, esse vetor perturbado y°
satisfaz:

ly = °ll <6, (1.2.2)

onde chamamos 6 de nivel de ruido dos dados.

Visto que nao temos os dados exatos, nossa meta é obter, a partir de y°, uma
solucdo aproximada z° € X para a solucdo de minimos quadrados z, de forma que essa
aproximacao seja suficientemente préxima, dado um ruido pequeno o bastante. Isso pode
ser entendido como: dado y € R(A), para cada par (y°,0) satisfazendo (1.2.2), queremos

determinar z° € X de maneira que

2° — 21 = Ay, conforme § — 0.

Conforme discutido na secao anterior, para problemas lineares bem postos essa
aproximacao pode ser desempenhada pelo operador Af. O problema é que, no geral,
estamos trabalhando com problemas mal postos, onde tal operador pode nao funcionar
como esperado. Assim, essa aproximagcao deve recorrer a outras estratégias, sendo papel

especial dos chamados métodos de regularizacao.

Para formalizar a ideia dos métodos de regularizacao, queremos inicialmente tra-
duzir essa nocao de uma aproximacao x° em termos de algum operador R que satisfaca
Ry’ = z°. Primeiramente, definimos os operadores que servem de base para construir os

métodos de regularizagao, chamados operadores de reconstrucao.

Definicao 1.2.5. Dados X,Y espacos de Hilbert, um operador de reconstru¢ao é um
operador continuo R : Y — X satisfazendo R(0) = 0.

Esses operadores de reconstrugao serao os responsaveis por retornar a apro-
ximacao desejada. Veja que nao temos muitas restricoes sobre R além da continuidade,
apenas que R(0) = 0 vendo que 0 é solugao de norma minima para Ax = 0 num problema,
inverso linear. Entretanto, como discutimos acima, queremos que essa aproximagcao seja

controlada em termos do nivel de ruido 4.

Para contornar essa situacao, nao utilizamos um tnico operador de reconstrucao

fixo, mas sim uma familia de operadores de reconstrucao (R;);~o dependentes de um certo
) >

parametro t € R’ . Ou seja, para cada t > 0 informado, teremos um operador R, : ¥ — X

que tem seu comportamento regulado pelo parametro t.



Capitulo 1. Teoria de Regularizagdo 27

A escolha desses parametros é essencial para garantir uma aproximacao adequada.
Um dos fatores que influenciarao nessa escolha, de fato, é o nivel de ruido 6. Porém, em
geral, é preciso também que essa escolha leve em conta o vetor y° € Y em questéo,
pois isso pode influenciar no resultado gerado pelo operador de reconstrucao. Com essas

consideracoes, temos a seguinte definicao do que sao parametros de reqularizacao.

Definigao 1.2.6 (Parametros de regularizacao). Uma escolha de parametros é uma fungao

a:RY xY — R que satisfaz:
sup{a(8,9°)y’ € Y, |ly — 9’|l <6} — 0, conforme § — 0.
Dados um ¢ e y° especificados, chamamos o valor a(d, y‘5) de parametro de reqularizacao.

Observacgao 1.2.3. Uma escolha de parametros pode depender apenas de 9§, nao sendo
influenciada pelo y° ou outros procedimentos auxiliares. Nesses casos, dizemos que a

escolha ¢ feita a priori. Do contrario, dizemos que a escolha é a posteriori.

Note que nessa definicao « é uma funcao que retorna um parametro a partir de
um nivel de ruido § > 0 e o vetor y° € Y escolhido. Além disso, é exigido que a(8,3°) — 0
a medida que 6 — 0, de forma que ele acompanhe o tamanho do ruido quando esse se

torna pequeno o suficiente.

Com uma familia de operadores de reconstrugao (R;)¢~o disponiveis, estabelece-
mos uma maneira de escolher os parametros via uma fun¢ao «(d, y‘s). A partir de um
parametro o = a(d,y°) escolhido, obtemos um operador R, : Y — X, o qual serd utili-

zado para a aproximacio ° = R,1’.

Tal procedimento, de estabelecer os operadores e a escolha dos parametros, con-
siste num chamado método de reqularizacao. Porém, precisamos ainda exigir que esse
processo, de fato, fornega solugoes suficientemente aproximadas. Isso é estabelecido na

definicao a seguir.

Definigao 1.2.7 (Métodos de regularizacao). Considere o problema inverso Az = y, com
X,Y espagos de Hilbert, A : X — Y operador linear e limitado, y € R(A). Dada uma
familia de operadores de reconstrugao (R;);~o e uma escolha de parametros a : R} xY —

R, um método de requlariza¢io é um par ((R;)i>o, ) que satisfaz
sup{|| Rasy)y” — Alyllly’ € Y lly =9’ <6} = 0

a medida que 0 — 0.

Dessa defini¢ao, temos que R, ,0)y converge pontualmente a Ay conforme § — 0
(MARGOTTIL; HAFEMANN; SANTANA, 2023). Isto é, para cada y € D(A'):

1i = AT
lim Rasy)y Y
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Com isso, garantimos a principio que, tomando um vetor no dominio de A", com um nivel

de ruido reduzido o bastante, o método de regularizacao se aproxima da pseudoinversa.

Com essa caracteristica, denotando agora a = «(J, y5) podemos analisar a se-

guinte estimativa:
IRay’ — Ayl < |Ray® — Rayll + || Ray — Aly].

Pela observacao anterior, sendo ((R;), @) um método de regularizacao, temos no segundo

termo que clsin% |Roy — Aly| = 0. Porém, ndo temos garantias quanto ao termo ||Ray —
—

R,y°||, podendo divergir caso nao seja feita uma escolha adequada de a.

No caso particular de (R;);~o ser uma familia de operadores lineares e limitados,

podemos limitar superiormente o termo || Ray’ — Roy°|| da seguinte forma:
|Royy = Rat’ || < | Ralllly = 4°[l < || Ralld.

Desse modo, poderia se pensar se existe uma cota superior para || R, || para estimar melhor
esse erro. Porém, conforme proposicao listada por Margotti, Hafemann e Santana (2023),
nao existe um limitante M > 0 tal que || R;|| < M para todo t > 0 caso o problema seja

mal posto. Isto é, nao temos controle sobre a norma desses operadores.

Isso mostra a importancia da escolha feita pelo parametro de regularizagao, a fim
de que o erro também se aproxime de 0. Outro fator crucial é a influéncia do nivel de ruido
na escolha dos parametros. Por um teorema denominado Veto de Bakushinskii, como
demonstrado em Margotti, Hafemann e Santana (2023), em um método de regularizagao
a escolha de parametros sé nao depende de ¢ se o problema for bem posto. Ou seja, para
problemas mal postos em geral, é preciso fazer uma escolha adequada em funcao do nivel

de ruido.

Por fim, uma ultima caracteristica dos métodos de regularizacao é que nao é
possivel estabelecer uma taxa de convergéncia em termos do nivel de ruido. Isto é, nao

existe uma funcao f : R, — R, que fornega uma estimativa

1Rasy0y° — ATyl < £(5)

de maneira uniforme, para todo y € D(A') tal que ||y|| < 1. Com isso, a convergéncia
do método de regularizacao pode ser arbitrariamente lenta (MARGOTTI; HAFEMANN;
SANTANA, 2023).

Nessa secao, discutimos os métodos de regularizacao para problemas inversos
lineares. Essencialmente, obtemos alguns operadores R, : ¥ — X, definidos com um
certo parametro a = «(0, y‘s) dependendo do ruido e do vetor a ser reconstruido, que

serao responsaveis por retornar a solucao aproximada. Ou seja,

z° = Ra((x;’y(s)y‘s ~ Aly =zl
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Cada método funcionara de maneira particular, com uma escolha de parametros
adequada. Na secao a seguir, discutiremos as particularidades de problemas nao lineares,

bem como as estratégias de solugoes nesses casos.

1.3 Regularizacao de problemas inversos nao lineares

Nesta secao, exploramos algumas caracteristicas que envolvem a solucao e regula-
rizagao de problemas inversos nao lineares. Muitos problemas inversos sao dessa natureza,
em particular, o problema da Tomografia por Impedancia Elétrica, no qual estamos in-
teressados. Com isso, torna-se necessario compreender as particularidades desse tipo de

problema.

Dados X,Y espagos de Hilbert, F' : D(F) C X — Y um operador continuo,

possivelmente nao linear, e y € R(F), estamos interessados no problema inverso

F(z) =vy.

Sendo F' nao linear, ja nao temos tantas hipoteses ou propriedades além da con-
tinuidade. Porém, em certos problemas, uma hipétese adicional que pode-se obter é
quanto a diferenciabilidade do operador. Isto é, a existéncia de uma derivada de Fréchet,

apresentada na definicao a seguir.

Definigao 1.3.1 (Derivada de Fréchet). Sejam X,Y espagos de Hilbert e F' : D(F) C
X — Y um operador. Dado x € int(D(F)), dizemos que F é Fréchet-diferencidvel em x

se existe um operador S : X — Y linear e continuo tal que

- |F(x +h) = F(x) = Sh|| _
[ 1A

0.

Se esse operador existe, denotamos F'(z) = S e o chamamos de derivada de Fréchet de

F' no ponto .

A derivada de Fréchet estende a ideia da derivada enquanto melhor aproximacao
linear em torno do ponto z para um contexto mais geral. Intuitivamente, pela defini¢ao

apresentada, para h suficientemente pequeno podemos fazer a aproximacao
F(x+h)— F(z) — F'(x)h = 0.

Desse modo, denotando w = x + h,
F(w) = F'(z)(w — z) + F(z).

Ou seja, dado um ponto w préximo o bastante de z, podemos aproximar F'(w) com uso

de F'(x). Tal ideia serd utilizada na construgao de alguns métodos e estimativas.
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A seguir, discutimos algumas caracteristicas envolvidas na boa posicao de pro-
blemas nao lineares, em particular, com respeito a estabilidade desse tipo de problema.
Em seguida, iremos discutir os métodos de regularizacao, estratégias para fornecer apro-
ximagoes para a solucao do problema de forma controlada, para o caso dos problemas nao

lineares.

1.3.1 Caracteristicas de problemas inversos nao lineares

Assim como feito nos problemas inversos lineares, podemos contornar as condigoes
de existéncia e unicidade de solugoes em alguns casos, estendendo a nocao de solucao do
problema. Veremos mais adiante de que maneira isso pode tentar ser adaptado no caso
de problemas inversos nao lineares. Com isso, estaremos mais focados em discutir a

estabilidade do problema.

Na definicao de problemas bem postos apresentada na Definicao 1.1.2, a estabili-
dade do problema é considerada de forma global. Ou seja, a condi¢ao que F(z,) — F(z)
implique em x,, — x deve valer para qualquer x € X. Entretanto, para problemas nao
lineares, se faz interessante analisar essa caracteristica em pontos especificos, vendo que
esta pode valer para pontos particulares de interesse, mas nao necessariamente em todo

o dominio. Isso motiva a definicao a seguir.

Defini¢ao 1.3.2 (Problemas localmente bem postos). Sejam X,Y espagos de Hilbert,
y € R(F)e F:D(F)C X — Y um operador continuo. Dado T € D(F), dizemos que o
problema inverso F'(x) =y é localmente bem posto em T se existe uma bola aberta B, (T)
de raio r > 0 centrada em T tal que, para toda sequéncia (z,),en C B.(T) N D(F), se

F(z,) — F(x), entao x, — T.

Se o problema nao ¢é localmente bem posto em 7z, dizemos que ele é localmente

mal posto em 7. |

Essa definigao expressa em outros termos que numa certa vizinhanca de z, pode-
se garantir que z,, — T sempre que F(x,) — F(Z). Desse modo, conseguimos analisar

como um problema inverso se comporta em pontos particulares.

Como comentam Margotti, Hafemann e Santana (2023), para o caso que o ope-
rador F': X — Y ¢é linear e limitado, se o problema ¢ localmente bem posto em algum
ponto, entao é também em qualquer ponto do dominio. Além disso, se F' for injetivo,
as defini¢oes de problema linear bem posto e problema localmente bem posto se tornam

equivalentes.

Conforme comentado anteriormente, em alguns casos se faz interessante utilizar
a aproximacao linear com uso da derivada de Fréchet de F' em algum ponto x. Alguns

procedimentos para resolu¢ao de uma equagao da forma F(z) = y como, por exemplo, o
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Método de Newton, se baseiam em resolver a equacao
y=F(T)(x — %)+ F(T) (1.3.1)

para gerar uma aproximacgao da solucao, recorrendo geralmente a um processo iterativo.
Note que esse se trata de um problema inverso linear, dado que F'(Z) ¢ linear e limitado,

e podemos encarar a equacao na forma equivalente
F(T)s =y - F()

sendo s = x —Z. Ocorre que, sob determinadas condigoes, se o problema F(z) = y for
localmente mal posto em Z, entao o problema (1.3.1) também seréd localmente mal posto
(MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023).

Algumas condigoes ainda ajudam a garantir em certo ponto a regularidade do
problema. Em determinados problemas nao lineares, pode-se obter uma propriedade
para F' que diz respeito a sua nao linearidade, chamada Condigao do Cone Tangencial,

apresentada na definicao a seguir.

Definigao 1.3.3 (Condigdo do Cone Tangencial (CCT)). Seja F': D(F) C X — Y um
operador Fréchet-diferenciavel. Dizemos que F atende a Condi¢do do Cone Tangencial

se existe zy € X, constantes € [0,1) e p > 0 tais que, para todos =,y € B,(x), tem-se

I1F(y) = F(z) = F'(@)(y —2)l < 0l Fy) — F(z)[|. W

Note que essa condigao expressa que a aproximacao linear de F' fornece um erro
controlado em uma determinada vizinhanca. O termo a esquerda na desigualdade corres-
ponde ao erro obtido na aproximagao linear em torno de x no ponto y. A desigualdade
presente na definicao informa que se F' atende a CCT, entao o erro obtido na aproximacao
linear é sempre limitado superiormente pelo erro absoluto ||F(y) — F(z)||, controlado por

uma constante n < 1.

Essa condigao se torna de grande interesse na andlise de métodos para resolucao
do problema inverso, especialmente aqueles que se utilizam das aproximacoes lineares de
F em torno de algum ponto. De todo modo, na presenca dela, pode-se mostrar também
que a boa e malposicao local do problema F(z) = y em T e do problema (1.3.1) se equiva-
lem (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023). Desse modo, sob as caracteristicas
apresentadas, o problema adaptado com uso da aproximacao linear torna-se localmente

mal posto caso o problema F'(z) = y seja localmente mal posto em algum ponto.

Essas caracteristicas nos mostram que, em geral, trabalhar com problemas nao
lineares requer que as aproximacoes obtidas tenham algum controle. Assim como no
caso linear, dado o problema inverso nao linear F(x) = y, em situagoes praticas nao

conseguimos medir exatamente um vetor y € R(F') na imagem do operador. Temos
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acesso apenas a uma versao y‘s € Y, que pode nao estar no conjunto imagem, com um

determinado nivel de ruido.

Desse modo, se o problema fosse estdvel, poderiamos gerar sequéncias (z,)nen C
X tais que
5
F(zn) =y,

Assim, para y‘S suficientemente préximo de y, terfamos que (z,) convergiria para uma
solucao * € X do problema inverso. Porém, conforme discutido ao longo da secao, se F
for localmente mal posto em 7, nao temos como assegurar essa convergencia. Mesmo o
problema adaptado na forma (1.3.1), na presenga de determinadas condigoes, pode ser

afetado com essa caracteristica.

Com isso elencado, precisamos novamente de métodos que fornecam as solucoes
aproximadas para o problema de forma controlada, considerando sua instabilidade e o
nivel de ruido. Na secao a seguir, discutimos a classe de métodos utilizados nesse tipo

situacao, os chamados métodos de regularizacgao.

1.3.2 Métodos de regularizagao para problemas nao lineares

Novamente, consideramos X,Y espagos de Hilbert, F : D(F) C X — Y um

operador continuo. Dados y € R(F'), estamos interessados no problema inverso
Flz) =y
onde temos acesso a um vetor com ruido y° € Y, com § > 0 tal que

ly —° <.

Queremos novamente uma maneira de encontrar uma aproximacao z° € X, dada

% seja suficientemente préximo

em funcao do nivel de ruido. Nossa intencao é que esse x
de uma solucao para o problema, caso o nivel de ruido seja proximo o bastante de 0. De

maneira informal, sendo ' € D(F) solucdo para F(z) =y queremos que:

§

lim 2% = zf.

0—0
Novamente, tal aproximacao z° serd justamente papel dos métodos de reqularizacdo. Pre-
cisamos, todavia, discutir alguns conceitos iniciais para trazer a definicao de forma precisa

e bem definida.

No caso particular, estamos supondo y € R(F'), ou seja, que existe uma solucao
9 9 )
para o problema inverso. Ja quanto a unicidade de solugoes, no caso geral, nao podemos

contar com tal hipotese. Os problemas inversos que trabalhamos podem admitir iniimeras
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solugoes. Podemos tentar recorrer a uma estratégia similar a exercida no caso de proble-
mas inversos lineares, que é exigir a solucao obtida seja de norma minima. Isto é, dado o
conjunto de solugoes

S(y) ={z € D(F)|F(z) =y} # 0, (1.3.2)

buscamos um vetor que tenha a menor norma nesse conjunto.

No caso particular dos problemas nao lineares, vamos estender um pouco essa
nocao e trabalhar nao especificamente com a norma minima, mas sim com uma distancia

minima com relacao a algum referencial. Isso é apresentado na seguinte defini¢ao.

Definigao 1.3.4 (Z-solu¢ao de norma minima). Sejam X, Y espagos de Hilbert e seja
F : D(F) C X — Y um operador continuo. Considere o problema inverso F(z) = vy,
com y € R(F), e seja S(y) o conjunto descrito em (1.3.2). Dado & € X, dizemos que

2t € S(y) € X é uma @-solucio de norma minima se
" = ]| < |l — &[], Vo € S(y).

Considerando a distancia induzida pela norma dx (x, z) = ||z —z|| em X, podemos
considerar que uma Z-solugao de norma minima é a solucao que possui menor distancia
ao vetor £ € X estabelecido como referéncia. Além disso, note que tomando z = 0 a

definicao corresponde a uma solucao de norma minima.

Sendo F' em geral nao linear, nao ha, a principio, garantias para a existéncia de
uma tnica Z-solugao de norma minima no conjunto S(y). De todo modo, caso F' atenda
a CCT (1.3.3) e tenha a presenga de mais algumas condigbes, é possivel demonstrar que
existe uma #-solu¢ao de norma minima (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023).
A partir desse conceito, vamos passar a construir a nogao dos métodos de regularizagao,
similarmente ao que modo foi desenvolvido para o caso de problemas inversos lineares na
Secao 1.2.2.

Primeiramente, definimos os operadores que exercerao o papel de fornecer a
aproximacao z° dado um ¢y’ € Y. Nesse caso, iremos considerar operadores continuos
R: X xY — X. Precisamos que R seja dado ndo apenas em funcdo do y° disponivel,
mas também do vetor & € X que serd tomado como referéncia para determinar uma

Z-solugao de norma minima.

Novamente, nao trabalhamos com um operador R fixo, mas sim com uma familia
de operadores ([;):~0, onde para cada t € R’ fixado, teremos um operador R; : X X
Y — X. A escolha desses parametros sera justamente o que determinarda o método de

regularizacao.

Em particular, a escolha de parametros é da mesma maneira discutida na Secao 1.2.2,

apresentada na Definicao (1.2.6). Ou seja, queremos uma escolha de parametros a(d,°)
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em funcéo do nivel de ruido § > 0 e do vetor y° que satisfaca

sup{a(d,9°)y’ € Y, |ly — 4’|l <6} — 0, conforme § — 0.

Com isso, podemos definir os métodos de regularizacao para problemas inversos

nao lineares.

Definigao 1.3.5 (Métodos de regularizagao). Sejam X,Y espagos de Hilbert, & € X e
F :D(F) C X — Y operador continuo. Dada (R;);~o familia de operadores continuos
Ry : X XY — X ea:R, xY — R’ uma escolha de parametros de regularizacao, dizemos

que o par ((Ry)i>o0, @) é um método de reqularizacio para F se para cada y € R(F),
Sup{||:10Jr — Ra((g’y&)([i', y5)|| : y‘S ey, |y — y‘5|| <6} — 0, conforme § — 0,

sendo 2 € D(F) uma #-solugdo de norma minima para F(z) = y. |

Intuitivamente, a definicao apresentada nos informa justamente que para ¢ sufi-
cientemente pequeno, o erro ||zf — Ry, (2, 9°)| também fica cada vez mais préximo de

0. Com isso, utilizando um método de regularizacao, a aproximagao
5 A6\ A
1% = Ry5,0)(2,9°) ~ l

se torna cada vez melhor & medida que § for reduzido o suficiente, para qualquer y° € Y
com ||y — ¢°|| < 8. Temos, portanto, uma forma de obter aproximacoes de maneira
controlada em funcao do nivel de ruido através do uso de tais métodos. Assim como
discutido no caso de métodos para problemas lineares, a escolha do parametro « é essencial

para garantir o bom funcionamento, sendo particular para cada método escolhido.

Nesse capitulo, discutimos brevemente a Teoria de Regularizagao para problemas
inversos. Em especial, apresentamos o conceito de problemas inversos, as dificuldades
envolvidas em problemas mal postos, a necessidade de obter solucoes aproximadas con-
siderando o nivel de ruido presente nos dados medidos, bem como o papel dos métodos
de regularizagao no desempenho dessa fungao. Nao entramos em muitos detalhes nos
resultados citados. Para maiores detalhes e informacoes, recomendamos consultar alguns
dos trabalhos citados, como os de Kirsch (2011), Pauleti (2021) e Margotti, Hafemann e
Santana (2023).

Além disso, buscamos abordar apenas as defini¢oes e teoria geral dos métodos
de regularizacao, nao entrando em métodos especificos. No Capitulo 2 e no Capitulo 3
abordamos alguns métodos de regularizacao propriamente ditos, onde serao discutidas as

defini¢oes dos operadores e escolhas de parametros utilizadas.
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2 Métodos de regularizacao para problemas

inversos lineares

Nesta se¢ao, buscamos explorar a teoria por tras dos métodos de regularizacao
de Problemas Inversos lineares, isto é, problemas do tipo Ax = y onde A é um operador
linear e limitado. Existem diferentes métodos adequados para esse tipo de problema,
sendo abordados neste trabalho dois particulares: os chamados método de regularizacao
de Tikhonov e método de regularizagao do Gradiente. Apesar de tratarmos cada um
desses como um unico método, ambos possuem suas variagoes, tendo ligeiras mudancas a

partir da ideia bésica, as quais também serao exploradas nesse trabalho.

Para os topicos a seguir, consideramos dois espagos de Hilbert XY e A: X — Y
um operador linear e limitado definido entre eles. Estamos interessados no Problema
Inverso Az =y, dado y € R(A) e y° € Y satisfazendo ||y — °|| < 8, para algum 0 € RY.
Tratando de Problemas Inversos Lineares, os métodos a seguir explorados buscam fornecer

uma aproximacao z° para a solucdo de minimos quadrados z' € X dada por

al = Aly,
sendo A" a pseudo-inversa discutida na Secdo 1.2.1.

Em cada um dos métodos abordados, buscaremos explicar intuitivamente o principio
geral de seu funcionamento. Na sequéncia, trazemos uma ideia das demonstracgoes da pro-
priedade de regularizacao em cada um deles, explorando os parametros utilizados e seus

comportamentos em cada método.

2.1 Métodos de regularizacao de Tikhonov

Os Métodos de Regularizacao de Tikhonov, também conhecidos no contexto da
estatistica e machine learning como “Ridge Regularization™', sao métodos tradicionais
para solucao de Problemas Inversos. Seu principio de funcionamento parte do objetivo
de encontrar a solugao de minimos quadrados para o problema inverso. Isto é, queremos

uma solucao z' € X tal que

[AzT —y|| < || Az — y||, Vo € X.

Portanto, a base do seu funcionamento esta em minimizar um funcional da forma

1 Nesses contextos costuma ser mais referida como “Ridge Regression”, tendo seu uso majoritario na

estimacao de parametros para regressao.
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1
—|| Az — y|*.
N4z -y

Veja que nesse caso utilizamos o quadrado da distancia ou da norma, pois como veremos
mais adiante, nessa forma dispomos de mais ferramentas para determinar um vetor que a

minimize, além de se tratar de um problema equivalente a minimizar a norma ||Az — y||.

Conforme discussao no capitulo anterior, nem sempre ha um tnico vetor que
minimiza esse funcional, o que nos leva a buscar um vetor de norma minima dentre as
solucoes. Discutimos na secio citada que podemos definir um operador A" que retorna um
minimizador de norma minima para esse funcional a partir de um y informado. Porém,
vimos também que nem sempre ele esta definido em todo o espago Y, tornando o Problema
Inverso Mal-Posto. Isso faz com que a aproximacao obtida possa divergir da solucao

procurada, especialmente na existéncia de vetores ruidosos y° € Y.

Para contornar essa situacao, o Método de Tikhonov propoe como estratégia
adicionar uma penalizacao em termos da norma de z, evitando que as aproximagoes
obtidas fujam muito do esperado. Essa penalidade ainda é controlada por um parametro
a € RY, o qual veremos ser dado em termos do nivel de ruido . Assim, os Métodos de

Tikhonov se baseiam em minimizar o funcional T, : X — R dado por

1 o
Ta(a) = SllAz =2 + Sl (211)

tendo como aproximacio x° justamente o vetor z que minimiza T,. Esse é o chamado
Método de Tikhonov ou Método de Tikhonov Cléassico, pois possui algumas variagoes, as
quais flexibilizam a obtencao desse minimizador através de processos iterativos e trazem
maiores controles em torno do nivel de ruido. Abordaremos brevemente cada uma dessas

variacoes, além do Tikhonov Classico.

Os métodos tratados nessa se¢ao podem ser generalizados também para Proble-
mas Inversos Nao-Lineares. Porém, neste trabalho focaremos nos Métodos de Tikhonov

para Problemas Lineares.

2.1.1 Tikhonov Cléssico

Conforme comentado anteriormente, o Método de Tikhonov Cléssico busca dar
como aproximacao do Problema Inverso um minimizador do funcional 7T,. Iniciamos

definindo precisamente o funcional utilizado.

Definicao 2.1.1. Dados o Problema Inverso Az = y e um vetor y° € Y fixado, conforme

enunciado no inicio da se¢ao, para cada a € R, definimos o funcional T;, dado por:
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T,: X - R
1 o
Tofw) = 5 1Az — 571 + 5 o],

chamado de funcional de Tikhonov. |

Gostariamos agora que a existéncia de um tinico minimizador para esse funcional

fosse garantida, ou seja, que tivéssemos um & € X tal que

To(2) < Ta(z), Yz € X\{i}.

De fato, podemos notar que T, é limitada inferiormente por 0, pois é definida
através da norma. Logo, o conjunto {7, (z) : x € X} C R, admite um infimo, denotado
in)f( T, (x). Por resultado da Andlise Real, com a existéncia do infimo existe uma sequéncia
HAS

(ke tal que To(wy) — inf To(z).
xe

A partir das propriedades dos espacos de Hilbert, do fato de A ser linear e limi-
tado, bem como as propriedades do funcional T, é possivel demonstrar que (x)) também

converge, tendo que seu limite z, = liin Zp € 0 Unico elemento em X tal que:

To(za) < To(x), Vo € X\{zs}.

Em termos mais especificos, essa propriedade equivale a dizer que x, é um minimizador
global de T,. Esse resultado é expresso na seguinte proposicao, cuja demonstracao em

mais detalhes pode ser vista no trabalho de Kirsch (2011, Teorema 2.11).

Proposicao 2.1.1. Dado 3° qualquer, para cada oo > 0, o funcional T,, conforme (2.1.1)

admaite um minimizador global x, € X. Isto €, um unico vetor em X tal que:
To(zs) < To(x),Vr € X.
|

Observacao 2.1.1. Dada a existéncia e unicidade do minimizador, podemos denotar na
forma:

To = argmin T,(z),
zeX

ou seja, x, é o inico argumento € X que fornece o valor minimo para T, ().

A partir desse resultado, vemos que, independente da escolha do « e do y tido
como referéncia, o minimizador x, estda sempre bem definido. Podemos estabelecer assim
um operador de reconstrucao para o método de regularizagao desejado. Tal operador é

dado conforme a defini¢ao a seguir.
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Definicao 2.1.2. Para cada o > 0, definimos o operador de reconstrucdao de Tikhonov

R, dado por:

R,:Y - X

Yy — x, = argmin T, (x)
reX

sendo T,, conforme Definicao 2.1.1 a partir do y € Y, e x, o minimizador do T, estabele-

cido. [ |

Observacao 2.1.2. E possivel demonstrar que obter o minimizador x,, equivale a resolver
a equagcao:
(A"A+ al)z, = A%y, (2.1.2)

denotando I : X — X o operador identidade em X. Além disso, mostra-se que o
operador A*A + al ¢é inversivel, garantindo que essa equacao tem uma solucao tUnica

To = (A*A+ al) ' A*y. Assim, o operador R, pode ser expresso como:
Ry = (A*A+al) 1 A"
Mais detalhes podem ser vistos em (KIRSCH, 2011).

A partir do operador R, definido que conseguimos construir o Método de Tikho-
nov. Relembrando do Capitulo anterior, um método de regularizacao consiste de um
operador de reconstrugao aliado a um parametro de regularizacao. Nos falta, portanto,
definir um parametro de regularizacao, isto é, uma escolha o = «(J, y‘s) em funcao do

vetor medido e do nivel de ruido respectivo.

Nao ha exatamente uma tunica forma de escolha para «, diferentes estratégias
podem ser estabelecidas a depender do problema. De todo modo, o seguinte teorema
demonstrado por Kirsch (2011) estabelece uma condigao suficiente para que a escolha de

a, aliada ao operador R, os tornam um método de regularizacao.

Teorema 2.1.1. Considere o problema inverso Ax =y com y € R(A). Seja o(6) :
R, — R, um pardmetro de reqularizacdo em termos de 6. Para cada y° € Y tal que
|y — ?JéH < 0, defina o = Ray°, conforme Definicio 2.1.2. Se

2

: )
(ISILI[I)CK((S) =0 e zlslg%m =0,

entao,

li = Aly = 2!
e = Ay =

Em outras palavras, (Ry,a(0)) constituem um método de regularizagao.

Demonstragao. Veja o Teorema 2.12 (KIRSCH, 2011). |
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Esse teorema estabelece duas condigoes basicas para « a fim de garantir a proprie-
2

dade de regularizacao: de que a — 0 e — — 0, ambas conforme 6 — 0. A primeira indica
que o grau de penalizacao, o parémetrg de regularizacao em questao, deve se reduzir a
medida que o nivel de ruido também diminui. A segunda condicao estabelece que essa
diminuicao de o nao deve ocorrer tao mais bruscamente que o ruido, devendo decrescer
mais lentamente que a ordem de §2. Nota-se que nesse caso particular a escolha o é a

priori, dependendo apenas do nivel de ruido, independente do vetor y°.

Todavia, em alguns casos pode-se utilizar uma escolha a posteriori para aprimorar

o método. Uma escolha comum é escolher o parametro o de forma que
5
[Aza —y°l| = 0.

Esse é o chamado Principio da Discrepancia de Morozov. Com esse procedimento, a
solucdo z, se aproxima da solucdo z' procurada & medida que 6 — 0 (KIRSCH, 2011).
Isso ainda é valido tratando o Principio da Discrepancia com uma certa tolerancia. Isto

é, fixando constantes 0 < tg < t; apropriadas, determina-se « de forma que
t05 S ||A1'a — y(SH S t15

Uma variacao do método de Tikhonov que usa tal principio é o chamado Método de
Tikhonov-Phillips. Nele, é construida uma sequéncia a priori (o, )nen C RY adequada.
Para cada termo «,,, se estabelece o funcional 7T, conforme Definicao 2.1.1, definindo
ainda

x, = argminT,, (z).
zeX

Fixado uma constante 7 > 1, o parametro «,, escolhido é o primeiro que faz atingir o
critério de parada
Az, — 3’|l < 79,

retornando Ry’ = z,. Pode-se provar que com essa escolha de parametros, o Tikhonov-
Phillips é um método de regularizagao (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023).

Tratamos nesse topico do método de Tikhonov, considerando algumas variagoes
a depender da escolha do parametro. No tépico a seguir, discutimos mais a fundo uma
das variacoes que envolve um procedimento iterativo adaptado que segue um principio de

funcionamento similar, o chamado método de Tikhonov Iterado.

2.1.2 Tikhonov Iterado

Uma variante do Método de Tikhonov é o chamado Método de Tikhonov Ite-
rado, o qual opera por meio de uma sequéncia definida iterativamente, fornecendo uma
aproximacao ao final com base no critério de parada conhecido como Principio da Dis-

crepancia. Novamente, o método atua minimizando um funcional similar ao estudado na
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secao anterior. Porém, agora a penalizacao dessa funcao terd como referéncia o ponto
imediatamente anterior, executando esse processo iterativamente até atingir o critério de

parada estabelecido.

Primeiramente, trabalhamos com o Problema inverso Ax = y conhecendo um
vetor 31° € Y tal que ||° — y|| < & para § > 0, partindo de um ponto inicial 2, € X.
Entao, a cada ponto xy, é escolhido um certo parametro ay > 0 e define-se o funcional T},

dado por

T, : X =Y

v [|Ar =y P + anflz —

Em seguida, toma-se como préximo ponto zx,; o minimizador de T}, isto é, o
vetor x4 tal que:
Tk(xk+1) < Tk(a:),Vx € X\{Jfk_H}

A ideia é que no funcional T}, figura novamente o termo ||Az — 3°||%, que mede o
quao distante a imagem obtida com o ponto estd do vetor medido. Porém, agora conta
com um termo de penalizacdo na forma ||z — x4||*, ndo mais dado pela simples norma
do vetor, mas sim como a norma da diferenca, consistindo na distancia até o vetor xy

anterior.

A defini¢ao da sequéncia (ou)reny C RY serd ponto importante para o bom fun-
cionamento do Tikhonov Iterado. Como veremos ao longo dessa secao, existem algumas
restricoes para essa sequéncia para garantir a convergencia do método. De todo modo,
sua escolha pode ser tanto a priori como a posteriori, isto é, a definigdo de (ay) pode
ser independente ou tendo restricoes com base nos x; obtidos ao longo do processo. Em
particular, usando uma sequéncia constante a, = «, para um « > 0, chamamos o método

de Tikhonov Iterado Estaciondrio.

Tal como no Tikhonov Cléssico, precisamos a principio garantir que existe um
unico vetor que dé valor minimo para 7). De fato, é possivel demonstrar que dados
quaisquer oy > 0 e zp € X, o funcional T} definido acima admite um minimo global
(MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023). Com isso, podemos definir o processo

precisamente conforme a definicao a seguir.

Definigao 2.1.3 (Sequéncia de Tikhonov Iterado). Considere o problema inverso Az =y
com i’ €Y tal que |ly —°|| <ded > 0.

Escolha uma sequéncia (ag)reny € Ry. A sequéncia do Método de Tikhonov
Iterado consiste no seguinte processo iterativo: escolha um ponto inicial 2o € X e construa

a sequéncia (xy)ren definindo para cada k € N o funcional T : X — R como

Ty(x) = HA:U—y‘SHZ—i—aka—kaQ, (2.1.3)
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e defina o préximo iterado zp,; € X por

Tpy1 = argmin Ty (x). (2.1.4)
zeX
Podemos definir o método para o caso sem ruidos § = 0, isto é, trabalhando
com os vetores imagem y € R(A) em vez dos vetores ruidosos y’. Isto pode ser feito

substituindo o vetor 5° no funcional (2.1.3) pelo vetor y € R(A). |

A definicao acima apenas descreve a sequéncia utilizada, nao consiste no método
de regularizacao em si. O Método de Tikhonov Iterado consiste em retornar uma solucao
aproximada z° através de um critério de parada para a sequéncia (x)r definida acima.
Em especial, retorna-se o primeiro ponto x; da sequéncia que atinja o critério do Principio

da Discrepancia.

Para o Principio da Discrepancia, fixa-se uma constante 7 € R, tal que 7 > 1.
Dada a sequéncia da Definicao 2.1.3, é retornado como solucdo aproximada z° € X o
primeiro termo da sequéncia que atinja o critério do Principio da Discrepancia. Isto é,

0

estabeleca 2° = x4, onde o indice k; ¢ definido por:

ks := inf{k € N : || Az — ¢°|| < 76}. (2.1.5)

Nossa intencao até o final dessa sec¢ao é abordar a propriedade de Regularizagao do Método
de Tikhonov Iterado. Isto é, que a aproximacao z° é tal que z° — 2 conforme § — 0.

Dividiremos isso em algumas etapas.

Primeiramente, veremos algumas condigoes que fazem o critério de parada bem
definido, ou seja, que o indice ks é atingido e a iteragao termina apds um nimero finito de
passos. Em seguida, veremos que no caso sem ruidos, trabalhando com vetores y € R(A)
e 0 = 0, o algoritmo nao para e a sequéncia converge para z'. Ao final, veremos como
essas propriedades, aliadas a chamada Estabilidade do método, garantem a propriedade

de regularizacao.

Comecando pela parada do algoritmo, veremos primeiramente a monotonia da
norma do residuo ||Az;, — 4°||. Inicialmente, note que pela definicio de 41, como sendo

minimizador de T}, conforme (2.1.3), temos que:

Ti(zri1) < Ti(wr)

Pela definicao do funcional T}, segue

Ti(vps1) < Ti(ar)

1Az = 912 + awlln — 2l < JAzk = 9° 1P + allor — @l® = || Az — 3|2,

ou seja, | Az — v [I* + onllrris — zl® < Az — 3.
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Como || Azpy1—°||? < || Azps1 —1° >+ |21 —21 )%, obtemos por transitividade
que ||Azpey — °||* < ||[Azr — 9°|*>. Pela norma ser nao-negativa, segue que para todo
k €N, vale ||Azp1 — y°|| < ||Azg — y°||, ou seja, o residuo é mondtono e nao-crescente.
Assim, temos ao menos a garantia de que a imagem gerada pela sequéncia Az nao se

distancia do vetor medido.

A seguir, veremos que o erro, dado por ||z' — z;||, é também monétono sob
certas hipdteses. A demonstracao desse fato seguird a partir de mostrar que o ganho

|2 — 21 ||* — |l27 — 24]|* é ndo-positivo.

Dados os 3 vetores ', 2y, 211 pertencentes ao espaco de Hilbert real X, prova-se

a seguinte identidade:

ot = 2 |2 = [la = apl® = =llenn — 2l + 2{appn — 2p, 2340 — 2) (2.1.6)

Note que j& temos o termo —||z,11 — zx||> < 0, para quaisquer xj41, zx € X.
Resta agora observar as condigoes para que o termo (Tgi1 — Tk, Tpr1 — a:T> seja também

nao-positivo.

Pelo fato de T admitir um minimo global, é possivel demonstrar que obter o
minimizador zj,; conforme a definicao 2.1.3 equivale a solucionar o seguinte sistema

linear (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023)

(A*A+ apD)zpyy = AW + apay, (2.1.7)
o qual admite solugao tnica, podendo provar que (A*A + a ) tem um operador inverso
continuo.

E possivel obter também pela linearidade de A que:

1
(AA+ agD)xyy = A+ g = Tpyq — T = o [A*(Aka — y‘s)} . (2.1.8)

Usando essa expressao no termo (xyyq — Tk, Tpr1 — fL‘T>, obtém-se:
(Thi1 — Thy Tpy1 — 1)
k+1 k> Tht1

= <—i [A*(A$k+1 — yé)} y L1 — xT>

Ak
1
= —— (A, —1°, A(zppq — 21)) (propriedades do P.I. e da adjunta A*)
Qg
1
= ——(Azp — 10, Axpyy — ) (linearidade de A e Az’ =y).
677
Ou seja,
1
(Tho1 — Tp, Tpyr — 1) = —a—k<Axk+1 —y°, Az — ). (2.1.9)

Para o caso § = 0, temos y5 = y, portanto:

1 1
__<A$k+1 - y(;ank—&-l - y) = __||Axk+1 - y||2 <0,
Q. 73
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1
visto que —— < 0. Com isso, por (2.1.6) segue que |27 — 2j1]|* — |27 — 2x]|* < 0, de
677

onde temos a monotonia do erro ||z7 — 21| < ||zt — 21]|.

Ja no caso § > 0, podemos demonstrar que para x; que nao atingiu o critério de

IA]*

1 para uma

parada, isto é, caso ||Axy — y°|| > 70 conforme (2.1.5), se tivermos oy >

constante ¢ > 1 fixa, entao:

1 /1 1
(ons1 = v ans o) < < (£ 2) JAm = 1P

conforme Margotti, Hafemann e Santana (2023, Exercicio B.6(c)).

Assim, assumindo 7 > ¢ > 1, segue que (241 — T, Tppr — ') < 0 e entdo por
(2.1.6) obtém-se ||lz' — 25 1||* — |27 — 2¢|* < 0. Ou seja, ||27 — 2y < |27 — 21| para
todo x; que nao atingiu o critério da discrepancia, nos garantindo que o erro da sequéncia

é nao-crescente.

IA]*

Em outros termos, esses fatos mostram que sob a condicao aj > T 0 erro

de iteragao da sequéncia é mondétono enquanto nao atinge o critério de parada. Cada
iterado ;41 fica sempre mais préximo, ou ao menos nao mais distante, da solucéo z' que
o iterado anterior x;. Além disso, em quaisquer condicbes a monotonia também segue
o
1

no caso 6 = 0. A partir desses dois fatos, adicionando a condicao de que Z —
e93

:OO,

podemos garantir a seguinte proposicao:

Proposigao 2.1.2 (Parada do Tikhonov Iterado). Se § > 0, para 7 > 1 e ¢ € R fizos

A 2
tais que T > ¢ > 1, se a sequéncia de parametros (o) C Ry for tal que oy, > ” Hl para
C _
todo k e — = 00, entao ks esta bem definido. Ou seja, existe ks € N tal que
A
|Azy, — 3’| < 79,
garantindo a parada do algoritmo de Tikhonov Iterado. |

Essa proposigao estabelece que o método apresentado, com as condicoes estabele-
cidas, tem sua parada bem definida no caso com ruidos. Isto é, no cenario d > 0, o critério
de parada é atingido e a execucao do algoritmo pode ser encerrada obtendo uma apro-
ximacao com a tolerancia estabelecida. Vemos ainda que as condicoes sao essencialmente

restri¢oes sobre a sequéncia (ay,).

J& no caso sem ruidos, isto é, quando d = 0, outra situacao ocorre: ja nao temos
a garantia de parada do algoritmo. Porém, veremos que conseguimos garantir outros dois
fatos: que o algoritmo nao termina, a menos que ja inicie pela solucao; e outro é que o

algoritmo converge para a solucao z'.
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Tome 6 = 0. Primeiramente, vejamos por que a parada s6 ocorre se xg ja atende o
critério de parada, ou seja, ja é uma solucao. Lembrando, o critério de parada estabelecido
é que

| Az — )] < 7.
Porém, como estamos supondo § = 0, para qualquer 7 > 1 essencialmente o critério de

parada se torna
| Azy, — y[| = 0.

Isso implicaria, supondo que existe um indice ks bem definido, que Az, —y = 0. Com

isso, por (2.1.8), terfamos:

1 1
* *
Ty — Tpso1 = — |A"(Axy, —y)] = — A0 =0,
ay Qy,
ou seja, T, — Tg;—1 = 0, logo xg, = xp,—1. Assim, temos Azg,_1 —y = 0 e 0 mesmo
raciocinio pode ser usado para obter que Ty, = Tp,—_2.
Indutivamente, observamos que xy, = Tp,—1 = T;—2 = - - = To. Isto é, zg = xy,,
nos mostrando que Axy = y. Portanto, o algoritmo sé teria sua parada se x( ja fosse uma
solugao do Problema Inverso. Caso contrario, o critério de parada nunca é atingido se os

dados nao contém ruidos.

Vejamos entao a convergéencia do método no caso 6 = 0. Para isso, vamos notar

inicialmente que Az — y através da proposicao abaixo.

Proposicao 2.1.3. Dada a sequéncia (x)keny do Método de Tikhonov Iterado, se 6 = 0

e — =00, entdo ||Ax, —y|| = 0, ou seja, Axy — y.
677

Demonstragao. (Ideia) A partir da identidade (2.1.6) e que no caso § = 0 obtemos a

identidade (zy41 — g, T4y — ') = —— || Azy — y||?, podemos obter que
e

2

a_kHAxk —ylI* < e’ = 2l? — lla" — zppa]”.
Disso, dado n € N* qualquer,

n—1

n—1
1
2% a—kHAfEk —yl? <D (" = 2l = ot — @)
7=0

0
= |l2" = ol* — 2t — 2

< Jlaf - o]

observando a soma telescépica no lado direito.
A partir dessa desigualdade, analisando o limite do somatdrio por comparacao,

— 1
temos E —||Azy — y|I* < ||o" — z0]|* < co. Supondo por absurdo que ||Azy — y|| £ 0,
Qg
k=1
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terfamos que ||Azy — y|| > ¢, para algum ¢ > 0, visto que a sequéncia é monétona

decrescente.

Desse modo,

= 1 — 1 — 1
Z 2 Z 2 _ 22 : _
a—kHAfL’k_yH > O{_kc =C a—k = 00,
o que é um absurdo. Portanto, ||Azy — y|| — 0, isto é, Azy — y. |

Essa proposi¢ao nos garante que ao menos a sequéncia Axy converge para o vetor
imagem y. Resta agora analisar a convergéncia de xj, por si s0, a qual serd garantida pela

proposicao abaixo.

Proposicao 2.1.4. A sequéncia (xy)reny C X, definida pelo Método de Tikhonov Iterado,
¢ de Cauchy. (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023, Exercicio B.7) [}

A partir do fato da sequéncia (zy) ser de Cauchy, dado que X é um espago
de Hilbert, isto é, completo com a norma induzida pelo produto interno, temos pela
definicao de espaco completo que z, converge em X. Ou seja, existe um limite em X para

a sequeéncia. Denotemos entao = := lim x; o limite. Veja que
k
y = lim Az, = Az,
k

concluindo pela unicidade do limite que Az = y. Portanto, Z é de fato uma solugao para
o problema inverso. Mostremos a seguir que & corresponde a solucao de norma minima

2!, através da seguinte proposicio.

Proposigao 2.1.5 (Convergéncia do Tikhonov Iterado sem ruido). Dada a sequéncia

(xx) de Tikhonov Iterado, se § = 0, — = 00 e estabelecendo o passo inicial xo = 0,
677
tem-se que:

limzy, = z'.
k

Demonstragao. Por (2.1.8), temos que zx,1 — 2 € R(A"). Em especial, por propriedade
de operadores lineares em espacos de Hilbert, sabemos que R(A*) € N(A)*. Assim,

Tpy1 — T € N(A)F, e sendo esse um espaco vetorial, segue que qualquer soma dos termos

n—1
pertence ao espaco, de onde podemos ter que E Tkl — Tk € ./\/'(A)L. Mas, vendo que
Jj=0
ao estabelecer xg = 0 obtemos
n—1
E Te+1 — Tk = Th+1 — Lo = Lht1,
Jj=0

concluimos que z, € N(A)* para todo k. Ainda, por propriedade de complemento

ortogonal, A'(A)* é um espaco fechado, logo, liin x, =1 € N(A)*L.
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Conforme Teorema 1.2.5, z € N(A)*. Assim, & — 2" € N(A)*. Ainda, pela

linearidade de A, veja que:
Al —2)y = A2 — Azt =y —y =0,

isto é, 2 —x' € N(A). Com & —2" € N(A)NN(A)*, obtemos Z — ! = 0, ou seja, & = 2T,

como queriamos. |

Essa proposicao mostra que, em um caso ideal sem ruido, o algoritmo converge
para a solucao desejada. Esse fato ajudara ainda a demonstrar que o algoritmo consiste
em um método de regularizacao. Para isso, veremos antes a chamada Estabilidade do

método.

Voltemos a considerar 6 > 0. A ideia da estabilidade é verificar que, conforme o
nivel de ruido se aproxima de 0, os passos intermedidrios do algoritmo ficam préximos o
bastante do caso sem ruido. Ou seja, mesmo que haja um certo nivel de ruido, a sequéncia

gerada nao se afasta tanto daquela obtida caso ideal.

Lembrando que a sequéncia é definida em termos do minimizador de um funcional
Tr(x), o qual depende de 1’ teremos uma sequéncia diferente para cada nivel de ruido. Em
outros termos, para cada ¢ > 0 fixado, obtemos uma sequéncia diferente que denotaremos
(22)k. A sequéncia gerada no caso sem ruidos § = 0 denotaremos simplesmente (3 )en.
Essencialmente, a estabilidade do algoritmo diz que, dado um k fixo, para todo m €
{0,...,k} tem-se que:
5

m —

lim z

L.
6—0 m

Isso se traduz na seguinte proposicao.

Proposic¢ao 2.1.6 (Estabilidade do Tikhonov Iterado). Seja (§;) C R" tal que §; — 0.
Para cada 6;, construimos a sequéncia (ZBij)k definida pelo Tikhonov Iterado, convenci-
onando para 6 = 0 que () = (z1) e estabelecendo como ponto inicial xgj = 0, para
qualquer 6;. Dado k € N fizo, seque que para todo m € N tal que 0 < m < k, obtém-se:
lim 2% = 2,,..
]-}OO
Demonstracao. A prova desse resultado é feita por indugao. Para o caso k = 0, temos
xgj = 0 para qualquer ¢;, logo lim xgj = xo. Suponha agora que vale para um k € N
arbitrario, ou seja, que

lim 2% = x,,,¥m € {0,...,k}.
J

Por (2.1.7), segue que

2P = (A"A+ o D) YA + )
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Como (A*A + axI)~! é continuo, podemos obter:
li;rn xiﬂrl = li}ﬂ(A*A + o D) (A + ozkaczj)
= (A*A+ ap ) A + li]m )
= (A*A+ a D) HAY + agxy)
= Tk+1,

tendo por hipétese de inducao que li]m xij = xp. Ou seja, li;rn :L'Zﬂrl = Zpy1. Além disso, ja
temos por hipdtese que o limite vale para 0 < m < k, portanto vale para todo 0 < m <

k + 1, como queriamos. [ |

Vimos que dado um § > 0, sob determinadas condi¢oes o método atinge o critério
de parada estabelecido. Assim, para cada sequéncia (xi) ren gerada com o nivel de ruido 6,
existe um indice ks € N que faz o termo $i , atingir o critério do Principio da Discrepancia,
o qual é tratado como a aproximacao buscada. Nosso intuito a seguir, dadas as proposigoes
listadas nessa secao, é provar que o método de Tikhonov Iterado se trata, de fato, de um

método de regularizacao. Ou seja, que:
xié — 27, conforme & — 0.
Esse fato pode ser expresso através da proposicao abaixo.

Proposicao 2.1.7. Seja (0;) C Ry tal que 0; — 0. Entdo, nas condi¢ées elencadas nas

proposicoes anteriores, tem-se que:

. 5
lim z,, = af
j—oo 9

Isto é, o Tikhonov-Iterado é wum método de regularizacao.
Demonstracao. (Ideia) Fixe ¢ > 0. Como para 6 = 0 temos zj — 2!, segue que para

algum M € N,

€
lza = 2T < 5.
Ainda, pela estabilidade, existe N; € N tal que
S g .
o = wull < 5,95 2 .

Devemos avaliar duas possibilidades da sequéncia ks;,. Para o caso ks, — oo, existe N,
: 5 5
tal que ks, > M, e pela monotonia do erro tem-se H:c,jaj — 21| < ||2%; — 2. Logo, para

J suficientemente grande:
5; 5 5;
Iz, =Tl < M2 — 2l < llaiy = anll + lzas = 27 <.
Ou seja, xi;j — '

Pode-se mostrar que o caso ks, /> 00 86 ocorre se xg ja for solugao. |
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Observacao 2.1.3. Note que nesse caso nao explicitamos o operador de reconstrucao
R; envolvido, apenas as aproximagoes xis geradas. De todo modo, conforme discutido
anteriormente, cada vetor y° e nivel de ruido § > 0 gerariio uma sequéncia xi e um

indice de parada ks correspondente. Com isso, pode-se definir um operador R que faz a

1
associacio Ry’ = xi. Nessas condigoes, o par (R}a,ﬁ = k_) corresponde ao método de
5

regularizacao de Tikhonov Iterado.

Uma observacao importante é que ao longo dessa secao estabelecemos essencial-

mente duas condigoes sobre a sequéncia (ay) para garantir a regularizagao do método:

2
1 A
— =00 eq >
Qay, c—1
no caso sem ruidos e a parada no caso de ruido positivo. Porém, prova-se também que o

. Como vimos, essas duas condi¢oes garantem a convergeéncia

método atende a Propriedade de Regularizacao estabelecendo «y dada por
Q= Ozoqka

fixado agp > 0 e 0 < ¢ < 1 suficientemente préximo de 1 (MARGOTTI; HAFEMANN;
SANTANA, 2023).

O método de Tikhonov-Iterado serda um dos métodos para problemas lineares
amplamente utilizado ao longo dos experimentos executados nesse trabalho. Portanto,
buscou-se compreender mais a fundo alguns aspectos sobre a propriedade de regularizacao.
Veremos em segoes posteriores como esse método pode ser aliado a métodos para proble-

mas nao lineares, avaliando no capitulo final como se comporta com o problema inverso

da TIE.

2.2 Método de regularizacao do gradiente

O método de regularizagao do gradiente é outro dos principais métodos para
problemas inversos lineares. Ele se utiliza do principio de um dos métodos cldssicos de
otimizacao: o chamado método de otimizacao do gradiente. Porém, no caso do método
de regularizacao, sao exploradas algumas condi¢oes proprias no contexto da solugao de

problemas inversos.

Novamente, estamos interessados em buscar uma solucao de minimos quadrados
para o problema Az = y conhecendo um vetor ¢°. Isto é, queremos encontrar um z' € X

tal que
[Az" =yl < [ Az — y||, V2 € X.

Assim, o método se baseia novamente em achar um argumento minimo para o funcional
F: X — R dado por
1
F(a) = 5]z — |,
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A estratégia utilizada pelo método em questao se trata de gerar uma sequéncia
iterativa ‘andando’ em uma direcao de decrescimento de F'. Isto é, na iteracao x;, € X,
queremos uma direcao vy € X e um coeficiente A\, > 0, chamado tamanho de passo, tais
que

F(x + Apvr) < F(xy).

Tendo uma direcao v, e um tamanho de passo \; a cada iteragao, determina-se xp, 1 =
Tk + MgUk, seguindo iterativamente até atingir um determinado critério. Em especial,

podemos usar o critério da discrepancia || Azy, —3°|| < 76 como parada.

No Método do Gradiente, se utiliza justamente a direcao oposta ao gradiente do
funcional F' no ponto corrente, que se trata da direcao que fornece o maior decrescimento.
Em particular, sendo A um operador linear e limitado entre espacgos de Hilbert, o método
é bastante conveniente, pois, conforme veremos, o gradiente do funcional F' em um ponto

x é nesse caso dado por:
VE(x) = A*(Ax —3°).

Com isso, conseguimos analisar as condicoes e estabelecer restricoes adequadas para o
método utilizando as propriedades da linearidade e continuidade de A, a fim de determinar

uma aproximacao apropriada para o Problema Inverso.

2.2.1 Definicao do algoritmo

Antes de definir propriamente o método, vamos estabelecer algumas defini¢oes
importantes, em especial do conceito central do método: o gradiente. Esse se relaciona
basicamente com a ideia de derivada de um operador, a qual introduzimos a partir da

seguinte definicao.

Definigao 2.2.1 (Derivada Direcional). Dados espagos normados X,Y, um operador
F: X — Y, edois vetores x,v € X chamamos de derivada direcional de F no ponto x

na direcao v o limite
DF(z,v) = lim Fla+t) = F(m)

t—0t t

Trata-se do conceito tradicional de derivada direcional, que expressa como a
funcao estd se alterando localmente em um ponto x analisando a direcao especifica v.
Fixado um certo ponto z, podemos tentar estabelecer uma correspondéncia entre uma
direcao e sua derivada direcional em z, de onde se tem a ideia de uma “funcao derivada”,

expressa na defini¢ao a seguir.

Definigao 2.2.2 (Derivada de Gateaux). Se no ponto z a derivada direcional existe para

qualquer direcao v € X, e se existe um operador linear limitado 7 : X — Y tal que

Tv=DF(z,v),Yv € X,
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dizemos que F' é Gateaux-Diferencidvel em x. Chamamos T a derivada de F em =,
denotando T = F'(x).

Observacao 2.2.1. No caso particular de F' : X — R ser um operador com contradominio
em R, chamamos a derivada de Gateaux de F' em um ponto = de gradiente de F' em z,

denotando:

F'(x) = VF(z).

O gradiente de um funcional F': X — R em um ponto x nada mais é do que sua
derivada VF(x) : X — R, que relaciona cada direcao a derivada direcional em z. Veja que
pela definicao apresentada, VF'(x) é um funcional, uma fungdo com contradominio real.
Porém, na apresentacao da se¢ao trazemos o gradiente como uma dire¢ao, um vetor em X.
Ocorre que em espagos de Hilbert é possivel fazer uma correspondéncia entre funcionais
lineares e limitados com vetores no préprio espaco, dada pelo Teorema da Representacao
de Riesz.

O Teorema da Representacao de Riesz estabelece que, dado X espaco de Hilbert,
para qualquer f : X — R funcional linear e limitado, existe um unico vetor w € X tal
que f(z) = (z,w) para todo z € X, tendo ainda que ||w| = ||f|| (KREYSZIG, 1991,
Teorema 3.8-1). Ou seja, f é representado por um vetor w, sendo possivel calcular f(x)

em um ponto = qualquer simplesmente através do produto interno (x, w).

Com isso, sendo X um espago de Hilbert, sendo VF(X) : X — R um funcional
linear e limitado, existe um vetor de representacdo w € X tal que VF(x)v = (v, w).
Portanto, podemos fazer essa correspondéncia do gradiente com o vetor que o representa,

se referindo na maior parte do tempo simplesmente por VF(z) = w.

Em particular, a proposigao a seguir nos informa qual o vetor VF(z) em um

ponto x qualquer, para o funcional F' apresentado anteriormente.

Proposigao 2.2.1. Sejam X,Y espaco de Hilbert, A : X — Y operador linear e limitado,
y €Y eF : X — R funcional dado por F(z) = |Az — 4°||*. Entdo, F é Giteaus-

diferencidvel em qualquer ponto x € X e seu gradiente é dado por:
VFE(z) = A*(Az — ),

conforme (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023, Exercicio B.3) [}

Esse teorema expressa que o gradiente do funcional pode simplesmente ser calcu-
lado usando o residuo Az — y° e o operador adjunto A*. Esse gradiente nos é de especial
interesse, pois, por resultado conhecido da otimizacao em espacgos de Hilbert, a direcao
oposta ao gradiente —VF(x) é uma direcao de decrescimento para F. Ou seja, existe
t > 0 tal que

F(z — AVF(z)) < F(z),¥Y\ € [0,¢].
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Em particular, prova-se que o gradiente num ponto x é a diregao que fornece o maior
decrescimento em torno desse ponto. Isso motiva a defini¢cao do algoritmo do método do

gradiente, conforme serd feito na descrigao a seguir.

Definigao 2.2.3 (Sequéncia do Método do Gradiente). Sejam X, Y espagos de Hilbert e
A : X — Y operador linear e limitado. Considere o Problema Inverso Ax = y, conhecendo

y’ €Y tal que ||y —3°|| < 9§, com § > 0. Defina o funcional F : X — R dado por
1
F(z) = ¢4z — /|1

A sequéncia do método de regularizagcao do Gradiente, ou simplesmente Método
do Gradiente, é construida pelo seguinte procedimento: a partir de um ponto inicial g,

construa a sequéncia iterativa definida por:

= T — )\kA*(AJIk — yé), (222)

estabelecendo uma sequéncia de tamanhos de passo (Ag)ren C Ry,

Determinar uma sequéncia apropriada de tamanhos de passo Ay € essencial para
o bom funcionamento do método, sendo nosso objetivo ao longo da secao estabelecer
as restricoes adequadas. Escolhas diferentes podem ser feitas, tanto a priori como a
posteriori. Algumas variagoes do Método do Gradiente sao definidas essencialmente pela

escolha da sequéncia (M), recebendo nomes préprios. Listamos algumas delas.

Definigao 2.2.4 (Variagoes do Método Gradiente). A partir da sequéncia do Método do
Gradiente descrita na Defini¢ao 2.2.3, a depender da escolha da sequéncia () denominam-

se as seguintes variagoes:

e Método de Landweber (LW) Uso de sequéncia de passos constante A\, = A\pw,

para um Ay € Ry tal que 0 < A\ < W;

e Método de Maxima Descida (SD) Constréi-se uma sequéncia (A;) tal que em

cada passo 5,1 obtenha-se o menor valor possivel para a norma do residuo || Azg1—

1°||%. Isto é, Ay deve ser tal que
Az, = MV E(2r) =y < [ A(ze — AVE(ay)) — 3%, VA € R.

Prova-se que a cada passo é possivel determinar um tinico A\, com essa propriedade,

dado por
p . A=)
T |AAT (A — )12

Veja (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023).
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e Método de Erro Minimo (ME) A sequéncia (\;) é construida de forma que
Try1 = 2, — M\ VF(21,) tenha o menor erro ||z, —'||* a cada iteracao. A principio,
construir essa sequéncia dependeria da solucao z' desconhecida. Porém, no caso
d =0ecomy € R(A) prova-se que existe um dnico Ay que fornece esse valor

minimo, dado por
N Ve
T A Az, — )7

As variagoes listadas acima sao apenas algumas das possibilidades mais comuns
de sequéncias para o Método do Gradiente. Outras sequéncias sao possiveis, seguindo

apenas algumas condigoes que serao discutidas mais adiante.

Veja que a Definicao 2.2.3 apenas descreve a sequéncia iterativa utilizada no
algoritmo, nao se tratando método de regularizagao em si. O método de regularizacao
do Gradiente consiste em utilizar a sequéncia descrita até que se atinja o Principio da
Discrepancia

[ Az —o°|| < 76,

para algum 7 > 1 fixado, definindo o primeiro x; que atinja esse critério como a solugao

aproximada procurada.

Com isso, precisamos estabelecer condigoes para que o método seja bem definido
e que as aproximagoes obtidas sejam satisfatorias. Portanto, a secao a seguir é dedicada

a discutir sob quais condigoes o método descrito atende a propriedade de regularizacao.

2.2.2 Andlise de convergéncia

Nesta secao, discutimos as condicgoes e propriedades do Método do Gradiente que
o fazem, de fato, um método de regularizagao. Iniciamos verificando que o algoritmo
atinge a parada para ¢ > 0 sob determinadas condi¢oes. Em seguida, verificamos que na
auséncia de ruido, o algoritmo converge para a solucao ' caso ndo atinja a parada. Ao fi-
nal, utilizamos as propriedades e condicoes para provar a estabilidade e consequentemente

a regularizacao do método.

Primeiramente, vamos discutir a parada do algoritmo no caso de ruido nos dados.
Sejam y € R(A), 1° € Y tais que |ly — y°|| < 6 para § > 0, e seja também z' = Aly.
Considere ainda a sequéncia (xj) gerada pelo algoritmo descrito na Definicao 2.2.3, a

partir do ¥° informado.

Relembrando, dado 7 > 1 fixo, o critério de parada é dado para o primeiro x;

que satisfaca
| Az — 3| < 76, (2.2.3)
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retornando-o como aproximacao para a solucao. Para que o algoritmo atinja o critério de

parada, queremos essencialmente verificar que o indice de parada ks dado por
ks = inf{k € N: ||Az, — y°|| < 76} (2.2.4)
estd bem definido.

Para isso, comecamos verificando que a sequéncia definida pelo erro da iteracao
|lz) — 27| é monétona nao-crescente, o que faremos verificando quando temos o ganho
da iteracao ||zpi1 — «'||* — |lzr — 27||* < 0. Assuma que k < ks. Entdo, 73, estd bem
definido. Pelas propriedades do Produto Interno e a norma induzida, temos a seguinte
identidade:

exn = 2M® = [log — 2P = lng — aall® + 2 — 2, 24 — 7). (2.2.5)

Com ela, pelos fatos de que x4 — 2 = —M\A*(Azy — 3°) e Az’ = y, pode-se chegar a

partir do Principio da Discrepancia na seguinte estimativa:

. 1
o = 2 = s = 12 < XA (e = )P = 200l = 200 (1= 2 ) et = o

Assim, se o lado direito da inequacao acima for menor ou igual a 0, teremos
lzri1 — o'||* — ||zx — 2> < 0. Dado que 7 > 1, para que essa desigualdade ocorra é

suficiente que para cada k € {k : || Az —¢°|| > 70}

1\ Az — o)
M<2(1-= . jmax 2.2.6
ps ( ) A (A — )2~ (2:2.6)

definindo essa cota superior para cada Ay como AJ**. Ou seja, se para cada termo da

sequéncia que nao atingiu o critério de parada tivermos \p < A, poderemos concluir
que ||zps1 — 21> = ||lzx — 27||* < 0, de onde podemos concluir ||z — || < ||z — 2|,

como queriamos.

Se estabelecermos uma constante tal que 0 < ¢y < 1 e definirmos

{m m 1 | Az —y5\|2
A= (1 =)\ =2(1—c¢ 1—- ) 2.2.7
K ( O> K ( O> ( 7') HA*(AJIk —y5)||2 ( )

notamos que A < A\, Além disso, limitando A, < A\ conseguimos estimar o ganho

da iteragao por:

1
k= 2T = flaw — &T* < —2c0A(1 - )l Az — vl (2.2.8)

Estabelecemos acima um limitante superior para cada A, o que garante um
ganho em cada passo. Para obter o término da iteracao, é preciso agora utilizar uma
limitacao inferior para o tamanho do passo. Note que pela desigualdade da norma, visto

que [[A*][ = [|A]|; temos

1A* (Azy, — ")l < 1A [ Az — o'l = Al Azi — ]|
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Desse modo, de (2.2.7) obtemos

> | Az — 3°||?
|

Amax — o1 ) (1 —
=2 °>( A (Azr = )|

1
:
1\ Az — )2
> 92(1 — ¢ 1——

= 2 0)( ) TA (A — )7

=2(1—¢) I R
N 0 ) 1AP T

Isso nos indica que é possivel estabelecer um limitante inferior nao nulo para a sequéncia.

Com essas observagoes, chega-se na seguinte proposicao, que estabelece que sob

determinadas condic¢oes o algoritmo tem sua parada garantida.

Proposigao 2.2.2. Considere o algoritmo do método do gradiente da Definicao 2.2.3,
estabelecendo o critério de parada (2.2.3). Se a sequéncia Ny, for tal que g € [Amin, AP™]
para todo k, sendo j\fax conforme (2.2.7) € Amin € uma constante tal que

1 1
2(1 — Cg) (1 — —> T Ao Z >\min > Oa
7/ Al

entdo o algoritmo atinge o critério de parada (2.2.3). Isto €, o indice ks conforme (2.2.4)

esta bem definido.
Demonstragao. Ver Margotti, Hafemann e Santana (2023). n

Note que as restrigoes sao essencialmente sobre a sequéncia \,. Isso mostra a
importancia de escolher uma sequéncia adequada para garantir o bom funcionamento do
método. Além disso, as restricoes sao dadas apenas em termos da norma do operador

| All, da constante 7 fixada e do residuo a cada iteracio Azj — ¢°.

Agora, passamos a verificar que no caso ideal sem ruidos ¢ = 0 nao conseguimos
a principio garantir sua parada. Mas, caso a parada nao ocorra, a sequéncia gerada pelo
método converge & solucio z' sob determinadas condicdes. Lembrando, aqui consideramos

ainda o método do gradiente com a sequéncia definida em (2.2.2), denotando agora y° = .

Iniciamos mais uma vez verificando de que forma temos no ganho da iteracao
|2kt —2'||? = ||zx —2'||* < 0. Usando agora a identidade (2.2.5) e tendo d = 0, chegamos

na seguinte estimativa:
ler = at)* = [l — 2T < Afl| Azy — yl* — 22 ]| Azy — g

Portanto, para garantir a desigualdade ||z — 2| — |lzx — 2||* < 0, podemos impor
que o lado direito da inequagao acima seja menor ou igual a 0. Pode-se observar que isso

ocorre quando:
[ Az —y|?

|A*(Azy — y)|I?

Ae <2 D Vi (2.2.9)
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denotando essa cota superior para cada \; como ;.

De forma similar ao caso com ruidos, fixando uma constante 0 < ¢g < 1 e
definindo

3 [ Az — ylf?
AR = (1 — o) Ay™ = 2(1 — ¢p) , (2.2.10)
‘ ¢ [ A*(Azy, — y)|]?
podemos garantir que ao limitar Ay < 5\2&3" o ganho da iteracao satisfaz
ler = 2T[* = [lan — 2T]* < —2Awcol| Ay — y*. (2.2.11)

Ainda, analogo a uma observacao feita anteriormente, podemos notar que

| Az — y|| S 2(1 — )

N =20 ) e e — P = A

A partir dessas observacoes e usando as condicoes listadas, conseguiremos provar
que caso o algoritmo nao pare, temos a convergéncia para a solucao procurada. Veremos

inicialmente que Axp — v.

Proposicao 2.2.3. Dada a sequéncia (xy)r do método do gradiente na Defini¢ao 2.2.3,

se d =0 e ks = 00, isto é, se o critério de parada (2.2.3) nunca é atingido, entdo
lim Az, =y,
k—o0

s€ Mo € [Amins A, com AP conforme (2.2.10) € Amin € tal que

2(1 — CQ)
i S VA S W
TAE = Amin > 0.
Isso nos mostra que, sob condigoes similares as impostas para o caso com ruidos,
no caso do algoritmo seguir infinitamente com § = 0 a imagem Axj, converge para o vetor

y. Para chegar na convergéncia desejada, usaremos inicialmente a proposi¢ao abaixo,

listada por Margotti, Hafemann e Santana (2023).

Proposicao 2.2.4. Nas condigoes da proposi¢ao anterior, a sequéncia (xy)gen C X € de
Cauchy. |

Agora, estamos nas condicoes de verificar que a sequéncia definida pelo Método

do Gradiente converge para z' quando nao atinge o critério de parada.

Proposicao 2.2.5. Dadas as hipdteses das proposicoes listadas anteriormente, sendo (zy,)

a sequéncia definida pelo Método do Gradiente com Ay € [Amin, S\?ax] exg =0, tem-se que
limzy = 2,
i

onde ' = Ay ¢ a solucio de norma minima procurada.
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Demonstracao. Analogo a Proposicao 2.1.5, vendo que para a sequéncia do Método do
Gradiente
Tpor — T = =N A*(Azy, — 1°) € R(AY).
|

Observagao 2.2.2. Perceba que todas as variacoes listadas em na Defini¢ao 2.2.4 aten-
dem as condigoes discutidas até aqui, bastando escolher as constantes adequadas. Para o
método de Landweber, basta tomar
2(1 —c¢ o
< =<0 Amin o2

IA]? 1A][?
1
Ja no Método de Erro Minimo, ¢y = 2 temos

Lo Ay
[ACAn =y~

Além disso, ¢ possivel demonstrar que Asp i < Ayg k.

Tendo entao a garantia de parada do algoritmo no caso com ruidos e a con-
vergéncia no caso sem ruido, conseguimos verificar que o Método do Gradiente é um

método de regularizacao. Para isso, veremos antes a condi¢ao de estabilidade do método.

Note que a sequéncia do Método do Gradiente, conforme definido em (2.2.3),
depende do 3° e o nivel de ruido § respectivo. Assim, vamos denotar (!Ei)k a sequencia
gerada a partir de um certo ruido 4, e simplesmente (xy); a sequéncia gerada no caso
0 = 0. Na estabilidade, queremos mostrar que para cada k da sequéncia, xi — T A

medida que 6 — 0. Tal fato é mostrado na seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.6 (Estabilidade do Método Gradiente). Seja (6;); C Ry tal que 6; — 0

e (y7); CY sequéncia tal que
ly — % < 4;,Vj €N,

Suponha que ks, — o0, e que para cada k € N temos que /\ij — A\, quando §; — 0,
onde A € [Amin, A", conforme (2.2.10) e Proposi¢io (2.2.3). Além disso, para cada
d; suponha )\ij € [Amin,ﬂij’max], sendo S\ij’max conforme (2.2.7) tendo por referéncia y% .

Nessas condicoes, tem-se que:

lim 2’ = x4, Yk € N.

j—00

Demonstragao. (Ideia) Similar a prova da estabilidade do método Tikhonov Iterado feita

na Proposigao 2.1.6, vendo no caso do Método do Gradiente que
Tyl = T — )\kA*(AZL'k — y(s).

Com isso, pela continuidade da subtracio e de A*(Azy — 4°), o resultado segue com o

mesmo raciocinio. [ ]
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Com isso, prova-se finalmente que o método do gradiente, com o critério da

discrepancia, atende a propriedade regularizacao.

Proposicao 2.2.7 (Regularizagao do método do gradiente). Seja (6,;); C R tal que
d; = 0. Nas condicoes das proposicoes anteriores, tem-se que:

) 5
lim z,, = xf,
j—oo 9

Demonstra¢ao. Analogo a Proposigao 2.1.7. |

Observacao 2.2.3. Nesse caso, perceba que nao explicitamos o operador de reconstrucao
e o parametro e regularizacao. Porém, assim como no método de Tikhonov Iterado, é
possivel representar a aproximacao xj, dada em funcao de y? através de um operador.
Tomando, por exemplo, uma sequéncia constante A\, = A < A\, Vk € N, caso do algo-

ritmo Landweber, pode-se mostrar que o iterado x;, satisfaz

T
L

zr=Re(y?) =AY (1 — MNA*AY A%y,

<.
I
o

denotando I o operador identidade em Y. Assim, podemos encarar o indice ks como o

parametro de regularizacao, o qual é bem definido conforme a discussao feita ao longo
desse capitulo. Para mais detalhes, veja (KIRSCH, 2011).

Discutimos ao longo dessa se¢ao as condicoes para tornar o Método do Gradiente
um método de regularizacao, o qual se faz de grande interesse em Problemas Inversos
Lineares. Sua vantagem se da especialmente por depender apenas de calcular um termo
na forma A*(Az — y°) a cada passo, sem precisar determinar minimizadores ou resolver
sistemas lineares a cada iteragao. Sua desvantagem é que, em muitos casos, pode demorar
bastante para atingir a parada a depender da escolha dos tamanhos de passo utilizados,

que nem sempre ¢ trivial.

Veremos que se trata de um método interessante especialmente para auxiliar
em Métodos de Regularizacao para Problemas Nao-Lineares. Em especial, nos métodos
de Newton-Inexato, que resolvem um problema linear auxiliar, conforme discutido no

capitulo a seguir.
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3 Métodos de regularizacao para problemas

Inversos nao lineares

Nesta secao, buscamos apresentar e explorar os aspectos tedricos de alguns dos
métodos de regularizacao existentes para problemas inversos nao lineares, ou seja, aqueles

onde nao temos a hipétese do operador que define o problema ser linear.

Para as secoes a seguir, consideramos X,Y espacos de Hilbert e um operador
F : D(F) Cc X — Y continuo, nao necessariamente linear. Estamos interessados no
problema F'(z) = y, com y na imagem de F' e conhecendo um vetor com ruido Y ey
satisfazendo ||y — y5|| < 4, para algum 6 > 0. O objetivo dos métodos que serao descritos
na secao é aproximar uma Z-solucdo de norma minima z' € D(F), isto é, que satisfaca
F(z") = y e que tenha menor distancia a um vetor # € X pré-estabelecido, conforme
detalhado no Capitulo 1.

3.1 Adaptacoes dos métodos lineares

Em alguns casos, é possivel tentar utilizar adaptagoes dos métodos para pro-
blemas lineares, explorados no Capitulo 2, como o método de Tikhonov e o método do
gradiente. Esses métodos podem apresentar funcionamento em situagoes particulares,
porém, como os operadores F' que estamos interessados nao sao lineares, nao temos mais

algumas garantias que podiamos obter no caso anterior.

O método de Tikhonov adaptado para o problema inverso nao linear F'(z) =y, de
forma similar ao trabalhado no caso linear, consiste em retornar como solucao aproximada

um minimizador z, € X para o funcional 7, : X — R dado por

1 a
To(w) = SIIF@) = I+ 5l (3.1.1)

O funcional é similar ao apresentado na Definicao 2.1.2, seguindo o mesmo
principio de funcionamento, apenas substituindo pelo operador F. Porém, visto que
F' é nao linear, ja nao ¢é possivel garantir a existéncia de um unico minimizador, ou
mesmo garantir que os métodos convencionais de otimizagao possam atingir um minimo
global desejado (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023). Desse modo, ja néao
conseguimos determinar que o método funciona de forma esperada sem adigoes de res-
tricoes mais fortes. Adaptagoes ainda podem ser feitas de forma andloga aos métodos de

Tikhonov-Phillips, como comentado ao final da Secao 2.1.1, e Tikhonov-Iterado 2.1.2.
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A adaptacao do método do gradiente para problemas nao lineares consiste da

mesma forma em minimizar o funcional G : X — R definido como
1
G(z) = 5lIF(2) —°|1%, (3.1.2)

por um processo iterativo, andando a cada passo na iteracao oposta ao gradiente de G,
conforme abordado na Secao 2.2.1. Nesse caso, sendo F' nao linear, porém supondo que
¢ diferenciavel, mostra-se que o gradiente VG(x) em um ponto x € int(D(F')) qualquer é
dado por:

VG(z) = F'(2)*(F(z) — ¢°), (3.1.3)

sendo F'(z) a derivada de Fréchet ou Gateaux de F' em .

Com isso, o método do gradiente consiste na sequéncia iterativa onde, dado um

ponto zg € int(D(F)) inicial e um tamanho de passo A, € R, define-se:

Tpt1 = Tp — M\ VG () (3.1.4)
= 2 — M F' ()" (F () — ). (3.1.5)

Ao final, retorna-se como aproximagcao o primeiro z,, que satisfaga o Principio da Dis-

crepancia para um certo 7 > 1 fixado:

IF (20;) — 4|l < 76.

E possivel garantir sobre determinadas restri¢coes que o método converge para
uma solucao procurada. Porém, por natureza, ¢ um método que costuma ser lento e
pouco eficiente. Ainda assim, conforme observacao que veremos mais adiante na Secao
3.2.4, sob certas condicoes ¢ possivel garantir que o erro decresce nas iteragoes. Com isso,
pode-se esperar que sob situacoes controladas a solugao aproximada x,, se aproxime da

solucdo de norma minima '

Nessa se¢ao, buscamos apenas introduzir as ideias de como os métodos para
problemas inversos lineares podem ser adaptados para nao lineares, nao sendo explorados a
fundo por serem esses métodos pouco eficientes e/ou dificeis de implementar. Na proxima
secao, veremos alguns métodos que se aproveitam dos casos em que F' ¢é diferenciavel, que
possuem um grau maior de garantias e restricoes que garantem seu funcionamento em

uma variedade maior de casos.

3.2 Métodos de Newton-Inexato

Os métodos de Newton-Inexato se baseiam, como sugere o nome, no Método

de Newton para resolugao de equacoes nao lineares. Tanto no método original como no
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Newton-Inexato, trabalhamos com operadores F' : D(F') C X — Y diferenciaveis, onde

se deseja resolver uma equacgao da forma
F(x) =y,

Sendo F diferencidvel, para cada ponto = € int(D(F')) existe um operador F'(z) : X =Y
linear e continuo chamado derivada de F' em z, o qual pode ser utilizado para uma

aproximagcao linear de F' em torno de um ponto = € int(D(F')) na forma:

F(z) ~ F'(T)(x — T) + F(T). (3.2.1)

O Método de Newton original se baseia em gerar uma sequéncia iterativa (x,) C
X, onde a cada passo a equagao F(x) = y? é linearizada em torno do ponto z,, ficando
na forma
Fl(n)(@pg1 — o) + F(2,) = y(S’

obtendo o iterado x,; como solucao da equacao acima. Observe que, denotando A, =
F'(z,), $n = Tpy1 — xp € bfl =y’ — F(z,), a equagdo acima pode ser transformada no
sistema linear
5
Ansn = bna

o qual se trata de um problema inverso linear, dado que A, = F'(z,) é um operador
linear. Assim, dada uma solucao s,, atualiza-se x,, 1 = x,, + S,, repetindo o procedimento

iterativamente até atingir um critério de parada.

Ocorre que sob determinadas condicoes, conforme discutido no Capitulo 1, o
problema inverso A,s, = bfl ¢ mal posto. Com isso, obter uma solugao s, pode ser

complicado, ou mesmo podem nao existir solugoes.

Nesse sentido, os métodos de Newton-Inexato se baseiam em determinar uma
solucao aproximada, ou “inexata”, s, para o problema inverso A, s, = bi, a qual é obtida
utilizando métodos de regularizacao. Em especial, pelo fato de A, ser linear, podemos

utilizar os métodos de regularizacao para problemas lineares, ja discutidos anteriormente.

A escolha de cada método de regularizagao para resolver esse problema linear
auxiliar resulta em uma variacao do Newton-Inexato. No restante da secao, introduzimos
a defini¢ao precisa dos métodos de Newton-Inexato e o procedimento geral utilizado, bem

como exploramos algumas das variagoes existentes a partir dos métodos utilizados.

3.2.1 Definicao e procedimento geral

A definicao a seguir estabelece o conceito geral dos métodos de Newton-Inexato,

conforme motivacao apresentada.
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Definigao 3.2.1 (Métodos de Newton-Inexato). Sejam X,Y espagos de Hilbert, F' :
D(F) ¢ X — Y operador diferenciavel e o € D(F) C. Considere o problema inverso
F(z) =y dados y € R(F) e y’ €Y tais que ||y — ¢°|| < 8, para algum ¢ > 0.

Um método de regularizagao baseada em Newton-Inexato, ou simplesmente Método
de Newton-Inezato, consiste em um método que utiliza uma sequéncia (z,,) C X definida

a partir de um ponto inicial xy iterativamente por
Tpt+1l = Tn + Snp,
onde s,, é solucao aproximada do problema inverso
Ansn - bfm

obtida com uso de métodos de regularizaco, denotando A, = F'(z,,) e b) = ¢° — F(z,).

Assim como os demais métodos iterativos ja explorados, os métodos de Newton-
Inexato fornecem como aproximacao o primeiro termo da sequéncia descrita que atinja
determinada condicao, o que chamamos de critério de parada. No geral, se utiliza como
critério de parada para x,, o principio da discrepancia, da mesma forma que nos métodos

de problemas lineares, nesse caso dado por
IF(2n) = °|| <76, (3.2.2)

dado um nivel de ruido 6 > 0 e um certo 7 > 1 fixado. Em outras palavras, retorna-se

como solugao aproximada o vetor z,,, onde o indice ns € N é definido por

ns = inf{n € N : ||F(z,) —¢°|| < 76}. (3.2.3)

Com esse critério de parada, os métodos de Newton-Inexato podem ser expres-
sos de modo geral através do Algoritmo 1. No geral, todas as variagoes seguem esse
mesmo procedimento, apenas incrementando o método especifico utilizado para solucao

do problema inverso auxiliar.

Entrada: F:D(F)C X =Y, €Y, 20 € D(F), 7>1,6>0
1n+0
2 enquanto ||F(z,) —3°| > 76 faga
3 | Defina A, = F'(z,) e V) =¢° — F(x,)
4 Resolva A, s, = bfL usando um método de regularizacao

5 Defina x, .1 = x,, + s,

6 n<n+1

7 fim
Algoritmo 1: Procedimento geral do Método de Newton-Inexato
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Uma observacao importante é que em muitas situagoes, o método escolhido para
resolver A, s, = bfl resulta em outro processo iterativo. Caso escolhermos, por exemplo, o
método de Tikhonov-Iterado ou o método do gradiente, para cada passo x, sera preciso

construir outra sequéncia (S, x)ren @ fim de determinar a solugao s, desejada.

Nessas situagoes, dizemos que a sequéncia (,),en definida pelo Método de Newton-
Inexato ¢é a iteragao externa do método. Para cada n dessa iteracao externa, gera-se

uma sequéncia (S, x)ken @ partir de um s, o, nesse caso chamada iteracao interna.

Um caso particular desse tipo de método é o chamado RFEGularization based on
INexact Newton method * (REGINN) (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023).
O método segue um procedimento geral, podendo ser utilizadas algumas variagoes para
gerar a sequéncia da iteragao interna. Nesse método, utiliza-se um critério de parada
préprio para a iteracdo interna. Inicia-se estabelecendo uma sequéncia (fi,)neny C (0, 1),
chamada sequéncia de tolerancias. O critério de parada consiste em retornar como solucao

Sp, O primeiro termo s, que satisfaca
[Ansni — 0]l < a1 (3.2.4)
non,k n Hnl|lOn]]- c L.
Em outros termos, para cada n define-se s,, = s, ,, definindo o indice k,, como

ke = 1inf{k € N: || Apspi — 00| < a2} (3.2.5)

Perceba que o critério de parada em questao é dado em termos do residuo atual
da iteracdo externa, visto que ||b%|| = || F(z,) — 3°||, estabelecendo ainda um certo coe-
ficiente de tolerancia pu, que reduza esse limitante. A ideia é que nos primeiros passos
a aproximacao s, possa ser um pouco mais imprecisa, mas a medida que é diminuida a
norma do residuo ||F(z,) —4°||, os residuos do sistema linearizado devem ser igualmente
reduzidos. Isto é, conforme se aumente a precisao na iteracao externa, a iteragao interna

deve ter solugoes igualmente mais precisas.

Nessas condigoes, o método REGINN segue com o procedimento descrito no Al-
goritmo 2. No caso dos métodos explorados, ira se alterar apenas o procedimento utilizado
para determinar s, ;41 a partir de s, ;. Além disso, é dada a escolha particular de ponto

inicial s, =0 € X.

L' Em traducéo livre: “método de regularizacio baseado em Newton-Inexato”.
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Entrada: F:D(F)C X =Y, y° €Y, 20 €DF), 7> 1,6 >0, (fin)nen C (0,1)
1n<+0

2 enquanto ||F(z,) —¢°| > 76 faga

3 | Defina A, = F'(z,) e V) = ¢° — F(x,)

4 Estabeleca s, 9 =0

5 k<0

6 | enquanto |[A,s,x — 0| > p.||b)] faga
7 Calcule s, ;11

8 k<« k+1

9 fim
10 Defina x,, 1 = x,, + s,
11 n<n+1

12 fim
Algoritmo 2: Método REGINN

Nas proximas secoes, veremos algumas variagoes dos métodos de Newton-Inexato,
que serao utilizadas posteriormente nos experimentos numéricos, sendo elas: Newton-

Inexato com Tikhonov, REGINN com Tikhonov-Iterado e REGINN com método do gra-

diente.

3.2.2 Newton-Inexato com Tikhonov (Levenberg-Marquardt)

O método baseado em Newton-Inexato que utiliza o método de Tikhonov Classico
para resolver o problema linear A,s, = bi corresponde a um método conhecido como
Levenberg-Marquardt. Esse é um método originalmente construido para estimar parametros
do problema de quadrados minimos, identificado posteriormente como método de regula-
rizagao, podendo-se observar que se trata de um método de Newton-Inexato com uso de
Tikhonov na solugao do sistema auxiliar (RIEDER, 1999).

Relembrando, estamos interessados no problema F(z) = y dado y° € Y tal
que ||y — 3°|| < 6, onde & > 0. Nesse método, iniciamos considerando a sequéncia
(x,) do método de Newton-Inexato, onde a cada iterado z, definimos A, = F'(x,) e

v) =15° — F(x,), conforme a Definicdo 3.2.1.

Usamos o método descrito na Secao 2.1.1, considerando agora o problema inverso
dado por A,s,, = bfL. Dado um parametro «,, a solugao aproximada s, obtida pelo método
de Tikhonov ¢ dada por

1 1
s, = argmin T, (s) = argmin = || A,s — 0% ||* + au,= |5 (3.2.6)
seX seX 2 2

Ou seja, para cada n—ésimo passo, escolhendo um parametro de regularizacao «, €

R, devemos obter um minimizador para 7, , o qual serd utilizado como solucao s,.

Assim, definimos x,.1 = x, + S,, repetindo o procedimento até atingir o principio da
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discrepancia (3.2.2). Ao ter que escolher um parametro «,, a cada iteragao, acabamos por
definir uma sequéncia («,) C Ry de parametros de regularizagao, cuja escolha pode ser

feita tanto a priori como a posteriori (MARGOTTI; HAFEMANN; SANTANA, 2023).

Conforme observagao na Secao 2.1.1, obter o minimizador s,, da Equacao (3.2.6)

equivale a resolver o sistema
(Ar A, + a,l)s, = A%,

Sendo (A}, A, + ., ) inversivel, como comentado nessa mesma observagao, podemos obter

s, explicitamente na forma:

Sn = (A% Ay + )" (AZDD). (3.2.7)

A partir da descricao realizada e as observacgoes acima, o método Levenberg-
Marquardt com o critério de parada do Principio da Discrepancia pode ser resumido

através do Algoritmo 3.

Entrada: F:D(F)C X =Y, €Y, 20 € D(F), 7>1,6>0
1 n<+0
2 enquanto ||F(z,) —3°| > 76 faga
3 | Defina A, = F'(z,) e V) =¢° — F(x,)
4 Determine s,, = (A% A, + a, 1) (AZD)
5 Defina x, 1 = x, + s,

6 n<n+1

7 fim
Algoritmo 3: Método de Levenberg-Marquardt
Sob condigoes apropriadas para F' e uma escolha adequada de «,, conforme de-
talha Rieder (1999), o método de Levenberg-Marquardt consiste em um método de regu-

larizacao.

3.2.3 REGINN Tikhonov-Iterado

Uma das escolhas possiveis para a iteracao interna do algoritmo REGINN ¢é o
uso do método de regularizagao de Tikhonov-Iterado, o qual foi abordado na Secao 2.1.2.
Nesse método, usamos uma variacao do método de Tikhonov com um processo iterativo,
gerando uma sequéncia (s, ;)r para obter uma solu¢ao aproximada da equagdo lineari-
zada. Considerando o problema inverso A, s, = bi com o Tikhonov-Iterado, utilizamos a
sequéncia detalhada na Definigao 2.1.3, gerando nesse caso uma sequéncia diferente para

cada n—ésimo passo da iteracao externa do REGINN.

A cada passo n da iteragao externa, estabelecemos uma sequéncia (o, x)r C Ry

de parametros de regularizacao e o passo inicial s,, o = 0. Dados o operador A,, e o residuo
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bi, a cada passo k definimos o operador T}, : X — R dado por
Tii(s) = [|4ns = o l1? + cngells — snll®.
O préximo termo s, 41 € obtido iterativamente por

Spk+1 = argmin Ti(s).
seX

Isto é, queremos que S, 1 seja tal que Ti(Spxt1) < Tk(s) para todo s € X. Assim,
gera-se uma sequéncia (s, ), na qual o processo ¢ repetido para cada iterado seguinte,
até atingir o critério de parada (3.2.4), dada (p,) C (0,1) uma sequéncia de tolerancias
pré-estabelecida. Ao atingir o indice k, que atende esse critério, definimos s,, = s, €
estabelecemos z,,1 = =, + s,. A sequéncia prossegue para o iterado x,.1, parando no

primeiro termo que atender o critério da discrepancia (2.2.3).

Nota-se que com as mesmas observagoes feitas na Segao 2.1.2, tem-se que Ty(s)
admite um minimizador global a cada iteracao, estando a sequéncia bem definida. Além
disso, a partir da observacao na Equacao 2.1.7, vé-se que S, 41 € S, Seguem a seguinte
relagao:

(A:;An + an,k[)sn,kJrl = Azya + O kS k-

Sabendo ainda que (A} A, + a, ) ¢ inversivel, podemos ter s, 11 explicitamente dado
por
Snk+1 = (A;An + an,kl>_1(A;kLy6 + an,ksn,k)-

Com isso, adaptando o Algoritmo 2, podemos resumir o método REGINN com
iteracao interna de Tikhonov-Iterado através do Algoritmo 4. Note que o procedimento,
se alterando essencialmente na escolha dos parametros a,j; e com o calculo do s, ;41

seguindo a observacao feita acima.

Entrada: F:D(F)C X =Y, y’ €Y, 20 €D(F), 7> 1,6 >0, (ftn)nen C (0,1)
1n<+20

2 enquanto ||F(z,) — y°|| > 76 faga
3 | Defina A, = F'(2,) e b’ = ¢° — F(x,)
4 Estabeleca s, =0 € X e escolha (o, ;)ren C Ry.
5 k<0
6 | enquanto |[A,s,x — 0| > p.||b)] faga
7 Spit1 = (AL A, + an,k[)_l(A;‘;y‘s + QU kSn k)
8 k< k+1
9 fim
10 Defina x, 1 = x, + s,
11 n<n+1
12 fim

Algoritmo 4: Método REGINN com iteracao interna Tikhonov-Iterado.
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A escolha da sequéncia (a,, ) pode ser tanto a priori como a posteriori. As
escolhas mais costumeiras sao a sequéncia constante o, = «, para um determinado

a > 0, e a sequencia oy, = ocngoqk dados a0 >0e0<qg<1.

Uma analise similar a apresentada na Segao 2.1.2 pode ser feita para mostrar
a convergencia do método. Note, porém, que aqui, o que desejamos aproximar ¢ uma
direcdo e, tal que x, + e, = z'. ou seja, e, = &' — z,. Com isso, podemos fazer uma

analise quanto ao erro na iteragao interna dado por

”Sn,k — enll.

que representa o quao distante o iterado atual estd da direcao “ideal”, que leva o x,, direto

a solucao .

Pode-se provar de forma similar ao desenvolvido na se¢ao referida que o erro

|snix — en|| obtido é mondtono, isto é, que

llSns+1 — enll < ||Snk — enll, Vk < kn € N. (3.2.8)

A partir disso, conseguimos obter ainda a monotonia do erro na iteracao externa.

Isso pode-se obter notando que, dado s, o =0 e s, = 5,1, , temos

Topr — 21 = (20 + Spp,) — 20 = Spp, — (27 — ) = Spp, — €n,

Ty — 21 =@y + sp0 — 2 = 500 — (37 — 2,) = 500 — €n.

Assim, visto por (3.2.8) que ||snk, — €nll < lISnkn—1 — €nl| <+ < |[Sno — €nl|, temos
|1 = 2T = lIsnk, = enll < lIsno = eall = llon — ]I

Ou seja, ||,41 — 21| < ||#, — 2|, mostrando que o erro também é monétono na iteracao

externa.

Note que nesse caso, usamos como referéncia o indice k,, para atualizar s,,, dado
pelo critério de parada (3.2.4). Porém, em muitas situagoes podemos querer parar antes a
iteracao, em especial para evitar esforco computacional excessivo. A partir da monotonia
sinalizada em (3.2.8), se pararmos em qualquer indice k anterior a k,, a monotonia da

iteracao externa ainda se mantém.

Observacao 3.2.1. Com essa observacao de poder estabelecer uma parada antecipada,
algo que podemos notar é que o REGINN com iteracao interna Tikhonov-Iterado limitado
a apenas uma iteracao, s, = s, 1, corresponde a uma variacao do método Levenberg-
Marquardt. Isso pode ser visto dado que, sendo s,o = 0, o funcional T obtido é da
forma

1 Oén70 1 Oén’o
To(s) = §||An8 —0*+ THS — S0l = §||An8 —0I°+ THSHQ,



Capitulo 3. Meétodos de reqularizagdo para problemas inversos ndo lineares 67

sendo exatamente o funcional dado em (3.2.6) com «,, = oy, o. Assim, limitando a apenas
k =1 passo, temos

Sp = Spa = argminT,, (s)
seX

€ Tpi1 = Tp+ Sp, sendo o mesmo procedimento do Levenberg-Marquardt. Disso, observa-

se entao a monotonia do erro na iteragao também no método citado. [ |

Mais do que a monotonia do erro, podemos estender a andlise para mostrar
a parada do algoritmo, bem como sua propriedade de regularizagao. Para isso, ha uma
condigao importante para tal, chamada Condi¢ao do Cone Tangencial (CCT), apresentada,

no Capitulo 1.

Na segao seguinte, a respeito do método REGINN com iteragao interna do Gradi-
ente, discutiremos alguns detalhes particulares que aparecem na analise de convergéncia
do método. Algumas das estratégias e andlises utilizadas podem ser feitas de maneira
similar no método de Tikhonov-Iterado, bem como para outras iteracoes internas do al-
goritmo REGINN.

3.2.4 REGINN Gradiente

Outra opgao para a iteracao interna no método REGINN é o método do gradiente,
tratado anteriormente na Secao 2.2. Nele, construimos um processo iterativo que busca
minimizar a norma do residuo a cada iteragao, utilizando um método de otimizacao do

gradiente.

Dado o problema inverso F(z) = y conhecendo 3° vetor com ruido, geramos uma
sequéncia x, seguindo o processo do Método de Newton-Inexato: a cada passo definimos
A, = F'(z,) e b = y° — F(x,) e queremos resolver o problema linearizado dado por

Aps, = bi, processo que faremos utilizando o método de regularizacao do Gradiente.

Assim como apresentado anteriormente, o método se baseard em buscar um vetor
5, que minimize a norma do residuo agora dado por ||A,s, —b’ ||, considerando o problema

inverso A,s, = bg. Isso se traduz em minimizar o funcional G,, : X — R dado por
1 5
Gn(s) = 51 4us — B3P

Note que a cada passo da iteracdo externa, definimos um A, e um bfl diferentes, conse-
quentemente um G, préprio daquele passo da iteracao. Ou seja, queremos minimizar um

funcional GG,, distinto para cada n—ésimo passo.

A estratégia utilizada nesse caso consiste em gerar uma sequéncia que a cada
passo S, “ande” na direcdo do gradiente VG, (s, k), a qual fornece um decrescimento
para G,,. Dado um s € X qualquer pode-se mostrar que o gradiente de (z,, nesse ponto é
dado por

VG, (s) = A%(A,s — B°). (3.2.9)
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Mais detalhes a respeito do gradiente e sua contextualizacao sao abordados na Secao 2.2.1.

Em outras palavras, para cada z,, da iteracao externa, partimos do ponto inicial

sno =0 € X e definimos a sequéncia (s, k) C X, na qual é seguida a recorréncia

Snk+1 = Snk — An,kVGn(sn,k> (3210)
= Snk — /\n,kAZ(AnSn,k - bi)a (3.2.11)

dada uma sequéncia de tamanhos de passo (A, x)r C Ry, similar ao procedimento apre-

sentado na Definicao 2.2.3.

A sequéncia é repetida até se cumprir o critério de parada (3.2.4) definindo como
solucao s, o primeiro termo s, a atingir esse critério. Com isso, definimos z,4+; =
Tn+ Sy, repetindo o procedimento para x,1, € assim sucessivamente até que o critério da
discrepancia (2.2.3) seja atingido. O procedimento descrito pode ser resumido através do
Algoritmo 5. Trata-se de uma adaptacao do Algoritmo 2, acrescentando essencialmente

a escolha dos coeficientes ), ; e a determinacao do passo s, j+1.

Entrada: F:D(F)C X =Y, y° €Y, 20 €D(F), 7> 1,6 >0, (fin)nen C (0,1)
1n<+0

N

enquanto || F(z,) —y°|| > 76 faga
3 | Defina A, = F'(z,) e b =¢° — F(x,)
4 Estabeleca s, € X e .

5 k<« 0

6 | enquanto |[A,s,x — 0| > .||l faga
7 Escolha A, € RY

8 Sngt1 = Sngk — kA (ApSnx — bfl)

9 k< k+1
10 fim
11 Tpt1l = Tn + Sn

12 n+<n+1

13 fim
Algoritmo 5: Método REGINN com método do gradiente para Iteracao Interna.

Diferentes escolhas dos A, podem ser realizadas, inclusive as variagoes apre-
sentadas na Definicao 2.2.4. De todo modo, algumas restricoes particulares devem ser
estabelecidas para garantir o bom funcionamento, as quais devem levar em conta agora

as caracteristicas do operador F' nao linear.

Seguindo uma analise similar a desenvolvida na Segao 2.2, pode-se mostrar a mo-
notonia do erro da iteracao interna, consequentemente garantindo da iteracao externa. A
seguir, da-se uma ideia de como essa andlise pode ser feita considerando as particularida-

des advindas da néo linearidade de F'.

No caso, fixado um passo n € N e gerando a sequéncia (S, x)ren, €stamos inte-
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ressados em determinar a direcéo e, = z' — x,,, onde z' é a solucdo de norma minima
procurada. Assim, queremos em especial provar a monotonia do erro na iteracao interna,
que consiste em

Hsn,k+1 - €nH < HSnJg - €nH,Vk < ky,.

Utilizando a identidade (2.2.5), agora com a itera¢do (s,x), temos inicialmente

uma estimativa para o ganho da iteragao na forma

||Sn,k+1 - en||2 - ||Sn,k - en||2 - ||Sn,k+l - Sn,k 2 + 2<Sn,k+1 — Sn,kySn,k — en> (3212>

< Ai,kHAZ(AnSn,k - bfz)”2 + )‘mk“AnSnJe - bfLH(HAnen - bi” — [[Ansnr — bfz”) (3.2.13)

Perceba aqui a presenca do termo ||Ane, — b2, o qual depende da solucdo do
problema inverso, portanto, deve ser estimado. Lembrando que A, = F'(x,,), ¢, = 2" — 2,

e b =y’ — F(x,), obtemos

lAnen = 05ll = [ F'(za) (2" — 20) = 001l = | F' () (& — 20) + F(20) =3/
= [[F (@) (@’ = @0) + F2) = F(a") + F(a") = |
< F' (@) (@' = 20) + Fan) = F(a)] + [|F (') — ol

Notando que F(z') = y, temos no segundo termo ||F(z") —3°|| < 8, nos permitindo fazer
essa estimativa. J& no termo || F'(x,)(z" — 2,) + F(x,) — F(2")|, podemos notar que se
trata do erro da aproximacao linear de F em torno de x, no ponto z'. Apesar de saber
que a derivada fornece uma boa aproximacgao para pontos préximos de x,, a principio
nao conhecemos um limitante para essa aproximacao, nao nos permitindo realizar uma

estimativa dessa maneira.

Todavia, se F' atende a Condigao do Cone Tangencial (CCT), apresentada na
Definigao 1.3.3, podemos obter uma estimativa satisfatéria. Lembrando, a condi¢ao ex-
pressa que dados =,y € D(F') numa vizinhanga de um zg, existe uma constante 0 < n < 1

tal que
[1F'(z)(y — @) + F(z) = F(y)ll < nl[F(y) — F(z)|.

Com isso, se F' atende & CCT para uma vizinhanca que contém z,, ¢ z', entdo:

[Anen — 0| < || F'(20) (2" — 2) + F(2n) = F(2h)|| + | F (") — ).
< || F(xn) — F(zh)| 46
<n(|F(2n) = ol + ly* = F(zN)]) + 6
= 1[|B3,[| +nd + 4.

Ou seja,

[ Anen = Ooll < nllop | + 6(1+ 1) = funinnl107 ],
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definindo

1+n
,umin,n = —5 + 77
165,

Se supormos ainda que a iteracao k nao atingiu o critério de parada dado em
(3.2.4), obtemos:

1
ool < M_”Ansn,k ~ 0.

n

Logo,

[Anen = Bl < piminn |05 < 222 )| A, — 2.

n

Usando agora essas informagoes em (3.2.12), dado que podemos obter fimin, < 1
e estabelecendo a restrigdo p, € (fminn, 1) para cada n € N, pode-se chegar em uma
estimativa para o ganho apenas em termos do residuo e das constantes envolvidas. Assim,
com um processo analogo ao desenvolvido no caso linear conseguimos estabelecer um
limitante para A, ; a fim de garantir a monotonia do erro. Em particular, se a constante

o : A 1+
do principio da discrepancia for tal que 7 > 1—?7, tendo
—-n

Hmin,n ”Ansnk B bg||2
Ap <2(1-— : ’ Vk < k
m ( [in ) |45 (Ansni — 03)]2 "
garante-se que [[super — enl’ = uk — eall < 0, ou seja, [snenr — eall < s — eall,

como desejado. Com o mesmo raciocinio aplicado na segao anterior com o método de
Tikhonov-Iterado, conseguimos ainda observar a monotonia do erro na iteracao externa,

visto que
|1 =2l = 500, = €nll < 500 = eall = 2 — 2", Y0 < n5.

Observagao 3.2.2. Assim como no REGINN com uso do Tikhonov-Iterado, devido a
monotonia do erro na itera¢do podemos parar (s,j;) em um termo de indice anterior a
k., garantindo ainda um erro inferior na iteracao seguinte. Isso nos permite evitar um

nimero excessivo de iteracoes internas.

No caso do REGINN com Método Gradiente, se pararmos no primeiro passo,
estabelecendo indice de parada k, = 1, o método corresponde ao método do gradiente

nao linear. Note que, estabelecendo s, =0 e s,, = 5,1, temos
Sn,1 = _/\n,OA:L<_b2) = _)‘n,OF/(xn)*(F(xn) - y(;)'
Logo,
Tp4+1 = Tp + Sy, =Ty — /\n,OF/<In)*(F<xn) - 96)7

sendo justamente a iteracao do Método Gradiente nao linear, discutido anteriormente.
Isso nos mostra que com as condigoes apresentadas para os parametros A, o, conseguimos

garantir ao menos a monotonia nesse método. |
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Para além da monotonia do erro, pode-se provar ainda a parada das duas iteragoes,
interna e externa, dada uma sequéncia apropriada de A, em cada iteracao interna. Isto
é, para cada n < n; existe um k,, tal que || A, s, — 02| < a]|0°||. Além disso, existe um

indice ns tal que o principio da discrepancia || F(z,) — y°|| < 76 é atingido.

Pode-se mostrar ainda que no caso sem ruido, com § = 0, a sequéncia x, da
iteragao externa converge para uma solu¢do do problema inverso F(z) = y. Ou seja,
existe £ € X tal que

r, = TeF(T)=uy.

Em geral, no caso nao linear nao ¢ possivel garantir a convergéncia para a solucao de norma
minima ', apenas em casos especificos com condicoes mais restritas (MARGOTTI, 2015).
De todo modo, com essa convergéncia, aliado a garantia de parada das duas iteracoes,
pode-se provar a propriedade de regularizacao do método. Ou seja, temos que
limz,, = zf
d—0 e ’
dadas escolhas de parametros apropriados.

Note que, novamente, nao explicitamos os operadores de reconstrugao envolvidos.
Todavia, as mesmas observacoes feitas ao final das Secoes 2.1.2 e 2.2 podem ser feitas nesse
caso, para concordar com a definicao de métodos de regularizacao apresentados, onde o

indice de parada ngs corresponde ao parametro de regularizagao empregado.

Ao longo desse capitulo, tratamos de alguns métodos de regularizacao utilizados
em problemas inversos nao lineares. Buscamos apenas trazer uma ideia inicial de como
analisar a regularizacao desses métodos, com um detalhamento maior para o REGINN com
iteragao interna do método do gradiente. O caso nao linear traz muitas particularidades
e necessita de alguns resultados mais especificos, tornando sua andlise um pouco mais
detalhada, nao sendo foco deste trabalho. Mais detalhes dos métodos abordados podem
ser vistos em trabalhos como Margotti (2015) e Rieder (1999).

No Capitulo 5, exploraremos alguns dos métodos abordados através de expe-
rimentos numéricos, buscando observar as caracteristicas listadas, em particular a con-
vergéncia no caso sem ruido, a monotonia do residuo e do erro nas iteragoes, bem como
a obtencao de aproximacoes satisfatorias. Para tanto, exploraremos no Capitulo seguinte

o problema inverso foco desse trabalho: a Tomografia por Impedancia Elétrica.
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4 Tomografia por Impedancia Elétrica

A Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE)', tal como explicam Somersalo,
Cheney e Isaacson (1992), Cheney, Isaacson e Newell (1999) e Borcea (2002), consiste no
seguinte problema: algumas correntes elétricas sao aplicadas na superficie de um corpo, e,
a partir dos potenciais elétricos resultantes medidos em sua superficie, tenta-se reconstruir

uma imagem de seu interior, com base em sua impedancia ou condutividade elétrica.

Esse problema possui uma grande variedade de aplicacoes, que vao desde exame
médico de imagem, andlise de fluido multifasico, localizacao de minérios e materiais no
interior da Terra, controle de processos industriais, entre muitas outras (CHENEY; ISA-
ACSON; NEWELL, 1999). Devido a sua relevancia, é um tema de grande interesse,
amplamente estudado ha algumas décadas, com diversos estudos buscando modelagens e

solugoes para o problema.

As principais descri¢oes para a TIE na literatura trazem sua modelagem como um
problema inverso. Dentre os principais modelos matematicos que tentam descrever o pro-
blema da Tomografia Elétrica, neste trabalho focaremos nos chamados Modelo Continuo
e Modelo Completo de Eletrodos. Nao sera nosso objetivo entrar nos detalhes formais
da formulagao matematica envolvida, apresentando-a apenas de forma intuitiva. Nas se-
guintes secoes, trazemos uma descricao de cada modelo, buscando descrever brevemente
a interpretacao fisica em torno dos conceitos abordados, relacionando com a formulagao
matematica, descrevendo desde a boa definicao do problema direto até a formulacao do

problema inverso em si.

4.1 Modelo Continuo

Nesta secao, descrevemos o chamado Modelo Continuo, o qual consiste no pri-
meiro modelo proposto para a Tomografia por Impedancia Elétrica. Foi trazido inici-
almente pelo matematico Alberto Calderén em 1980, num artigo denominado “On an
inverse boundary problem” * (CALDEROGN, 2006). Trazemos a seguir uma descricao do

modelo, junto a uma breve descricao e interpretagoes dos conceitos fisicos envolvidos.

4.1.1 Hipdteses do Modelo Continuo

No contexto deste trabalho, consideramos o caso da Tomografia respectiva a

uma secao transversal do corpo, uma “fatia horizontal”, destacando, entretanto, que o

Em inglés, Electrical Impedance Tomography (EIT).

2 “Sobre um problema inverso de fronteira” (Tradugio Livre)
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problema pode ser aplicado também para o caso tridimensional. Assim, consideramos
o domifnio como um conjunto  C R? aberto conexo e com fronteira do tipo Lipschitz,

tendo uma superficie consistindo na fronteira 0f2.

Como descrevem Halliday, Walker e Resnick (2016), correntes elétricas consistem
essencialmente no fluxo de cargas elétricas, particulas, atravessando um meio. Ocorre
que cada corpo, dependendo dos materiais que o compoem, tem uma propensao a per-
mitir mais ou menos essa passagem de cargas, afetando como elas o atravessam. Uma
das medidas para essa caracteristica é a chamada condutividade elétrica, grandeza que
indica o quanto um material é suscetivel a conducao de eletricidade. Como cada material
possui uma condutividade propria, dado um corpo €2 heterogéneo composto de diferentes
materiais, podemos modeld-la como uma funcao v : 2 — R, indicando a condutividade

em cada ponto.

Ao ter um corpo eletricamente carregado, temos outras duas medidas importan-
tes: a corrente elétrica g, que consiste na taxa de cargas que atravessam cada ponto, e o
potencial elétrico u, que consiste na energia potencial referente a uma certa quantidade
de carga em um dado ponto em relagao a um referencial. Podemos modelar o potencial
como uma funcao u : 2 — R, representando o potencial elétrico em cada ponto de €2, e
a corrente elétrica, uma funcao ¢ : 02 — R restrita a superficie, sendo ela o dominio de

interesse para tal grandeza nesse modelo.

O Modelo Continuo é composto basicamente de duas equagoes-base. A primeira,
conforme mostra Borcea (2002), pode ser obtida a partir das leis do eletromagnetismo.

Ela estabelece que:

V- (y(z)Vu(z)) =0, = € Q. (4.1.1)

O termo —v(x)Vu(x) é conhecido como fluxo elétrico no ponto z, indicando a
direcao e a densidade de cargas passando nesse ponto. A Equagao (4.1.1) informa que o
fluxo elétrico nao é gerado nem se perde ao longo do corpo, indicando que o balanco do

fluxo de cargas é nulo.

Outra das equagoes do Modelo Continuo estabelece que a corrente g em cada
ponto da superficie corresponde ao fluxo normal da corrente elétrica (o quanto de corrente

estd atravessando para fora do corpo) dando a relagao:

7(m)g—:;(x) = g(x), © € 09, (4.1.2)

onde 7 : 9Q — R? é o campo vetorial normal unitdrio externo a 2, que representa o vetor

normal 7(z) a cada ponto x € 05.



Capitulo 4. Tomografia por Impedancia Elétrica 74

4.1.2 Formulacao do problema direto

Nossa ideia, até o final dessa secao, é descrever o problema inverso da TIE.
Porém, antes disso, precisamos compreender se a associacao entre correntes e os potenciais
medidos estd bem definida. Isto é, dada uma certa corrente aplicada sobre um corpo com

determinada condutividade, existe um tnico potencial resultante?

Juntando as Equagoes (4.1.1) e (4.1.2), temos a formulagdo do problema direto
a partir do Modelo Continuo da Tomografia por Impedancia Elétrica, que consiste em:
aplicando uma corrente elétrica g : 92 — R em um determinado corpo de condutividade

~v: € — R, obter o potencial elétrico gerado u : {2 — R satisfazendo

V- (y(z)Vu(z)) =0, x € Q
ou (4.1.3)
V(@) o-(2) = g(x), = € 0.

Aqui supoe-se que g é inteiramente conhecida ao longo da superficie, sendo ca-
racteristica principal do Modelo Continuo. Nesse contexto, outra condicao obtida pelo

principio da conservacao de carga ¢ dada por:

/mgds =0, (4.1.4)

condi¢ao conhecida como Principio da Conservagao de Energia.

Conforme descrito em (SANTANA, 2022), para dadas g e v, uma solucao u de

(4.1.3) serd também uma solucao u para a equacao

// Vou(z)dz = / gvds, para toda v suave t.q./ vds =0, (4.1.5)
1) o0

com u e v nos espacos de fungoes apropriados, chamada formulacao fraca do problema.
Apesar desta equacao admitir solugdes que nao sdo suportadas no modelo (4.1.3), para
funcgoes regulares o suficiente, os dois problemas se tornam equivalentes. Além disso, como
explica Santana (2022), para g, nos conjuntos de fungoes adequados, a Equagao (4.1.5)
admite solugao tnica. Desse modo, temos a garantia que dadas certas correntes aplicadas

num corpo de condutividade fixada, ha um tnico potencial elétrico associado.

Para fins do problema da TIE, temos conhecimento apenas do potencial u} .

restrito a superficie, o qual denotamos por f = Uma observagao é que o conjunto

“|aQ‘
¢é aberto, e essa restricao a fronteira deve ser entendida no sentido do operador do traco

(SANTANA, 2022).

Em especial, pela discussao no paragrafo anterior, para cada corrente g aplicada

num corpo de condutividade v, teremos um tunico potencial sobre a fronteira f = u} 00
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associado. Podemos traduzir isso, definindo para cada v fixa o operador A, chamado

¥
operador Neumann para Dirichlet (NtD), que associa cada corrente elétrica g ao poten-

cial sobre a superficie f = A,g correspondente, o qual prova-se ser um operador linear,
limitado, auto-adjunto e inversivel (MARGOTTI, 2015).

Desse modo, Margotti (2015) descreve que é possivel definir um operador F' que
associa cada v a um operador NtD A, = F(7y) correspondente, o qual prova-se ainda ser
injetivo e diferencidvel. Ou seja, cada condutividade define um comportamento especifico
na associacao de correntes e potenciais. Define-se, portanto, o problema direto do Modelo
Continuo como sendo o processo de obter o operador A, a partir da condutividade =y

conhecida. Isto é, queremos calcular

F(y)=A (4.1.6)

v

dado v : 2 — R. No caso, F' é o Operador Direto do problema da TIE. A seguir, veremos

entao como formular o problema inverso.

4.1.3 Formulacao do problema inverso

A partir da discussao feita acima, o problema inverso da TIE pode ser interpretado
como recuperar y dado o conhecimento do Operador NtD A.,. Isto é, queremos determinar
~ tal que

F(v)=A,.

A questao que se apresenta ¢: como exatamente conhecer A,? Uma das desvantagens do
Modelo Continuo é justamente que, por trabalhar com g e f sendo fungoes em espagos
de dimensao infinita, nao ¢ possivel obter de forma exata o operador A, a partir dos

potenciais f medidos.

Apesar de sabermos calcular A, g conhecendo 7 e g, que consiste basicamente em
obter f = u‘ 50y 180 podemos garantir que uma determinada 7 € a tnica responséavel por
gerar um certo nimero finito de potenciais f a partir de um nimero finito de correntes g.
Ainda assim, pode-se tentar uma aproximacao para esse operador, aplicando uma série
de correntes distintas g1, g, - . ., gn, Obtendo os potenciais correspondentes fi, fo, ..., [y,

conforme descrito por Margotti (2015).

O Modelo Continuo possui sua importancia tedrica, principalmente por ter sido o
primeiro modelo proposto para o problema e serve como boa base para compreensao das
hipéteses envolvidas. Entretanto, ele possui suas desvantagens. Uma delas, ja comentada,
¢ a dificuldade em determinar o operador A,. Além disso, em situacoes praticas nao se
tem um conhecimento preciso das funcoes g e f que definem respectivamente a corrente
e o potencial ao longo da superficie. Normalmente, os aparelhos usados para aplicacao

e medicao de correntes nao fornecem informacao de cada ponto especifico, mas sim de
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uma certa regiao onde estao instalados. Ainda que se possa contornar essas situagoes
usando técnicas para discretizacao e aproximagao das funcgoes, as reconstrucoes obtidas
acabam sendo mais imprecisas e tendo maior grau de erro (SOMERSALO; CHENEY;
ISAACSON;, 1992).

Desse modo, diferentes modelos foram sendo elaborados, refinando as hipoteses
disponiveis a partir dos aspectos praticos que se apresentam na configuracao da TIE. Na
secao a seguir, descrevemos alguns desses modelos, em especial um que retine boa parte

das caracteristicas dos demais: o chamado Modelo Completo de Eletrodos.

4.2 Modelo Completo de Eletrodos

Nesta secao, descrevemos o Modelo Completo de Eletrodos, que retine hipoteses
e formulagoes de outros modelos como o Gap Model e o Shunt Model, os quais também
serao descritos brevemente. Esses modelos surgem como complementos para o Modelo
Continuo descrito na secao anterior, trazendo mais hipéteses a partir de mais conceitos
do eletromagnetismo e das situacoes observadas em testes com a TIE, buscando tornar o
modelo mais preciso. Novamente, trazemos uma descricao das formulagoes matematicas

e interpretacoes fisicas respectivas para cada hipdtese dos modelos abordados.

4.2.1 Hipéteses do Modelo Completo de Eletrodos

Para a descricao dos modelos desta secao, utilizamos principalmente as hipoteses
e modelagens descritas por Somersalo, Cheney e Isaacson (1992), bem como por Borcea
(2002). Novamente consideramos o corpo como um dominio  C R? aberto simplesmente
conexo e fronteira Lipschitz, com uma superficie consistindo na fronteira 9€2, munido de

uma condutividade v : Q — R, conforme descrito na secao anterior.

Além disso, passamos a considerar agora a existéncia dos eletrodos, componentes
em contato com o corpo responsaveis pela aplicacao das correntes elétricas e realizacao
das medigoes necessarias. Supoe-se que os eletrodos estao dispostos ao longo da superficie,
disjuntos entre si. Com isso, consideramos um numero de L eletrodos eq,..., e, C 02
como subconjuntos da superficie, tendo a hip6tese que ;Ne; = 0, para todo 1 <i,57 < L

e i # j, tendo ainda cada e; conexo e com medida positiva |e;| > 0.

Continuamos tendo como hipdtese a Equagao (4.1.1), que se trata essencialmente
da equacao diferencial parcial que descreve o problema em todos os modelos. Dada agora
a presenca dos eletrodos, temos a hipétese de que fora dos eletrodos nao ha corrente na
superficie. Além disso, inicialmente pode-se dar a hipdtese de que cada eletrodo e; tem

uma corrente constante I; € R aplicada. Assim, valendo ainda que

g(x) = 7(33)2—:;(%) =7(@)(Vu(z) - n(z))
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temos ¢ : 2 — R portanto dada por:

I;
, sex €e,Vie{l,...,L}
€3]
g(x) = L (4.2.1)
0, sexG@Q\Uej,

j=1
onde |e;| denota a drea ou comprimento do i-ésimo eletrodo. O modelo composto das
Equagoes (4.1.1),(4.1.2) e (4.2.1) é chamado de Gap Model, justamente por considerar a

auséncia de corrente nos vaos, em inglés “gaps”, entre eletrodos.

Ocorre que o Gap Model também apresenta certa imprecisao, devido principal-
mente a hip6tese dos eletrodos terem corrente constante (SOMERSALO; CHENEY; ISA-
ACSON, 1992), ainda distanciando as reconstrugoes obtidas das solugoes reais buscadas.
Com isso, a hipotese é alterada, considerando que sobre cada eletrodo e; se conhece apenas
uma corrente média I; € R correspondendo a integral do fluxo elétrico sobre o eletrodo.

Isso se traduz na equacgao:

/gds —LVie{l,... L} (4.2.2)

€
Todavia, ainda se mantém a hipdtese de que a corrente elétrica é nula nas parcelas da

superficie fora dos eletrodos, ou seja, que:

L
g(x) =0,V € 00\ U e;. (4.2.3)

j=1
Considerando a presenca dos eletrodos, podem ser adicionadas ainda algumas
hipdteses relacionadas ao potencial elétrico. Dada a distribuicao de potencial gerada
sobre o corpo, também modelada como uma funcao u : {2 — R, teremos em cada eletrodo
e; um potencial u}ez(x) Com a hipdtese que os eletrodos sao condutores perfeitos, para

cada i € {1,..., L} vale a relacao

u

(7)) =u; e R,Vx € e

Unindo a equagao acima com as Equagoes (4.1.1), (4.2.2) e (4.2.3) obtemos o cha-
mado Shunt Model, recebendo esse nome por considerar o efeito conhecido como “shun-
ting”, causado pelos eletrodos na corrente elétrica (SOMERSALO; CHENEY; ISAAC-
SON, 1992).

H4 ainda um aperfeicoamento que pode ser feito nesse modelo. Geralmente na in-
terface entre a superficie do corpo e os eletrodos ocorre um fenomeno chamado impedancia
de contato, causado pela formagao de uma fina camada resistiva no contato do eletrodo

com o objeto, no qual had uma certa discrepancia entre o potencial elétrico no corpo e o
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medido nos eletrodos (SOMERSALO; CHENEY; ISAACSON, 1992). Essa discrepancia
¢é proporcional a corrente elétrica passando sobre o eletrodo. Com isso, denotando U; € R
o potencial medido em cada eletrodo e;, e denotando z; € R, a chamada impedancia de

contato no i-ésimo eletrodo respectivo, tal diferenca pode ser descrita pela equacao:

ul (x) + zig(x) = U;,Vo € e, Vi€ {1,...,L}. (4.2.4)

Em resumo, consideramos um corpo representado no dominio 2 C R? suficiente-
mente regular, com superficie descrita pela fronteira 0f2, onde sao atrelados L eletrodos
et,...,e C 0N, com1<i<j<L. Representamos a condutividade desse corpo como
uma distribuicao v : 2 — R. Em cada eletrodo e; é aplicada uma corrente elétrica
I; € R, resultando em uma distribuicao de potencial elétrico u : 2 — R, a qual medida
em cada eletrodo e; resulta num potencial aparente U; € R. Por fim, em cada eletrodo
e; existe uma impedancia de contato, a qual é representada por uma constante z; € Ry

correspondente.

Juntando as Equagoes (4.1.1), (4.2.2), (4.2.3) e (4.2.4), usando ainda que a cor-
rente elétrica g sobre a superficie segue a relacao dada pela Equagao (4.1.2), temos o

denominado Modelo Completo de Eletrodos, dado por:

(v (7(z)Vu(x)) =0, z € Q
/WVu-nds:Ii,Vi e{l,...,L}

€

L (4.2.5)
Y(x)Vu(z) -n(x) =0, z € 092\ U e;.

j=1

\u}ei(a:) + ziy(x)Vu(x) -n(x) = U;,Vi € {1,..., L},

Note que nao trabalhamos com uma tnica funcao g descrevendo a corrente, nem
uma tunica f descrevendo o potencial medido sobre a fronteira, mas sim com L correntes
I,...,I;, € Re L potenciais Uy,...,U; € R medidos sobre os eletrodos. Chamamos
cada conjunto de correntes aplicadas numa certa configuracao de padrao de correntes,
representando por um vetor I = (Iy,...,I;) € R*. Da mesma forma, cada conjunto

de potenciais medidos é chamado padrao de potenciais, representado por um vetor U =
(Ul,...,UL) e RE.

Ainda, pode-se obter conforme descrito por Borcea (2002) outras duas condigoes
estabelecidas a partir de propriedades do eletromagnetismo, consistindo essencialmente
nos principios de conservacao de carga e aterramento do potencial, representadas respec-

tivamente nas equacoes:



Capitulo 4. Tomografia por Impedancia Elétrica 79

L
> =0, (4.2.6)
j=1

U =0, (4.2.7)

tomando para a segunda equagao um potencial terra como referéncia para os potenciais

medidos.

4.2.2 Formulagao do problema direto

Assim como na segao anterior, antes de descrever o problema inverso neste mo-

delo, discutiremos se o problema direto estd bem definido. Isto é, se para um corpo com

condutividade v : Q2 — R fixada e aplicado um padrao de corrente I = (I, ..., 1), fixa-
das impedancias de contato z1, ...,z € R, sobre os eletrodos, existe um tnico potencial
u: 2 — R e padrao de potenciais medidos U = (Uy, ..., Uy) associados.

Conforme mostrado por Somersalo, Cheney e Isaacson (1992) e descrito em San-
tana (2022), o modelo com as restri¢oes apresentadas pode ser transformado na seguinte

equacao variacional, chamada formulacao fraca do problema:

z)Vu(z) - Vo(z)d —U)(v—=V)ds = LV, 4.2.8
// u(x v( :E+ZZZ/U 1)(v Sle ( )
dados v : Q@ = Re V = (Vi,...,V;) € R* quaisquer sendo v suficientemente suave e
L

S0

j=1

Somersalo, Cheney e Isaacson (1992) demonstram que tal formulacao é equiva-
lente ao Modelo Completo de Eletrodos, no sentido de que dado um par (u, U) que satisfaz
(4.2.5), entao para qualquer par (v, V') nos espagos apropriados, o par (u,U) é solugao

para a Equagao (4.2.8), valendo também a reciproca para vy suficientemente regular.

Santana (2022) descreve como, sob determinadas condicoes, para cada conduti-
vidade v, conhecidas as impedancias de contato zy,...,2; e um padrao de correntes [
aplicado, existe um tnico par de potenciais resultantes (u,U) que resolve o problema.
Desse modo, como explica Margotti (2015), essa unicidade dos potenciais nos garante que

dado um corpo com condutividade v podemos definir o operador Neumann para Dirichlet

(NtD):

A, :RE = RE (4.2.9)
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L
sendo Rf = {(xl, o, xp) € RE - Zacj = O}, operador que associa cada padrao de cor-
j=1

rentes I € Rf aplicado ao padrao de potenciais medidos U € Rf , garantindo ainda que
o operador NtD ¢ linear. Esse é o operador que traduz a nogao que para um certo corpo
com uma condutividade especifica, cada padrao de correntes aplicado resultard em um

unico padrao de potenciais medidos sobre a fronteira.

De fato, como descreve Margotti (2015), novamente pode-se definir um operador
F' que associa cada v ao operador A, = F'(7) correspondente. Justamente F' que consiste
no operador do problema direto que queremos trabalhar. Isto é, o problema direto da
TIE consiste em determinar A, conhecendo v, ou seja, calcular F(y). Vejamos a seguir

como formular o problema inverso.

4.2.3 Formulacao do problema inverso

Essencialmente, o problema inverso trata de reconstruir v a partir das informagoes

de A, ou seja, resolver

F(7) = A, (4.2.10)

Mais uma vez, o procedimento para conhecer A, consistird em aplicar diferentes

padrées de correntes I € RY, medindo os padrdes de potenciais U® e R associados.

o)
Diferente do Modelo Continuo, aqui os padroes de corrente e de potenciais nao sao mais
funcoes, mas sim vetores em RY. Isso, aliado ao fato de A, ser um operador linear, a

principio torna a reconstrucao desse operador muito mais simples e precisa.

De fato, sabendo que RY é um espaco vetorial de dimensao finita, se os padroes
A (R RE formam uma base para esse espaco, pode-se determinar A, se for
conhecido que Avl(j) = UY) para todo j€{1,...,L}. Desse modo, aplica-se um nimero
¢ de padroes de correntes I, ... I¥ ¢ ]Rf , 0s quais agrupamos por um vetor J € R
dado por J = (I(l), e ,I(e)). Ainda, sendo U’ = Avl(j) o padrao de potenciais gerado
respectivamente pelo padrao de correntes IV, com j € {1,...,¢}, temos também um

vetor I, € R composto pelos potenciais medidos respectivos T, = (U W U,

Conforme discutido, cada vetor de padroes de correntes J ird gerar um vetor de
potenciais I, distinto, dependendo do operador A, responsavel pela associacao. Sob outra
perspectiva, dado um conjunto de correntes J fixadas, cada condutividade ~ ird resultar
em um vetor de potenciais I', respectivo. Isso nos permite, fixando um vetor de padroes
de correntes J definir o operador F5 que associa cada condutividade v ao vetor de padroes

de potenciais F5(7y) = I, € R* correspondente.

Desse modo, a solucao “na pratica” para o problema inverso da TIE no Modelo
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Completo de Eletrodos pode ser modelado matematicamente da seguinte maneira: dado
um vetor de padroes de corrente J = (](1), e ,](é)) e R fixo, obtendo o vetor de

potenciais medidos T, = (UMW, ..., U®) € R, determinar v tal que:

F(y) =T,. (4.2.11)

No restante deste trabalho, estaremos interessados em resolver o problema inverso
descrito pela Equagao (4.2.11). Este, conforme descrito por Margotti (2015), trata-se
um problema inverso “severamente mal posto”, sendo entao interessante buscar solucoes

aproximadas através do uso de métodos de regularizagao apropriados.

4.2.4 Derivada do operador direto

Margotti (2015) relata que F5 é um operador diferencidvel, porém nao linear.
Isso descarta a possibilidade de utilizar métodos de regularizagao para problemas inversos
lineares, mas nos permite usar métodos como os do tipo Newton-Inexato, conforme dis-
cutidos no Capitulo 3. Para isso, precisamos, a principio, saber determinar a derivada de
F5 para uma dada ~, ou pelo menos as derivadas direcionais para uma direcao qualquer.

Isto é, saber calcular F3()n, para uma 7 informada.

Inicialmente, fixamos um conjunto de ¢ padrées de correntes IV, ... . 1¥) ¢ RE
linearmente independentes. A partir disso, definimos para cada corrente V), com j €

{1,...,¢}, o operador Fj, que pode ser visto como a i-ésima componente de F5, dado por

Desse modo, a partir do vetor de padroes de correntes J = (I(l), e ,I(f)) e R, temos
que:
F(y)1% Fi(7)
Bo=| + =] : | (1.2.12)
F(y)I1? Fy(v)

Como detalhado por Santana (2022), é possivel obter as derivadas direcionais de
cada F} a partir da solu¢ao de uma equagao variacional. Dada uma condutividade ~,
consideramos 1) a solucéo obtida na Equacio (4.2.8) com a ~ especificada e a corrente
1Y, Dada uma funcio 7 no mesmo espaco de -y, existe um tunico par (w(i),W(i)) que

resolve a equagao variacional

// )V (z) - Vu(z) dz + Z / @ Wy = V) ds = — / nVu - Vo dz
2 0

(4.2.13)
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para todo par (v,V), sendo v : Q — R suave o suficiente e V = (V,...,V;) € RE tal que
L

e E V; = 0. Mais ainda, verifica-se que para cada j, tem-se
j=1

Fi(y)n=wWW. (4.2.14)

Ou seja, com relagao a cada componente de F5, podemos calcular F;(fy)n, a
derivada direcional de F; em v na dire¢ao 7, a partir do termo Wl e RZ obtido na

solugao da equacgao variacional.

Sabendo calcular a derivada direcional em cada componente, podemos calcular a

derivada direcional F3(vy)n visto que

Fi(y)n wi
Bym=1{ + |={ |, (4.2.15)
F{(7)n w

observando que Fi(y)n € R dado cada WY e RL.

Nesse Capitulo, tratamos dos principais modelos que descrevem o problema da
Tomografia por Impedancia Elétrica, buscando trazer uma descricdo mais intuitiva em
torno dos conceitos envolvidos. Detalhes mais técnicos dos resultados comentados podem
ser encontrados nos trabalhos citados, como no de Santana (2022), Somersalo, Cheney e
Isaacson (1992) e Borcea (2002), bem como nos trabalhos de Kirsch (2011) e Margotti
(2015).

Até entao, foram discutidos apenas os aspectos tedricos dos modelos, em especial
focando em definir os operadores envolvidos e descrever que de fato estao bem definidos.
Todavia, nao descrevemos como de fato calcular esses operadores, ou seja, como trabalhar
na pratica com esse problema inverso. No geral, esse problema ¢ tratado numericamente,
pois, para as equacoes e modelos apresentados, nao se conhece maneiras de obter solucoes
analiticas, isto é, em termos de fungoes ou expansoes em séries elementares. Por exemplo,
ainda que se tenha a informagao exata da funcao v, nao se conhece como obter de forma
exata uma solu¢ao u para o modelo na EDP (4.2.5) ou um par (u,U) para a Equagao
Variacional (4.2.8). Com isso, algumas técnicas de discretizagdo e métodos numéricos sao

aplicados para poder trabalhar com o problema em questao.

Portanto, no capitulo a seguir, descrevemos brevemente como trabalhar computa-
cionalmente com esse problema, focando em particular no Modelo Completo de Eletrodos,
além de relatar os experimentos numéricos feitos com os diferentes métodos de regula-

rizagao explorados.
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5 Experimentos Numéricos

Neste capitulo, iremos apresentar alguns experimentos envolvendo a resolucao
numérica do problema inverso da Tomografia por Impedancia Elétrica. Nosso intuito é
avaliar como os Métodos de Regularizacao estudados ao longo do trabalho se comportam
aplicados ao problema da TIE, analisando e comparando os resultados obtidos em cada
cenario. Focaremos na realizacao de experimentos com a implementagao computacional do
Modelo Completo de Eletrodos, detalhado na Secao 4.2, descrevendo como esse pode ser
tratado numericamente. Nossos experimentos se restringirao ao uso de dados sintéticos,

gerados a partir de procedimentos descritos ao longo do capitulo.

Os experimentos serao executados na linguagem Python, com apoio de uma bibli-
oteca desenvolvida por Hafemann (2023) que dispoe de diferentes recursos para resolugao
da TIE, tanto do problema direto como do problema inverso. Os cédigos utilizados para
os experimentos que iremos executar estao disponiveis para consulta em um repositorio

aberto .

Na primeira se¢ao do capitulo, iremos descrever as técnicas de discretizacao uti-
lizadas para trabalhar numericamente com o Modelo Completo de Eletrodos. Na secao
seguinte, descrevemos a realizacao de diferentes experimentos envolvendo o uso de dados
gerados sinteticamente, onde serao explicados os procedimentos de geracao de dados, bem

como as analises desenvolvidas.

5.1 Implementagao computacional da Tomografia por Impedancia

Elétrica

Descreveremos a seguir os procedimentos utilizados para trabalhar numerica-
mente com o problema da TIE, em particular do Modelo Completo de Eletrodos descrito
na Secao 4.2. Tratando-se de um problema modelado como uma Equacao Diferencial
Parcial, se fazem necessarios certos métodos numéricos especificos. No nosso contexto,
o conjunto de técnicas utilizadas sera essencialmente do chamado Método de Elementos
Finitos, descrito por Galvis e Versieux (2011). Nao serd nosso objetivo trabalhar os as-
pectos tedricos e de andlise de erro de tal método, nos focando apenas em apresentar de

que maneira os calculos sao montados e efetuados computacionalmente.

Comecamos a se¢ao descrevendo a discretizacao do problema, isto é, de que forma
conseguimos tratar o dominio e funcoes utilizadas como vetores de tamanhos finitos para

trabalhar computacionalmente com eles. Na sequéncia, descrevemos algumas técnicas

! Disponivel em: (https://github.com/felipekriffel/ TCC-Regularizacao-EIT)
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utilizadas para cédlculo tanto do Operador Direto do problema como de sua derivada em

determinado ponto, a partir das funcoes devidamente discretizadas.

5.1.1 Discretizacao do problema

Na descricao do modelo realizada na Secao 4.2, consideramos uma secao do
corpo um dominio  C R? Inicialmente, ao longo de  é feita uma denominada
triangulacao, isto é, uma subdivisao do dominio em um conjunto de triangulos cujas
arestas nao contém vértices de outros triangulos em seu interior. Gera-se uma ma-
lha composta por N triangulos Ti,...,Ty, definidos por K vértices Py,..., Px. A Fi-
gura 5.1.1 ilustra uma triangulagao feita em um disco unitario, que consiste do conjunto
D = {(x,y) € R?*2* +y* < 1}.

Figura 5.1.1 — Exemplo de triangulacdo do disco unitério D = {(z,y) € R?*|2* +y* < 1},
com N =594 e K = 378

1.00 ~
0.75 1
0.50
0.25 4
0.00 ~ 5
—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

No método de discretizacao utilizado, baseado no chamado Método de Elemen-
tos Finitos (GALVIS; VERSIEUX, 2011), as fungoes serao aproximadas por espagos de
funcoes com dimensao finita, gerados por tipos de fungoes especiais. Desse modo, as
fungoes a principio definidas em um dominio com infinitos pontos, podem ser representa-
das como um vetor de coeficientes de uma combinacgao linear. Em particular, para a TIE
sao utilizados dois espacos: o gerado por fungoes caracteristicas, e o gerado por fungoes

afim por partes.

Para o primeiro tipo, consideramos as funcgoes caracteristicas xr, de cada triangulo
T}, as quais indicam se os pontos estao no triangulo 7j correspondente, tendo valor 1 caso

afirmativo e valor 0 caso contrario. Estas sao definidas em €2 e dadas por:
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xr, (%) = heeds (5.1.1)
0,z ¢ 1.

No problema especifico da TIE, trataremos as condutividades reconstruidas -~y
como fungoes do espaco gerado por fungoes caracteristicas dos triangulos que compoem
a triangulacao. Isto é, dadas as fungoes caracteristicas xr,...,xr, de cada triangulo
da malha construida, consideramos uma aproximacao da condutividade procurada como
uma funcdo v € Vi = span{xr,,. .., X1y} 10 espaco gerado pelas fungoes caracteristicas,

podendo assim ser representada na forma:

Y =mXn o T INXTy (5.1.2)

onde 71, ...,y € R sao coeficientes especificos para cada funcao ~.

O segundo espaco consiste em fungoes continuas afins em cada triangulo. Uma
base para esse espago ¢ composto das fungoes v; tais que para cada vértice P;
Li=3j
vi(Py) =49 7 (5.1.3)
0,07 J
e sao afins dentro de cada triangulo. Essencialmente, é definida uma funcao para cada
vértice, atingindo valor 1 no vértice correspondente e assumindo valores intermediarios
linearmente em torno dele. A Figura 5.1.2 traz um exemplo de uma fungao no espago
gerado pelas fungoes v;, onde pode se observar que a funcao é continua, e em cada triangulo

do dominio discretizado a fungao corresponde a um plano.

Figura 5.1.2 — Gréfico de uma fungao no espaco V5 a partir uma triangulagao do disco
unitario.

Fonte: Elaborado pelo autor.

No contexto da TIE, esse espaco de fungoes sera utilizado para aproximagao das

funcoes de distribuicao do potencial. De mesma forma, consideramos a funcao u € V5, =
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span{vy,...,v,} no espago gerado V; por essas fungoes, de forma que:
U =uvy + -+ ugvg, (5.1.4)
sendo uq,...,ux € R coeficientes préprios de cada funcao wu.

Dadas as fungoes presentes nos espacos de dimensao finita Vi e V5, podemos
representa-las a partir de vetores contendo as respectivas coordenadas nesses espacos.
Isto é, dada v com coordenadas 7, ...,yy como na Equagao (5.1.2), podemos tratar -y

como um vetor 7 € RY dado por

¥=,--5IN)- (5.1.5)

Similarmente, trataremos u como um vetor @ € R¥ formado por suas coordenadas no

espago de fungoes V3, como na Equagao (5.1.4).

5.1.2 Calculo do operador direto

A seguir, descrevemos como pode ser realizado o calculo do Operador Direto
descrito na Secao 4.2 a partir das técnicas de discretizagao utilizadas. Conforme descrito
na secao citada, dados um dominio €2 contendo L eletrodos, o operador F' associa cada
condutividade v a um operador A,, o qual leva cada padrao de correntes I € R a um
padrao de potenciais medidos U € R correspondentes. Vimos que este é definido a partir
da Equacao (4.2.8), dada por:

// z)Vu(z) - Vo(z d:z:—i—zz/u—Ul v—V dS—Z[z 7,
1

para todo par (v,V) onde v : © — R é uma funcao suficientemente suave e I € R* um
L

vetor tal que Z V; = 0. Conforme discutido, para cada v e cada padrao de correntes [/
i=0
existe um tunico par (u,U) que soluciona a equagao.

Conforme detalhado por Santana (2022), dada - no espago Vi e u no espago Vs
tendo respectivamente vetores de coordenadas 7 € RY e @ € R¥, como apresentado na
subse¢ao anterior, obter a solugao (u, U) para a Equacao (4.2.8) equivale a solucionar um
sistema linear

At =1, (5.1.6)

RK+L

onde 1 € ¢ um vetor formado pelo “empilhamento” do vetor de coordenadas u e
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do padrao de potenciais U, na forma:

Uy

o= <U> -1 | (5.1.7)

Ur

A matriz A e o vetor I sdo formados a partir de cada lado da Equacdo (4.2.8), usando

as impedancias de contato, comprimento dos eletrodos, o vetor de correntes I e o vetor 7
(SANTANA, 2022). Em especial, cada entrada A;; é dada por:

N
A= Z’yk/ Vo, - Vo, dz,
k=1 T

sendo v;, v; fungoes-base do espaco V5, e T}, o conjunto correspondente ao k—ésimo triangulo

na discretizagao de €.

Desse modo, a partir da versao discretizada de v, podemos obter o padrao de

correntes U = F(y)I = A, I a partir da solucao @ do sistema linear (5.1.6).

Com isso, fixando um conjunto de padrées de correntes 3 = (I ... 1¥) o

operador F5 conforme definido na Secao 4.2 pode ser calculado simplesmente a partir da

relagao:
F(V)I(l) U
F3(v) = : =1 |, (5.1.8)
F(V)](Z) U
onde o cdlculo de cada F(v)IY) para todo j € {1,...,¢} é realizado através do método

descrito acima.

5.1.3 Cdlculo da derivada do operador direto

Como descrito na Secao 4.2, o operador F' do Modelo Completo de Eletrodos é
Frechét-diferenciavel, o que faz também o Operador Direto F5 diferenciavel. Isso se torna
de grande interesse para alguns dos métodos discutidos no Capitulo 3, em especial os de
Newton-Inexato. Com isso, podemos tentar obter métodos de trabalhar computacional-
mente com a derivada do operador, ou ao menos as derivadas direcionais. Descrevemos
a seguir como ¢ realizado o cédlculo da derivada desse operador, a partir das funcgoes

discretizadas.
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Conforme comentado na Segao 4.2.4, calcular a derivada direcional em cada com-

12 . ~ . .
ponente F7()n equivale a resolver a equagao variacional dada por

// -Vo(z da:—l—zz / —WI( V})ds:—/nVu(j)-Vvdm,
l 0

para todo par (v, V), sendo V' : Q — R suficientemente suave e V' € RE tal que Z Vi=0

Com as funcoes devidamente discretizadas, analogo ao desenvolvido para calculo
do Operador Direto, essa equacao variacional ¢ transformada em um sistema linear da

forma

Ad =, (5.1.9)

onde a matriz A é a mesma do sistema (5.1.6) e o vetor b é obtido a partir da versao

discretizada da direcdo 7. A solucao & € RETE ¢ dada na forma
w1
w
o=|7%1, (5.1.10)
Wi
|4%3

onde o bloco WY = Wy, ..., W;) € RL corresponde justamente a Fi(v)n. Isto ¢,
Fi(y)n=wWW. (5.1.11)
Com isso, podemos calcular ainda F5(7)n visto que:

Fl(7)n wt
Fsym=1| + =] + | (5.1.12)
Fy(7)n wt

Portanto, dada uma funcao 1 com a mesma discretizacao utilizada para v descrita
no inicio da segao, podemos calcular a derivada de F5 em um ponto v na diregao n

resolvendo sistemas lineares, obtidos a partir de determinadas equagoes variacionais.

Utilizando esse método, Santana (2022) mostra ainda que é possivel calcular a

Jacobiana de F5(v) € R no caso discretizado para uma ~ qualquer, a qual é dada por

Fi(Y)xr, - Fi(Y)xn
F(y) = : : , (5.1.13)

Fy(Mxn - Fi(v)xmy
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sendo x7, a funcao caracteristica em cada triangulo T}, mostrando ainda um método
otimizado para calculo de cada componente nessa matriz, necessitando de poucas solugoes

de sistemas lineares.

Nesta se¢ao, descrevemos de que forma o Modelo Completo de Eletrodos da TIE
pode ser tratado computacionalmente e implementado por meio de métodos numéricos.
Conforme comentado anteriormente, este trabalho nao possui o intuito de explorar os
aspectos tedricos da implementacao computacional, sendo, portanto, tratada mais bre-
vemente. Desse modo, recomenda-se para mais detalhes em torno da implementacao
computacional a consulta dos trabalhos jé citados, em especial o de Santana (2022). Por
fim, para os experimentos executados no restante deste capitulo, sera utilizada uma bibli-
oteca desenvolvida em Python por Hafemann (2023) que provém ferramentas para realizar
as operacoes e calculos descritos acima, cujos detalhes em torno da implementacao podem

ser vistos em sua documentacio 2.

5.2 Experimentos com dados sintéticos

Na presente se¢ao, realizamos diferentes experimentos utilizando dados sintéticos,
gerados por fungoes pré-definidas. Em situacoes praticas, nao se conhece precisamente a
funcao da condutividade elétrica v :  — R que se quer reconstruir. Logo, pode-se ter
apenas uma estimativa do erro cometido por uma aproximacao -y, gerada pelos métodos

de regularizagao, nao se tendo o erro exato.

Entretanto, nosso intuito nessa secao é justamente definir algumas fungoes de con-
dutividade, gerar os dados de potenciais através delas para, a seguir, resolver o problema
inverso e ter uma medicao precisa do erro obtido em cada método. Com isso, consegui-
mos, ao menos na situagao controlada, medir o quao precisas sao as aproximacoes obtidas

por cada Método de Regularizacao.

Comecgamos inicialmente gerando os dados de potenciais, a partir de algumas
funcoes que serao definidas como solucao conhecida que se deseja reconstruir. Em se-
guida, comparamos as solucoes obtidas por diferentes métodos através de alguns cenarios
diferentes. Os métodos selecionados para comparacao serao os métodos de Landweber
(LW), Levenberg - Marquardt (LM), REGINN com iteracao interna Gradiente (NG), e
REGINN com iteracdo interna de Tikhonov (NT).

Dada uma condutividade v, para cada secao de experimentos vamos construir
um vetor com ruidos artificiais Ug para o vetor de padroes de potenciais U, respectivo. O

procedimento adotado consiste em adotar um nivel de ruido relativos ¢, > 0 tal que para

2 Disponivel em: (https://hafemanne.github.io/FEIT_CBM34/)


https://hafemanne.github.io/FEIT_CBM34/
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um vetor de padroes de potenciais U, fornecido, tenhamos

U9 = U,
5 = — 10 (5.2.1)
10,
sendo ||-|| a norma euclidiana usual de R, Isso pode ser feito gerando um vetor A € R’
tal que ||A]| = 1, que pode ser obtido com entradas aleatérias em uma distribuigao normal,
e definindo:
U = U, + 6, AU, (5.2.2)

Aqui, vamos considerar um critério de parada adaptado do principio da dis-
crepancia. Sendo v, a condutividade na n-ésima iteracao e an o vetor de potenciais que

dela resulta, e fixada uma constante 7 > 1, estabelecemos a parada:

o3, - ol _
1U°]] '

Nos métodos REGINN, implementamos a sequéncia de tolerancias () do critério
de parada (3.2.4) da seguinte forma, descrita em (MARGOTTI; HAFEMANN; SAN-
TANA, 2023): fixados pimax € (0,1], R > 0 uma propor¢ao méxima de decrescimento,
v > 0 um parametro de decrescimento, e dado k,, o nimero de passos da iteracao interna

tomados no passo n, definimos:

k-
Hmax - Max {1 - L 2 (1 - Nn—l) ,R,Un_l} , S€ kn—l > kn—Q
n—1

Vi1, Caso contrario .

[ = (5.2.3)

Essencialmente, tal procedimento constréi a sequéncia controlando sua variacao

conforme o niimero de iteragoes internas executadas e o decréscimo anterior.

Vamos trabalhar com as seguintes métricas relativas para a n-ésima iteragao dos
métodos utilizados. Primeiramente, para cada 7 e a condutividade iterada -,,, considera-

mos o residuo percentual relativo, denotado res,, definido como

1T — Uy |

res, = 100 -
13

(5.2.4)

Ainda, dada 7 a solucao exata do problema, definimos o erro percentual relativo

da iteracao F, como
(ol %
[17[lz2

Aqui, || - ||z2 consiste na norma do espaco de funcées L*(€) definida por

E, = 100. (5.2.5)

1fllze = ( / [f(x,yn?dxdyf ,
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onde L*(2) é o espaco de funcdes com dominio em © cuja norma acima ¢ finita. Com as
funcoes devidamente discretizadas, a integral que compde a norma L? pode ser calculada
via técnicas de elementos finitos, as quais sao desempenhadas no nosso caso por funcoes

pré-definidas nas bibliotecas utilizadas.

Cabe ainda uma observacao sobre a estimativa do erro. Para evitar o chamado
“crime inverso”, procuramos por uma aproximacao para a solucao do problema inverso
numa malha menos refinada do que aquela utilizada para geracao dos dados sintéticos.
De modo geral, a solugao do problema inverso pertence a um espaco de dimensao infi-
nita, porém, para gerar os dados sinteticamente, é preciso aproximé-la num subespago
de dimensao finita, o que é realizado usando uma malha fina. Sendo assim, é preciso
utilizar agora uma malha diferente e menos refinada para a reconstrucao dessa solucao,
para evitar que se conheca a priori o subespacgo ao qual ela pertence. Se usarmos a mesma
malha, teremos uma vantagem “ilicita”, a qual chamamos de crime inverso. Desse modo,
na geracao dos dados sintéticos utilizamos uma malha ©, mais refinada que a malha T
utilizada para resolugao do problema inverso. Portanto, tomamos como referéncia para

calculo do erro uma interpolagao de v na malha 7.

Os experimentos serao todos executados com uso da linguagem de programagao
Python, em particular usando ferramentas da biblioteca desenvolvida para tal linguagem
implementada por Hafemann (2023), que dispoe de fungoes para controle das malhas,
geracao dos dados e calculos referentes ao Método de Elementos Finitos. Ainda, vamos
analisar o tempo ¢ dado em segundos, estimado com ferramentas do préprio Python, o
nimero de iteragoes externas ns tomadas pelos métodos, bem como o niimero de iteragoes
internas k, em cada iteracao externa. Os cddigos foram todos executados na ferramenta
Google Colab, versao de 2023, que oferece um ambiente virtual de execucao do Python
na versao 3.10. Esse ambiente conta com um processador de dois nicleos AMD EPYC
7B12 de 2.2GHz e 512kb de memodria cache, contendo ainda 13 GB de memédria RAM.

5.2.1 Geracao dos dados sintéticos

Para todos os experimentos desenvolvidos a seguir, consideramos nosso dominio

) um disco unitario centrado na origem de raio 1, isto é,
Q={(z,y) e R?: 2* +y* < 1}.

Ao longo da fronteira 0f2, definimos L = 16 eletrodos, cobrindo ao todo 50% de seu

comprimento.

Definimos primeiramente uma triangulacao 7 de 2, gerando uma malha mais
grossa, que serd utilizada para os calculos na resolu¢ao do problema inverso. A Figura 5.2.1
ilustra a triangulacao, composta por um nimero K = 569 de vértices e N = 912 de

triangulos, sinalizando ainda os eletrodos nas devidas posigoes ao longo da fronteira .
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Figura 5.2.1 — Triangulagao 7 de €2, com K = 569 vértices e N = 912 triangulos.

> 4
6, T
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12 13
Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguir, realizamos uma triangulacao © mais refinada de €, ilustrada na Fi-
gura 5.2.2. Esta, que contém K = 3182 vértices e N = 5690 triangulos, sera utilizada na
geracao dos dados sintéticos, a fim de uma aproximacao mais precisa das condutividades

utilizadas, gerando consequentemente dados de potenciais mais precisos.

Perceba que em ambas as triangulagoes 7 e © apresentam um refinamento maior
em torno dos eletrodos. Trata-se de uma estratégia para melhorar a precisao das solugoes,
visto que tais regioes sao onde costumam ocorrer os maiores saltos de descontinuidade
nas fungdes trabalhadas (SANTANA, 2022). Assim, uma triangulagdo mais fina nesse

entorno pode representar melhor e gerar menores erros.

A seguir, definimos quatro fungoes de condutividade sobre €2, as quais utilizare-
mos para avaliagao nos experimentos numéricos. Como o problema da TIE geralmente
consiste em identificar corpos que contém objetos ou componentes bem delimitados em seu
interior, isso gera véarias regioes de descontinuidade na condutividade. Ou seja, observam-
se saltos bem marcados na condutividade, representando cada objeto ou cada parte no

interior do corpo.

Ainda, tentamos simular a situacao comum nos experimentos da TIE. No geral,
os experimentos sao feitos em um recipiente com agua e sal, onde sao colocados objetos de

condutividades diferentes no seu interior. Chamamos de inclusoes as regioes delimitadas
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Figura 5.2.2 — Triangulagao © de €2, com K = 3182 vértices e N = 5690 triangulos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

pelos objetos inseridos e background a regiao que permanece somente com agua.

A primeira funcdo 7V : Q — R tem condutividade 2 no circulo de raio 0,3,

centro (0,3,0,3); e condutividade 1 no restante de ;. Isto é,

2, se (x—0,3)*+ (y—0,3)? <0,3?
YW (z,y) = (5.2.6)

1, caso contrario.

A segunda funcio 7? : Q@ — R ¢ definida tendo condutividade 2 no circulo defi-
nido com raio 0,4 e centro (—0, 25,0, 3), condutividade 5 no circulo de centro (0,3, —0,4)

e raio 0,2, e condutividade 1 no restante de . Assim,

2, se (x4 0,25)% + (y — 0,3)* < 0,47
YD (z,y) = {5, se (x— 0,3)2 + (y +0,4)% < 0,22 (5.2.7)

1, caso contrario.

A terceira funcao v : Q — R define-se tendo condutividade 2 no triangulo T
definido pelos vértices: A = (0,4,0,5), B = (0,6,—0,2),C = (-0, 3,0, 3), condutividade

4 no circulo de raio 0,3 centrado em (—0,3,—0,3) e condutividade 1 no restante de 2.
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Desse modo,
2, se (v,y) €T

Y (a,y) = {4, se (x+0,3)% + (y — 0,3)% < 0,3 (5.2.8)

1, caso contrario.

Por fim, define-se a funcdo v : Q — R, que tem condutividade 10 na coroa
circular centrada na origem com raios 0,55 e 0, 7, e condutividade 1 no restante do corpo.

Ou seja,

10, se 0,55% < a? 4+ y* < 0,7,
AD (2, ) = (5.2.9)

1, caso contrario.

Na Figura 5.2.3 estdo os graficos das funcdes 7V, 7@ & e v discretizadas
através da triangulagao ©, conforme descrito anteriormente. Nesse caso, as fungoes sao
avaliadas no baricentro de cada triangulo da malha, considerando este valor para o coefi-

ciente da discretizac¢do, consequentemente no triangulo inteiro, conforme (5.1.2).

Figura 5.2.3 — Gréficos das funcoes v, v ~®) ~@® na triangulacio ©.
() 4 (b) v

5.0
45
4.0
3.5
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0

10

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A partir de suas versoes discretizadas, geramos os dados de potenciais para cada
uma dessas fungoes, conforme o procedimento descrito na Secao 5.1.2. Para todas elas,
vamos considerar que todos os 16 eletrodos contém uma mesma impedancia de contato
2z =2,5x 107°. Além disso, vamos utilizar em todas um mesmo conjunto de correntes
I . 119 definidas da seguinte forma: cada Y9 tem valor 1 na entrada j, valor —1

na entrada j 4+ 1 e 0 nas demais. Isto é,

W =(1,-1,0,...,0,0)
I =(0,1,-1,...,0,0)

1% =(0,0,0,...,1,-1)

Com essas correntes estabelecidas, geramos os dados de potenciais respectivos para cada
condutividade e corrente. Lembrando que, cada uma das correntes V) gerara um padrao
de potenciais do espaco R em cada condutividade. Portanto, dada a corrente 1Y) e
uma condutividade v, denotamos Uw(j) o respectivo potencial gerado. Vamos denotar
ainda simplesmente U, = (Uél), ce U§15)) € R0 o vetor que agrupa todos os vetores de
potenciais gerados pela condutividade v. A Figura 5.2.4 traz os graficos com dados dos
vetores de potenciais U, (), para cada uma das ~@ estabelecidas. Nela, cada cor representa
o padrao de potencial Uq(fj ) gerado pelo padréio de corrente IV ). e cada ponto corresponde

a cada eletrodo.

5.2.2 Experimento 1: Dados sem ruido (6 = 0)

Para o primeiro experimento, consideramos o caso 0 = 0, ou seja, dados sem ruido.
Essencialmente, vamos utilizar os dados gerados por cada condutividade sem adicao de
ruido artificial. Os métodos utilizados serdo o Landweber (LW), o Levenberg-Marquardt
(LM), o método REGINN com Gradiente (NG) e método REGINN com Tikhonov Iterado
(NT), conforme detalhados no Capitulo 3.

Nossa expectativa é observar primeiramente a monotonia do erro da iteragao, em
particular que seja decrescente ou ao menos nao-crescente. Isto é, que para cada iteracao

de indice n tenhamos
En+1 S En-

Além disso, um dos aspectos que gostariamos de observar é a convergéncia dos
métodos. Ou seja, que sendo v a condutividade exata e v, a condutividade da n-ésima
iteragao, tenha-se lim~, = 7. Tentaremos observar tais caracteristicas em cada método,

n
analisando as solucoes finais obtidas, comparando ainda o desempenho entre eles, vendo

as métricas obtidas por cada um ao longo das iteragoes.
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Figura 5.2.4 — Gréfico com os dados de potenciais gerados a partir de cada condutividade.
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Em todos os experimentos nesta secao, para considerar as limitagoes computa-
cionais e nao sobrecarregar com tempo excessivo execucao, estabelecemos um limite de
iteragoes externas e internas, npmax € kmax, respectivamente. Para cada um dos métodos,

fixamos ny.x = 2000 iteragoes. Nos métodos REGINN, consideramos k., = 200.

No método LW configuramos o tamanho de passo constante A,, = 20, e no método
NG para a iteracao interna o tamanho de passo constante A, , = 20, para todo n e todo
k. Ja no método LM consideramos o caso estacionério «,, = 0,001 e na iteracao interna
do NT consideramos também o caso estacionario o, = 0,001 em toda iteracao. Tais
sequencias foram escolhas similares as feitas em trabalhos anteriores, como no feito por
Margotti, Hafemann e Santana (2023).

Comecamos as analises com a condutividade 'y(l), explicitada na secao anterior.
Na Tabela 1 estao os resultados para cada algoritmo ao final das 2000 iteragoes, constando

o erro relativo percentual final E, residuo relativo percentual res, . e o tempo ¢ em

max ?

segundos.

Tabela 1 — Resultados para 7(1) com 0, = 0 e nyae = 2000 em todos os experimentos

Método | E,.. (%) | res,,.. (%) t(s)

LW 17,209889 0,165673 1444,093170
LM 14,715546 0,035864 1498,601376
NG 13,039023 0,007165 1605,439397
NT 12,419335 0,000360 15692,768235

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 5.2.5 mostra ainda as imagens reconstruidas de v obtidas em cada
método. Visualmente, as quatro imagens obtidas sao similares e apresentam algumas
caracteristicas comuns. Primeiramente, observamos que todos os métodos conseguiram
fazer uma reconstrucao aproximada do formato de . Nas quatro imagens h4 o circulo
delimitado no interior da malha representando a inclusao com localizagao e diametros

esperados, bem como valores da condutividade proximos ao da fungao original.

Todavia, nas quatro imagens observa-se uma certa variacao tanto na inclusao
como no background, nao conseguindo reconstruir de forma precisa o comportamento
constante da funcao nas duas regioes. Isso é mais intensificado no método Landweber
(LW), onde hé certas variagoes ao longo do background e uma transi¢ao mais suave para
a regiao de inclusdo. Nesse aspecto, os métodos REGINN (NG e NT) desempenharam
melhor, tendo uma demarcagao mais acentuada, ainda que apresentando um certo grau
de erro. Outro ponto é que as faixas de valores obtidas tem uma certa diferenca para
a estabelecida na funcao vV, atingindo valores inferiores a 1 em todas as reconstrucdes,
nao atingindo o valor maximo de 2 no método LW, e atingindo alguns valores extremos
no caso do NG e NT.
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Figura 5.2.5 — Imagens reconstruidas de 4" com 4, = 0

LW LM

2.0
1.6 1.8
1.4 1.6
1.4

1.2
1.2

1.0
1.0
0.8 0.8

T T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

2.25 104 2.50
2.00 2.25
1.75 0.5 2.00
1.75

1.50
0.0 1.50
1.25 1.25

—0.5 1
1.00 1.00
075 _104 0.75
T T T T T T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Fonte: Elaborado pelo autor.

A precisao das imagens é quantificada ainda pelo erro obtido em cada recons-
trucao, conforme a Tabela 1. Podemos observar que os 4 métodos obtiveram um erro per-
centual relativamente elevado mesmo apds o grande ntimero de iteragoes, ficando acima
dos 10%. De todo modo, vemos que todos os métodos foram capazes de permanecer com
erro inferior a 20%, tendo o maior erro no método LW, em torno de 17,2%, e o menor

erro no NT, com cerca de 12,41%.

O grafico da Figura 5.2.6 mostra ainda a evolu¢ao do erro de iteracao de cada
método. Observamos que todos os métodos apresentam a monotonia do erro de iteracao
indicado pelo comportamento decrescente das curvas, conforme esperado pelos resultados
tedricos. Ainda assim, todos ficaram distantes da faixa do erro de 0%, que representaria

a convergéncia a uma solugao.

Nota-se que os quatro métodos apresentam um decréscimo mais acentuado no
inicio, dando uma reducao no erro cada vez menor ao passar das iteracoes. O método
Landweber (LW) foi o mais lento nesse sentido, terminando com o maior erro devido a
lenta taxa de decréscimo. Ja os métodos REGINN-Gradiente (NG) e REGINN-Tikhonov
(NT) apresentam o decréscimo mais acentuado em poucas iteragoes e terminaram com o
menor erro, porém, acabam atingindo um plateau a partir de certo ponto e apresentam

uma variacao diminuta nas iteracoes finais.
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Figura 5.2.6 — Erro relativo F,, por iteragao
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Quanto ao residuo, uma caracteristica diferente ocorre, conforme mostra o gréafico
da Figura 5.2.7. Tanto pelo gréafico, como pelos dados da Tabela 1, vemos que os métodos
sucederam em obter um residuo relativo proximo de 0, obtendo o maior percentual no
método Landweber (LW) e o menor no REGINN-Tikhonov (NT), respectivamente em
torno de 0,16% e 0,003%. Apesar da escala de valores distinta, nota-se um compor-
tamento similar ao erro na variacao do residuo, notando que em todos os métodos ha
um comportamento decrescente, uma queda acentuada no inicio seguido de uma variacao

mais lenta.

Figura 5.2.7 — Residuo relativo res,, por iteracao
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Ja sobre o desempenho, notamos pela Tabela 1 que todos os métodos levam um

tempo consideravel, tomando cada um deles mais de 20 minutos para execugao das 2000
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iteragoes, chegando a marca de 4 horas no caso do REGINN-Tikhonov (NT). Isso se deve
essencialmente ao fato de que a cada passo é necessario resolver diferentes sistemas lineares
de dimensoes consideraveis, tanto para calculo das derivadas como para o operador 5
em si, conforme descrito na se¢ao anterior. No método N'T isso se intensifica conforme se
tornam necessarias mais iteragoes internas, pois nele cada passo da iteracao interna s, j

requer também a solugao de um sistema linear.

Na Figura 5.2.8, podemos observar o nimero de iteragoes internas necessarias a
cada n-ésima iteracao externa dos métodos NG e N'T. Nesse grafico, limitou-se apenas até
a iteragao externa n = 50, pois em todas as seguintes foi atingindo o limite k., = 200,
mantendo-se um grafico constante. Podemos notar que nessas primeiras iteragoes os dois
métodos acabam necessitando de mais iteragoes internas para atingir a parada k,, conforme
o avanco de n, sendo o NG a apresentar o crescimento de forma mais acelerada. De todo
modo, ambos seguem um comportamento similar, atingindo o limite maximo estabelecido
ja nas primeiras 30 iteragoes. Mesmo seguindo com o mesmo ntimero de iteracoes internas,
o método NT acaba sendo muito mais demorado devido a cada iteragao interna ser mais

custosa, conforme discutido acima.

Figura 5.2.8 — Numero de iteracoes internas dos métodos REGINN para cada iteracao
externa na reconstrucao de ’y(l) dado 6 = 0, até n = 50.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Alguns fatores podem contribuir para os resultados observados. Um deles é a
escolha das sequéncias de parametros dos métodos de regularizacao utilizados. Conforme
discutido nos Capitulos 2 e 3, escolher as sequéncias adequadas é essencial para garantir
o bom funcionamento e convergéncia dos métodos. Desse modo, as escolhas realizadas
podem nao ter sido ideais, levando aos erros ’estacionarem’ ou diminuir muito lentamente.
Outro fator é a aproximacgao numérica caracteristica do Método de Elementos Finitos,

usada no calculo dos potenciais em cada condutividade, principalmente ao utilizar uma
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malha mais grossa na resolucao do problema inverso. Em experimentos futuros, pode-se

explorar tanto o ajuste de parametros como o uso de malhas mais refinadas.

5.2.3 Experimento 2: Nivel de ruido fixo ¢, = 1, 0%

Nesta secao de experimentos, buscaremos avaliar como os métodos se comportam
com um nivel de ruido fixo. Em particular, queremos observar: se os algoritmos atingem
a parada para o nivel de ruido estabelecido, o desempenho no processo, se ocorre a
monotonia do erro, analisar as imagens geradas. A partir dos potenciais definidos por
1) geramos um vetor com ruido conforme o processo descrito na Secéo5.2, estabelecido
um ruido relativo de §, = 1,0%. O gréfico na Figura 5.2.9 mostra os dados de potenciais
em comparacao com os dados com ruido, juntamente com o ruido de cada uma das

entradas.

Figura 5.2.9 — A esquerda, comparagao entre os potenciais medidos U, ) originais e com

ruido adicionado Ujm. A direita, grafico com o ruido presente em cada
entrada. O ruido relativo adicionado é de 4, = 1,0%.
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Fonte: Elaborado pelo Autor

A partir desses dados ruidosos, resolvemos o problema inverso. Novamente, para
o método LW configuramos o tamanho de passo constante \, = 20, e no método NG
para a iteracao interna o tamanho de passo constante A, = 20, para todo n e todo
k. No método LM consideramos o caso estacionario a,, = 0,001 e na iteracao interna
do NT consideramos também o caso estacionédrio a,j; = 0,001. Estabelecemos para
todos a constante de parada 7 = 1,005 do Principio da Discrepancia, tornando entao
79, = 1,005%. Estabelecemos ainda um limite n,,, = 200 de iteracoes externas e nos

métodos REGINN um limite de iteracoes internas de k., = 400.

A Tabela 2 mostra os resultados obtidos em cada método. Vemos que apenas
o método LW chegou ao limite de iteragoes externas, tendo justamente o maior tempo
de execucao. Os demais métodos sucederam em atingir o critério de parada, novamente

dando indicios de que o método LW tende a convergir mais lentamente. Notamos pela
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Tabela que o erro percentual permanece na faixa dos 20%, sendo o melhor resultado
obtido pelo método LW, com E,; = 21%. Em segundo lugar, temos o método NT que
obteve um erro de 1 ponto percentual acima, porém chegando nesse resultado em apenas
2 iteracoes externas e um tempo consideravelmente menor. Em comparagao com os dados
sem ruido ja notamos que ha um erro consideravelmente maior, porém, considerando as

limitagoes, permanece numa faixa razoavel.

Tabela 2 — Resultados de cada método para 7(1) com 0, = 1%, 7 = 1,005 e npax = 200.

Método | Erro (%) | Residuo (%) | N de Iteragoes Externas | Tempo de Execugao (s)
LW 21,004540 1,009562 200 151,243831
LM 22,551276 0,903425 6 4,924633
NG 22,859096 1,004556 14 11,141442
NT 22,031267 0,780945 2 1,934855

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos notar como esse erro se reflete nas imagens reconstruidas conforme a
Figura 5.2.10. Notamos que todos os métodos geraram imagens nao tao precisas, mas que
ainda tem um formato aproximadamente circular na regiao original demarcada. Vemos
ainda que as figuras com uma imagem mais precisa sao aquelas geradas pelos métodos LW
e NT. Nenhuma das condutividades reconstruidas atingiu o valor esperado de 2 dentro
da inclusao, e todas acabaram obtendo valores inferiores a 1 no background, o que acaba

por refletir no erro.

Ja na Figura 5.2.11 vemos os graficos referentes ao residuo e ao erro relativo
em cada iteracao externa em cada método. Notamos que tanto o residuo como o erro
no método LW sao os que mais demoram a decrescer, nao sendo atingido o principio
da discrepancia sinalizado pela reta pontilhada no grafico do res,. Em comparagao, os
outros 3 métodos sucedem em decrescer rapidamente para a faixa estabelecida, atingindo

o critério de parada em menos de 20 iteragoes.

Conseguimos observar pelos graficos na Figura 5.2.11 novamente uma monotonia
tanto do residuo como do erro das iteragoes, tendo em todos os métodos um compor-
tamento decrescente. Além disso, vemos que o decrescimento do residuo acompanha o
decrescimento do erro, vendo que nos métodos onde o residuo mais reduziu aceleradamente

foram os que refletiram o mesmo comportamento no erro.

Quanto ao esforco computacional, notoriamente o método LW trata-se do que
teve pior desempenho. Além do elevado nimero de iteragoes necessarias, trata-se de um
método relativamente custoso devido a necessidade de calcular a derivada do operador
em cada iteragao, procedimento que envolve um gasto computacional elevado. Todos os
métodos possuem essa caracteristica, porém, como atingem o principio da discrepancia
em poucas iteragoes, o tempo de execucao acaba sendo reduzido. O método NT obteve o

melhor desempenho nesse sentido, apresentando tanto um reduzido ntimero de iteracoes
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Figura 5.2.10 — Imagens reconstruidas de v pelos métodos LW, LM, NG e NT, dados

0, =1,0% e 7 =1,005
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Fonte: Elaborado pelo autor.

como um consequente tempo de execucao menor, gerando ainda o segundo menor erro

em um tempo inferior a 2 segundos.

No grafico da Figura 5.2.12, vemos ainda o nimero de iteragoes internas k, dos
métodos NT e NG em cada n—ésima iteragao externa. Como o uso do Tikhonov atinge a
parada em apenas duas iteracoes, a comparacao nao fica tao direta. Apesar disso, vemos
que além de serem necessarias apenas 2 iteragoes externas, apenas 1 iteragao é feita em
cada uma delas, requerendo poucos passos no total. Ja com o uso do método do Gradiente,
vemos que além de necessitar de mais iteragoes externas, o numero de iteragoes internas
vai se tornando maior, requerendo uma quantidade superior de iteragoes ao todo, o que

reflete no seu tempo de execucao.

Os resultados mostram que todos os métodos, em geral, conseguem obter resul-
tados préximos a partir de um mesmo nivel de ruido, com relagao ao nivel de erro e as
imagens reconstruidas, mas possuem um desempenho computacional bastante distinto.
Além disso, em comparagao com os resultados obtidos no experimento anterior (4, = 0),
vemos um erro bastante superior, na faixa de 10 pontos percentuais acima, com apenas

1,0% de ruido nos dados. Tal fator ilustra a sensibilidade presente na obtencao de solugoes
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Figura 5.2.11 — Graficos de Erro e Residuo percentuais por iteragao na reconstrucao de
vV dados 6, = 1,0% e 7 = 1, 005.

(a) Residuo relativo res,, por iter. externa (b) Erro relativo E,, por iter. externa.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 5.2.12 — Numero de iteracoes internas dos métodos REGINN para cada iteragao
externa na reconstrucao de 4V dado ¢ = 1,0%.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

nesse problema. Apesar disso, considerando que com dados exatos os erros percentuais
obtidos foram superiores a 12%, a precisao obtida foi razoavel mesmo com a presenca de

ruido.

5.2.4 Experimento 3: Diferentes niveis de ruido 4,

Nos experimentos desta secao, fixamos uma das condutividades e geramos dados
com diferentes niveis de ruido artificial. Na sequéncia, aplicamos o método de REGINN-
Tikhonov com dois critérios de parada: o principio da discrepancia, e um critério ar-

bitrario. O objetivo nessa analise é comparar o comportamento de diferentes niveis de
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ruido dos dados, juntamente com a influéncia do principio da discrepancia nas solugoes.
Para tanto, iremos analisar as métricas e imagens geradas dado cada ruido, juntamente

com o comportamento do erro comparado com o do residuo.

Para os seguintes experimentos, utilizamos apenas o método REGINN com Tikho-
nov (NT), que apesar de nao ter o menor dos erros nos experimentos anteriores, apresentou
um erro percentual muito proximo ao menor obtido com um esfor¢o computacional muito
inferior. Os parametros utilizados sao os mesmos da se¢ao anterior. Além disso, nos
focaremos novamente na analise da reconstrucio da imagem apenas de vV, Os niveis de
ruido percentuais selecionados para andlise sao de 0,1%, 0,5%,1,0%, 1,5%, 2,0% e 3, 0%.

Os dados com ruido foram gerados utilizando o processo descrito na Secao 5.2.

Inicialmente, vejamos os resultados usando o principio da discrepancia como
critério de parada, fixando 7 = 1,005. A Tabela 3 traz os resultados obtidos para cada
nivel de ruido com uso do método NT na reconstruciao de vV, Inicialmente, observamos
que o método sucedeu em atingir o critério da discrepancia para todos os niveis de ruido
estabelecidos. Conforme esperado, nota-se que o residuo decresce junto com o 9,, refe-
rente justamente ao critério da discrepancia que torna a tolerancia menor. Além disso,
o numero de iteracoes externas se reduz com niveis de ruido mais elevados, levando em

conta que o nivel de residuo consegue ser atingido mais rapido.

Quanto ao erro, notamos pela Tabela 3 que nao se observa um comportamento
monoétono, no sentido que um ruido menor implica diretamente num menor erro obtido.
Isso pode ser notado vendo, por exemplo, que o ruido de 4, = 1,5% traz um erro de
E, = 18,9%, inferior ao obtido com nivel de ruido 4, = 1,0%. Tais diferencas podem
ocorrer devido aos procedimentos numéricos utilizados, bem como a prépria aleatoriedade
na geracao dos ruido, podendo influenciar de maneira distinta a depender de quais parcelas
dos dados sao afetadas. De todo modo, nota-se que os dois maiores erros obtidos sao
referentes aos dois maiores niveis de ruido, tendo também os dois menores erros obtidos

com os dois menores niveis de ruido.

Tabela 3 — Resultados do método NT na reconstrucdo de 4Y com diferentes niveis de
ruido relativos 9,, usando critério de parada do principio da discrepancia e

7 = 1,005.
0,.(%) | Erro (%) | Residuo (%) | N? de Iteragoes Externas | Tempo de Execugao (s)
0,1 % | 14,954821 0,094412 21 27,934599
0,5 % | 18,252036 0,493886 9 7,865030
1,0 % | 20,768095 0,998051 4 2,459703
1,5 % | 18,948817 1,375530 4 3,448066
2,0 % | 22,111920 1,989739 3 1,799311
3,0 % | 21,710165 2,748895 3 2,142047

Fonte: Elaborado pelo autor
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Esse comportamento do erro se observa ainda pelas imagens obtidas, conforme
Figura 5.2.13. Notamos que as imagens mais definidas foram dadas justamente para
os ruidos de 0,1% e 0,5%, onde é possivel observar a regiao definida pela inclusao de
forma mais delimitada e uma menor variacao ao longo das duas regides. Além disso,
para ¢, = 0, 1% foi possivel obter valores muito préximos da condutividade original tanto
na inclusao como no background. Um comportamento préximo, porém ja menos preciso,
observa-se na reconstrucao da imagem com 9, = 1,0% e §, = 1,5%. Ja nos dados com
niveis de ruido mais elevados, notamos que as imagens obtidas possuem uma definicao
muito inferior, apresentando maior variacao ao longo do background e uma regiao nao
tao delimitada para a inclusao, ainda que possa-se reconhecer que ha uma condutividade

mais elevada na area em torno dela.

Figura 5.2.13 — Imagens reconstruidas de 4! utilizando método NT a partir de dados
com diferentes ¢,, usando critério de parada do principio da discrepancia
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Ja pelo grafico da Figura 5.2.14, notamos novamente uma monotonia tanto no
residuo como no erro obtido em cada iteracao. Nota-se que o residuo tem uma queda
acelerada em todos os caos, vendo que para quase todos os niveis de ruido o método
atinge o critério de parada em algumas iteragoes. Ja para os dados com 9, inferior a
1,0%, notamos que o residuo passa a decrescer de forma mais lenta, mas segue atingindo
o critério de parada. O erro, por sua vez, mantém um decréscimo mais moderado, em

geral.

Os resultados obtidos ilustram que, apesar de nao poder se garantir uma relacao
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Figura 5.2.14 — Graficos de Erro e Residuo percentuais por iteragao na reconstrucao de
v(l) com método NT, dados diferentes d,, usando critério de parada do
principio da discrepancia e 7 = 1, 005.

(a) Residuo relativo res,, por iter. externa  (b) Erro relativo E,, por iter. externa.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

totalmente direta, o uso do método empregado consegue obter aproximacoes mais precisas
a medida que o ruido presente é inferior. Além disso, vemos que com um nivel de ruido na
faixa de 0,1% a 1%, o erro obtido passa a ser da faixa de 3 a 8 pontos percentuais acima
do obtido com os dados sem ruido, os quais podem ser comparados com o resultado do
método NT na Tabela 1. Tal fato mostra que pequenas perturbacoes nos dados podem
levar a um erro superior. Apesar disso, o método consegue se manter nesses casos com

uma faixa de erro razoavel, com um desempenho computacional satisfatorio.

Vejamos agora os resultados obtidos com um critério de parada arbitrario. O
critério de parada estabelecido foi interromper a iteracao apés um ntumero de n., = 20
iteragoes, independente do residuo obtido. Notamos pelos resultados na Tabela 4 que o
erro obtido agora com os ruido mais elevados se torna muito superior. Para 6, = 0,1% e
0, = 0,5% o método sucede em obter um erro relativo reduzido, abaixo dos 20%, ainda
préximos dos obtidos com o principio da discrepancia. Ja nos dados com ruido acima de
1,0%, vemos que o erro fica alto, chegando a faixa de 50%, embora o residuo obtido nao

seja tao superior em comparacao aos resultados observados Tabela 3.

Tal comportamento do erro se observa novamente nas imagens reconstruidas,
conforme a Figura 5.2.15. Vemos que para 6, = 0,1% a imagem obtida corresponde ao
resultado usando o principio da discrepancia, dado que o nimero de iteracoes obtido é
préximo. Algo similar se observa na reconstru¢ao com os dados de 6, = 0,5%, embora
haja mais fragmentos ao longo do background e uma transicao mais suave da inclusao.
J& para os dados com ¢, a partir de 1,0%, vemos que a imagem obtida apresenta uma
precisao muito inferior, contendo varios fragmentos ao longo do dominio, com a regiao da

inclusao muito pouco delimitada.
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Tabela 4 — Resultados do método NT na reconstrucdo de 4! com diferentes niveis de
ruido relativos d,., usando critério de parada np., = 20.

6:(%) | Erro (%) | Residuo (%) | Tempo de Execugao (s)
0,1% | 15,052326 0,095908 28,450092
0,5% | 17,179512 0,424650 42,405082
1,0% | 29,142996 0,845050 67,973903
1,5% | 43,604234 1,580627 79,039397
2,0% | 51,445113 2,676568 70,123980
3,0% | 53,190726 2,849443 44,261827

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 5.2.15 — Imagens reconstruidas de 4! utilizando método NT a partir de dados
com diferentes d,., usando critério de parada ny., = 20.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Outra caracteristica importante é o comportamento do erro e do residuo per-
centual ao longo das iteragoes, observado nos graficos da Figura 5.2.16. Notamos que a
monotonia do erro e do residuo agora apenas se observa para 9, = 0, 1%, considerando
que o numero de iteragoes estd dentro do obtido com o uso do principio da discrepancia.
Vemos que os dados com nivel de ruido de 0,5% e 0,1% ainda apresentam um residuo
nao-decrescente ao longo das iteracoes. Porém, nota-se que a partir de certo ponto o erro
obtido passa a crescer, obtendo um erro superior aquele obtido no critério da discrepancia.
J4 nos dados com ruido a partir de 1,0%, nota-se que o residuo de iteracao também deixa
de ser mondtono, passando a crescer e ter um comportamento mais erratico a partir de
certas iteracoes, embora ainda permaneca num nivel préoximo ao final. Apesar disso, o

erro nesses casos passa a crescer, chegando em uma faixa muito superior a encontrada nas
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primeiras iteragoes.

Figura 5.2.16 — Graficos de Erro e Residuo percentuais por iteragao na reconstrucao de
~1 com método NT, dados diferentes 8, e critério de parada nma, = 20

(a) Residuo relativo res,, por iter. externa (b) Erro relativo E,, por iter. externa.

6=0.1%
6=0.5%
6=1.0%
6=1.5%
6=2.0%
6=3.0%

—

T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

N de iteragdes N de iteracdes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os resultados obtidos podem ser explicados pois, nas andlises de convergéncia
dos métodos de regularizagao utilizados, em particular do N'T, a monotonia pode ser
garantida apenas enquanto o método nao atinge o critério da discrepancia. Ou seja,
enquanto a sequéncia nao atingir tal critério, tanto o residuo como o erro das iteragoes
sao monotonos. Apods o critério ser atingido, nao ha garantias de que se obtenha tal
propriedade. Os resultados do experimento ilustram que nesses casos a solucao obtida

pode ser muito ruim.

Lembrando as discussoes feitas ao longo do trabalho, o uso do principio da dis-
crepancia equivale ao parametro de regularizagao utilizado nos métodos iterativos, em
particular dos métodos REGINN e do NT. Escolher o indice em que a sequéncia gerada
pelo método para de ser executada corresponde justamente a forma de controlar a precisao
da aproximacao utilizada, em funcao do nivel de ruido presente. Os resultados numéricos,
portanto, ilustram a importancia de se usar parametro de regularizacao adequado, vendo

que sem ele as aproximacoes obtidas podem ficar muito distantes do esperado.

5.2.5 Experimento 4: Comparando diferentes condutividades

Finalizando os experimentos com dados sintéticos, iremos comparar como dife-
rentes configuracoes da condutividade sao reconstruidas utilizando um dos Métodos de
Regularizagao estudados. Nosso foco sera analisar o erro obtido e as imagens reconstruidas

para cada condutividade.

Para esses experimentos, vamos utilizar como referéncia as quatro condutividades

AW 4@ A B) ~@) definidas na Secdo 5.2.1. Em cada um dos dados de potenciais gerados
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a partir delas, vamos adicionar um ruido relativo de 6, = 0,25% a partir do procedimento

explicado na secao referida.

Novamente, para o seguinte experimento, nos focamos apenas no uso do método
REGINN-Tikhonov (NT), com os mesmos parametros utilizados nas segdes anteriores.

Estabelecemos o principio da discrepancia como critério de parada, fixando 7 = 1, 005.

A Tabela 5 traz os resultados obtidos para cada uma das condutividades. Vemos
que novamente o critério da discrepancia é atingido nos 4 casos. Notamos que o erro da
condutividade 7(1) foi consideravelmente inferior que nas demais, chegando a marca de

quase 70% de erro relativo no caso de v¥.

Tabela 5 — Reconstrugoes das diferentes condutividades v estabelecidas com o método
NT, dados 6, = 0,25% e 7 = 1, 005.

v | Erro (%) | Residuo (%) | N? de Iteragoes Externas | Tempo de Execugao (s)
~+M116,322167 |  0,245579 13 38,401034
~? | 42454521 | 0,244165 22 27,844207
~® 1 37,018210 | 0,244315 19 27,145384
~+® | 68,625476 | 0,235160 30 81,807624

Fonte: Elaborado pelo autor.

As imagens reconstruidas podem ser observadas na Figura 5.2.17, comparadas
ainda com o grifico da solucdo exata. A reconstrucao de vV segue o padrio observado
nos experimentos anteriores, chegando a valores proximos da condutividade original tanto
na inclusao como no background. Além disso, pode-se identificar uma condutividade
acentuada na regiao préxima a inclusao, deixando delimitada a parcela do dominio onde

esta se encontra.

J4 na imagem reconstruida de v, onde h4 originalmente duas circunferéncias,
observamos também uma condutividade mais acentuada numa regiao préxima onde as
duas inclusoes foram estabelecidas. Ainda que a imagem nao consiga representar niti-
damente as circunferéncias com as medidas, pode-se identificar que ha duas inclusoes na
regiao proxima aos locais exatos. Todavia, quanto ao valor da condutividade, vemos nova-
mente que a condutividade mais alta, com valor igual a 5 na circunferéncia localizada mais
abaixo, nao é atingida. Além disso, a imagem reconstruida contém uma transicdo mais
suave entre o background e as inclusoes, nao conseguindo estabelecer o comportamento

da descontinuidade.

Na reconstrucao de v*), observamos que a imagem obtida nao foi capaz de iden-
tificar o triangulo presente na solugao exata. Observa-se uma regiao com a condutividade
mais acentuada a esquerda, na regiao onde se encontra uma circunferéncia na func¢ao ori-
ginal. Porém, a regiao respectiva ao triangulo, apesar de apresentar uma condutividade

levemente mais elevada que o backgound, acaba ficando sem demarcacao exata, nao sendo
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possivel identificar a presenca de um objeto distinto nessa parte. Além disso, notamos que
a condutividade maxima com valor igual a 5 nao foi atingida dentro da inclusao localizada
mais a esquerda, chegando apenas préximo a 4 no pico. Vemos que, apesar disso, o erro

obtido foi o segundo menor dentre as condutividades analisadas.

Por fim, a reconstrucao de imagem da 4 traz uma estrutura anular, com a
localizagao proxima da fungao original. Notamos que a regiao onde a condutividade se
acentua é condizente com a definida na funcao exata, apesar das dimensoes serem maiores,
considerando ainda o uso de uma malha mais grossa. Apesar disso, nota-se uma certa
variacao ao longo da inclusao e uma transi¢ao nao tao demarcada entre ela e o background.
Com respeito aos valores da condutividade, notamos que se chegou a praticamente menos
da metade, nao atingindo o valor de 10 definido originalmente ao longo do anel. Tal
fator pode ser um dos preponderantes no erro obtido, vendo que foi o maior dentre as

reconstrucoes analisadas.

Os resultados obtidos mostram que para condutividades mais complexas, a re-
construcao acaba ficando menos precisa. O erro obtido acaba sendo elevado, dado também
que a reconstrucao atinge valores relativamente baixos comparados aos presentes nas
solugoes exatas. Apesar disso, nesses casos onde as inclusoes tém dimensoes consideraveis
em relacao ao tamanho do dominio, é possivel em geral identificar nas imagens a presenca

de objetos com localizacao e dimensoes proximas das originais.

Nesse Capitulo, desenvolvemos diferentes experimentos numéricos com dados
sintéticos para avaliar como os Métodos de Regularizacao discutidos nos capitulos an-
teriores se comportam no problema da Tomografia por Impedancia Elétrica. Por uma
série de limitacoes, tanto tedricas quanto computacionais, os métodos nao apresentaram

um desempenho completamente satisfatorio.

Vimos, por exemplo, que nao foi possivel atingir a convergéncia no caso livre de
ruido nas medicoes. Além disso, em todos os casos foram obtidas reconstrucoes com um
erro consideravel, em nenhum momento obtendo um erro relativo inferior a 10%. Todavia,
foi possivel observar diferentes aspectos tedricos discutidos, como a monotonia do erro
de iteracao nos métodos iterativos, a precisao aumentada conforme reducao no nivel de
ruido, bem como a influéncia dos parametros de regularizacao na obtencao de solucoes
satisfatérias. Quanto a comparacao entre os métodos, notamos que os diferentes métodos
analisados apresentam resultados similares com relagao a precisao das reconstrucoes, tendo

uma variagao maior quanto ao esfor¢o computacional empregado.

Cabe a observacao que os Métodos de Regularizagao explorados neste trabalho,
em particular os empregados nos experimentos numéricos, sao métodos mais tradicio-
nais. Trabalhos recentes buscam trazer tanto aprimoramentos como propostas de novos

Métodos de Regularizacao, explorando técnicas mais refinadas e as particularidades da
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Figura 5.2.17 — Comparacao entre o grafico original e imagens reconstruidas das diferentes
condutividades, com 6, = 0, 25%
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T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

(c) v® (d) {2

5.0
4.5

1.0
2.5

4.0 0.54
3.5
3.0 0.0

2.5
2.0 —0.549

2.0

1.5

1.0
15

-1.04
T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

(f) 7Y

1.0
3.0
0.5
2.5

0.0 2.0

1.5
—0.549

1.0

-1.04
T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

= e IN) Now w A
o =} v o u o

Fonte: Elaborado pelo autor.
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modelagem da TIE na construcao das estratégias utilizadas. Para conhecimento de alguns

deles, recomenda-se a consulta dos trabalhos de Margotti (2015) e Margotti, Hafemann e

Santana (2023).
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6 Conclusao

Neste trabalho, pudemos explorar diferentes aspectos referentes aos Métodos de
Regularizacgao e seu comportamento no problema da Tomografia por Impedancia Elétrica.
Vimos os principais conceitos que envolvem a teoria de Problemas Inversos, entendendo as
dificuldades que surgem com a instabilidade inerente a essa classe de problemas. Explo-
ramos ainda alguns Métodos de Regularizacao tradicionais, entendendo as principais pro-
priedades que regem seus funcionamentos. Por fim, discutimos a formulacao matematica
da Tomografia por Impedancia Elétrica e avaliamos com experimentos numéricos como

os Métodos de Regularizacao se comportam nesse problema.

Nos experimentos numéricos, foi possivel notar a dificuldade de obter solucgoes
precisas para o problema. Conforme comentado, a TIE apresenta uma série de dificulda-
des. Primeiramente, o fato de ser mal posto e ter uma forte instabilidade o torna muito
sensivel a perturbagoes nos dados. Outra caracteristica desse problema é que uma série
de hipoteses e propriedades exigidas para garantir o bom funcionamento dos Métodos de

Regularizagao sao dificeis de serem obtidas na TIE, quando nao desconhecidas.

Cabe ressaltar ainda que os métodos explorados nesse trabalho sao procedimentos
mais classicos, sem grandes refinamentos com relacao ao problema. Estudos e publicagoes
mais recentes ja abordam uma série de aprimoramentos e exploram técnicas mais mo-
dernas para elaboracao dos Métodos de Regularizacao utilizados. Em trabalhos futuros,
pode-se explorar o uso de alguns desses procedimentos e trabalhar com novos refinamen-

tos, bem como o uso de outros modelos para TIE.
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