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"We are like sailors who on the open sea must reconstruct their ship but are never able to

start afresh from the bottom."

(Otto Neurath)

"il faut imaginer Sisyphe heureux."

(Albert Camus)



Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo das equações de Klein-Gordon e de Dirac no

espaço-tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmológica. Obtivemos o espectro de

energia em cada caso, levando em conta condições de contorno nas soluções. Além disso,

investigamos o efeito Casimir no espaço-tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmo-

lógica para um campo escalar quântico e calculamos a energia de Casimir regularizada.

Também generalizamos a solução da corda negra com quintessência, adicionando carga

à solução, e determinamos a temperatura Hawking para os casos estático e em rotação,

considerando o método de tunelamento de partículas.

Palavras-Chave: 1.Relatividade Geral. 2. Partículas. 3. Campos Quânticos.



Abstract

In this work, we conducted a study of the Klein-Gordon and Dirac equations in the

Bonnor-Melvin spacetime with a cosmological constant. We obtained the energy spectrum

in each case, taking into account boundary conditions in the solutions. Additionally,

we investigated the Casimir effect in the Bonnor-Melvin spacetime with a cosmological

constant for a quantum scalar field and calculated the regularized Casimir energy. We

also generalized the solution of the black string with quintessence, adding charge to the

solution, and determined the Hawking temperature for the static and rotating cases,

considering the particle tunneling method.

Keywords: 1.General Relativity. 2. Particles. 3. Quantum Fields.
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1 Introdução

No quesito de descrições e entendimento das teorias fundamentais, a gravitação não

pode ser deixada de lado, pois é considerada uma condição de existência, afinal, tudo o

que existe gravita [1, 2]. A pesquisa em espaços curvos representa uma área da física que

oferece um vasto campo para a exploração e avanço científico. Além de ser altamente

relevante em regimes cosmológicos e astrofísicos, ela possui numerosas interconexões com

outras áreas da física, como por exemplo com a física da matéria condensada, por meio de

modelos análogos [3, 4], e teorias fortemente interagentes, por meio da correspondência

Gauge/Gravity [5, 6, 7].

O estudo das equações de Einstein da relatividade geral e suas generalizações continua

sendo um campo de pesquisa muito ativo [8, 9]. Dentro das soluções possíveis, destacam-

se aquelas que apresentam regimes de gravidade forte e/ou singularidades, que podem

levar a considerações sobre efeitos quânticos em gravitação. Nesse contexto, três classes

de espaços-tempo são especialmente importantes: os buracos negros, estrelas de nêutrons

e os modelos de universo primorial. Além disso, as soluções exatas têm desempenhado um

papel crucial na compreensão do funcionamento mais profundo da física do espaço-tempo,

permitindo-nos construir nossa intuição sobre situações mais realistas da natureza.

Dentro do campo de soluções exatas, a simetria cilíndrica tem desempenhado um papel

importante na discussão da consistência interna da própria Relatividade Geral [10, 11]. No

contexto de buraco negros vale mencionar a solução de Kerr–Newman que é a solução mais

geral das equações de Einstein-Maxwell assintoticamente plana, descrevendo um buraco

negro estacionário com carga, massa e momento angular [11]. As soluções para buracos

negros são de grande relevância, pois podem refletir a maneira como o espaço-tempo se

estabelece após a ocorrência do colapso gravitacional por exemplo, o colapso de estrelas

ou aglomerados de estrelas. Nesse sentido, investigações com respeito à solução de um

buraco negro cilíndrico, também conhecido de corda negra [10, 12] se mostram bastante

interessantes.

Em um contexto astrofísico, um exemplo interessante de aplicação da simetria cilín-

drica se dá no estudo das cordas cósmicas [13] que, por sua vez, oferece uma compreensão

do papel que as singularidades cônicas e os defeitos topológicos do espaço-tempo desem-

penham no campo gravitacional. Ainda nesse contexto, devemos levar em conta que os

campos magnéticos desempenham um papel importante na descrição de muito objetos,

como estrelas, discos de acreção até núcleos galácticos. Então soluções das equações de

campo da relatividade geral que envolvam campos magnéticos se mostram bastante inte-

ressantes. Uma das soluções exatas da relatividade geral contendo campo magnético que

chama nossa atenção é a solução de Bonnor-Melvin com constante cosmológica [14] que
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é uma generalização da conhecida solução cilindricamente simétrica de Bonnor-Melvin,

envolvendo um campo magnético alinhado com o eixo de simetria. Essa é uma solução

auto-consistente das equações de Einstein-Maxwell que descreve campos magnéticos em

equilíbrio com seu próprio campo gravitacional.

Os efeitos quânticos em espaços curvos podem ser abordados de diversas maneiras,

como a mecânica quântica relativística em espaços curvos, que descreve bósons e férmions

em métricas de interesse [15, 16, 17, 18], teoria quântica de campos em espaços curvos,

que introduz a quantização dos campos em fundos fixos [19, 20, 21, 22], e até a gravitação

quântica1, que busca quantizar o campo gravitacional ou o próprio espaço-tempo [24, 23,

25].

Um resultado de grande importância proveniente da interseção entre a física quântica

e a gravitacional é a radiação Hawking, originalmente obtida diante da não unicidade do

vácuo em teorias quânticas de campos no espaço-tempo curvo. Esse resultado também é

obtido na mecânica quântica relativística por meio do processo de tunelamento através

do horizonte de eventos [26, 27, 28], e em teorias de gravitação quântica ao se considerar

limites semiclássicos [29, 25].

Nesta dissertação temos então o interesse em estudar efeitos quânticos na gravitação,

tanto no quesito de mecânica quântica relativística em espaços curvos quanto no sentido de

teoria quântica de campos em espaços curvos. Para isso, devemos fazer uso das equações

de campo, explicitamente a equação de Klein-Gordon para bósons de spin 0 e a equação

de Dirac para férmions de spin ½ no espaço-tempo curvo. Quando implementadas em

espaços arbitrários, ambas as equações apresentam resultados bastante interessantes. Por

exemplo, descobriu-se que, além dos efeitos da geometria, a topologia do espaço-tempo

desempenha um papel importante no espectro de energia de um átomo [30, 31].

No que diz respeito aos campos quânticos, a incessante criação e aniquilação de pa-

res virtuais de partículas introduz o fenômeno de flutuação do vácuo [32, 20, 21]. Sob

essa perspectiva, o efeito Casimir se apresenta como um fenômeno bastante interessante,

explicitamente podemos mostrar que a flutuação do vácuo eletromagnético entre placas

metálicas paralelas difere da flutuação nas regiões externas e isso resulta em uma força

atrativa entre as placas metálicas, independentemente do material que as compõe. Vale

mencionar que as flutuações do vácuo, em especifico a energia de Casimir pode ser afetada

pela topologia e curvatura do espaço-tempo[33, 34, 35, 36, 37, 38], o que nos motiva a

estudar o fenômeno nas métricas de interesse mencionadas.

Temos então o objetivo de estudar partículas quânticas e campos quânticos no espaço-

tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmológica [14], buscando soluções para as equa-

ções de Klein-Gordon e Dirac, uma caracterização do espectro de energia e investigar os
1 Embora ainda não exista uma teoria de gravitação quântica consistente, preditiva e amplamente aceita

pela comunidade cientifica, podemos encontrar varias abordagem e tentativas de quantização do campo
gravitacional[23].
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efeitos do campo magnético e da constante cosmológica com respeito a flutuações do vá-

cuo e a energia de Casimir. Generalizar a solução de corda negra imersa em um fluido de

quintessencia [39], introduzindo um tensor de energia-momento munido de carga e obter

a temperatura Hawking via método de tunelamento de partículas para a solução obtida.

Esta dissertação está dividida da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos uma

breve revisão da relatividade geral, da formulação tétrada e das soluções das equações

de campo da relatividade geral de interesse. No capítulo 3 introduzimos as equações de

campos que descrevem bósons e fermions e em seguida efetuamos as devidas generaliza-

ções para o formalismo covariante necessário para o desenvolvimento desta dissertação,

explicitamente introduzimos a derivada covariante e a conexão de spin. No capítulo 4

apresentamos de forma resumida o processo de quantização canônica em espaços curvos,

as transformações de Bogoliubov e ilustramos todo o esquema com o efeito Hawking em

duas abordagens distintas e o efeito Casmir em (1+1) dimensões. No capitulo2 5 resol-

vemos a equação de Klein-Gordon para um campo escalar massivo no espaço-tempo de

Bonnor-Melvin com constante cosmológica para o caso livre, com potencial e com o ter-

mos de oscilador de Klein-Gordon, em todos os casos obtermos o espectro de energia. No

capítulo 6 resolvemos a equação de Dirac no espaço-tempo de Bonnor-Melvin-Λ e obte-

mos o espectro de energia. No capítulo 7 estudamos o efeito Casimir no espaço-tempo

de Bonnor-Melvin-Λ e obtemos a energia de Casimir via regularização dimensional. No

capítulo 8 generalizamos a solução de corda negra com quintessencia, introduzindo um

tensor de energia-momento associado à carga elétrica e calculamos a temperatura Haw-

king via tunelamento de partículas para o caso estático e para com caso dotado de rotação.

Finalmente no capítulo 9 apresentamos as conclusões e perceptivas futuras.

2 Vale mencionar que os resultados inéditos obtidos durante esse projeto se encontram a partir do
capitulo 5, no caso do leitor estar interessado apenas no resultas os capítulos anteriores que servem
de revisão podem ser pulados.
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2 Relatividade Geral

Neste capítulo, realizamos uma revisão concisa das equações de campo da relatividade

geral. Nosso objetivo é tornar explícitos os principais objetos geométricos e estabelecer

as convenções apropriadas. Além disso, desenvolvemos a formulação tétrada da rela-

tividade geral, que será posteriormente aplicada na descrição da equação de Dirac em

espaços curvos. Também deduzimos o espaço-tempo de Bonnor-Melvin com constante

cosmológica, e o espaço-tempo da corda negra, que serão utilizados nas próximas etapas

do trabalho. As principais referências utilizadas na construção do presente capítulo são:

[32, 40, 41, 10, 14, 42, 43].

2.1 Equações de Campo da Relatividade Geral

O objetivo principal da Relatividade Geral é generalizar o princípio fundamental da

relatividade restrita, que afirma que as leis físicas são invariantes sob transformações de

coordenadas entre dois referenciais inerciais. Para deduzir as equações de movimento do

campo gravitacional, baseadas em princípios físicos, estabelecemos os seguintes axiomas:

1. O espaço-tempo é dotado de uma métrica simétrica.

2. As trajetórias de objetos em queda livre seguem geodésicas nessa métrica.

3. Em referenciais locais em queda livre, as leis da física seguem a Relatividade Espe-

cial.

Para expressar matematicamente as consequências físicas dos axiomas enunciados, uti-

lizamos o cálculo de tensores. Isso nos permite realizar a transformação de um referencial

xµ para outro x
′µ por meio de uma reparametrização do sistema de coordenadas

x
′µ = x

′µ (x) . (2.1)

Seguindo o mesmo raciocínio, sob reparametrizações o campo escalar e os vetores

contravariantes e covariantes se transformam da seguinte maneira

ϕ
′ (︂

x
′)︂

= ϕ (x) , dx
′µ =

∂x
′µ

∂xν
dxν , ∂

′
µ =

∂xν

∂x
′µ

∂ν . (2.2)

Em espaços curvos as operações envolvendo derivadas de vetores exigem a introdução

do conceito de transporte paralelo, que nos permite mover um vetor ao longo de uma

curva λ de modo que o vetor se mantenha constante. Tomando então a definição da

derivada de um vetor ao longo de uma curva λ

dV µ

dλ
= lim

δλ→0

V µ (Q)− V µ (P )

δλ
, (2.3)
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em que Q e P são pontos do espaço-tempo em λ+δλ e λ respectivamente. O vetor V µ (P )

pode ser transportado paralelamente até o ponto Q com o auxilio da conexão afim Γ da

seguinte forma

V µ (P → Q) = V µ − Γµ
νσ (P ) V ν (P ) dxσ, (2.4)

que nos permite estabelecer a derivada covariante

∇σV µ =
V µ (Q)− V µ (P → Q)

δxσ
= ∂σV µ + Γµ

νσV ν , (2.5)

com o qual podemos definir a condição de transporte paralelo

∂xσ

∂λ
∇σV µ = 0. (2.6)

No contexto da relatividade geral, podemos obter uma conexão única compatível com

a métrica gµν assumindo que a conexão é livre de torção Γλ
µν = Γλ

νµ e assumindo que

a métrica respeita a condição de transporte paralelo ∇σgµν = 0, essas duas condições

possibilitam escrever a conexão da seguinte forma

Γσ
µν =

1

2
gσρ (∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν) , (2.7)

que é a dita conexão métrica, chamada de símbolo de Christoffel. Uma vez dada a

conexão afim em termos do tensor métrico gµν podemos caracterizar completamente as

quantidades geométricas do espaço-tempo. Em particular, o tensor de Riemann, que surge

da não comutatividade das derivadas covariantes no espaço-tempo curvo

∇α∇νVµ −∇ν∇αVµ = AβRβ
µαν , (2.8)

que é dado explicitamente em termos da conexão por

R
µ

ναβ = ∂βΓµ
να − ∂αΓµ

νβ + Γµ
σβΓσ

να − Γµ
σαΓσ

νβ, (2.9)

a partir do qual podemos construir o tensor de Ricci Rµν = Rα
µαν e o escalar de Ricci

R = gµνRµν .

Enunciados os objetos geométricos de interesse para a descrição da relatividade geral,

temos o objetivo de obter a equação de Einstein, que descreve o comportamento do campo

gravitacional, para tal partimos da ação de Einstein-Hilbert na presença de matéria1

S = Sg + Sm =
1

2κ2

∫︂

d3x
√−gR +

∫︂

d4x
√−gL (gµν , ϕ (x) ,∇µϕ) . (2.10)

A equação de Einstein para o campo gravitacional pode ser obtida a partir da mi-

nimização do funcional ação com respeito à métrica δS = 0. Definindo então o tensor

energia-momento

Tµν = − 2√−g

δ

δgµν

(︂√−gL
)︂

(2.11)

1 Em que Sg e Sm são respectivamente a ação gravitacional e a ação de matéria.
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podemos escrever a variação da ação da seguinte forma2

δS =
1

2κ2

∫︂

d4xδ
(︂√−gR

)︂

− 1

2

∫︂

d4x
√−gTµνδgµν (2.12)

e levando em conta a variação das seguintes componentes3

δR = gµνδRµν + Rµνδgµν , (2.13)

gµνδRµν = ∇ν

(︂

gµνδΓρ
µρ

)︂

−∇ρ

(︂

gµνδΓρ
µν

)︂

= ∇ρ [∇µ (δgρµ)− gρµgνα∇µ (δgνα)] (2.14)

δ
√−g = −1

2

√−ggµνδgµν . (2.15)

A variação da ação gravitacional adicionada de um termo de matéria fica então

δS =
1

2κ2

∫︂

d4x
√−g

(︃

Rµν −
1

2
gµνR

)︃

δgµν − 1

2

∫︂

d4x
√−gTµνδgµν . (2.16)

Utilizando o principio de extremização δS = 0 para variações arbitraria de δgµν ,

obtemos a equação de campo de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν = κ2Tµν . (2.17)

Buscando originalmente soluções estáticas e homogêneas para as equações de campo

da Relatividade Geral, Einstein introduziu na equação a constante cosmológica Λ. Nesse

âmbito, o sinal da constante cosmológica pode ser positivo ou negativo, apresentando

interessantes aplicações em ambos os casos [44]. A ação de Einstein-Hilbert na presença

de matéria e constante cosmológica fica

S =
1

2κ2

∫︂

d4x
√−g (R− 2Λ) +

∫︂

d4x
√−gL (gµν , ϕ (x) ,∇µϕ) , (2.18)

seguindo o procedimento de minimização do funcional ação feito anteriormente de forma

inteiramente análoga, podemos escrever a equação de campo de Einstein com constante

cosmológica

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = κ2Tµν , (2.19)

que estabelece uma conexão entre a geometria do espaço-tempo e a matéria. Em outras

palavras, elas descrevem como a curvatura do espaço-tempo é influenciada pela presença

de energia e momento.

2.2 Formulação Tétrada

A descrição do campo gravitacional na formulação métrica não permite a descrição de

espinores em geral [45]. Para contornar esse problema, consideramos a formulação tétrada,
2 κ2 = 8πG

c4 .
3 Pelo teorema de Stokes

∫︁
d4xgµν

√−gδRµν = 0
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que consiste em definir em cada ponto X do espaço-tempo um sistema de coordenadas

locais ξ
(a)
X de modo que nesse sistema de coordenadas o intervalo assume a forma do espaço

plano de Minkowski

ds2 = η(a)(b)dξ
(a)
X dξ

(b)
X , (2.20)

com η(a)(b) sendo a metrica de Minkowski4 e (a), (b) = 0, 1, 2, 3 os índices que se referem

ao espaço plano. Em um referencial não inercial arbitrário a métrica fica

gµν = e(a)
µ (x) e(b)

ν (x) η(a)(b), (2.21)

em que e(a)
µ é um conjunto de quatro tensores covariantes indexados por (a), esse conjunto

é comumente chamado de vierbein ou tétrada, e é dado explicitamente por

e(a)
µ (x) =

⎛

⎝
∂ξ

(a)
X

∂xµ

⎞

⎠

x=X

, e
′(a)
µ =

∂xν

∂x
′µ

e(a)
ν . (2.22)

Para um tensor contravariante V µ (x) podemos usar a tétrada para fornecer as com-

ponentes do tensor no sistema de coordenadas localmente inerciais ξ
(a)
X

V (a) = e(a)
µ Aµ, V(a) = e

µ
(a)Aµ (2.23)

em que as seguinte propriedades são válidas

e
µ
(a) = gµνηabe

b
ν , e

µ
(a)e

(a)
ν = δµ

ν , e
µ
(a)e

(b)
µ = δb

a. (2.24)

Podemos determinar as componentes tétradas do tensor de Riemann (2.9) para Vµ =

e(a)µ. Utilizando a notação de ponto virgula para a derivada covariante ∇µVν = Vν;µ,

obtemos

e(a)µ;ν;α − e(a)µ;α;ν = e
β
(a)Rβµαν = R(a)µαν , (2.25)

de modo que as componentes no refencial inercial local do tensor de Riemann são dadas

por

R(a)(b)(c)(d) =
(︂

e(a)µ;ν;α − e(a)µ;α;ν

)︂

e
µ
(b)e

α
(c)e

ν
(d). (2.26)

Nos capítulos posteriores usaremos os resultados desta seção na construção da conexão

de spin e na descrição da equação de Dirac em espaços curvos.

2.3 Universo de Bonnor-Melvin-Λ

Temos interesse em uma solução gerada por um campo magnético na direção z. Par-

tindo então da ação de Einstein-Maxwell com constante cosmológica em unidade geomé-

tricas5

S =
1

16π

∫︂

d4x
√−g (R− 2Λ) +

1

16π

∫︂

d4x
√−gFµνF µν (2.27)

4 O uso de parenteses é bastante conveniente afim de evitar confusão entre as quantidades do espaço
plano e espaço curvo

5 c = 1 = G
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em que Fµν = ∇µAν −∇νAµ = ∂µAν − ∂νAµ é o tensor de Faraday [46] e Aµ o potencial

eletromagnético. Efetuando a variação da ação δS = 0, obtemos6

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = 8πTµν , (2.28)

Tµν =
1

4π

(︃

F ρ
µFνρ −

1

4
gµνFαβF αβ

)︃

, (2.29)

∇νF µν = 0. (2.30)

Assumindo simetria cilíndrica para campo gravitacional, tomamos o seguinte elemento

de linha em coordenadas cilíndricas [41, 14]

ds2 = −eA(ρ)dt2 + dρ2 + eB(ρ)dz2 + eC(ρ)dφ2 (2.31)

em que t, z ∈ R, ρ ∈ R
+ e φ ∈ [0, 2π). Expressamos as funções em termos de exponenciais

para que as assinatura da métrica seja preservada [40]. Tomando um campo puramente

magnético com linhas de campo paralelas ao eixo de simetria z

Fρφ = H (ρ) , FµνF µν = 2H2e−C ≡ 2f 2 (2.32)

em que f é um valor escalar que caracteriza o campo e independentemente do sistema

de coordenadas, por esse motivo, exigimos que f = constante [41, 14]. Podemos agora

escrever o tensor de energia-momento correspondente

Ttt =
1

8π
eA−CH2, Tρρ =

1

8π
e−CH2, Tzz = − 1

8π
eB−CH2, Tφφ =

1

8π
H2.

(2.33)

Substituindo (2.33) em (2.28) e (2.29) e levando em conta as definições dadas em (2.32),

podemos escrever as equação de campo da relatividade geral para o caso em questão

2
(︂

B
′′

+ C
′′)︂

+
(︂

B
′)︂2

+
(︂

C
′)︂2

+ B
′
C

′
+ 4Λ + 4f 2 = 0,

2
(︂

A
′′

+ C
′′)︂

+
(︂

A
′)︂2

+
(︂

C
′)︂2

+ A
′
C

′
+ 4Λ + 4f 2 = 0,

2
(︂

A
′′

+ B
′′)︂

+
(︂

A
′)︂2

+
(︂

B
′)︂2

+ A
′
B

′
+ 4Λ− 4f 2 = 0,

A
′
B

′
+ A

′
C

′
+ B

′
C

′
+ 4Λ− 4f 2 = 0,

(2.34)

em que X
′
= ∂X

∂ρ
. Buscando uma simplificação para esse sistema de equações diferenciais

de segunda ordem acopladas, implementamos a equação de Maxwell (2.30)

∇αF φα = ∂ρ

(︂√−gF φρ
)︂

= ∂ρ

(︂

e
A+B−C

2 Fφρ

)︂

= −∂ρ

(︂

e
A+B

2 f
)︂

= 0, (2.35)

que implica e
A+B

2 f = cte, e portanto devemos considerar A + B = constante. Essas

condições simplificam substancialmente as equações (2.34)

C
′′

+
1

2
C

′2 + 4Λ = 0, (2.36)

f 2 = Λ. (2.37)

Resolvendo7 a equação para a componente C(ρ) e substituindo no elemento de linha
6 A equação (2.30) em conjunto com a identidade de Bianchi ∇[λFµν] = ∇λFµν +∇νFλµ +∇µFνλ = 0

caracterizam as equações de Maxwell no espaço-tempo curvo.
7 Nesse processo redefinimos a componente angular do elemento de linha: (2Λ)

−
1

2 φ→ φ.
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obtemos a solução de Bonnor-Melvin com constante cosmológica obtida em [14]

ds2 = −dt2 + dρ2 + dz2 + σ2 sin2
(︂√

2Λρ
)︂

dφ2, (2.38)

em que σ é uma constante de integração. A partir da (2.32) determinamos o campo

magnético

H (ρ) =
√

Λσ sin
(︂√

2Λρ
)︂

. (2.39)

Nos capítulos posteriores iremos investigar o comportamento de partículas e campos

no espaço-tempo obtido nessa seção.

2.4 Buraco Negro Cilíndrico: Corda Negra

Buscamos uma solução das equações de campo da relatividade geral com constante

cosmológica que represente um buraco negro estático com simetria cilíndrica8 [10]. Par-

tindo então da equação de Einstein com constante cosmológica em unidade geométricas,

na ausência de matéria Tµν = 0

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 0, (2.40)

assumindo agora uma constante cosmológica negativa Λ = − 3
l2

, em que l é definido como

sendo o raio de curvatura em AdS9. Respeitando a simetria escolhida, tomamos o seguinte

elemento de linha com f (r) a determinar

ds2 = −f (r) dt2 +
dr2

f (r)
+ r2dϕ2 +

r2

l2
dz2, (2.41)

em que −∞ < t < ∞, 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ ϕ < 2π e −∞ < z < ∞. Substituindo

os coeficientes da métrica (2.41) em (2.40), podemos escrever as equações de campo de

Einstein da seguinte forma

1

r
f

′
(r) +

1

r2
f (r)− 3

l2
= 0, (2.42)

1

2
f

′′
(r) +

1

r
f

′
(r)− 3

l2
= 0, (2.43)

derivando (2.42) e substituindo em (2.43), obtemos

f
′
(r) +

1

r
f (r)− 3

l2
r = 0 (2.44)

cuja solução é dada por

f (r) =
r2

l2
− 2m

r
(2.45)

8 Que é substanciosamente diferente do Buraco negro de Schwarzschild que por sua vez possui simetria
esférica.

9 anti-de Sitter (Λ < 0)
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em que m é uma constante de integração. Portanto o elemento de linha (2.41) é dado por

ds2 = −
(︄

r2

l2
− 2m

r

)︄

dt2 +

(︄

r2

l2
− 2m

r

)︄−1

dr2 + r2dϕ2 +
r2

l2
dz2. (2.46)

Para adicionar momento angular ao espaço-tempo, realizamos a seguinte transforma-

ção de coordenadas [10]

t→ λt− aϕ, ϕ→ λϕ− a

l2
t (2.47)

que resulta em

ds2 = −
[︄(︄

r2

l2
− 2m

r

)︄

λ2 − a2

l4
r2

]︄

dt2 +

[︄

λ2r2 −
(︄

r2

l2
− 2m

r

)︄

a2

]︄

dϕ2

+

[︄(︄

r2

l2
− 2m

r

)︄

λa− λa

l2
r2

]︄

2dϕdt +

(︄

r2

l2
− 2m

r

)︄−1

dr2 +
r2

l2
dz2.

(2.48)

Neste capítulo, apresentamos de forma concisa os principais objetos geométricos de

interesse. A equação de Einstein é introduzida e estabelece uma relação entre o com-

portamento do campo gravitacional e sua matéria subjacente. Em seguida, abordamos

a formulação de tétradas, que nos permitirá trabalhar com espinores em espaços curvos

nos próximos capítulos. Por fim, derivamos as duas soluções de campo da Relatividade

Geral, as quais serão analisadas quanto aos efeitos quânticos.
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3 Campos em Espaços Curvos

Neste capítulo derivamos as equações de onda da mecânica quântica relativística em

um espaçotempo arbitrário. Escrevemos a equação de Klein-Gordon e a equação Dirac

no espaço plano e em seguida efetuamos as devidas generalizações para um espaço-tempo

arbitrário diante a introdução da derivada covariante para a equação de Klein-Gordon

e da conexão de spin para a equação de Dirac. As principais referências utilizadas na

construção do presente capitulo são: [32, 47, 48, 20, 49]

3.1 Equação de Klein-Gordon

Afim de efetuarmos uma descrição de partículas quânticas relativísticas, devemos con-

siderar o quadrimomento pµ ≡ (p0, p⃗), que satisfaz a seguinte equação

pµpµ = m2c2. (3.1)

Para efetuarmos a quantização para uma partícula relativística tomamos a generali-

zação do quadrivetor de momento para um operador diferencial

pµ → p̂µ = iℏ
∂

∂xµ
(3.2)

que resulta na equação de Klein-Gordon

−ηµν∂µ∂νΨ +
m2c2

ℏ2
Ψ = 0 (3.3)

em que ηµν é o tensor métrico de Minkowski e Ψ o campo escalar, em unidades naturais1

−ηµν∂µ∂νΨ + m2Ψ = 0. (3.4)

A equação (3.4) pode ser derivada diretamente através do principio variacional δS = 0

a partir da seguinte ação

S =
∫︂

d4x
1

2

(︂

ηµν∂µΨ∂νΨ + m2Ψ
)︂

(3.5)

Vale mencionar que a equação de Klein-Gordon apresenta a possibilidade de energia

negativa e também soluções com densidade de probabilidades negativas, que podem ser

atribuídas à existência de antipartículas2. Dessa forma, a equação de Klein-Gordon pode

ser considerada uma equação de onda relativística de segunda ordem no espaço-tempo, e

suas soluções representam partículas, os chamados bósons de spin zero3.
1 c = 1 = ℏ.
2 Para mais detalhes veja [47].
3 Exemplos interessantes são o bóson de Higgs e o Píon.
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3.2 Equação de Klein-Gordon em Espaços Curvos

Dado que temos o objetivo de descrever partículas quânticas relativísticas de spin

zero em espaços curvos, seguimos a prescrição para escrever a equação (3.3) na forma

covariante. Generalizando a métrica de Minkowski ηαβ para uma métrica arbitraria gµν ,

as derivadas ordinárias ∂µ para derivadas covariantes∇µ e o elemento de volume no espaço

de Minkowski d4x para o elemento de volume covariante d4x
√−g a equação (3.4) se torna

−gµν∇µ∇νΨ + m2Ψ = 0, (3.6)

levando em conta que a derivada covariante atuando em um escalar Ψ é dada por ∇νΨ =

∂νΨ e utilizando a identidade ∇µV µ = 1√−g
∂µ (
√−gV µ) para V µ = ∂µΨ, obtemos

− 1√−g
∂µ

(︂

gµν
√−g∂νΨ

)︂

+ m2Ψ = 0. (3.7)

Comparando (3.7) com (3.4) devemos notar que a presença da métrica gµν e do seu

determinante
√−g tornam a partícula descrita pela equação de Klein-Gordon sensível aos

efeitos do campo gravitacional. Podemos ainda introduzir mais um tipo de acoplamento

na equação (3.7) proporcional ao escalar de curvatura

− 1√−g
∂µ

(︂

gµν
√−g∂νΨ

)︂

+
(︂

m2 + ξR
)︂

Ψ = 0 (3.8)

em que ξ é uma constante de acoplamento, nesse caso a ação associada a (3.8) é dada por

S =
1

2

∫︂

d4x
√︂

|g|
(︂

gµν∇µΨ∇νΨ + m2Ψ2 + ξRΨ2
)︂

. (3.9)

Uma vez dada a equação de Klein-Gordon em sua forma covariante, nos próximos ca-

pítulos iremos introduzir a quantização do campo escalar e aplicaremos esses formalismos

no espaço-tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmológica e na corda negra.

3.3 Equação de Dirac

Com o intuito de tentar solucionar os problemas mencionadas anteriormente associados

a equação de Klein-Gordon, Dirac efetuou uma fatoração da equação de Klein-Gordon

obtendo uma equação diferencial para um novo objeto matemático Ψ que foi chamado de

espinor. Partindo então da equação (3.1) e propondo

pµpµ −m2c2 = (βµpµ + mc) (γνpν −mc) (3.10)

em que βµ e γν são tomados como matrizes 4×4 a serem determinadas, expandindo então

o lado direito da equação obtemos

(βµpµ + mc) (γνpν −mc) = βµγνpµpν − (βµ − γµ) pµmc−m2c2. (3.11)
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Para que a igualdade (3.10) seja satisfeita, devemos impor βµ = γµ e pµpµ = γµγνpµpν .

Levando em conta a propriedade de simetria do quadrimomento pµpν = pνpµ,

γµγνpµpν =
1

2
(γµγν − γνγµ) pµpν

⏞ ⏟⏟ ⏞

=0

+
1

2
(γµγν + γνγµ) pµpν (3.12)

que implica na seguinte álgebra para as matrizes4 γµ

γµγν + γνγµ = 2Iηµν . (3.13)

Vale mencionar que as matrizes gama γµ podem ser escritas em termos das matrizes

de Pauli

σ1 =

⎛

⎝
0 1

1 0

⎞

⎠ , σ2 =

⎛

⎝
0 −i

i 0

⎞

⎠ , σ3 =

⎛

⎝
1 0

0 −1

⎞

⎠ , (3.14)

da seguinte forma

γ⃗ =

⎛

⎝
0 σ⃗

−σ⃗ 0

⎞

⎠ , γ0 =

⎛

⎝
I2×2 0

0 −I2×2

⎞

⎠ . (3.15)

Uma representação alternativa comum na literatura consiste em

β = γ0 =

⎛

⎝
I2×2 0

0 −I2×2

⎞

⎠ , α⃗ = βγ⃗ =

⎛

⎝
0 σ⃗

σ⃗ 0

⎞

⎠ , (3.16)

nessa representação vale γµ = γ0γµ†γ0. Retornando a (3.10), generalizando o quadrivetor

de momento para um operador diferencial pµ → iℏ∂µ obtemos a equação de Dirac

(iℏγµ∂µ −mc) Ψ = 0, (3.17)

cuja função de onda Ψ é o dito espinor de Dirac

Ψ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (3.18)

Assim a equação de Dirac pode ser vista com uma equação de onda para o espinor

de Dirac envolvendo quatro equações acopladas cujas soluções descrevem um férmion de

spin meio.
4 As ditas matrizes gama.
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3.4 Equação de Dirac em Espaços Curvos

Nosso objetivo é descrever partículas quânticas relativísticas de spin meio em espaços

curvos. Para alcançar isso, aplicaremos o formalismo da base tétrada discutido anterior-

mente para realizar o transporte paralelo em um sistema de coordenadas locais. Partimos

então do transporte paralelo em um sistema de coordenadas arbitrário (3.19)

V µ (x + dx) = V µ (x)− Γµ
νσ (x) V ν (x) dxσ, (3.19)

e tomamos sua generalização para o sistema de coordenadas locais

V (a) (x + dx) = V (a) (x)− ω
(a)
(b)ν (x) V (b)dxν , (3.20)

em que ω
(a)
(b)ν é a conexão de spin cuja função é codificar os efeitos do espaço plano no

espaço curvo e vice-versa. Para determinar a conexão de spin, tomamos a projeção do

sistema local através da base tétrada V µ (x) = e
µ
(a)V

(a) (x) e transportamos V µ(x) do

ponto x para x + dx

V µ (x→ x + dx) = e
µ
(a) (x + dx) V (a) (x→ x + dx) . (3.21)

Tomando a expansão em até primeira ordem em dx na base tétrada

e
µ
(a) (x + dx) = e

µ
(a) (x) + ∂ν

(︂

e
µ
(a) (x)

)︂

dxν , (3.22)

substituindo (3.20) em (3.21) e efetuando algumas manipulações, podemos escrever

V µ (x→ x + dx) = V µ (x)−
(︂

e
µ
(a) (x) ω

(a)
ν(b) (x)− ∂νe

µ
(b) (x)

)︂

e(b)
σ V σ (x) dxν . (3.23)

Comparando com (3.19), obtemos a conexão de spin em termos da base tétrada e do

simbolo de Christoffel

ω
(a)
ν(b) (x) = e(a)

µ (x) eσ
(b) (x) Γµ

νσ + e(a)
µ (x) ∂νe

µ
(a) (x) . (3.24)

abaixando o índices com a métrica do espaço plano, podemos mostrar a seguinte propri-

edade da conexão de spin ω(a)(b)ν = −ω(b)(a)ν . Usando a conexão de spin, podemos obter

a derivada covariante para os espinores

∇µΨ (x) = (∂µ + Ωµ (x)) Ψ (x) (3.25)

em que Ωµ é o coeficiente da conexão que é definida de modo analogo ao caso tensorial

através do transporte paralelo para espinores

Ψ (x→ x + dx) = Ψ (x)− Ωµ (x) Ψ (x) dxµ. (3.26)

Para determinar Ωµ podemos usar o fato de que S (x) = Ψ (x) Ψ (x) e V (a) (x) =

Ψ (x) γ(a)Ψ (x) devem se transformar como um escalar e como um vetor respectivamente,

em que Ψ (x) = Ψ† (x) γ(0). Efetuando o transporte paralelo para o termo escalar

S (x→ x + dx) = S (x)−Ψ (x)
(︂

Ωµ (x) + γ(0)Ω†
µ (x) γ(0)

)︂

Ψ (x) dxµ, (3.27)
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buscando uma transformação adequada para uma quantidade escalar, devemos impor

seguinte condição para o coeficiente de conexão de spin

γ(0)Ω†
µ (x) γ(0) = −Ωµ (x) . (3.28)

Por sua vez, efetuando o transporte paralelo para o termo vetorial

V (a) (x→ x + dx) = V (a) (x)−Ψ (x)
[︂

γ(a), Ωµ (x)
]︂

Ψ (x) dxµ, (3.29)

para uma transformação vetorial adequada, devemos impor seguinte condição para o

coeficiente de conexão de spin

[︂

γ(a), Ωµ (x)
]︂

= ω
(a)
µ(b)γ

(b) (3.30)

analisando a igualdade (3.30) podemos considerar que Ωµ (x) deve ser dado como alguma

combinação linear do produto de matrizes gama. Notando agora que

[︂

γa, σbc
]︂

= 2i
(︂

γaηba − γbηca
)︂

, σbc ≡ i

2

[︂

γb, γc
]︂

, (3.31)

podemos tomar a seguinte proposta

Ωµ = cωµ(b)(c)σ
(b)(c) (3.32)

e substituindo em (3.30) obtemos c = 1
4i

, portanto

Ωµ = − i

4
ωµ(a)(b)σ

(a)(b) =
1

8
ωµ(a)(b)

[︂

γ(a), γ(b)
]︂

. (3.33)

Reescrevendo as matrizes gama em um sistema de coordenas arbitrário γµ = e
µ
(a)γ

(a),

podemos então escrever a equação de Dirac em espaços curvos

(iγµ∇µ −m) Ψ = 0, (3.34)

e comparando com (3.17) podemos notar a influencia da espaço-tempo diante a presença

do coeficiente da conexão de spin presente na equação. A ação associada à equação de

Dirac no espaço-tempo curvo é dada por

S =
∫︂ √−gd4xΨ [iγµ∇µ + m] Ψ. (3.35)

Apresentamos de forma sucinta as equações de campo que descrevem bósons de spin

zero e férmions de spin meio no espaço-tempo plano e em seguida efetuamos a respectivas

generalizações para o espaço-tempo curvo, nos próximos capítulos iremos estudar ambas

as equações nos espaços de interesse, especificamente o espaço-tempo de Bonnor-Melvin

com constante cosmológica e a corda negra.
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4 Quantização dos Campos em Es-

paços Curvos

Neste capítulo formulamos de forma geral o procedimento de quantização de campos

escalares em espaços curvos arbitrários e a criação de partículas como consequência da não

unicidade do vácuo. Ilustramos em seguida essa discussão com o efeito Hawking para um

buraco negro de Schwarzschild em (1+1) dimensões, utilizando dois métodos distintos, o

primeiro sendo a quantização do campo e o segundo via tunelamento de partículas. Por

fim tratamos do efeito Casimir no espaço-tempo de Minkowski em (1+1) dimensões e

calculamos a energia de Casimir regularizada. Vale mencionar que não temos a ambição

de fazer um tratado sobre os temas aqui expostos. Além de ser um assunto extenso

e complexo, isso fugiria do objetivo da dissertação. Portanto, o tratamento aqui será

feito de forma bastante sintética e breve, apresentando os principais métodos e objetos

que serão utilizados posteriormente no trabalho. As principais referencias utilizadas na

construção do presente capitulo são:[32, 20, 50, 21, 51, 52, 53]

4.1 Quantização Canônica

A construção de uma teoria quântica de campos envolve uma lagrangiana1, um pro-

cedimento de quantização, a caracterização dos estados quânticos e a interpretação física

dos estados e observáveis. Vamos começar definindo a ação para um campo escalar na

forma covariante. Em seguida, escreveremos a expressão associada ao tensor de energia-

momento desse campo e procederemos com a quantização canônica. Por fim, exploraremos

as transformações de Bogoliubov e suas consequências.

Em um espaço-tempo plano a invariância de Lorentz é crucial na construção de uma

teoria quântica de campos, permitindo a identificação de um único estado de vácuo. No

espaço-tempo curvo, sob as devidas adaptações a simetria de Lorentz não está presente,

sendo substituída pela simetria por transformações gerais de coordenadas. Como veremos

a não unicidade do vácuo contesta a interpretação física usual do conceito de partícula.

Dado que estamos interessados na quantização do campo escalar real no capitulo 7 no

qual estudamos o efeito Casimir, vamos considerá-lo como um modelo para esta discussão.

De forma geral, tomamos a ação de um campo escalar no espaço-tempo curvo

S =
1

2

∫︂

d4x
√︂

|g|
(︂

gµν∇µΨ∇νΨ + m2Ψ2 + ξRΨ2
)︂

, (4.1)

1 Em contraste com descrições axiomáticas [54, 55]
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cuja equação covariante associada é representada por

(︂

−∇µ∇µ + m2 + ξR
)︂

Ψ = 0, (4.2)

em que R é o escalar de Ricci para o espaço-tempo de fundo e ξ é o parâmetro de

acoplamento da curvatura. O tensor de energia-momento (2.11) para (4.1) tem a forma

Tµν = − 2√−g

∂S

∂gµν
= ∇µΨ∇ν −

1

2
gµν∇ρΨ∇ρΨ− 1

2
m2gµνΨ2

+ ξ

(︃

Rµν −
1

2
gµνR

)︃

Ψ2 + ξ (gµν∇ρ∇ρ −∇µ∇ν) Ψ2,

(4.3)

que para o caso em que estamos interessados é dado pelo chamado acoplamento minimo

ξ = 0, que resulta em

Tµν = ∇µΨ∇ν −
1

2
gµν∇ρΨ∇ρΨ− 1

2
m2gµνΨ2. (4.4)

O produto escalar entre duas soluções da equação de campo é generalizado como sendo

[20]

(Ψ1, Ψ2) = i

∫︂

Σ
dΣµ

√︂

|gΣ| (Ψ1 (x) ∂µΨ∗
2 (x)− (∂µΨ1 (x)) Ψ∗

2 (x)) (4.5)

em que Σ é uma hipersuperfície espacial, dΣµ = nµdΣ com nµ sendo o vetor unitário

orientado para o futuro normal a Σ. Pode-se mostrar que o produto escalar é independente

de Σ [32]. Para o caso em que2 g0k = 0, tomando a hiper-superfície com t = constante

tem-se nµ = (n0, 0, 0, 0), g00n
0 = 1. Nesse caso especial, o produto escalar assume a forma

(Ψ1, Ψ2) = i

∫︂

Σ
d4x

√︂

|g|g00 (Ψ1∂0Ψ
∗
2 −Ψ∗

2∂0Ψ1) . (4.6)

No esquema de quantização canônica, de forma análoga ao espaço-tempo plano o pri-

meiro passo consiste em construir um conjunto completo de modos {Ψi (x) , Ψ∗
i (x)}, que

são as soluções para a equação de campo (4.2) obedecendo às condições de ortonormali-

zação:

(Ψi, Ψj) = δij,
(︂

Ψ∗
i , Ψ∗

j

)︂

= −δij,
(︂

Ψi, Ψ∗
j

)︂

= 0, (4.7)

em que índice i representa o conjunto de números quânticos que rotulam os modos e o

símbolo δij deve ser entendido como o delta de Kronecker para números quânticos discretos

e como a função delta de Dirac para números quânticos contínuos.

De forma equivalente ao caso do espaço-tempo plano, a quantização é feita diante a

expansão do campo quântico em modos diante os operadores de criação ai e aniquilação

a
†
i

Ψ =
∑︂

i

[︂

aiΨi (x) + a
†
iΨ

∗
i (x)

]︂

. (4.8)

O índice i representa o conjunto de números quânticos que rotulam os modos, isto é,

o símbolo δij deve ser entendido como uma delta de Kronecker para números quânticos
2 k = 1, 2, 3.
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discretos e como a função delta de Dirac para os contínuos3. As seguintes relações de

comutação são validas

[︂

ai, a
†
j

]︂

= δij, [ai, aj] = 0,
[︂

a
†
i , a

†
j

]︂

= 0. (4.9)

A construção posterior do espaço de estados de quânticos é a mesma descrita para o

espaço de Minkowski, no entanto no espaço-tempo curvo, em geral, a escolha dos modos

Ψi não é única. Como consequência, não existe uma noção única do estado de vácuo e a

noção de “partícula” torna-se ambígua, essa não unicidade é uma característica essencial

da teoria quântica de campos espaços curvos com consequências físicas, por exemplo, o

fenômeno da criação de partículas oriundo de campos gravitacionais.

4.2 Transformação de Bogoliubov

Nessa seção iremos utilizar as transformações de Bogoliubov buscando entender as

implicações da não unicidade do vácuo em espaços curvos, para tal, iremos calcular o

valor esperado do número de partículas para os estados de vácuo [32]. Além dos modos

usuais

{Ψi (x) , Ψ∗
i (x)} , (4.10)

consideramos um segundo conjunto ortonormal completo de modos

{︂

Ψj (x) , Ψ
∗
j (x)

}︂

, (4.11)

que nos permite efetuar a seguinte expansão

Ψ =
∑︂

j

[︂

ajΨj (x) + a
†
jΨ

∗
j (x)

]︂

, (4.12)

tal que um novo estado de vácuo é definido por aj |0⟩ = 0 e um novo espaço de estados

quânticos pode ser construído pela atuação do operador de criação a
†
j no estado de vácuo.

Podemos relacionar as bases (4.10) e (4.11) com respeito a uma expansão em termos

dos coeficientes αji =
(︂

Ψj, Ψi

)︂

e βji = −
(︂

Ψj, Ψ∗
i

)︂

Ψj =
∑︂

i

(αjiΨi + βjiΨ
∗
i ) . (4.13)

De maneira similar podemos relacionar as bases (4.11) e (4.10) com respeito a uma

expansão em termos dos coeficientes αij =
(︂

Ψi, Ψj

)︂

e βij = −
(︂

Ψi, Ψ
∗
j

)︂

Ψi =
∑︂

j

(︂

αijΨj + βijΨ
∗
j

)︂

, (4.14)

3 Naturalmente para números quânticos contínuos a soma sobre os modos deve ser encarada como uma
integral adequada.
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notando que

(︂

Ψi, Ψj

)︂

= −
(︂

Ψ
∗
j , Ψ∗

i

)︂

=
(︂

Ψj, Ψi

)︂∗
,

(︂

Ψi, Ψ
∗
j

)︂

= −
(︂

Ψj, Ψ∗
i

)︂

, (4.15)

obtemos as relações entre os coeficientes em modos distintos

αij = α∗
ji, βij = −βji, (4.16)

de modo que podemos reescrever (4.14) da seguinte forma

Ψi =
∑︂

j

(︂

α∗
jiΨj − βjiΨ

∗
j

)︂

. (4.17)

Inserindo (4.13) nas relações de ortonormalização
(︂

Ψj, Ψl

)︂

= δjl e
(︂

Ψj, Ψ
∗
l

)︂

= 0,

obtemos respectivamente

∑︂

i

(αjiα
∗
li − βjiβ

∗
li) = δji,

∑︂

i

(αjiβli − βjiαli) = 0. (4.18)

De forma análoga, agora podemos considerar as relações entre os operadores de aniqui-

lação e criação nas duas bases (4.10) e (4.11). Expandido os dois conjuntos de operadores

de criação e aniquilação em relação um ao outro

al = (Ψ, Ψl) =
∑︂

j

(︂[︂

ajΨj + a
†
jΨ

∗
j

]︂

, Ψj

)︂

=
∑︂

j

(︂

αjlaj + β∗
jla

†
j

)︂

, (4.19)

al =
(︂

Ψ, Ψl

)︂

=
∑︂

j

(︂[︂

ajΨj + a†Ψ∗
j

]︂

, Ψj

)︂

=
∑︂

j

(︂

α∗
ljaj − β∗

lja
†
j

)︂

, (4.20)

temos as transformações de Bogoliubov, representadas pelas relações (4.19) e (4.20), que

descrevem as relações entre dois conjuntos de operadores de criação e aniquilação. Nesse

contexto, os coeficientes αji e βji são denominados coeficientes de Bogoliubov.

A partir de dois conjuntos de modos, temos dois estados de vácuo diferentes: |0⟩ e |0⟩,
que definem conjuntos de espaços de estados quântico distintos. Para entender a relação

entre esses conjuntos, analisamos a ação do operador de aniquilação no novo estado de

vácuo |0⟩.

ai |0⟩ =
∑︂

j

(︂

αjiaj + β∗
jia

†
j

)︂

|0⟩ =
∑︂

j

β∗
ji |1j⟩ ≠ 0 (4.21)

isso implica que se βji ̸= 0 então o estado |0⟩ não é um estado de vácuo para os modos

(4.10). Para o valor esperado do número de partículas obtemos

⟨0|Ni |0⟩ = ⟨0| a†
iai |0⟩ =

∑︂

j,l

βliβ
∗
ji ⟨1l|1j⟩ =

∑︂

j

|βji|2 (4.22)

que evidencia que o vácuo dos modos Ψj contém
∑︁

j |βji|2 partículas no modo Ψi.
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4.3 Radiação Hawking

Estamos interessados em ilustrar as consequências da implementação dos campos

quânticos no espaço-tempo curvo, como discutido na seção anterior 4.1. Para isso, consi-

deramos um exemplo canônico: a temperatura de Hawking. Em outras palavras, diante

da implementação dos efeitos quânticos na gravitação, podemos demonstrar que os bura-

cos negros emitem radiação cujo espectro possui uma temperatura bem definida, a qual

é inversamente proporcional à massa do buraco negro [20]. Por simplicidade tomamos

então a solução de Schwarzschild em (1+1) dimensões4 [50]

ds2 =
(︃

1− rg

r

)︃

dt2 − dr2

1− rg

r

(4.23)

em que 2M = rg, com M sendo a massa do buraco negro5. Introduzindo as coordenadas

de tartaruga r∗ = r − rg + rg ln
(︂

r
rg
− 1

)︂

e dr∗ = dr

1− rg
r

, e em seguida as coordenadas de

tartatuga no cone de luz ũ = t− r∗ e ṽ = t + r∗, podemos reescrever a métrica (4.23) da

seguinte forma

ds2 =

(︄

1− rg

r (ũ, ṽ)

)︄

dũdṽ, (4.24)

que é definida apenas na região fora do horizonte do buraco negro. Por outro lado,

podemos considerar as coordenadas do cone de luz de Kruskal-Szekeres,

u = −2rg exp

(︄

− ũ

2rg

)︄

, v = 2rg exp

(︄

ṽ

2rg

)︄

(4.25)

de modo que a métrica (4.23) assume a seguinte forma

ds2 =
rg

r (u, v)
exp

(︄

1− r (u, v)

rg

)︄

dudv, (4.26)

que por sua vez é definida no espaço todo. Afim de efetuarmos a quantização, tomando

a ação de um campo escalar minimamente acoplado ξ = 0 não massivo m = 0 em (1+1)

dimensões para a ação (4.1)

S =
1

2

∫︂

d2x
√−ggαβ∂αΨ∂βΨ, (4.27)

e levando em conta ambas as descrições (4.24) e (4.25), para a ação (4.27), obtemos as

equações de movimento ∂u∂vΨ = 0 e ∂ũ∂ṽΨ = 0. Para os nossos objetivos é suficiente

tomar as soluções na forma Ψ ∝ e−iωu e Ψ ∝ e−iΩũ em que ω e Ω são os modos de

frequência positiva. Efetuando então a quantização via expansão em modos

Ψ =
∫︂ ∞

0

dω

(2π)
1

2

1√
2ω

[︂

e−iωuâ−
ω + eiωuâ+

ω

]︂

=
∫︂ ∞

0

dΩ

(2π)
1

2

1√
2Ω

[︃

e−iΩũb̂
−
Ω + eiΩũb̂

+

Ω

]︃

, (4.28)

4 (1 dimensão temporal + 1 dimensão espacial).
5 G = ℏ = c = k = 1.
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em que os operadores de criação e aniquilação satisfazem as regras de comutação
[︂

aω, a†
ω

]︂

= δ
(︂

ω − ω
′)︂

,
[︂

bΩ, b
†
Ω

]︂

= δ
(︂

Ω− Ω
′)︂

, (4.29)

e definimos respectivamente o vácuo de Kruskal |0K⟩ e o vácuo de Boulware |0B⟩, como

sendo

aω |0K⟩ = 0, bΩ |0B⟩ = 0. (4.30)

Relacionando os operadores
{︂

aω, a†
ω

}︂

e
{︂

bΩ, b
†
Ω

}︂

, diante a transformação de Bogoliubov

(4.19)

bΩ =
∫︂ ∞

0
dω

(︂

αΩωaω − βΩωa†
ω

)︂

, b
†
Ω =

∫︂ ∞

0
dω

(︂

α∗
Ωωa†

ω − β∗
Ωωaω

)︂

, (4.31)

e substituindo a transformação Bogoliubov na regra de comutação (4.29), obtemos a

condição de normalização para os coeficientes

δ
(︂

Ω− Ω
′)︂

=
∫︂ ∞

0
dω

(︂

αΩωα∗
Ω

′
ω
− βΩωβ∗

Ω
′
ω

)︂

. (4.32)

Substituindo (4.31) na expansão que define o campo em ambos os referenciais (4.28),

e utilizando (4.32), após alguma álgebra encontramos que

|αΩω|2 = e
2πΩ

κ |βΩω|2 . (4.33)

Associando a nomenclatura de a-partículas e b-partículas ao conjunto de operadores

aω e bΩ, podemos agora calcular o número de b-partículas em a-vácuo tomamos o valor

esperado do operador número de b-partículas NΩ = b
†
ΩbΩ

⟨NΩ⟩ = ⟨0K| b†
ΩbΩ |0K⟩ = ⟨0K|

∫︂ ∞

0
dω |βΩω

′ |2 aωa
†
ω

′ |0K⟩ =
∫︂ ∞

0
dω |βΩω|2 . (4.34)

Utilizando a regra de normalização (4.32) para Ω = Ω
′
, e a relação entre os coeficientes

da transformação de Bogolyubov (4.33), podemos escrever6

∫︂ ∞

0
dω |βΩω|2 =

[︂

e
2πΩ

κ − 1
]︂−1

δ (0) (4.35)

portanto, o número de ocupação pode ser escrito da seguinte forma
⟨︂

N̂Ω

⟩︂

=
[︂

e
2πΩ

κ − 1
]︂−1

δ (0) , (4.36)

que pode ser identificando como uma distribuição de Bose-Einstein, e assim podemos

atribuir um banho térmico ao observador de Boulware, que é da dita temperatura Hawking

[50]

TH =
κ

2π
. (4.37)

Portanto o observador de Boulware é acoplado às flutuações quânticas do vácuo e

essas flutuações o excitam como se o observador estivesse em um banho térmico com

temperatura inversamente proporcional a massa do buraco negro.
6 κ = 1

4M
.
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4.4 Tunelamento de Partículas

Embora a quantização dos campos quânticos em espaços curvos tenha sido o mé-

todo inicialmente considerado na obtenção da temperatura Hawking [56, 57], diversos

métodos foram desenvolvidos para calcular as propriedades termodinâmicas de buracos

negros. Dentre eles podemos considerar o método de tunelamento quântico [52]. O mé-

todo consiste em obter soluções das equações que descrevem as partículas quânticas, como

por exemplo, as equações de Klein-Gordon e a equação Dirac, utilizando a aproximação

WKB, e calcular a probabilidade de tunelamento dessas partículas através do horizonte

de eventos do buraco negro em questão. Esse método apresenta inúmeras vantagens em

comparação ao método anterior, como por exemplo a simplicidade nos cálculos.

Dado que iremos utilizar o método de tunelamento de partículas para calcular a tem-

peratura Hawking da corda negra no capitulo 8, temos o objetivo de efetuar sua ilustração,

com esse proposito estabelecemos também um paralelo com a seção anterior 4.3 e toma-

mos um campo escalar Ψ descrito no espaço-tempo de um buraco negro de Schwarzschild

em (1+1) dimensões [58]

ds2 = −
(︃

1− rg

r

)︃

dt2 +
dr2

(︂

1− rg

r

)︂ . (4.38)

Utilizando a equação de Klein-Gordon na forma covariante (3.6)

−∂2
t Ψ +

(︃

1− rg

r

)︃2

∂2
r Ψ + ∂r

(︃

1− rg

r

)︃

∂rΨ−
m2

ℏ2

(︃

1− rg

r

)︃

Ψ = 0 (4.39)

e assumindo a seguinte proposta de solução7

Ψ (t, r) = exp
(︃

− i

ℏ
I (t, r)

)︃

, I (t, r) = −Et + W (r) , (4.40)

em que E é a energia da partícula escalar. Substituindo a proposta (4.40) em (4.39), e

isolando W (r)

W± (r) = ±
∫︂

dr
(︂

1− rg

r

)︂

√︄

E2 −
(︃

1− rg

r

)︃

m2, (4.41)

resolvendo a integral via teorema de resíduos para o polo simples r = rg temos [59]

W± (r) = ±2πiErg. (4.42)

A probabilidade de tunelamento de uma partícula de dentro para fora do horizonte com

energia E é dada por Γ = exp [−4ImW+] [60], que resulta em

Γ = exp (−4πrgE) , (4.43)
7 Que é aproximação utilizada no método WKB [52].
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e comparando com Γ = exp[−βE] , em que β = (T −1
H ) identificamos a temperatura

Hawking

TH =
κ

2π
. (4.44)

Podemos observar que a temperatura de um buraco negro depende exclusivamente dos

parâmetros da métrica. Embora essa temperatura coincida com a obtida anteriormente,

é importante ressaltar que os conceitos e técnicas envolvidos são substancialmente dife-

rentes. No primeiro tratamento, a temperatura de Hawking é uma consequência da não

unidade do vácuo em espaços curvos, enquanto no segundo tratamento, a temperatura

pode ser obtida através do fenômeno de tunelamento de partículas quânticas através do

horizonte de eventos dos buracos negros.

4.5 Efeito Casimir

O efeito Casimir é uma previsão da teoria quântica de campos que foi experimental-

mente verificada. Pode ser compreendido como um fenômeno de sensibilidade do vácuo

quântico em relação às condições de contorno. Fisicamente, as flutuações do vácuo entre

duas placas metálicas paralelas e infinitas descarregadas resultam em uma força atrativa

entre elas, que é independente do material que as constitui [61].

Uma descrição realista do efeito Casimir requer a quantização do campo eletromagné-

tico com condições de contorno que simulem as placas condutadoras, porém o estudo de

campos escalares se mostra uma ferramenta bastante interessante para entender esse tipo

de fenômeno, pois requer um tratamento mais simples ainda assim mantém as principais

características do efeito.

Dado que estudamos esse efeito com respeito a métrica (7.1), isto é, estudamos o

efeitos das condições de contorno e do espaço-tempo de fundo na flutuação do vácuo,

temos o interesse de ilustrar o efeito Casimir no espaço-templo plano. Tomamos então

um campo escalar Ψ sem massa em (1+1) dimensões entre duas placas em x = 0 e x = L

que satisfaz as seguinte condições de contorno

Ψ (t, x)|x=0 = Ψ (t, x)|x=L = 0, (4.45)

considerando a equação ∂2
t Ψ − ∂2

xΨ = 0, e impondo as condições de contorno (4.45),

obtemos

Ψn (t, x) =
(︂

Ane−iωnt + Bneiωnt
)︂

sin (ωnx) , ωn ≡
|n| π

L
(4.46)

efetuando a quantização (4.8)

Ψ (t, x) =

√︄

1

L

∞∑︂

n=1

sin (ωnx)√
ωn

[︂

ane−iωnt + a†
neiωnt

]︂

(4.47)

tal que
[︂

an, a
†
n

′

]︂

= δnn
′ . (4.48)
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Afim de determinar o valor esperado da energia com respeito ao estado fundamental,

devemos considerar o hamiltoniano do sistema que é dado por

T00 = H =
1

2

∫︂ L

0
dx

⎡

⎣

(︄

∂Ψ

∂t

)︄2

+

(︄

∂Ψ

∂x

)︄2
⎤

⎦ (4.49)

em que T00 é a contrapartida quântica de (4.4) e Ψ é o campo quântico (4.47). Calculando

o valor esperado [50], podemos escrever

ϵ0 ≡
1

L
⟨0|H |0⟩ =

1

2L

∞∑︂

n=1

ωn =
π

2L2

∞∑︂

n=1

n. (4.50)

Devemos notar que a princípio a densidade de energia de Casimir é divergente, pois se

trata se uma soma infinita em n, a forma usual de contornar esse problema se dá diante

um procedimento de regularização. Especificamente identificamos da função zeta (A.1)

ζ (x) =
∞∑︂

n=1

1

nx
=

∞∑︂

n=1

n−x (4.51)

e efetuando a continuação analítica8, que nos permite obter um valor finito para x = −1

[50]

ζ (−1) = − 1

12
, (4.52)

e portanto um valor finito pra a densidade e energia de Casimir

ϵ0 = − π

24L2
. (4.53)

Desenvolvemos, de forma geral, o procedimento de quantização canônica para um

campo escalar em um espaço curvo arbitrário. Demonstramos o fenômeno de produção

de partículas devido à não unicidade do vácuo e abordamos a temperatura de Hawking

como exemplo em duas abordagens distintas. Calculamos também a densidade de energia

de Casimir. Pretendemos utilizar a discussão realizada aqui no estudo do efeito Casi-

mir no Espaço de Bonnor-Melvin com constante cosmológica, bem como na obtenção da

temperatura de Hawking via tunelamento de partículas para a corda negra.

8 Chamamos esse procedimento de regularização via função zeta de Riemann.
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5 Equação de Klein-Gordon em

Bonnor-Melvin-Λ

Neste capítulo, analisamos a influência do campo gravitacional produzido pela solu-

ção de Bonnor-Melvin com constante cosmológica sobre campos escalares massivos, ou

seja, o efeito do campo magnetico e da constante cosmologica. Obtemos uma solução

exata da equação de Klein-Gordon e, em seguida, tratamos do caso assintótico da solução

supondo a constante cosmológica suficientemente pequena. Por outro lado encontramos

uma solução para o caso em que a constante cosmológica seja suficientemente pequena e,

sob a condição de contorno da parede dura, obtemos o espectro de energia da partícula

escalar. Além disso, com relação ao caso da constante cosmológica ser suficientemente

pequena, introduzimos um potencial escalar do tipo Coulomb e obtemos a solução ade-

quada e o espectro de energia para a partícula escalar. Em seguida tratamos do oscilador

de Klein-Gordon sujeito a um potencial escalar do tipo Coulomb. Resolvemos a equa-

ção relativística no regime em que a constante cosmológica é suficientemente pequena e

obtivemos o espectro de energia.

5.1 Equação de Klein-Gordon: Solução Exata

Sistema físicos com campos magnéticos intensos tem despertado bastante interesse da

comunidade cientifica nos últimos anos, por esse motivo vamos nos dedicar ao estudo de

bósons no espaço-tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmológica [14], que é uma

solução exata das equações de Einstein-Maxwell com simetria cilíndrica dada por

ds2 = −dt2 + dρ2 +
H2 (ρ)

Λ
dφ2 + dz2, (5.1)

em que H (ρ) =
√

Λσ sin
(︂√

2Λρ
)︂

é campo magnético, Λ é a constante cosmológica positiva

e σ uma constante de integração. O tensor métrico pode ser escrito da seguinte forma

(gµν) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 σ2 sin2
(︂√

2Λρ
)︂

0

0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (gµν) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1

σ2 sin2(
√

2Λρ)
0

0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (5.2)

e o nosso objetivo é investigar o comportamento dos campos escalares nesta métrica. Para

alcançar esse objetivo, é necessário resolver a equação de Klein-Gordon na sua forma

covariante, que pode ser escrita como:

1√−g
∂µ

[︂

gµν
√−g∂νΨ

]︂

−m2Ψ = 0. (5.3)
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Substituindo os coeficientes da métrica, o determinante g ≡ det (gµν) = −σ2 sin2
(︂√

2Λρ
)︂

e em seguida efetuando algumas manipulações, a equação de Klein-Gordon no espaço-

tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmológica assume a seguinte forma:
⎛

⎝− ∂2

∂t2
+

√
2Λ

tan
(︂√

2Λρ
)︂

∂

∂ρ
+

∂2

∂ρ2
+

∂2

∂z2
+

1

σ2 sin2
(︂√

2Λρ
)︂

∂2

∂φ2
−m2

⎞

⎠Ψ = 0. (5.4)

Tomando uma proposta de solução que poderia ser obtida a através da separação

variáveis da equação de Klein-Gordon

Ψ (t, ρ, φ, z) = eiϵteilφeipzzR (ρ) , (5.5)

em que os números quânticos ϵ, l e pz estão associados, respectivamente, à energia, mo-

mento angular em torno de φ e momento na direção z. É importante observar que o

número quântico l está associado a um setor periódico da solução e, portanto, assume os

seguintes valores: l = 0,±1,±2,±3, · · · . Definindo ζ2 ≡ ϵ2−m2− p2
z, obtemos a equação

radial ⎛

⎝
d2

dρ2
+

√
2Λ

tan
(︂√

2Λρ
)︂

d

dρ
− l2

σ2 sin2
(︂√

2Λρ
)︂ + ζ2

⎞

⎠R (ρ) = 0. (5.6)

Para resolver a equação radial, fazemos a seguinte mudança de variável, u = cos
(︂√

2Λρ
)︂

,

que resulta em

(︂

1− u2
)︂ d2R (u)

du2
− 2u

dR (u)

du
+

(︄

ζ2

2Λ
− 1

(1− u2)

l2

2Λσ2

)︄

R (u) = 0. (5.7)

Identificando µ ≡ l√
2Λσ

e ν ≡
(︂

ζ2

2Λ
+ 1

4

)︂ 1

2 − 1
2
, a equação toma a forma da equação

associada de Legendre para µ e ν

(︂

1− u2
)︂ d2R (u)

du2
− 2u

dR (u)

du
+

(︄

ν (ν + 1)− µ2

1− u2

)︄

R (u) = 0, (5.8)

cujas soluções para µ, ν ∈ R e u ∈ (−1, 1) são as ditas funções de Ferrer de primeiro e

segundo tipo, que são respectivamente denotadas por: Pµ
ν (u) , Qµ

ν (u). No caso em que os

parâmetros são reais, ambas as soluções são dadas em termos da função hipergeométrica

F (a, b; c; z) =
F (a, b; c; z)

Γ (c)
, (5.9)

para mais detalhes veja o apêndice A. Dado que Pµ
ν (u) é bem definida para quaisquer

µ, ν, a solução fica

R (u) = Pµ
ν (u) =

(︃
1 + x

1− x

)︃µ
2

F

(︃

ν + 1,−ν + 1; 1− µ;
1

2
− 1

2
u

)︃

, (5.10)

recuperando os parâmetros, podemos escrever a solução para a componente radial

R (u) = P
l√

2Λσ
(︂

ζ2

2Λ
+ 1

4

)︂ 1
2 − 1

2

(u) =
(︃

1 + u

1− u

)︃ l

2
√

2Λσ

F

(︃

a, b; c;
1

2
(1− u)

)︃

; (5.11)
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a ≡
(︄

ζ2

2Λ
+

1

4

)︄ 1

2

+
1

2
; b ≡ −

(︄

ζ2

2Λ
+

1

4

)︄ 1

2

+
3

2
; c ≡ 1− |l|√

2Λσ
. (5.12)

Podemos ainda investigar o comportamento assintótico da solução radial, levando em

conta que Λ seja suficientemente pequena, que implica em ν suficientemente grande tal

que nesse regime vale ν = ζ√
2Λ
− 1

2
. Tomando então a expressão assintótica (A.17) para a

solução radial, nesse caso podemos escrever

P
|l|√
2Λσ
ζ√
2Λ

− 1

2

(︂

cos
(︂√

2Λρ
)︂)︂

∼
⎛

⎝

√
2Λρ

sin
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠

1

2

J |l|√
2Λσ

(ζρ) ∼ J |l|√
2Λσ

(ζρ) . (5.13)

Portanto, obtemos uma solução exata na equação de Klein-Gordon. Além disso, con-

seguimos identificar o caso assintótico para uma constante cosmológica pequena. De-

monstramos que a solução radial, nesse limite, é expressa por uma função de Bessel do

primeiro tipo.

5.2 Níveis de Landau

Podemos assumir que a constante cosmológica é muito pequena [62, 63], de fato em

unidades naturais1, temos que Λ = ρvac

(︃

8π
m2

p

)︃

= 5.06 × 10−84GeV2, em que ρvac ≈ 3 ×

10−47GeV4 é a densidade de energia do vácuo e mp =
√︂

ℏc
G

é a massa de Planck. Sob esse

dado, podemos considerar em H2(ρ)
Λ

uma expansão em que somente o primeiro termo é

significativo. Nessa aproximação a métrica (5.1) assume uma forma cônica2:

ds2 = −dt2 + dρ2 + 2Λσ2ρ2dφ2 + dz2. (5.14)

Procedendo de forma inteiramente análoga ao feito para a obtenção da equação (5.6),

obtemos a equação radial nessa aproximação

d2R (ρ)

dρ2
+

1

ρ

dR (ρ)

dr
+

(︄

ζ2 − l2

2Λσ2ρ2

)︄

R (ρ) = 0. (5.15)

Tomando a seguinte mudança de variável ρ = ζρ, a equação radial (5.15) assume a

forma da equação de Bessel (A.3)

d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ
+

(︄

1− l2

2Λσ2ρ2

)︄

R = 0, (5.16)

cuja solução geral é expressa em termos das funções de Bessel de primeiro tipo Jλ e

segundo tipo Yλ, em que λ = |l|
σ

√
2Λ

, de modo que a componente radial pode ser escrita

como:

R (ρ) = c1J |l|
σ

√
2Λ

(ζρ) + c2Y |l|
σ

√
2Λ

(ζρ) , (5.17)

1 c = 1 = ℏ
2 Um importante exemplo de métrica cônica é a métrica da corda cósmica, que pode ser obtida através

de considerações sobre a quebra espontânea do potencial de Higgs e possui implicações bastante
interessantes em cenários cosmológicos e astrofísicos, para detalhes veja [64, 65, 66, 67].
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a função Yλ diverge na origem e portanto, tomamos c2 = 0, o que mostra consistência

entre a aproximação feita e o tratamento assintótico da solução exata.

Afim de determinar o espectro de energia, podemos impor a condição de contorno de

parede dura3 que consiste em assumir que a função de onda se anula em algum ρ = ρω

que é um raio arbitrário e distante da origem [68]. Utilizando então expansão assintótica

(A.6), ficamos com

J |l|√
2Λσ

(ζρ) ∼
√︄

2

πζρ
cos

(︄

ζρ− l√
2Λσ

π

2
− π

4

)︄

. (5.18)

Impondo a condição de parede dura na expansão assintótica
√︄

2

πζρω

cos

(︄

ζρω −
l√

2Λσ

π

2
− π

4

)︄

= 0, (5.19)

e observando que a função cosseno é periódica obtemos a seguinte expressão

ζρω −
|l|√
2Λσ

π

2
− π

4
=

π

2
+ nπ, (5.20)

em que n é um numero inteiro. Lembrando da definição ζ2 = ϵ2 − m2 − p2
z, obtemos o

espectro de energia

ϵ± = ±
⌜
⃓
⃓
⎷

[︄(︃
3

4
+ n

)︃2

+
(︃

3

4
+ n

)︃ |l|√
2Λσ

+
l2

8Λσ2

]︄

π2

ρ2
ω

+ m2 + p2
z. (5.21)

Buscando uma aplicação, consideramos como um exemplo o espectro de energia asso-

ciado a massa de um píon [63]. Em relação à amplitude do campo magnético, levamos

em conta valores comparáveis aos valores estimados de campos magnéticos resultantes da

colisão de íons pesados altas energias H0 =
√

Λσ ∼ 1019G [69, 70].
3 “hard-wall condition”
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Figura 1 – Gráfico do espectro de energia em GeV, para n variando de−3 até 3 e l variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ 0.134 GeV e ρ−1

ω ∼ 0.134 GeV.
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Figura 2 – Gráfico do espectro de energia em GeV, para n variando de −20 até 20 e l

variando de 0 até 20. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ 0.134 GeV e ρ−1
ω ∼

0.134 GeV.
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Figura 3 – Gráfico do espectro de energia em GeV, para n variando de−3 até 3 e l variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ 0.134 GeV e ρ−1

ω ∼ 0.0134 GeV.



Capítulo 5. Equação de Klein-Gordon em Bonnor-Melvin-Λ 44

0.5

1.0

1.5

2.0

n

l

ϵ+ (GeV)

Figura 4 – Gráfico do espectro de energia em GeV, para n variando de −20 até 20 e l

variando de 0 até 20. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ 0.134 GeV e ρ−1
ω ∼

0.0134 GeV.

Nas figuras acimas plotamos o espectro de energia variando os números quânticos n

e l e fixando o momento na direção z, a massa, a intensidade do campo e a componente

radial. Esses resultados indicam que campos magnéticos dessa ordem possuem efeitos

apreciáveis no espectro de energia de partículas.

5.3 Potencial Escalar Tipo-Couloumb

Nessa seção temos o objetivo de introduzir um pontencial escalar, especificamente

um potencial do tipo-Couloumb na equação de Klein-Gordon. Tomando a prescrição de

incorporar um potencial escalar na equação de Klein-Gordon através da modificação do

termo de massa4, isto é m→ m + V (ρ), de forma geral, podemos escrever:

1√−g
∂µ

[︂

gµν
√−g∂νΨ

]︂

− (m + V (ρ))2 Ψ = 0. (5.22)

4 Essa prescrição é compatível com introduzir o acoplamento com potenciais eletromagnéticos via aco-
plamento minimo [47].
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Consideramos o caso de um potencial do tipo-Couloumb V (ρ) ≡ η
ρ
, com η sendo um

uma constante de acoplamento real, que implica na seguinte modificação5 da equação

radial para a métrica de Bonnor-Melvin com constante cosmológica (5.1)

d2R (ρ)

dρ2
+

√
2Λ

tan
(︂√

2Λρ
)︂

dR (ρ)

dρ
−
⎡

⎣ξ2 +
l2

σ2 sin2
(︂√

2Λρ
)︂ +

η2

ρ2
+

2mη

ρ

⎤

⎦R (ρ) = 0. (5.23)

Levando em conta a aproximação para constante cosmológica suficientemente pequena

(5.14) ficamos com

d2R (ρ)

dρ2
+

1

ρ

dR (ρ)

dρ
−
(︄

ξ2 +
2mη

ρ
+

1

ρ2

(︄

l2

2Λσ2
+ η2

)︄)︄

R (ρ) = 0, (5.24)

e devemos notar ainda que para η = 0, recuperamos (5.15). Assumindo R (ρ) = ρ− 1

2 Φ (ρ),

a equação radial pode ser escrita como uma equação de Schrödinger efetiva

d2Φ

dρ2
−
[︂

Veff + ξ2
]︂

Φ = 0, (5.25)

em que o potencial efetivo é dado por

Veff =

(︄

−1

4
+

l2

σ22Λ
+ η2

)︄

1

ρ2
+

2mη

ρ
, (5.26)

que determina a existência de estados ligado para η negativo, como podemos bem ver nos

gráficos abaixo.

2000 4000 6000 8000 10000

l=0

l=1

l=2

ρ (GeV)-1

V
eff

(GeV)2

Figura 5 – Gráfico do potencial efetivo Veff com respeito a ρ, para l = 0, 1, 2 e η = −0.3.
Em unidades naturais, m = 0.135 e H0 = 0.195 GeV2.

5 ξ2 = −ϵ2 + m2 + p2
z.
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Figura 6 – Gráfico do potencial efetivo Veff com respeito a ρ e η, para l = 1. Em unidades
naturais, m = 0.135 e H0 = 0.195 GeV2.

Analisando o comportamento da equação efetiva de Schrödinger em relação à variável

radial na origem e no infinito [47, 71], tomamos

Φ (ρ) = ρ

√︃
(︂

l2

σ22Λ
+η2

)︂

e−2ξρF (ρ) , (5.27)

substituindo (5.27) em (5.24) e tomando a mudança de variável: ρ = 2iζρ na equação

radial obtemos

ρ
d2F

dρ2
+

⎡

⎣

⎛

⎝1 +

√︄

4η2 +
2l2

Λσ2

⎞

⎠− ρ

⎤

⎦
dF

dρ
−
⎡

⎣
1

2

⎛

⎝1 +

√︄

4η2 +
2l2

Λσ2

⎞

⎠+
mη

ξ

⎤

⎦F = 0. (5.28)

Definindo os parâmetros

a ≡
⎡

⎣
1

2

⎛

⎝1 +

√︄

4η2 +
2l2

Λσ2

⎞

⎠+
mη

ξ

⎤

⎦ , b ≡
⎛

⎝1 +

√︄

4η2 +
2l2

Λσ2

⎞

⎠ , (5.29)

temos a equação de Kummer (A.8)

ρ
d2F

dρ2
+ (b− ρ)

dF

dρ
− aF = 0, (5.30)

de modo que a solução geral é dada por (veja o apêndice A.3)

F (ρ) = c1M (a, b, 2ξρ) + c2U (a, b, 2ξρ) , (5.31)
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e dado que U (a, b, 2ξρ) diverge na origem, tomamos c2 = 0. Com o objetivo de obter uma

solução bem definida para (5.27) e também obter o espectro de energia de um bóson sujeito

a um potencial escalar do tipo-Couloumb na métrica em questão, podemos impor em

(5.31) o caso de soluções polinomiais [31], a = −n em que n = 0, 1, 2, 3, · · · . Substituindo

o parâmetro (5.29) na condição, podemos escrever o espectro de energia

ϵ± = ±
⌜
⃓
⃓
⃓
⃓
⎷

− m2η2

(︃

n + 1
2

+
√︂

η2 + l2

2Λσ2

)︃2 + m2 + p2
z. (5.32)

Como feito anteriormente, a modo de exemplo, plotamos o espectro de energia para a

massa de um píon [63], com intensidades de campos magnéticos comparáveis aos campos

magnéticos resultantes das colisões de íons pesados H0 =
√

Λσ ∼ 1019G [69, 70].
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Figura 7 – Gráfico do espectro de energia em GeV, para n variando de 1 até 6 e l variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ 0.134 GeV, η = (4π)−10.303.
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Figura 8 – Gráfico do espectro de energia em GeV, para n variando de 1 até 6 e l variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, pz ∼ 0.134 GeV, m ∼ 1.34 GeV, η =
(4π)−10.303.

Plotamos o espectro de energia nas figuras acima de modo que efetuamos a variação

dos números quânticos n e l e fixamos o momento na direção z, a massa, a intensidade do

campo, o acoplamento com o potencial e a componente radial. Esses resultados indicam

que campos magnéticos dessa ordem possuem efeitos pouco apreciáveis no espectro de

energia de partículas.
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Figura 9 – Gráfico do espectro de energia em GeV. Em unidades naturais pz ∼ m ∼ 0.134
GeV e H0 ∼ 0.195GeV2.
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Figura 10 – Gráfico do espectro de energia em GeV. Em unidades naturais pz ∼ m ∼ 0.134
GeV e η = 0.303

4π
.

Além disso, plotamos o espectro de energia em termos do parâmetro de acoplamento

η e em termo da intensidade de campo magnético H0, fixando a massa, o momento na

direção z e l = 1, 5, 10 para n = 1, 2, 3. Ambos os plots indicam a existência de estados

ligados.

5.4 Oscilador de Klein-Gordon com Potencial Esca-

lar

Consideremos a métrica (5.14), temos agora o objetivo de estudar o comportamento de

campos escalares, em especifico o dito oscilador de Klein-Gordon com potencial escalar do

tipo-Couloumb [72]. Para alcançar esse objetivo, partimos da equação de Klein-Gordon

em espaços curvos introduzindo o acoplamento mínimo [73, 74, 75]

pµ → (pµ + imΩXµ) , (5.33)
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em que Ω é a frequência de oscilação e Xµ = (0, ρ, 0, 0). Introduzindo o potencial escalar

[76, 30, 77] m→ m + V , ficamos com

1√−g
(∂µ + mΩXµ)

(︂

gµν
√−g (∂µ −mΩXν) Ψ

)︂

− (m + V )2 Ψ = 0, (5.34)

e substituindo os coeficientes da métrica em questão
⎡

⎣− ∂2

∂t2
+

∂2

∂ρ2
+

⎛

⎝

√
2Λ

tan
(︂√

2Λρ
)︂ + mΩρ

⎞

⎠
∂

∂ρ
+

∂2

∂z2

+
1

σ2 sin2
(︂√

2Λρ
)︂

∂2

∂φ2
−
⎛

⎝mΩ + (m + V )2 + m2Ω2ρ2 +

√
2ΛmΩρ

tan
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠

⎤

⎦Ψ = 0.

(5.35)

Levando em conta a simetria axial do sistema, podemos considerar a seguinte proposta

de solução

Ψ (t, ρ, φ, z) = eiϵteilφeipzzR (ρ) , (5.36)

que resulta na equação radial associada ao oscilador de Klein-Gordon com potencial es-

calar no espaço-tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmológica

d2R (ρ)

dρ2
+

⎛

⎝

√
2Λ

tan
(︂√

2Λρ
)︂ + mΩρ

⎞

⎠
dR (ρ)

dρ

+

⎛

⎝ϵ2 − p2
z − (m + V )2 −mΩ− l2

σ2 sin2
(︂√

2Λρ
)︂ −m2Ω2ρ2 −

√
2ΛmΩρ

tan
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠R (ρ) = 0.

(5.37)

Tomando um potencial escalar do tipo-Couloumb V = η
ρ

e definindo ζ2 ≡ ϵ2−p2
z−m2,

a equação radial fica

d2R (ρ)

dρ2
+

⎛

⎝

√
2Λ

tan
(︂√

2Λρ
)︂ + mΩρ

⎞

⎠
dR (ρ)

dρ

+

⎛

⎝ζ2 −mΩ− l2

σ2 sin2
(︂√

2Λρ
)︂ − 2mη

ρ
− η2

ρ2
−m2Ω2ρ2 −

√
2ΛmΩρ

tan
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠R (ρ) = 0.

(5.38)

Analisando a equação podemos notar que uma mudança de variável do tipo u =

cos(
√

2Λρ) não é capaz de simplificar a equação. Buscando então uma solução para a

equação radial, vamos tomar a aproximação para Λ pequena na próxima seção. Tomando

a aproximação em que a constante cosmológica é suficientemente pequena, a equação

radial pode ser escrita como

d2R (ρ)

dρ2
+

(︄

1

ρ
+ mΩρ

)︄

dR (ρ)

dρ

+

(︄
(︂

ζ2 − 2mΩ
)︂

−m2Ω2ρ2 −
[︄

l2

2Λσ2
+ η2

]︄

1

ρ2
− 2mη

ρ

)︄

R (ρ) = 0,

(5.39)
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e para obter a solução de (5.39), primeiro tomamos uma transformação na coordenada

radial s = ρ2, que resulta em

d2R (s)

ds2
+

(︄

1

s
+

mΩ

2

)︄

dR (s)

ds

+

(︄

(ζ2 − 2mΩ)

4s
− m2Ω2

4
+

mη

2s
3

2

−
(︄

l2

2Λσ2
+ η2

)︄

1

4s2

)︄

R (s) = 0.

(5.40)

As autofunções normalizáveis podem ser obtidas diante a seguinte proposta de solução

R (s) = s
1

2

√︂

η2+ l2

2Λσ2 e− 1

2
mΩsG (s) (5.41)

que resulta em

d2G (s)

ds2
+

(︄

−a +
b

s

)︄

dG (s)

ds
+

(︄

c

s
+

d

s
3

2

)︄

G (s) = 0 (5.42)

em que definimos

a ≡ Ωm

2
, b ≡

√
2

2

√︄

2Λη2σ2 + l2

Λσ2
+ 1, (5.43)

c ≡
⎡

⎣−Ωm

4

√︄

η2 +
l2

2Λσ2
+

ζ2

4

⎤

⎦ , d ≡ ηm

2
. (5.44)

Retornando à mudança de variável s = ρ2 e em seguida tomando uma nova trans-

formação para a variável radial ρ = −√aρ obtemos a equação de Heun Biconfluente

(A.18)

d2G

dρ2
+

(︄

1 + α

ρ
− β − 2ρ

)︄

dG

dρ
+

{︄

(γ − α− 2)− 1

2
[δ + (1 + α) β]

1

ρ

}︄

G = 0, (5.45)

cujos parâmetros são dados por,

α = 2b− 2, β = 0, γ =
2ab + 4c

a
, δ =

8d√
a

. (5.46)

Escrevemos então explicitamente a equação

∂2G

∂ρ2
+

(︄

2b− 1

ρ
− 2ρ

)︄

∂G

∂ρ
+

(︄

4c

a
− 8d√

a2ρ

)︄

G = 0, (5.47)

que por sua vez, possui a seguinte solução geral

G (ρ) = c1HeunB
(︂

α, 0, γ, δ,−
√

aρ
)︂

+ c2ρ
−2b+2HeunB

(︂

−α, 0, γ, δ,−
√

aρ
)︂

, (5.48)

em que c1 e c2 são constante arbitrarias. Diante a divergência apresentada na origem

do segundo termo, tomamos c2 = 0. Buscando uma solução bem definida e também

com objetivo de determinamos o espectro de energia, tomamos a condição de solução
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polinomial a função de Heun bicofluente (A.20), dada por γ − α − 2 = 2n, com n sendo

um inteiro positivo, que nos permite obter o espectro de energia

ϵ± = ±

⌜
⃓
⃓
⃓
⎷Ωm

⎛

⎝n +

√︄

η2 +
l2

2Λσ2

⎞

⎠+ m2 + p2
z. (5.49)

Tomamos o exemplo para a massa de um píon [63] e levamos em conta campos mag-

néticos da ordem da colisão de íons H0 =
√

Λσ ∼ 1019G [69, 70], para obter resultados

numéricos.
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Figura 11 – Gráfico do espectro de energia em GeV, para n variando de 1 até 6 e l variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ Ω ∼ 0.134 GeV, η = (4π)−10.303.
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Figura 12 – Gráfico do espectro de energia em GeV, para n variando de 0 até 20 e l

variando de 0 até 20. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ Ω ∼ 0.134 GeV,
η = (4π)−10.303.
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Figura 13 – Gráfico do espectro de energia em GeV, para n variando de 1 até 6 e l variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, pz ∼ 0.134 GeV, m ∼ 1.34 GeV, Ω ∼ 0.134
GeV e η = (4π)−10.303.
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Figura 14 – Gráfico do espectro de energia em GeV, para n variando de 0 até 20 e l

variando de 0 até 20. Em unidades naturais, pz ∼ 0.134 GeV, m ∼ 1.34 GeV,
Ω ∼ 0.134 GeV e η = (4π)−10.303.

Obtemos nas figuras acima os espectros de energia para a variação dos números quân-

ticos n e l e fixamos o momento na direção z, a massa, a intensidade do campo, o

acoplamento com o potencial, o parâmetro de amortecimento Ω e a componente radial.

Esses resultados indicam que campos magnéticos dessa ordem possuem efeitos apreciáveis

no espectro de energia de partículas.

Nesse capitulo estudamos a equação de Klein-Gordon na métrica (5.1) em diversos

cenários, obtemos solução exata, estudamos o caso assintótico para constante cosmológica

pequena, introduzimos o potencial escalar e o termo de oscilador. Obtemos o espectro de

energia e analisamos o exemplo para píon em todos os casos mencionados. No próximo

capitulo temos interesse de efetuar a analise da equação de Dirac em (5.1).
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6 Equação de Dirac em Bonnor-

Melvin-Λ

No presente capítulo, analisamos a influência do campo gravitacional produzido pela

solução de Bonnor-Melvin com constante cosmológica sobre campos fermiônicos massivos.

Em especial, escolhendo uma base tétrada apropriada, resolvemos a equação de Dirac no

regime em que a constante cosmológica seja suficiente pequena e, sob a condição de

contorno da parede dura, obtemos o espectro de energia da partícula espinorial.

6.1 Equação de Dirac

Nesta seção consideramos a métrica de Bonnor-Melvin com constante cosmológica [14].

Temos o objetivo de estudar o comportamento de campos fermiônicos nesse espaço-tempo,

como discutido anteriormente, devemos definir uma base tétrada e(a)
µ que conecte o espaço

plano e o espaço curvo

gµν (x) = e(a)
µ (x) e(b)

ν (x) η(a)(b) (6.1)

em que gµν é a métrica do espaço curvo e η(a)(b) é a métrica do espaço plano. Tomamos a

seguinte escolha de base tétrada

e(a)
µ (x) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0
σ sin(

√
2Λρ)

ρ
0

0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, e
µ
(a) (x) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 ρ

σ sin(
√

2Λρ)
0

0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (6.2)

Dado que estamos interessados na equação de Dirac em espaços curvos

(iγµ∂µ + iγµΩµ −m) Ψ = 0 (6.3)

devemos determinar os coeficientes da conexão de spin Ωµ. Esses coeficientes, por sua

vez, nos permitem determinar o seguinte termo γµΩµ presente na equação. Que a partir

de (3.33) fornece a relação

γµΩµ =

√
2Λ

4 tan
(︂√

2Λρ
)︂γ(ρ). (6.4)

Substituindo então os coeficientes da base tétrada e da conexão de spin na equação de

Dirac em espaços curvos obtemos a equação
⎛

⎝γ(t) ∂

∂t
+ γ(ρ)

⎛

⎝
∂

∂ρ
+

√
2Λ

4 tan
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠+ γ(z) ∂

∂z
+

ρ

σ sin
(︂√

2Λρ
)︂γ(φ) ∂

∂φ
− imI

⎞

⎠Ψ = 0.

(6.5)
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Explicitando as matrizes gamma em coordenadas cilíndricas

γ(t) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, γ(ρ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (6.6)

γ(z) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, γ(φ) =
1

ρ

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 −i

0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (6.7)

e tomando a seguinte proposta de solução para o espinor Ψ(t, ρ, φ, z) de Dirac

Ψ (t, ρ, φ, z) = e−iϵteilφeipzz

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

R1 (ρ)

R2 (ρ)

R3 (ρ)

R4 (ρ)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (6.8)

obtemos o seguinte conjunto de equações diferenciais acopladas de primeira ordem para

R1(ρ), R2(ρ), R3(ρ) e R4(ρ)

dR4 (ρ)

dρ
+

⎛

⎝

√
2Λ

4 tan
(︂√

2Λρ
)︂ +

l

σ sin
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠R4 (ρ) + ipzR3 (ρ)− i (ϵ + m) R1 (ρ) = 0,

dR3 (ρ)

dρ
+

⎛

⎝

√
2Λ

4 tan
(︂√

2Λρ
)︂ − l

σ sin
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠R3 (ρ)− ipzR4 (ρ)− i (ϵ + m) R2 (ρ) = 0,

dR (ρ)

dρ
+

⎛

⎝

√
2Λ

4 tan
(︂√

2Λρ
)︂ +

l

σ sin
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠R2 (ρ) + ipzR1 (ρ)− i (ϵ−m) R3 (ρ) = 0,

dR1 (ρ)

dρ
+

⎛

⎝

√
2Λ

4 tan
(︂√

2Λρ
)︂ − l

σ sin
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠R1 (ρ)− ipzR2 (ρ)− i (ϵ−m) R4 (ρ) = 0.

(6.9)

Isolando as componentes R1(ρ) e R2 (ρ) respectivamente da primeira e da segunda

equação de (6.9)

R1 (ρ) =
1

i (ϵ + m)

⎡

⎣
dR4 (ρ)

dρ
+

⎛

⎝

√
2Λ

4 tan
(︂√

2Λρ
)︂ +

l

σ sin
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠R4 (ρ) + ipzR3 (ρ)

⎤

⎦ ,

R2 (ρ) =
1

i (ϵ + m)

⎡

⎣
dR3 (ρ)

dρ
+

⎛

⎝

√
2Λ

4 tan
(︂√

2Λρ
)︂ − l

σ sin
(︂√

2Λρ
)︂

⎞

⎠R3 (ρ)− ipzR4 (ρ)

⎤

⎦ ,

(6.10)

e substituindo devidamente R1(ρ) e R2 (ρ) na terceira e quarta equação de (6.9), renome-

ando R3 ≡ R+ R4 ≡ R− e definindo ζ2 ≡ ϵ2 −m2 − p2
z, obtemos uma equação diferencial



Capítulo 6. Equação de Dirac em Bonnor-Melvin-Λ 59

radial de segunda ordem que codifica a solução para equação Dirac

d2R± (ρ)

dρ2
+

√
2Λ

2 tan
(︂√

2Λρ
)︂

dR± (ρ)

dρ

+

⎡

⎣
1

sin2
(︂√

2Λρ
)︂

(︄

−3

8
Λ− l2

σ2
± l
√

2Λ

σ
cos

(︂√
2Λρ

)︂
)︄

+ ζ2 − Λ

8

⎤

⎦R± (ρ) = 0.

(6.11)

Uma mudança de variável do tipo u = cos(
√

2Λρ) não é capaz de simplificar a equação

radial, então, afim de resolver a equação buscamos o caso em que a constante cosmológica

é pequena.

6.2 Equação de Dirac: Λ≪ 1

Supondo que a constante cosmológica é suficientemente pequena, a equação (6.11) se

torna

d2R± (ρ)

dρ2
+

1

2ρ

dR± (ρ)

dρ
+

[︄(︄

ζ2 − Λ

8

)︄

− 1

ρ2

(︄

3

16
+

l2

16Λσ2
∓ l√

2Λσ

)︄]︄

R± (ρ) = 0. (6.12)

Afim de resolver a equação (6.12) efetuamos a transformação R± = ρ
1

4 F± (ρ) e defini-

mos os seguintes parâmetros

a2 ≡
(︄

ζ2 − Λ

8

)︄

, ν2
± ≡

(︄

1

4
+

l2

16Λσ2
∓ l√

2Λσ

)︄

(6.13)

de modo que obtemos a equação de Bessel (A.3)

ρ2 d2F± (ρ)

dρ2
+ ρ

dF± (ρ)

dρ
+
(︂

a2ρ2 − ν2
±
)︂

F± (ρ) = 0, (6.14)

cuja solução geral é dada em termos da função de Bessel de primeiro tipo Jν de da função

de Bessel de segundo tipo Yν

F± (ρ) = c1Jν± (aρ) + c2Yν± (aρ) , (6.15)

em que c1 e c2 são constantes reais arbitrarias. Dado que o segundo termo apresenta

divergencia na origem, tomamos c2 = 0 e a solução então fica

F± (ρ) = c1J(︂
1

4
+ l2

16Λσ2 ∓ l√
2Λσ

)︂ 1
2

⎛

⎝

(︄

ζ2 − Λ

8

)︄ 1

2

ρ

⎞

⎠ . (6.16)

Afim de determinar o espectro de energia, podemos impor a condição de contorno de

parede dura que consiste em assumir o espinor se anula em algum ρ = ρω que é um raio

arbitrário e distante da origem [68]. Utilizando então expansão assintótica para (A.6),

ficamos com

Jν± (aρ) ∼
⌜
⃓
⃓
⃓
⎷

2

π
(︂

ζ2 − Λ
8

)︂ 1

2
ρ

cos

⎛

⎝

(︄

ζ2 − Λ

8

)︄ 1

2

ρ− 1

2

(︄

1

4
+

l2

16Λσ2
∓ l√

2Λσ

)︄ 1

2

π − 1

4
π

⎞

⎠

(6.17)
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então, impondo a condição de parede dura na expansão assintótica temos
⌜
⃓
⃓
⃓
⎷

2

π
(︂

ζ2 − Λ
8

)︂ 1

2
ρω

cos

⎛

⎝

(︄

ζ2 − Λ

8

)︄ 1

2

ρω −
1

2

(︄

1

4
+

l2

16Λσ2
∓ l√

2Λσ

)︄ 1

2

π − 1

4
π

⎞

⎠ = 0 (6.18)

dado que a função cosseno é periódica
(︄

ζ2 − Λ

8

)︄ 1

2

ρω −
1

2

(︄

1

4
+

l2

16Λσ2
∓ l√

2Λσ

)︄ 1

2

π − 1

4
π =

π

2
+ nπ (6.19)

em que n é um número inteiro. Lembrando da definição ζ2 = ϵ2 − m2 − p2
z, obtemos o

espectro de energia1

ϵ± = ±

⌜
⃓
⃓
⎷

[︄(︃
3

4
+ n

)︃

+
1

2

√︄

1

4
+

l2

16Λσ2
± l√

2Λσ

]︄2
π2

ρ2
ω

+
Λ

8
+ m2 + p2

z. (6.20)

Como era de se esperar, embora mais geral, o espectro de energia2 obtido se assemelha

ao espectro obtido no estudo da equação de Klein-Gordon. Como feito anteriormente, to-

mamos o exemplo da massa de um píon [63], levando em consideração campos magnéticos

da ordem de H0 =
√

Λσ ∼ 1019G [69, 70].

0.0050

0.0075

0.0100

0.0125

0.0150

0.0175

n

l

ϵ+ (GeV)

Figura 15 – Gráfico do espectro de energia ϵ− em GeV, para n variando de −3 até 3
e l variando de 1 até 6. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ 0.0005 GeV,
ρ−1

ω ∼ 0.0005 GeV e Λ ∼ 0.

1 Os elétrons em geral existem apenas em estados de energia positiva [47].
2 Devemos notar que ϵ+ só é bem definido para 8− 1

5

√︂
3161

2 > l > 1
10

(︁
80 +

√
6322

)︁
.
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0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

n

l

ϵ+ (GeV)

Figura 16 – Gráfico do espectro de energia ϵ− em GeV, para n variando de −20 até 20
e l variando de 0 até 20. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ 0.0005 GeV,
ρ−1

ω ∼ 0.0005 GeV e Λ ∼ 0.
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n

l

-ϵ- (GeV)

Figura 17 – Gráfico do espectro de energia ϵ+ em GeV, para n variando de −3 até 3
e l variando de 1 até 6. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ 0.0005 GeV,
ρ−1

ω ∼ 0.0005 GeV e Λ ∼ 0.
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n

l

-ϵ- (GeV)

Figura 18 – Gráfico do espectro de energia ϵ+ em GeV, para n variando de −20 até 20
e l variando de 0 até 20. Em unidades naturais, pz ∼ m ∼ 0.0005 GeV,
ρ−1

ω ∼ 0.0005 GeV e Λ ∼ 0.

Plotamos nas figuras acima o espectro de energia ϵ− e ϵ+ respectivamente. Variado

os números quânticos n e l e fixamos o momento na direção z, a massa, a intensidade do

campo, o acoplamento com o potencial, o parâmetro de amortecimento Ω, a componente

radial e constante cosmológica. Esses resultados indicam que campos magnéticos dessa

ordem possuem efeitos apreciáveis no espectro de energia de partículas.

No presente capitulo estudamos a equação de Dirac na métrica (5.1) considerando a

constante cosmológica pequena e obtemos o espectro de energia. Isto é, até o momento

investigamos a influencia do campo gravitacional (5.1) com respeito ao comportamento

de partículas, o próximo passo de interesse consiste em investigar o comportamento de

do campo gravitacional (5.1) com respeito aos campos quânticos. No proximo capitulo

trataremos então o efeito Casimir para campos escalares.
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7 Efeito Casimir no Espaço-Tempo

de Bonnor-Melvin-Λ

Nos capítulos anteriores estudamos a equação de Klein-Gordon e a equação de Dirac

que descrevem partículas quânticas, um caminho natural consiste em estudar o campos

quânticos no espaço-tempo de interesse. Portanto neste capítulo, analisamos a influência

do campo gravitacional produzido pela solução de Bonnor-Melvin com constante cosmo-

lógica sobre o campo escalar quantizado no regime em que a constante cosmológica seja

suficientemente pequena. Obtemos os modos escalares resolvendo a equação de Klein-

Gordon, normalizamos a solução pelo produto interno de Klein-Gordon, efetuamos a

quantização canônica, implementamos a condição de contorno que codifica as placas con-

dutores e obtemos a energia de Casimir regularizada.

7.1 Espaço-Tempo de Bonnor-Melvin-Λ

Tomando a métrica (5.1), podemos considerar o caso em que constante cosmológica é

suficientemente pequena, que resulta em

ds2 = −dt2 + dr2 + 2Λσ2ρ2dφ2 + dz2. (7.1)

Afim de respeitar a configuração das placas, vamos considerar um referencial cartesiano

local descrito pelo sistema de coordenadas cartesianas [78], tomando então a seguinte

transformação ρ =
√

x2 + y2 e φ = arctan
(︂

y
x

)︂

a métrica (7.1) assume a seguinte forma

ds2 = −dt2+

[︄

x2 + 2Λσ2y2

(x2 + y2)

]︄

dx2+

[︄

y2 + 2Λσ2x2

(x2 + y2)

]︄

dy2+xy

[︄

1− 2Λσ2

(x2 + y2)

]︄

2dxdy+dz2. (7.2)

Devemos notar a métrica de Minkowski só é recuperada para o caso em que H2
0 =

2Λσ2 = 1, que é uma condição bastante especifica. Isso mostra que por mais simples que

essa métrica seja, ela pode ser capaz e exibir efeitos não triviais diante a intensidade do

campo magnético.

7.2 Modos Escalares

No processo de quantização canônica descrito anteriormente em 4.1, o primeiro passo

consiste em obter os modos escalares que são soluções da equação de Klein-Gordon. Uma

vez obtidos os modos, procedemos efetuando a sua normalização e finalmente efetuamos

a quantização diante a expansão do campo quântico em termos dos modos escalares e dos
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operadores de criação e aniquilação, para tanto tomamos então a equação de Klein-Gordon

em sua forma covariante, ou seja em espaços curvos

1√−g
∂µ

[︂√−ggµν∂νΨ
]︂

−m2Ψ = 0. (7.3)

Por simplicidade, escolhemos o caso não massivo m = 0. Levando em conta que o

espaçamento entre as placas seja pequeno, devemos considerar que as componentes da

métrica sejam constantes [35], que resulta em

gtt∂2
t Ψ + gxx∂2

xΨ + gyy∂2
yΨ + gzz∂2

z Ψ + 2gxy∂x∂yΨ = 0. (7.4)

Tomando a seguinte proposta de solução para os modos escalares

Ψ (t, x, y, z) = e−iωtχ (x) eikyyeikzz (7.5)

que quando substituindo na equação de Klein-Gordon resulta na seguinte equação para a

componente χ(x)

gxx d2χ (x)

dx2
+ 2gxy (iky)

dχ (x)

dx
+
[︂

−gttω2 − gyyk2
y − gzzk2

z

]︂

χ (x) = 0. (7.6)

Assumindo agora que χ (x) = χ0e
αx, a equação diferencial se reduz a uma equação

algébrica para α cuja solução é dada por

α = −iky

gxy

gxx
±

√︃

− (gxy)2
k2

y + gxx
(︂

gttω2 + gyyk2
y + gzzk2

z

)︂

gxx
(7.7)

e substituindo gtt e gzz podemos escrever a solução para χ (x)

χ (x) = χ0e
−iky

gxy

gxx x

⎡

⎢
⎣c1e

i

√︃

( gxy

gxx )
2
k2

y+

(︂
ω2−gyyk2

y−k2
z

gxx

)︂

x

+ c2e
−i

√︃

( gxy

gxx )
2
k2

y+

(︂
ω2−gyyk2

y−k2
z

gxx

)︂

x

⎤

⎥
⎦ .

(7.8)

Implementando as condições de contorno de Dirichlet em χ(x), dadas por

χ (0) = χ (L) = 0, (7.9)

que fisicamente falando codificam as placas e significa o que as placas estão estão alinhadas

no eixo x. Obtemos a seguinte condição para coeficientes da solução c1 = −c2 e para

ω2 ≡ ω2
n com n inteiro

ω2
n = gxx

⎡

⎣
n2π2

L2
−
(︄

gxy

gxx

)︄2

k2
y

⎤

⎦+ gyyk2
y + k2

z (7.10)

que resulta em

χ (x) = χ0e
−iky

gxy

gxx x sin
(︃

nπ

L
x

)︃

, (7.11)
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e por consequência, os modos podem ser escritos da seguinte forma

Ψk (t, x, y, z) = Nke−iωkteikyyeikzze
−iky

gxy

gxx x sin
(︃

nπ

L
x

)︃

. (7.12)

Os modos escalares devem ser normalizadas de acordo com o produto escalar de Klein-

Gordon [20]

(Ψk, Ψk
′ ) = i

∫︂

Σ

√︂

|gΣ|Ψk

←→
∂ AΨ∗

k
′ nAdΣ (7.13)

em que1 dΣ = dxdydz é o elemento de volume, gΣ = 2Λσ2 é o determinante induzido

métrica na hipersuperfície espacial Σ e nA = (gtt, 0, 0, 0). Impondo então a condição de

ortogonalidade

(Ψk, Ψk
′ ) = δn,n

′ δ
(︂

ky − k
′
y

)︂

δ
(︂

kz − k
′
z

)︂

(7.14)

ficamos com

(Ψk, Ψk
′ ) = N2

k (2π)2
(︃

L

2

)︃

2ωk

√
2Λσ

[︂

δnn
′ δ
(︂

ky − k
′
y

)︂

δ
(︂

kz − k
′
z

)︂]︂

, (7.15)

que nos permite obter a constante de normalização para os modos

N2
k =

1

(2π)2
ωkL
√

2Λσ
(7.16)

e com isso a solução para os modos escalares fica

Ψk =
e−iωkteikyyeikzz

2π
√︂

ωkL
√

2Λσ
e

−iky
gxy

gxx x sin
(︃

nπ

L
x

)︃

. (7.17)

Uma vez dados os modos normalizados, podemos efetuar a quantização via expansão

do campo em termos dos modos e dos operadores de criação e aniquilação.

7.3 Energia de Casimir

Dado que estamos interessados na energia de Casimir, efetuamos a quantização via

expansão em modos, que consiste em efetuar a soma sobre todos os modos associados ao

problema, que resulta em

Ψ (t, x, y, z) =
∑︂

n

∫︂

dkx

∫︂

dky

(︂

Ψn,ky ,kz
an,kx,ky

+ Ψ∗
n,ky ,kz

a
†
n,kx,ky

)︂

. (7.18)

Levando em conta as regra de comutação para os operadores de criação e aniquilação

(4.9), podemos escrever o valor esperado da densidade de energia da seguinte forma

⟨0|Ttt |0⟩ =
∑︂

k

Ttt [Ψk, Ψ∗
k] . (7.19)

1 Ψk

←→
∂ AΨ∗

k
′ = Ψk

(︂

∂AΨ∗

k
′

)︂

− (∂AΨk) Ψ∗

k
′
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Isso significa que o valor esperado do operador tensor de energia-momento é dado

diante a integração sob modos com respeito ao tensor de energia-momento clássico. Con-

siderando o caso não massivo, de forma geral temos

Ttt = −1

2
gttg

ρσ∂ρΨk∂σΨ∗
k + ∂tΨ∂tΨ

∗
k, (7.20)

e substituindo os modos, os coeficientes da métrica e atuando as derivadas obtemos

Ttt =
N2

k

2

[︃

Fk sin2
(︃

nπ

L
x

)︃

+ Gk cos2
(︃

nπ

L
x

)︃]︃

(7.21)

em que definimos

Fk ≡
(︄

ω2
k + gyyk2

y −
(gxy)2

gxx
k2

y + k2
z

)︄

, Gk ≡ gxx n2π2

L2
. (7.22)

A densidade de energia de Casimir é obtida através da expressão

ϵvac ≡
1

Vp

∫︂ √︂

|gΣ|wµwν ⟨0| T̂ µν |0⟩ dΣ (7.23)

em que wµ = δµt√
gtt

e Vp =
∫︁

Σ

√︂

|gΣ|dΣ é o dito volume próprio [37]. Após algumas

manipulações obtemos

ϵvac =
1

2

∑︂

n

∫︂

dky

∫︂

dkzN2
k ω2

k (7.24)

substituindo a constante de normalização (7.16)

ϵvac =
(︂

2L (2π)2
√

2Λσ
)︂−1∑︂

n

∫︂

dky

∫︂

dkzωk, (7.25)

Lembrando da expressão para ωk em (7.10), devemos notar que a densidade de energia

de Casmir (7.25) é uma quantidade divergente diante a soma em n. Buscando uma

quantidade finita, devemos então introduzir um processo de regularização.

7.4 Regularização

A densidade de energia (7.25) é divergente com respeito a soma e integração, para

calcular um valor finito para a energia do vácuo podemos tomar o processo de regularização

dimensional que consiste em efetuar uma integração em s dimensões e em seguida efetuar a

continuação analítica para soma em n, identificando a função zeta de Riemann. Definindo

a parte divergente como

In ≡
∫︂

dky

∫︂

dkzωk =
∫︂

dky

∫︂

dkz

(︄

gxx n2π2

L2
+ ∆k2

y + k2
z

)︄ 1

2

(7.26)

em que ∆ ≡
[︂

gyy − (gxy)2

gxx

]︂

. Tomando k̃
2

y ≡ ∆k2
y e k̃

2

z ≡ k2
z e em seguida definindo

k̃
2

T ≡ k̃
2

y + k̃
2

z, podemos escrever

In =
1√
∆

∫︂

d2k̃T

(︄

gxx n2π2

L2
+ k̃

2

T

)︄ 1

2

(7.27)
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utilizando o resultado [79]

∫︂ ∞

0
dDrf (r) =

2π
D
2

Γ
(︂

D
2

)︂

∫︂ ∞

0
drrD−1f (r) (7.28)

para o caso de D = 2, ficamos com

In =
2π√
∆

∫︂

dk̃T k̃T

(︄

gxx n2π2

L2
+ k̃

2

T

)︄ 1

2

, (7.29)

temos então o objetivo de calcular a seguinte integral [80]

In =
2π√
∆

∫︂ ∞

0
dk̃T k̃T

(︄

gxx n2π2

L2
+ k̃

2

T

)︄− s
2

, (7.30)

que recupera (7.29) para s = −1, Tomando u = gxx n2π2

L2 + k̃
2

T , obtemos

In =
π√
∆

∫︂ ∞

u(0)
duu− s

2 =
2π√
∆

1

(s− 2)

[︄

gxx n2π2

L2

]︄1− s
2

(7.31)

e substituindo (7.31) na densidade de energia de Casimir (7.25) temos

ϵvac =
(︂

(2π) 2L
√

2Λσ
√

∆ (s− 2)
)︂−1

(gxx)1− s
2

(︃
π

L

)︃2−s∑︂

n

n−(s−2). (7.32)

Identificando a função zeta de Riemann (A.1)

ζ (x) =
∞∑︂

n=1

1

nx
=

∞∑︂

n=1

n−x (7.33)

ficamos com

ϵvac =
(︂

(2π) 2L
√

2Λσ
√

∆ (s− 2)
)︂−1

(gxx)1− s
2

(︃
π

L

)︃2−s

ζ (s− 2) . (7.34)

Efetuando a continuação analítica da função zeta, de modo que para s = −1 vale a

seguinte igualdade ζ (−3) = 1
120

, podemos escrever a energia de Casimir regularizada2

ϵvac = − π2

1440L4
p

1√
2Λσ

. (7.35)

Neste capítulo efetuamos a quantização canônica do campo escalar não massivo com

condições de contorno que simulam placas metálicas no espaço-tempo (5.14). Obtivemos

a energia de Casimir regularizada e analisando a expressão (7.35) podemos constatar que

a densidade de energia é inversamente proporcional a intensidade do campo magnético.

2 Definindo L4
p = L4

√︂
∆

gxx
.
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8 Corda Negra de Kiselev Car-

regada em Rotação e Radiação

Hawking via Tunelamento

No presente capitulo generalizamos a solução das equações de campo da relatividade

geral obtida em [39], introduzindo um tensor de energia-momento com carga elétrica para

a corda negra com quintessência de Kiselev. Vale mencionar que a corda negra é vista

como um buraco negro cilíndrico e a quintessência de Kiselev como um fluido anisotrópico

proposto como modelo para a descrição da energia escura. Efetuamos também a imple-

mentação do momento angular na solução obtida [10] e em seguida estudamos os efeitos

quânticos nesse espaço-tempo. Analisamos o comportamento de partículas escalares des-

critas pela equação de Klein-Gordon, obtemos a probabilidade de tunelamento através do

horizonte de eventos e a temperatura Hawking pelo método de tunelamento de partículas

discutido anteriormente.

8.1 Equação de Campo e Soluções

Observações de supernovas sugerem que o universo se encontra atualmente em es-

tágio de expansão acelerada [81]. Uma das formas de explicar esse fato, é efetuando a

introdução de algum tipo de energia que provoque tal aceleração, energia essa que ficou

conhecida como energia escura1. Um modelo de energia escura bastante estudado em

cenários cosmológicos é o de quintessência que é descrito por um campo escalar [82].

A possível existência de energia escura deve ser capaz de alterar a geometria do espaço-

tempo e portanto deve ser capaz de afetar as propriedades de objetos compactos. A

primeira descrição envolvendo quintessência e buracos negros conhecida na literatura foi

feita por Kiselev [83, 84]. Recentemente a quintessência de Kiselev foi estudada no âmbito

da corda negra [39], temos então o interesse em generalizar tal resultado adicionando

carga elétrica na solução obtida, isto é, temos interesse em um solução do tipo corda

negra carregada e cercada por um fluido de quintessencia anisotrópico. Partimos então

das equações de campo da relatividade geral na presença de constante cosmológica

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 8πTµν , (8.1)

assumindo a constante cosmológica negativa Λ = − 3
l2

, em que l é raio de curvatura em

AdS, e duas fontes de matéria que não interagentes entre si Tµν ≡ T (1)
µν +T (2)

µν , em que T (1)
µν

1 A natureza da energia escura se mantem como uma questão em aberto na comunidade física.
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é dado como o tensor de energia-momento eletromagnético

T (1)
µν =

1

4π

(︃

F ρ
µFνρ −

1

4
gµνFαβF αβ

)︃

, (8.2)

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (8.3)

Aµ = −h (r) δ0
µ, (8.4)

e T (2)
µν é o tensor de energia-momento de quintessência, cujas componentes invariantes são

dadas por [83, 39]

T t
t = T r

r = −ρq, (8.5)

T
ϕ
ϕ = T z

z =
1

2
ρq (3wq + 1) , (8.6)

e a equação de estado é dada por2

p =
1

2
ρq (3wq + 1) , −1 < wq < −1

3
. (8.7)

Buscando então uma solução com simetria cilíndrica, tomamos a métrica da corda

negra com f (r) a determinar

ds2 = −f (r) dt2 +
dr2

f (r)
+ r2dϕ2 +

r2

l2
dz2, (8.8)

em que em que −∞ < t < ∞, 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ ϕ < 2π e −∞ < z < ∞. Substituindo

os coeficientes da métrica (8.8) em (8.1) com (8.2), (8.5) e (8.6), podemos escrever as

equações de campo de Einstein da seguinte forma

1

r
f

′
(r) +

1

r2
f (r)− 3

l2
= −

(︂

h
′
(r)
)︂2 − 8πρq (8.9)

1

2
f

′′
(r) +

1

r
f

′
(r)− 3

l2
=
(︂

h
′
(r)
)︂2

+ 8πρq

1

2
(3wq + 1) . (8.10)

Afim de determinar h (r), recorremos às equações de Maxwell

√−gF µν
;ν = ∂ν

(︂√−gF µν
)︂

= rh
′′

(r) + 2h
′
(r) = 0, (8.11)

que resulta em

h (r) =
2lQ

r
(8.12)

de modo que as equações de campo da relatividade geral se tornam

1

r
f

′
(r) +

1

r2
f (r)− 3

l2
+

4l2Q2

r4
= −ρq (8.13)

1

2
f

′′
(r) +

1

r
f

′
(r)− 3

l2
− 4l2Q2

r4
=

1

2
ρq (3wq + 1) . (8.14)

2 Note a existência de pressão negativa.
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Substituindo (8.13) em (8.14), obtemos

r2f
′′

(r) + 3rf
′
(r) (wq + 1) + f (r) (3wq + 1) + (3wq − 1)

4l2Q2

r2
− 9l−2r2 (wq + 1) = 0,

(8.15)

finalmente resolvendo a equação (8.15), obtemos

f (r) =
r2

l2
− 2m

r
+

Nq

r3wq+1
+

l2Q2

r2
. (8.16)

Portanto determinamos uma generalização da solução dada em [39], diante o termo

de carga Q. Devemos notar que a carga influencia significativamente o comportamento

da solução, e pode evitar a existência do horizonte de eventos:
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Figura 19 – Gráficos de grr por wq com l = 100, Nq = −0.1, m = 1 e Q = 0.1, 0.01, 0.001.
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Figura 20 – Gráficos de grr por r com l = 10, Nq = 0.1, m = 1 e Q = 0.1, 0.01, 0.001.

Obtemos então a métrica de uma corda negra carregada imersa em um fluido de

quintessencia que é dada por

ds2 = −
(︄

r2

l2
− 2m

r
+

Nq

r3wq+1
+

l2Q2

r2

)︄

dt2 +
dr2

(︂
r2

l2
− 2m

r
+ Nq

r3wq+1 + l2Q2

r2

)︂ + r2dϕ2 +
r2

l2
dz2,

(8.17)

em que m e Nq são constantes de integração. A contraparte rotativa da métrica da corda

negra carregada com quintessencia (8.17) pode ser obtida usando as transformações [10]

t→ λt− aϕ, ϕ→ λϕ− a

l2
t (8.18)

em que λ =
√︂

1 + a2

l2
e a é o parâmetro de rotação, explicitamente podemos escrever
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ds2 = −
(︄

r2

l2
− 2m

r
+

Nq

r3wq+1
+

l2Q2

r2

)︄

(λdt− adϕ)2 +
dr2

(︂
r2

l2
− 2m

r
+ Nq

r3wq+1 + l2Q2

r2

)︂

+
r2

l4

(︂

adt− λl2dϕ
)︂2

+
r2

l2
dz2.

(8.19)

A transformação que implementa a rotação introduz uma rotação no potencial eletro-

magnético dada por

Aµ = −λh (r) δt
µ + l2ah (r) δϕ

µ. (8.20)

O horizonte de eventos de ambas as soluções (8.17) e (8.19) se dá para o caso em que

grr = 0, que leva a

r3wq+3 − 2ml2r3wq + r3wq−1l4Q2 + l2Nq = 0. (8.21)

Diante as dificuldades de resolver a equação (8.21) analiticamente, tomamos o caso

extremo em que ωq = −1, que resulta em uma equação algébrica de quarto grau
(︃

1

l2
+ Nq

)︃

r4 + 2mr − l2Q2 = 0, (8.22)

cuja solução é dada por [85]

r =

√
δ

2
± 1

2

⌜
⃓
⃓
⎷−δ ∓ 2√

δ

(︄

2ml2

1 + l2Nq

)︄

, (8.23)

δ =
3
√

2m2l2

1 + l2Nq

⎛

⎜
⎝

3

⌜
⃓
⃓
⎷

1 +

√︄

1− 16

27

l4Q6

m4
(1 + l2Nq) +

3

⌜
⃓
⃓
⎷

1−
√︄

1− 16

27

l4Q6

m4
(1 + l2Nq)

⎞

⎟
⎠ ,

(8.24)

o que mostra a existência de horizontes de eventos bem definimos para a corda negra que

estamos considerando.

8.2 Partículas Escalares na Corda Negra e Efeito Haw-

king

Para calcular a probabilidade de tunelamento de partículas escalares através do do

horizonte de eventos no espaço-tempo de uma corda negra carregada imersa em um fluido

de quintessência, utilizaremos a forma covariante da equação de Klein-Gordon. Após

obtermos uma solução usando a aproximação do método WKB, poderemos calcular a

probabilidade de tunelamento através das probabilidades de emissão e absorção. Para

isso, consideraremos a equação de Klein-Gordon para um campo escalar Ψ, que é dada

por
1√−g

(︃

∂α +
ie

ℏ
Aα

)︃ [︃√−ggαβ

(︃

∂β −
ie

ℏ
Aβ

)︃

Ψ
]︃

− m2

ℏ2
Ψ = 0, (8.25)
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em que e é a carga da partícula escalar. Aplicando a aproximação WKB, e assumindo a

seguinte proposta [86]

Ψ (t, r, ϕ, z) = exp
[︃

i

ℏ
I (t, r, ϕ, z)

]︃

, (8.26)

a equação assume a seguinte forma3

gαβ
(︂

∂αI∂βI + e2AαAβ − 2eAα∂βI
)︂

+ m2 = 0. (8.27)

Substituindo os coeficientes da métrica (8.17) e explicitando a soma

gtt (∂tI − eAt)
2 + grr [∂rI]2 + gϕϕ [∂ϕI]2 + gzz [∂zI]2 + m2 = 0, (8.28)

levando em conta a simetria cilíndrica do espaço-tempo de fundo (8.17), assumimos a

seguinte forma da solução da equação (8.28)

I = −Et + W (r) + J1ϕ + J2z (8.29)

em que E, J1 e J2 são respectivamente os números quânticos associados a energia, ao

momento angular e ao momento na direção z. Substituindo (8.29) e isolando W (r)

W± (r) = ±
∫︂

dr

√︂

(E + eAt)
2 + f (r) (gϕϕJ2

1 + gzzJ2
2 + m2)

f (r)
, (8.30)

utilizando o teorema de resíduos podemos efetuar a integração em torno do polo no

horizonte de eventos r+ [88]

W± (r) = ± πi

f
′ (r+)

(︄

E − e
2lQ

r+

)︄

. (8.31)

Agora, as probabilidades de cruzar o horizonte de dentro para fora e de fora para

dentro são dadas por

Pemissão ∝ exp
(︃

−2

ℏ
ImW+

)︃

, Pabsorção ∝ exp
(︃

−2

ℏ
ImW−

)︃

, (8.32)

assim, podemos obter a probabilidade de tunelamento de uma partícula de dentro para

fora do horizonte da corda negra, que é dada por [52]

Γ ∝ Pemissão

Pabsorção

= exp
(︃

−4

ℏ
ImI

)︃

= exp (−4ImW+) (8.33)

que resulta em

Γ = exp

⎡

⎢
⎢
⎣
− 4π
(︃

2r+

l2
+ 2m

r2
+

− (3wq+1)Nq

r
3wq+2

+

− 2l2Q2

r3
+

)︃

(︄

E − e
2lQ

r+

)︄

⎤

⎥
⎥
⎦

. (8.34)

3 Também chamada de equação relativística de Hamilton–Jacobi [87].
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Comparando a (8.34) com Γ = exp[−βE] , em que4 β = (T −1
H ) identificamos a tempe-

ratura Hawking

TH =
1

4π

(︄

2r+

l2
+

2m

r2
+

− (3wq + 1) Nq

r
3wq+2
+

− 2l2Q2

r3
+

)︄

. (8.35)

A temperatura (8.35) depende explicitamente do raio do horizonte de eventos, do

parâmetro da constante cosmológica, da massa da corda negra, dos parâmetros da quin-

tessencia e da carga.

8.3 Partículas Escalares na Corda Negra em Rotação

e Efeito Hawking

Temos agora o interesse em calcular a probabilidade de tunelamento através do hori-

zonte de eventos para a métrica (8.19), que descreve uma corda negra munida de carga,

rotação e imersa em um fluido de quintessencia. Então de forma inteiramente análoga a

seção anterior, partimos da equação de Klein-Gordon na forma covariante para um campo

escalar Ψ
1√−g

(︃

∂α +
ie

ℏ
Aα

)︃ [︃√−ggαβ

(︃

∂β −
ie

ℏ
Aβ

)︃

Ψ
]︃

− m2

ℏ2
Ψ = 0, (8.36)

em que e é a carga da partícula escalar. Aplicando a aproximação WKB, substituindo os

coeficientes da métrica e assumindo a seguinte proposta [86]

Ψ (t, r, ϕ, z) = exp
[︃

i

ℏ
I (t, r, ϕ, z)

]︃

, (8.37)

podemos escrever a equação de Klein-Gordon da seguinte forma

m2 + gtt (∂tI − eAt)
2 + grr [∂rI]2 + gϕϕ (∂ϕI − eAϕ)2 + gzz [∂zI]2

+ 2gtϕ
(︂

∂tI∂ϕI + e2AtAϕ − eAt∂ϕI − eAϕ∂tI
)︂

= 0
(8.38)

levando em conta a simetrias cilíndrica do espaço-tempo de fundo, tomamos

I = −Et + W (r) + J1ϕ + J2z (8.39)

em que E, J1 e J2 são respectivamente os números quânticos associados a energia, ao

momento angular e ao momento na direção z. Substituindo (8.39) e isolando W (r)

W± (r) = ±
∫︂

dr

√︃

l4
(︂

λ2 − a2

r2 f (r)
)︂

f (r) (a2 − λ2l2)

×
√︄

(E + eAt)
2 +

gϕϕ

gtt
(J1 − eAϕ)2 +

gzz

gtt
J2

2 + 2
gtϕ

gtt
(eAϕ − J1) (eAt + E) +

m2

gtt

(8.40)
4 Tomamos a constante de Boltzmann k = 1.
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levando em conta o teorema de resíduos podemos efetuar a integração em torno do polo

no horizonte de eventos r+ [88]

W± (r) = ±
iπ
√︂

(E + eAt)
2 + Ω2

l4λ2 (J1 − eAϕ)2 + 2a
l2λ

(eAϕ − J1) (eAt + E)

f
′ (r+)

(︂

λ− a2

l2λ

)︂ . (8.41)

Assim, podemos obter mais uma vez a probabilidade de tunelamento de uma partícula

de dentro para fora do horizonte da corda negra, que é dada por [52]

Γ = exp [−4ImW+] (8.42)

que resulta em

Γ = exp

⎡

⎢
⎢
⎣
−

4π
√︂

(E + eAt)
2 + a2

l4λ2 (J1 − eAϕ)2 + 2a
l2λ

(eAϕ − J1) (eAt + E)
(︃

2r+

l2
+ 2m

r2
+

− (3wq+1)Nq

r
3wq+2

+

− 2l2Q2

r3
+

)︃ (︂

λ− a2

l2λ

)︂

⎤

⎥
⎥
⎦

. (8.43)

Comparando com Γ = exp[−βE] , em que β = (T −1
H ) identificamos a temperatura

Hawking para este caso

TH =
1

4πλ

(︄

2r+

l2
+

2m

r2
+

− (3wq + 1) Nq

r
3wq+2
+

− 2l2Q2

r3
+

)︄

. (8.44)

Portanto, devemos notar que a temperatura (8.44) depende explicitamente do raio do

horizonte de eventos, do parâmetro da constante cosmológica, da massa da corda negra,

dos parâmetros da quintessencia, da carga e também do parâmetro de rotação introduzido

no espaço-tempo.



78

9 Conclusões

Em conclusão, nessa dissertação abordamos a influência do campo gravitacional em

partículas e campos, assim como as soluções de campo para as equações da relativi-

dade geral. No capítulo 5, resolvemos a equação de Klein-Gordon no espaço-tempo de

Bonnor-Melvin com constante cosmológica. Nesta análise, obtivemos uma solução exata

inicialmente e, considerando a constante cosmológica suficientemente pequena, resolve-

mos as equações tanto para o caso livre quanto para o caso com um potencial escalar do

tipo-Coulomb. Em seguida resolvemos a equação do oscilador de Klein-Gordon sujeito a

um potencial do tipo-Coulomb no espaço-tempo em questão, e considerando a constante

cosmológica suficientemente pequena, obtivemos o espectro de energia e verificamos que

o mesmo depende dos parâmetros do problema.

No capítulo 6 resolvemos a equação de Dirac no espaço-tempo de Bonnor-Melvin com

constante cosmológica, considerando a constante cosmológica suficientemente pequena,

calculamos o espectro de energia diante a implementação da condição de contorno de

parede dura.

No capítulo 7 obtivemos os modos escalares para o espaço-tempo de Bonnor-Melvin

com constante cosmológica, considerando a constante cosmológica suficientemente pe-

quena e efetuamos a quantização do campo escalar via quantização canônica, e obtemos a

energia de Casimir regularizada, mostrando que ela depende explicitamente da intensidade

do campo.

No capítulo 8 generalizamos a solução de corda negra com quintessencia já conhecida

na literatura introduzindo um termo de carga na solução e calculamos a temperatura

Hawking pelo método de tunelamento de partículas, mostramos então que a temperatura

depende explicitamente dos parâmetros do problema, explicitamente o raio AdS, a carga

da corda, os parâmetros de quintessencia e por fim o parâmetro de rotação.

No quesito de perspectivas futuras, as técnicas obtidas no desenvolvimento do presente

trabalho são bastante poderosas, e portanto todos os resultados obtidos são passiveis de

generalização, a modo de exemplo, podemos investigar novas soluções das equações de

campo da relatividade geral, podemos estudar outros tipo de potenciais nas equações de

campo, investigar o efeito Casimir no espaço-tempo da corda negra e também considerar

campos quânticos fermiônicos.



79

Referências

1 NOVELLO, M. O que é Cosmologia? [S.l.]: Zahar, 2006.

2 FERREIRA, P. G. A teoria perfeita: Uma biografia da relatividade. [S.l.]: Editora
Companhia das Letras, 2017.

3 BARCELÓ, C.; LIBERATI, S.; VISSER, M. Analogue gravity. Living reviews in
relativity, Springer, v. 14, p. 1–159, 2011.

4 OLIVEIRA, C. C. de et al. Analogue models for schwarzschild and reissner-nordström
spacetimes. Physical Review D, APS, v. 104, n. 2, p. 024036, 2021.

5 ERLICH, J. et al. QCD and a holographic model of hadrons. Phys. Rev. Lett., v. 95,
p. 261602, 2005.

6 GREFA, J. et al. Hot and dense quark-gluon plasma thermodynamics from
holographic black holes. Phys. Rev. D, v. 104, n. 3, p. 034002, 2021.

7 SAKAI, T.; SUGIMOTO, S. Low energy hadron physics in holographic QCD. Prog.
Theor. Phys., v. 113, p. 843–882, 2005.
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APÊNDICE A – Funções

Especiais

Este apêndice tem por objetivo apresentar as funções especiais utilizadas neste tra-

balho, juntamente com suas respectivas características. As definições completas dessas

funções podem ser encontradas em [89, 59, 90, 91]

A.1 Função Zeta de Riemann

A função zeta de Riemann é definida por

ζ (x) =
∞∑︂

n=1

1

nx
=

∞∑︂

n=1

n−x (A.1)

que converge para todo x > 1. Uma continuação analítica estende esta função para todo

x ∈ C, exceto x = 1 em que ζ(x) possui um polo. A função ζ(x) obtida via continuação

analítica é, no entanto, finita em x = −1 cujo valor é dada por

ζ (−1) = − 1

12
. (A.2)

A.2 Função de Bessel

A equação de Bessel é dada por

z2 d2w

dz2
+ z

dw

dz
+
(︂

z2 − ν2
)︂

w = 0 (A.3)

cuja soluções padrão são as funções de Bessel de primeiro tipo Jν (z) e segundo tipo Yν (z),

dadas respectivamente por

Jν =
(︃

z

2

)︃ν ∞∑︂

k=0

(−1)k

(︂
1
4
z2
)︂k

k!Γ (ν + k + 1)
(A.4)

Yν (z) =
Jν (z) cos (νπ)− J−ν (z)

sin (νπ)
(A.5)

para ν fixo, e z suficientemente grande, temos as expressões assintóticas

Jν (z) ∼
√︄

2

πz

(︃

cos
(︃

z − 1

2
νπ − 1

4
π

)︃

+ e|ℑz|o (1)
)︃

, (A.6)

Yν (z) ∼
√︄

2

πz

(︃

sin
(︃

z − 1

2
νπ − 1

4
π

)︃

+ e|ℑz|o (1)
)︃

. (A.7)
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A.3 Função de Kummer

A equação de Kummer é dada por

z
d2w

dz2
+ (b− z)

dw

dz
− aw = 0 (A.8)

cujas soluções padrão são a função de Kummer de primeiro tipo M (a, b, z) e de segundo

tipo U (a, b, z)

M (a, b, z) = 1F1 (a; b; z) =
∞∑︂

s=0

(a)s

(b)s s!
zs (A.9)

U (a, b, z) =
Γ (1− b)

Γ (a− b + 1)
M (a, b, z) +

Γ (b− 1)

Γ (a)
z1−bM (a− b + 1, 2− b, z) (A.10)

em geral U (a, b, z) diverge na origem e M (a, b, z) se torna polinomial para a = −n com

n = 0, 1, 2, 3, · · · .

A.4 Função de Legendre Associada

A equação de Legendre associada é dada por

(︂

1− x2
)︂ d2w

dx2
− 2x

dw

dx
+

(︄

ν (ν + 1)− µ2

1− x2

)︄

w = 0. (A.11)

Para o caso em que µ, ν ∈ R e x ∈ (−1, 1), temos com soluções as funções de Ferrer,

respectivamente a função de Ferrer de primeiro tipo Pµ
ν (x) e a função e Ferrer de segundo

tipo Qµ
ν (x), dadas por:

Pµ
ν (x) =

(︃
1 + x

1− x

)︃µ
2

F

(︃

ν + 1,−ν + 1; 1− µ;
1

2
− 1

2
x

)︃

, (A.12)

Qµ
ν (x) =

π

2 sin (µπ)

[︄

cos (µπ)
(︃

1 + x

1− x

)︃µ
2

F

(︃

ν + 1− ν; 1− µ;
1

2
− 1

1
x

)︃

(A.13)

− Γ (ν + µ + 1)

Γ (ν − µ + 1)

(︃
1− x

1 + x

)︃µ
2

F

(︃

ν + 1− ν; 1 + µ;
1

2
− 1

1
x

)︃]︄

em que

F (a, b; c; z) =
F (a, b; c; z)

Γ (c)
, (A.14)

F (a, b; c; z) =
Γ (c)

Γ (a) Γ (b)

∞∑︂

s=0

Γ (a + s) Γ (b + s)

Γ (c + s) s!
. (A.15)

As funções de Ferrer também são conhecidas como as funções associadas de Legendre

com corte. Pµ
ν (x) existe para quaisquer valor de µ, ν ∈ R e Qµ

ν (x) é indefinida para

µ + ν = −1,−2,−3, · · · . Para ν suficientemente grande e µ fixo a expressão assintótica é

Pµ
ν (cos (θ)) =

Γ (ν + µ + 1)

Γ (ν − µ− 1)

[︄

sin (νπ)− sin (µπ)

sin ((ν − µ) π)

]︄

1

νµ

(︄

θ

sin (θ)

)︄ 1

2

Jµ

(︃(︃

ν +
1

2

)︃

θ

)︃

(A.16)
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desprezando os fatores numéricos que podem ser absorvidos em constantes de normaliza-

ção a seguinte relação de proporcionalidade é valida

Pµ
ν (cos (θ)) ∼

(︄

θ

sin (θ)

)︄ 1

2

Jµ

(︃(︃

ν +
1

2

)︃

θ

)︃

. (A.17)

A.5 Função Biconfluente de Heun

A equação de Heun biconfluente é dada por

d2w

dx2
+
(︃

1 + α

x
− β − 2x

)︃
dw

dx
+
{︃

(γ − α− 2)− 1

2
[δ + (1 + α) β]

1

x

}︃

w = 0 (A.18)

em que w (x) = HeunB (α, β, γ, δ; x) é a função biconfluente de Heun. Podemos assumir

w (x) =
∞∑︂

s=0

csx
s (A.19)

de modo que para soluções polinomiais devemos tomar

γ − α− 2 = 2n, An+1 = 0 (A.20)

em que n = 0, 1, 2, 3, · · · , e

An = s! (1 + α)s cs =
s!Γ (s + 1 + α) cs

Γ (1 + α)
. (A.21)
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