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RESUMO

Diversas observagoes independentes apontam para o universo em expansao acelerada. Para
explicar tais resultados, o conceito de energia escura surge e possui na literatura diferentes
interpretagoes. Neste trabalho, foi estudada uma métrica de buraco negro envolto por
energia escura obtida pelo autor Valery V. Kiselev, em seu artigo “Quintessence and
Black Holes”, como solucao das equacgoes de campo de Einstein. Dois casos particulares
dessa solucao foram considerados, e uma analise desses espacos foi feita, a fim de inferir
algumas caracteristicas sobre o resultado matematico obtido pelo autor. Posteriormente,
foi escrita a equacao de Klein-Gordon em espacos curvos para as estruturas analisadas,
e foram encontradas solucgoes levando em conta diferentes parametros de estado para a
energia escura associada ao sistema. As solugoes obtidas foram definidas com uma classe
de fungoes especiais - mais epecificamente, as fun¢des confluentes de Heun. Os resultados
foram examinados com o objetivo de avaliar a influéncia que esse campo gravitacional, com
a presenca de energia escura, tem sobre a dinamica de particulas quanticas, e consideracoes
sobre as métricas foram testadas com essas solugoes.

Palavras-chave: Energia escura. Buracos negros. Equagoes de Heun.






ABSTRACT

Several independent observations point to the accelerated expansion of the universe. To
explain such results, the concept of dark energy appears and has different interpretations
in the literature. In this work, a metric that describes a black hole spacetime surrounded
by dark energy, obtained by the author Valery V. Kiselev in his article “Quintessence and
Black Holes”, was studied as a solution to Einstein’s field equations. Two special cases of
this solution were considered, and an analysis of their spaces was made in order to infer
some characteristics about the mathematical result obtained by the author. Subsequently,
the Klein-Gordon equation in curved space-times was written for both structures, and
solutions were found regarding different state parameters for the dark energy component
associated with the metric. The solutions were determined with a class of special functions
- more specifically, the confluent Heun functions. The results were analyzed in order to
evaluate the influence of this gravitational field, with the presence of dark energy, on the
dynamics of quantum particles, and the previous considerations about the metrics were
also tested with these solutions.

Keywords: Dark energy. Black holes. Heun’s equations.
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1 INTRODUCAO

Durante os ultimos anos, grande parte da fisica tedrica tem se desenvolvido dentro
de um cenario de intensa exploracao, e busca por um modelo que comporte e explique
a formagao do universo. O questionamento que impulsiona essas investigacoes, é claro,
existe ha séculos, e sempre esteve presente na historia da fisica. Desde Aristoteles até a
Mecénica Newtoniana (EVORA, 2005), (EVANGELISTA, 2011), encontrar uma maneira
para explicar o movimento dos corpos, e definir o ambiente em que essa dindmica se
expressa, foi uma questao fundamental e nos conduziu, através de uma das grandes quebras
de paradigma na histéria da ciéncia, a atual teoria mais fundamental de gravitacao - a
Relatividade Geral.

Em 1905, a comunidade cientifica foi apresentada ao caso especial de Relatividade,
proposto por Einstein em (EINSTEIN, 1905). A teoria, em principio, poderia ser anun-
ciada como uma teoria de invaridncia, uma vez que o seu objetivo primdrio era garantir
a preservacao das leis da fisica em qualquer sistema inercial. Contudo, o modelo tem
consequeéncias diretas nao muito intuitivas, como a contragao espacial e a dilatagao tem-
poral, modificando dramaticamente os conceitos de espago e tempo, que ndo mais sao
representados isoladamente do ponto de vista geométrico, mas sao uma tnica construcao
continua: o espago-tempo, (PENROSE, 2005).

Posteriormente, com a concepcao de que o espago e o tempo sao partes de uma
mesma estrutura, a teoria foi reelaborada matematicamente por Hermann Minkowski
(MINKOWSKI, 1909), (MINKOWSKI; PETKOV, 2013), e nos encontramos com uma for-
mulagao que fornece, por meio de sua geometria, uma interpretacao fisica para as diversas
consequéncias da teoria da relatividade restrita. Essa nova construgao, entretanto, nao
foi suficiente para incoorporacao de efeitos gravitacionais, motivando uma transformacao
ainda mais radical dentro da Mecanica.

De acordo com o principio de relatividade, ja postulado na Teoria Especial, as leis
da fisica devem ser as mesmas independente do referencial inercial adotado. Nao somente,
a velocidade da luz é um limite que garante a estrutura causal dentro desse modelo. Em
(EINSTEIN, 1916), Einstein notou que esse principio deveria comportar uma generalizacao
que diz respeito a gravidade, uma vez que todos os corpos em queda livre sofrem o mesmo
efeito gravitacional - definindo, portanto, o principio de equivaléncia (WALD, 1984) - onde
as leis da fisica nao sao apenas véalidas para qualquer referencial inercial mas, na verdade,
para qualquer sistema em queda livre, sendo este indistiguivel de um referencial acelerado.

A influéncia do campo gravitacional se mostrou, ainda, uma consequéncia direta

da estrutura que define um sistema. Corpos em queda livre, como sabemos, entao sendo
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atraidos por outros corpos, massivos o suficiente para dinamizar essa interacdo, que
nao ocorre diretamente, por uma atuacao instantdnea de um corpo sobre o outro, mas
justamente pelo que ha entre eles: o espago-tempo. Assim, a presenca das massas nessa
estrutura é capaz de modifica-la, e alterar o movimento dos corpos. Essa relacao é explicita

nas equagoes de campo de Einstein, representadas por

1 8rG
R,uu - §R9MV + Ag,uu = C_4T/J,V' (1)

O lado esquerdo da equacao, definido com o tensor de Ricci R,,,,, escalar de Ricci

oz
R, o tensor métrico g,,,, € 0 fator A, carrega toda informacao sobre a geometria do nosso
sistema, e deve ser equivalente a contribuicao de matéria desse espaco - contida pelo tensor

de energia-momento T),,, e mediada pela constante de gravitacdo G e a velocidade da

Uy
luz c. Dessa forma, uma alteracdao na fonte do sistema deve provocar uma modificagdo na
estrutura do seu espaco-tempo. Contrariamente, uma mudanca na estrutura deve afetar a
relacao de energia da fonte e, como consequéncia, sua dinamica.

Um fato notédvel ainda é que a forma descrita pela equacgao (1) tem presente o
fator A, que é denominado como constante cosmoldgica. Originalmente, a constante A foi
proposta como uma contribui¢ao repulsiva para o sistema, capaz de equilibrar o campo
gravitacional que, como entendemos, ¢ um campo atrativo. Dessa forma, as equacoes de
campo seriam compativeis com uma descrigdo de universo estético, (EINSTEIN, 1917).
Entretanto, com as observagoes de recessao das galdxias feitas por Hubble (HUBBLE,
1929), foi possivel constatar que o universo nao ¢é estatico, mas estd, na verdade, em
expansao. Assim, a hipotese da constante cosmoldgica como um fator repulsivo, a fim de
neutralizar a atragdo gravitacional para manter o universo estatico, foi consequentemente
descartada, (LIDDLE, 2015).

Apesar de a constante cosmoldgica ter sido desconsiderada como uma componente
desacereladora das equagoes de campo, de acordo como previsto por Einstein em (EINS-
TEIN, 1917), a verificacdo de que o universo estd se expandindo preservou, em certo
sentido, parte da sua esséncia: justificar a dindmica do universo. A expansao determinada
por Hubble provocou, durante os anos seguintes, intensas investigacoes tedricas sobre a
causa do distanciamento das galaxias, e os questionamentos acerca da existéncia dessa
constante, como uma expressao da expansao, foram mantidos durante décadas de pesquisa.
A Relatividade Geral introduziu dessa forma, com o apoio direto da fisica observacional e
experimental, ndo apenas uma nova teoria de espaco-tempo e gravitagao, mas a cosmologia
moderna como entendemos hoje, dando origem a uma vasta area de pesquisa (RINDLER,
2001).

Finalmente, nos ultimos anos do século passado, com o objetivo de investigar a
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expansao do universo, dois grandes projetos observacionais apresentaram, de forma inde-
pendente, resultados que evidenciaram novamente a expansao, mas dessa vez de forma
acelerada (RIESS et al., 1998), (PERLMUTTER et al., 1999). Ambas as colaboragoes ana-
lisaram supernovas do tipo Ia (SNe Ia) que, apesar de raras, funcionam como velas-padrao,
e por meio de suas luminosidades aparentes, e seus desvios no infravermelho, permitem
inferir suas distancias de um observador na Terra, (AMENDOLA; TSUJIKAWA, S., 2010).
Em (RIESS et al., 1998), os autores concluiram que a distancia das SNe la avaliadas eram
de 10% a 15% maiores do que o esperado para um universo com constante cosmoldgica
A = 0. Simultaneamente, os autores em (PERLMUTTER et al., 1999) indicaram a mesma
inconsisténcia, uma vez que, caso o universo fosse estatico ou desacelerado, a distancia
medida deveria ser consideravelmente menor do que o indicado observacionalmente.

Particularmente, os autores em (PERLMUTTER et al., 1999) concluiram que uma
espécie de componente exotica deve possuir contribui¢ao na densidade total de energia do
universo. Entretanto, considerando que essa componente seja a constante A, dois grandes
problemas emergem dentro da cosmologia e na sua interface com a fisica de particulas.
Em primeiro lugar, com relacao ao valor da densidade de energia, que é significativamente
menor que o previsto pela fisica de particulas (COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA, 2006).
Como explicitado em (AMENDOLA; TSUJIKAWA, S., 2010), tal divergéncia é da ordem
de 1012L, ¢ essa implicagao é também conhecida como o problema de ajuste fino. Em
segundo, surge também a dificuldade sobre a relacdo entre a contribuicao da densidade
de energia, associdada a constante cosmoldgica, e a densidade de matéria de universo. Na
medida que a densidade de matéria decai enquanto o universo expande, a densidade de
energia da contribuicdo A permanece constante. Contudo, ambas devem possuir hoje a
mesma ordem de magnitude (VELTEN; MARTTENS; ZIMDAHL, 2014), delineando o
segundo problema tedrico: o problema da coincidéncia.

Além das andlises obtidas acerca das SNe Ia, outros projetos alcangaram resultados
compativeis, dentre eles as observacoes de anisotropia nas temperaturas da radiacao
cosmica de fundo (CMB), como em (BERNARDIS et al., 2000), (BALBI et al., 2000) e
(SPERGEL et al., 2003), e também as detecgoes de oscilagoes actsticas dos barions, como
pontuado pelos autores em (EISENSTEIN et al., 2005) e (AMENDOLA; TSUJIKAWA,
S., 2010).

Dessa forma, diversas pesquisas subsequentes se propuseram a investigar teorica-
mente essa componente de energia. Diferente do caso onde a constante cosmolédgica, como
descrita por Einstein, seria apenas capaz de anular o campo gravitacional atrativo, a moti-

vacao acerca dessas analises é de que esse fator deve ser capaz de supera-lo, conduzindo a
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expansao acelerada do universo - esse agente responsavel é o que entendemos, hoje, como
energia escura.

Assim, de acordo com o modelo padrao de cosmologia, descrito pela métrica de
Friedmann—LemaAitre-Robertson-Walker (FLRW), consideramos um universo homogéneo

e isotropico, representado matematicamente pela forma
2

ds® = —dt® + a®(t) (% + 1262 + r2sin? 0d¢2> , (2)

onde K é a curvatura do espago, e a(t) é o fator escala associado ao tempo coésmico t.
A componente de curvatura em (2) determina a geometria do universo descrito, e
pode assumir trés valores: K € {—1,0,+1}. Na Figura 1, é possivel observar a representa-

cao de cada um deles.

(a) K =41 | Geometria esférica (fechado) (b) K = —1 | Geometria hiperbdlica (aberto)

(¢) K =0 | Geometria euclidiana (plano)

Figura 1 — Geometrias associadas as curvaturas da métrica FLRW em (2). No item (a),
a geometria esférica para K = +1. Em (b), a geometria hiperbdlica com
K = —1. No item (c), o espago euclidiano representado por K = 0.

De modo equivalente, é possivel fazer referéncia as diferentes geometrias da Figura 1 como
universo fechado, aberto ou plano. No primeiro caso (item (a)), a curvatura ¢ K = +1
e corresponde a um espaco de geometria esférica - implicando que duas curvas paralelas

devem se cruzar em algum ponto da superficie. Tratando-se de um universo em expansao,
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isso significa que essa evolugdo nao ¢ infinita e deve se converter em um processo de
contracgao, diferente do que ocorre nas outras geometrias possiveis.

Para o caso do item (b), a curvatura K = —1 esta associada a geometria hiperbélica
onde, indubitavelmente, duas linhas paralelas devem divergir ao longo da superficie. No
item (c) correspondente a geometria euclidiana, o formato do espago é dado com K = 0,
e linhas paralelas permanecem como tais ao longo do plano. Em ambos os casos, as
superficies nao sao limitadas e, considerando que o universo esta aumentando, a expansao
deve continuar até o infinito.

Para a contribuicao de uma componente desconhecida de energia relacionada a
matéria contida no universo, a estrutura FLRW é descrita pela equacao (1) com a excessao
do termo original A, e com a influéncia do fator césmico de expansdo determinada a partir
das propriedades do tensor de energia-momento. A consequéncia dindmica derivada desse
modelo é de que, se 0 universo estd em expansao, a aceleracao do sistema associada a
energia escura deve ser obrigatoriamente positiva (AMENDOLA; TSUJIKAWA, S., 2010),

e representada pela equacao

a 4n G

EZ—T(PJF?)JO)- (3)

Assim, supondo uma componente de energia escura descrita pela equacao de estado com
a forma p = wp, a equacao acima deve produzir o limite para o pardmetro de estado w
que é, portanto,

1

w< =3 (4)

O resultado acima nos mostra, junto com a equacao de estado, que essa matéria
exoOtica deve possuir uma pressao negativa. Essa implicacao, apesar de contraintuitiva, é
justamente a consequéncia necessaria para que essa componente seja capaz de acelerar o
universo, operando no sentido contrario a forga gravitacional.

Ainda, apesar da restrigdo superior definida pela equagao (4), o modelo teérico nao
impoe um limite inferior para o valor que o parametro de estado de energia escura pode
assumir. Na literatura, podemos encontrar modelos com diferentes valores para wppg e,
particularmente, o caso da constante cosmolégica ¢ atribuido a wpg = —1, uma vez que a
densidade de energia p para este parametro seria constante - sendo esse fato consequéncia
direta da métrica FLRW.

Entre essas teorias, o modelo de quintesséncia tem grande destaque, pela sua
relagao direta com a fisica de particulas (AMENDOLA; TSUJIKAWA, S., 2010). Essa
conjectura descreve a energia escura com um modelo de modificagdo da matéria, por meio
da hipétese um campo escalar associado a um potencial V' (¢), responséavel pela aceleragao

do universo, (TSUJIKAWA, Shinji, 2013). O termo “quintesséncia” foi atribuido a energia
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escura pelo seu carater desconhecido mas, ainda, fundamental na composi¢ao do universo.
As primeiras propostas sobre esse modelo foram publicadas também no final do século
passado, e sao geralmente atribuidas aos autores Paul J. Steinhardt, Robert R. Caldwell
e Rahul Dave, como pode ser visto em (CALDWELL; DAVE; STEINHARDT, 1998),
(STEINHARDT; WANG, L.; ZLATEV, 1999), (WANG, L. et al., 2000) e (BAHCALL
et al., 1999).

Nesta dissertacao, iremos avaliar como sistemas quénticos sao afetados por uma
estrutura que comporta a existéncia de energia escura, e consideramos a métrica descrita
pelo autor Valery V. Kiselev (KISELEV, 2003), como uma solugao das equagoes de campo,
para um espaco-tempo de buraco negro com quintesséncia. Entretanto, devemos pontuar
que a terminologia utilizada por Kiselev diverge do que é normalmente encontrado na
literatura. Diferente do significado atribuido acima, “quintesséncia” para Kiselev é uma
componente exética de matéria, com propriedades intrinsecas de energia escura, mas que
nao esta submetida as variagoes de um potencial escalar. O parametro de estado dessa
fonte deve ser mantido constante e restrito a um intervalo particular.

Nossa metodologia consiste na andlise do espaco-tempo definido pelo autor, levando
em consideracao suas limitagoes e consequéncias, e na avaliagao da influéncia que o campo
gravitacional dessa métrica pode ter sobre a equacgao de Klein-Gordon, ou seja, sobre a
dindmica de particulas spin — 0. A nossa pesquisa é majoritariamente exploratéria no
que diz respeito a sistemas de energia escura, e pretendemos, ao final do desenvolvimento,
poder descrever o funcionamento dessa estrutura em particular, avaliando-a de acordo
com a formulacdo da mecanica quantica em espacos-curvos.

Dito isso, consideramos regides proximas a buracos negros e estudamos, através da
equacao de Klein-Gordon em espagos curvos, a dinamica de particulas quanticas neste
cenario. Avaliamos os efeitos da variacdo do parametro de estado da métrica, e obtivemos
solugoes analiticas para as equacoes descritas. Com o intuito de aplicar futuramente as
solucoes encontradas, e estudar efeitos quanticos como radiacdo Hawking, examinamos as
solucoes nos limites dos sistemas de coordenadas, sendo eles as regioes do horizonte de
eventos e do infinito.

Portanto, inicialmente, trataremos no Capitulo 2 da métrica descrita por Kiselev
(KISELEV, 2003), como um espago-tempo de buraco negro com quintesséncia, levando
em consideragao a energia escura definida no pardmetro de estado —1 < wy < —31);. Na
primeira se¢ao serd apresentada essa estrutura e, em seguida, uma analise da métrica
sera realizada para dois casos particulares, sendo eles a métrica de quintesséncia livre, e

Schwarzschild com quintesséncia.
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No terceiro capitulo, tendo em mente o objetivo de estudar como esse campo
gravitacional, produzido pela métrica descrita no Capitulo 2, afeta a dinamica de particulas
spin — 0, estudaremos a equacao de Klein-Gordon para métricas estaticas e esfericamente
simétricas, e verificaremos que esse tipo de equacao se relaciona diretamente com uma
classe de fungoes especiais e suas respectivas equagoes - as equagoes de Heun. Um caso
particular, o da fungdo confluente de Heun, sera avaliado com detalhes, e terd grande
utilidade no desenvolvimento do capitulo seguinte. Apresentaremos ainda dois outros casos
de confluéncia - biconfluéncia e confluéncia dupla - que se relacionam com as equagoes
que pretendemos resolver.

No Capitulo 4, escreveremos a equacao de Klein-Gordon para casos particulares da
métrica de Kiselev, e demonstraremos as solugoes dessa equacao, que serao obtidas para
diferentes valores do parametro de estado. Os resultados serao avaliados ao fim de cada
secao dentro dos limites do problema elaborado.

Por fim, apresentaremos no tltimo capitulo do trabalho nossas conclusoes, bem
como nossas consideragoes gerais relacionadas as andalises da métrica, sua influéncia sobre

as solugoes obtidas, e as possibilidades de pesquisa que esse projeto desencadeou.
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2 ESPACOS-TEMPO DE BURACOS NEGROS COM ENERGIA ESCURA

Como foi visto no Capitulo 1, diversas observagoes independentes apresentaram
resultados que apontam para o universo expandindo de maneira acelerada. Uma das
questoes emergentes neste cenario ¢, nao somente como isso estaria acontecendo mas,
também, o que é responsavel por tal aceleracao. Assim, o conceito de quintesséncia como
uma componente desconhecida, e que afetaria a densidade total de energia de sistemas
cosmologicos, aparece como uma das hipéteses para o que entendemos como energia escura.

Dentre as possibilidades tedricas para investigar esse tipo de sistema, espacos-
tempo de buracos negros parecem ter bastante relevancia e, nesse sentido, consideramos
a métrica obtida por Kiselev em (KISELEV, 2003), sendo este o trabalho de base desta
dissertagao. Assim, nesta secdo, nos ateremos em apresentar a solucao obtida pelo autor,
investigando diferentes possibilidades para o parametro de estado, com o objetivo de
utilizar essas andlises nas se¢oes seguintes para estudar a dindmica de particulas quanticas

sob a influéncia do campo gravitacional desse espago.

2.1 A METRICA DE KISELEV

Como mencionamos na introducao desse capitulo, no artigo que utilizamos como
base para esse trabalho, é apresentada uma solucao estatica e esfericamente simétrica
para as equacoes de campo de Einstein, ou seja, uma métrica que satisfaca o intervalo

parametrizado por v(r) e A(r) e expresso como
ds? = e*Nar2 — A ar? — 12492 — 12 gin? dp?. (5)

Iremos nesta secado mostrar os pontos principais da construgao da métrica obtida
pelo autor, e ressaltamos que, ao longo desse desenvolvimento, usaremos o mesmo sistema
de unidades adotato por ele, onde a constante gravitacional é relacionada por 47G =1 e
a velocidade da luz é ¢ = 1.

Assim, tendo em mente o objetivo de encontrar solugdes para as equagoes de campo,
devemos primeiro estabelecer como a fonte de energia quintessencial afeta o sistema. Para
isso, podemos considerar um tensor de energia-momento apropriado que, neste caso, é

descrito pela forma geral

r;r

Tl =pg(r), T, = py(r)a | ~(1+3B) +B§z‘j ’ (6)

i rar’

onde B ¢ um parametro livre relativo a estrutura interna da quintesséncia, e py(r) a sua

densidade de energia.
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Capitulo 2. Espacos-tempo de buracos negros com energia escura

Considerando (r;jrd) = %5ij rpr’, a média isotrépica sobre o tensor de energia-

momento definido acima, como pontuado em (KISELEV, 2003), deve produzir a equagao
de estado para quintesséncia, uma vez que

(1) = —pg(r) 387 = —pg(r)3’.

Dessa forma, a equacao de estado resultante é

(7)

pq = Wqpg; (8)
onde o parametro wy acima foi definido através de o por a = 3wy.
Por outro lado, se consideramos o tensor métrico obtido do intervalo definido na

equagao (5), podemos expressar os coeficientes nao nulos da métrica, o tensor de Ricci e

o escalar de Ricci. Com isso, podemos escrever as equacoes de campo de Einstein como

(9)
21,0 = ——e= (V! V—/Z l/_)\/—ﬂ
2 r 2 )’
12 ! ! /\/
o_ _Lox(p v V- XN VA
2T¢ = 26 <I/ + 5 . 2)

A parte crucial do desenvolvimento feito pelo Kiselev se apresenta agora. De acordo
com o autor, podemos estabelecer duas condi¢oes sobre essa formulacao - e sdo elas as

condigoes de linearidade e aditividade. Ambas sao derivadas da imposicao que ele coloca

sobre as componentes o tensor de energia-momento, que é

Tt=T.". (10)

Essa igualdade deve implicar na condicao de aditividade, definida a partir da relacao
acima como

A(r) +v(r) =0.
Assim, se definirmos uma fungao f(r) tal que

(11)

A(r) = =ln(1+ f(r)), (12)
determinamos a segunda condicao, de lineariedade, pelo fato de que as equagoes de campo
(9) se tornam equacoes diferenciais lineares em f, como

1

Lf =10 = —55(f 40/, (13)
1

T, =T, = ——2f +rf").
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Comparando os resultados acima na expressao do geral do tensor para quintesséncia,

A Swg+1 -
podemos fixar o pardmetro B = —f’Tq, e entao escrever
Ll =T," =y, (14)
1
1,0 =1,° = —5 (3w + g
Observando as equagoes (13) e (14), fica claro que f(r) deve satisfazer
r2 £ (r) + 3(1 + we)r f () + (Bwg + 1) f(r) = 0. (15)
Duas solugoes possiveis da equagao acima sao
)\q
fq= RS (16)
e
-

em que a primeira correspondente a contribui¢cdo de quintesséncia ao sistema, a segunda
a um buraco negro pontual de Schwarzschild, r4 o raio de Schwarzschild e Ay um fator de
normalizacao. Entretanto, outras solugoes sao igualmente validas, desde que satisfacam
a equagao para f(r) dada acima. Também, pontuamos que pelo principio da superpo-
sicdo para equagoes diferenciais lineares, poderiamos escrever uma solucdo como uma
combinacao linear de solucoes particulares.

Com atengao para o caso da quintesséncia, podemos ver que a funcao f; definida
acima, quando escrita na expressao do tensor energia-momento dada pela equagao (13),
produz juntamente com a equacao (14) uma relagdo para densidade de energia quintes-

sencial, como N
w
Pq = _7(1703@—;11)- (18)
Aqui, o sinal negativo na densidade vem da comparacao entre a equagao acima e a equacao
de estado (8). No caso de uma pressao negativa, como deve ser, a densidade de energia
deve ser positiva (pois wg < 0). Definimos assim Ay > 0 de modo que pg > 0 sempre para
quintesséncia.

Generalizando os resultados obtidos, é possivel construir uma expressao para a

métrica considerando uma série de solugdes possiveis de (15), que é dada como

o= |- () as)

onde 7y = 2M (M sendo a massa do buraco negro), r, constante de normalizacao di-
mensional, e w, 0s parametros de estado para as n fontes possiveis de contribuicao da

métrica.
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A equacao obtida acima representa, portanto, a métrica como uma combinagao
linear de solugoes possiveis para as equagoes de campo.

Na literatura, encontramos diferentes aplicagoes e estudos relacionados a métrica
descrita nessa se¢ao, como os apresentados em (CHEN, S.; WANG, B.; SU, 2008), (WEI;
CHU, 2011) , (FERNANDO, 2012), (THOMAS; SALEH; KOFANE, 2012), (ESLAMZA-
DEH; NOZARI, 2020), (SHAO et al., 2022), (MATYJASEK; TELECKA, 2023), (WANG,
R.; GAO; CHEN, H., 2023) e (SANTOS et al., 2023). A seguir, apresentaremos a nossa
analise e, posteriormente, a pesquisa iniciada a partir da influéncia dessa métrica sobre

sistemas quanticos.

2.2 ANALISES E CASOS PARTICULARES

Com a métrica formulada na secdo anterior, podemos descrever algumas solucgoes
ja conhecidas e bastante estudadas, como a solugdo de Schwarzschild (WALD, 1984), e a
solugao de buraco negro com carga de Reissner-Nordstrom (ADLER; BAZIN; SCHIFFER,
1975), onde nao ha qualquer densidade de energia de quintesséncia. Podemos também
estender essas solugoes para o caso em que essa densidade é diferente de zero, e estudar
ambos estes sistemas na presenca de energia escura, como proposto por Kiselev. Para o
caso de Reissner-Nordstrém com quintesséncia (RN ), , considerando o sistema com uma
carga e, a equagao (19) é levada a

oM €2 Ag

f(?") =1- T + T_2 - —r3wq+1 . (20)

Certamente, se nao ha carga, recuperamos a solucao de Schwarzschild com quintesséncia
(S)w,, € ainda, se M = 0, obtemos uma solu¢do para quintesséncia livre (F')y,. Am-
bas, é claro, poderiam ser obtidas diretamente da expressao (19), e sdo representadas

respectivamente por

2M A
flr)=1-—=- r3w5+1’ (21)
A

O comportamento das expressoes acima pode ser observado a seguir, onde fixamos
valores para M e A4 a fim de descrever graficamente a evolucao de f com relacao a varidvel
r. Nas Figuras 2 e 3, vemos em linhas tracejadas as curvas correspondentes ao parametro
—%, e em linhas soélidas ao parametro —%. Embora saibamos que —% nao faz parte do
intervalo possivel, iremos utiliza-lo daqui por diante como caso limite, com a inten¢ao de
avaliar a regidao mais proxima permitida.

Como foi observado no Capitulo 1, o pardmetro de estado é obrigatoriamente

wg < —%, o que implica diretamente em 3wy + 1 < 0. Assim, o termo quintessencial das
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f(r)

Figura 2 — Comportamento de f(r) para (20), (21) e (22) no pardmetro wy = —% em
linhas solidas, e no parametro wq — 31)7 em linhas tracejadas, com M =1,e =1

métricas é sempre
)‘q

W = )\q?”n, (23)

com K > 0.

Essa mencao é particularmente importante aqui, porque deixa clara a relacao da
métrica com a contribuicao de quintesséncia. Quando r é muito grande, as métricas tendem
a coincidir para cada parametro definido - levando f(r) — —oo no caso do parametro —%,
e ao limite definido pela expressdo (22) no caso de wy = —31)7. Ou seja, quando r — oo,
tanto a contribui¢do de massa do buraco quanto de carga tornam-se despreziveis, de modo
que o termo dominante da equacao é relativo a quintesséncia.

Por outro lado, quando r vai a zero, conseguimos ver pela equagao (23) que é
possivel recuperar as métricas padroes - com a excecao de que, no parametro —31;, ha uma
discrepancia causada pela falta da relacao em r na métrica. Nesse caso, a tnica forma de
recuperar as solugoes conhecidas é se Ay for zero. Essa diferenca pode ser observada na
Figura 2 com bastante clareza.

O parametro Ay em questao, como visto anteriormente, estd relacionado a fungao
quintessencial obtida e é, a principio, arbitrario. Qualquer que fosse, portanto, o valor de
Ag, a solugao da equagoes de campo se manteriam validas. Entretanto, como mostraremos a
seguir, a depender do valor que A4 assumir, a métrica apresenta comportamentos bastante
diferentes.

Constatamos acima que, exceto pelo limite superior do parametro de estado, deve
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I
0 20 40 60 80 100
r

Figura 3 — Comportamento de f(r) para (20), (21) e (22) no pardmetro wy = —% em
linhas sélidas, e no parametro wy = —313 em linhas tracejadas, com M =1,
e=1el;=00L

ser possivel recuperar solu¢oes onde nao ha quintesséncia. De fato, para parametros de
estado diferentes de —31);, o termo Agr"™ deve estar sempre presente, de modo que podemos
imaginar, no limite » — 0, que o sistema descrito por (21) deve se comportar como um
buraco negro de Schwarzschild comum. O mesmo deve acontecer para o caso de (F'),, . dque
se comportaria como um espago plano, independentemente do valor \¢. Porém, quando
supomos também wy; num limite muito proximo de —31;, k deve ir a zero, provocando
uma indeterminacao no termo r*. Podemos assumir, por ora, que nesses limites r* — 1,
priorizando o limite do expoente, mas é de extrema importancia ressaltar esse fato porque,
sendo esse o caso, devemos observar perto de r = 0 uma alteragao no valor da métrica
que deve ser causada justamente pelo valor de Aq.

Outro ponto importante diz respeito aos horizontes. No caso (S )wq, ha o surgimento
de dois horizontes diferentes, e que se alteram de acordo com o valor de A\;. Ao passo
que o parametro Ay diminui, ele provoca uma espécie de levantamento da curva, e eles
se apresentam mais distantes entre si, de modo que, para cada parametro definido, essa
constante é capaz de alterar a formagao dos horizontes conforme seu valor se aproxima,
ou distancia, de 0. Por um lado, isso se mostra bastante coerente uma vez que, se A\g — 0,
a contribuicao de quitesséncia é minima, e recuperamos as solucoes sem essa fonte. Por
outro, isso impoe uma dificuldade na avaliacdo do sistema ja que, para o mesmo parametro
de estado, a mudanca de A4 altera fundamentalmente a estrutura desse espago.

Na Figura 4, elaboramos outra representacao para ilustrar melhor o caso de

Schwarzschild. Desta vez, deixando explicita a variacao de wg. O parametro de estado no
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intervalo —1 < wqy < —% apresenta uma evolugao uniforme na fungdo da métrica, de modo
que, apesar do gap produzido pela inclusao da fronteira nesse intervalo, ela ainda parece

um bom limite para r > 0 .

r 20

Figura 4 — Métrica de Schwarzschild com quintesséncia sob a vari¢ao de wq, com M =1

Se extrairmos algumas curvas desse grafico e compararmos com a solugdo de
Schwarzschild, como na Figura 5, é possivel ver que a diferenca no caso extremo do
parametro —%, para r — 00, € justamente pelo valor de A\¢. Mas, como o parametro de
estado nao possui de fato esse valor, vemos junto com a equagao (23) que nesse limite deve
haver ainda, mesmo que pequena, uma contribui¢do em r (que é muito grande), de modo
que a curva continua a evoluir préoxima a curva de Schwarzschild, estando essa ultima
representada por linhas tracejadas amarelas.

Ainda, como essa métrica possui uma contribuicao de %, a indeterminacao gerada
pelo r® nao deve ser um grande problema no limite de » — 0, porque o termo dominante
é relativo a massa do buraco negro, que carrega a funcao para menos infinto nesse caso.

Na Figura 5, incluimos ainda o caso do parametro wq = —1, associado a constante
cosmolodgica. Assim como mencionado anteriormente para as outras métricas, a mesma
coisa acontece aqui. De outra forma, podemos dizer: o valor grande de A4 (com relacao a
massa M) provoca um achatamento das curvas, influenciando a formacao de horizontes.

Nesse caso, onde consideramos Ay = 0.1, a métrica para constante cosmolégica nao
seria capaz de produzir horizonte algum. Isso fica claro quando notamos que a componente
de quintesséncia evolui muito rapido, e negativamente, com —)\qr2. Seria necessario, por-

tanto, um valor consideravelmente baixo de Ay para produzir algum horizonte nesse campo.
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Figura 5 — Gréafico comparativo para métrica de Schwarzschild, em linha tracejada ama-
rela, e Schwarzschild com quintesséncia, em linhas sélidas, com M = 1,
Ag=0lews=-1,-3 —1.

Apesar de nao haver no trabalho essa represetacao gréafica, constatamos que Ay = 0.01 é
suficiente para gerar dois horizontes na métrica com wy = —1.

Mudando um pouco nosso ponto de vista, na Figura 6 observamos o funcionamento
da métrica para quintesséncia livre, (F)wq, sob a variacao de wq. Ao passo que o parametro
de estado se aproxima de —1, a func¢ao decai cada vez mais rapido, deixando a contribui¢ao
de energia escura para o sistema cada vez mais evidente. Por outro lado, quando wy se

aproxima de —%, a métrica parece se aproximar de uma solu¢ao em espaco plano.

Figura 6 — Métrica de quintesséncia livre sob a varicao de wq, com M =1e Ay =0.1.

Como insistimos anteriormente, a regiao formada nos limites r — 0 e Kk — 0
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apresenta um decaimento que, neste caso, fica bastante nitido. Para um dado valor do
parametro de estado wg proximo a —%, a métrica deve manter a forma dependente de r,
de modo que conseguimos recuperar uma solugao de espaco plano. Porém, quanto mais
préximo o parametro fica do seu limite superior, a fugao sofre um deslocamento do seu
valor em 7 = 0, e vai justamente para 1 — Ay quando o parametro atinge o limite —%.
Na Figura 7, vemos as curvas extraidas do grafico 3D para (F).,, onde é possivel no-
tar esse deslocamento. Assim como no grafico comparativo de Schwarzschild, consideramos

aqui 3 parametros de estados diferentes - os limites do intervalo, e —%.

-13

0.5

-2/3

)

.0

08 — Plug

- M

Figura 7 — Grafico comparativo para métrica de Minkowski, em linha tracejada cinza,

e quintesséncia livre, em linhas sélidas, com M = 1, \;j = 0.1 e wg =
12 _1
» - 397 3

Fica claro, quando fazemos uma relagao entre as Figuras 6 e 7, que a linha sélida
mais clara nessa ultima imagem, correspondente ao parametro —31;, difere da métrica de
Minkowski (em linha cinza tracejada) pelo valor de A\q, e que para outras linhas relativas
a um wy menor, ¢ possivel recuperar o limite do espago plano quando 7 = 0. Novamente,
o valor da constante Ay retorna como um problema.

A principio, Ay grande nao deveria ser problematico no que diz respeito & métrica
como solucao das equacoes de campo. Mas, como observamos acima, devido a discrepancia
produzida pelo parametro de estado no limite de —%, quanto maior A\; mais dificil é
recuperar as solugoes correspondentes aos limites de 7.

Como pontuamos no inicio, a funcao da métrica tem um comportamento de acordo
com a equagao (23), e por isso nunca atingirfamos o limite superior do pardmetro. Entre-
tanto, para algum r proximo de » = 0 a métrica ja comega a sofrer a influéncia desse limite.

Além disso, quanto maior o valor de Ay, a regiao onde a fungao comeca a se deslocar para
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1 — Ag se torna cada vez maior.

Também, supondo que Ay possa assumir um valor maior com relacao ao considerado
até o momento, por exemplo perto de 1, as métricas se alteram drasticamente, de modo
que, para (F')w,, a funcdo da métrica deve ir a zero quando nos aproximamos do limite
superior do parametro de estado, e a diferenca entre os valores da funcao em r = 0 fica
cada vez mais acentuada.

Para o caso de Schwarzschild, a estrutura do espago-tempo seria completamente
comprometida, de modo que nenhuma formacao de horizonte ocorreria, e todas as métricas
seriam definidas negativamente, exceto por aquela no extremo wg = —%. Nesse tltimo
caso, a funcao deve ir a zero para r grande, e ser exclusivamente defininda pelo termo
—%. Essa forma corresponde ao buraco negro pontual de Schwarzschild, e nos permitiria
inferir que, uma vez que Ay =~ 1, a contribui¢do de densidade de energia quintessencial
para o espago aniquila definitivamente os horizontes, fazendo com que esse sistema se
comporte como um unico ponto extremamente massivo.

Para métrica de Reissner-Nordstrém com quintesséncia descrita com (20), também
¢ possivel observar que o parametro de estado wy provoca uma variagao homogénea na
fungao f(r), como na Figura 8. Consideramos neste caso a particularidade do buraco

extremo em que 2e = g, com 74 = 2M definido na secao anterior.

1.0

05

f(r) oo

r 20

Figura 8 — Métrica de Reissner-Nordstrom com quintesséncia sob a varicao de wg, com
M=1e=1e);=0.1

A contribui¢ao do termo de carga para a métrica é ~ L de modo que, quando r —

2
,
00, a funcdo deve decair de acordo com a equagao (23), assim como no caso Schwarzschild.
Por outro lado, quando r — 0, o termo ~ %2 ¢é predominante com relagao a ~ % e Agr”,

de forma que a funcao é definida na regiao do infinito positivo, e sem grande afetacao dos
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parametros \; e wqy. Este fato também pode ser observado na Figura 9.

10—+ e ————LII}} - i EE
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Figura 9 — Grafico comparativo para métrica de Reissner-Nordstrom, em linha tracejada

preta, e Reissner-Nordstrom com quintesséncia, em linhas sélidas, com M = 1,
1, 2 1

€:1,)\q:0.1ewq:— -3,73

Outro ponto notével é que a forma (20) pode conter até trés horizontes diferentes
a depender do valor de wq. No caso onde Ay = 0, que corresponde a solugao usual de
Reissner-Nordstrom, observamos com a Figura 9 que apenas um horizonte é formado - o
que ocorre pois estd em consideracao o caso do buraco negro extremo. Entretanto, quando
Ag 7# 0, a presenca do parametro de quintesséncia também afeta diretamente a formagao
dos horizontes. Esse fato também foi observado nas outras métricas.

Para o caso do parametro Ay = 0.1, a contribuicao quintessencial provoca a forma-
¢ao de dois horizontes diferentes em wy = —%. Como pode ser observado com as Figuras
8 e 9, conforme o parametro de estado decresce, aumenta a possibilidade de formacao de
outros horizontes. Em wy = —%, trés horizontes sao formados. Para o caso do parametro
de estado wy = —1, Ay = 0.1 forma apenas um horizonte na métrica.

Entretanto, como indicado na Figura 10 item (d), um pardmetro de quintesséncia
suficientemente pequeno para formar mais de um horizonte em (RN )y, , quando wg = —1,
¢ Ay = 0.01. No item (b), é possivel observar também a formagao de dois horizontes para,
o caso da métrica com (21) nestas mesmas condigoes.

Como mencionado anteriormente, considerando o caso associado a constante cosmo-
l6gica wg = —1, a estrutura de Schwarzschild com quintesséncia nao apresentou formacao
de horizontes para Ay = 0.1, mas para valores menores do parametro quintessencial isso
foi possivel. Na Figura 10, é possivel observar as curvas correspondentes aos diferentes

pardmetros de quintesséncia. Comparando os itens (a) e (b), notamos que para o caso
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referente a constante cosmoldgica os parametros necessarios para formagao de horizonte
SA0 menores que No caso Wy = —%. Em (RN)y, no item (f), por exemplo, trés horizontes
se apresentam no parametro de quintesséncia Ay = 0.01. Contudo, no item (c) (e com a
Figura 9), vemos que para o caso de wy = —%, Ag = 0.1 ¢ suficiente para formacao de trés

horizontes.

f(r) o () o

0 2 4 6 8 10
r

(b) (Swy | wg=-1

fn of et —_— f(r) of

(d) (BN)w, | wg=-1

f(r) o f(r) o

h 0 2 4 6 8 10
r r

() (Flug | wg=-3 () (Fwg | wg=-1

Figura 10 — Gréfico comparativo entre os parametros de estado wy = —% ewg = —1
para diferentes valores do pardmetro quintessencial Ay nas métricas (S).w,
em linhas vermelhas e roxas, (RN),, em linhas verdes, e para (F),, em
linhas azuis.

O parametro g, embora seja a principio arbitrario, altera drastricamente as métri-
cas que contém sua influéncia. Como vimos ao longo desta se¢ao, mesmo para um dado

valor fixo de wg, o pardmetro de quintesséncia modifica o sistema de modo que, para que
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a métrica mantenha limites fisicamente aceitaveis, ele nao pode assumir qualquer valor.

Se consideramos que a energia escura existe em todo universo, notamos que esse
parametro deve, na verdade, possuir um valor pequeno com relagdo a massa M - em
particular, menores que 0.01. Caso contrario, quando pensamos em regides proximas a
sistemas conhecidos como, por exemplo, os componentes do sistema solar, seria como afir-
mar que, nestas regioes, a presenca de energia escura provoca uma alteragao fundamental
na estrutura do espaco-tempo, mas seus efeitos nao sao observaveis.

Portanto, seguiremos com a linha de raciocinio de que Ay < M, e com as analises
feitas ao longo dessa secao, para avaliar a influéncia desse espago-tempo na dinamica de
particulas quanticas, e testar os efeitos dessa densidade de energia escura com os resultados

obtidos no Capitulo 4.
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3 MECANICA QUANTICA EM ESPACOS CURVOS

Nessa dissertacao, como método para avaliar as propriedades de espacos-tempo
com quintesséncia e sua influéncia na dindmica de particulas quanticas, nos propomos
a estudar a equacao de Klein-Gordon em espacos curvos que, diferente da equacao de
Schrodinger, comporta efeitos relativisticos de carater gravitacional.

Portanto, introduziremos neste capitulo a equacao de Klein-Gordon em espagos
curvos e sua formulagdo para métricas estaticas e esfericamente simétricas, como as estu-
dadas no Capitulo 2. Ainda, abordaremos um método de normalizacao para simplificar a
resolugao das equagodes, que terdo solugoes obtidas no Capitulo 4. O caso limite do espago

plano também sera apresentado.

3.1 EQUACAO DE KLEIN-GORDON EM ESPACO-TEMPO CURVO

Como delineamos durante a introdugao do trabalho, o cenario da fisica tedrica e ex-
perimental é, atualmente, bastante diferente do inicio do século passado, e a Relatividade
Geral é uma das grandes causas dessa mudanca. Em contrapartida, outra teoria igualmente
fundamental foi desenvolvida no mesmo periodo, e carrega parte dessa responsabilidade.
A Mecéanica Quéantica, formalizada concomitantemente a Mecanica Relativistica, é uma
teoria que trata de sistemas de ordem subatdmica, e com consequéncias igualmente revo-
lucionérias para o entendimento da Fisica - por exemplo, a quantizacao da energia com a
explicacao de fendomenos como a radiagao de corpo negro, pelo trabalho de Max Planck, e
o efeito fotoelétrico, elaborado por Einstein.

A formulac¢ao da Mecanica Quantica com a equagao de Schrodinger (SCHWABL,
2007), entretanto, nao é invariante sob transformacgoes de Lorentz - condigdo necessaria
para Teoria da Relatividade Restrita - impossibilitando a descri¢do da dindmica de par-
ticulas com velocidades préoximas a velocidade da luz. A construcao de uma equacao de
onda para o caso relativistico foi elaborada posteriormente, e para bosons de spin — 0 a
equacao encontrada é chamada de equagao de Klein-Gordon. Para particulas de spin—1/2,
a equacao associada e invariante as transformagoes de Lorentz é a equagao de Dirac, como
pode ser visto em (PARKER; TOMS, 2009) e (WEINBERG, 1995).

Como parte da metodologia adotada neste trabalho, estamos interessados em estu-
dar os diversos efeitos que a componente de energia escura, descrita no capitulo anterior,
pode ter sobre sistemas quanticos. Portanto, nossa andlise sera direcionada para o am-
biente da Mecéanica Quéantica, considerando a influéncia que o campo gravitacional da

métrica de Kiselev possui sobre a dindmica de particulas nesse contexto. Especificamente,
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serao consideradas apenas particulas de spin — 0, mas a elaboracao do problema para
particulas de spin —1/2 com a equagdo de Dirac é igualmente possivel, e pode ser avaliada
em outros projetos.

Relembraremos de maneira breve nesta se¢do a formulacao da equagao de Klein-
Gordon em espagos curvos, e iniciamos a discussao com a equ¢ao de Schrodinger (WEIN-
BERG, 2013), que faz frente & Mecanica Quantica ndo-relativistica. Sendo assim, a equagao

de onda para uma particula livre é expressa como
EV(t,x) = HU(t, x), (24)

onde os operadores Hamiltoniano e de energia sao definidos, respectivamente, por

2
H=*"
2 (25)
E =ih—
ot
sendo o operador de momento p = —thV, e m a massa da particula. De modo equivalente,
podemos escrever
12 U(t,x) - V23U (t,x) (26)
th— X)=——o X).
ot 2m ’

A representacao acima, entretanto, nao é invariante sob transformacoes de Lorentz
e, para que seja possivel descrever sistemas relativisticos por meio de uma equagao de
onda como (26), é necessario reformulé-la de acordo com a Teoria da Relatividade. Com
esse objetivo, reescrevemos o Hamiltoniano por meio da invariancia do quadrimomento,

(BJORKEN; DRELL, 1964). Assim,
E2
bt =—5 —P-P= m*c?, (27)
e deve resultar no operador H =
Por simplicidade, notamos que os operadores E' e H comutam, e entdo FVU(t,x) =
HU(t,x) = E?U(t,x) = H?U(t,x). Deste modo, a equacio quantica para uma

particula relativistica pode ser expressa como

2
—hZ%\P(t,x) = (=R2AV2 + m2h (e, x), (28)
ou, de modo equivalente,
me 2
{nabaaaﬁ (7) } U(t,x) =0, (29)

onde nab corresponde ao tensor métrico do espago-tempo de Minkowski com a assinatura

(+v T T _)'
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A forma descrita acima é a equagao de Klein-Gordon em espagos planos, e é a
equivalente relativistica da equagao de Schrodinger para particulas com spin — 0. Entre-
tanto, a equagao (29) ndo comporta efeitos de curvatura, e corresponde apenas ao caso
da Relatividade Especial.

No ambito da Relatividade Geral, a presenga de um campo gravitacional afeta a
curvatura do espago-tempo, e é necessario portanto generalizar a equagao (29) de modo que
a nova forma seja preservada sob transformacoes gerais de coordenadas, ou seja, mantenha
valido o principio da covariancia. Podemos obter essa nova equagao reescrevendo o tensor
métrico em uma forma geral, dada pelo tensor g,,,, e correspondendo as derivadas usuais

Jq por derivadas covariantes V. Dessa forma,

me\ 2

{nguvy + (7) } T(t,x) = 0. (30)

Como fungao de onda W (¢,x) é uma fungao escalar, o operador V,, é simplesmente
a diferenciacao parcial comum 9,. O resultado 0, ¥, por sua vez, é um tensor covariante
de ordem 1, sobre o qual o operador V,, atua com intermédio das conexoes Tk ij (simbolos
de Christoffel) (D’INVERNO, 1992). A equagao (30) é entao
m

o .o, — g"Te 9 o mey? g - 3]
[g uwov — g iy 6] (t,X)—I— 7 (t,X) 0. ( )

O termo entre colchetes é o operador de Laplace-Beltrami em coordenadas generalizadas
(FULLING, 1989), dado por

PV V6 = %__gmgww—gam), (32)

para um campo escalar ¢ qualquer. Portanto, de modo equivalente, é possivel ainda
reescrever as equagoes (30) e (31) como
1
V=g

A expressao acima ¢é a equagao de Klein-Gordon em espagos curvos, e trabalharemos nesta

(9" /g0, ) + m?W = 0. (33)

dissertacao diretamente com a forma descrita em (33). Por simplicidade, consideramos
U(t,x) = V¥ e o sistema de unidades de Planck serd implementado daqui por diante, sendo

c=h=1.

3.2 EQUACAO DE KLEIN-GORDON PARA METRICAS ESTATICAS E ESFERICAMENTE
SIMETRICAS

O espago-tempo tratado nessa dissertacao possui uma métrica um tanto particular,

como visto no capitulo anterior. A expressao que define essa estrutura, além de estatica,
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tem simetria esférica e portanto, nessa secao, nos ateremos em formular a equacao de
Klein-Gordon para esse contexto.

Assim, para o espaco-tempo definido anteriormente, temos
ds? = f(r)dt2 — f_l(r)dr2 —r2dH? — r? sin? 9dgo2, (34)
onde o tensor métrico e o determinante associado podem ser expressos como

g,Ul/ = dzag(f(r ) _f_l(r)J _T27 _72 Sin2 0)7

(35)
= diag(f 1 (r), = f(r),—r 2, —r~%sin"24),

V=g = r’siné. (36)
Com a equagao (35) acima, podemos expandir a equagao de Klein-Gordon (33) nos

termos nao nulos do tensor métrico, resultando em

1
—— |90(g"v/=gd0) + 1 (gM /=g + D292/ —g) + B3(g>3\/—gD3) | ¥
VI (37)
1+ m2¥ = 0.
0

A partir daqui, usaremos a notacao z# = (z0, 2! 22,23) = (t,7,0,¢), e escrevemos a

equacao acima como
1
gttatQ\Ij + \/? [v —gor(0rg"") + V99" ( ) + 9" 0r ¥ (0ry _g)]
! (38)

T Y [V/=g(0p0) + 0g¥(Tgv/—9)] + g¥¥ OV + m* ¥ =0,

1
(_gg
ou entdo, substituindo (35),
2
0w = (£10)+ 210 ) 00 - R
1 cosf 1 9 1

————0y¥V — =0 \If——E?Z\I/ 2y — 0.
r2 sin 6 0 r2 0 2 gin2 tm

(39)

E possivel reescrever a equacio (39) acima utilizando o ansatz de separacgao de
variaveis (TESCHL, s.d.), de modo que V(¢,r,0,¢) = Y(t)R(r)2(0, ¢). Assim,

2 ) )
ﬁ%m) <f<>+ 2 fr >) f(());iR(r) JIC%(())dr RO+ )

cosf  f(r) f(r)
r2sin 6 Q(0, )a pSU8 0) = r2Q(0, )

f(r) L
Q0 =
T281n26’§2(9,g0)a‘p (6:¢) =0,

e a equacao acima pode ser isolada para cada variavel, nos conduzindo a

1 d?
W@T(t) = —w? (41)

g o080, 9) (40)
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L

2
e
& o)+ cot 0-L000) + |e(e +1 ML 0(0) =0 43
93600) +cord-000) + (e +1) ~ LB 6(0) =0 (#3)

onde w, ¢ e pg sdo os coeficientes de separacdo que adotamos nessa montagem, e (6, p) =
O(0)P(p) também é suposta separavel em 6 e .
As equagoes acima possuem solugdes ja bastante conhecidas, e podemos escrevé-las

respectivamente como

T(t) = Ae™ ™! 4 Bewt, (44)
B(p) = Ce MHBP 4 DelMBY (45)
O(0) = FP;B (cosb), (46)

sendo P; B (cos 8) polinomios associados de Legendre. Daqui por diante, nos referiremos a
w como a energia associada ao sistema, a ¢ como nimero quantico de momento angular, e
(g como nimero quantico magnético. Sendo ¢ e pp definidos inteiros, e ¢, em particular,
um ndamero inteiro positivo.

Ainda, pontuamos que as solugoes descritas em (44) e (45) sdo combinagoes de
dois resultados linearmente independetes para suas equagoes, mas, é claro, poderiamos
escrever as expressoes T(t) e ®(p) com apenas um deles sem grandes perdas.

Por fim, através da separagao de variaveis que fizemos da equacao de Klein-Gordon,
¢é possivel obter mais uma expressao, relativa a variavel r, e que definimos como a funcao

radial do sistema e denotamos por R(r). A equagao para essa fungao é

2
G2k + (£ + 2£00) SR

+ {wz — m2f(r) — g(gr——;—l)f(r)} R(r) =0.

F2(r)
(47)

Tratando-se de métricas estaticas e com simetria esférica, a equacao acima ¢é vélida
para f(r) qualquer. Contudo, diferente dos outros casos, nao é possivel resolver imediata-
mente essa expressdo, uma vez que a fungdo f(r) nao foi ainda explicitada em (47).

Sendo assim, definidas as solugoes (44), (45) e (46), todo o empenho para resolver
a equagao de Klein-Gordon serd destinado a obtengdo de uma solugao para sua equagao

radial, tratada com mais detalhes a seguir.

3.2.1 A equacido radial

No Capitulo 4, investigaremos as métricas apresentadas no Capitulo 2 por meio

da equagao (33) e, consequentemente, da sua equagao radial - que pode se mostrar ex-
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tremamente complicada para ser resolvida. Assim, o objetivo desta secao é simplificar a
expressao (47) ainda em forma geral.

Equagoes diferenciais como a descrita em (47) podem ser normalizadas, através de
um procedimento onde eliminamos o fator que multiplica a primeira derivada da funcao,
como em (VIEIRA, H. S.; 2018) e (PINHO, 2023). Neste sentido, faremos a substituigao

R(r) = x(r)W(r) e, por simplicidade, alteremos os coeficientes da equagao, sendo

A=A(r) = J;/(:) + %,
(48)
B=Br) - w? B m2 0+ 1)

f2r) ) ()

A equacao radial deve ser
XMW" (r) + [2x'(r) + x(r)A] W (r) + [X"(r) + AX(r) + Bx(r)| W(r) = 0. (49)

Admitindo que o coeficiente de W (r) na equagio acima seja 0, com W'(r) # 0, restringimos

a forma de x(r), de modo que este termo deve ser
x(r) = ke | édr, (50)

sendo k uma constante arbitraria. Certamente,

/ 2 (51)
= |(F) +(F) ]|
2 2 ’
e a equacao (49) fica
—A\ A2
W (r) + <T> -7 B|W(r)=0. (52)
Devolvendo as relacoes para A e B, encontramos
2
w0+ | (42457
' (53)

" /
o f'(r)  fi(r) l+1)
—m? — — W(r)=0.
T ( T A ")
A equacao acima é a representacao normal da equagao radial, que deve ser portanto

k
Rlr) = =W (), (54)

com o termo x(r) expresso através da equacao (50).

Apesar de nao ser possivel afirmar ainda se a forma acima é, de fato, mais simples
de ser resolvida, observamos que a estrutura da equagao fica muito menos complexa,

facilitando a associacao com outras equagoes de solugao conhecida.
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Outro ponto notéavel é que a equagao descrita acima estd formatada para R(r),
sendo r uma varidvel independente do sistema. Se desejassemos, como em muitos dos
casos que serao descritos nessa dissertacao, resolver o sistema em outras coordenadas,
certamente essa equagao sofreria algumas modificagoes.

Suponhamos, portanto, que r seja fungao de outra variavel x. Certamente, teriamos

dR dR (dr)l

que
dr  dz \dzx

R _ PR AR (dr\ T ey

dz?2  dz \dzx dz2 | \dz ’

dr?
onde r entende-se por r(x) e, por simplicidade, omitiremos brevemente a notacao da

(55)

variavel nesta parte do trabalho. A parte radial da equagao de Klein-Gordon deve ser

dr dr\ 1 a2r | dR dr\ 2
A(d—)—(d—) s +B( )R_o, (56)

dr dz
com A e B definidos pela expressao (48).

o
dz?

A equacgao descrita acima pode ser normalizada do mesmo modo feito anteriormente,

por uma substituicdo do tipo R = yW. Com isso, devemos obter uma expressao parecida
para a equagao normal, que é
2w

-P\' P2
a2 (T)—IW

Ldr\THAf 2] rdr) o cdr\ TP
f \dz dr  r| \dx dw da?’

_(dr 2Tw?2  m? e+ 1)
o= (@) [p- 757

Assim, a funcao radial pode ser descrita como

+ W = 0. (57)

Desta vez, entretanto,

P =

r(@)y/ f(r(z))

Obviamente, se a mudanga que estamos tratanto diz respeito a um r linear em z,

Rr(z) = [* (j—)] W (r(@)). (59)

a diferenciacdo de segunda ordem de r por x seria nula, e fica claro pela equagao (55)
que a unica diferenca no termo de derivada segunda de R, dentro das equagdes normais,
seria uma constante. Neste caso, esse desenvolvimento nao seria tao necessario, porque
poderiamos operar diretamente com a forma normal obtida em (53) sem ter grandes
problemas. Entretanto, destacamos essa derivagao aqui porque, uma vez que r nao é linear

em z, se tentamos substituir a expresao (55) em (53) para reconstruir a equagao normal
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com essa outra variavel, retornariamos a uma equacgao com coeficiente diferente de zero
para %, ou seja, uma equagao nao normalizada em x.

O processo de normalizagdo, como mencionamos no inicio, nos forncece uma equa-
¢ao, em principio, mais simples de resolver. Por isso, e apesar de nao ser o caso da maioria
das solugoes obtidas nesse trabalho, destacamos que para o caso de substitui¢goes nao
lineares de varidveis, a equagao (57) se mostra muito mais conveniente para elaboracao
do problema.

Os resultados dessa se¢ao serao utilizados ao longo do trabalho, especificamente no

Capitulo 4, e daqui por diante, salvo quando indicado o contrario, trabalharemos com a

equagao radial de Klein-Gordon apenas na forma descrita pelas equagoes (53) e (54).

3.2.2 Limite de espaco plano

Como caso particular da equagao (53), pontuamos a métrica g, = 1),p, corres-
pondendo ao espago-tempo de Minskowski M. O tensor 7,, em coordenadas esféricas é
exXpresso como

Nap = diag(1, —1, —r%, —r?sin? ). (60)
Substituindo diretamente a equacdo acima em (29)1, e utilizando o ansatz W ¢(t,7,0, p) =
Y(t) fR(r) ;0 ) ¢ de separacio de varidveis, a equacdo radial deve ser

R/]ﬁ(r) + %R}(T) + <w2 —m? - @) Ry(r) =0. (61)

Com o método de normalizacao da se¢ao anterior, é possivel escrever R(r) r=xWy

e a representacao normal de (61) é

(041
W (r) + [uﬂ I G ; )] Wy(r) =0, (62)
com o fator de normalizagdo expresso por
k
Xf = . (63)

O resultado (62) é idéntico ao obtido caso substituissemos diretamente as componentes
do tensor métrico (60) em (53), uma vez que a funcao f(r) na equacao (53) pode ser lida
como f(r)=1.

Também, o fator integrante (63) deve ser o mesmo caso expresso diretamente pela

equagao (50), e a fungao radial da equagao de Klein-Gordon em espagos planos se torna

Rf(?") = ;Wf(r) (64)

Com a consideracio de que o operador Laplaciano V2 também deve ser escrito em coordenadas esféricas.

1
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No capitulo seguinte, a equagao (53) serd resolvida para o caso (F)w, descrito
na Segao 2.2. Como foi pontuado nessa parte do trabalho, o limites Ay —+ 0 e r — 0
fazem com que (F)y, — M. Por isso, escrevemos aqui a forma normal para equacio de
Klein-Gordon em espagos planos - notando que, uma vez obtida a solugao de (53) para
(F)w,, a solugao da equacdo (62) é 1itil para analisar os resultados, e esse desenvolvimento

pode ser considerado posteriormente.
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4 SOLUCAO DA EQUACAO DE KLEIN-GORDON EM ESPACOS-TEMPO TIPO
KISELEV

Levando em consideragao espagos-tempo curvos tipo Kiselev, obteremos neste
capitulo solucoes analiticas para a equagao de Klein-Gordon com a métrica estudada no
Capitulo 2. Assim, consideramos alguns sistemas fisicos que podem ser descritos pela forma
(19) e pretendemos, ao longo desse desenvolvimento, obter um conjunto de informagoes
relevantes, que nos oriente na analise da dinamica de particulas spin — 0 sob a influéncia
da quintesséncia, e suas possiveis interpretacoes.

Avaliaremos quatro casos da equacao de Klein-Gordon, considerando a métrica
de Schwarzschild com quintesséncia e a métrica para quintesséncia livre, representadas
respectivamente pelas equagoes (21) e (22). Ambas serao avaliadas no pardmetro de estado

—% e no limite superior —31; do intervalo possivel de wq, que é
1
1 <wy < -3 (65)

Ao fim de cada secao, apresentaremos nossas analises parciais sobre as solugoes obtidas, e

no fim do capitulo introduziremos também o caso particular do buraco negro pontual de
Schwarzschild.

4.1 KISELEV TIPO I: QUINTESSENCIA LIVRE

Inicialmente, consideremos a métrica para o campo de quintesséncia livre, ou
KISELEV tipo I. Tal solugdo ocorre na auséncia de buraco negro no sistema, e possui
dependéncia exclusiva da contribuigao de energia escura. Como descrito em (KISELEV,
2003), a forma corresponde a quintesséncia auto-gravitante, e sua métrica é expressa com

a equagao (22).

4.1.1 Pardmetro w; = —%

Como visto na Segao 2.2, a equagao (22) representa a métrica para a quintesséncia

livre onde, no pardmetro em questao, a fungao f(r) tem forma
flr)=1=Agr. (66)
Com isso, a parte radial (53) da equagao de Klein-Gordon deve ser

2
Wi (r) + (1-— )\qr)Q (w + 4 + (1—Xgr) me r r2
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ou

- (68)
1 0+ 1
_|_—1) <_7~ + w) W (r) = 0.

r2(r — X

Notamos que, dentro dos colchetes, o ultimo termo pode ser reescrito em forma
de fragoes parciais. Com o objetivo de simplificar a equacao radial, e estabelecer alguma
relacao entre ela e equagoes ja conhecidas da literatura, faremos uso deste método para

escrever, entao

IV%H—O_wfnnﬁﬁ%jD+Qj_)Gﬁ—u—w+nna

(69)

1 w2 o1
b+ || W) =0
%P (5+3)

Embora a equacgao acima ainda pareca bastante complexa, seria possivel resolvé-la
diretamente para um raio no intervalo 0 < r < oco. Entretanto, como ¢é possivel deduzir
imediatamente da equacdo (66), observamos que existe a formac¢ao de um horizonte,
localizado na superficie em rg = )\l Sendo assim, nos ateremos primeiro as solugoes do

q
problema que dizem respeito ao sistema de coordenadas do horizonte e, para isso, seguimos
com a substituicdo r =r —ryg,ouxr =1 — /\l A equacao radial deve ser entao levada de
q

W(r) a W(x), sendo

(L= (C+ D))y ((L+1)
(r+3) @)

m? w?
j% (}\—q — (1=l + 1))Aq) + % <A_§ + i)] W(z) = 0.

Como esperado, uma vez que r — 0o, r — co. Também, se x — 0, acontece que

W (x) +

(70)

r — rp. Portanto, nossa fungao definida no intervalo 0 < 2 < oo pode ser completamente
associada ao intervalo rg < r < co. Contudo, a equacdo (70) ainda ndo estd em uma
forma apropriada para resolvermos. Faremos, assim, uma segunda substituicao z = —Ag.

A equagao para W (z) se torna

2 1 2
1<—T—+1—a£+m)+~— .
z A2 22\ \2 4

q q (71)

1—0+1)  (f+1
_ ZET>_X£jb4mm@:0

W"(z) +
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A equacao acima pode ser comparada a forma normal da equacgao confluente de

Heun descrita na Se¢ao A.1, que é

A B C D
Y (2) + ;+Z—2+2_1+(2_1)2+E Y(z) =0. (72)

Dessa forma, estabelencendo coeficientes apropriados, acontece que a nossa equacgao radial

normal é uma ECH definida com
2

m
A=——+1—-4{l+1
2
w 1
B=—+-
N
(73)
C=—(1-4+1)),
D=—((l+1),
E=0,
e solucao do tipo
W() = ke 2% (z— 1)"F HemnCla, 5,7, 6.7: ). (74)
onde os parametros, determinados conforme a relagao A.1.8, sao
1 m?
=4+ —=—-(1- 1
1=g+5g (1=t 1)
2\ 2
4w
f=+ <—v> ;
' (75)
s
BVE
)\q
v =+ (1+400+1))2,
a=0.

Portanto, como demonstrado na Segao A.1, a equacao (74) e os coeficientes (75) compoem
uma solucao analitica da equagao radial normal em termos das fun¢ées HeunC.

Além disso, em muitas aplicagdoes como, por exemplo, no estudo de radiagao Haw-
king, é interessante considerarmos solugdes nos limites em 0 e no infinito. Assim, estuda-
remos a fungoes obtidas para estes casos.

e Sez—0:

Como desenvolvido na Se¢ao A.1.1 do Apéndice A, escrevemos as duas solugoes
linearmente independentes para HeunC avaliadas em z — 0 de acordo com a equacao

A.1.22, sendo
(1+8)

(1-p)"

(—)\qr + 1)

Wi(r) ~
) (—/\qr—i-l)

(76)

Nl= =
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Com a funcao radial definida pela expressao (54), e notando que para a métrica

< ok o
em questao x(r) = Ry expressamos R(r) no limite 7z como

i [+ 20
m [—)\qT+ 1} (1_ﬂ) ’

onde A(r) = /1 —Agr e, como é possivel observar, no termo r~1 em x(r) fizemos

(77)

N

diretamente a aproximagao de r — )\l
q

Como observado anteriormente, seria possivel obter uma solugao para equagao (69)
sem associar as variaveis as coordenadas do horizonte. Entretanto, a solucao corresponderia
ao intervalo 0 < r < oo que, em muitos dos casos aqui em questdao, nao corresponde a
realidade do nosso sistema fisico. Ainda sim, notamos que essa métrica permite uma solucao
em r = 0, ou seja, este ponto nao é uma singularidade do nosso sistema. Portanto, como
estamos interessados em analisar as propriedades deste espaco, nao existem motivos pelos

quais nao poderiamos também estudar a solugdo que compreende o intervalo mencionado

acima. Partiremos entdo da equacao (69) com a substituicdo z = A¢r, e temos

W,,(Z>+[1_é(£+1)_£(€+1)+ 1 <m2_(1_€(€+1))>

z 22 z—1 /\_?1
) (78)
1 w 1
+— =+ || W) =0
(2 —1)2 (Ag 4)
Sendo a equacao acima uma ECH com parametros
1
B=+(1+400+1))7,
2
5=
A2 (79)
1
4?2
()
( Ag
a=0

e Sez—0:

Analogamente ao caso anterior, e fazendo uso das equagoes (54) e A.1.22, a funcao radial

é definida com a forma
( ,\qr)%(H )
1

R(r) ~ (Agr)2=8)7

(80)

S 3=

onde o limite r — 0 foi tomado para o termo /1 — Agr no denominador que vem que

x(r).
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No limite |z| — oo, nao foi possivel escrever uma solugao de acordo com os resul-

tados do Apéndice A, uma vez que, em ambos os intervalos considerados, o = 0.

4.1.2 Parametro w; = —%

No caso do parametro —%, a equagao (22) descrita na Se¢ao 2.2 nos permite escrever
a funcao f(r) como

fr)=1-2Xq (81)

Como observamos anteriormente, este parametro nao faz parte do intervalo possivel para
uma fonte de energia escura. Mas, podemos condiciona-lo como um caso limite e buscar
alguma interpretacao para o sistema através dessa consideragao. Assim, a equacao radial

de Klein-Gordon na métrica acima deve ficar

2

" w 1 (041
WO+ Tt T (—m2 - %)} W(r) = 0. (82)

A equacao acima possui duas solugoes distintas, dadas em termos de duas fungoes especiais
diferentes. Nesta se¢ao, resolveremos a equacao (82) para ambos estes casos: primeiro, por
meio das func¢oes de Bessel, ja bastante conhecidas na literatura; em segundo, resolveremos
o sistema dentro da classe de fun¢des de Heun.

Entao, seja a equacao de Bessel na forma paramétrica

1 V2
/0 20+ (o= 2 ) ) = (©3)
com ordem v, parametro a e solucao do tipo
y = crdy(ar) + oYy (ar), (84)

onde Jy,(ar) e Y, (ar) sdo fungoes de Bessel de primeira e segunda espécie, respectivamente.
A equagao acima pode também ser normalizada por um fator £ com a substituicao

y(r) = &(r)Z(r), nos direcionando a equagao de Bessel em forma normal, que é

2
Z//(r) + {a2 + (14—7a2>:| Z(?“) =0, (85)
fr) = (86)

Assim, a equagdo (85) tem solugdo composta pelas expressoes (84) e (86) acima, sendo
Z(r) = kv/r{c1Jy(ar) + caYy(ar)}, (87)

onde a constante k foi transportada e alterada de acordo com o arranjo do problema.
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Se tomarmos os coeficientes da equacao radial como coeficientes da equacao de

Bessel, devemos ter

a2 . w2 m2
= — 5 — - ,

s 1 L(l+1)

Vi=-4 —-—

Portanto, por meio da equagao (54) desenvolvida na Secao 3.2.1, a funcao radial R(r)

definida por fungoes de Bessel é dada por

k
R(r) = T)\q) (c1dy(ar) + caYy(ar)) . (89)

A expressao acima é uma solucdo analitica da equacao radial de Klein-Gordon para a
métrica (81), e é vélida para todo o intervalo 0 < r < oo.

Tratando-se de fungdes de Bessel de primeira e segunda espécie, é possivel avaliar a
equagao (89) no limite r — 0 e em r — oo assintoticamente, como indicado em (WATSON,
1995), (DINGLE, 1973) e (BUTKOV, 1978). Este fato, entretanto, deve ser explorado em
outros projetos. No presente trabalho, o foco estd sobre a solugdo de (82) definida por
meio das func¢ées de Heun, uma vez que o caso da quintesséncia livre no parametro —%
admitiu apenas solucoes deste ultimo tipo.

Desse modo, com a finalidade de realizar uma comparagao direta entre o resultado
obtido em 4.1.1 e os resultados desta secao, apresentaremos também uma solugdo da
equacao (82) definida por fungoes confluentes de Heun, e avaliaremos este resultado de
forma detalhada para os limites » — 0 e r — o0.

Com a ECH normal obtida no Apéndice A.1, identificamos os coeficientes da

equagao A.1.7 com os coeficientes em (82), de modo que

A=0,
U+
1)’
C =0, (90)
D =0,
w2 m2

(1=2)2 1-Ag
e podemos expressar a solucao radial em termo das fungoes confluentes de Heun. Nesse
caso, obtemos uma solugao para equagao (82) como

B+1

W(r)y=krz (r— 1)%“6%1‘1811116(04, By7,0,m;1), (91)
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onde
_1
77—2>
400+ 1)\2
=41
== (e 7))
6 =0, (92)
v = =*1,

( 4m? 4002 >2
o ==+ — 5 )

Com fungao radial definida por (54), e W (r) expresso na equacao (91) acima, a

fungdo R(r) pode ser avaliada em r — 0 de acordo com a equagao A.1.22, e resulta em

11 - 3 (148)
R~ ™V ™ g (93)
ry/1=Xq

No infinito, utilizamos o resultado obtido em A.1.23 com a consideragao de que =0, e a

funcao radial ¢ avaliada como

11 ) e
R(ry~<{ " ) T Car (94)
r 1—)\qe

4.1.3 Analises parciais

A métrica (22), apesar de ter forma consideravelmente mais simples que os ca-
sos que lidaremos na sequéncia do trabalho, apresentou algumas dificuldades quanto a
interpretacao e resolugao do problema, e que discutiremos a seguir.

Inicialmente, quando tratamos do parametro de estado wgy = —%, foi possivel
encontrar uma solugdo no limite de r — 0 e r indo para o raio do horizonte formado.
Entretanto, quando notamos os parametros necessarios para ler a equacao radial como
uma equacao confluente de Heun, o = 0 em ambos os casos, e nao foi possivel obter uma
solu¢ao no infinito de acordo com as construgoes da Secao A.1.

Outra mencao importante com relacao a wg = —% é que, para o caso da solugao (77)

nas coordenadas do horizonte, quando r — %, a funcao radial é diretamente influenciada

pela energia associada ao sistema, uma vez que [ é dado em (75) como + (—4)%2) 2 J4
no caso da solucao obtida para o intervalo todo, quando » — 0, podemos ver pela qequagéo
(80) que a influéncia vem do nimero quantico de momento angular ¢ - especificamente
[1+ 4000+ 1)]%, uma vez que a solucao obtida foi aproximada ao primeiro termo. Neste
caso, a dependéncia da energia aparecera ao considerarmos ordens acima da primeira na

série que define a solucao.
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De qualquer forma, como sabemos da Se¢ao 3.2 que ¢ é sempre inteiro e positivo,
podemos analisar a solu¢do (80) com um pouco mais cuidado.

Como utilizamos o método de Frobenius para resolver a ECH em z — 0, sabemos
que a solugdo deve ser vélida no intervalo |z| < 1. Nesse caso do pardmetro —%, a solugao
que compreende todo intervalo de r foi construida com z = Agr e, portanto, deve ser
véalida em |Agr| < 1. Na Figura 11, podemos observar suas diferentes formas a depender

de /.

200 —————

150

R(r) 100 i ]

50

L | | |

0 20 40 60 80 100
r

Figura 11 — Comportamento da funcao radial R(r) em (80) com Ay = 0.01 e § < 0.
Em linha roxa, o nimero quantico de momento angular ¢ = 0, em linha
vermelha ¢ = 1, em linha verde ¢ = 2 e em linha amarela ¢ = 3.

A Figura 11 foi construida para Ay = 0.01, de modo que a solucao ¢ valida para
r consideravelmente longe da origem. Quando avaliamos outros parametros, como 0.5 e
1, vemos com as figuras 12 e 13, respectivamente, que quanto menor o valor de A4, mais
rapido a fungao deve decair dentro do intervalo onde ela é valida.

De modo mais preciso, ¢ possivel comparar a diferenca que o parametro Ay provoca
na solugao (80) por meio das imagens contidas na Figura 14, onde computamos a fungao
radial também para Ay = 0.1,0.5, 1, em todos os casos no intervalo 0 < r < 1.

Como exemplo observamos que, para Ay ~ 1 e préximo ao raio r = 0.4, é esperado
que a fungao radial possua um valor baixo (< 40) para os diferentes valores de ¢ conside-
rados. Contudo, quando r < 0.4, esse valor aumenta mais rapido quanto maior for ¢. Para
valores pequenos do parametro de quintesséncia como Ay ~ 0.01, para £ > 0 a fungao
radial deve atingir uma ordem ~ 102 em r = 1, a0 passo que £ = 0 somente atingird esse
valor quando r < 0.05.

Em outra escala vertical, vemos na Figura 15 com clareza a diferenca entre os
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200

150

® /=0
L ® /=1

R(r) 100
L ® /=2

50

I
0.0

Figura 12 — Comportamento da funcao radial R(r) em (80) com Ay =0.5 e 8 < 0. Em
linha roxa, o nimero quantico de momento angular ¢ = 0, em linha vermelha
¢ =1, em linha verde ¢ = 2 e em linha amarela ¢ = 3.

200 —

150 -

® /=0
r ® /=1
R(r) 100
® /=2
/=3
| —

50

. L : T T - T ¥ : s
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

Figura 13 — Comportamento da funcao radial R(r) em (80) com \y =1 e 3 < 0. Em
linha roxa, o niimero quantico de momento angular ¢ = 0, em linha vermelha
¢ =1, em linha verde ¢ = 2 e em linha amarela ¢ = 3.

parametros ~ 0.01 e ~ 1.

Para ( = 1, por exemplo, na regido r = 0.1 a funcdo radial possui ordem < 102 no
parametro Ay = 1, como pode ser observado em conjunto com a Figura 14. Entretanto,
com \g = 0.01, R(r) ~ 10 neste mesmo raio, mostrando que quanto menor o parametro
quintessencial, maior sera o valor assumido pela funcao radial - com a excecdo da curva
descrita pelo nimero quantico £ = 0, que apresentou pequenas variacoes para diferentes

parametros de quintesséncia.
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200

150

R(r) 100 R(r) 100

0 .
0.0 02 04 06 08 1.0 0.0
r

(a) Ay =0.01 (b) Ay =0.1

200 200

R(r) 100 R(r) 100

50

0.0 0.2 04 06 08 1.0

r

(c) Ag = 0.5 (d) A =1

r

Figura 14 — Gréafico comparativo da fungdo R(r) em (80) com /5 < 0 para os pardmetros
de quintesséncia Ay € {0.01,0.1,0.5,1}.
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(a) Ag = 0.01 (b) \g =1

Figura 15 — Grafico comparativo de R(r) em (80) com < 0 para os parametros de
quintesséncia A\g = 0.01 e Ay = 1 em escala vertical ampliada.

Portanto, é possivel concluir que a solugao (80) possui ordens de grandezas cada
vez maiores quanto menor for o parametro \;. Nao somente, quando este for o caso, a
funcao radial também ja deve apresentar ordens maiores para raios mais distantes de 0
com valores de ¢ # 0.

Para o caso do parametro wg = — %, também pudemos escrever uma solugao avaliada

na regiao r = 0, que foi expressa pela equagao (93). Abaixo vemos sua representagao para
Ag = 0.01 na Figura 16.
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200 —
150 -

R(r) 100»'

50+

I s
0.0 0.8 1.0

r

Figura 16 — Comportamento de R(r) para (93) com A\; = 0.01 e 8 < 0. Em linha roxa,
o nimero quantico de momento angular £ = 0, em linha vermelha ¢ = 1, em
linha verde ¢ = 2 e em linha amarela ¢ = 3.

Nesse caso, nao foram feitas mudancas no sistema de coordenadas durante a obten-
¢ao da solugao, entao ela é vélida no intervalo fixo |r| < 1. Contudo, é possivel notar pelas
Figuras 17 e 18 que )4 ainda tem uma grande influéncia na fun¢ao radial - quanto maior
for o seu valor, as solu¢oes decaem do infinito cada vez mais longe de 0. Esse decaimento
também deve ficar cada vez mais rapido quanto maior for ¢, de modo que, proximo a
r = 1, a fun¢ao deve vir do infinito até zero em um intervalo extremamente pequeno de 7.

200 —

150 |- b

R(r) 00

I -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

Figura 17 — Comportamento de R(r) para (93) com Ay = 0.7 e § < 0. Em linha roxa, o
numero quantico de momento angular ¢ = 0, em linha vermelha ¢/ =1, em
linha verde ¢ = 2 e em linha amarela ¢ = 3.
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200

150 -

R(r) 100

50

0.0 0.2 04 06 08 1.0
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Figura 18 — Comportamento de R(r) para (93) com A\; = 0.99 e § < 0. Em linha roxa,
o nimero quantico de momento angular £ = 0, em linha vermelha ¢ = 1, em
linha verde ¢ = 2 e em linha amarela ¢ = 3.

Na Figura 19 é possivel observar a solu¢ao (93) para diferentes valores do para-
metro Ay. Como indicado do item (a) ao (f), as curvas descritas com ¢ > 0 se deslocam
gradativamente com o aumento de A4, e mais rdpido conforme o pardmetro quintessencial
se aproxima de 1. A curva ¢ = 0, assim como no caso anterior da solugao (80), apresentou
uma variagao lenta.

Outro ponto notéavel é que, no caso da quintesséncia livre no parametro wy = —%,

a solucao (80) em r — 0 produziu o pardmetro § da ECH como

By = (1+40(0+1))2. (95)
3
J& para o caso do parametro de estado wy = —%, a solugdo (93) é definida com o pardmetro
40(0+1)\2
=411
oy -+ (1450 (96)

deixando claro que, uma vez que A4 vai a zero, a influéncia de ¢ pelo parametro § deve ser
a mesma. Entretanto, as formas das equagoes (80) e (93) diferem também pela poténcia
de Ay em outras partes da funcao.

No caso da métrica descrita por (81), ndo ha depedéncia em r na fungao f(r), e
por isso nao observamos a constante Ay afetar diretamente o sistema de coordenadas como
na primeira, pelo termo Ayr. Quando comparamos a Figura 14 com os itens (a), (), (c) e

(f) da Figura 19, é possivel notar essa diferenca.
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200 200

R(r) 100 R(r) 100

(a) Ay =0.01 (b) A, =0.1

200 200

(d) Ag =0.7
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(e) Ay =0.85 (£) Ag = 0.99

Figura 19 — Grafico comparativo de R(r) em (93) com [ < 0 para os parametros quin-
tessenciais A\q € {0.01,0.1,0.5,0.7,0.85,0.99}.

Ainda, quando acrescemos o valor de A4 na solugao (80), apesar das Figuras 11, 12
e 13, nos dizerem que a forma das soluoes devem mantém similaridade no intervalo que
sao validas, no caso do pardmetro wy = —% nao observamos o mesmo comportamento. Em
particular, no caso que Ay = 1, notamos pela equagao (93) que esse deve ser um ponto de
descontinuidade desse sistema, como pode ser visto com Ay = 0.99 pelas Figuras 19 e 18.

Também para parametro de estado wg = —%, a equacao radial produz uma solucao
como (94) no infinito com o # 0, o que, diferente do caso wy = —%, nos permite avaliar a
equacao assintoticamente nesse limite. Como vimos em (92), entretanto, o pardmetro « esté
relacionado a energia e a massa da particula, e a solucao deve ser analisada numericamente

em proximas pesquisas. Ainda, como « # 0, a condi¢ao polinomial descrita pela equagao
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A.1.32 é valida, mas o parametro § = 0, de modo que essa relagdo nao produz um espectro
de energia.

Para ambos os casos, considerando o parametro wg = —% e wg = —%, é possivel
ainda apoiar os resultados dessa se¢ao na solugao da equagao descrita por (62), que deve
ser avaliada assintoticamente por fungoes de Bessel, e também por fun¢oes de Heun em

outros projetos.

4.2 KISELEV TIPO II: SCHWARZSCHILD COM QUINTESSENCIA

Nesta se¢ao, apresentaremos os desenvolvimentos da resolucao da equacao de Klein-
Gordon para o caso da métrica de Schwarzschild com quintesséncia, ou KISELEV tipo I,
desenvolvida no Capitulo 2 e representada pela equagao (21).

Assim como foi feito no caso KISELEV tipo I, avaliaremos a equacao radial para
diferentes parametros de estado. Como serd visto a seguir, a depender de wy, a equagao de
Klein-Gordon pode apresentar um nimero maior de singularidades e, neste caso, maiores

dificuldades na obtencao das solugoes.

4.2.1 Parametro wg = —%

Para o caso do parametro —%, teremos a forma da métrica dada por

flr)=1——=2A (97)

r

. v v - o o .
Novamente, vamos resolver a equacao de Klein-Gordon para a métrica definida
com f(r) acima, e esperamos encontrar alguma relacao entre ela e os casos limites onde

nao ha quintesséncia. Assim, a equacao radial fica

" 1 5  M? 1 _m2_€(€+1) N
oo a4 ) Y ) W“(‘O)’
98
s 1 2 2 M_2
i <r—%>2<<1—Aq>2>< +r4> o
! 99
! S VARCN (RS}
o () (-5 oo
Podemos escrever ainda
ayr? a asr a
W (r) + [(r i )2 + 20 i AR + T i 0 + i i b)} W(r) =0, (100)
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onde os termos

a W2
1
(1=2g)
M2
ARG WE
2
m
- 101
o=~ (101)
((l+1)
i
2M
b= —-+,
1— ),

sendo essa a notacao que adotaremos aqui, por simplicidade, durante o desenvolvimento
desta parte da secdo. A equacdo acima pode ser reescrita utilizando o método de decom-

posicao em fragoes parciais e, portanto,

" 1 o 2az a4
W(T)—l—{(r_b) 2a1b 53 +azb+ b

1 2 2 1 (2a9 ay 1 a9
‘f‘m(alb b2>+;(b—3—?)+ <b2>+a1+a3}W():O.

De novo, poderiamos resolver diretamente a equacao acima. Neste caso, porém,

(102)

o intervalo delimitado por ela, 0 < r < 0o, nao esta de acordo com os limites do nosso
sistema fisico.

Mas, da equagao (97), notamos que existe um horizonte formado em r = 12_—]\{\(1
Entao, operaremos a seguir com uma mudancga de varidveis, de modo que a equagao
esteja alinhada as coordenadas do horizonte de eventos. Dessa forma, seja © = r — rg, ou

r=r— 12—M A equacdo para r pode ser reescrita em x e deve ser
q

1 2a9 1
" _ 2 2
W (m)+[m <2a1b S5 tasb+ b)+x2< 1 +23)
1 2a9 a4 1 ag
B S Wi(x)=0.

Como desejamos que a equacao acima possua uma classe de solugoes conhecidas,

(103)

vamos novamente operar uma substituicao nas variaveis. Dessa vez, bz = —x de modo que

1 2a9 1
1 2 2 2
W (z) + L ( 2a1b” + b — agb ) + - 2 (alb 62>

+(z i 1 <—% + a4) + ﬁ (%) + (a1 + a3)621 W(z) = 0.

(104)
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A equacao acima é uma equacao confluente de Heun. Neste caso, porém, com coeficientes

2a
A= —2a1 b2 + —2—a362—@4

b2
B=ab®+ 172
C= —2% + ay (105)

Assim, a equagdo obtida tem solucao analitica para W (z) como

az p+1

Wi(z)=kez2z2 (z—l) > HeunC( ,By77,0,m; 2). (106)

e Sez—0

Como desenvolvido na Se¢ao A.1.1, a solu¢ao no limite z — 0 pode ser avaliada de

acordo com a equacao A.1.22, resultando em

_ 3(1+8)
W (r) ~ [(Tl> (7’ B 12*_]\/4\1)} (1—1—2) . (107)
) (- 250))

Como W(r) é a solucao da equagao radial normal de Klein-Gordon, por meio da

—

equagao (54) escrevemos a funcao radial avaliada no horizonte 7z como

sk () (- 21"
sk () (- 24)]

onde A(r) = \/ (1—=2Xg) — 2M , e 0 termo ! do denominador j4 foi aproximado para 7

R(r) ~ (108)

definido anteriormente.
e Selz| = o0

No infinito, utilizamos a equagao A.1.23 para escrever a fungao W (r), que é avaliada

W (r) ~ [( > ( 12%1)

(5) (- 2%)

E entéio & fungdio radial de acordo com a equagiio
(5 (- 2 )}L‘Se%[(?)(r—%)}
(5 (- 20)] L E(-20)]

CcOo1mo

=4 g 4; r__2A4
] o 2 b T—Xq
g 41
2 b

] ey )} . (109)

Q\cr.

T—Xq

o (54) deve ficar

(110)
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também com A(r) = \/(1 —Ag) — % Os pardmetros de Heun (em ambos os casos) sdo

definidos por

1 2
n=g- (—2@162 + % — agb® — a4) :
a2
B:i<1—4(a1b2+b—2>>2,
§ = (—2a1 — a3)b?, (111)

a== (—4(&1 + ag)bQ)é .

4.2.2 Pardmetro w; = —%

Considerando o pardmetro wy = —%, a expressao (21) deve ser
2M
fr)=1———=Xg. (112)
r

E a equagao radial de acordo com (53) é

1 1 /2M 2
W”(T> + 9 (C&JQ + Z (—2 — /\q) >

—l-( _2_Ml_)\ >(—m2+%—£(i——;1)) W(r)=0.
qr

T

(113)

A métrica descrita (112) possui dois horizontes: um horizonte interno e um externo,
que denotaremos aqui de r— e r, respectivamente. Com um pouco de manipulacao, e

essa notagao definida, podemos escrever a equagao (113) como

1 (w2r2 —I—l (ﬂ —r) 2)
(r—ro)r—r)? \ A7 4\ Agr
1 m2r (0 +1) B - -
) < N e 1>]W( )=0

A equacao acima, se decomposta em fra¢oes parciais, deve produzir uma relacao que

W//(T) +

(114)

varia com os denominadores r, (r —r_), (r — r4) e seus quadrados, o que parece facilitar
a comparacao com as equacoes definidas no Apéndice A. Entretanto, como podemos
observar na forma (114), a métrica evoca ndo apenas uma singularidade em 0, mas outras
duas em r_ e r4. Por isso, uma rela¢ao entre a equacao (114) e a ECH na forma A.1.7
nao pode, até o momento, ser encontrada.

Se desejassemos, como nos casos anteriores, estabelecer uma relagdo entre essas

equagoes, seria necessario fazer uma substituigdo para avaliar (114) nos horizontes. Mas,
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qualquer tentativa de mudar linearmente as coordenadas do sistema para algum deles,
provoca uma mudanga nos termos que carregam o outro, impossibitando a recuperacao do
denominador (r — 1), que é necessario para identificar a equagao (114) como uma equagao
confluente de Heun na forma normal, representada por A.1.7.

Apesar dessa dificuldade, uma mudanga nao-linear de variaveis pode ser apropriada
neste caso, e ressaltamos aqui a importancia do desenvolvimento ja feito na Se¢ao 3.2.1
do Capitulo 3 para elaborar esse problema. Outras formas de confluéncia das equagoes
de Heun, como as descritas nas Se¢oes A.2 e A.3, também devem ser consideradas para o

desenvolvimento desse sistema.

4.2.3 Meétrica de Schwarzschild

Antes de iniciar algumas discussoes sobre os sistemas estudados nas segdes ante-
riores, devemos pontuar um caso particular da equagao (21) que é a métrica usual de
Schwarzschild - (S) pyye. Tanto para o parametro wq = —% quanto para wg = —%, quando
Ag vai a zero, é possivel recuperar essa solucao onde, como ¢é sabido,

f(ry=1——. (115)

r

E claro, para parametros diferentes de —31;, essa solucao também pode ser recuperada no
limite r — 0.

A fim de estabelecer uma comparacao entre a solugao obtida na Segao 4.2.1 e um
sistema livre da fonte de quintesséncia, construiremos portanto nesta secao uma solugao
da equagao de Klein-Gordon para a métrica definida com (115). A equagao radial neste

caso é escrita como

1 a9
W - <4M 2 oMay 4+ ) (4M2 —>
(r)+ [(r ) A Y V& B Y V) A P Vv “E e
1/ as a4 ) 1 < a9 )
1 L S W(r) =0
+r <4M3 o) Tz \ape) Tt e Wi =0,
(116)
que, como esperado, tem quase mesma forma da equagao (102), entretanto,
al = w2,
ag = M?,
(117)
ag = —m2,
ag = —L0(0+1).

Como no caso descrito na Sec¢ao 4.2.1, é preciso obter uma solu¢do no sistema de

coordenadas do horizonte de eventos, definido a partir de (115) como rg = 2M. Sendo



4.2. KISELEYV tipo Il: Schwarzschild com quintesséncia

65

assim, a substituicdo x =r — rgy, ou x = r — 2M resulta em

1 2
AM )
2M> < ar+ 4M2

1 ap a4> 1 ( ay )
- W(x) = 0.
e <4M3 oaf) T o2 \aaz) Tt ()

1

Se 2M z = —x, equacao acima se torna

" 1 2 2 1 2 a2
W (z)+L( 8a1 M +W dazM —a4)+;(4a1M +4M2)

+1 ( a9
-1\ 2M2

(z —1)2 \4M?

+ a4) + ! ( 12 ) + 4(ay + ag)MZ] W(z) =0.

(118)

(119)

Como definido em A.1.7, a equagdo acima é uma equagao confluente de Heun com

coeficientes
2 2
A = —8(1 M + m 4&3M — a4,
a9
B =4a1M? + —=
aq + A2
a
C="gz T
pD=-22_
AM?

E = 4(a1 + ag) M?,

e solucao analitica definida pela equagao A.1.9, com os pardametros

1
n=3- (8a1M2+2M2 4a3M2—a4>,
1
a2 2
::|:<1—4<4 M2 )) :
5 ai +4M2

§ = —8ag M? — 4asM?,

1
a
r==(1-37)"
1

a=+ <—16M2(a1 + ag)) ?

(120)

(121)

Portanto, de acordo com a definicdo da fungao radial pela equacao (54), e as

solugoes representadas por A.1.22 e A.1.23, é possivel escrever R(r) avaliada nas regioes

T —Trger— 00 Ccomo

e Ser —rgy,

e Ser — oo,

(122)
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, (123)

com A(r) =4/1— % em ambos 0s casos.

4.2.4 Analises parciais

No inicio da secao, apresentamos a solu¢ao de Schwarzschild com quintesséncia,
que é um caso particular da métrica geral obtida pelo Kiselev na equagao (19). Como
mencionamos durante o trabalho, e pode ser visto neste capitulo, a equacao de Klein-
Gordon descrita com essa métrica apresenta complicagdes para parametros # —%. Quando
wg K —%, um ndimero maior de singularidades surge na equagao (53), dificultando sua
resolucao.

Apesar disso, no caso do parametro —%, conseguimos obter solugoes para equagao
radial de KISELEV tipo II tanto em » — rg quanto em r — co. O mesmo aconteceu com
a métrica usual de Schwarzschild.

Antes de associar esses resultados, devemos fazer mencao a grande semelhanca entre
ambas as equagoes (102) e (116). Esse fato ja era esperado do Capitulo 2, quando vimos
que a Unica diferenca entre as métricas ¢ pelo parametro \q. Se compararmos as equagoes
(101) e (117), os coeficientes usados para fazer a separacao por fragdes parciais da métrica
de KISELEV tipo II com wq = —%, em todos os casos, diferem daqueles em Schwarzschild
pelo fator (1 — ;). Consequentemente, os coeficientes que definem as equacdes como
equagoes confluentes de Heun, como pode ser visto nas equagoes (105) e (120), também
possuem uma diferenca justificada pelo mesmo fator. Pontuamos anteriormente que, para
que a métrica nao tenha consequéncias nao observaveis, ¢é fisicamente bastante provavel
que A\¢ < 1. Assim, consideramos que o impacto da componente de energia escura para a
solucao possui efeitos que podem ser tratados, em muitas situagdes, como uma pequena
perturbagao ao sistema, e deverao ser avaliados em futuros projetos.

De todo modo, para o caso de r — rp, as solugdes obtidas possuem a mesma
discriminacgao, e ambas sao relacionadas a seus respectivos parametros . Em cada caso,

[ esta associado a energia do sistema, e é definido por
Bg = +dwMi (124)

para a métrica de Schwarzschild, e

4w
B, = im (125)
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para a métrica de Schwarzschild com quintesséncia, deixando evidente que, quanto menor
o valor de A\g, devemos recuperar, a partir de KISELEV tipo II nesse parametro, a mesma
solucao obtida para o caso de Schwarzschild.

Dessa forma, ao passo que Ay — 0, fu, — B, de modo que a contribuicao
da energia, para o sistema com quintesséncia, deve ser praticamente a mesma do caso
Schwarzschild. Por outro lado, se Ay tende a 1, o valor de 3 aumenta expressivamente,
nos levando a uma descontinuidade em Ay = 1. Para o caso de Ay > 1, a contribuicao de
energia para essa solugao deve ser minimizada quando maior for A4.

No caso onde r — 00, a relagao é similar. Dessa vez, entretanto, ela acontece pela

contribuicao de w e m para os parametros 0 e o. Para KISELEV tipo II,

s_(2M NP w2

; (126)
" 4M m? w? 2
o= —
L=Xg \1 =X (1—2y)?
Em contrapartida, para a métrica de Schwarzschild os parametros da ECH sao
§ = 4AM? <m2 — 2w2) ,
: (127)

o= +4AM~N/m2 — w2

Como ¢é possivel observar, quando Ay vai a zero, o comportamento das solugoes deve
ser o mesmo. Além disso, Ay = 1 também deve ser um ponto de descontinuidade dessas
solugoes. Se Ay > 1, os termos relativos a massa e a energia devem ir a 0. Nao somente,
0 e a também tenderao a zero, de modo que serfamos conduzidos a uma indeterminacao
no termo que depende do expoente g da solugao. Mais uma vez, o fator Ay se mostra
inadequado a valores muito maiores que zero, e Ay pequeno se parece com uma condigao
para que seja possivel recuperar o limite onde nao hé contribuicao de energia escura, ou
seja, a métrica de Schwarzschild.

Apesar disso, identificamos a consisténcia da nossa solucao pelas relagoes que os
pardmetros 0 e o assumem. Nos dois casos, eles estao relacionados ndo somente & massa,
mas também a componente w, de modo que para r muito grande, longe do buraco negro,
a contribui¢do na fungao radial seja predominantemente da energia da particula. Opos-
tamente, se r é suficientemente pequeno e proximo ao horizonte de eventos, observamos
pelas relagoes de 3 que a funcao radial é influenciada pelo valor da massa do buraco negro
e a energia associada.

Ainda sobre os pardmetros da ECH, notamos que «,d # 0, o que nos permite
descrever a energia do sistema por meio da condi¢ao polinomial A.1.32. Assim, para o

caso de Schwarzschild com quintesséncia no parametro —%, a relacionamos por meio da
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forma

M m2(1 — \g) — 2w?
2wi + ( Q) d

(1_)‘(1) \/m 1—)\q)—w

Contudo, nao foi possivel ainda expressar w analiticamente, e com o mesmo intuito de

+n+1=0. (128)

avaliar a discrepancia desse sistema com relagao ao sistema usual de Schwarzschild, essa
relacdo deve ser considerada numericamente em préoximas pesquisas.

Para o caso do parametro —2, pontuamos que nao foi possivel ainda encontrar uma
solugao da equagao de Klein-Gordon. A métrica em questao possui dois horizontes, e f(r)
faz parte do denominador da equagao (114), portanto, seus raios funcionam como singulares
dessa equacao. Essas singularidades diferem das descritas pela equacao confluente de Heun,
que parecia anteriormente ser uma boa formulacao para descrever esse sistema.

Uma simples transformacao linear do sistema de coordenadas nao seria suficiente
para descrever esse sistema por funcées HeunC. Entretanto, mantemos aberta a pos-
sibilidade de transformacoes nao-lineares para o sistema de coordenadas, e ressaltamos
novamente o desenvolvimento feito no Capitulo 3, que certamente simplificard a elaboracao
do problema sendo este o caso.

Ainda, destacamos que outros caminhos devem ser avaliados. A métrica KISELEV
tipo II com o parametro —% apresenta um caso particular, que ocorre quando os horizontes
coincidem em um tnico limite. Observando a equagdo (112), vemos que os raios dos

horizontes correspondem, na verdade, a

1

W

<1i 1—8MAO. (129)

Mostramos no Capitulo 2 que, definido um parametro de estado, o parametro A\q é
capaz de alterar a formacao de horizontes do sistema. Nesse caso, se pudermos estabelecer
o valor de Ay de modo que M = i, r— sera igual a r4. Assim, a equagao de Klein-
Gordon desse sistema deve possuir um tnico horizonte, e formar denominadores somente
em r — i - com a excegao do termo em r e seu quadrado. Assim, nos aproximamos um
pouco mais da equacao confluente de Heun. Porém, essa coincidéncia apenas nao seria
suficiente, porque esses denominadores se apresentariam elevados a quarta poténcia, o que
ainda impede nossa comparacgao. Neste caso, notamos a equacao duplamente confluente de
Heun apresentada na Secao A.3, e que permite (r — ﬁ) . Contudo, o mesmo problema
retorna, mas dessa vez nos termos ~ %, que nao sao admitidos por esse tiltimo caso de
confluéncia.

De todo modo, ambas fun¢ées HeunC e HeunD nao foram completamente descar-
tadas como possiveis solugoes, porque, apesar de suas equagoes nao possuirem a forma da

equacao de Klein-Gordon que estamos tratando até o momento, elas parecem ter ainda
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alguma semelhanca com o nosso sistema. Um proximo passo consiste em avaliar subs-
tituigoes nao-lineares para o sistema de coordenadas, e tentar elaborar o problema de
forma a ser representado por alguma delas. Pontuamos aqui ainda que um estudo mais
profundo sobre equagoes de Heun, e sobre singulares de equagoes diferenciais, também
deve ser realizado, preservando o mesmo objetivo: obter solugoes para a equacao radial
de Klein-Gordon na métrica descrita pelo Capitulo 2.

Uma ultima consideragao sobre a métrica de Schwarzschild com quintesséncia ainda
no parametro wg = —% ¢ que, se \q pode ser extrapolado para valor 1, a equagao se reduz
a uma forma de buraco negro pontual - (S) pyint—_iike, cOmo dito anteriormente. A fungao

da métrica seria
flr)=——, (130)

e a equagao radial

2 202 (041 1
mor e VA D L = (131)

W//
W5 Tt o T2

Com o que foi desenvolvido ao longo do trabalho, inferimos que Ay < 1, e por isso
a consideragao acima estd, em certo sentido, contraria as nossas hipoteses. Entretanto,
esse resultado pode ser visto como uma curiosidade, e vir a contribuir para as analises dos
nossos sitemas.

A equacao (131) acima possui as mesmas singularidades que o caso biconfluente da
equacao de Heun, apresentado na Secao A.2, com 4 parametros. Entretanto, pela relagao
entre os coeficientes dessas equagoes, observamos que essa quantidade de parametros nao
é suficiente para expor o nosso sistema. A EBH definida com 5 pardmetros, por outro

lado, satisfaz o problema, e é expressa canonicamente por

d2u v du ar—q
Geu L (T >_
dr? +<r+ ter dr+ r

u =0, (132)
com solu¢ao HeunB(v, d, €, o, ¢; 7).
Analogamente ao que foi feito com as demais equacoes, obtemos a forma normal

da equagao como

B C
W(r) + | A+ 4 5+ Dr ot B W(r) =0, (133)
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onde )
A:a_5__6(1+7)7
4 2
oL
B=—q—
¢= 5
O:M’ (134)
_ 0
= -5,
7_62
4

Por assosiagao direta entre as equagoes (131), (133) e (134), concluimos que a nossa

equacao radial é uma EBH com 5 parametros definidos por

v=1
1
2\ 2
w
‘= (‘W) |
2
5= AR
+ (—w—2> 2 M
M2 (135)
—(+1) 1 —m?
q= P 1 )
2M 2 2\ 2
+(-4)" M
1 /—m?t w? 2
‘=1 (7) * (‘W)
Durante a operagao de normalizacdo, obtemos que £(r) deve ser como
&(r) = kr~2 exp [—g ((5 + %)}, (136)
portanto, encontramos uma solucao diretamente para r como
l( —1) r5 e
R(r) = kr2\""Ye2e 1 HeunB(v, d, ¢, a, q; 7). (137)

A funcgado acima é a solugao analitica da equagao radial de Klein-Gordon para a
métrica definida com (130), representada através da classe de fun¢oes HeunB.

O préximo passo, com o objetivo de avaliar o sistema em limites como r — 0 e
r — 00, seria construir uma representagiao para a fungdo HeunB avaliada nas regioes de sin-
gularidade. Esse estudo deve ser realizado em projetos futuros, e pontuamos que alguns ca-
minhos ja foram delimitados, como mostrado em (ISHKHANYAN, T.A.; ISHKHANYAN,
A, 2017) e (ISHKHANYAN, Tigran et al., 2014). Aqui, os autores mostraram diferentes
formulacoes para essa classe de fungoes especiais, em termos de polinomios de Hermite e

funcoes Gama e Beta incompletas, respectivamente.
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De qualquer forma, destacamos esse caso aqui porque uma analise mais profunda
desse sistema ¢ bastante pertinente. Como mencionamos no inicio, esse limite s6 acontece
se o valor de Ay pode ser extrapolado para 1, o que nao se mostrou adequado fisicamente
pois efeitos nao observaveis estariam associados ao sistema, como visto na Secao 2.2.

1.0

w13
0.5

-2/3

-0.51 — Sy

(S)pure

(S)point-like
| —

B e S ——
0 10 20 30 40

r

Figura 20 — Comportamento da fungdo f(r) nas métricas (S)w,, (S) pure € (S) Point—like
considerando M =1 e Ay = 0.05. Em linha sélidas, (S)w, com wq = —% em
laranja, wg = —% em vermelho, e wg = —1 em roxo. (S) pyre € (S) Point—like
respectivamente em linhas tracejadas amarela e rosa.

Contudo, apontamos que nao somente o limite superior wy = —31)7 do parametro de
estado (com A\q = 1) produz essa métrica inusitada, como a métrica definida em (112) pelo
parametro —%, a depender do valor de r, pode resultar em alguma parte da curva Agr = 1,
o que faria aquele sistema se comportar como um buraco negro pontual de Schwarzschild.
A interseccao entre essas curvas pode ser observada na Figura 20.

A curva tracejada rosa, referente ao caso (5) ppint—iikes € deslocada verticalmente
com relagdo a curva usual de Schwarzschild, descrita por linhas tracejadas amarelas. A
diferenca entre ambas pode ser expressa como (S) pyini—tike = (S)pure — 1, € inabilita a
formagao de horizontes para o caso pontual. Assim, para que uma métrica (S) similar ao
caso usual de Schwarzschild (~ —%) produzisse algum horizonte, seria necessario definir
(S) = (S)pyre — Ag com A < 1. Em particular, [A\g| < 1 define uma regiao de formagcao
de horizontes de (S) entre (S) pyre € (S) Point—like-

O intervalo em que Ay > 0 pode ser correspondido a Ag, que é sempre Ay > 0

como visto na Segdo 2.1. Deste modo, a métrica de quintesséncia (S), no parametro de

estado wg = —%, definida com (97), intermedia a formagao de horizontes entre (S)pyre €
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(S) Point—tike Pela variacdo do pardmetro quintessencial Ag.

Portanto, como a expressao que obtivemos para a estrutura em (130) foi definida
por funcoes biconfluentes de Heun, nossa hipétese é de que a solugao desse problema possa
ser escrita e comparada com as solugoes ja encontradas nas Segoes 4.2.1 e 4.2.3. Assim,
notamos esse caso como uma curiosidade do sistema, mas que pode apresentar resultados
interessantes e contribuir para a analise dos efeitos da componente de energia escura na

métrica.
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5 CONCLUSOES

No inicio dessa dissertacao, vimos como as recentes observagoes astronomicas que
indicam o universo em expansao acelerada afetaram o desenvolvimento de grande parte da
fisica contemporanea, (AMENDOLA; TSUJIKAWA, S., 2010). Hoje, entendemos energia
escura por uma série de hipdteses, que pretendem explicar esses resultados de maneiras
diferentes. De acordo com o modelo cosmologico padrao, observamos que, para um uni-
verso de acordo com os resultados observacionais, o parametro de estado da componente
responsdvel por esse efeito é obrigatoriamente wy < —%. Essa constatacao ampliou as
possibilidades de pesquisa, e diferentes modelos para diferentes parametros de estado
surgiram na literatura.

Dessa forma, estudamos neste trabalho os efeitos da energia escura por dois sentidos:
inicialmente, por meio de uma investigacao da métrica descrita por Kiselev para essa
componente e, em seguida, com o comportamento de sistemas quanticos através da equacao
de Klein-Gordon em espacos curvos.

No Capitulo 2, abordamos um sistema que comporta parte dessas interpretacoes. A
métrica descrita, como pontuamos, é uma solucao para as equagoes de campo de Einstein,
que representa um espago-tempo de buraco negro com quintesséncia, (KISELEV, 2003).
A solucao ¢é vélida para o intervalo do parametro de estado —1 < wy < —% , onde
podemos, no limite, recuperar a interpretacao associada a constante cosmologica, referente
ao extremo inferior wy = —1.

Com a analise dos casos particulares da métrica, vimos que ela apresenta algumas
dificuldades quando nos aproximamos do limite superior do pardmetro wy. No caso KISE-
LEV tipo I, quando r é muito préoximo de 0, observamos que a fun¢ao da métrica decai
por um parametro g, e quanto maior o valor de Ay, maior deve ser a discrepancia entre
o limite wg — —31; e outros valores do parametro de estado. Ja para o caso KISELEV

tipo II, essa diferenca nao deve ser tao acentuada em r ~ 0, uma vez que essa estrutura
2M

¢ dominada pela influéncia do termo —='=, relativo a massa do buraco negro. Por outro
lado, quando r tende ao infinito, a presenca do parametro A\, deve marcar a diferenca
dessa métrica com relacao a métrica de Schwarzschild. Apesar de imaginarmos que \y < 1,
consideramos que essa constante pudesse assumir qualquer valor, e verificamos seus efeitos
nos sistemas de interesse.

Quando tratamos de outros parametros de estado, como por exemplo wg = —%,
vimos que o impacto da contribuicao de energia escura para métrica fica mais evidente.
Para quintesséncia livre, pudemos observar a formagao de um horizonte. Em contrapartida,

no caso de Schwarzschild com quintesséncia, nao s6 um horizonte de eventos é esperado
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como, a depender do valor da constante Ay, pode ocorrer a formacao de dois horizontes,
ou nenhum.

Além disso, notamos que quando A4 possui valores muito altos, comparaveis a massa
do buraco negro, a métrica deve produzir efeitos estranhos para o sistema, como fazé-lo
se comportar como um buraco negro pontual de Schwarzschild, no caso de KISELEV
tipo II com o pardmetro no limite wy — —%. Como observamos, seria equivalente a dizer
que a contribuicdo de energia escura impede a formacao dos horizontes de eventos. Por
outro lado, se Ay ¢ muito pequeno, deve ser possivel ainda nesse parametro recuperar as
solugoes usuais para os limites de r. Como vimos, essa mesma constante estd relacionada
a densidade de energia quintessencial e, portanto, parece natural que o sistema se altere
conforme a densidade de energia dessa fonte. Assim, pontuamos que, apesar da constante
Ag poder assumir qualquer valor do ponto de vista sintdtico, a estrutura do espaco ¢é
fundamentalmente modificada de acordo com o valor assumido e, particularmente, no
caso de Ay grande, as consequéncias para o significado do sistema parecem fisicamente
inadequadas, impossibilitando a recuperagao dos limites esperados.

Uma outra forma de estudar a contribuicao de energia escura para o sistema é por
meio da equacao de Klein-Gordon. Especificamente, pela influéncia do campo gravitacional
produzido por essa métrica na dinadmica de particulas com spin—0. O objetivo principal da
parte seguinte do trabalho foi, portanto, encontrar solugoes para essa equagao considerando
o espago-tempo de Kiselev. Para diferentes valores para o parametro de estado da energia
escura, obtivemos analiticamente as fungoes radiais, e também expressoes para os limites
de r que, para o estudo de efeitos quéanticos, possuem grande relevancia.

Assim, no Capitulo 3, desenvolvemos a equacao de Klein-Gordon em espagos curvos
e observamos que, para a maioria dos casos que nos propusemos a estudar, a métrica
evoca na equagao as mesmas singularidades presentes nas equacgoes confluentes de Heun,
apresentadas no Apéndice A. Com isso, foi possivel avaliar as solugdes da ECH nas regioes
do ponto 0 e no infinito, e utiliza-las na elaboracao dos nossos sistemas. Ainda, durante
nossos estudos sobre equacoes de Heun, nos deparamos com outras formas de confluéncia
que também se relacionam com os casos descritos nessa dissertacao, e que nos indicaram
caminhos para futuras solugoes.

No Capitulo 4, por fim, construimos as equacoes de Klein-Gordon para as métricas
em questao. No caso KISELEV tipo I, foi possivel obter solugoes tanto para o parametro
de estado wg = —%, quanto para wg = —%. No primeiro, como pode ser observado pela
equacao (66), existe a formagdo de um horizonte, mas r = 0 nado corresponde a uma

singularidade fisica do problema. Assim, construimos solugoes no sistema de coordenadas
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do horizonte, e também sobre todo o intervalo. A solucao associada ao horizonte formado
depende, pelo expoente, da relagao entre o parametro Ay e w, como vimos nos parametros
(75). Entao, a energia associada da particula possui grande influéncia na sua dindmica ao
redor do horizonte. Esses resultados nos permitirao, do ponto de vista numérico, avaliar o
sistema de uma forma mais detalhada no futuro. Por outro lado, para a solucao relativa
ao intervalo todo, na regiao r — 0 o resultado depende do ntimero quéntico de momento
angular /. Nesse caso, a influéncia de Ay aparece também no sistema de coordenadas e,
como foi visto, quanto maior o valor de Ay, mais lento é o decaimento da func¢ao radial no
intervalo permitido pela solucao.

No caso do parametro wy = —%, construimos solugoes para equacao radial em
funcdo confluente de Heun, e Bessel. De acordo com a primeira, no limite r — 0, o
parametro \; deve afetar tanto o denomidador da solucao quanto o expoente de r, de
modo que a contribuigao perto da origem deve vir de Ag, e também do niimero quantico /.
Assim, como pudemos ver pelas Figuras 16, 17 e 18, para ¢ # 0, quando A4 se aproxima
de 1 a solugao deve ser levada a uma descontinuidade no ponto r = 1. Certamente, pela
equagao (92), Ay = 1 nao é um valor possivel dentro dessa solucao.

No limite » — 0o, nao foi possivel ainda construir uma solucao para a métrica com
0 parametro wg = —%, mas no caso wWg = —% encontramos a expressao dada pela equacao
(94). Podemos inferir com esse resultado que, para r muito longe de origem, tanto a massa
da particula como sua energia devem possuir grande influéncia na solugao, tendo suas
contribui¢oes ajustadas pela constante \;. Essa solugao deve nos conduzir a uma analise
mais detalhada, e que sera realizada futuramente por meio de uma avaliagdo niimerica, e
pelo suporte da solugdo para o espaco de Minkowski em coordenadas esféricas, que deve
ser avaliada pelas formas assintéticas das fungoes de Bessel, e apoiar nossos resultados
nos limites de r.

No caso KISELEV tipo II, foi possivel escrever a equacao de Klein-Gordon para
ambos parametros considerados. No caso do parametro wg = —%, a dificuldade no ma-
nejo da equacao impossibilitou, até o momento, uma solucao adequada para o problema.
Entretanto, pudemos esquematizar alguns caminhos de acordo com a forma da equagao.
Como visto, a equacao resultado apresenta semelhancas tanto com a equacgao confluente
de Heun, quanto com a equacao duplamente confluente de Heun. Ainda, no caso particular
de M = é, os horizontes da métrica coincidem, resultando em um nimero menor de
singularidades da equacao de KG, o que parece aproxima-la das equagoes de Heun.

Para o parametro de estado wg = —%, foi possivel delinear solugoes tanto para o caso

em que r vai para o raio do horizonte, quanto para o caso que r tende ao infinito. Também,
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foi possivel escrever solugoes para a equacao de KG com a métrica de Schwarzschild, que
nos serviu como referéncia para estudar os resultados obtidos. Como foi pontuado na
analise parcial desse capitulo, a solugdo desse parametro apresenta grande semelhanca
com a solugao de Schwarzschild, o que ja era esperado da forma da métrica. Na solugao
em r — ry, observamos que tanto a energia associada da particula, quanto a massa
do buraco negro, desempenham um papel fundamental na solu¢ao. J4 quando r — oo, a
contribuicao deve ser da energia e da massa da particula, o que se mostra bastante razoavel
uma vez que estaremos distante do buraco negro. Ainda, em ambas solu¢des observamos
que, quando o valor do parametro Ay ¢ pequeno, devemos recuperar a nossa solugao de
referéncia, e, se Ay > 1, o sistema apresenta uma indeterminagao, impossibilitando nossa
avaliagao. O caso em que Ay = 1 nao ¢ permitido pelas nossas solucoes, sendo esse um
ponto de descontinuidade do resultado.

Além disso, no que diz respeito a metrica, notamos que, hipoteticamente, se A\ = 1,
o sistema se comportaria como um buraco negro pontual de Schwarzschild. Esse sistema,
apesar de nao possuir solucoes representadas pelas fungoes confluentes de Heun, deve
admitir solugdes do tipo biconfluente. A anélise desse caso nos pareceu bastante pertinente
pois, embora as solucoes obtidas mantém A, obrigatoriamente diferente de 1, as métricas
possuem um ponto de interseccao, como mostrado na Figura 20. Um melhor entendimento
dessa solugao pode auxiliar nas andlises desse espaco-tempo como um todo.

Tanto para o caso KISELEV tipo I, quanto para KISELEV tipo II, foi possivel
construir solugoes e avalia-las parcialmente. Entretanto, notamos que essas anélises devem
ser aprofundadas, e desenhamos alguns caminhos para isso, que serao considerados em
projetos futuros. Para ambas as métricas, uma avaliagdo numérica deve ser considerada, a
fim de testarmos os resultados para particulas ja conhecidas como, por exemplo, o béson
de Higgs e o pion. Ainda, solugoes para o caso extremo de Ay = 1 em wy = —%, e para o
caso do parametro de estado wg = —%, devem ser procuradas, a fim de complementar a
analise do sistema.

Além disso, pontuamos que, para uma analise mais robusta do sistema como um
todo, parece pertinente a resolucao da equacao de KG para, pelo menos, mais um parametro
de estado. Como observamos no Capitulo 2, e pode ser visto pela equacao (23), a fungao
da métrica deve decair no limite r, Kk — 0 - sendo este decaimento justificado pelo valor de
Ag- Dessa forma, uma solucao correspondente ao limite wy — —31);, na regiao de r = 0, deve
sempre apresentar uma discrepancia com relacao as solugoes para outros parametros, e que
também deve ser atribuida a Aq. Portanto, se desejamos comparar essas solugoes entre si,

parece importante, pela finalidade de garantir o produto dessa comparacao, que tenhamos
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no minimo mais uma solucao para um wy < —%. Assim, apoiamos nosso resultado da
solugao em wq = —%, e garantimos a diferenca do limite superior do parametro de estado
para outros valores de wy. Em particular, a préxima solugao de interesse deve ser o caso
especial da costante cosmoldgica, referente a wg = —1.

Ainda, observamos que uma avaliacao da equac¢ao de Klein-Gordon com base nas
suas singularidades deve ser realizada. De forma sutil, observamos nos Capitulos 3 e 4
como as singularidades do sistema de coordenadas alteram a nossa equacao, e também
como, por meio delas, podemos comparar nossos sistemas e encontrar formas adequadas
de resolvé-los. Assim, um estudo mais aprofundado sobre equagoes de Heun, e a forma
estrutural da equacao de Klein-Gordon, deve estar envolvido nas pesquisas desencadeadas
por essa dissertacao. As consequéncia dessa andlise parecem bastante pertinentes, uma
vez que poderfamos, a principio, restringir os caminhos para resolucao da equacao de KG
a depender de suas singularidades, e outras métricas podem ser testadas durante essa
avaliacao.

Por fim, destacamos que o estudo de efeitos quanticos, como por exemplo radiacao
Hawking e efeitos de tunelamento, podem ser realizados de forma consideravelmente
simples a partir dos resultados obtidos, e nesse sentido sera desenvolvida uma continuacao

dessa pesquisa. Outras métricas para energia escura também serdao consideradas.
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APENDICE A - EQUACOES DE HEUN

A.1 EQUACAO CONFLUENTE DE HEUN (ECH)

Com o objetivo de descrever os sistemas fisicos envolvidos neste trabalho, apre-
sentamos neste apéndice alguns casos de confluéncia das equagoes de Heun (EH), como
em (OLVER et al., 2010) e (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965), e que possuem a mesma
forma das equagoes de Klein-Gordon estudadas.

Iniciamos a discussao com a equagao confluente de Heun (ECH) (RONVEAUX;
ARSCOTT, 1995), que pode ser expressa na forma canonica

v (2) + <a+ﬁ+1 +LH> Y (2) + (§+ ! )y(z)—(), All

z z—1 z—1

onde

6=%(a—6—7+a6—ﬁv)—n
A1.2

1
T = §(a+6+7+a7+57)+6+n
e a equagao tem solugoes relacionadas as func¢oes confluentes de Heun em 5 parametros,

sendo

y(z) = HeunC(«, 5,7, 6, n; 2). A.1l3

Estamos interessados em trabalhar também com as formas normais das equagoes
de Heun. Assim, nos valeremos do mesmo método de normalizacao, utilizado na Secao
3.2.1, para reconstruir a equagao acima em forma normal.

Dessa forma, seja a transformacao y(z) = £(2)Y (2) na equacao A.1.1, e entao

E)Y"(2) + [25’(2) - (a + ? + ZTH) 5(2)} Y'(2)

1
541 1 Al4
Y / € T " _
+ [(a—l— P z—l)§(2)+ (Z+Z_1)§(z)+§ (z)} Y(z) =0.
Com a imposicao de que o coeficiente de Y’(2) seja 0, acontece que
fe) =k (-1 e F AL

A equacao confluente de Heun na sua forma normal deve entdo ser

e+ (L) (G0 ) s 2 (e 3) AL

+ ﬁ (}1(1 — 72)) - }Laﬂ Y(z) =0,

ou

Y(2) + {— + =+ + 5 + E] Y (z) =0, A17
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com 1
A== —
2 /’77
B=t(1-p
=1 ,
1
C:5+n—§, A.1.8
1 2
D=>(1—
4( ),
p-_o
4

Assim, lembrando de A.1.5 e A.1.3, temos que uma solugao geral para equagao acima deve
ser Y (2) = y(2)¢~1(2), ou
B+1 ¥+l az

Y(2)=kz 2 (z—1)"2 e2 HeunC(a, 3,7, 0, 1; 2). A.1.9

A.1.1 Solucdes

A solucao para ECH descrita acima estd, como visto, relacionada a uma classe
de fungoes confluentes de Heun. Mais precisamente, podemos escrever a solucao em uma

combinagao de fungdes HeunC linearmente independentes, como

B+1 y+1

Y(2) =kz 2 (2 — 1)76% [C1HeunC(«, 5,7, 6,1; 2)

A.1.10
+Cyz~ PHeunC(a, —B,7,0,1;2)| |

sendo (3 nao-inteiro.

A expressao acima é uma solucao analitica de equacao confluente de Heun, e é
valida para todo 0 < z < oco. Entretanto, a depender da regiao do intervalo que estamos
avaliando, diversas outras formas para as fung¢oes podem ser construidas. Em particular,
podemos construir solugdes na regiao do ponto singular 0, e também no infinito, como

segue.
e Sez—0:

Inicialmente, consideremos uma solugao da equagao A.1.1 com a condicao
HeunC(«, 8,7, 6,1;0) = 1. A.1.11

A funcao acima impoe uma condi¢ao de contorno para a ECH, e é possivel utilizar o método
de Frobenius, como em (KRISTENSSON, 2010) e (BUTKOV, 1978), para construir uma
série localizada ao redor do ponto 0 - especificamente definida em |z| < 1 - com o intuito
de encontrar uma solucao nesse limite para a equacao A.1.10. Sendo assim, supomos uma

solucao do tipo

0.}
y(z) = Z cp P A.1.12
k=0
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Entao,

O
Y =3 cplk+ )L,
k=0

o A.1.13
= Z crlk+p— 1)Zk+p72.

Substituindo as relagoes acima em A.1.1, e multiplicando a equagao toda por z — 1,

podemos escrever

Z cp(k + p)(—k — p — B)2F+P=2
k=0
+Z% [(k+p)(—a+B+y+k+p+1)—¢FTr] Al.14

+ch (k+p)+e+7]2MP=0.

Se k = 0, o termo de menor indice deve ser z°~2, associado & constante c¢g que definiremos

aqui como cg = 1, e a equacao indicial fica
p(p+ ) =0. A.1.15

Ainda, expandindo o primeiro somatorio nos dois primeiros termos, e também o segundo
somatorio no primeiro termo, é possivel escrever as demais relagoes necessarias para

satisfazer a equacao A.1.14, sendo
—c1(1+p)(1+p+8)+colp(—a+B+v+p+1)—€ =0, A.1.16

hiolk+2+p)(—k—2—p—5)
+ep [(E+1+p)(—a+B8+v+Ek+p+2)—¢ A.1.17
tci [a(k+p) +e+ 7] =0,

onde a equacao A.1.17 acima ¢é a relacao de recorréncia em 3 termos para a série A.1.12.

Assim, com ¢ = 1, e ¢1 dado pela equacao A.1.16, podemos expressar co como

[p(—a+B+v+p+1)—€[l+p)(—a+B+v+p+2)—¢

I+p) I +p+8)2+p)2+p+08)
(ap+e€e+T1)
2+p)2+p+8)

A equagdo indicial A.1.15 nos diz que p pode assumir 2 valores, 0 e —/3, definindo

cg =
A.1.18

duas séries linearmente independentes possiveis para essa construcao. Cada uma delas, ex-
pandidas aqui até o segundo termo com as relacoes definidas anteriormente, é representada

a seguir.
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e Sep=0:
HeunC(a, 8,7,d,1m;2) = 1+ {5_;1} z
A.1.19
N {—e(—a—l—ﬁ—l—’y—l—Q—e)+(1+5)(€+7’)} 2,
2(1+ )2+ B)
e Sep=—p:

HeunC(a, 8,7, 0,1m; 2) = P (1 + {_m_o(‘;:yg)‘ 1) - 5] .

n {(—5(—04+7+ =@ -P)lzatr+2) g+ {A-f)(zaf+e+1)] »
2(1-58)2-5)

4.
A.1.20

Para ambos os casos, e recordando que a solugao foi construida levando em conside-
racao a condicao A.1.11, usaremos sempre nessa dissertacao uma aproximagao ao primeiro
termo. Assim, tanto para p = 0, quanto para p = —[3, a solucao da equagao A.1.7 de Heun

na forma normal pode ser reescrita como

B+l

Y(z)~ke 2 (2= 1) 7 eT{C) + Oy P, A.1.21

onde C'1 e C9 sdo constantes arbitrarias.

. az ytl
Ainda, notamos que ao passo que z — 0, acontece que e2 — le (z—1)2 —
(=1)"2, podendo este tltimo termo ser incorporado dentro das constantes. Assim, obser-

vamos que a fungao deve ter forma em z de

Y(z)~<{ i A.1.22

e Se |z| = oo:
Para a solucao avaliada no infinito, nos inspiramos no resultado descrito pelos
autores em (BEZERRA; VIEIRA, H S; COSTA, 2014) para avaliar as fun¢oes de Heun

nesta mesma regiao. Assim, a forma assintética para z — oo é dada por

_(ﬂ+g+2+g)
z

[0}

A.1.23

Bty+2 5
2 a)e—oz

HeunC(a7B777 577772) ~ (
z

Uma maneira de visualizar esse resultado obtido pelos autores ¢ notando que a
equacgao confluente, na forma apresentada no inicio desta secao, e descrita pela equagao
canénica A.1.1, é derivada de formas mais gerais da equacdo de Heun, como pode ser

visto em (RONVEAUX; ARSCOTT, 1995). Uma dessas formas é a forma geral natural
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da ECH, que pode ser escrita como

2 2 2
y"(2) + (Z - iliz, + Eo) ' (2) + (Z - (_71'2. +3 (zfg—i-p + D0> y(z) =0, A1.24
o=l ¢

i=1 v i=1

onde os z; correspondem as duas singularidades regulares da equacao. A forma acima deve
possuir, assim como a nossa forma candnica, uma singularidade irregular no infinito, e a

solugdo avaliada no limite |z| — oo deve ser
o0
ym(z) ~ efim? ~Am Z cmkz_k, A.1.25
k=0

onde m = 1,2 corresponde as duas solugoes linearmente independentes, e os coeficientes

km € Ay, sao dados por

Ap=>_ 7@ + (—1)m+l (Z C; — 70 ZAZ-) (E3 —4Dy) 2.
) =1

=1
Notando que a forma canoénica possui singularidades z;1 = 0 e z9 = 1, podemos
escrever a equacao A.1.1 através da forma geral A.1.24, estabelecendo os coeficientes dos

termos singulares como

Al = 6 + 17
Ay =v+1,
C1 =k,
A.1.27
Cy =,
Ey = a,
B; = Dy =0.

Substituindo os coeficientes acima nas relagaoes para Ay, e kK, conseguimos escrever
duas representagoes para fun¢ao HeunC(q, /3,7, d,n; z) como duas solugoes para a equagao

canoOnica, avaliadas assintoticamente no infinito, e expressadas como

B+y+2, 6\ 00
(P52 & w)

> ok
HeunC(a, 8,7, d,1;2) ~ ( k=0 , A.1.28
2

B+r+2 5

o0
2 a)e—az S ekz(’?)
k=0

onde utilizamos a notagao definida pelos autores, com ¢y, = aj(«@) e cop = ep(@).
As solugbes acima sdo precisamente as obtidas em (BEZERRA; VIEIRA, H S;
COSTA, 2014), e foram aproximadas ao primeiro termo a fim de obter as expressoes

descritas pela equacao A.1.23. Como destacam os autores, a forma A.1.28 é valida para
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o intervalo —m — arg(a +n) < arg(z) < m — arg(a — n), com a relagao de recorréncia

definida por
—a(k + 2)ag19

+ |m(a) + (k+1 k+2+a+2—5
e (k2 )

@h+1 A.1.29
62 ’Y+2 6 2 2(5
55—+ =) +kk+) -k —+7v+1])|a=0,
4 2 Q Q
sendo
apg =1,
—aal +m(a)ag =0, A.1.30
2 2
8T« 0
—_p- L - 4= D+—-(=+1
m(a) =n 1 4+2(7+)+ (&+ +a),

e ep(a) = ap(—a).
Levamos em consideracao o resultado obtido por essa referéncia, e as solu¢des no
inifinto serao avaliadas de acordo com a equacgao A.1.23. Portanto, substituindo a equagao

A.1.23 na expressao A.1.10, a solucao assintética no infinito deve ficar

_6 az
ZzZ a@e 2

Y(2)~ < 5 e A.1.31
Zae 2

onde notamos que, como |z| e |z — 1| também se aproximam do infinito, os termos que
vieram do procedimento de normalizacao foram incorporados na forma assintética.

Uma consideracao importante para a solucao no infinito é que, apesar de satisfazer
a equacao canodnica inicial como desejamos, ela nao comporta o valor o = 0. Quando este
for o caso, outras solugoes devem ser procuradas.

Ainda, como ressaltaram os autores em (VIEIRA, H. S., 2018) e (SLAVYANOV;,
LAY, 2000), a equagao confluente de Heun pode ter outros tipos de solugoes a depender do
arranjo entre os parametros. Em particular, se for possivel escrevé-la como um polinémio
de grau n, por exemplo, devemos obter uma relacao do tipo

B+

5 +n+1=0. A.1.32

o

— +

o
A condigao polinomial acima é valida para z — 0, e é de bastante interesse para nés. Uma
vez que ela restringe os valores para os parametros, conseguimos impor condigbes para o
nosso sistema fisico, e possivelmente avalid-los dentro desse escopo. Entretanto, da mesma
forma como na solucao no infinito, a relacao acima nao permite o = 0 e, sendo esse o caso,

nao sera possivel utiliza-la.
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A.2 EQUACAO BICONFLUENTE DE HEUN (EBH)

Outro caso dessa classe especial de func¢oes é a equacao biconfluente de Heun.

Podemos escrever essa equacao com a forma canonica

v+ (FE—s-2) )+ (0-a-2

z

1 1
que tem solucgao do tipo

y(z) = HeunB(«, 5,7, 9; 2), A22

onde HeunB determina uma classe de fungoes biconfluentes de Heun em 4 parametros,
avaliadas em z.
Assim como para o caso da ECH, pretendemos escrever a equagao acima na sua

forma normal. Portanto, operando a substituicdo y(z) = £(2)Y (z), a equagao fica

1+«

Y+ 26+ (5 - 22 €| V)

(B2 mp-n) e+ (0-a-D- 6 +a+an) @) +€6)| e ~0

A23
Com a finalidade de normalizacao,
1
26" (2) + ( o 8- 22> £(z)=0 A.2.4
z
e, assim,
£(z) = ka2 (1F )3 (B2, A25

Obtendo a partir da equagio acima &'(2) e £”(z), podemos reescrever a equacio A.2.3

Ccomo
5 (1—a?) 52
1 2 _
Y(Z)—|—|:—BZ—Z —2—Z+7+(’}/—Z Y(Z)—O, A26
ou entao
" 2 C D
Y%(2) + |Az + Bz +;+—2—|—E Y(z) =0, A.2.7
z

com A, B, C', D e F definidos por meio da associacao direta entre A.2.7 e A.2.6. Certa-

mente, pela substitui¢do que fizemos, a equagao para Y (z) tem forma tal que

Y(z2) = M

£(2)

Com £(z) expressado acima, temos portanto que a solugdo de A.2.7 é representada por

Y(z) = k:z%(pro‘)e_%<62+Z2)HeunB(a, B,7,8;2). A28
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A.3 EQUACAO DUPLAMENTE CONFLUENTE DE HEUN (EDCH)

Outra forma de confluéncia da EH é equagdo duplamente confluente, que pode ser

expressa com a equacao canonica
220 —azt — 423 + 224 a B22 — (v —2a)z 46
" /
=0. A31
S+ (e () e

Assim como nos casos anteriores, podemos normalizar a equagao acima e reescrevé-la como

A Ag By By
Y”
(Z>+[(z—l)+(Z+1)+(z—1)2+(z+1)2+ Ny
Cl 02 Dl D2 -

G-1B ' GriP oD (et 1)4} Yiz) =0,

em que a equacdo A.3.1 foi reescrita para Y (z) = £ 1(2)y(z) considerando o fator de

normalizacao £(z), que é expresso como

1 2z 4 4z +2z4«
e s A3.3

£(z) =
Os coeficientes A;, B;,C; e D;, com i = 1,2, sdo expressos por

1
A= —(— 8 + a? — 25+ 60),

32
1
By = 32(8—a 28— 2y — 65),
A3.4
2
«
Dy — —
1 16’
¢ 1
A — 2
9 = 32(8 o? + 28 — 66),
1
By = 32(8—oz + 25 + 2y —69),
A.35
2
a
Doy = —.
27 16

A equacao A.3.1, como ressaltam os autores em (VIEIRA, H. S., 2018), possui dois

pontos singulares irregulares em —1, 1, e deve produzir solucoes do tipo

f 2z 4 42 +2z4+«
2

Go1A(r)? ZHeunD(a, B,7,0;2), A.3.6

Y(z) =

onde HeunD sao as fun¢oes duplamente confluentes de Heun com 4 parametros avaliadas
em z. Em particular, no disco unitério |z| < 1, a solug¢do deve ser analitica e representada
por

V() = 20/~ 1)z + D{CiHewnD(~a, ~6, —, ~; 7)

- 72 1
+ COe G-DGE+D HeunD(a, -4, —v, —05; —)}
z

A3.7
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Tanto para o caso biconfluente, quanto para o caso duplamente confluente, as fun-
¢oes HeunB e HeunD podem ser construidas utilizando diferentes métodos, para diferentes
intervalos do dominio. Nessa dissertacao, nos restringiremos em avaliar, quando necessario,
apenas a forma dessas equacoes, deixando de lado temporariamente a construcao das
respectivas fungoes.

Para o caso de biconfluéncia, solugoes ja foram escritas e a EBH tem sido am-
plamente estudada, como em (CHEB-TERRAB, 2004), (ARRIOLA; ZARZO; DEHESA,
1991), (FERREIRA; SESMA, 2015) e (HAROLD, 1996). Em (FIZIEV, 2009) também
sao apresentadas relacoes e propriedades sobre as fungoes confluentes de Heun. A equagao
duplamente confluente, bem como a confluente e a equacao geral de Heun, tem sido estu-
dada pelos os autores Bartolomeu D. B. Figueiredo e Lea Jaccoud El-Jaick, que obtiveram
solugbes e resultados acerca de suas propriedades, como em (EL-JAICK, Lea Jaccoud;
FIGUEIREDO, Bartolomeu D. B., 2011), (FIGUEIREDO, Bartolomeu D. B., 2021), (EL-
JAICK, Lé a Jaccoud; FIGUEIREDO, Bartolomeu D B, 2013) e (EL-JAICK, Léa Jaccoud;
FIGUEIREDO, B. D., 2015).

Um ponto importante a ser destacado por fim é que, no inicio dessa secdo, es-
crevemos a equagao biconfluente de Heun com 4 parametros. Outras formas canonicas,
envolvendo uma combinagao entre os parametros, também sao possiveis, e resultam em
formas diferentes para elaborar o problema. A melhor forma a ser adotada, é claro, deve
ser escolhida de acordo com as exigéncias do sistema fisico em questao. O mesmo vale para
as equacgoes confluente, duplamente confluente, e também para o caso de triconfluéncia,

que nao sera tratado nesse trabalho.
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