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RESUMO

Nesse trabalho implementaremos o efeito do momento magnético anémalo dos quarks (QAMM)
ao modelo de Nambu—Jona-Lasinio (NJL) a partir do termo de Pauli. Para tal, vamos adotar
o formalismo das lagrangianas efetivas de Heisenberg—Euler—Weisskopf da eletrodinamica
quantica. Assim iremos calcular a funcdo de Green associada ao modelo NJL no gauge de
Schwinger—Fock. Iremos obter uma representacdo integral para lagrangiana do modelo NJL
sob efeito do qAMM que sera (til para regularizacdo da mesma no esquema vaccum magnetic
regularization. Os potenciais termodindmicos provenientes dessa lagrangiana serdo trazidos e as
equacOes de gap resolvidas. Sera notado que, além do aumento do valor do campo magnético,
o aumento do gAMM também ocasionara o efeito da catalise magnética.

Palavras-chave: momento magnético anomalo; modelo de Nambu—Jona-Lasinio; lagrangiana
efetiva; catalise magnética.






ABSTRACT

In this work we will employ the effect of the anomalous magnetic moment of the quarks
(gAMM) to the Nambu—Jona-Lasinio model through the Pauli term. To do that, we will adopt
the Heisenberg—Euler—Weisskopf effetive lagrangian formalism of the quantum electrodynamics.
Then we will calculate the associated Green function to this model in the Schwinger— Fock
gauge. We will obtain a integral representaion to this model lagrangian over the gAMM effect
that will be useful to apply the vaccum magnetic regularization scheme. The thermodynamical
potentials will be shown and the gap equations solved. We will be able to conclude that,
besides the increase of the magnetic field, the raise of the gAMM effect also causes a magnetic
catalysis.

Keywords: anomalous magnetic moment; Nambu—Jona-Lasinio model; effective lagrangian;
magnetic catalysis.
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1 INTRODUCAO

“The quark model began as little more than a quantum-number counting
device. After a brief period during which quarks only played a symmetry role,
serious interest in quarks dynamics developed. The marriage of the principle
of local gauge invariance and quarks has been astonishingly productive.
Although many questions still need to be answered, there is little doubt that
the strong, weak, and electroweak interactions of matter are described by
gauge theories of interactions of the quarks.” Sthephen Gasiorowicz and
Jonathan L. Rosner — 1981 [2].

Em 2020, o momento magnético anémalo (AMM, do inglés anomalous magnetic mo-
ment) do muaon p foi medido com extrema precisdo (0,46 partes por milhdo) [3]. Ainda assim,
com o = 4,2 de desvio padrdo, necessitamos de novos desenvolvimentos experimentais para
seu valor ser totalmente aceito pela comunidade cientifica (na deteccdo do béson de Higgs no
Large Hadron Collider — LHC, sdo obtidos valores de o > 5). Em 1948 Julien Schwinger, em [4],
deu sua contribuicdo seminal para QED (Quantum Electrodynamics) prevendo o efeito AMM
do elétron, na esteira de outros que ja tratavam a quebra da degenerescéncia dos niveis de
energia de sistemas quanticos, como o desvio Lamb [5]. Esse efeito ja era previsto por Kursch
e Foley na mesma época [6]. Em relacdo ao Iépton restante, ao tau, teoria e experimentos
ainda estdo longe de uma aproximacdo [7]. Para os prétons e néutrons, seus valores sdo, de
muito, bem conhecidos [2]. J4 para os quarks, pouco se pode dizer [8].

A cromodinamica quéantica (QCD — Quantum Chromodynamics) é a teoria fundamental
que descreve a interacdo nuclear forte. A QCD prevé que a interacdo forte se dé entre os quarks.
Estes propostos originalmente por Murray Gell-Mann em [9], constituem o que chamamos
de hadrons. A partir de bésons de gauge da interacdo forte, os glions, os quarks interagem
e respeitam duas propriedades fundamentais: o confinamento e a liberdade assintética. Os
hadrons obdecem os regimes estatisticos quanticos bem conhecidos: Fermi—-Dirac para os
férmions (barions, como o préton e o neutrén) e Bose—Einstein para o bésons (mésons, como
on" eon). A partir dessa matéria hadrénica, e dos quarks e glions, pode ser construido um
diagrama que representa as fases da QCD.

Atualmente, o diagrama de fases da QCD é um tépico em ampla disputa. Uma ilustracao
de um diagrama de fases é trazida na Figura 1. Nesse, além do potencial quimico baridnico e da
temperatura, é explicitado ainda o campo magnético. O campo magnético pode nos fornecer
uma série de informacGes relevantes, principalmente da natureza das transicdes de fase que
acontecem nesse diagrama. N3o se sabe ao certo que tipo de transicdes de fase acontecem
entre a matéria de hadrons e o plasma de quarks e glions (QGP, do inglés Quark-Gluon
Plasma). Acredita-se que até o ponto critico na linha tracejada da Figura 1 a transicdo seja do
tipo crossover suave.As linhas continuas, acredita-se tratar de uma transicao do tipo primeira
ordem.

A QCD na rede (LQCD, do inglés lattice-QCD) é a abordagem mais conhecida para
essa teoria. Essa se baseia na discretizacdo do espaco-tempo [11] e na aplicacdo do método de

Monte-Carlo [12] para explorar o diagrama de fase da QCD e os fenémenos ndo perturbativos
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Temperature

Quark-Gluon
Plasma

Superconductor

Phases

Figura 1 — Diagrama de fases da QCD. Temperatura versus potencial quimico baridnico versus
campo magnético. Retirada da Ref. [10].

emergente desse. Essa é bem sucedida para temperaturas finitas e potencial quimico nulo.

Sabe-se que campos magnéticos muito intensos sdo gerados numa classe de estrelas
de néutrons, chamadas de magnetares [13], na ordem de 10> G. Como base de comparacio,
o campo magnético na superficie da terra é da ordem de 0,5 G, e em exames de ressonancia
magnética, estes s3o da ordem de 10* G. Campos elétricos e magnéticos s3o gerados nas colisdes
relativistica de fons pesados ndo-centrais (RHIC, do inglés relativistic heavy ion collisions). [14,
15, 16]. Na LQCD, campos magnéticos fortes, tanto homogéneos [17], quanto inomogéneos
[18], tém mostrado importancia em publicacdes recentes. Estes s3o da ordem de 10'® G a 10"*
G para as RHIC n3o centrais e de 10?° G para sistemas que emulam o universo primordial.
Na Figura 2 podemos observar as 3 componentes espaciais do campo magnético em funcao
do parametro de impacto. O sistema fisico em questido sao as RHIC. No caso, a colisdo de
dois nicleos de ouro a uma energia de centro de massa /s = 200 GeV (s sendo uma das
varidveis de Mandelstam). Os valores de campo sdo para o exato momento da colisdo, onde
eB ~m?2 ~ 10" G, eB o campo magnético vezes a carga fundamental e (por um abuso de
linguajar, vamos nos referir a essa quantidade como campo magnético) e m, a massa do pion.
Notamos que ha uma rica distribuicao de valores para o campo magnético. Isso nos motiva a
estudar sistemas fisicos com o efeito do campo magnético.

O problema de sinal na LQCD é um fator limitante para o entendimento da regido
de potenciais quimicos finitos do diagrama de fases da matéria de quarks. Dessa maneira, o
modelo de Nambu—Jona-Lasinio (NJL) [20, 21] tem tomado um papel importante no campo
de modelos efetivos da QCD. A densidade lagrangiana do modelo NJL contém as simetrias da

QCD, e para temperaturas finitas este pode emular o efeito do confinamento com o loop de
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Figura 2 — Campo magnético sobre massa do pion ao quadrado (e-Field/m?2) versus pardmetro
de impacto b (fm). Retirada da Ref. [19].

Polyakov [22]. O modelo NJL foi criado em analogia a teoria de Bardern—Cooper—Schrieffer
(BCS) e de maneira anéloga a esta prevé uma equacio de gap. No modelo BCS, esta dé a massa
dos pares de Cooper. No modelo NJL, por sua vez, nos resulta a massa efetiva das particulas.
Na Figura 3 a solucdo original da equacdo de gap no primeiro dos dois artigos de Yogiro
Nambu e Giovanni Jona-Lasinio de 1961 [20, 21]. Nessa figura, gy corresponde a constante de
acoplamento, m a massa dinamica, e A a escala de cutoff. Portanto, descrevendo a dependéncia

entre o acoplamento e a massa. A equacao de gap é uma equacao auto-consistente, ou equacao
transcendental.

2q?
LA

mZ/AZ

Figura 3 — Equacdo de gap no artigo inaugural do modelo NJL [20].

Quando imaginado, esse modelo previa, na tradicdo que ja se fazia desde a teoria de
Yukawa, que os mediadores da interacdo nuclear forte como os mésons-m, na época recém
detectados por César Lattes e colaboradores [23]. Com o advento da QCD, esse modelo se
mostrou insuficiente para descrever os gliions, e os principais fendmenos da QCD, o confina-
mento e a liberdade assintética. O modelo NJL posteriormente foi reinterpretado, e entdo se

tornou um modelo efetivo para QCD no limite n3o-perturbativo. Ele é uma abordagem muito
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Figura 4 — Lagrangiana efetiva em funcdo do campo magnético. Retirada de [31].

atil para lidar com o diagrama de fases da QCD em potenciais quimicos finitos. Espera-se que
com o modelo NJL possamos entender caracteristicas fundamentais desse diagrama.

O efeito do momento magnético anémalo dos quarks (QAMM, do inglés quark anoma-
lous magnetic moment) no diagram de fases da QCD ainda ndo é bem entendido. A partir
de trabalhos recentes [24, 25, 26], podemos observar que vérias propriedades do diagrama de
fases podem se alterar, mas isso ndo é uma opinido hegemonica, pois ha trabalho que dizem
exatamente o contrario [27, 28].

Espera-se que experimentos como o FAIR (Facility for Antiproton and lon Research e
o NICA (Nuclotron-based Collider fAcility) fiquem prontos e possam detectar, desde os mais
diversos resultados encontrados pelas mais diversas teorias efetivas nas ultimas década em
relacdo a matéria fortemente interagente, até os efeitos do gAMM no diagrama de fases de
matéria regida pela QCD. Atualmente o detector STAR (Solenoidal Tracker at RHIC) do
experimento RHIC no Brookhaven National Laboratory nos EUA tem gerado uma série de
contribuicdes para nosso campo de pesquisa lidando com efeitos como o magnético quiral e
da separacao quiral.

Em [8] propde-se valores para os gAMM's dos quarks a partir dos valores conhecidos
para os prétons e néutrons. [29] é um trabalho super importante e trouxe a discussdo do
gAMM a voga novamente, utilizando o modelo NJL e os valores de [8]. Apesar disso, devido
ao tipo de regularizacao utilizada no trabalho, alguns resultados estranhos nos saltam os olhos:
transicdes de fase em regides onde estas ndo sdo normalmente observadas, e oscilacdes de
Hass-van Alphen. Assim, ha espaco para realizar um trabalho que observe esses efeitos. Tanto
em [8], quanto em [29] a massa efetiva entra diretamente no célculo do gAMM, de maneira
similar ao calculo para os elétrons e os muons. Isso é um procedimento delicado, pois a massa
efetiva é dindmica e depende diretamente das condicdes impostas ao sistema. Em [30] algumas
alternativas s3o levantadas, mas novamente resultados nao-fisicos nos trazem desconfortos.

Na Figura 4 retirada de [31] trazemos a lagrangiana efetiva em funcdo do campo
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magnético. O formalismo das lagrangianas efetivas de Euler—Heisenberg—Weisskopf [32, 33,
34] é alternativo aos diagramas de Feynman na QED. Podemos a partir deste encontrar uma
representacdo interessante para lidar com o modelo NJL em SU(2) ao adicionar o efeito do
gAMM. Como veremos no decorrer desse trabalho, o significado da lagrangiana efetiva é
analogo ao do potencial efetivo. Como vemos na Figura 4, hd um minimo na regido parabdlica,
claro perfil de um potencial.

Neste trabalho, vamos mostrar que o modelo NJL com efeito do qAMM induz os
efeitos da catalise magnética [35]. Esse se da com o aumento de alguma quantidade como a
massa efetiva, ou a temperatura pseudo-critica com o aumento do campo magnético. Também
compararemos o modelo NJL-SU(2) com o efeito do gAMM com o modelo sem este para
verificar que fendmenos sao introduzidos. Além disso, um capitulo conterd o desenvolvimento
desde a lagrangiana do modelo NJL, passando pelo célculo da funcao de Green proveniente
desta até a forma integral de lagrangiana efetiva que seré regularizada pelo método VMR (do
inglés, vacuum magnetized regularization).

O trabalho sera dividido entre: Capitulo 2, onde traremos o formalismo geral do modelo
que utilizaremos, algumas questdes de simetrias, e aproximacao de campo médio; no Capitulo
4 calcularemos explicitamente a funcdo de Green desse modelo; no Capitulo 4 trabalharemos
com a nova forma da densidade lagrangiana e explicitaremos as caracteristicas do método
VMR; no Capitulo 4 faremos as regularizacOes necessarias, utilizando o esquema de cutoff
3D e tempo proprio, nos potenciais termodinamicos que; no Capitulo 5 serdo derivados e as
equacdes de gap determinadas para o esquema de regularizacdo em questao; no Capitulo 6
traremos os resultados e discutiremos estes e nas Conclusdes 7 fecharemos o texto com uma
analise do trabalho realizado e com perspectivas futuras de como podemos continuar. O texto

ainda conta com secdes de apéndices que complementam o texto principal.
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2 MODELO NJL-SU(2) QAMM

“We already remarked before that the model treated here is not realistic

enough to be compared with the actual nucleon problem. Our purpose was to

show that a new possibility exists for field theory to be richer and more

complex than has been hitherto envisaged, even though the mathematics is

marred by the unresolved divergence problem.” Yochiro Nambu e Gionanni

Jona-Lasinio — 1961 [20].

A densidade lagrangiana do modelo NJL na sua versdo SU(2) sob a influéncia de um
campo eletromagnético externo descrito por A* e sob o efeito do momento magnético anémalo

dos quarks (QAMM, do inglés quark anomalous magnetic moment) é dado segundo [29] como
7 - A AL A L, v v Iy
L=1 ['WL(Zal —eQA ) —m+ 5(10,“,}7“ v+ G [(W/))? + (@DZVBT@Z))Q} : (1)

Y = (z/;u zpd)T correspondente ao espinor dos campos fermidnicos dos quarks up (u) e
down (d), ¥ = /74" o espinor adjunto; 7Y, sao as matrizes de Dirac, 75 = 179717273; O as
4-derivadas dos 4-vetores; Q) = diag(qy,qs) = diag(2/3, —1/3) a matriz das fracdes cargas
elétricas e e a carga elétrica fundamental; m = diag(m,,, my) a matriz das massas de corrente;
a = diag(a,, ag) a matriz dos momentos magnéticos anémalos;

i

5 B @)

Oy =

sdo os geradores do grupo de Lorentz na representacdo de Dirac; F* = oFAY — OV A* é o
tensor do campo eletromagnético; 7 sao as matrizes Pauli de isospin, e GG é a constante de
acoplamento com dimensdo de [M]~2. Estamos utilizando o sistema de unidades natural, onde
h = c =1, onde h é a constante de Planck reduzida, ¢ é a velocidade da luz. Para mais
detalhes consultar o Apéndice A.

Como pode ser consultado em [36], devido a dimensdo negativa da constante de
acoplamento, temos no modelo NJL uma teoria ndo-normalizavel. Isso causa uma série de
limitacdes ao modelo como pode ser encontrado em [37]. De pronto, podemos citar a falta
do fenémeno do confinamento, propriedade fundamental da QCD. Como discutido em [37],
desde que n3o tratemos de propriedades relacionadas ao confinamento, podemos usar o modelo
NJL como um modelo efetivo da QCD. Ainda assim, o modelo NJL pode ser estendido e a
propriedade de confinamento ser emulada pelo loop de Polyakov, mas isso ndo sera realizado
nesse trabalho.

Grande parte dos trabalhos que podem ser feitos em relacio ao modelo NJL recaem
em métodos de regularizacdo. Conforme tratado em [38], dentro do contexto de modelos
NJL com campo magnético, o procedimento de separacdo entre termos de vacuo e termos
relacionados ao campo magnético é primordial para obter resultados fisicos que condizem com
resultados da LQCD. De fato, [38] mostra que para além de como regularizar as integrais
divergentes, o que seja talvez mais fundamental seja como separar as contribuicdes do potencial

termodinamico. Por exemplo, um jeito comum de proceder na regularizacao é reconhecer os
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limites de transferéncia de momentos nos fenémenos estudados e fazer cortes (cutoff) nas
integrais envolvendo momentos.
Como usualmente podemos identificar, os termos de cinéticos e de interacdo sdo dados

respectivamente por
»Ccin = 777) ZlD —m+ %aguuF!w %U ' (3)
Line = G [(V1)* + (WinsTy)?] (4)

onde na lagragiana cinética foi identificada 3 derivada covariante D* = 9" + ieQA" e a
contragdo denominada “slash” de Feynman I) = ~,D*. Na Eq. (4), devido a forma com que

se transformam [20], o primeiro termo é o escalar e o segundo pseudoescalar.

2.1 SIMETRIAS

Simetrias se manifestam quando por meio de algum tipo de transformac3o, algo per-
manecesse inalterado. Estas estdo relacionadas a quantidades conservadas. As simetrias das
lagrangianas da QCD e das diferentes versdes do modelo NJL ja foram largamente discutidas
em [37, 39, 40, 41]. Aqui nos resta comentar alguns conceitos importantes.

O grupo de simetria da densidade lagrangiana da NJL de 2 sabores (u e d) é
G=Uy(l)®SUy(2) ® SUA(2) , (5)

onde respectivamente temos as simetrias de ndmero barionico, isospin e quiral. A simetria
Uy (1) se d& por uma mudanca de fase global nos espinores da teoria, de modo que ¢ — e~
onde a € R. Pode-se mostrar que isso implica numa equac¢do de continuidade J,j* para a

corrente de Noether j#* = yy*1). Dai temos a conservacao do niimero baridnico expressa por

/ Bz’ = / Bty (6)

No caso do limite de isospin, temos a simetria em relacdo ao grupo SUy (2) em
transformacdes do tipo ¢ — e‘i%w com 0 € R3. Ou seja, uma rotacdo no espaco de isospin
donde temos a corrente de isospin conservada dada por J;; = &7#7“1#.

A simetria quiral, SU4(2), é na QCD e no modelo NJL, parcial devido ao mecanismo
de Higgs. Esta seria total se a massa de corrente dos quarks fosse nula. Mesmo essa sendo
um valor ndo observavel, sabemos via relacdes de Gell-Man—Oakes—Renner [42] que os quarks
mais leves tem uma massa na ordem de ~ 5MeV. Esta se da via transformacdes do tipo
Y= PR Y = JG, = Py

Em [43], célculos bem explicitos demostrando a invaridncia desses termos podem ser
encontrados. Em relacdo a invariancia do termo de Pauli frente a transformacdes de Lorentz,
em [44] essa também é mostradas explicitamente.

Como na QCD, para o modelo NJL, véarias propriedades s6 poderiam ser vistas aplicando

o limite quiral, ou seja, m, = mg = 0. Mesmo n3o sendo a simetria exata, estudando
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cuidadosamente esse limite, muitas informacdes fisicas relevantes podem ser extraidas, como
por exemplo, o que versa sobre a transicdo de fase da matéria de hadrons. De fato, a existéncia
de uma massa de corrente ndo-nula quebra explicitamente a simetria quiral. O condensado
quiral formado pelos par quark-antiquark também sofre uma quebra espontanea de simetria
dando origem aos bdsons de Goldstone.

Na teoria de campos, existe o teorema de Goldstone [36], que basicamente diz que para
cada gerador de dada transformacao, um bdson nao-massivo é gerado numa quebra espontanea
de simetria. Como n3o temos uma simetria exata, temos no modelo de NJL a geracdo de
pseudo-bdsons, no nosso caso os pions. Também em vistas da simetria quiral, vemos que os
2 termos de interac;éo ao serem transformados, se transformam um no outro, dai notamos a

necessidade de que ambos tenham a mesma constante de acoplamento.

2.2 APROXIMACAO DE CAMPO MEDIO (MFA)

Na aproximacdo de campo médio (MFA, do inglés mean field approximation) calculamos
desvios de observaveis em relacao a suas médias. Ao tomar estes ao quadrado, desprezamos
os termos quadraticos dos desvios, isto é (AO)2 ~ 0. Sendo O um observavel, temos que o

desvio é dado por

AO =0 —(0)
= 0% = (AO + (0))?
~ 20(0) — (0)2. (7)

Fazemos MFA no termo da lagrangiana L;,; da Eq. (4), tomamos O = 1) e ent3o

reescrevemos o termo escalar em funcdo dos seus valores esperados do vacuo

() = 200 (Y9p) — (yu))?, (8)

e assim desprezamos flutuacdes em torno do valor esperado do vacuo. Agora fazendo O =

Yiy5T no termo pseudoescalar

(YivsT)? = 20is T (VinsTh) — (VisTe))>. (9)

Assumindo que o vacuo tem paridade definida [45], pela simetria de paridade (1iys7¢) = 0.
Assim, a lagrangiana de interacdo apés a MFA se torna

LE" = GRep () — (Yy)’]. (10)

Portanto, das Eq.'s (1, 3, 4, 10) temos

LYA = |ilp — i+ %&UWFW ¥+ G2y (i) — ()] (11)
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Tomando a aproximacdo de isospin, conforme discutido na secdo (2.1), tratando as massas

dos quarks como iguais m, = my = m e assim definindo a massa de corrente dos quarks,
m = diag(m.,, mg) = diag(m,m) =ml=m . (12)

Assim,

o o ip s %aa,ww W+ GREY (DY) — (2]

= |ilD — (m — 2G{)) + a0 | 4 — Gl (13)
—_————

=M
e definimos a massa efetiva M como

M =m —2G() , (14)

onde (1)) é o condensado quiral, o pardmetro de ordem da nossa teoria. Este guarda informacio

sobre as transicdes de fases que o modelo pode estar sujeito. Manipulando a massa efetiva

M = m = 2Gi) = —(M —m) = 260w) = () = - 1)
e substituindo na Eq. (13), temos
LMFA — 4 {up M+ lao F‘“’} -G {—Mr
B 2" 2G
(M = m)?

: 1
= [@lD — M + 5?10”1,]””’} P — e (16)

Desejamos escrever a lagrangiana calculada na Eq. (16) de uma forma ainda mais
apropriada para os nossos célculos. Dessa maneira, seguindo as definicGes expostas em [29] ao

dizer que a matriz dos gAMM's é dada por,
0= Qbpp (17)

onde & = diag(a, aq). Definindo ay = grapp, entdo podemos abrir a expressdo da lagran-

giana em funcdo das matrizes que a compoe. Trabalhando apenas com o primeiro termo da
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lagrangiana:
- 1. W
Y 2]?—M+§aau,,F V=

{'yu(za“ —eQA") — M + %dUWFW} 0

=1

e G 0 1 0\ (a, 0 N (v
( )-*yu <z8ﬂ—e<0 qd> A“>_M—i—§<0 qd><0 ad)uBaWFﬂ (wd>
= 1,

) v [ire — [ € 0 v _apy L (@wrs 0 0,0 Yu
I 0 eqq 2 0 qaCa/iB (0

1
|: Za# - GQUAM) M + q'U,OéUIU/BO-,ul/F“ ] wu

2

. 1 v
+ g [ (10" — eqqAM) — M + §quédMBUWF” ] g
_ . 1 ,
= Z Vi | | 10" — eqp A" | = M + 5 roshs o Al KU (18)
—ud Y N——
=ey =ay

Portanto, recuperando a Eq. (16) temos

(M —m)?

4G (19)

1
o LMPA — Z 1/)f lyu (10" —efA*) — M + éafa#,,F‘“’ Yy —
f=u,d
Com a lagrangiana nesse formato, Eq. (19) podemos trabalhar com ela sem pensar mais nas
definicGes matriciais ja trazidas até aqui. Na proxima secdo faremos o calculo da funcado de

Green dessa densidade lagrangiana.






31

3 LAGRANGIANA EFETIVA DO MODELO NJL-SU(2) QAMM

“The effective-action approach has also proved useful when additional energy
scales are introduced which can be varied over a wide range compared with
the high-energy scale. These additional scales may represent perturbations of
the vacuum, probing its response under external influences. The (pragmatic)
idea then is to compare the response of the vacuum with the response of a
medium under the influence of such a perturbation. The properties of a
medium are finally assigned to the vacuum itself in order to complete the
comparison.” Walter Dittrich Holger Gies — 2000 [46].

Desejamos adicionar o efeito do AMM no modelo NJL-SU(2). De maneira natural,
podemos imaginar que adotar um formalismo proveniente da eletrodindmica quantica (QED)
seja vantajoso. Nos prentncios dessa teoria, que hoje tem seu sucesso na previsao extrema de
resultados experimentais, Julian Schwinger publicou o que hoje chamamos de AMM no elétron
[4].

Em eletrodinamica quanticas abordagens perturbativas sdao muito comuns. Uma das
mais conhecidas, para além dos diagramas de Feynman, é a de Heisenberg—Euler—Weisskopt
[32, 33], onde em um loop (12 ordem em teoria da perturbacdo), o efeito de campos eletro-
magnéticos, tanto homogéneos quanto inomogéneos, pode ser computado [34].

Walter Dittrich e Holger Gies conforme [46], revisam, num trabalho muito rico, como
proceder para obtencdo das lagrangianas efetivas. Em [28] foi mostrado como esse tipo de
formalismo pode ser aplicado para investigar como os efeitos do AMM se manifestam em
sistemas de férmions carregados a densidades finitas na presenca de campo magnético. Essa é
a motivacdo para aplicar o formalismo de Dittrich no modelo NJL-SU(2).

O procedimento é o padrao de teorias de campo. A partir da densidade lagrangiana
encontramos equacoes dindmicas para os campos e assim, a forma com que estes se transfor-
mam.

As equacdes de Euler—Lagrange sao dadas por

na qual, no caso da lagrangiana da Eq. (19), temos o conjunto de campos fermidnicos das

componentes do espinor de Dirac e do seu conjugado, para os quarks up e down

¢ = {tu, Yathy, Va} = {5, 05}, f=u.d. (21)

Aplicando a Eq. (20), por exemplo, para ﬂ)f, temos

1
Yy (10" —ef AM) — M + §‘Lf0/wFW Yvr=0, f=u,d. (22)

Definimos a notacdo que suprime os indices somados na convencao de Einstein por o usual “-"
do produto escalar euclidiano, como usualmente s3o tratados em textos relacionados a QED.

Assim, os produtos entre 4-vetores s3o dados como

YA =~ A, 0, F" =0 F . (23)
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Reescrevemos, apés trocar o sinal de toda a Eq. (22)
1 1
M+—70+€f’yA—§afaF wf:() (24)
[

Da equacido de Dirac Eq. (24) podemos associar uma funcdo de Green de 2 pontos de
modo que o operador a esquerda do espinor aplicado nesta, resulte numa identidade no caso,

a distribuicdo delta de Dirac:
1 1
[M + - (;8 + efA> — 5470 F} G(x,2'|A) = §(x — o), (25)

onde, por simplicidade, escrevemos apenas (x — ') = §*(x — 2’). Podemos escrever explici-

tamente a derivada covariante como
1
n=-Ou+erdy (26)

9

IT
e definir
1
M'EM—ﬁafa~F. (27)

E portanto, podemos escrever de maneira simples a Eq. (25) como

M 4y - T Gz, 2'|A) = 6(x — 2) | (28)

2

Em 1978, em [47] Dittrich publicou um trabalho onde foi computado os termos em a2

(constante de estrutura fina) para o AMM do elétron adicionando o termo de Pauli - F' numa
lagrangiana efetiva da QED. Nesse trabalho, os autores escrevem a conexdo entre a funcdo de

Green e a densidade lagrangiana em um loop como

0L B
o = TrG(z,z|A) = TrG(A) , (29)

ou seja, se calcularmos a funcao de Green, podemos reescrever a lagrangiana. Uma maneira de
obordar esse tipo de problema é n3o procurar a forma mais genérica possivel para esse funcao

de Green, mas sim utilizar resultados ja obtidos na literatura. Para tal, foi tomado um ansatz.

3.1 ANSATZ DE SCHWINGER-FOCK

Baseados ainda em [47], supomos uma fun¢do de Green de 2 pontos
G(z,2'|A) = ¢z, 2') [M' =~ - T Az — 2| A) (30)

onde a funcdo escalar ¢ é a fase de Schwinger e o gauge do 4-potencial vetor sao dados

respectiva mente por

ot = exp ey ["de, (41 + 3Pie =) | (31)

1
At = Al (x) = —§F’“’(a: —a), . (32)
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Na Eq. (32) temos o gauge de Schwinger—-Fock!. O ansatz dado na Eq. (30) é de forma
que, comparando com a Eq. (28) da secdo anterior, a menos da fase de Schwinger, ao aplicar
o operador a esquerda da Eq. (28) no ansatz dado, podemos obter uma forma quadratica.
Notamos também uma mudanca na forma da derivada covariante, identificada por II', isso
esta relacionado com a escolha do gauge de Schwinger—Fock. A funcdo A(x — 2/|A’) é o
propagador de 2 pontos, tomado no gauge escolhido, este sera utilizado para calcular a funcao

de Green. No Apéndice B mostramos que a fase de Schwinger se resume a

oz, 7') = exp [—z‘ef | d@A’L(&)} . (33)

xT

Com o ansatz Eq. (30), o gauge de Schwinger—Fock Eq. (32) e a fase de Schwinger

Eq. (33) podemos reescrever a Eq. (28) para o propagador explicitando algumas quantidades.

3.2 EQUACAO DINAMICA DO PROPAGADOR

Desejamos entdo encontrar uma equacao dinamica para o propagador A. Substituindo
o ansatz da Eq. (30) na Eq. (28), explicitando as derivadas covariantes e omitindo as depen-

déncias em z e 2/, entdo

e (v o (oron)]of s

Desejamos mostrar que essa expressao independe da fase de Schwinger. Alguns calculos
intermediarios sdo necessarios para isso. Calculando o comutador entre o segundo termo entre

os primeiros colchetes da Eq. (34) e a fase, temos

[7 - Ga + efA> oz, x')} — . Ga + efA) b2, 7) — b, a')y - Ga + efA)

= 1.(7 0)p+ep(y- Ao — d%(v - 0) — ges(y - A)

~

= |36+ 0).0] + cxpbraT - esstr )
= =100
_ %yu [%, (x,x')} . (35)

1 Um trabalho que discute, tanto a autoria/nome desse gauge, quanto faz uma bela revisdo deste, é [48].
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Das definices de ¢(z,2’) e A", Eq.’s (31, 32), respectivamente,

{ai Jat x”] J(2) = [0 S, )] (1) = Bu(8(, ') (x)) = 6(x,2') (D] ()

~{oue|-ies [Laer (a9 + Jruie— ) | }ow
= {@ exp {—ief : dét (Au(€) — AMQ)] } J(x)
= —ies (A,(8) — A,(9)) dlw,2") I () , (36)
onde J(x) é uma funcdo arbitréria e foi utilizada a regra integral de Leibniz:
5o [ 8 TAM = A4,0)] = Ayle) — A (37)

Aplicando Eq. (36) na Eq. (35), temos

(o) ]2 ]

= %fy“ {—z'ef [Au(f) — A;(f)] ¢(x,x’)} ' (38)

escrevendo explicitamente o lado esquerdo da equacdo

y- (%8—]—@%1) b, 2') — d(x, ')y - ( 8+efA) = —epy" {[Au(©) = AL(O)] ¢, 2)} -

(39)
Rearranjando termos
- Ga + efA) o(x,a) = dla, ')y - Ga+ efA) e {[ALE) — AL©)] bz, "))
— (o, )y - Ga 4 efA) ey (A— A)b(a, )
— oz ')y Ga + efA> oz, ')y - ej(A— A)
= ¢z, 2')y (%a - /ffﬁf—i-efA’)
b 2) (1a+efA) | (40)

Na prética isso implicara que a fase de Schwinger ¢(x, z’) pode “ir para esquerda” na Eq. (34),

isto é

o(z, 7') {M’ by (%a 4 efA’H {M’ . Ga + efA')} Alx — 2| A) = 6z — o)
(41)
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Assumindo que a funcdo ¢ é ndo-nula, podemos dividir toda equacao por essa quantidade

1 1 d(z —2a)
M’ - =0 A M —~- =0 AV Alx —2'|A) = —2 42
e Goset)] oo (Gowent )| e =S5
Integrando essa equacdo e se atentando para o lado direito desta, temos que
° 1 1
dr——0(x —2') = , 43
o LR )

entdo, sem perda de generalidade, podemos definir ¢(z, x) = 1 e continuar os célculos a partir

disso. Ent3o

[M’—l—%(%@—i—effl')} {M’—f%(a—i—ef/l)] (z — 2| A) = 5(z — )
(M +~ - T [M' =y - T Az — 2'|A) = 6(z — )

{M'2 — (-T2 + (v H’),M’]}A(m —2|A)y=6(x—2") . (44)

Na Eq. (44), notamos o termo ~ [v-II', M'] operando sobre a fun¢do A é nulo quando
tomado entre os espinores de Dirac como citado em [49]. No entanto, em [28] arbitra que
esse termo estaria faltando e que o espectro de energia seria modificado. Mesmo assim, o
potencial efetivo obtido por [28] na Eq. (B10) é o mesmo de [50]. Isso é valido no sentido
de que estamos usando uma expansdo em primeira ordem para nossa lagrangiana efetiva em

relacdo ao campo, conforme [51]. Assim, vamos considerar
[y - II', M'|A(x — 2'|A") =0 . (45)

Portando, temos que resolver a Eq. (44)

Alx —2'|A') =6(xz — ) |. (46)

[M/Q _ (’Y'H/)2

Na préxima secdo vamos calcular a forma explicita dos operadores se originam do termo (y-I1')?

aplicado ao propagador.

3.3 FORMA EXPLICITA DOS OPERADORES DA EQUACAO DINAMICA

Diretamente da Eq. (46), notamos que os o termo (v - II')* pode ser escrito a partir

de quantidades ja definidas. Lembrando da definicdo dos geradores do grupo de Lorentz na
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representacdo de Dirac dado na Eq. (2), entdo

(v-11)? = Yy IILIL, = (Y9 +4"y"

1
— [ ZAAY L DAk
(277+27

1 12 12
25(7 49y

N

#) I I,

v /! !/
-7 ’7“)HMHV

v

1 1 1 1
VAT A ST = 5 57”7“) IT,IT,

2 2

1 12 v
+5 (7" = 4"y T,

(.

~~
:gMV

_ vTr/ /
- g# HMHV
— HIVHI

— H/2

_ 1 HVH/ H/
20'

Z uu H/ H/
2

—
=—toHV

T 1T
w011, IT,,

i vt/ /
— 50’” HMHV

- _ o't I H’
2 ~~

=—gHV

Z‘ v
— I = 2o (IT, T, ~ TI,IT,)

_ 2 i v
= H/ — 50’“ [H;N

) .

(47)

Calculando o comutador da Eq. (47), a partir da definicdo da derivada covariante, Eq. (26),

entao

(1,11

= (lau + e Al ) <lay + efA;) - (lay + efA;) Gaﬂ + efA;)
3 d, + - ef8 A+ 1efA’8 —l—efA’A'

- %23@ - ;efayAu — %efAyau — eFALA,

z%M@%—%@H-MA@—@%>

= —iey [0, AL —iep [A),0,] .

Calculando a aplicagdo do comutador da Eq. (48) numa func3o arbitraria:

entao

[0, 4] T () = Ou(A, I (x)) — A, (9] (2))
(8,40)J (x) + ALBAHT]) — ALBAHT])
= (0u4,)J () ,
[Hlﬁ“ H;] == —ief [QL, AZ/] — ief [AL, (91,}

= —ies(9,A, — 0,A.)
= —ieme, .

(48)

(49)

(50)
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Portanto, juntando as Eq. (47, 50), temos

2 2 4 v
(3T =12 = Lo [, 11

— 2 - %UW(—z’efFW)

1
=17 - ero - F (51)

Conforme a Eq. (51), vemos que agora precisamos calcular II". Para tal, vamos aplicar

a definicdo, Eq. (26), assim

1 1
2 = (5@ + efA;> (;aﬂ + efA’ﬂ>

1 1
= —0,0" + ;(%efA’“ + efA;ﬁa“ + efALefA’“
_ ef ¢s 2
=-0+ 78;“4’“ + TALGM + efALA’“ ) (52)
onde identificamos o 9,,0" = [0 como o operador de d'Alembert. A partir da Eq. (49)
[0, A¥] I (2) = 0, (A" J (x)) = A™(0,) (x))

= (0, A™) ] ()
= 0u(A"J(x)) = AL (0" (x)) + (0,A4™) (x) . (53)

Considerando campos eletromagnéticos constantes e usando o calibre de Schwinger—Fock,
definido na Eq. (32), entdo

1
=——F"|0
SF [0 — ),
L[
2 ozt
0
1 ox" Ozl
— gy
2 Gun OxH TH
=~
=67
1
= 3" gm0y
1
=5 EY g =0. (54)

antissimétrico simétrico

E portanto,
2 _ ey / f 2 A1 Al
I = -0+ 78#14“ + TANGN + efAMA“

= —O+2 00 + Ga,am. (55)
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Precisamos ainda obter uma forma explicita para os dois Gltimos termos da Eq. (55), estes em
funcdo de 4-vetores e do tensor eletromagnético. No termo Aj 0" nos valemos da antissimetria

do tensor [, e usando as propriedades usuais nos indices tensoriais, temos

Al or = ;FW @) o
BT
——é{;&ux—xW%+;EMx—xVy}

- 2 3Bt LRt ayor)
= Bl =2y (2], (56)

Agora o termo ALA’“. Novamente usando propriedades de tensoriais:

1
AlLAT = ZFW(:E — )P (x — '),

1
= ZFW(m - x')”ng”B Gory (@ — 2")"
1 14 (0%
= ZFW(x — ') 5§F“5(x — ')
1
= ZFHV(x — x/)yF“a(x - I/)a
1
= —Z(x — ')V F,, F* (x —2")*
=12,
1
= le—ay Rt )
1
= _Z(I — 2V (=) (57)

Portanto, com os resultados das Eq's (56, 57), reescrevemos a Eq. (55) da seguinte forma:

2 _ es 2
M =-0+ QTA;a“ + e Al AY
= -O+2Y9 —lF [(x —2)" O — (x — 2)*0"] § + € —l(x — 2 VF? (- 2')”
B i 4= T 4 "
2
i

= -0+ i { (= 2o — (x — 2OV} — " {(x — x’)”Fil,(x — a:’)”} . (58)
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Finalmente, a partir das Eq's (46, 27, 28, 47, 58), escrevemos
[M”? — (v-II')*] A(z — 2/|A) = 6(z — ')

2
(M——afJ-F) —H'Q—i—%efa-F} A(x —2'|A") = §(x — o)

02
Zf(x — V2 (x—2) + %fa : F} A(x —2'|A") = §(x — o))
2

1 2 e
O+ (M— —afa-F> + %fU-F+ Lz — 2 Fy, (v — ')+

2

{(M— lafg.p) +D—z'%fFW [(z —2)"O* — (z — 2")*O"] +
+
{ 4

Ef
_ZEF'LW

[(z —2')"O* — (z — x’)“@”]} Az —2'|A') =6(x —2') . (59)

Essa equacdo parece um tanto dificil de ser resolvida. No entanto, ela fica consideravelmente
mais simples quando a calculamos no espaco de momentos. Nas préximas secoes faremos esse
procedimento. Mas antes podemos simplificar um pouco essa equacao observando a simetria
de rotacdo.

Como pode ser encontrado em [52], os geradores do grupo de Lorentz — SO(3,1) — na

representacdo adjunta de 2 indices podem ser escritos como
J =i(x,0, — x,0,), (60)

e este tensor é antissimétrico. Esse gerador pode ser encontrado no dltimo termo do operador
diferencial da Eq. (59). Este é o gerador das rotacdes nesse grupo de simetria. Toda Eq. (59)

deve ser invariante por rotacdes do grupo de Lorentz. Portanto,

{—i%fF,w ((x — 2')"0F — (z — m')“@”]} Al —2/|A) =0 . (61)

3.4 PROPAGADOR NO ESPACO DOS 4-MOMENTOS

Como ja feito por Dittrich em [53, 46], vamos calcular a Eq. (59) no espaco dos

momentos. Mas antes, fazemos as definicGes:

1 2
ICQZ(M——an-F> —|—e—fa-F,
2 2
XH =(z — 2" )" (62)
dessa maneira, reescrevemos a Eq. 59 como
o2
{D + K2+ ZfX“Fi,,X”] A(X|A) = §(X) . (63)
O propagador A(X|A’) admite representacdo

A(X]A) = / %eip~X“A<p|A'> , (64)
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que nada mais é do que a transformada de Fourier inversa. Podemos representar a funcao

Delta de Dirac na sua representacao integral no espaco dos 4-momentos
d'p .
§(X) = | —eX". 65
)= [ e (65)

Substituindo A(X|A’), Eq. (64) e 6(X), Eq. (65), na Eq. (63), temos

2
04k + xepxe] [ 4P e X A(p|A') = AP e (66)
4T (27)" b (27)" '

Recuperando X* das definices na Eq. (62), podemos primeiramente atuar o operador

d'Alembertiano na parte 4-vetorial restante do lado esquerdo da Eq. (66),
Oe?nX" = grg,,ePr ™"

T {% exp(ip,zt — ipux’“)]

= 0" [ip, exp(ip, X")]
o .. .
= on, [ip,, exp(ip" X,,)]
= ip,ip* exp(ip,X*)
= —p? exp(ip,X") . (67)

Os 4-vetores da Eq. (66) podem ser relacionados com os momentos de forma que

exp(ip, X") = X" exp(ip, X") . (68)
I

Assim, reescrevemos a Eq. (66) como

d4piX“ 2 263‘82a ' d4piX“
[ e [+ - L | a0 = [ e o)

Em particular, quando X* = 0, temos duas §(X = 0) em ambos os lados da equacdo anterior.

Portanto, podemos afirmar que

2
2 2 9 2 v 9 /

- — S —F*"_— I A(p|lA)=1.

[ p -+ K 1 Op o (p|A") (70)

Agora, vamos primeiramente considerar um caso onde nao temos campos eletromagné-
ticos para assim, fazer uma identificacdo e realizar o caso geral. Nesse caso, A’ =0 = F" =
0V u,v. Da Eq. (62) também temos que F' = 0 = K — M e entdo, temos um caso bem

mais simples.

[—p? + M?*|A(p) =1

= Ap) = — (11)
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onde A(p|A’ = 0) = A(p). Esta é uma forma bem familiar para um propagador. Podemos

escrever essa igualdade a partir da funcao

Alp) = / ds e (72)
0

e isso pode ser visto simplesmente resolvendo a integral: fazendo uma mudanca de variavel
u = (M? — p*)s, entdo du = (M? — p?)ds,

A(p):/ ds e~ sM*—p?)
0

1 ©
(M2 —p2)/o du e

1 ul®
=2 o
1
= - 0—1
M2—p2( )
1
- - 73
_p2_|_M2 ( )

Podemos utilizar a ideia da Eq. (72) para escrever o propagador que desejamos calcular no
caso com campo externo ndo nulo. Assim para resolver a Eq. (70), nos baseamos num ansatz
de [46, 50, 54]. Entdo

Apla) = [ ds MO (74)
0
onde definimos o que chamaremos de funcdo dos momentos M (s)

M(s) = p*Xag(s)p” + V(s), (75)

com X sendo um tensor simétrico X3 = Xj3,. No caso de campo nulo, voltamos para nosso

ansatz anterior, pois definimos também que,
Xop = $gap, V(s) =0 (76)

Substituindo a Eq. (74) na Eq. (70), entdo

2 00
2 2 f 9 2 pv 9 M(s) ,—sK?
— K — e d =1. 77
-+ 1 o ap"}/o s e e (77)

Aplicando as derivadas nos 4-momentos do ultimo termo dos colchetes na exponencial de
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M(s), dada explicitamente na Eq. (75), vemos que

0 0 e 0 0

g 9 _ 9 N 5
Opt apve dpi Op exp (p* Xag(s)p” + V(s))

o (a . . )
~ o {apv (0" X (5)0” + V(s)) exp (0" Xas(5)p” + V(s))] }
_ 9
= o
9
= 5
0
= o 22,50 exp (p* Xapp” + V)] }
= QXVB55€M(S) + QXuﬁpBQXaupo‘eM(s)

= (2X,, + 4X,0p" Xy5p”) M (78)

(0% Xusp® + 1° X o500 ) exp (p* Xapp” + V)] }

{[(Xsp” + p* Xow) exp(p* Xagp” + V)] }

Ent3o, como os operadores p e K sdo lineares nas exponenciais, podemos escrever todos dentro

da integral
= 2 > € o M K2
/ ds |—p? + K* — 5 F W (X 4 2X,00" Xypp”) | MBI =11 (79)
0
Podemos reconhecer nossa notacao aqui, de modo que

PPy, =Tr(F X)),
POXop F2 " Xyop’ =p- X - F*- X - p, (80)

entao
2

& e
/0 ds |:1C2—p-(1+6?X-F2-X)-p—EfTI‘(F2-X) eME) =K — 1 (81)
3.4.1 Determinacao da funcdo dos momentos

Do ansatz da Eq. (74) precisamos determinar totalmente a funcdo dos momentos M(s)
definida na Eq. (75). Da secdo anterior, podemos descrever o procedimento que estadvamos

fazendo a partir de uma simples equacao:
/OO ds g(s) e 7® =1, (82)
0
onde
gls) = K2 —p- (1+ X F2 - X) - p— LTu(F? . x)
f(s) = —M(s) + sK* . (83)
Identificamos ainda

9(s) = = f(s) . (84)
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Dessa maneira, podemos estabelecer algumas condi¢Bes para funcdo f(s) a partir do calculo
da integral da Eq. (82)

R o [T a4 —f(s)]
[ plem Lol

s
_ @
= lime /®) — lim e/
s—0 5—00
=1. (85)
Portanto, estabelece-se que
f(0) =0,
L f(s) _
Slig)loe 0. (86)
Da Eq. (83)
_df(s)  dM
(s) = ds  ds i
2
e
:}”(Z—p-(l—l—e?X-FQ-X)-p—EfTr(FQ-X)
d ¢
:»dﬂ:p-(1+e§X.F2.X)-p+3fTr(F2.X). (87)
S
Derivando a forma explicita da funcdo dos momentos M(s) da Eq. (75)
dM d d
e gy
ds ¥ ds sls)p” + dsy<8)
d d
=p-—X- —V, 88
Prigs™? + dsy (88)
comparando a Eq. (88) com a Eq. (87), podemos concluir que
Ty_11ex . Fox
ds f '
d ¢
V= Tr(F?-X) . (89)

Estas, Eq. (89), equacdes diferenciais de primeira ordem, admitem solucdes do tipo

_ tan(eyF's)

X<S> €fF '

Y(s) = _% Tr In [cos(e; F's)] . (90)
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Essas solucdes podem ser testadas por verificacdo direta:
d ¥ d [tan(esF's)
ds"  ds efF
1
= %Msecz(ef]?s)
= (1 + tan®(esF's))
= [1+(efFX)’] = 1+ e5X - F?- X)),

%y _ _% Tr {dii In [cos(est)]}
_ _% T {COS(SW[_ sin(est)](efF)}

1
=3 Tr [tan(esF's)esF
1
=5 T [e5F? - X]
62
= EfTr(Fz X)) . (91)

Assim, a funcao dos momentos é dada por

tan(e;F's) 1

M(s)=p o F Py Trn [cos(efF's)]| . (92)

Podemos assim calcular os limites impostos pela Eq. (86):

0
£(0) = lim f(s) = lim {—W +,s/0/c2] ~0

s—0

lim e/ = lim exp[M(s) — sK?]

S§—00 §—00

portanto, os limites que impusemos foram satisfeitos.

3.5 LAGRAGIANA EFETIVA DO MODELO NJL-SU(2) QAMM

Das expressdes Eq.'s (64, 74, 75), podemos rearranjar as integrais e escrever o propa-

gador como

d4p i " /
We Pt A (plAT)

4 00
d p eipuXM / dS G—SIC2+M(S)
0

0 4
_/ ds ele2/ dp eip-XeM(s)
0
J

Az —2'|A)

(2m)t

Ood —sK24Y(s) d4p iX-p+p-X-p
S e We . (94)
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Desejamos mostrar que a integral nos 4-momentos é uma integral gaussiana. Podemos abrir o

expoente desta como
iX-ptp-X-p=iX"-p+p - X-p, (95)

onde A! corresponde ao vetor linha associado ao vetor A, X¥ a uma matriz 4x4 associado
ao tensor de ordem 2 X'. Considerando uma mudanca de varidveis de Jacobiano unitéario, de

modo que

g=pt (X)X (96)

entao
0260 0= (v 4@ x) & (e f@ )
= (pt + %Xt : (X)t_1> X <p + %(X)l : X>

:pf.)(.p+pt.x.E(X)—l.X+th.(X)t‘ X p+

2 2
:pt.x.p+fpt.;\{.(X)—l.X+th.(;()—1.)(.p+
2 N—— 2 ——
-1 1

1
=p- X optiX -p— X' (X)X

1
:>iX-p—|—p-X-p:q-X(s)-q—I—ZXt-(X)_l-X. (97)

Dessa maneira podemos voltar na integral dos 4-momentos da Eq. (94) e entdo
4
/ d’p o F piXeptpXep f d4q eqX(s) qtixt(x)"tx
(27)" e
= e XX [ X () (98)

e finalmente podemos resolver a parte dos 4-momentos a partir de uma integracdo gaussiana.

Esta esta feita explicitamente no Apéndice C. Entdo temos

A gxa_ 1 1
/ (2m)2 (4m)2 | /det(X) (99)

Do corolario da formula de Jacobi, temos que

det [X(s)] = ™) (100)
portanto, reescrevemos
d4q 7 1
1 qX(s)qg —3 TrinX(s) 101
/ (2m)* (4m)2© (101)
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Podemos multiplicar e dividir a Eq. (101) por s?, dessa maneira

d4q X (8)- i 82 —LITrinx(s
/Weq ()q: (471_)2?6 2 (5) . (102)

Por sua vez, devemos nos perguntar, o que representa s> na forma matricial, ou melhor um
determinante dado por s2. Como estamos no espaco-tempo 4-dimensional, somos motivados

a pensar em uma matriz cujo determinante seja formado da seguinte maneira:

52 = det (diag(v5, V5, v/5, v/3))
= exp (Tr In \/E)

1
= exp (—5 Trln s_l) . (103)
Substituindo s? na Eq. (102), entdo

4 ; 2
/ﬂeflé’((s)-q_ t s o3 TrinX(s)

(2m)* (4m)2 52
1 1 1
= ﬁ? exp (—5 Trln 51) exp (—5 Trln X(s))
S —lT[1'4+1X(ﬂ
_(47T)2826XP 5 Ir|lns nX(s
_ i 1 e—%Trlnsle(s) . (104)

(47)2 s
Substituindo agora na Eq.(98)

\ .
/ (;l 154 X PP Xp o3 XH(X)ThX (4Z )2 %@_éTrln({lX(s)) : (105)
- m)2s

Com o resultado da integral na Eq.(94), podemos entdo escrever o propagador como

= K2 AP ixpipr
A(r — 2'|A) :/ ds e* “’(S)/—ez PP
0

)
. [e.e]
- (4;)2 / § ¢ TP V) A XXX o Teln (57 ()
0
1 > ds —sK24+1 Xt (X)L X4+Y(s)—L Trin(s~1 X (s)
:Mﬂ?A S e 5 Trin( ). (106)

Podemos simplificar os dois dltimos temos usando a Eq. (90):

V(s) — %Tr In (s7'X(s)) = —% Trln [cos(esF's)| — %Tr In (51 tan(est))

efF
) 1 Sin(est)
— _Trl Fs)| — 5 Trl
5 rln [cos(efF's)] 92 T (estcos(efFS))

1 sin(esF's)
— Tyl
2rn¢g@ﬁﬁéF%%%?§)

1 sin(esF's)
— Ty (2T 1
5 n( e Fs ) (107)
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E portanto,

! 7 ds 1 - 1 sin(esF's)
A(X]A) = (47T)2/0 gexp{—leZJrZXt-(X) L X - Trln {—efgs H _

(108)

Esse resultado foi publicado nés como material complementar na participacdo de um evento
em [55]. Agora podemos analisar cada termo da exponencial separadamente.

No formalismo de tempo préprio [56] das lagrangianas efetivas de Euler-Heisenberg
[34], o pardmetro s justamente significa que apds determinado tempo préprio s, esta volta
para onde estava. Como acdes efetivas somam sobre loops fechados, fazendo © — 2’ e dafi

X = 0. Fazendo uma mudanca de variaveis s — s, entdo o propagador se resume a

, 1 Cds 2 1 sinh(esF's

Agora precisamos voltar a Eq. (30), ou seja, nosso ansatz inicial. Utilizando o fato de que
¢(z,x) =1, ou seja, a fase de Schwinger é unitéria, e utilizando o gauge de Schwinger—Fock
dado na Eq. (32), entdo

G(F) = [M' —~ - A(F) = {M’ — A Ga; + efA;)} A(F)
- [M’ .z Ga,g - %FWXV')O] A(F) = M'A(F) (110)

pois 0, atuara no propagador A(F) que pela Eq. (109) pode-se ver, ndo depende mais dessa

variavel. Continuando com o célculo substituindo a Eq. (109) na Eq. (110)

M [Tds e 1 sinh(esF's)
G(F) = (17)? /0 =€ exp{ 5 Trln [ o Fs : (111)
} .

das definicdes de M’ Eq. (27) e de K? na Eq. (62) ainda podemos reescrever

1 1 * ds _ 1 2 e
G(F)_(éhr)? (M—iafa-F)/O S—zexp{—zs [(M—Ean‘F> —|—EO"F

X exp {—lTrln {M] }

comp{ L [ a2
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Precisamos calcular o traco da expressdo Eq. (112) para relacionar com a sua lagrangiana.
O termo proporcional ¢ - F' na quinta linha dessa equacdo é identicamente nulo, pois o

Tr(o - F)' = 0, como para demais poténcias impares (conforme pode ser visto em na Eq. (A2)

de [57]). Assim,

M [ ds , 1 2 e
TrG(F):Tr{(47T)2/O gexp{—zs (M—éafa-F) +EU.F

M [>*d 1 ?
= (4%)2/0 —2Trexp{—zs (M— §afg-F) + %fa F } X
1 h(e/F
x Trexp {—5 Trin {Smei;{s s)} } (113)

Podemos calcular cada um desses tracos separadamente. O primeiro traco pode ser reescrito e

calculado a partir das expressdes presentes no livro [58] no Apéndice A do Capitulo 33:

1 2
Trexp{—z's [(M—éafa-F) -|—@2f0 F }
= (e‘isz\/f?) Trex {—is [lag(d : F)ﬂ }

[
/

Tr eis(an—ef/Q)(a~F)

=4 cos[2 (af?\rd—ef/Q)sB] :e—z‘sa§32
_ o—is(M4a3B?) 4 [2 <an - %) SB} — o 5KGsy cos(2MnsB) , (114)

2 2 2 _ e
onde K§, = M* + a3} B e 1y = —ay + qr557-

Aqui precisamos consertar um sinal. Dittrich adota que e é a carga elétrica do elétron.
No nosso caso, precisamos adaptar para nossa convensao, onde e é a carga do préton. Assim

dizemos que e — —e e entao

e
g = A — Qo = —qs(ay +1)up . (115)

Aqui evidenciamos uma escolha: estamos tomando apenas campos magnéticos. Ou
seja, apenas campos na direcdo z, ou 3, escolhendo um potencial vetor do tipo A, = 0,071 5.

Ainda precisamos do dltimo traco. Dé [58, 47]

1 inh(e;F Fs 7'
Trexp {—5 Trln {M} } = det {L]

efEs sinh(efF's)
efBs
=— 116
sin(eyBs) (116)
Finalmente,
M [>d Bs
TrG(F)=TrG(B) = &8 gmikeys cos(2Mn¢Bs) . (117)

am? f, s sin(eyBs)
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Agora precisamos voltar da formulacao de funcdo de Green de 2 pontos para calcular a

lagrangiana efetiva. Usando a Eq. (29), e explicitando o indice de sabor f, podemos escrever

8£f oL 8/C8f B
iy = TOB) = g il =TAm) = L= o /dIC TrG(B).  (118)
—2M
Assim,
1 ,M © dS 1 7”Cg s efB
— e_mgfsicos(QMnst) : (119)

87?2 0o s sin(eyBs)

E conforme se esperava, obtemos uma lagrangiana similar a que Dittrich obteve em [50] (Eq.
2.9 desta referéncia), mas no nosso caso, indexada pelos sabores dos quarks f. Esta é dada

por

1 dS 2 6 B
| L¢(B) = =ikgps SIS 4 os(2Mn,Bs) | 120
s(B) 327r2/ $3° sin(esBs) cos(2Mn; Bs) (120)

como se esperava dada a natureza fermidnica, tanto dos quarks, quanto originalmente foi
calculada, para os elétrons.

Com essa densidade lagrangiana na forma integral podemos fazer o procedimento de
regularizacdo e encontrar o potencial termodindmico e a equacdo de gap no modelo de Nambu-

Jona-Lasinio em SU(2) com quarks sob efeito do momento magnético anémalo (QAMM).
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4 POTENCIAL EFETIVO E REGULARIZACAO VMR

"... there are several possible schemes that can be introduced and
implemented in several different ways. Which, therefore, is the “right” one?
The answer to this question is that all are: a nonrenormalizable model per se
is not unique; it depends on the form of regularization chosen. That is, the
regularization scheme determines the model, and not vice versa.”

Sandra P. Klevansky — 1992 [37].

Conforme feito por Dittrich [47], o estudo do AMM do elétron em potenciais efetivos
de um Joop, vamos procederemos com a inclusdo do gJAMM na lagrangiana do modelo NJL
em SU(2). Na aproximacdo de um loop, vamos tomar emprestadas algumas definicGes que
podem ser encontradas em [29]. Esse foi um trabalho muito importante, pois trouxe a voga
novamente o gAMM, depois de longos anos desde a publicacdo de [8], onde ja era utilizado o
modelo NJL.

Da dltima equacgdo do Capitulo 4 referente a funcdo de Green, a Eq. (120), temos a
lagrangiana efetiva obtida via o formalismo das lagrangianas efetivas de Heisenberg—Euler—
Weisskopf conforme ja discutido. Para associar essa a um modelo de quarks precisamos somar
cores e sabores. A contribuicdo nas cores sao aditivas, assim temos um fator N, = 3, mas

deixaremos de modo geral como N.. Somando para os quarks up e down, temos

LB)=N. Y £,(B)

f:uvd
N. [*ds _y2, esBs
= —e Mot L cos(2Mn;Bs) . 121
f;d 87r2/0 e sin(esBs) cos(2Mn; Bs) (121)

O momento magnético anémalo dos quarks (QAMM), é dado por

eq;
2’

ap = f=u,d, (122)
onde a, = (137)~! é a constante de estrutura fina e ¢; a razdo de carga dos quarks (g, = 2/3

e qa = —1/3). O magneton de Bohr é definido a partir da massa efetiva, dado por

[
pp= (123)

2M
Essa definicdo pode parecer um tanto heterodoxa, pois para o caso do elétron, a massa em
questdo é a propria massa deste, e no caso dos quarks, escrevemos em funcdo da massa efetiva
M que é uma massa dindmica, totalmente dependente do valor do condensado quiral. Essa
definicdo foi adotada, tanto por [8], quanto por [29].

Definimos ainda a matriz dos gAMM como

a= diag(aiu (ld)

diag(quorutin, qacapin) - (124)
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e 0 JAMM efetivo como

ay
ky = ——
YV
= af = qfoflip
= qufeB . (125)

Podemos novamente realizar uma rotacdo de Wick, s — —is na Eq.(121). Assim,

recuperando a definicdo da Eq. (115), entdo

2 Bs
i (reBs O 1)greB 126
fzu:d g sinh(qreBs) [(ay + 1)greBs] (126)

onde
K&y = M? +a}B?

2
30+ (o)
T\ W5
= M?* + (ksqreB)* . (127)

Nota-se da expressdo (126) que no caso limite, onde ay = 0, temos Koy — M e a divisao
entre cosseno hiperbdlico por seno hiperbdlico ganha o mesmo argumento se transformando
exatamente numa cotangente [59] . Esse caso ja foi explorado largamente, pois é o modelo NJL

tradicional. Conforme [59], vamos aplicar o esquema vacuum magnetic regularization (VMR).

41 VACUUM MAGNETIC REGULARIZATION (VMR)

O esquema VMR corresponde a separar os termos do potencial efetivo entre contribui-
cOes do vacuo e contribuicoes magnéticas. Essa se da devido a contribuicdes independentes
da massa, proporcionais a ~ eB? e que dependem da constante de cutoff. Isso é realizado
fazendo as subtracGes apropriadas para remover as divergéncias de algumas integrais. Assim,
poderemos reescrever a Eq. (126) numa maneira finita e identificar as diferentes contribuicdes
para o potencial efetivo.

Na Eq. (126), podemos definir

qreBs

f(s,B) = Snh(q,cBs) cosh[(ay + 1)greBs] , (128)

assim

=3 o5 [ S (120)

f=u,d

Entdo, sendo = = greBs, tomando a expansdo em série de Taylor para z << 1, dé
temos [60]

cosh[(ay + 1)z] = 1+ [(QL + O(x)
(sinhz)™' = csch(z) =1 — £+ O(a?) .
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Fazendo a multiplicacao:

f(z(s, B)) = x cosh|[(af + 1)x] csch(z)
=7 {1 + W +0(:E4)} {l _z + (9(373)}

=1+ é [3(ay +1)* = 1] 2° + O(2*)

f(s,B)=1+ é [3(ay +1)* — 1] (greBs)* + O(s") . (130)

Portanto, mostramos que

BfS
B) = ————cosh B
f(s,B) Sab(B;s) < [(ay +1)Bys]
1
=1+ [3(ay +1)* — 1] (Bys)* (131)
onde definimos

Agora precisamos manipular essa funcdo somando alguns termos nulos, vamos somar exata-

mente aquilo que obtemos na Eq. (131),

BfS
B) = ————cosh 1)B
f(s. B) Snb(Bys) < [(ay +1)Bys]+
1 1
145 [3(ay+1)> = 1] (Bys)® —1— G [3(ay + 1) — 1] (Bys)* . (133)
Substituindo a Eq.(133) na Eq.(129):
N, > ds 2
B) = : —e*orsf(s, B
o) = 3 o5 [ Seties )
f=ud
NC o0 dS —’C2 BfS
= — %8 ————cosh 1)B
f;d 87?2/0 R {sinh(st) cosh(ey +1)Bys]+
1 1
—1-2 [3(ay+1)> = 1] (Bys)* +1+ G [3(ay +1)* — 1] (st)2}
N, [*ds _j Bys
= — 8¢ ————cosh 1)B
f;d 8%2/0 e {Sinh(st) cosh(ay +1)Bys]+
1
—1-= [3(ay +1)* — 1] (st)2} +
T S D O = YRR LR
= 82 Jy s Fam 6 82 ! 0o S

— ()mag + Qvac + ineld
— Qe (134)
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onde

Nc & dS k2 BfS
Qmee = —e st § ———— cosh 1)B
Z 8%2/0 53¢ {sinh(st) coshl(ay + 1) Bys]+

f=u,d
1
—l-2 [3(ay +1)* — 1] (st)2} , (135)
vac Ne = ds —K3ys
. N, B? > d 5
o = 3 N L 30y 417 - 1) /0 DKy (137)

Na Eq. (135), 2™ representa o termo puramente magnético, ou de interacdo. Ha mistura
entre funcdes relacionadas ao campo magnético. Na Eq. (136), 2V é o usual termo de vacuo
do modelo NJL. Nota-se que este, em relacdo ao modelo NJL apenas sob campo magnético
e sem o efeito do gAMM [61], poderia até ser obtido por pura identificagdo M — Koy, de
modo que quando ky = 0, Koy — M. Assim como seria esperado, o modelo NJL volta ao
caso usual sem gAMM quando gAMM ¢ nulo. J4 o termo Qfeld, Eq. (137), é proporcional ao
quadrado no campo magnético. Os subscritos “NR" indicam que os potenciais ndo foram ainda
regularizados. Faremos isso posteriormente nos esquemas de cutoff 3D e de tempo préprio.
O procedimento descrito aqui se trata do esquema VMR. Com este nds regularizamos
a integral divergente (126), mas ganhamos algumas integrais que devem ser regularizadas. A
Eq. (135) esta regularizada apds as subtracdes até segunda ordem. As Eq's (136, 137) ainda
sdo divergentes, quando s — 0, o limite inferior de integracao, mas podem ser implementadas

a partir esquemas de regularizacdo.

4.2 REGULARIZACAO

Como ja discutido no Capitulo 1, o modelo NJL n3o é renormalizével devido a dimens3o
negativa de massa da sua constante de acoplamento GG. Assim, devemos adotar processos de
regularizacdo. A regularizacdo nada mais é do que tratar as divergéncias da teoria. A natureza
regularizavel do modelo impde uma condicdo um tanto paradigmatica, de modo que o modelo
NJL nao é completo até adotarmos um método de regularizacao, e de fato a regularizacdo que
o define [37].

Existem varios métodos possiveis de regularizacdo, entre ele os de cutoff que se valem
dos limites de momento das particulas envolvidas e cortam os limites infinitos da teoria a
partir de uma constante de cutoff, isto é, co — A. Existem duas versdes, a 3-dimensional
ndo-covariante, e a 4-dimensional covariante. O cutoff 3D é tomado quando consideramos
o 3-momento p?> < A% Como naturalmente deveria ser, o 4D é quando consideramos o
4-momento p,p* < A%

O método de Pauli-Villars [62] é um método importante pois preserva a invariancia

de gauge. Este consiste em supor uma série para o termo divergente e a partir de critérios de
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convergéncia regularizar esse termo.

O método de tempo préprio introduzido por Schwinger [56] consiste no calculo do
traco da funcdo de Green associada a uma particula, este contribui diretamente no céalculo do
condensado quiral. Esse método também é covariante. Subtraindo contra-termos das integrais
divergentes conseguimos regulariza-las. O parametro de integracdo destas é o tempo préprio. O
métodos das integrais de Feynman também permite o mesmo tipo de célculo. Outra forma de
fazer isso, e a que iremos usar nesse trabalho, é trocar o limite inferior das integrais 0 — 1/A2.
Detalhes sobre esses métodos podem ser visto no texto de Klevansky [37].

Na secdo seguinte vamos regularizar o potencial mag (magnético). Vamos utilizar o

esquema cutoff 3D e o esquema tempo préprio nos potenciais vac (vacuo) e field (campo).

4.3 REGULARIZACAO CUTOFF 3D

Na Eq. (136) definimos

vac NC *ds —K2.s
= 82 N v
f=u,d
= > NJIp<, (138)
f=u,d

onde definimos a integral 7. A fun¢do Gamma [63] € definida como

F@%:Amfle%m Re(z) > 0., (139)

assim podemos reescrever a integral:

1 > ds
_6_’C(2)fs

Juac —
f 82 J, s
4 )
= [ gppiet
872 J,
_ L 5 =2) (140)

a 871'2 s—0 (IC(Q)f)_“S .

Podemos comparar esta, Eq. (140), com a energia do vacuo do modelo na auséncia de campo
magnético [61] fazendo a identificacdo M — Ky f, entdo

2 oo
Ey=——= [ & \/p*+ K2
0 (271_)3\/0' p p +,C0f
1 o0
:_F/ dp p*\/1* + I, (141)
0

Kt

=—— [ dpp’V1+p
™ Jo

_ 1 lim L /oo dp p* (14 p?) /2 (142)
7-[-2 $s—0 (’Cof)—2+s 0
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Da propriedade que relaciona funcdes Beta com funcoes Gamma, temos

['()l'(y)

B(x,y) = ——==, 143
R (143)
e também que

dt t(1 t2”1=—B<—1— ——). 144

Ent&o, aplicando as propriedades da Eq. (143, 144) na Eq. (142), temos

1 1 1 3
A= (32 )
1 1

= —lim —F(—2 + ). (145)

© 872 550 (Kop) 2t

Comparando as Eq.'s (145) e (140), notamos que estas s3o iguais. Isso nos permite utilizar a
representacdo da Eq. (141) para computar o termo de vacuo.

Na regularizacao cutoff 3D, fazemos um corte explicito das integrais de momento.
Assim, supomos que a partir de um dado p = A, sendo esta constante, as contribuicées da
integral sdo nulas. Dessa maneira, nas Eq.'s(136, 137), trocamos o limite superior de integrac3o,

oo — A. Para o termo de vacuo,

Qvee = — Z /dpp,/p + K5

f=u d
A+ /A% + K2
N, \ 0f
=-> o7 | M JA% + K2,(20° + K3) — Koy In oy ] . (146)
f=u,d

ao computar a integracdo (Eq. (2.272.2) do Gradshteyn [60], calculada nos limites de integra-
cdo).

Para o termo de campo magnético, temos

. N. B2 ©ds o
ores = 3 N D7 g 0?1 / as Kz 147
f=u,d 6 82 [ (O-/f * ) } 0 S ‘ ( )

Podemos observar o resultado de outra integral

OOd d d (P*+KGp)u
o), ) e
:/ due’cof/ dp p e 7"
0 0
—_——

1 00 fngfu
=3 /0 du . (148)
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Notamos que entdo que

ds 2 /°° D
A N QS — 149
\/0\ s (& o p p2+lc(2)f ( )

Substituindo na Eq. (147) e aplicando o esquema cutoff 3D

| B3 !
Qfleld — Z %Tf [S(Oéf -+ 1)2 — 1] / dp ])2%
0

26 A e
N, B K2,
S S (s 12— 1] In 1
26 s 3oy + 1) = 1] g = (150)

onde a integral da Eq. (150) pode ser verificada a partir da Eq. (2.145.2) do Gradshteyn [60],
calculando nos limites de integracao.
Para estarmos condizentes com o esquema VMR, conforme [59], ainda precisamos

identificar a expansdo

2
K3 Ly K2 K3 K4
In L 2 Y Y0 (—Of) : (151)
ICSf + A2 14 % A? A2 A4
dessa maneira, para
K&y < A* = M*+a}B* < \?, (152)

devemos eliminar os termos remanescentes da expansao que dependem da massa, do gAMM

e do campo magnético, para assim poder escolher A arbitrariamente grande. Ent3o

IC K
In— —~In-% 1
Icgf+A2 X (153)
Assim, o potencial efetivo na regularizacdo de cutoff 3D n3o-covariante é dado por
Bys
Qeff / IC2 e h 1B
Z 82 sinh(Bys) coshl(ay +1) Bys]+
1
-1 - A [3(ay +1)* —1] (st)z} +
N, o \ A+ /A% + K
= D 55 [ MM+ KGR0+ K) — Ky In =
f— of
2 ’C2
- Z—g—f (af+1)? = 1] In -2 A2 . (154)
f=u,d

No préximo capitulo iremos, tomando também a contribuicao do potencial proveniente
da MFA, calcular o minimo do potencial termodinamico e assim obter sua equacao de gap.
Ao resolver esta, poderemos obter a massa efetiva dos quarks e assim observar fen6menos
associados a catalise magnética.

No caso da regularizacdo de tempo préprio, ao invés de regularizarmos a divergéncia

00, regularizamos o 0 das integrais.
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4.4 REGULARIZACAO DE TEMPO PROPRIO

Ao invés de “trocar” infinito por uma constante de cutoff, regularizamos as divergéncias

das integrais para s — 0. Ou seja, cortamos o limite inferior destas. Para o termo de vacuo,

vac __ NC OOdS —K2.s —K2.s
e e o T s o

f=u,d

Para o termo de campo magnético, temos

ie NCBQ OOdS_zs
Qfld:ZFg_ﬁj;[g(&f—kl)z_l]/ 22 o= Koy

0 S

f=u,d
NC B? 2 > ds —K2.s
- > & gz Blay+ 1) 1] /1 — e (156)
f=u,d A2
Nesse caso, o potencial efetivo é dado por
Bys
Qeff IC2 f h 1\B
P oo [ Gt ooy + 1Byl

-1- é [3(af +1)* —1] (st)Q} +

) N, B} ®ds 2,
> o S Y R Blag 12 -] [T Mo sy

f=u,d f=u,d A2
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5 EQUACAO DE GAP

O potencial termodindmico do modelo NJL - SU(2) na presenca de um campo magnético

externo da direcdo z e com a inclusdo do momento magnético anémalo é dada por:

(M —m)?

Q:
4G

4 Qv 4 Qfield | mae (158)
onde o primeiro termo é fruto direto do procedimento da MFA, conforme a Eq. (19). Os
trés termos seguintes dos procedimentos de regularizacdo do Capitulo 4, onde mostramos
que dentro do esquema VMR que Q¢ = Qvac 4 Qfield 1 (Omae  Estamos aqui no caso com
temperatura e potencial quimico nulos 7' = ;4 = 0. Para mais detalhes sobre como incluir os
efeitos de meio denso e quente nesse modelo, consultar o Apéndice D.

A equacao de gap corresponde ao calculo do extremo do potencial termodinamico:

o0
oM

M:MeffEM

~0, (159)

dessa maneira, tendo os potenciais regularizados segundo os métodos cutoff 3D e tempo

préprio, podemos encontrar as equacdes de gap em cada esquema.

5.1 EQUACAO DE GAP USANDO O CUTOFF 3D

Das Eq's.(158,159), podemos encontrar a equacdo de gap no esquema de regularizacdo
cutoff 3D. Logo,

o0 0 [(M—m)?
OM — OM 4G

M- |
; Gm + 94V 4 0, QfH 1 9y, 0maE = (160)

+ Qvac + ineld + Omee| —

=

onde definiu-se uma notacdo abreviada para 9/0M = J). Entdo notamos que devemos
calcular essas 4 derivadas parciais em relacao a massa, e assim posteriormente, essa assume
o significado de massa efetiva. Os temos 2¥2¢, Qfield (Om2¢ e dependem explicitamente dos

sabores f = u, d. Dessa forma, podemos escrever este como

Qe = 3 Qe (161)
f=u,d

e da mesma forma para os outros.
Antes de prosseguir nos calculos das derivadas dos potenciais, é interessante observar

as derivadas de algumas quantidades. Pela Eq. (125), as é definido como a; = graye/2M.
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Assim, sua derivada em relacdo a massa efetiva é
(=1)
Omas = qroge SWVE
e 1
p— a — —
o0 M
N——

=ay

ar
—_— . 162

Da Eq. (127), K2, = M? + a%2B?, ent3o ja usando o resultado da Eq. (162
of f

8M’C(2)f =2M + Qaf(aMaf)B2

1 2 P2

Q?Bz) | (163)

:2M<1— e

Ainda precisamos calcular a derivada para Kyy:

aM,Cof = 8M M? + G%B2

1 1 9. K2
= ——— 0\ 0
2 ez vazpr
1
— M —_
ZICOfZ < )
M a’B?

2 »2
afB
M2

Assim, usando a Eq. (146) e as calculadas Eq.'s (162, 163, 164), podemos calcular o

A+ /A2 + K

termo de vacuo da equacdo de gap:

vac NC
Oy = — 50w AyJA2 + K2L(20° + K5 ;) — K In oy

_ N {[on/02 13, ] (207 + K3p) + Ay /02 4 K3, [0 (202 + KBy )]

82
A4 /A2 + K A4 /A2 + K
—(OuKL,)In - ) — K, 0n . 1V (163)
0f 0f

mais detalhes desse extenso calculo pode ser visto no Apéndice E. Por fim o resultado é dado

2B2\ N A+,/A2+ICSJC
vac f c 2
D2 = — M (1_ Mz)w Ay/AZ 4+ K2 — K25 In X . (166)

por
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Da Eq.(150), podemos calcular a contribuicdo

N, B? K2
f|eId f ~of
M2 3 82 ngf '

Da Eq.(135), podemos calcular a contribuicdo de interacdo 0,28

ma N, [*ds _y2 Bys
(9MQ & — 8M{8 2/ ;6 of {W COShKOéf + 1)Bf8]+

-1 - % [3(cp +1)% — 1] (Bf5)2} }

()

e RN (s
5 —K2 s fS
9 K3 CBis 1
e 0o (c‘)M6 f) {sinh(st) cosh((ay + 1) Bys|+
™

“L- § [Blag 17 - 1) (Bys)

a;B*\ N, [*ds s Bys
=-M(1-- - el 2L cosh 1)B
< M? ) 47T2/0 s2¢ {sinh(st) coshl(ay +1) Bysl+

-1- % [3(ap +1)* — 1] (st)2} : (168)

Portanto, das equacdes (160, 161, 166, 167, 168, ), temos a equacdo de gap via

regularizacdo cutoff 3D:

_ 232 A4 /A2 + K5
o (o) 20 g g (S |
f=u,d

2G M2 271'2 [Cof
-> M LGB N B Blay 12 -]

f=ud M? 3 8n? Icgf

CL2BZ N ® Js 5 B.s

- M 1— f ¢ _ -K §S —f h 1 B

fzud ( M? ) 47T2/0 2 {Sinh(BfS) cosh{(ay + 1) Bys]+

1

—1-2[3lay+1)" = 1] (st)2}=0. (169)

5.1.1 Equacao de gap cutoff 3D para qQAMM nulo

Uma caso interessante é tomar ay = 0 e ay = 0 na Eq. (169), espera-se retomar o caso

onde temos a equacdo de gap para o modelo NJL-SU(2) com momento magnético anémalo
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dos quarks nulo. Fazendo isso entao

0 2
_ZM 1_ﬁ Ne A A2+%ﬂ/[2 M A+VA2+%
f=u,d

o

Ofln 7 +

M? | 272 W

0
2 2 13 12—1]
_ZM 1— B Nch“%/Jr) +
M? 3 872 M?

0f

B2\ N. [*®ds M Bys
ANVl F e [0 K% f h B
Z M2 | 4n? ), s2¢ {smh(st cos %(Q s

-1-% [3(%& 1)2 — 1} (st)z} ~0

M — MN,
= 2Gm_ 2

=u,

2 2
AVAZ T2 — M2In <A+ VJJ\>+M )]+
N, B

MNC dS _MQS 1 2
- fZUd I Z w2, =2¢ {stcoth(st) —-1- g(st) } =0.

(170)

5.1.2 Equacao de gap cutoff 3D para qQAMM constante

No caso do gJAMM constante em relacdo a massa efetiva, teremos uma modificacao

sutil na Eq. (162), onde claramente Omay = 0. Dessa maneira, algumas derivadas sdo alteradas,

como
M
oo = — . 171
wkos = e (171)
Assim sendo, a Eq. (169) se torna
A+ /A2 + K3
M —m MN, |\ [ o V 0f
2G _f; 2m? A%+ Koy = Koy n Koy *
oy MN, B} [3(ay+1)> —1]
= 3 87?2 K3,
—Z e’C2 icosh[(a +1)B s]—1—1[3(@ +1)> = 1] (Bys)’ p =0
= 47T2 sinh(Bys) / / 6 / / '
(172)

Podemos fazer os mesmo procedimentos para a regularizacao de tempo préprio.
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5.2 EQUACAO DE GAP USANDO O TEMPO PROPRIO

Para o célculo da equacdo de gap no formalismo de tempo préprio, em relacdo ao caso
de cutoff 3D, apenas o termo de vacuo e campo mudam, de forma que partindo das Eq.'s (155,
156)

O 2™ = Z ]2 /1 _8 e s Z 7r2 3 gfsaM(’Cng)
f=u,d f=u,d
Ne [*ds | _xa achQ
- — Z 1 /1 Z‘ , fe o ZM( Ve

f=ud gr2 732 g

a232 N o dS
_ f C —K2.s
_—ZM(l— M2)47r2/1_32€ 05 (173)
A2

6 472 s
f:’l.t,d A2
G2B2 N B2 o)
_ f c —f 2 —K2.s
=-> M(l— e ) S g Blar+1) —1}/1 ds e ors . (174)
f=u,d A2
E a equacdo de gap se torna:
M —m a?'B2 Nc > dS _ICQ
— M(1- —e "ot
2G f;d ( M? ) Ax? /1\12 s2° *
a2BQ N BQ o) 9
Y (- ) R sty w12 1] [ s e
2 2 )
= M 3 8w L
a3B*\ N, [*®ds _ Bys
— M{1- = —e Ko d 212 osh 1B
Z ( ) 47r2/0 52" {sinh(st) coshi(ay +1)Bys]+
f=u,d
1
—l-2 [3(ay +1)* — 1] (st)z} =0. (175)

No préximo capitulo iremos resolver numericamente a equacio de gap e também

traremos os potenciais termodinamicos em detalhe.
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6 RESULTADOS NUMERICOS E DISCUSSAO

Os cédigos utilizados nessa dissertacdo foram escritas na linguagem fortran [64]. Entre
estes, foram utilizados rotinas de integracdo numérica (quadratura gaussiana), e métodos de
resolucdo de equacdes auto-consistentes. Os graficos e a andlise de dados provenientes das
saidas desses codigos foi feita na linguagem python.

Os pardmetros de gAMM s3o dados por Ref. [29] em dois conjuntos. Estes estdo

apresentados na Tabela 1:

ko(GeVT)) | kg(GeV ) | oy |

set 0 — x[% | 0,00000 0,00000 0,000 | 0,000
set 1 -« | 0,29016 0,35986 0,242 | 0,304
set 2 — k2 | 0,00995 0,07975 | 0,006 | 0,056

Tabela 1 — Parametros de gAMM. Retirados das Ref.'s [29, 8].

Ou seja, o set 1 corresponde a um efeito de gQAMM mais exacerbado, o set 2, um efeito muito
pequeno, quase como o caso de gAMM nulo. De maneira anéloga, identificaremos o set com
gAMM nulo pelo sobrescrito “1%",

Para obtencdo de resultados numéricos precisamos de valores para os parametros livres

da nossa teoria. Estes sao apresentados na Tabela 2:

A (MeV) | m (MeV) | GA?
cutoff 3D 591,60 5,7233 2,404
tempo préprio | 886,62 7,3830 4,001

Tabela 2 — Parametros utilizados nos esquemas de regularizacao de cutoff 3D e tempo proprio.
Retirados da Ref. [38].

Analogamente a Ref. [26], vamos utilizar o mesmo conjunto de valores j& escolhidos naquele
trabalho para as regularizacdes do tipo cutoff 3D. Estes foram ajustados em [38] para concordar
com propriedades do pion no vacuo, sendo sua massa m, = 138 MeV, constante de decaimento
fr = 92,4MeV o condensado quiral (uu) = (—241 MeV)?. Estes pardmetros foram escolhidos
pois estamos interessados na regularizacao no esquema cutoff 3D para a parte vacuum e do
field. Assim, também baseados em [38], onde varios esquemas de regularizagdo sdo mostrados
e discutidos, escolhemos esses parametros. De fato, essas sdo as contribuicdes que regularizam
a parte mag, ou seja o potencial divergente advindo da lagrangiana efetiva. E assim se da na
pratica o esquema VMR. Para o esquema de regularizacao de tempo proéprio, vamos utilizar
dados também da referéncia [38].

Em seguida vamos discutir os resultados dos potenciais termodindmicos para diferentes

valores de campo magnético.
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6.1 POTENCIAIS TERMODINAMICOS

6.1.1 Regularizacao cutoff 3D

Na Figura 5 trazemos o potencial termodinamico 2 em funcdo da massa efetiva M.
Este é resultado imediato da Eq. (154) para o campo magnético nulo. Nota-se que nesse caso,
todos os potenciais convergem para a mesma curva. Temos o caso do modelo NJL sem campo

magnético com minimo em M, ~ 390 MeV, que concorda com o esperado pela Ref. [38].
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Figura 5 — Potencial termodindmico para os 3 conjuntos de gAMM com eB = 0,0 GeV? no
esquema de cutoff 3D.

Na Figura 6 temos o caso quase nulo de campo magnético. Nesta, j& podemos notar

uma mudanca no perfil do potencial para o caso gqAMM do set 1, !

, Ou seja, o valor mais
acentuado. Entre o set 2 e o caso gqAMM nulo ndo ha diferenca consideravel.

No caso de campo magnético eB = 0,1GeV? na Figura 7 pode-se notar claramente
os potenciais assumindo valores diferentes. Em relacdo aos minimos, para gAMM nulo e o
set 2, aquele com valores de gqAMM bem baixos, os minimos ainda concordam em torno de
My ~ 400 MeV. Para o set 1, temos M, ~ 405 MeV. Ja notamos aqui que, ao aumentar o
campo magnético, temos uma alteracdo no minimo da massa efetiva para um valor maior, ja
que todos os minimos se deslocaram nesse caso. Esse fenomeno é conhecido como catélise
magnética [35]. Além disso, temos também o primeiro indicio do que pode ser uma catélise
magnética induzida pelo efeito do gqAMM, pois justamente o set 1 tem valores de gAMM altos

em relacdo ao set 2 e esse conjunto justamente apresenta minimo num valor de massa efetiva
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Figura 6 — Potencial termodinadmico para os 3 conjuntos de qAMM com eB = 0,05 GeV? no
esquema de cutoff 3D.

maior. Na Figura 8 temos eB = 0,2 GeV2. Para gAMM nulo e o set 2, temos M, ~ 425 MeV.
Ja para o set 1, temos M, ~ 445 MeV.

Na Figura 9 temos eB = 0,3 GeV2. Para qAMM nulo M, ~ 425MeV. Para o set 2,
My ~ 455 MeV, e para o set 1 My ~ 495 MeV. Aqui, conseguimos estabelecer uma hierarquia
para as massas efetivas para os diferentes sets de gqAMM, da mesma maneira como ja descrito
em [26], onde M, < M,z < M,nj, ou seja, o efeito da catalise magnética diretamente
ligado ao valor de gAMM.

Para um valor bem alto de campo magnético eB = 0,5 GeV?, temos My ~ 530 MeV
para k% M, ~ 535MeV para k1, e ~ 592MeV para o conjunto k!, onde este dltimo
valor ja estd além limite dos parametros escolhidos, o minimo esta num valor além do que é
razoavel dentro desse esquema de regularizacdo (M, > A). Conforme [38], este valor de campo
magnético, ou qualquer valor > 0,3 GeV?, ja ultrapassa o regime de confiabilidade desse tipo
de regularizacdo devido a sua compatibilidade do que temos de dados proveniente da LQCD.
O esquema VMR é, conforme [26], um esquema do tipo nMFIR (regularizacdo dependente
de campo magnético, do inglés nonmagnetic field independent regularization), assim sendo a

Figura 10 é trazida apenas por critério ilustrativo.
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Figura 7 — Potencial termodindmico para os 3 conjuntos de gAMM com eB = 0,1 GeV? no
esquema de cutoff 3D.

6.1.2 Regularizaciao de tempo proprio

Na Figura 11 trazemos os potenciais termodindmicos conforme as Eq.'s (157, 158).
Notamos para o gqAMM nulo, temos M, ~ 500 MeV, para o set 2 ~ 515 MeV e para o set 1
~ 535 MeV. Ou seja, da mesma forma que o esquema de cutoff 3D, preserva-se a hierarquia
de massas M, < M, 21 < M,n, mais uma vez corroborando com a hipétese de que o efeito
do gAMM é um provedor de catalise magnética no sistema.

Uma maneira mais simples e direta de verificar o fen6meno da catalise magnética é

resolver a equacao de gap variando o campo magnético. Faremos isso na préxima secao.
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esquema de cutoff 3D.

6.2 EQUACAO DE GAP

6.2.1 Regularizacao cutoff 3D

Aqui é necessario observar a Eq. (172). Para resolvé-la, adotamos o seguinte procedi-

mento: definimos a funcao de gap como

A+ /A2 4 K2
N.GM Jj
faap(M, B) =m — M + > 4| AN+ KR - Ky In +

2
m fud ICof

Ly b1,

2

MN, [®ds Bys 1 ) ,
> ¢ 07 | ——=———=cosh 1)Bys| —1— ~ 12 —1](B

(176)

e calculamos numericamente suas raizes ao variar o valor do campo magnético. O resultado
disso para todos os sets esta presente na Figura 12.

Podemos notar que para valores até eB = 0,1 GeV?, o set 2 e o caso gAMM nulo
praticamente se confundem, mas notamos que o caso k2 apresenta uma catalizacao mais

rapida ao percorrer os valores até eB = 0,3 GeV2. J4 o set 1, aquele com gAMM mais forte,
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Figura 9 — Potencial termodindmico para os 3 conjuntos de gAMM com eB = 0,3 GeV? no
esquema de cutoff 3D.

apresenta uma catalise magnética (CM) bem mais exacerbada e se diferencia bastante dos
conjuntos anteriores. Isso é mais um indicio bem forte de que, para além do que sabemos que
o campo magnético induz o fenémeno da CM (ao notar que as curvas da Figura 12 sdo sempre
crescentes), o efeito de atribuir momento magnético andmalo aos quarks também proporciona
um comportamento de CM, pois existe uma hierarquia do tipo M, o < M, 2y < M, ny, ou seja,

a massa efetiva crescendo a medida que gQAMM aumenta.

6.2.2 Regularizacao de tempo préprio

Ao resolver a equacdo de gap Eq. (175), no caso de AMM constante obtemos a Figura
13. Esta segue 0 mesmo comportamento, dentro dos parametros envolvidos, que a Figura 12.

Assim concluimos os resultados numéricos desse trabalho.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Efeitos relacionados com campos eletromagnéticos tém ganhado destaque na literatura,
tanto para LQCD [18], quanto em modelos efetivos da QCD. A busca pela comprovacdo do
efeito magnético quiral [14], efeito de separacdo quiral [65] e a anomalia quiral atualmente um
topico em ampla disputa. Ainda assim, um tépico que merece uma atencdo especial é o efeito
do momento magnético anomalo dos quarks.

Neste reside o problema de como implementar esse tipo de fenémeno em uma particula
que, dentro das condicdes que se espera no diagrama de fases da QCD, possui uma massa
dinamica, a massa efetiva. Uma analogia ao caso ja bem descrito do elétron e do muon cabe
para, em primeiro momento, obter uma analise qualitativa de como este pode interferir em
efeitos ja bem estabelecidos, como a catalise magnética e a catélise magnética inversa.

No Capitulo 2 apresentamos o modelo de Nambu—Jona-Lasinio em SU(2) de maneira
tradicional, mas nele acrescido o termo de Pauli, aquele que nos da a contribuicdo do momento
magnético anémalo dos quarks (QAMM). Com a aproximacg3o de campo médio, e com algumas
prescricdes tomadas a partir da nossa principal referéncia de comparacio, [29], conseguimos
escrever uma lagrangiana apropriada para o calculo da funcdo de Green desse modelo.

No Capitulo 4 conseguimos encontrar uma nova representacao para a lagrangiana do
modelo NJL em SU(2). Para tal, nos apropriamos do formalismo das lagrangianas efetivas de
Heisenberg—Euler—Weisskopf, utilizamos o gauge de Schwinger—Fock e nos baseamos no impor-
tante trabalho de Walter Dittrich [50] para o caso do momento magnético andmalo do elétron.
Nesse procedimento, alguns passos mais técnicos estdo envolvidos, como a transformada de
Fourier para o espaco dos momentos, onde a equacdo diferencial se torna mais simples de
ser resolvida, e ao tomar o traco da funcdo de Green, conseguimos a partir de uma simples
integracdo, obter uma representacao integral para lagrangiana do nosso modelo.

No Capitulo 4, utilizamos uma analogia entre os trabalhos da QED para o potencial
efetivo do elétron para definir o momento magnético anémalo dos quarks. Regularizamos
nosso modelo a partir do esquema VMR expandindo o integrando de nossa lagrangiana efetiva
divergente e definimos os termos referentes ao vacuo (vac) e proporcional ao campo magnético
ao quadrado (field). Ao subtrair o termo (mag) dos termos (vac) e (field), obtemos uma
contribuic3o finita. Para regularizar as essas contribuicGes do vacuo e do termo quadratico
usamos o tradicional cutoff 3D e o método de tempo préprio.

No Capitulo 5 calculamos a equacdo de gap proveniente do potencial termodinamico
efetivo. Consideramos primeiramente o caso geral, quando o gJAMM depende da massa efetiva.
Em seguida obtemos a equacdo de gap para o caso de gAMM nulo e com campo magnético,
assim obtendo um expressdo ja conhecida. Com o caso do gqAMM constante obtivemos as
mesmas expressdes de [26].

No Capitulo 6 trazemos resultados numéricos para as expressdes dos Capitulos 4 e

5. Conseguimos observar que para além da catalise magnética obtida ao aumentar o campo
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magnético, o efeito do gAMM também induz o mesmo efeito. Isso foi observado tanto usando
o esquema de regularizacao de cutoff 3D, quanto o esquema de tempo préprio.

Assim, concluimos este trabalho. Esse se constituiu numa revisao da literatura hoje
existente do tema vinculada ao modelo NJL; no estudo de um método geral proveniente da QED
para representar a densidade lagrangiana do modelo numa forma prépria para regularizacdo
no esquema VMR; no calculo dos potenciais termodindmicos regularizando as contribuicdes
divergentes, do célculo das equacdes de gap e suas resolucdes numéricas. E importante dizer
que os resultados desse trabalho ndo s3o inéditos, e apenas uma confirmacao dos resultados
presentes em [26]. Ainda assim, os célculos realizados no Capitulo 4 estdo apresentados de
maneira bem mais detalhada do que se pode encontrar nas referéncias que nos orientaram [50,
54]. E assim, nos ddo mais seguranca para continuar a utilizar esse formalismo.

Um ponto de destaque a ser considerado é que ao adotar o procedimento de regulari-
zac3do no esquema VMR, prevenimos efeitos de oscilacao na solucdo da equacdo de gap. No
trabalho de [29] esses efeitos sdo atribuidas as oscilacdes de de Haas-van Alphen [66]. Aqui,
como em [26], isso ndo se confirma e deve ser atribuido aos procedimentos de regularizacdo que
misturam os efeitos do campo magnético nos termos de vacuo. No nosso trabalho isso também
se apresenta, mas como uma correcao a massa efetiva. De modo que podemos recuperar as
expressoes do vacuo utilizando a prescricao Koy — M para o caso de campo magnético e
gAMM nulos. Como trabalhamos no caso de temperatura e potencial quimico nulos, nesse
trabalho ndo pudemos concluir, mas conforme [26], isso ndo impede uma restauragdo parcial
da simetria quiral, conforme a Figura 14, retirada do mesmo.

Entdo, mesmo com alguns detalhes que ainda podem ser estudados, o esquema VMR

apresenta bons resultados para descrever a catalise magnética, como mostrado nesse trabalho.
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Em [26], além disso, foi obtido que a catalise magnética inversa, o decréscimo da temperatura
pseudocritica em funcio do campo magnético, ocorre eB < 0,1 GeV? conforme Figura 15 e
isso acontece para o set 1 de gAMM, ou seja, para um alto valor. No futuro, uma maneira
de resolver a mistura de campo magnético nos termos de vacuo é aplicar um esquema de
regularizacdo do tipo MFIR (regularizagdo independente de campo magnético), conforme [38].
Outra maneira de lidar com esse problema é buscar maneiras de implementar o efeito do
dAMM sem utilizar a abordagem fenomenolégica via termo de Pauli. Trabalhos como [67] e
[25] podem ser boas referéncias a seguir nessa direc3o.

Além do formalismo estudado e discutido nessa dissertacao, o estudante trabalhou num
projeto onde o efeito do gAMM é estudado no interesse de corroborar a discuss3o ja trazida
em [26], onde a transicdo de fase da matéria de quarks com o efeito do gAMM se da por um
crossover suave. Esse trabalho estd em preparacdo [68] e em breve deve ser publicado.

Em [69], o efeito do gAMM ¢é explorado, na mesma metodologia de [26], nesse caso
trabalhando com quantidades termodinamicas como pressao, entropia, densidade de energia,
etc. Nesse trabalho, essas quantidades s3o subestimadas na regido de transicao de fase. Ainda
assim, como este trabalho trata de potenciais quimicos nulos, trabalhos nessa direcdo ainda
sao necessarios para um entendimento mais profundo. Poderemos também tentar observar
os efeitos relacionados a potenciais quimicos criticos, como em [70], onde o esquema VMR
também foi aplicado, mas o gAMM implementado a partir da prescricdo de [30], onde este é
proporcional ao valor do condensado quiral.

Como ja tratado no Capitulo 1, a Figura 2, retirada de [19], nos leva a acreditar
que a melhor maneira de atacar o problema de modo mais realista seja utilizar campos
eletromagnéticos que variem no espaco. Dessa maneira precisaremos tratar tanto de campos

magnéticos, como de campos elétricos. Assim, existe uma perspectiva de comparacao com



76 CAPITULO 7. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

alguns resultados de simulacdes das colisdes de ions pesados. Nota-se também que publicacdes
recentes utilizando a LQCD para abordar esses problemas [18]. Em [34], num extenso trabalho
de revisdo sobre as lagrangianas efetivas da QED, uma série de expressGes desse tipo sdo
propostas e densidades lagrangianas referentes a estas obtidas, entdo esta também pode ser

uma direcdo de amplo interesse para a continuidade do nosso trabalho.
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APENDICE A — UNIDADES E NOTACAO

No sistema de unidades natural A = ¢ = 1, onde a constante de Planck reduzida h é
dada por i = h/2m e h é a constante de Planck que vale no sistema internacional de unidades
6,62607015 x 10734 J-s.

Em unidades naturais, podemos expressar todas as quantidades em unidades de massa
ou energia. Isso devido a equacdo de Einstein para massa de repouso, sendo [...| a notaco

para unidade de alguma quantidade,

1
E:m%:m,

[E] =[m] =M = GeV , (177)

onde escrevemos nossas quantidades em GeV, pois nossas escalas estdo dentro do contexto de
fisica nuclear de baixas energias, ou seja, préximo de 1 GeV, ou a massa do préton (~ 0,938
GeV). M representa a unidade de massa.

As quantidades relacionadas com o momento magnético anémalo dos quarks tem
diferentes unidades. o definido a partir de da Eq. (17) é uma quantidade adimensional, ou
seja MY, como evidente na Tabela 1. k¢ definido pela razao de ay por 2 vezes a massa efetiva,
tem unidades de M~! ou GeV—1.

Da relacdo de dispersdo Eq. (195), podemos observar a unidade de campo magnético,

(BL)] =

= [lageBl(2n +1 — sgs5) + M?]
= [eB] , (178)

2
p§ + <\/|Bf|(2n +1- SfS) + M? — SCLfB)

como a energia ao quadrado é dada em unidades de massa M?, logo

n,

eB] = [(Efsﬂ = M? = GeV?2 . (179)

Em relacdo a notacao, estamos utilizando a convencao de soma de Einstein, como
comum em trabalhos que envolvem teorias de campo. Subindices em letras gregas «, 3,7, ...
assumem valores de 0, 1, 2, 3. Coordenadas espaciais sdo representadas por 4-vetores z*, onde
20 é a coordenada temporal ;@'tlz t e ' onde i = 1,2, 3 coordenadas espaciais (x,y, z) comuns
ao espaco Euclidiano 3-dimensional. As 4-derivadas covariantes escrevemos como 0, = 0/0x,,.

”

A métrica utilizada nesse trabalho é a "+ — — =" i.e,

g = diag(l,—1,—-1,-1) . (180)
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APENDICE B - CALCULO DA FASE DE SCHWINGER

Definindo

K = AM() + S (€~ ') (181)

reescrevemos a fase de Schwinger, Eq. (31) como

otaa') = exp | ~iey [ deu#(6)] (182)

T

Assumiremos campos eletromagnéticos constantes. Isso parece um tanto contraditério dada,
por exemplo, a Figura 2 na Introducao 1, onde nota-se claramente uma dependéncia no caso
do campo magnético com o parametro de impacto, assim podemos imaginar que campos
nao-homogéneos podem ter papel importante no contexto do estudo da matéria de quarks
[18]. Mas é um primeiro passo no entendimento de como esse tipo de sistema se comporta na
presenca de campos magnéticos. Isso simplifica consideravelmente os célculos e a analise dos
resultados.

Da Eq. (182) desejamos mostrar, conforme a referéncia original [47] que apenas a parte
do 4-potencial vetor ird contribuir de maneira n3o-trivial a fase de Schwinger da funcdo de
Green Eq. (30). Se os campos eletromagnéticos sdo constantes, as componentes do tensor

eletromagnético também o s3o. Dé [71], o Teorema de Stokes pode ser expresso como

- / /S (O — 0" K¥)dS™ = fc K, de" (183)

S é uma superficie espaco—tempo e C' uma curva fechada com orientaciao positiva na sua
fronteira. Podemos identificar o elemento de superficie 4-dimensional imaginando que (* e

sdo 4-vetores infinitesimais, assim
dS™ =@ ¢V =@ (" (184)

onde ® é o produto tensional, e nota-se que esse tensor é antissimétrico. Calculando o rotacional
de K*

0 1 0 1
PEY — VK" = 2 | A (&) + P& — ), | — —— | A(E) 4 —FM(g — o
G | 4©+ 5~ - 5 |40 + e~ ),
0 0 1 1
Ry A VI 1Ty 2 (3 2T
e, “ag T T2t Tt
sl L
— " 2
= v EFW — lpul/
2 2
— P

—0, (185)
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ja que F'*” & um tensor antissimétrico. Assim sendo, a integral da Eq. (182) é independente
de caminho. Por simplicidade, podemos parametrizar uma reta do tipo {(\) = 2’ + A\(x — 2/),
A € (0,1). Entdo,

[ agacrie = [ ane -t mee)

T 0

=[x = [ + P ),

=/:dqu“(f>+%/01AdA

Assim, dada a contracdo nula dos termos antissimétricos e simétricos na Eq. (186), entdo a

“Dule—a),| . (186)
simg;rico

antissimétrico

fase de Schwinger é simplesmente

ola.) = exp =iy [ dg,a(6)] (187)

T
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APENDICE C - INTEGRACAO GAUSSIANA

Na Eq. (99) do Capitulo 4, temos

1= [ el 20 = [ el Ao (188)

se os autovalores da matriz simétrica X,z fossem positivo definidos, a integragao seria trivial.
Mas j& sabemos da definicdo na Eq. (76) que esta depende da métrica, que no caso de
Minkowski n3o s3o. Vamos adotar a notacdo X, ° = (X).” onde o e 3 correspondem a linha e
a coluna da matriz (X), respectivamente. Considerando uma matriz ortogonal que diagonalize

X, sabemos que
0)(0) = (0)(0) =1 < 020" = 01O = 68 = O X10P = 2,57, 189
o a~ A a a‘“*AMn a

onde &7 é a delta de Kronecker e z,, sdo os autovalores da matriz (X'). Vale notar que O é

uma transformacdo de Lorentz, sendo ¢, = Q)¢
« @ A
¢-4=(¢") 4o = (' N (OO, = (d)dy=d-d (190)

pois preserva o intervalo.
Usando uma mudanca de varidveis de Jacobiano unitério de ¢ — ¢’ na integracdo de [

na Eq.(188), ou seja, aquele que possui determinante igual a 1, entdo

d4q d4q ! !
I:/Wexp[q-X(S)-q]:/WeXP[q - X(s) - q]

_ d4q ! o\t OAtXﬁon / o d4q 1ot S
= WGXP (¢ )" (0a)' X5 cedn| = WGXP[%@ )qa]

=x000
dq
— / W exp{xoq'02 — xlq'12 — :qu’22 — :rgq'32} (191)

Fazendo uma rotacdo de Wick ¢’ — ¢ ¢, reescrevemos

f—/( L exp{a- X(5)-a)

dq’4dq’1dq’2dq’3 exp{—(uq’f + $1q’12 + $2q’22 + $3q’32)}

Vids

ZL'_3 T i /T4T1T2T3 T i det(X)

T\ T2

SRVt (192)

e assim mostramos que vale a Eq. (99).
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APENDICE D - CONTRIBUICOES DE MEIOS DENSOS E QUENTES

Para situacdes onde temos T # 0 e pu # 0, na Eq. (158), temos a inclusdo de um

termo de meio (med), de modo que

(M —m)?

Q="

4 Qe 4 Qfield 4 mag | (med (193)

onde essa nova contribuicdo, conforme [72], é dada para sabor f como

N|Bf| & > A - 8l
qmed _ _ Vel By / dps {In [1+ e Ehmmn] i [14 B0 L (104
! (271-)26 ; sgl -0 ’ ( )

B =1/T (i.e., kg = 1) é o inverso da temperatura, ys o potencial quimico do quark de sabor
f, a soma em n representa a contribuicdo dos infinitos niveis Landau, s é o nimero quantico
de spin e o espectro de energia Ej;s € dado pela solucao da equacdo de Dirac com efeito
qAMM

2
E};S: pa+ \/]Bf\(2n+1—sfs)+M2—safB :\/p§+<M7{75—$afB>2, (195)

-

EMT{’S

onde sy = sgn(qy). Essa relagdo de dispersdo pode ser encontrada explicitamente tanto em
[29], quanto em [26]. E importante notar que esta contribuicdo Q™ é finita.
Podemos calcular a contribuicdo referente a esse termo para a equacdo de gap. Deri-

vando em relacdo a massa efetiva,

1 N|By| & >
Qmed: _ el Pf d
] aM{ 5 n)? Z/m pax

> {ln [1 + e*ﬁ(EfL,sfuf)] +1n [1 + e*ﬁ(Eﬁ,erﬂf)}} } _ (196)

Precisamos de algumas derivadas intermediarias. Temos que observar as derivadas de M/ e
da energia E/ . Da Eq.(195):

oM, = \/|Bsl(2n +1 - s75) + M2
1 1
B i\/\Bf]@n—l— 1 — sps) + M?
M
M,

2M

, (197)
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GMEZ = 8M\/p3 — sayB)?

Mﬂ;s — safB f
= —fﬁM(ans — sasB)

M! —sa;B [ M
_ n,s f + SEB

Ej M, M
[ =(£1)2=1
~~

M M, 1 s> a}B?
:ﬁ ]."’ M2 SCLfB—MgSSGfB—T

M 1 M, a}B?
= ﬂ 1 —sasB (M,{S P > YE (198)

Utilizando esses resultados, podemos calcular a Eq. (196):

1N B
aMQ?ed | f’ZZ/ dpgaM In [1+€ (55 Mf)]+]n [1+€ (ns+/”/f):|} ,

n=0 s==%1
(199)
de forma geral
I _B Eﬁ,si )
s In [1 + e—ﬁ@fwiﬂﬂ] _ fe P o B = - 5 owES ., (200)
1 + e_ﬂ(ijz,s:tlJ‘f) 8 1 _|_ e+ﬂ(E£¢s:t/Lf) T8
logo
1 N |Bf| / 1 1
a Qmed + 8 Ef
M3ly TLZO Szil p3ﬂ 5(E£,s*uf) 1+ BB «—pup) MZns
MN,|By| < o 1 1
:Mzz IR = el
(27T)2 =0 s=—t1 Y —© 1 _|_ eB(En,s*Nf) 1 + eﬁ(En,s*;u'f)
1 1 M, a3 B?

Portanto, para qAMM dependendo inversamente da massa efetiva, a contribuicdo na

equacao de gap sera dada por

1 1
8 Qmed / +
. Bl nzo szztl [ BELs—ns) 1 + BB —ny)
1 1 M/ GL?cB2
X —ET{S [1 — SCLfB (M_T];S — W) - M2 (202)

Conforme ja tratado, em [26] esses termos foram tratados para gqAMM constante, potencial
quimico nulo e temperatura finita. Levando esse termo em conta, podemos estudar o efeito da
catalise magnética inversa na temperatura pseudocritica de transicdo de fase, como foi citado

na Conclusio 7.
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APENDICE E - TERMO DE VACUO GAP CUTOFF 3D

Conforme a Eq. (165) temos

A+ A2+ K5
AyJA2 + K2 (202 + KE,) — K ln( Of)

Kos

OV = — Z 8]\[2

f=u,d

Ne
- Z 372 { [aMA\/ A%+ ,C(2]f (2A% + IC(Q)f) + Ay /A2 + ngf [({91\/1(2/\2 + ngf)]
f=ud
A+ A2+ K3 A+ A2+ K2
—(OnKE) In ( &l ) — K0y In ( &l ) } C(203)

Koy Kos

Calculando apenas o termo entre chaves e se valendo das Eq.'s (162, 163, 164), assim

1
(.} = AN +K2)= —ZICOf(aMICOf)+A(6‘MIC§f)\/A2+’C8f+

"2 Ik,
3 A+ /A2 +K2, ) Koy
— 4K3;00 (Kog) In oy ~ Kiy— N
0f

1 1 1 1
QWZK&(@MKW)@Jr (A4 /A2 +/Cgf) ( K2 > (OmKoy)
0f
2 2 ; 2p2y A+ [N+ K2
oM (1= ) —af = (1= 8 ) SR
M? Kos
A(2A2 + K3 &0/ ( B afBQ) B Ko y
Sk RGN M) AL ek,
QBZ A2 A2 ’C QBZ
) 1 M(l_an)_ VAT OfM(l_af_2> e
/A2 +’C§f lC()f M ’Cof IC()f M

X

Para facilitar muito esse calculo, devemos somar e subtrair um termo

232
A2M (1 — a]{p ) A2+ K, (205)

dessa maneira entdo conseguimos escrever

a2 B? A+ /A% + K
_ _ 2 2 2
e MQ)[A,WKW ,c( ke

e finalmente obter a Eq. (166).

, (206)
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