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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma pesquisa que teve o objetivo de analisar indicios de
contribui¢des de um Livro Dindmico de Matematica para o processo de ensino e aprendizagem das
Fungdes Quadraticas. Para isso foi desenvolvido um livro dinamico por meio da plataforma
GeoGebra, integrando textos, imagens, videos, applets, feedbacks automaticos e questdes de
multipla escolha. Para fundamentar a construgdo do livro dindmico, buscamos suporte na Teoria
de Representacdes Semiodticas de Duval, nas habilidades a serem desenvolvidas segundo a Base
Nacional Comum Curricular — BNCC e em livros didaticos. Para o desenvolvimento do Livro
Dinamico fizemos um planejamento por meio de uma tabela contendo as habilidades, competéncias
especificas e gerais, conforme a BNCC, e objetivos de aprendizagem. Fizemos pesquisas para
identificar applets e materiais que pudessem ser uteis no nosso livro. Em seguida, fizemos
adaptagdes e construcao de novos applets e atividades para o livro. A andlise das atividades do
livro foi feita a partir dos pressupostos da teoria dos Registros de Representacdes Semiodtica de
Duval e das orientacdes da BNCC. Tal analise mostrou que o Livro Dindmico de ensino de fungdes
quadraticas possui contribuigdes tanto em relacdo as integragdes de diferentes representagdes

semioticas dos objetos matematicos, quanto as orientagdes indicadas na BNCC.

Palavras-chaves: Fun¢des Quadraticas. Livro Dindmico. Representagdes Semioticas.



ABSTRACT

In this work, we present a research that aims to analyze evidence of the contributions of a Dynamic
Mathematics Book to the teaching and learning process of Quadratic Functions. For this, a dynamic
book was developed through the GeoGebra platform, integrating texts, images, videos, applets,
automatic feedback, and multiple choice questions. To support the construction of the dynamic
book, we sought support in Duval's Theory of Semiotic Representations, in developing skills
according to the National Curricular Common Base — NCCB and in textbooks. For the development
of the Dynamic Book, we made a plan through a table containing the skills, specific and general
competencies, according to the NCCB, and learning objectives. We wanted to identify applets and
materials that might be useful in our book. Then we made adaptations and built new applets and
activities for the book. The analysis of the book's activities was based on the assumptions of Duval's
Registers of Semiotic Representations theory and the NCCB guidelines. Such analysis showed that
the Dynamic Book for teaching quadratic functions has contributions both to the integration of
different semiotic representations of mathematical objects, as well as the guidelines indicated in

the NCCB.

Keywords: Quadratic Functions. Dynamic Book. Semiotic Representations.
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1. INTRODUCAO

A construgao da historia da matematica vem sendo escrita ha milhares de anos e apesar de
todos os esfor¢os muito ha de ser investigado e construido ainda. Analisando a trajetdria dos
avangos feitos sobre o tema “Fungdes Quadraticas” percebe-se que diversos povos se adentraram
neste universo atrds de respostas. Evidéncias historicas mostram que povos do Egito, antiga
Babilonia, Grécia, India e Europa Medieval sdo alguns destes grupos que trouxeram resultados
importantissimos para este tema matematico, onde um deles ¢ a famosa Formula Geral,
desenvolvida pelo francés Frangois Viéte (1530 — 1603) em meados do século XIV. Segundo

Refatti e Bisognin (2005, p. 90),

Pode-se dizer que foi a partir desse grande matematico que surgiu a Algebra Simbolica.
Viéte introduzia uma vogal para representar uma quantidade desconhecida e uma
consoante para uma grandeza ou nimero supostamente conhecido e foi utilizando esse
fato para as fun¢des quadraticas, que elaborou a formula geral até hoje conhecida como
ax?+bx+c=0.

O estudo das funcdes tem papel importante no ensino-aprendizagem dos estudantes do
Ensino Médio. Trata-se de um conteudo em que fica evidente a associagdo entre a geometria € a

algebra. Segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais,

Além das conexdes internas a propria Matematica, o conceito de funcdo desempenha
também papel importante para descrever e estudar através da leitura, interpretacdo e
constru¢do de graficos, o comportamento de certos fenomenos tanto do cotidiano, como
de outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia. (BRASIL, 1999,
p.44)

Ja para Reis (2017) o estudo das fungdes possui diversas aplicagdes no dia a dia. Ele diz
que se pode ver aplicagdes nos fardis dos automdveis, onde a lampada esté localizada no foco de
um espelho parabolico. Por outro lado, ¢ possivel encontrar em centrais solares térmicas que
utilizam discos parabolicos para captacdo da energia solar. Ou, também, existem alguns palcos
construidos dentro de conchas acusticas parabdlicas. Além disso, tal contetudo ¢ bastante usado no
estudo da Cinematica, em Fisica.

Apesar da importancia desse conteudo e dos esforcos para ensind-lo, existem muitas

dificuldades. De acordo com Silva e Teles (2020, p. 608),
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Levando em consideragao as dificuldades pertinentes a aprendizagem desse conceito, se
destaca grande complexidade ao que diz respeito a construcdo do grafico da fungdo, mas,
principalmente, o reconhecimento do registro algébrico concernente ao registro grafico
apresentado. Isso pode ser desencadeado pelo ensino baseado na utilizagdo do registro
tabular, a fim de encontrar pares ordenados a serem ligados no plano cartesiano para
formar o grafico da funcgao.

Podemos perceber nesses exemplos de dificuldades que elas estdo muito relacionadas com
as representacoes. Nesse sentido, a Teoria dos Registros de Representacdes Semioticas de Duval
pode fornecer subsidios importantes para a compreensdo das dificuldades e elaboragdo de
estratégias para minimiza-las.

De acordo com Duval (2012, p. 268),

[...] objetos matematicos ndo devem ser jamais confundidos com a representacdo que se
faz dele. De fato, toda confusdo acarreta, em mais ou menos a longo termo, uma perda de
compreensdo e os conhecimentos adquiridos tornam-se rapidamente inutilizaveis ao longo
de seu contexto de aprendizagem: seja por ndo lembrar ou porque permanecem como
representagdes “inertes” que ndo sugerem nenhum tratamento. A distin¢do entre um objeto
e sua representagdo ¢, portanto, um ponto estratégico para a compreensido da matematica.

Fazer a distingdo entre objeto e sua representacao nao € algo simples, porque desde os anos
iniciais as criangas aprendem que a representacao € o objeto. Por exemplo, ao se ensinar o conceito
tridngulo para a criancga, ¢ apresentado um desenho do tridngulo, sem muita preocupacao em fazer
as relacoes entre as diferentes representagdes desse objeto.

Duval (2009, p. 101) diz que ¢ importante “[...] possibilitar a exploracdo de todas as
variagdes possiveis de uma representagdo num registro fazendo prever, ou observar, as variagdes
concomitantes da representacdo em outro registro”. Isso ¢ ainda mais imprescindivel quando se
estd estudando as fungdes. Como fazer as variagdes concomitantes das representacdes graficas e
algébricas das funcdes em ambientes estaticos como o quadro e pincel? Quais instrumentos
poderiam ajudar numa explora¢do que permita prever ou observar as variagdes concomitantes de
representagao em outro registro? Acreditamos que o uso do computador pode contribuir muito para
o processo de ensino e aprendizagem do estudo das fungdes.

Nascimento (2012, p. 126) diz que “A utilizacdo das novas tecnologias, principalmente as
de comunicagdo ¢ de interacdo (TCI), vem causando a reestruturacdo do método tradicional de
ensino, [...]”. Neste meio, se encontram os softwares educativos que apresentam diversas
possibilidades de simulagdes virtuais, feitas em conjunto entre professores e/ou estudantes, com

grande proximidade da realidade. Um exemplo bastante conhecido ¢ o GeoGebra. Trata-se de um
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software matematico dindmico, gratuito e multiplataforma para todos os niveis de ensino, unindo
diversas areas matematicas, como geometria, lgebra, estatistica, dentre outros. Diversas pesquisas
j& vém mostrando as contribui¢des desse software. Todavia, ele sozinho ndo ensina nada. Para que
se possa aprender com tal recurso € preciso criar situagdes de uso. Uma boa forma de se criar tais
situacdes € por meio de Livros Dindmicos de Matematica. Ele pode ser feito a partir da ferramenta
Livro da plataforma GeoGebra. Essa ferramenta permite criar atividades que podem conter textos,
figuras, questdes abertas e fechadas, applets, videos, arquivos pdf e paginas da web. Nobriga e
Siple (2020, p. 13) afirmam que “uma caracteristica fundamental desse tipo de livro estd no fato de
se integrarem dinamicamente, numa mesma pagina, as diferentes representagdes dos objetos da
Matematica.”.

Por acreditarmos que um livro dinamico de Matematica pode contribuir para o processo de
ensino e aprendizagem da funcdo quadratica, nos propomos a fazer uma pesquisa que busque
responder a seguinte questao:

Quais as possiveis contribui¢des de um Livro Dindmico de Matematica para o ensino das
Fungdes Quadraticas?

O objetivo geral da pesquisa ¢:

e Analisar indicios de contribui¢des de um Livro Dindmico de Matematica para o processo

de ensino e aprendizagem das Fun¢des Quadraticas, sobretudo no que diz respeito a

percepcao, por parte dos estudantes, das relacdes entre as diferentes representacdes.

Para isso, devemos considerar os seguintes objetivos especificos:

e Desenvolver um Livro Dinamico de matematica sobre Fungoes Quadraticas;
e Identificar indicios de contribuigées de um Livro Dindmico de Matematica de Fungoes

Quadraticas, sobretudo no que diz respeito a integracdo entre as representagdes € o

atendimento as orienta¢des da BNCC;



2. REFERENCIAL TEORICO

2.1 O Estudo das Funcées Quadraticas

Os estudos de fungdes quadraticas iniciam-se, efetivamente, no primeiro ano do Ensino
Médio, porém, € no Ensino Fundamental onde ocorre o primeiro contato com a equacao do segundo
grau. No que diz respeito a esse contetdo no Ensino Fundamental a Base Nacional Comum
Curricular — BNCC (Brasil, 2017), traz as seguintes habilidades:

e (EFO8MAOQ9) Resolver e elaborar, com e sem uso de tecnologias, problemas que possam
ser representados por equacdes polinomiais de 2° grau do tipo ax®* = b.

e (EFO9MAO09) Compreender os processos de fatoragao de expressoes algébricas, com base
em suas relagcdes com os produtos notdveis, para resolver e elaborar problemas que possam
ser representados por equagdes polinomiais do 2° grau.

No que diz respeito ao Ensino Médio, a BNCC (Brasil, 2018) traz as seguintes habilidades:

e (EM13MAT302) Resolver e elaborar problemas cujos modelos sdo as fungdes polinomiais
de 1° e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou ndo tecnologias digitais;

e (EM13MAT402) Converter representagdes algébricas de fungdes polinomiais de 2° grau
para representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma
variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou nao a softwares
ou aplicativos de algebra e geometria dinamica;

e (EMI3MATS502) Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para representa-
los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generaliza¢do, reconhecendo quando essa representagao ¢
de fungio polinomial de 2° grau do tipo y = ax? ;

e (EMI13MATS503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de fun¢des quadraticas em

contextos da Matematica Financeira ou da Cinematica, entre outros.

Podemos perceber que a BNCC usa expressoes que sdo chaves na Teoria dos Registros de
Representacdes Semidticas de Duval, dentre os quais destacamos a “Elaboracdo de registros”,

“Representar” e “Conversao”. De acordo com Brasil (2017, p.530),



Para tanto, esta Base assume que para as aprendizagens dos conceitos e procedimentos
matematicos deve-se incluir, quando possivel, pelo menos dois registros de representacéo.
Assim, os estudantes precisam estar preparados para escolher as representagdes mais
convenientes para cada situa¢do, para mobilizar, de modo simultineo, ao menos dois
registros de representacdo e para, a todo o momento, trocar de registro de representacéo.

Brasil (2017) ainda afirma que, para que ocorra o desenvolvimento do pensamento
algébrico € necessario que o estudante crie, interprete e entenda o processo de transi¢ao entre as
representagdes graficas e algébricas. Ambas as afirmagdes estdo em consonancia com a Teoria dos
Registros de Representagdes Semidticas de Duval que afirma que para que ocorra a aprendizagem
matematica, as representagcdes semioticas sao imprescritiveis para a comunicagao e transformacgao

dos objetos matematicos. Por outro lado, a BNCC nos afirma que,

Além disso, a BNCC propde que os estudantes utilizem tecnologias, como calculadoras e
planilhas eletronicas, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Tal valorizagao
possibilita que, ao chegarem aos anos finais, eles possam ser estimulados a desenvolver o
pensamento computacional, por meio da interpretacdo e da elaboragdo de fluxogramas e
algoritmos. (BRASIL, 2017, p.518)

Pelo que foi abordado nessa se¢@o, a Teoria dos Registros de Representagdes Semiodticas
de Duval ¢ bastante importante para que as habilidades matematicas possam ser desenvolvidas.
Além disso, pode-se perceber que o uso de tecnologias pode contribuir para que o estudante possa
transitar entre a linguagem simbolica, a representacdo e argumentagdo dos objetos matematicos,
gerando reflexdo e formalizagdo dos conceitos. Dessa forma, nos topicos seguintes argumentamos

sobre conceitos-chave da teoria de Duval e como ela pode ser integrada com o uso do GeoGebra.

2.2 A Teoria de Registros de Representacdes Semioticas de Duval

Desenvolvida pelo filésofo e psicologo francés Raymond Duval, a Teoria de Registros de
Representagdes Semidticas (DUVAL, 2011) busca compreender e investigar o uso da linguagem e
dos registros de representagdes para o ensino de matematica.

Para Duval um objeto matematico nao € acessivel pela percepcao ou a experiéncia intuitiva
imediata. Desse modo, as diferentes representagdes semidticas de um objeto matematico sao
imprescritiveis para a aprendizagem da matematica. Mas, o que seriam as Representagoes
Semidticas? Antes mesmo de definirmos, ¢ importante ressaltar que para Santaella (2002, p.2) a

“semiotica ¢ a ciéncia que tem por objeto de investigacdo todas as linguagens possiveis, ou seja,



que tem por objetivo o exame dos modos de constituicdo de todo e qualquer fendmeno como
fendmeno de producdo de significagdo e de sentido”. Voltando aos Registros de Representagado

Semidtica, Duval (2009, pg.32) afirma que

[...] a especificidade das representacdes semiodticas consiste em serem relativas a um
sistema particular de signos, a linguagem, a escritura algébrica ou os graficos cartesianos,
e em poderem ser convertidas em representagdes “equivalentes” em outro sistema
semidtico, mas podendo tomar significagdes diferentes para o sujeito que as utiliza. A
nogao de representagdo semiotica pressupde, entdo, a consideragdo de sistemas semidticos
diferentes e de uma operag@o cognitiva de conversao das representacdes de um sistema
semiodtico para um outro. Essa operagdo tem sido primeiramente descrita como uma
“mudanca de forma”.

Os Registros de Representagdes possuem duas propriedades importantes: retratar o objeto

e dar sentido ao mesmo. Podemos exemplificar, mostrando diferentes representacdes simbolicas
. > . 4 .
do objeto matematico “dois”: 2, dois, V4, 1+1 e 7 Trata-se de diferentes formas de representar o

numero dois, entretanto, vale ressaltar que a representacao nao € o objeto matematico em si. Duval
(2011) considera que um registro de representagao semidtica € algo primordial no desenvolvimento
cognitivo, auxiliando no aprimoramento das capacidades de identificar, analisar e visualizar.

De acordo com Duval (2011) existem diferentes registros de representacdo, que podemos
dividir em discursivos e ndo discursivos. Para facilitar o entendimento, consideremos a seguinte

tabela:



Tabela 1 — Classificagdo dos registros de representagdo dos sistemas semioticos dos objetos mateméticos

SISTEMAS SEMIOTICOS DOS OBJETOS MATEMATICOS

outros.

CUNHO NAO
CUNHO DISCURSIVO DISCURSIVO
Registro de representacio Registro dg Reglstr? de.
o representacio representacgio visual
linguistica e 3 ~
. , . simbdlica (Representacio
(Linguagem retorica, . .
. . ; (Linguagem formal, Figural,
Registros de lingua natural, lingua ~ ~
~ . representacao Representacio
Representagdes materna, registro oo gy .
. . aritmética e Grafica,
discursivo) ~ ~
representacao Representacio
algébrica) iconica (2d))
Expressdes algébricas,
Signos (ou Frases ou expressdes que expressdes aritméticas, Figuras, graficos,
unidades de combinam ao menos duas equagdes, sistemas de diagramas, tabelas,
sentido) palavras1 equacgdes, matrizes, entre | esquemas, entre outros

Caracteres para
codificar

Letras, siglas, alguns
simbolos (., 2 !)

Letras, letras gregas,
algarismos, simbolos de
operagdes (+,-,/,X,),
simbolos de
“demarcadores” (
{}.[1,0,); simbolos de
comparagdes <,>,=, <, =
, #; simbolos 16gicos «
) _)' H)

Ponto, linha (reta ou
curva) e plano

Duval (2008) afirma que para um sistema semidtico ser considerado um registro de

representacdes € necessario que permita trés atividades cognitivas fundamentais: formacao de uma

Fonte: Nobriga (2015, p. 37)

representagdo identificavel, o tratamento e a conversao.

A formagdo consiste na representagao de um registro dado, seja em forma de um enunciado,
no desenho de uma figura geométrica, expressao de uma foérmula, etc. As outras duas sdo dadas
pelas transformagdes que ocorrem no registro. Assim, o tratamento “¢ uma transformacgao que se
efetua no interior de um mesmo registro, aquele onde as regras de funcionamento sao utilizadas;
um tratamento mobiliza entdo apenas um registro de representacdo” (Duval, 2009, p.39). Ja a
conversdo ¢ dada pela transformacao do registro inicial em outro registro, porém, conservando o

objeto estudado. Ou seja, ¢ a transformacdo que ocorre de maneira externa ao registro inicial.

Apresentaremos a seguir um exemplo para facilitar a compreensao.

! As unidades de sentido correspondentes a designagio dos objetos ndo sdo as palavras, mas as expressdes que

combinam ao menos duas palavras (DUVAL, 2011, p.78)




Tabela 2 — Diferenca das transformagdes de tratamento e conversao no registro da funcdo quadratica.
Exemplos de Transformagdes envolvendo Equagdes da Circunferéncia

Tratamento | x2?+y%—6x— 16y +24 =0para (x —3)? + (y —8)?2 =49

Transformacgdes
A equacdo da circunferéncia de raio 7 e centro (3,8) para

Conversao (x — 3)2 +(y— 8)2 =49

Fonte: A autora

Na tabela 2, percebemos um tratamento feito para transformar a equagdao geral da
circunferéncia numa equagao reduzida. Basicamente, foram feitas fatoragdes. Percebe-se também
uma conversdo para transformar o registro linguistico “A equagdo da circunferéncia de raio 7 e
centro (3,8)” em um registro simbélico (x — 3)? + (y — 8)? = 49.

A conversdo ¢ fundamental quando se esta trabalhando com dois registros de forma
simultanea. Por outro lado, percebe-se as dificuldades encontradas ao se trabalhar com essas
transformacdes, ja que o ensino tem buscado focar na aprendizagem através da formagdo e do

tratamento, deixando de lado a conversdo. Nobriga (2015) afirma que

Seria importante também o professor priorizar, nas atividades a serem ensinadas, a
conversdo de diferentes registros de um mesmo objeto de forma alternada e simultanea,
para que fique clara a diferenca entre o objeto e sua representacdo. Em atividades
envolvendo o estudo das fungdes, ¢ comum a conversdo do registro algébrico para o
grafico, mas ndo o contrario. (p. 43).

Duval (2009) defende a importancia e necessidade do uso dos registros de representacdes
semidticas no ensino de matematica. E, como dito acima, a conversao ¢ essencial para compreensao
matematica. Todavia, ndo é um processo simples. E importante ressaltar que os livros didaticos de
Matematica, de maneira geral, apresentam diversas representagdes semioticas € operam com O
processo de formagdo, tratamento e conversdo, entretanto, fica a cargo do leitor conectar as
informacdes, gerando assim mais dificuldades de aprendizagem. Vejamos alguns exemplos de
como as atividades cognitivas de formagdo, tratamento e conversdao sobre Fun¢do Quadratica

aparecem nos livros didaticos.



Exemplos

a) Vamos verificar se a funcao fdada por f{x) - x* — dx + 3

1 ¥4
tem zeros reais e se a parabola correspondente inter __ Aparibola pode
interceptar o eixo x em:
cepta O eixo x

e

Para isso, resolvemos a seguinte equacdo do 2° grau:

\ | dois pontos
? . /

x? — Ax '3 0 \ / ) (se A= 0) ‘
(<87 - 4+1+3-16-12-4 \ ‘ g
(—4) + J4 \ J 1 d um Gnico ponto g

X 2 b Ok A £ (se A~ 0) '
Assim, os zeros da fun¢do sdo x, - 1ex, - 3 ' L
Logo, o grafico da fungao intercepta o eixo x em dois - “el('::":n_ Dg;llo ‘ g

pontos: (1, 0) e (3, 0)

Figura 1 — Tratamento para determinar as raizes da fun¢do quadratica
Fonte: Leonardo (2016, p. 113)

Podemos destacar no exemplo apresentado na figura 1 que a Formula Geral ndo esta
apresentada de forma explicita no decorrer da resolugdo. Um estudante pouco habituado com o
processo de resolugio de equagdes quadraticas pode nio compreender a passagem da equagio x* —
4x + 3 = 0 para A= (—4)%? — 4.1.3 = 16 — 12 = 4. Isso pode ocorrer porque a substitui¢do dos
valores ¢ feita de maneira imediata, sem apresentagao dos coeficientes. Por outro lado, o modo em
que a solucdo ¢ apresentada nos permite perceber que o estudante ¢ ensinado a seguir uma receita
pronta. E, portanto, possivelmente ndo consegue prever o que de fato esta acontecendo entre as
diferentes representagdes. Caso o estudante ndo tenha dominio de tal procedimento, as dificuldades
continuardo presentes € o exemplo ndo nos parece suficiente para evitar esse tipo de duvida.
Vejamos agora um exemplo de conversao.

Exemplo
Vamos esbocar o grafico da funcio g dada por g(x) = 2x* + 1.
Repetindo o procedimento do exemplo anterior, calculamos os elementos ne-
cessarios para determinar os pontos convenientes. Temos:
* coeficiente c: 1

o zerosdafuncio: 2x* + 1=0=A=0"—-4-2-1= -8
(Logo, a funcao g nao tem zeros reais.)

. siticat s, = -0 =y, = (0" —42:0 . (8 _
coordenadas do vértice: x, 5.3 0y, a3 3 1

Observando os valores encontrados, verifica-se que o grafico da funcao g nao
corta o eixo x, e o vértice da parabola coincide com o ponto em que o grafico
corta o eixo y: (0, 1)

Entdo, vamos determinar outro ponto pertencente ao grafico da funcao g.
Para isso, atribuiremos um valor para x e calcularemos sua respectiva imagem.
Sendo x = 1, temos: f(1) =2+ 1> + 1= f(1) = 3

Logo, a parabola passa pelo ponto (1, 3).

Com essas informagoes, vamos tragar o esboco do grafico dessa funcao.

Reprodugaa proloida, Art, 184 do Cédige Penal @ Lei 8,610 e 19 d fevereir de 1998,

1 etapa. Localizamos os pontos (0, 1) 2° etapa. Utilizamos simetria
e (1, 3) no plano cartesiano e para tracar o restante
tracamos parte da parabola. da parabola.

Figura 2 — Conversdo de um grafico de fung¢do quadratica (1)
Fonte: Leornardo (2016, p. 111)



Na figura 2 temos um exemplo de conversio. E possivel notar que inicialmente tem a fungio
quadratica representada através de registro simbolico g(x) = 2x? + 1. Diante disso, a
transformacao para o registro grafico se restringe a determinagao de trés pontos, que o livro destaca
como “convenientes”. Mas, como os estudantes poderdo compreender que o grafico ¢ uma parabola
apenas com esses trés pontos “convenientes”? Neste momento, nota-se uma possivel limitagdo do
livro didatico. E interessante ressaltar a importancia do calculo de mais pontos, para que o estudante
consiga perceber que se trata de uma parabola. Destacamos também que o estudante precisa estar
habituado com a leitura matematica, o que ndo parece ocorrer na maioria dos casos. Se faz
necessario a transicdo entre os diferentes registros, que nao se encontram na sequéncia de cada
passo tomado, mas sim ao final da resolugdo. Consequentemente, dificuldades podem surgir.

Vejamos agora outro exemplo de conversao.

R5. Determinar a lei da fungan quadratica corres- Assim:
pondente ao grifioo a seguir. A= =4+qg+[=5) =0
¥ b= —20a
= bt
- a= _2-[]- [“]
0 Fd x
Substituindo a equacao (II) na eguacao (I),
LeTmis:
el B B b i .
- 4L- ZUJ.EEJ 5—ﬂ=-5+2h BE=0
Resolvendo essa equagio:

i gl i]-1—5;=n
-

» Resolucdo

- Z220
Observe que a pardbola infercepta o eixo y no s e
ponto (0, —5). 2 |_§
Em-;ml_ a let da fun¢do quadrdtica associada Pela equacao (I, temos:
acla édo tipo 5 a5 5
A= Ay B [ 0= ma = =i = -
fix) = ax” + by — 5 coma, b€ R 20 a0 3
Note também que a pardbola intercepta o -
eixo x em um Unico ponto de coordenadas Portanto, a lel da funcgao é
2, 0. Isso significa que 2 é o zero real duplo 5 .o
: xX]=-—x + Bx- 5.
da funcio. fix) 4
Substituindo as coordenadas do ponto (2, 0)
= na lel da funcio, cbtemos uma equacio: R6. Considerando a funcio quadratiea definida por
5 fi2) =a-2"+b-2-5 Jx) = 2x* — Bx — k, determinar para quais va-
‘: D=a 2 +h2-5 lores reais de o a funcao f;
3 4a+2h—5=0 0 a) tem dois zeTos reais distintos.
b Como a pardibola Intercepta o el xem apeis bl tem um zero real duplo.
E_ um ponta, temos A = 0. ¢) niAo tem zeros reals.

Figura 3 — Conversdo de grafico de fungdo quadratica (II)
Fonte: Leonardo (2016, p. 114)



Na Figura 3, ¢ possivel perceber a conversao do registro de representagao grafico para o
registro de representagdo simbolico da funcdo quadratica dada. Nesse caso, o proposito € fazer a
conversao inversa do que foi apresentado no exemplo da figura 2. Vejamos alguns pontos que
podem gerar dificuldades:

e Por que pelo fato da pardbola interceptar o eixo y em (0,-5), pode-se inferir que flx) =

ax*+bx —57?

e Por que pelo fato da parabola interceptar o eixo x em um unico ponto, pode-se inferir que

2 ¢ zero real duploe A= 0 ?

Pelas questoes levantadas anteriormente, pode-se perceber que muitas informagdes sao
omitidas no processo de conversao dos livros didaticos. Ao que parece, espera-se que os estudantes
ja conhecam essas informagdes. Mas o que pode garantir isso?

Através dos exemplos podemos inferir que os livros didaticos, apesar de utilizarem de
diversos registros de representacdes semidticas, ndo mostram claramente como as transformagoes
ocorrem. Sobretudo, nos casos de conversdo. De fato, isso ¢ muito dificil de fazer em ambientes
estaticos, como os livros impressos. Mostrar como as transformacdes estdo ocorrendo fica a cargo
do professor. Mas e se o estudante estiver estudando sozinho?

O uso de Tecnologias da Informacgao e Comunicagdo (TICs) podem ajudar a minimizar tais
dificuldades. Nesse sentido, podemos destacar o software de matematica dindmica GeoGebra que
reline geometria, estatistica, calculos, algebra, graficos, dentre outros. Segundo Molinari, Santos e
Retslaff (2019 p. 5) o GeoGebra “possibilita que o aluno construa graficos e objetos e explore ao
mesmo tempo suas caracteristicas geométricas e algébricas, bem como as particularidades e
generalizagdes presentes nas construcdes”. Ou seja, possibilita ao estudante o uso de diferentes
registros de representacdes semioticas de objetos matematicos. E, como afirma Duval (2005) citado
por Oliveira (2019, p. 618) “Quando proporcionamos ao aluno diferentes registros de
representagdes e ele por sua vez compreende as diversas representacdes como sendo um unico
conceito, podemos garantir que o processo de aprendizagem se concretizou com éxito.”. A
ferramenta em si ndo constitui novos registros, entretanto, possibilita novas maneiras de construir
e visualizar os registros e suas transformacoes.

Inimeras pesquisas ja mostraram as contribui¢des do Geogebra para o ensino de
Matematica. Segundo Basniak, Silva e Gaulovski (2017 p. 11) o software “pode trazer

contribui¢des significativas ao processo de ensino e aprendizagem de matematica a medida que



atividades de investigacdo e exploracao sejam parte fundamental de sua aprendizagem”. Todavia,
acreditamos que o software sozinho pode ndo ensinar coisa alguma. E imprescindivel o papel do
professor. Segundo Faria (2004, p. 6) “Nessa perspectiva, espera-se do educador a competéncia
para ser o mediador de todo processo de constru¢do do conhecimento, com recursos tecnoldgicos,
favorecendo a interagdo e a autonomia num clima de cooperagao e colaboragao, [...]”. Além disso,
¢ importante a criagdo de materiais didaticos de auxilio a utilizacdo do Geogebra. Uma boa forma
de organizar tais materiais € através dos Livros Dindmicos de Matematica. O que serd abordado na

préxima secao.
2.3 Livros Dinamicos de Matematica

Considerando a Teoria de Representacdes Semioticas de Duval, apresentada anteriormente,
e as ferramentas disponibilizadas pela plataforma GeoGebra tais como a inser¢ao de textos, videos,
imagens, applets, questiondrios, arquivos pdf, dentre outros, Nobriga e Siple (2020) propdem o
conceito “Livro Dinamico de Matematica”. Diferente dos livros digitais classicos, muitas vezes
apresentados aos estudantes em formato de pdf, o Livro Dinamico de Matematica possui
caracteristicas proprias dentre as quais destacamos a integracdo dinamica das diferentes
representagdes dos objetos matematicos numa Unica pagina. Tais representacdes podem ocorrer de
maneira simultanea e conectadas. Desse modo, contribui para a transi¢ao entre as representagdes
de um mesmo objeto matematico e, consequentemente, pode ajudar a desenvolver a compreensao
do conteudo estudado.

Para melhor entendermos as caracteristicas dos Livros Dinamicos de Matematica,
precisamos deixar claro o que entendemos por “Dindmico”. Segundo Bellemain (2001) citado por

Nobriga e Siple (2020, p. 91),

[...] tal principio permite ao usuario a sensacdo de agir direta e livremente sobre a
representacdo do objeto e controlar imediatamente os efeitos dessa agdo. Com o auxilio
do mouse, pode-se arrastar ou manipular diferentes representagdes e visualizar os efeitos
de suas agdes. Isso contribui para a percep¢do das relagdes entre as representagdes,
formulagdo de conjecturas, identificagdo de contraexemplos etc.

Para entendermos as caracteristicas dos Livros Dinamicos de Matematica, precisamos
trazer algumas adaptacdes dos conceitos de formacdo, tratamento e conversdo. Esses, quando
produzidos em softwares de matematica dindmica, podem apresentar caracteristicas distintas das

conhecidas em livros classicos. Diante disso, Salazar e Almouloud (2015) trazem os conceitos de



Formagdo Dinamica, Registro Figural Dinamico e Tratamento Dindmico associados a formagao de
Registros de Representacdo Figural. De acordo com esses autores, a Formag¢ao Dindmica se da
através da escolha de uma ferramenta para a representacdo de um objeto geométrico. Nesta acao,
o estudante mobiliza seus conhecimentos de geometria. Por outro lado, o Registro Figural
Dinamico se da pela alteracdo da figura geométrica mantendo suas propriedades. Para que fique
mais claro, consideremos o seguinte exemplo na Figura 4. Note que houve uma alteragdo no
quadrilatero ABCD para o BCFE, mas pode-se perceber que o resultado da soma dos angulos

internos manteve-se constante. Ou seja, essa propriedade ¢ preservada, apesar da transformacgao.

B 8= 141 48°

Quadrilatero ABC'D Quadrilatero EBCF
61.3° 4+ 97.6" 4+ 100.3° + 100.8° = 360 101.79° 4+ 61.3" + 141.48" + 55.42" = 360

Figura 4 — Registro figural dindmico
Fonte: A autora

E assim como os Registros Visuais, nos Ambientes de Geometria Dindmica — AGD a
formacgdo dos Registros Linguisticos e Simbodlicos também possuem caracteristicas especificas.
Produzidas a partir da ferramenta texto, o Registro Simbolico Dinamico se da pela alteragao de
parametros, alterando consequentemente a representacao do objeto. Podemos tomar como exemplo
o applet que esté representado na figura 5, que envolve a equacao do plano. Observando a Figura
5, ao alterarmos os controles deslizantes a, b, ¢ e d, pode-se perceber a equacao do plano sendo

alterada.



A equacio do plano é 2x+(4)y+(-3)z=-12

QO eixo x ¢ o vermelho. O eixo + é o . O eixo z € 0 azul.

@®c=-3

Figura 5 — Exemplo de registro simbdlico dindmico. °
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ajzr6gh2 acesso em 11 de agosto de 2021)

Para Nobriga (2019, p. 7) o Registro Linguistico Dinamico “[...] ¢ um registro em que o
texto ¢ alterado dinamicamente quando ele estd associado a alguma caracteristica de outra
representacdo e ela sofre alguma modificacdo que altera alguma propriedade.”. Como mostra o
exemplo a seguir, utilizando as defini¢des de trapézios.

C D

G=12743

p=5257°

Figura 6 — Exemplo de registro linguistico.
(Disponivel em https://www.geogebra.org/m/dXfysuQV acesso em 25 de julho de 2021)

2 Para melhor compreenséo das ideias apresentadas neste Trabalho de Conclusdo de Curso, é de extrema importncia
que o leitor abra os links apresentados no decorrer do texto.



Para Duval (2011) o tratamento consiste na transformagao no interior da representagdo do
objeto matematico. Salazar & Almouloud (2015, p.930) apresentam o conceito de Tratamento

Dinamico restrito a Representagdo Figural da seguinte maneira:

“[...] os tipos de tratamentos de uma figura que identificamos neste estudo quando se
utiliza AGD so mudar a posi¢do da figura sem modifica-la (para isso, se utiliza a fungéo
de manipulagdo direta), mudar o comprimento dos lados da figura (aqui, se utiliza a
funcdo de arrastamento e também se pode utilizar a ferramenta de homotetia) e
reconfigurar a figura (neste caso, se utiliza a fun¢do de arrastamento e outras ferramentas
especificas que dependem da figura construida)”

Nobriga (2019, p.9) discorda desses autores quando os mesmos definem a mudanga de
posicdo da figura como Tratamento Dinamico. Ele argumenta que a simples mudanga de posicao
ndo gera relagdo de conhecimento comparada com a representacdo inicial. Desse modo, Nobriga
(2019, p. 9) propde uma definicao que abrange os Registros de Representacao Linguistico, Figural
e Simbolico. Para ele, o Tratamento Dindmico s2o as transformagdes que ocorrem num mesmo registro
e que sejam produzidas num ambiente que permita os principios de manipulagdo direta, constituindo
uma relagdo de conhecimento em comparagdo com as representagdes iniciais. J& a Conversao
Dinamica ocorre através de transformagdes entre diferentes tipos de registros semioticos,
produzidos em ambientes de geometria dindmica, possibilitando manipulagdes diretas e, assim
como no tratamento, construindo uma relacdo de conhecimento em comparagdo com as
representagdes iniciais.

Do ponto de vista matematico a compreensao ¢ evidenciada através de demonstragdes que
validam um enunciado matematico. Nobriga e Siple (2020, p.92) dizem que apesar de serem
apresentadas aos estudantes através dos livros didaticos, a falta de orientagdes para a leitura dessas
demonstracdes pode acarretar grandes dificuldades durante o processo de aprendizagem. Assim,
com o intuito de diminuir tais dificuldades para a aprendizagem, Nobriga (2019) propde as
Demonstragdes Matematicas Dinamicas. Vale destacar que ndo se trata de uma nova maneira de
demonstrar resultados ou propriedades matematicas, mas sim, de apresentar as demonstragdes ja
validadas. Vejamos o seguinte exemplo da Demonstracdo Dindmica da seguinte propriedade “As
trés bissetrizes internas de um tridngulo interceptam-se num mesmo ponto que equidista dos 3 lados

do tridngulo.”. Apresentando assim, as etapas consideradas pelo autor.



Etapas =1

Incentro-Demonstragiao —-@

Hipdtese

r, & e t 830 bissetrizes internas do tridngulo ABC, cujos lados sho a, b e c.
Tese

1) rnent =I

2) dpy = dj;= dpg

Figura 7 — Exemplo de demonstracdo dinamica — Etapa 1
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/xMv7bmYn acesso em 11 de agosto de 2021)

Temos que a primeira etapa ¢ constituida pela apresentacdo da hipotese ¢ da tese, na
representacdo linguistica. Por outro lado, € possivel perceber que no applet encontrado a direita

possuimos também a representagdo geométrica da hipodtese.

Etapas =2
Incentro-Demonstracao
Hipdtese
r. & e t 880 bissetrizes internas do tridngule ABC, cujos lados sdo a, b e ¢
Tese
1) st =I
2) d[.r == 'iLs: df‘f

Primeiramente vamos considerar rNs =1

Figura 8 — Exemplo de demonstracdo dinamica — Etapa 2
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/xMv7bmYn acesso em 11 de agosto de 2021)

Na segunda etapa se inicia, de fato, a demonstragdo. Onde o autor considera apenas a

interseccao de duas bissetrizes 7 e s, identificando como I o ponto de intersec¢dao das mesmas. Note

que o registro de representacdo figural ¢ adaptado conforme iniciamos a demonstragao.

~

Etspaz = 3

Incentro-Demonstracao

Hipétese

1, & ¢ t 880 bissetrizes internas do tridngulo ABC, cujos lados sfoa, b e c,
Tese

1) mnent =1

2) dp, = di,= dl_t

Primeiramente vamos considerar rMs =1

Bissetriz:E o lugar geométrico dos pontos
equidistantes dos lados do angulo. Ou seja, qualquer
ponto da bissetriz de um angulo estd a mesma distancia
dos dois lados.

Figura 9 — Exemplo de demonstragdo dindmica — Etapa 3
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/xMv7bmYn acesso em 11 de agosto de 2021)




Na etapa 3 o autor relembra a definicdo de Bissetriz, fazendo com que o leitor possa

perceber uma propriedade que vird nos proximos passos da demonstracao.

Bispas=4 ™~

-

S

Incentro-Demonstragao
Hipdétese
r, 8 e t sAo bissetrizes internas do trifngulo ABC, cujos lados sao a, b e c.

Tese
1) rPsnt =T

2) dry = drs= dps

Primeiramente vamos considerar rMs =I

L€ r, logo, equidista de a e ¢. Ou seja, dra=dre

Bissetriz:El o lugar geométrico dos pontos
equidistantes dos lados do dngulo. Ou seja, qualquer
ponto da bissetriz de num angulo estd a mesma distancia
dos dois lados.

Figura 10 — Exemplo de demonstragdo dindmica — Etapa 4
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/xMv7bmYn acesso em 11 de agosto de 2021)

Na etapa 4, podemos perceber que o autor ja utiliza dos registros de representacao
linguistico e simbolico para mostrar ao leitor que o ponto I, por pertencer a bissetriz r, equidista
dos lados a e c. De maneira simultanea, note que no registro de representacao figural surge dois
segmentos, com mesma marcacao, mostrando ao leitor que eles sdo congruentes. Deste modo, as

novas consideragdes descritas podem ser visualizadas geometricamente.

Etapas =5
Incentro-Demonstracao - @ \ a A
Hipdétese :

1, & e t 880 bissetrizes internas do trifingulo ABC, cujos ladoz sho a, b e c.
Tese
1) rnent =I

2) dl’.r = dj,= dl:f

Primeiramente vamos considerar rMs =I

L€ 1, logo, equidista de a ¢ ¢. Qu seja, dra=dre.

I€ s, logo, equidista de a e b. Ou seja, dra = drs Bissetriz:E o lugar geométrico dos pontos
equidistantes dos lados do dngule. Ou seja, qualguer

ponto da bissetriz de um Angnlo estd a mesma distancia
dos dois lados.

Figura 11 — Exemplo de demonstrag@o dindmica — Etapa 5
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/xMv7bmYn acesso em 11 de agosto de 2021)

De maneira analoga, o autor utiliza da representacao linguistica e simbdlica para mostrar
que o ponto I, por pertencer a bissetriz s, equidista dos lados a e b. A partir disso, podemos perceber
que o applet a direita utiliza do registro de representagao figural para mostrar os novos segmentos

congruentes.



Incentro-Demonstracao

Hipotese

r, & e t 8o bissetrizes internas do tridngulo ABC, cujos lados sdo a, be o
Tese

1) rnant =I

2) dp, = dj,= djy

Primeiramente vamos considerar rNs =I

I€ r, logo, equidista de & ¢ ¢. Qu seja, dra=dre

Bissetriz:E o lugar guomé[.,‘-icu dos pontos
equidistantes dos lades do fingulo. Ou seja, qualguer
Como dra=drs e dra=dr. . Entéo, dry = dr, Assim, I€t e rNsnt=1. ponto da bissetriz de um Angulo estd a mesma distancia
dos dois lados. [

I€ s, logo, equidista de a e b. Ou seja, dra = d1s

Figura 12 — Exemplo de demonstra¢do dindmica — Etapa 6
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/xMv7bmYn acesso em 11 de agosto de 2021)

Por fim, na etapa 6 a demonstragdo ¢ finalizada. Nesta o autor utiliza apenas os registros de
representacdo linguistico e simbolico para encerrar a demonstragdo. Percebemos que no decorrer
das etapas as representacdoes vao aparecendo de forma gradativa, conectadas, podendo ser
simultdneo ou nao. O proposito ¢ de que o estudante possa entender a ordem de leitura das
representagdes € com isso possa compreender a demonstragao.

Nobriga e Siple (2019, p.94) afirmam ainda que a falta de orientagcdo sobre a leitura de
exercicios resolvidos também pode gerar dificuldades na aprendizagem dos contetdos
matematicos. Sendo assim, os livros dindmicos possibilitam a resolugdo de exercicios por etapas,
assim como nas demonstragdes. Os autores apresentam também a alternativa de criacdo de
exercicios dinamicos. Neste caso, os estudantes fazem alteragcdes nas diferentes representacgoes,
gerando um ambiente enriquecedor de simulacdo. Um exemplo estéd representado na Figura 13, que
de maneira analoga as demonstra¢des dinamicas, separado em etapas, a resolu¢do dindmica de um
exercicio envolvendo Sistemas Lineares.

e NI (Novo Problema] ——@——
valor. Quantos reais tem Miguel?

Método da substituigao
Primeiramente vamos chamar de x a quantia em reais de Jodo e
¥ & quantia em reais de Miguel.

Jodo e Miguel tém juntos 294 reais, entao
xty=294

Se Joio der 67 para Miguel, eles ficardo com o mesmo valor.
Isso pode ser escrito da seguinte forma: x — 67 = v+67

; - . x+y=204
Temos entéo o sistema

Figura 13 — Exemplo de exercicio dindmico — Etapa 4
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/y7zuadqg acesso em 11 de agosto de 2021)




E para que o estudante obtenha um retorno sobre suas resolugdes, o livro dindmico pode

conter feedbacks automaticos. De acordo com Costa et al. (2016) citado por Nobriga (2021)

(...) 0 feedback pode contribuir para uma agao reflexiva por parte do estudante e para sua
aprendizagem, pois ressalta alguma discrepancia entre o resultado pretendido e o
esperado, incentivando a revisdo, ou ainda apontando os comportamentos adequados,
motivando o estudante a repetir o acerto. (p. 3)

Vejamos um exemplo atividade com feedback automatico no GeoGebra:

Determine os valores de a, b e ¢ da equacéo ., L
a é o nimero que multiplica .

2 P
2x° + 4x = 0. ‘ Nova equacao y b é o nimero que multiplica x.
¢ é o termo independente.

- . Sao chamados de coeficientes.
- b= c= D Conferir

Ajuda 1 Ajuda 2 Se nao aparece o termo
independente, entdo ¢ = (.

Figura 14 — Exemplo de feedback interacional.
(Disponivel em https://www.geogebra.org/m/cyypnzqj acesso em 25 de julho de 2021)

Note que o feedback interacional, representado pelas Ajudas, tem como intuito relembrar
as defini¢des do contetido abordado. Por outro lado, temos na Figura 15 um exemplo do feedback
motivacional que possui o intuito de motivar o estudante através de uma frase de incentivo.

Determine os valores de @, b e ¢ da equacao

r’ —4x +4=0. | Nova equagao |

=V 0= x e[ X @omim

Vocé acertou apenas uma, =(
Continue tentando!

Figura 15 — Exemplo de feedback motivacional.
(Disponivel em https://www.geogebra.org/m/cyypnzqj acesso em 25 de julho de 2021)

Por outro lado, possuimos também o exemplo de feedback elaborado. Nele, as mensagens
sdo elaboradas pelo autor através de possiveis erros que poderdao ser cometidos pelos estudantes.
Na figura 16, temos um exemplo de feedback elaborado, onde o estudante considera que o

coeficiente b ¢ zero, por ndo aparecer nenhum numero multiplicando x.



Determine os valores de a, b e ¢ da equagao

20’ —x+1=0. | Nova equacao I

a = D b= 0 c= [: I:l Conferir

Atencao:
O fato de ndo
aparecer o nimero

que multiplica =
néo significa que b
éigual a 0.

Figura 16 — Exemplo de feedback elaborado.
(Disponivel em acesso https://www.geogebra.org/m/cyypnzqj em 11 de setembro de 2021)

O conceito “Livro dinamico de Matematica” € novo e existem poucos exemplos. Nesse
sentido, acreditamos que a nossa ideia de produzir um livro dindmico de matematica para o ensino
da Funcao Quadratica pode contribuir nao apenas com o processo de aprendizagem e ensino como
também para a divulgacdo do conceito. No capitulo seguinte, apresentaremos uma possibilidade de

como isso pode ser realizado.

3. METODOLOGIA

Tendo em vista a configuragdo desse problema de pesquisa, propomo-nos a desenvolver
um livro dinamico de matematica para o ensino de Fungdo Quadratica. Para isso, tivemos que
elaborar estratégias metodologicas. Descrevemos isso a seguir.

Segundo Dante (1996, p.83) “o livro didatico de matematica ¢ tdo necessario quanto um
dicionario ou uma enciclopédia, pois ele contém definigdes, propriedades, tabelas e explicagdes,
cujas referéncias sao frequentemente feitas pelo professor.”. Concordando com a importancia dos
livros didaticos, construimos nosso Livro Dinamico de Fun¢des Quadraticas, contendo tais
elementos. O livro foi desenvolvido dentro da plataforma GeoGebra, utilizando a ferramenta livro
que possibilita a inser¢do de diversas folhas de trabalho®. As folhas de trabalho sio como as paginas
do livro. Elas podem conter textos, imagens, arquivos PDF, videos, exercicios, questiondrios,
applets, dentre outros. O procedimento técnico para a construgdo do livro ndo ¢ complicado, nao
exigindo conhecimentos de programacgdo. Basicamente, seguimos as orientagdes contidas no

endereco https://www.geogebra.org/m/Y wtj4dejx#chapter/208571 .

3 Recentemente a plataforma GeoGebra mudou a tradugio “folha de trabalho” para “atividade”, mas deixamos assim
por acharmos mais coerente para este trabalho.



Para o planejamento e elaboracdo dos conteudos que colocamos no livro dindmico,
primeiramente buscamos analisar livros didaticos estaticos, do primeiro ano do Ensino Médio.
Tomaremos como base os livros Conexées com a matematica (LEONARDO, 2016) e
Matematica: contexto e aplicacdes. Ensino Médio (DANTE, 2016), ambos livros do primeiro
ano do Ensino Médio. Estudamos a abordagem utilizada pelos autores, sendo um dele ja conhecido
pela pesquisadora e outro nao, identificando a ordem de apresentacdo do contetido, exemplos
tratados e exercicios propostos. Também estdvamos interessados em identificar alguns elementos
do livro que poderiam dificultar a compreensao dos estudantes. Sobretudo, no que diz respeito a
transformagao das representagdes.

A partir das recomendagdes contidas na Base Nacional Comum Curricular, planejamos o
nosso Livro Dinadmico. Este planejamento inicial conteve as habilidades relacionadas as Fungdes

Quadraticas, objetivos e estratégias. Buscamos organizar o planejamento em uma tabela como a

seguinte.
Tabela 3 — Planejamento do livro dindmico
Habilidade Competéncia Competéncia Geral Objetivo de Objetivos Indicios
Especifica BNCC BNCC Aprendizagem especificos
Estratégias

Objetivos especificos

Fonte: Os autores

Num primeiro momento optamos pela busca de exemplos de materiais prontos tanto na
plataforma GeoGebra como em outros ambientes (Youtube, Wikipedia, etc): videos, textos,
questionarios e, principalmente, applets. A partir disso, iniciamos a analise dos materiais
encontrados, adaptando e organizando. No caso dos applets, o intuito era incluir alguns feedbacks

automaticos ¢ orientagdes de manipulagdo para auxiliar o estudante no processo de ensino-



aprendizagem do contetido. Todavia, ndo descartamos também a possibilidade de, caso fosse
necessario, construirmos novos materiais.

Ap6s a fase de planejamento e pesquisa dos materiais, elaboramos um esboco de indice,
contendo algumas ideias do que implementariamos no livro. Ele esta descrito a seguir.

O titulo do livro ¢ Aprendendo a Fun¢do Quadratica com a plataforma GeoGebra. O
capitulo 1 cujo titulo ¢ “Defini¢do e exemplos de fung¢des quadraticas” contém 5 paginas. A pagina
1 possui a defini¢cdo e alguns exemplos. Ja na pagina 2 trabalhamos alguns exercicios resolvidos
sobre a identificacdo dos coeficientes da funcdo e, também, para quais valores de p uma fun¢ao
genérica dada se torna quadratica. Na pagina 3 indicamos exercicios para serem resolvidos
referentes a pagina anterior. A pagina 4 foi destinada aos exercicios resolvidos acerca do valor da
imagem e a lei de formagao da fungdo. E, por fim, a pagina 5 foi destinada a exercicios semelhantes
aos da pagina 4 para os estudantes resolverem. O capitulo 2 cujo titulo ¢ “Grafico da fungao
quadratica” contém 4 paginas. Na pagina 1 abordamos o grafico da fungdo quadratica, destacando
as diferentes representacdes da fungdo: pardbola a tabela associada a sua construgdo e lei de
formacao. A pagina 2 trabalha com exercicios sobre a identificagao de fungdes quadraticas. Na
pagina 3 trabalhamos a influéncia dos coeficientes a, b € ¢ no comportamento do grafico. Por fim,
a pagina 4 foi destinada aos exercicios resolvidos, e propostos. O titulo do capitulo 3 ¢ “Pontos
importantes do grafico da fungdo quadratica” e contém 10 paginas. Nas paginas 1 e 2 trabalhamos,
respectivamente, a intersec¢do do grafico da funcdo com o eixo y e alguns exercicios resolvidos e
propostos. A partir da pagina 3 abordamos a identificagdo, os métodos de calculos dos zeros da
funcdo quadratica e exercicios. Na pagina 3 mostramos aos estudantes que os zeros da func¢ao sao
os valores de x para qual a fun¢do ¢ nula. Ja4 na pagina 4 trouxemos exercicios referentes a
determinacdo da quantidade de zeros que a funcdo possui através de graficos dados. A pagina 5
mostra o primeiro método de calculo das raizes da fungdo, usando a formula de Bhaskara. O
segundo método, dado pela soma e produto, estd destinado a pagina 6. Na pagina 7 destinamos ao
calculo das raizes quando as equagdes sdao incompletas, utilizando o método da fatora¢do e método
do isolamento do x. A pagina 8, 9 e 10 conta com exercicios resolvidos, e propostos, envolvendo
a determinacdo dos zeros da funcdo, a quantidade dos zeros da funcdo através do valor do
discriminante e os valores de m para que a fun¢do possua uma, duas ou nenhuma raiz. O capitulo
4 tem como titulo “O vértice do grafico da fungdo quadratica” e conta com 6 paginas. Na pagina 1

definimos o ponto de maximo e minimo de uma fun¢ao quadratica. Na pagina 2 trabalhamos com



exercicios em que os estudantes precisam determinar se a fungdo dada possui ponto de méximo ou
de minimo. A pagina 3 foi destinada a determinacdo das coordenadas do vértice. Ja na pagina 4
destinamos a determinagdo dos intervalos em que a fungdo ¢ crescente ou decrescente. Na pagina
5 trabalhamos o conjunto imagem de funcdes quadraticas. A pagina 6 aborda exercicios
envolvendo os topicos estudados nas paginas anteriores. Por fim, o ultimo capitulo foi destinado a
situacdes problema envolvendo fung¢des quadraticas, como por exemplo, area maxima do retangulo
e lucro méaximo.

Apos a elaboracao do indice, passamos para a construcao do livro na plataforma GeoGebra.

4. RESULTADO: APRENDENDO A FUNCAO QUADRATICA COM A PLATAFORMA
GEOGEBRA

O livro dinamico de Fungdes Quadraticas, disponivel através do link

https://www.geogebra.org/m/kmzykz5r se inicia com uma breve apresentacdo dos autores, seguida

da apresentagcdo do livro e da sua proposta. Composto por seis capitulos, com textos, applets,
figuras, videos, exercicios e reflexdes. Apresentaremos partes de cada capitulo, destacando pontos
importantes € mostrando como as atividades propostas buscam atender as recomendagdes da
BNCC, da Teoria dos Registros de Representacdes Semidticas de Duval. Além disso, mostraremos
como as atividades podem ajudar a superar alguns limites do livro didatico impresso.

O capitulo cujo titulo ¢ Definigao teve o objetivo oferecer condigdes para que os estudantes
desenvolvam as seguintes habilidades da BNCC:

« (EM13MAT302) Resolver e elaborar problemas cujos modelos sdo as fungdes
polinomiais de 1° e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou ndo tecnologias digitais;

Ele contém duas péaginas. A primeira delas com textos, um applet e questdes. Traz a
definicdo de uma fun¢do quadratica, alguns exemplos, um exercicio e uma reflexao de “Por que
chamamos de fungdo quadratica?”. A figura 17 mostra um applet desenvolvido que teve o objetivo
de gerar e apresentar diversos exemplos aos estudantes. Nesse applet, o estudante pode ver também

os coeficientes das funcdes geradas.



Novo Exemplo

EXEMPLO

g(x) = —332% + 8z

Os coeficientes da fungio sao
Coeficientes
a=-33

b=2§
c=10

Figura 17 — Exemplos de fungdes quadraticas
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/sutkqfy4 acesso em 28 de junho de 2022)

Na segunda péagina, chamada de Exercicios, disponibilizamos diferentes exercicios, dentre
eles alguns propostos e outros resolvidos. A maioria dos exercicios ¢ feita através de applets, pois
nos possibilita gerar novos exemplos. Referente aos exercicios criados, podemos destacar o
“Exercicio 1 — Determinando os coeficientes da funcdo quadratica”, que possui feedbacks
automaticos, ou seja, o estudante tem um retorno imediato do seu desempenho.

Exercicio 1 - Determinando os coeficientes da funcdo quadratica

Determine os valores de a, b ¢ ¢ da fungéo
f(@) =24z +4.

@ é o niimero que multiplica z?.

=)
Nova fungéao |

c= ld- | [ ] Conferir

];ﬂ Ajuda 1 /] Ajuda 2

—

J

Atengio:

Atencio: .
Confira o sinal,

O fato de néo
aparecer o niimero
que multiplica z?
néo significa que a
éigunl a 0.

b é o mimero gue multiplica 2.
¢ & o termo independente.
Sao chamacdos de coeficientes.

Quando o ndmero que multiplica
x? (ou ) nio estd explicito, vocd
deve congiderar 1 (ou —1,
dependendo do ginal).

Figura 18 — Exercicio 1 — Determinando os coeficientes da fun¢do quadratica.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/sutkqfy4 acesso em 28 de junho de 2022)

Na figura 18 podemos ver que, caso o estudante digite 0 no espago destinado ao coeficiente
a, o mesmo recebera imediatamente uma mensagem orientando sobre o erro cometido. Também

podera clicar na caixa conferir e obter um feedback referente ao seu acerto ou erro. Vale ressaltar



que em caso de duvidas o estudante podera optar por duas ajudas, clicando nas caixas Ajuda 1 e
Ajuda 2.

Nessa mesma pagina, apresentamos um exercicio que atende a um dos objetivos da BNCC
destacado anteriormente, no qual o intuito ¢ elaborar um problema cujo modelo ¢ uma fungao
polinomial de segundo grau. Deste modo, o exercicio propde a determinagdo da area do trapézio
em fun¢do de x. Nesse applet, conforme figura 19, o estudante pode solicitar uma ajuda, em
primeiro caso, ou a resolugdo, caso as duvidas continuem. Trata-se de um applet com exercicio
resolvido. A partir disso, solicitamos que o estudante ndo utilize a resolucao e tente em seu caderno

resolver novos exemplos.

Qual a area do trapézio?

(B+b)h

5 ,em que B é a base maior, b é a basec menor e h é a altura.

A édrea da regifo em forma de trapézio é dada por A =

Nesse trapézio, a drea pode ser dada em fungdo de = por uma lei do tipo f(x) = aa® + bz + ¢, coma # 0.

Novo Exemplo

AJUDA
Determine os valores da base maior (B), base menor (b) e da altura (h).
Em seguida, substitua os valores encontrados na formula da drea.

Figura 19 — Exercicio resolvido — Area do trapézio
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/sutkqfy4 acesso em 28 de junho de 2022)

O capitulo 2, com titulo Grafico de funcao quadratica, possui cinco paginas. O objetivo dele
¢ criar condicdes para que os estudantes possam desenvolver as seguintes habilidades da BNCC:

o (EM13MATA402) Converter representacdes algébricas de funcdes polinomiais de 2°
grau para representagdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma
variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou nao a softwares ou
aplicativos de algebra e geometria dindmica;

o (EM13MATS502) Investigar relagdes entre niimeros expressos em tabelas para
representd-los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizagdo, reconhecendo quando essa representagdo ¢ de fungao

polinomial de 2° grau do tipo y = ax? ;



Neste capitulo comecamos a trabalhar explicitamente as representagdes algébricas e
geométricas da Fun¢do Quadratica. Assim, em determinados momentos trabalharemos com os
conceitos de tratamento e conversdo no livro dindmico. A primeira pagina, chamada “Grafico da
Fun¢do Quadratica”, introduz ao estudante a forma do grafico de uma funcdo quadratica.
Utilizamos textos, applets e reflexdes nessa pagina. O applet contido na figura 20 mostra como
buscamos contemplar as habilidades da BNCC e também a recomendagdo de Duval de usar pelo
menos duas representacdes concomitantes. Uma abordagem bastante utilizada e que facilita a
compreensao por parte dos estudantes na visualizagdo da parabola ¢ a construcao do grafico através
da tabela, como mostra a figura 20 a seguir.

Construcao da paralabola pelo ponto de vista grafico

Como construir o grafico da fungdo quadratica dada por f(ﬂ) =az®+bx+ ¢ 7 Utilizaremos 2 atividade abaixo para construirmos o grafico da funcio
quadratica. Através de uma tabela determinaremos valores iniciais para T e cbservaremos como o grafico € construido,

]

Exibirfesconder pontes 1

i 2
D Exibirlesconder Grafico 3

s 4
5

s D Exibirlesconder coeficientes 6
7

4 8
9
3 10
(x50 ° i
2@ ® 12
x) ; $ 13
i 14
15
é 16

Figura 20 — Construgao da parabola pelo ponto de vista grafico
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/wqSrwmny acesso em 28 de junho de 2022)

A atividade conta com trés caixas “Exibir/Esconder objetos”. A primeira Exibe/Esconde
pontos que possibilita visualizar e modificar os pontos determinados através da tabela. Também
temos o Exibir/Esconder grafico, que mostra ao estudante o grafico da fungdo. Por fim, a caixa
Exibir/Esconder coeficientes que possibilita modificar os coeficientes, estudar outras fungdes e os
diferentes graficos que essa modificacdo produz. Esse applet possui ainda fungdo Rastro sobre o
ponto (x, f(x)) que permite que o estudante possa ver o grafico sendo formado a medida que ele

movimenta o ponto x. Na figura 21 a seguir mostraremos o applet com as trés caixas selecionadas.



: A B Cc
Ba — 088 Exibiresconder pontos 1
i 2
Exibirfesconder Grafico 3
4
5
Exibir/asconder cosficientes 5
a=05 T
S e
8
b=-26 g
— 10
i (f)) oS 1
fog 27 e 12
13
i 14
15
B + 1 T 5 [ g [ 10 n 12 5 14 1 1 16
X 17
=t 18
19
2 20

Figura 21 — Construgdo da parabola pelo ponto de vista grafico — Caixas selecionadas.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/wqSrwmny acesso em 28 de junho de 2022)

Para complementar a atividade, solicitamos através de reflexdes que os estudantes
modifiquem pontos, marquem as caixas e observem as mudangas. O intuito com esse applet ¢ fazer
com que os estudantes percebam que o conjunto dos pontos na terceira coluna da tabela gera a
curva que estd no plano cartesiano ao lado.

As paginas seguintes deste capitulo tratam da influéncia dos coeficientes no comportamento
do grafico. Em todas elas buscamos atingir os objetivos descritos acima, da BNCC, sendo assim,
utilizamos com bastante frequéncia a conversao da linguagem algébrica para a geométrica e
buscamos fazer com que o estudante perceba padrdes e consiga generalizar resultados.

A pagina dois ¢ chamada de Influéncia do coeficiente “a” no comportamento do grafico.
Para que o estudante perceba, de fato, a interferéncia do coeficiente no grafico, adaptamos e
traduzimos um applet que mostraremos nas figuras seguintes. Inicialmente o estudante observa que
se trata de uma fungdo do tipo f(x) = ax? coma # 0 e b = ¢ = 0, e que utilizaremos uma tabela

semelhante ao exercicio anterior para construir o grafico da funcao.



_Gr:_iji_co da f_ungz'm de(_imfd_a por y = a_z2 Applet adaptado/traduzido de:
L 3 https:/ /www.geogebra.org/m/ut466zdf

DValordey a=16

vyl |2 [2 |2 |2 |2 |22z

= 2
Arraste o fundo para melhor y =16z

visualizar o |gréfico

20
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Figura 22 — Influéncia do coeficiente "a" no grafico — Parte 1.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ekp4bm4e acesso em 28 de junho de 2022)

O applet da figura 22 possui uma caixa “Valor de y” e um controle deslizante para o
coeficiente a que pode ser alterado. Ap6s marcarmos a caixa, observamos os valores de y na tabela,

mas também que aparecem outras duas caixas “Pontos” e “Grafico” mostradas na figura 23 a

seguir.
Grafico da fungao definida por y = ax® Applet adaptado/traduzido de:
£ 2 https:/ [www.geogebra.org/m/ut466zdf
Valor de y a=18
|:I X -5 | —4 -3 —2|-1]6]|1 3 4 5
Pontos
y=16x|40 | 256|144 |64 |16|0|1.6|6.4| 144|256 |40
I:l Gréfico
= 3
Arraste o fundo para melhor Yol
visualizar o grifico
40
20
20
10
@
-20 -18 -16 -4 -12 -10 - 5 - -z a 2 4 & 5 10 12 14 1 18 20 2

Figura 23 — Influéncia do coeficiente "a" no grafico — Parte II.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ekp4bm4e acesso em 28 de junho de 2022)

Marcando as duas caixas temos os pontos obtidos da tabela e o grafico formado pelos

mesmos, como podemos ver na figura 24.



Grafico da fungio definida por y = az® Applet adaptado/traduzido de;
L 3 = hitps:/ /www.geogebra.org/m/ut466zdf

Valordey a=186

Fonto< X =5 | —4 —3 =2 |=1]¢0|1 2 3 4 5
y=16x|40 | 256|144 |64 |16 |0 | 1.6 |6.4 | 144|256 | 40

Gréﬁ:a

Arraste o fundo para melhor

visualizar o grifico. 5. 40) . 40)

(-4,256) (4, 25 8)

Figura 24 — Influéncia do coeficiente "a" no grafico — Parte II1
(Disponivel em: https:/www.geogebra.org/m/ekp4bm4e acesso em 28 de junho de 2022)

A partir disso € possivel notar a conversao da representacao algébrica da fun¢ao quadratica
para a representagdo geométrica. Isso ¢ bastante enfatizado na teoria de Duval. Seguido do gréfico,
solicitamos que o estudante altere o parametro a e responda a seguinte reflexao “Qual a influéncia

desse coeficiente no comportamento do grafico?”, assinalando umas das alternativas seguintes:

e  Muda a concavidade da parabola. Se "a" for positivo, a concavidade sera para baixo. Se
"a" for negativo, a concavidade sera para cima.,
o  Muda a concavidade da parabola. Se "a" for positivo, a concavidade sera para cima. Se

"a" for negativo, a concavidade sera para baixo.

Para a terceira pagina, com titulo Influéncia do coeficiente b no comportamento do grafico,
utilizamos um applet em que o estudante pode alterar os coeficientes. Também decidimos investir
na pergunta de reflexdo, onde o estudante altera o parametro b ¢ observa quais as alteragdes que
ocorrem. Em seguida, através de textos e figuras, mostramos quais sdo as alteracdes que, de fato,
ocorrem no grafico quando b = 0,b > 0 e b < 0. Por fim, os exercicios sugeridos aos estudantes
solicitam que eles determinem as informagdes sobre o coeficiente b através de um grafico dado,

sem informagdes algébricas, como vemos na figura 25.



Exercicio 1

Qual o sinal do coeficiente b no grafico da fun¢do quadratica f dado abaixo?

Figura 25 — Exercicio 1 — Qual o sinal do coeficiente b no grafico?
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/dtbarcac acesso em 28 de junho de 2022)

Na pagina 4, cujo titulo ¢ “Influéncia do coeficiente ¢ no comportamento do grafico”
trabalhamos um applet em que o estudante, novamente, precisa alterar o pardmetro c. O intuito ¢
que ele perceba que o coeficiente ¢ ¢ a ordenada do ponto de intersec¢ao do grafico com o eixo y.
Deste modo, utilizamos uma reflexdo que auxilia o estudante que ndo consegue visualizar com
facilidade essa influéncia. Em seguida, trabalhamos com dois exercicios importantes
disponibilizados através de applets. O primeiro deles solicita que o estudante determine o ponto de

intersec¢do do grafico com o eixo y, como podemos ver na figura 26 abaixo.

T
f

Determine as coordenadas do ponto em que o
prafico da fungdo quadratica intercepta o eixo y.

P-—(;,y!—([j " E]‘l

¥ Novo Exemplo

Mostrar Let de Formacio do Fungio Quadrdtice

| A fungiio gquadrética ¢ dada por f(z) =3 #4626

ra
s

Figura 26 — Exercicio 1 — Determine as coordenadas de P.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/aawnmet5 acesso em 28 de junho de 2022)




O intuito dessa atividade ¢ que o estudante perceba que pode optar pela resolu¢do do
exercicio através do grafico, mas também utilizando o botdo “Mostrar a Lei de Formagao da Fungao
Quadratica” que apresenta a forma algébrica da fungdo. Através disso, pode calcular o valor de
f(x) quando x = 0. Nessa pagina, utilizamos também outro applet que tem como objetivo fazer
com que o estudante posicione dois pontos do grafico de uma fun¢do quadratica de forma que ele

corresponda ao grafico de uma funcao cuja representacao algébrica estd dada. Vejamos o applets

na figura 27.
Exercicio 2
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Figura 27 — Exercicio 2 — Posicione corretamente os pontos A e B.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/aawnmet5 acesso em 28 de junho de 2022)

Apesar do ponto B ser livre para ser deslocado sobre todo o plano, imaginamos que o
estudante perceberd que o coeficiente ¢ determina a intersec¢dao do grafico com o eixo y. Assim,
bastard posicionar corretamente ponto B sobre o eixo y. Para o outro ponto bastard escolher um
valor qualquer x e substituir na fungao.

Por fim, a quinta e ultima pagina do capitulo traz exercicios sobre a influéncia dos
coeficientes no grafico da funcao quadratica. Sdo trés exercicios propostos e destacamos o applet
que tem como intuito verificar se o estudante conseguiu compreender, de fato, as influéncias dos

parametros. Vejamos na figura 28 a seguir.



Novo Exemplo

Indigue quais sdo os sinais de a, b e ¢ nos grificos da
funcio quadrética f(z) = ax® + bz + ¢ dados.

| Coeficiente a | Coeficiente b | | Coeficiente ¢ |
O O

—15 —10 -5 0 10 1
e e
e e

v ® v

-15 r1

Figura 28 — Exercicio 3 — Indique quais os sinais dos coeficientes.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/neb8jbbm acesso em 28 de junho de 2022)

O objetivo principal do applet é a determinacao dos sinais dos coeficientes dado o grafico
da fun¢do, sem nenhuma representagdo algébrica para auxiliar. A partir do momento em que o
estudante assinala qual alternativa se encaixa ao problema dado, o mesmo obtém o retorno imediato
sobre seu acerto ou erro. Também, ¢é possivel observar uma mensagem quando o estudante assinala

que o coeficiente a = 0, como mostraremos a seguir. Tratam-se de feedbacks automaticos.

| Coeficiente a I | Coeficiente b | | Coeficiente ¢ |
O Qe e

15 = - o 5 1 i
Do Do
a:G Dn:n r,:[)

®

Ops!
Por definicdo temos que a £ 0.
15

Figura 29 — Exercicio 3 — Feedback automatico.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/neb8jbbm acesso em 28 de junho de 2022)

O capitulo 3, com titulo “Pontos importantes do grafico da fun¢do quadratica”, possui seis
paginas. O objetivo dele € criar condi¢des para que os estudantes possam desenvolver as seguintes
habilidades da BNCC:

o (EFO8MAO09) Resolver e elaborar, com e sem uso de tecnologias, problemas que

possam ser representados por equacdes polinomiais de 2° grau do tipo ax®* = b.



o (EFOOMAO09) Compreender os processos de fatoracdo de expressdes algébricas,
com base em suas relacdes com os produtos notaveis, para resolver e elaborar problemas que
possam ser representados por equagdes polinomiais do 2° grau.

Um ponto importante no estudo de fungdes quadraticas ¢ a existéncia, ou ndo, das raizes da
funcdo. O capitulo 3 trabalha, detalhadamente, diferentes métodos de calcular os zeros da funcao.
Consideramos, como analisado anteriormente, que a forma como os livros didaticos estaticos
apresentam o célculo das raizes da funcao pode ser uma limitagao.

A primeira pagina, destinada a introdugdo do que sdo os zeros de uma fungdo quadratica,
possui titulo “Determinando os zeros da funcdo quadratica”. Utilizamos na pagina textos € um
applet que trabalha com as representacdes algébrica e geométrica, concomitantemente. Como
podemos ver nas figuras 30, 31 e 32, o objetivo do applet ¢ mostrar ao estudante que as raizes da
fun¢do sdo os pontos em que o grafico intercepta o eixo x. Deste modo, ele podera imediatamente

trabalhar com as conversoes em exercicios futuros.

Fungio Quadrdtica: f(z) = 2>+ + 1

Nio existem raizes reais que satisfagam a equagao f(z) = 0.
Note que o grifico da funcio nao intercepta o eizo z.

Novo Exemplo

Figura 30 — Os zeros da fungdo quadratica — Nenhuma raiz.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ftrvdyka acesso em 28 de junho de 2022)




Funcio Quadrdtica: f(x) =a® — 23 + 1

Os zeros da fungdo quadrética é dado pelo ponto: o' =1 = 2"
Note que o grafico da fungfio intercepta o eizo £ em um tnico ponto.

' Novo Exemplo

Figura 31 — Os zeros da funcdo quadratica — Uma tinica raiz.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ftrvdyka acesso em 28 de junho de 2022)

Fungio Quadrética: f(z) =2z +4x

Os zeros da fungdo quadratica sao dados por: o' =0e¢a’ = -2
Note que o gréfico da fungio intercepta o eizo x em dois pontos.

Novo Exemplo

Figura 32 — Os zeros da fung@o quadratica — Duas raizes.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ftrvdyka acesso em 28 de junho de 2022)

As figuras 30, 31 e 32 s@o exemplos em que o estudante pode trabalhar com a conversao na
representagdo geométrica para a representacdo algébrica. Ou seja, a partir do grafico dado, ¢
possivel identificar as raizes da funcdo quadratica na sua forma algébrica e geométrica.

Ainda na primeira pagina damos inicio aos possiveis métodos de célculo dos zeros da
funcdo, que trabalharemos nas paginas seguintes. Na pagina dois, chamada de “Método 1 —
Formula de Bhaskara”, iniciamos utilizando textos para relembrar a formula de Bhaskara. Em
seguida, com auxilio de um applet, como mostra a figura 33, introduzimos a influéncia do

discriminante no niumero de raizes de uma funcao quadratica.



Influéncia do Discriminante no Grafico da Funcao Quadrética

Fungao Quadraitica
fiz) = az’+bz+c=0.62>—42+4.95

Coeficientes Zeros da Fungiio Discriminante (&)

A= (—4)* - 4(0.6)(4.95) = 4.12

c=405

4

Figura 33 — Influéncia do discriminante no grafico da fun¢do quadratica
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/mpfczj7f acesso em 07 de julho de 2022)

O intuito do applet € que o estudante possa alterar os coeficientes, mudando assim o grafico
da funcdo para ver os zeros da fun¢do e o calculo do discriminante. A partir disso, com algumas
perguntas reflexivas induzimos o estudante a analise do sinal do discriminante. Por fim, logo apds
respondidas as reflexdes, definimos a condi¢@o de existéncia das raizes.

Outro applet utilizado nessa mesma pagina ¢ a calculadora de raizes da equacao do segundo
grau, como mostra a figura 34, onde o estudante determina os coeficientes e os calculos
imediatamente. O applet explicita todos os passos realizados nas operagdes, permitindo que o

estudante possa ver varios exemplos passo a passo.

Q0

Calculadora de Raizes

2
= ax“+bx+c=0
Equacao do 2° Grau

Digite os valores dos coeficientes: Conjunto-Solugédo
a=|1 I b=‘—4 y c=l3 l 5=1{3:1}

I+ (—4)x+(3) =0

Calculo do Discriminante Calculo das Raizes
A=b*—4ac —b =VA
X= ——
A= (-4 —4+(1)-0) >
A=4 —(—4)+v3
"= = 3
Existemn duas soluctes reais 2 (1)
X1 # %y —(—4) -4
|l T — i == 1
*2 2‘(1] = X3 —
=8

Figura 34 — Calculadora de raizes de equagdes do segundo grau.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/mpfczj7f acesso em 07 de julho de 2022)




A partir disso, finalizamos a pagina com exercicios e uma dica. Caso o estudante ainda
possua duvidas, indicamos buscar auxilio em outra atividade por meio de um link.

A terceira pagina, que chamamos de “Método 2 — Soma e Produto”, se inicia através de
textos explicativos para mostrar como os coeficientes e as raizes da funcdo quadratica se
relacionam. O intuito € mostrar ao estudante o processo de deducdo do método. Por fim, os
exemplos e os exercicios, figura 35, foram apresentados por meio de applets. Acreditamos que isso
pode oferecer uma possibilidade maior de exemplos do que as encontradas em alguns livros

estaticos.

Exercicio 1 - Treinando o Método de Soma e Produto

Determine os dois possiveis nimeros cuja soma e produto sdo dados abaixo.

Soma = -6 Produto =8

0 corretas em

. Numero 1 =
0 tentativas

L]
Numero 2 ={ |

Novo Exemplo | Verificar Resposta |

Figura 35 — Exercicio 1 — Treinando o método de soma e produto
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/zfupabgb acesso em 07 de julho de 2022)

Vale ressaltar que o exercicio mostrado na figura 35 oferece ao estudante um feedback
automatico, garantindo um retorno em caso de acerto ou erro.

Dando continuidade aos métodos de determinacao das raizes da fungao quadratica criamos

a pagina quatro, chamada de “Método 3 — Fatoracao”. Nela mostramos aos alunos que € possivel

reescrever a equacdo ax? + bx + ¢ = 0, de maneira que fique fatorada. Entretanto, também

mostramos que o método € mais viavel quando o coeficiente ¢ = 0. Diante disso, utilizamos um

applet para apresentar exemplos aos estudantes, uma reflexdo e indicamos exercicios para que

sejam feitos com o auxilio de um caderno. Na figura 36 ¢ possivel visualizar a maneira que



mostramos aos estudantes os exemplos de fungdes, que convém resolver com o método da

fatoracéo.

Scja f(z) = x? — 5 x. Vamos determinar suas rafzes utilizando o método da fatoracio.

Colocando x em evidéncia ficamos com: f(z) = x (1z — 5).

Novo Exemplo Para determinar as raizes da funcéo precisamos resolver a equacao do 2° grau: =z (la + —5) =0

Como o produto entre x e 1z — 5 é igual a zero, temnos que umn dos fatores é igual & zero.
Deste modo, sao duas as possibilidades de zerar a equagdo, sendo elas:
5

{TJ:E:UG‘:TU(|$75}104¥1:E:54'I:I:5

Concluimos que as raizes da [uncdo sdo »' =0 e ¢ = 5.

ra

Figura 36 — Exemplos — Método da fatoragao
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/sx877pku acesso em 07 de julho de 2022)

Na pégina cinco temos o quarto e ultimo método de determinagdo das raizes da funcao
quadratica. Chamamos a pagina de “Método 4 — Isolar o x”. Como o proprio nome diz, o método
consiste em isolar o termo x, deste modo, indicamos o uso quando b = 0. Assim como feito nos
métodos anteriores, utilizamos um applet, figura 37, para mostrar alguns exemplos e reforgar o

método com os estudantes. Por fim, propomos alguns exercicios em formato de questdes para que

eles resolvam com o auxilio do caderno.

| Novo Exemplo I

Considere a huncio dada por f(x) = 5 x? + 25, vamos calcularas raizes utilizando o método de isolamento do .

Para determinar as raizes é necessdrio encontrar os valores de z que satisfacam a equagio do 2° grau 5 z” + 25 = 0

. —25
Tsolando o termo =, ficamos com 522 = —25 & 2% = 5 gl =5

Note que nfo existe um nimero real cujo quadrado seja negativo. Sendo assim, nfo existem rafizes reais.

Figura 37 — Exemplos — Método de isolamento do x.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/gb7vxkqw acesso em 07 de julho de 2022)




Finalizamos o capitulo com uma pagina destinada apenas aos exercicios. Chamamos de
“Exercicios — Pontos Importantes do Grafico”. Sao seis exercicios, alguns destinados apenas a
calculos. Na figura 38, trabalhamos com um exercicio que exigira do estudante a compreensao
sobre a relacao entre o grafico da fun¢do quadratica e os sinais dos coeficientes da fungdo. Isso tem

muita relagdo com o processo de conversdao apontado por Duval.

O grafico abaixo representa uma funcdo quadratica do tipo f(z) = az? +br+c, com a #0

Ay

O
\
=<y

E possivel afirmar que:

a>0, A=0,e>0eb<0.

A
B a<0, A>0,c<0eb>0

a<0, A<D c<0eb>0

~
o

0000

D a<0, A>0 ¢c>0eb>0

Figura 38 — Exercicio 4 — Determinando os coeficientes e o discriminante da fun¢éo.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ggg59hb9 acesso em 07 de julho de 2022)

Também podemos destacar o applet, mostrado na figura 39, em que o estudante precisa
calcular o valor do discriminante e a partir disso determinar o niimero de raizes da fungdo
quadratica dada. Além do feedback de ajuda, contamos também com o feedback de acerto, ou erro,

estimulando o estudante nas proximas resolugoes.



Novo Exemplo

Seja f(z) = —4 2% — 72— 17. O que podemos afirmar sobre o discriminante e o nimero de raizes da funcio?
[ ] Ajuda N : ; :
A< |:| A funcao possui duas raizes reais e ' # z”.
D A=0 D A func¢ao possui duas raizes reais e z’' = 2"
D A>0 A fungdo nfo possui raizes reais.

Parabéns!!

Figura 39 — Exercicio 3 — Determinando o discriminante e o nimero de raizes da fung&o.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ggg59hb9 acesso em 07 de julho de 2022)

O quarto capitulo, chamado de “Vértice e Conjunto Imagem da Func¢do Quadratica”, tem
quatro paginas. O objetivo dele € criar algumas condigdes iniciais para que os estudantes possam
desenvolver a seguinte habilidade da BNCC:

* (EM13MATS503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de fung¢des quadraticas em
contextos da Matematica Financeira ou da Cinematica, entre outros.

Na primeira pagina, chamamos de “Valor da fungdo no elemento”. Iniciamos definindo dois
problemas importantes encontrados no estudo de fun¢des quadraticas, que é:

1. Determinar f(x,), dado x, € R;

2. Determinar x, € R, dado f(x,).

Apesar de se tratar de um topico com enfoque mais algébrico, trouxemos applets algébricos e

geométricos.

Considere a funcio f(x) = 3z* — 1, vamos calcular o valor da funcao
no ponto x = —2. Ou seja, f(—2) = 3(—2)°—1 =11 = f(-2) = 11.

Novo Exemplo |

Figura 40 — Exemplos — Valor da fun¢@o no elemento.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/vShttjdf acesso em 08 de julho de 2022)




Neste applet, figura 40, mostramos como resolver o problema 1, onde o estudante calcula
o valor da func¢ao no elemento dado. Por outro lado, na figura 41, mostramos como resolver o

problema 2, onde sera calculado o valor do elemento x.

Considere a funcéo (=) — (o + 20 + 3, vamos calcular o valor de z quando f{n;) =2

Nesse caso ficamos com a seguinte equagdo do segundo grau, 622 4+ 2w+ 3 = 2.

Vamos resolver utilizando a Férmula Geral: 622 4+ 22+ 1=0,coma=6,b=2c¢= 1.
Substituindo,

A=W —dac=4=(2?-46.(1)=-116

Como A < 0 a equagdo nao possui raizes reais.

Novo Exemplo ‘

Figura 41 — Exemplos — Calculo do ponto x
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/v5httjdf acesso em 08 de julho de 2022)

Apesar de indicarmos a resolugdo por meio da formula de Bhaskara, acreditamos que o
estudante pode possuir conhecimentos para optar por qualquer outro método. Buscamos mostrar
aos estudantes o que, de fato, ocorre geometricamente quando calculamos o valor da func¢do no

elemento x. Vejamos na figura 42.

Exemplos

P 451

|7: Cocficienies

A imagem de f paraz = —-1.T ¢
S(—L.7) = 4.51.

Figura 42 — Valor da fungo no elemento — Geometricamente
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/vShttjdf acesso em 12 de julho de 2022)




Por fim, indicamos exercicios através de applets e questdes de multipla escolha.
A proxima pagina, chamada de “Vértice da Pardbola”, traz através de texto a definicdo de
vértice. Para auxiliar nosso estudo sobre esse ponto da func¢do utilizamos um applet no qual o

estudante pode alterar os coeficientes e observar como o grafico se comporta. Vejamos na figura

43.

Coe ficientes
L]

5T

oy

Figura 43 — Vértice da parabola.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/crspdjtr acesso em 08 de julho de 2022)

Para complementar a atividade solicitamos, através de perguntas de reflexdo, que o
estudante observe a distancia entre a reta s e as raizes da fun¢do e nos diga o que pode afirmar
sobre o vértice da parabola. Pelo fato do applet ser limitado para o caso de a fungdo nao possuir
raizes reais, demonstramos aos estudantes, através de textos, como determinar o vértice sem
depender das raizes da funcdo. Vejamos isso na figura 44, o desenvolvimento da férmula da
abscissa.

Vamos calcular f(zy, + &) = f(zy — k), temos que:

f(zu+k) = fmy — k)
= a(z, + k) + bz, + k) + ¢ = a(z, — k) + bz, — k) + ¢
= a(x) + 2kzy + &°) + b(wy + k) + ¢ = a(z; — 2kz, + &%) + bz — k) + ¢

— axf + 2akxy, + 20k% +bu, + bk +c = a.?:g — 20kzy, + 2ak* + bz, — bk +¢
e axf - axf, + dakz, + 2ak® — 20k’ + bz, — bz, +c —c = —2bk

= dakzx, = —2bk

- —2bk  —b

:]‘: —T —
YT dak T 2a
Figura 44 — Determinando a férmula da abscissa do vértice.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/crspdjtr acesso em 08 de julho de 2022)




No processo de demonstragao estamos fazendo o que Duval chama de tratamento. Por fim,
vale destacar que além de exercicios resolvidos, também propomos aos estudantes um applet que

trabalha com as representagdes algébrica e geométrica. Vejamos na figura 45.

Dada a fungio quadrética f(z) = —2 2> — 4 z,
determine as coordenadas do vértice.

Coordenadas do Vértice |(2,1)

Novo Exempid Ops, vocé ndo conseguiu. Clique no botdo “Analisar gréfico”,

observe sua resposta e tente novamente.
Férmuda

Analisar gré fico

- —A
Lembrando que: z, = 72;9 oY=

Figura 45 — Exercicio 1 — Determinando as coordenadas do vértice.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/crspdjtr acesso em 08 de julho de 2022)

O applet conta com feedback automatico de certo ou errado, uma ajuda para lembrar a
formula do vértice e ainda possui uma possivel andlise grafica. A andlise grafica possui o objetivo
de auxiliar o estudante a localizar o ponto escolhido por ele, que chamamos de V, e de fato, observar
onde esta o vértice da parabola.

A péagina seguinte chamamos de “Valor de maximo, ou minimo, e imagem”. Iniciamos
definindo o que, de fato, sdo os valores de maximo ou minimo de uma fun¢ao quadratica. A partir
disso, adaptamos um applet utilizado na pagina anterior para mostrar ao estudante que tanto os
pontos, quanto os valores de maximo e minimo sdo determinados através do vértice da parabola.
Em seguida, através de uma pergunta de reflexdo, figura 46, solicitamos que o estudante altere o

parametro a e defina quando possuimos ponto de maximo ou de minimo.



Reflexao 1

Marque a caixa "Coeficientes”, altere o parametro "a" e observe qual a caracteristica gue define se a fungao possui valor maximo, ou minimo. A partir disso, &
possivel afirmar que:

A m) f possui valor minimo quando 6> 0. ~/ CORRETO
B f possui valor méximo quando a > 0,

f possui valor minimo quando a < 0.

(]

(]

|i| f possui valor méximo quando @ < 0. v CORRETQ

o Muito bem! Sua resposta esta correta.

Figura 46 — Reflexdo 1 — Valor de maximo, ou minimo, da fungéo.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/pez4rxhq acesso em 08 de julho de 2022)

O estudante também possui feedback automatico, gerado pela propria plataforma. Isso
acontece porque, ao prepararmos a pergunta na plataforma, ja deixamos indicado quais serias as
opgoes corretas. Logo em seguida, utilizamos também de outras questdes de multipla escolha para
que o estudante altere todos os coeficientes num applet, definindo uma fungdo especifica e

explicitando os valores de maximo ou minimo da fun¢ao dada. Vejamos na figura 47, abaixo.

Exercicio 2

Deixe marcada apenas a caixa "Coeficientes". Altere os pardmetros “a” para 1,"b" para - 2 e "c" para 3. Nesse caso, a fungdo serd igual a f(:t:) =22 —22+3.
Nesse caso, o valor de x para o qual f(z) assume valor minimo &

Figura 47 — Exercicio 2 — Valor minimo da fung&o.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/pez4rxhq acesso em 08 de julho de 2022)

Ainda na mesma pagina, damos inicio a defini¢do do conjunto imagem. Decidimos entdo
apresentar a defini¢do através de um texto e, logo em seguida, utilizamos um applet para que o

estudante possa observar o que ocorre no grafico. Vejamos nas figuras 48 e 49 a seguir.



A partir do ponto de maximo ou minimo, ou seja, o valor da imagem que funcgdo pode assumir é possivel determinar o conjunto imagem de [ . Sendo assim,
temos que:

Quando @ > 0, o conjunto imagem sera dado por Im(f) ={y cR |y = yp};
=1

Quando & < 0, o conjunto imagem serd dado por Im( yER |y <y}

Vejamos no exemplo a seguir, em roxo, os possiveis valores que a imagem da fungdo pode assumir,

Figura 48 — Definicdo do conjunto imagem da fun¢@o quadratica.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/pez4rxhq acesso em 08 de julho de 2022)

D Coeficientes

A fungio f possui ponto de maximo.

Figura 49 - Defini¢do geométrica do conjunto imagem da fung@o.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/pez4rxhq acesso em 08 de julho de 2022)

No applet representado na figura 49 trabalhamos com dois registros de representacdes
semioticas diferentes. Implicitamente € possivel perceber o processo de conversao da representacao
geométrica para a representagdo algébrica. O conjunto imagem estd representado na sua forma
geométrica pela semirreta rosa. Nessa atividade, espera-se que o estudante possa determinar o
conjunto imagem por meio de uma representacdo algébrica apenas analisando o gréafico. Ou seja,
o estudante ndo precisa fazer calculos para determinar as coordenadas do vértice, porque essas ja
estdo explicitas no grafico. Por fim, utilizamos alguns exercicios em que o estudante altera os
parametros definindo uma fung@o e obtém o conjunto imagem.

A ultima pagina, chamada de “Exercicios — Vértice e Conjunto Imagem”, busca trabalhar
exercicios estudados nas paginas anteriores. Temos dois exercicios a serem destacados na pagina,

sendo o primeiro deles um applet que solicita o calculo do valor de maximo, ou minimo, da funcgao.



Dada a fungao quadratica f(z) =2*+2x+3,

determine o valor de maximo, ou minimo.

Valor de méximo, ou minime. da fungéo = |2

| Nove Exempio |
(W] Férmute
(| Apatisar gréfico

Lembrando gue; g, = ;CA

Figura 50 — Calculo do valor de maximo, ou minimo, da fung&o
(Disponivel em: http://www.geogebra.org/m/udgkbw6h acesso em 12 de julho de 2022)

No applet da figura 50 o estudante pode analisar graficamente o vértice da funcao e o valor

de méximo, ou minimo, escolhido. Também podemos destacar o applet chamado “Quadratic

Cannon”, em formato de jogo. Como podemos ver na figura 51, a seguir.

Exercicio 5 - Jogando Quadratic Cannon

©

=1 (Canhao) = (—22,0)
Dadas as coordenadas das rafzes e do vertice (Trampalim) = (6.0)

V (Anel) = (-8.17)
Dé os coeficientes da pardbols que passa por eles i[ Eb{ jc[ |

LResetad

-
| Tentar Novamente |

Sair'

Figura 51 — Quadratic Cannon
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/udgkbw6h acesso em 12 de julho de 2022)

O objetivo do jogo ¢ disparar o canhdo com o personagem, de modo, que ele colete o anel.

Note que o estudante possui as coordenadas das raizes da fungdo, o vértice e precisa determinar os

coeficientes da funcdo que descreverad a trajetdria parabolica que € a solucao correta. Além disso,



vale ressaltar que o applet conta com caixas de ajuda, resposta, exibicdo de pontos e exibicao da
funcdo. E uma atividade ludica e educativa.

O quinto capitulo propde ao estudante o estudo do sinal da fungao e isso envolve a resolugao
de inequagdes quadraticas. Nao exploramos métodos algébricos para resolugdo de inequagdes. Por
outro lado, mostramos como podemos explorar algumas inequagdes por meio do estudo do sinal
da funcao quadratica. Chamamos este capitulo de “Estudo do Sinal da Fun¢do Quadratica” e o
mesmo possui o objetivo de oferecer algumas condigdes para que os estudantes desenvolvam a
seguinte habilidade da BNCC:

o (EM13MAT402) Converter representagdes algébricas de fungdes polinomiais de 2°
grau para representagdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma
variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo a softwares ou
aplicativos de algebra e geometria dindmica.

O capitulo possui duas paginas, sendo a primeira delas chamada de “Estudo do Sinal (ou
Inequagdes Quadraticas)”. Introduzimos o estudo do sinal da funcao de maneira basica e objetiva,
explicando que analisaremos o sinal da fungdo para determinados valores de x, ou seja, se f(x)
para tais valores € positiva, negativa ou nula. Logo apds, utilizaremos um video seguido de um
applet que possui o objetivo de mostrar ao estudante como o sinal da fungdo se comporta. O video

pode ser visto através do seguinte link: https://www.geogebra.org/m/smaghjnr. A figura 52 abaixo

apresenta um applet dessa atividade.

*‘n =3 ’
c=14 r\’ia\-thﬂ)
®_ .

[‘/J Coaficientes P i

— ; 2 3

| Ponto X A=(~2)"~4.(3).(1.4)
[J A 12.8

(/) Diseriminante

-4 -3 -2 -1 ] 1 2 1 4 5 [} 7 H H 10 1 12 13 14 15 18 17 18

_t Temos que a fungdo ¢ pasitiva, f(z) > 0, quando 2 = 1.
Pois, coleulando o valor da fungéo no ponio, temos
flo) =ax+br+e
fll)=a3a*—25+14
= @)1+ (-2)(1)+(14) = 2.4

Figura 52 — Estudo do sinal da fungo quadratica.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/smaghjnr acesso em 08 de julho de 2022)




A partir do applet mostrado na figura 52, criamos 5 reflexdes diferentes. O intuito de cada
reflexdo € que o estudante altere os coeficientes ¢ o controle deslizante x, perceba as alteragdes no
calculo do discriminante. Com isso, espera-se que ele consiga responder as perguntas dos
momentos de reflexdo. Por fim, propomos dois applets com exercicios para os estudantes, em que
o primeiro utiliza apenas representagao algébrica e solicita que o estudante determine os intervalos
em que as funcdes sdo positivas ou negativas. Espera-se que o estudante perceba pelo applets
anterior que precisard calcular os zeros da func¢do. J& o segundo exercicio apresenta a funcdo na
sua representagdo geométrica e solicita que o estudante determine o intervalo em que a fungao ¢
positiva ou negativa. Vejamos na figura 53 a seguir.

Exercicio 2

Considere o grifico da funcie f(z) que estd representado

ao lado e responda os itens seguintes: Novo exercicio
f(z) € positiva se {Escolha umaw

Sf(x) é negativa se | Escolha uinaw ] L~ 0

—

Figura 53 — Exercicio 2 — Determinando o sinal da fung&o.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/smaghjnr acesso em 08 de julho de 2022)

A segunda pagina ¢ chamada de “Exercicios Estudo do Sinal” e possui diferentes exercicios
propostos ao estudante. Entre eles, apresentamos um exercicio resolvido, como mostramos na
figura 54. Trata-se de um exemplo de exercicio classico dos livros didaticos em que o intuito ¢
mostrar ao estudante que podemos analisar quais as condigdoes que devem ser satisfeitas para que

uma fungao seja sempre positiva.



Exercicio Resolvido

Para quais valores de m a fungio f(z) = £? 4 57 4+ 5m assume valores positivos para todo ¥ real?

Resolugdo: Sabemos que a fungdo assume valores positivos para todo % real quando a >0 e A < 0, Note que a > 0 ¢ satisfeito, deste mode, vamos

calcular o valor do discriminante, onde A = B — dac < (.

Temosgque a=1. b=25 e ¢ = bm. substituindo na férmula ficamos com:

;
A= —dac=(5)2 — 4(1)(5m) = 25 — 20m ouseja 25— 20m < 0 =3 —20m < —25 == m > :

E
- - . o
Portante, a fungdo assume valores positivos para tode % real quando m > i

Figura 54 — Exercicio resolvido — Fung@o positiva.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/hrdxb4aq acesso em 09 de julho de 2022)

Na figura 55, propomos ao estudante um exercicio em que ele precisa determinar trés pontos
de modo que a fungdo seja positiva num certo intervalo. Note que o intuito ¢ que o estudante
perceba que dois desses pontos deverdo ser as raizes da equagao e o terceiro podera ser qualquer
um, desde que ele determine a concavidade correta. O applet contém feedbacks automaticos que
indicam quantos pontos estdo corretos, que alertam também sobre a concavidade. Também fornece

um link com video contendo explicagdes, dica e uma possivel solugao.

Movimente os pontos para construir um grafico
de uma funcao quadratica que seja positiva no
intervalo {z € R/z < 0 ou z > 3} Con intervalo {x € Rj£ <0 ou = > 3} (7] bt

quais 340 o5 zeros da fungdo?

l Novo intervalo J

¥ |i Conferir
Quase certo! Dois pentes Confira a concsvidade Umia Pogsivel
pertencem a um grifico da pardbola. Solugio
de uma fungio que & 4

positiva no intervalo
{zeR/r<Douz>3}
Continue tentando!

| Video

Figura 55 — Exercicio 6 — Determine os pontos para que a func¢ao seja positiva.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/hrdxb4aq acesso em 09 de julho de 2022)




O ultimo capitulo chamamos de “Problemas Envolvendo a Fun¢ao Quadratica” e o objetivo
BNCC:

dele ¢ oferecer algumas condigdes para que os estudantes desenvolvam as seguintes habilidades da

fungdes envolvidas.

* (EMI3MATS506) Representar graficamente a variagdo da area e do perimetro de um
poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e classificando as

* (EM13MATS503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de fung¢des quadraticas em
contextos da Matematica Financeira ou da Cinematica, entre outros.

Na primeira pagina do capitulo, chamada de “Area Maxima de um Retdngulo”, temos

problemas envolvendo fungdes quadraticas e area do retangulo. Desse modo, a pagina aborda

diferentes exercicios em que o estudante trabalhard a area maxima que um retangulo pode obter.
Vejamos a seguir alguns dos exercicios propostos aos alunos.

Na figura ao lado, movimente o o ponto = e observe o ° ﬁmdﬂr@mﬁﬂﬂmﬁh@? &wmlﬁﬁ
grafico sendo formado. Trata-se de uma funcgio que 1
determina a drea de um retangulo cujo perimetro é 12 ? O"-\
¢ um dos lados mede x. Escreva a funcao f(x) que A )

determina esse grafico, i T
I ] L
3 : , : 3
f{l:) =|-—a?+62 y EJ Conferit . .
‘ Y S ®
e %
] [ ] .
. L ]
i ’

| | | '

[ Novo Problema | LA .

T (] : .

I | 1
: .
il g .
: .
. .
"o s
& ,

S - " . - —

0 ¥ 3 5 s F
Figura 56 — Exercicio 3 — Area do retangulo.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/gedcyfde acesso em 09 de julho de 2022)

O exercicio mostrado na figura 56 solicita ao estudante que determine a funcao f(x) que

representa a area de um retangulo cujo perimetro ¢ 12. O applet possui uma representagdo grafica

da funcdo que modela tal situacdo. Se o estudante souber fazer a conversao da representacao grafica
para a algébrica podera resolver o exercicio.

Outro exercicio mostrado na figura 57 solicita que o estudante determine a funcao f(x) que

representa a area de um retangulo cujo perimetro ¢ 8 e um lado medindo x. Também pede que o

estudante posicione dois pontos que represente o grafico da fungdo definida. O intuito é que o



estudante lembre o que foi visto no capitulo trés, veja que a fun¢do definida estd na forma

incompleta e que podem determinar as raizes de forma simples, com o método de isolar o x.

Escreva a equago da funcdo  f(z) que determina

a drea de um retdngulo cujo perimetro é § e um

dos lados mede %. Em seguida use os pontos ao

lado para colocar o grafico na posigio que representa
o grafico dessa funcio.

-l ) &

Conferir Equagia

Gonferir Gréfice g i ;
f

Novo Problema @ i

{2

Figura 57 — Exercicio 5 — Determinando a 4rea em fun(;alio de x.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/gedcyfde acesso em 09 de julho de 2022)

Ambos os exercicios possuem feedback automatico, que além de estimular o estudante
também oferece imediatamente uma resposta para as suas agoes.

Em seguida, passamos para a proxima pagina que se chama “Area de um retangulo dentro
de um triangulo retangulo”. Utilizamos o mesmo padrao do utilizado na pagina anterior,
trabalhando apenas com exercicios. Vejamos na figura 58 um exercicio em que o estudante deve

determinar a drea de um retangulo inscrito num tridngulo retangulo de lados 6 e 7.

Na figura ao lado temos um trifngulo retdngulo cujo lado AB
mede 7 ¢ BC mede 6. Escolhe-se ao acaso um ponto N sobre

o segmento BC e constrdi-se um retangulo BGFN. Movimente
o ponto N para ver os retingulos que pode formar. Se BN mede
& quanto mede CN?

Se BN mede z quando mede FN? (Dica: use semelhanca
de tridngulos)

A partir dos resultados anteriores, determine 4 dera do

reténgulo em fungao de z7 A

AIER:

!

Figura 58 — Exercicio 2 — Area de um retangulo dentro de um triangulo retangulo.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/bwpmujex acesso em 09 de julho de 2022)




Para que o estudante ndo encontre apenas as informacdes algébricas e parta disso para
resolver o problema, o exercicio possui uma representacao geométrica que permite que o estudante
possa ver diferentes retangulos no interior do tridngulo, facilitando a interpretagdo do que se pede.

Na pagina seguinte trabalhamos com exercicios sobre lancamentos. Chamada de
“Problemas envolvendo langamentos”, buscamos trazer exercicios onde o estudante responda
algebricamente e tenha suas representagdes geométricas ao lado. O intuito ¢ que o estudante

perceba o que esta de fato acontecendo com a fung¢do. Vejamos na figura a seguir.

Uma particula é langada verticalmente e sua altura pode h(t)
ser descrita por um funcio quadritica h(t) cujo gréfico :
esté representado ao lado. Considere que h é a altura,

em metros, atingida pela particula, e o ¢ o tempo,

em segundos, apés o langamento.

Qual a equagio da funcdo h(z) ?

Qual a altura mdxima atingida pela particula?

N

Em quanto tempo apés o lancamento a particula
atinge a altura maxima?

= z
Novo Problema

)

Figura 59 — Exercicio 1 — Problemas envolvendo langamentos.
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/zdsxftfd acesso em 16 de julho de 2022)

Neste exercicio solicitamos que o estudante determine a equacdo da fungdo h(t), onde o
mesmo pode visualizar, no grafico, a concavidade da parabola, o vértice e suas raizes. Ele também
precisara determinar a altura maxima e o tempo até¢ o lancamento obter altura maxima. Por um
lado, temos esse exercicio onde € proposto novos exemplos, por outro, temos um exercicio unico,

porém apresentado através de um applet. Como vemos a seguir.



B(t)

Na Lua, um astronauta langa uma rocha verticalmente para cima com velocidade de
10m/s. Ao chegar & Terra, o astronauta faz a mesma experi¢ncia com a mesma rocha
e & mesma velocidade. As leis que representam o movimento da rocha (em metro). em
fungio do tempo (em segundo), em cada local sdo:

Spualt) = 10t — 0,88 e Spp(l) = 101 — 587

1. Observando o grafico ao lado. determine em qual dos
duig locais o tempo de subida e o de descida sio menores.

rJ Terra ‘j Lua

2. Qual é a diferenca entre esses tempos?

Diferenca entre os dois tempos = | SN

Figura 60 — Exercicio 2 — Problemas de lanc;am-entosl
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/zdsxftfd acesso em 16 de julho de 2022)

No applet da figura 60, trabalhamos a relagdo entre duas fungdes em que o estudante precisa
perceber qual grafico possui menor subida e descida. E, também, calcular a diferenca entre os
tempos de subida e descida da rocha. O intuito de ambos os exercicios € trabalhar com as diferentes
representacoes.

Para finalizar, a pagina conta com exercicios sobre o lucro maximo. Chamada de
“Problemas envolvendo Custos e Lucros”. Com o mesmo objetivo de integrar as diferentes

representagdes do objeto matematica, foi proposto o exercicio mostrado na figura 61.
Considere que o valor v{&) . em milhares de reais. do guilograma de certo minério

seja dado por uma lei cujo grafico esta representado abaixo e & seja o nimero de
ancs contados a partir de 2008,

v(x)

%5

ra
- W —

Figura 61 — Exercicio 2 — Problemas envolvendo custos e lucqrnos
(Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/xse7uxny acesso em 16 de julho de 2022)




Trouxemos novamente exercicios na sua forma algébrica para que o estudante possa
interpretar as informagdes e solucionar o problema. Logo abaixo do exercicio € possivel encontrar
algumas perguntas em caixas de textos, como por exemplo, “Em qual ano o valor do quilograma
do minério teve seu menor valor?” ou “Quais foram os anos em que o quilograma custou 4 mil?”.
Também ¢ possivel perceber que o ponto esta livre sobre a parabola, fazendo com que o estudante

possa interpretar o problema e obter as respostas das perguntas propostas.



5. CONSIDERACOES FINAIS

Ao iniciarmos esse trabalho o nosso maior proposito era responder a pergunta de pesquisa
“Quais as possiveis contribui¢des de um Livro Dinamico de Matematica para o ensino das Fungdes
Quadraticas?”.

Para respondermos essa pergunta primeiramente buscamos estudar as teorias que envolvem
a aprendizagem matematica, fundamentam o conceito “Livro Dindmico” e tratam do ensino das
fungoes. Também estudamos a BNCC e como o ensino da Fun¢do Quadratica era abordado em
dois livros didaticos. Esses estudos foram fundamentais para conhecermos as caracteristicas dos
Livros Dindmicos, algumas dificuldades no ensino das Fun¢des Quadraticas e algumas limitagdes
do livro didatico impresso. O estudo da Teoria dos Registros de Representagdo Semiotica também
nos forneceu informagdes importantes sobre o que era necessario para aprender matematica.

Ao final, produzimos o livro dindmico “Aprendendo a Fun¢ao Quadratica com a plataforma
GeoGebra”. Os resultados apresentados no capitulo 4 mostram os indicios das contribui¢cdes desse
livro para o ensino da Fun¢do Quadratica. Os primeiros indicios estdo relacionados com as
orientacdes da Teoria dos Registros de Representagdes Semioticas de Duval. As atividades
propostas no livro dindmico buscam explicitar e integrar, de maneira simultanea, as diferentes
representagdes da Fungdo Quadratica. Além disso, as atividades exploram os tratamentos e
conversdes de forma que o estudante tenha mais condi¢des de perceber as relagdes entre as
representagdes. Muitas atividades exploram os célculos algébricos por meio de etapas (com
controles deslizantes ou caixas para exibir ou esconder objetos). Tudo isso pode contribuir para
atender uma recomendagdo basica da teoria do Duval: “[...] possibilitar a explora¢do de todas as
variagdes possiveis de uma representacao num registro fazendo prever, ou observar, as variagdes
concomitantes da representacdo em outro registro” (DUVAL, 2009, p. 101).

Outro indicio de contribuigdo esté relacionado com os feedbacks automaticos, que podem
auxiliar os estudantes quando estiverem estudando sozinhos. Vérias atividades possuem feedbacks
de acerto ou erro, feedback com um possivel alerta ou explicagdo sobre o erro do estudante,
feedbacks com ajudas que auxiliam o estudante durante o processo de resolugcdo do exercicio.
Também consideramos um indicio de contribuicao o fato de as atividades conterem mais exemplos

do que o que sdo apresentados nos livros impressos. Os exemplos nao aparecem todos dispostos de



uma vez como acontece nos livros impressos. Vao aparecendo conforme a vontade/necessidade do
estudante por meio de um clique num botao.

Quando iniciamos a constru¢do do projeto, tinhamos o propdsito de verificar na pratica as
contribui¢des do livro dindmico de fungdes quadraticas. Ou seja, pretendiamos experimenta-lo com
estudantes do primeiro ano do Ensino Médio. Acreditamos que se tivéssemos tido condigdes de
fazer isso, teriamos muito mais do que indicios. Poderiamos ter evidéncias das contribuigdes do
livro no ensino de fungdes quadraticas. Infelizmente, ndo pudemos fazer experimentagdes por
motivos relacionados ao tempo disponivel para a execucao da pesquisa.

Se por um lado ndo temos evidéncias concretas sobre as contribui¢cdes do livro dindmico
para o ensino da Func¢do Quadratica, por outro temos as evidentes contribui¢des desse livro para a
pesquisadora que o desenvolveu. A pesquisadora, enquanto graduanda e professora, teve a
oportunidade de conhecer uma teoria extremamente importante que pode auxilid-la na
compreensao das dificuldades dos estudantes. Fez a pesquisadora refletir sobre como a integragao
das diferentes representacdes dos objetos matematicos ¢ fundamental para a constru¢do do
conhecimento matematico pelo estudante. A pesquisadora também aprendeu muito sobre a
plataforma GeoGebra, o desenvolver atividades, anélise de livro didatico e estratégias de feedbacks
aos estudantes. Também, foi muito positivo a sensacdo de que o livro pode beneficiar tanto a
pesquisadora, quanto outros colegas de profissao. Por fim, concluimos com a expectativa que o
livro dindmico possa contribuir para a aprendizagem do estudo das fun¢des quadraticas. Um grande

prazer da pesquisadora, enquanto professora de matematica, ¢ ajudar os estudantes.
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