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RESUMO

A inteligência artificial é uma ferramenta utilizada na otimização e resolução de problemas
em diversos campos da pesquisa e indústria. No entanto, a concepção de um algoritmo de
aprendizado de máquina ocupa uma pequena parte do tempo de desenvolvimento de um
projeto, pois a maior parte é gasta no entendimento do problema e na produção dos dados.
Devido a isso, os principais objetivos do presente trabalho foram estudar a dinâmica
quântica não adiabática e fornecer os dados que seriam necessários para o desenvolvimento
da inteligência artificial. O estudo da dinâmica molecular com transições eletrônicas foi
o principal tópico de pesquisa desta tese. Aqui, destacamos a aproximação de Born-
Oppenheimer e a função de Landau-Zener como fundamentais para descrever transições
eletrônicas em regimes não adiabáticos. Então, usando uma metodologia desenvolvida
pelo grupo DinEMol, examinamos transições eletrônicas em um sistema de poços duplo-
quânticos acoplados. Neste estudo, descobrimos que esse sistema quântico é irreversível
nos regimes de ressonância, mas reversível nos demais. E à medida que examinamos a
flutuação do trabalho no regime de ressonância, também notamos que a energia foi usada
para gerar coerência quântica. Como resultado, a função Landau-Zener, que descreve a
probabilidade de transições em processos não adiabáticos, foi essencial para o aprendizado
da rede neural. Além disso, o método Surface Hopping foi outra metodologia que foi
utilizada e estudada, tanto em sistemas de dois níveis quanto em bases nitrogenadas.
Isso forneceu informações sobre a importância da coerência espúria em regimes onde o
gap de energia da banda é suficientemente pequeno, o que também foi essencial para
o aprendizado da inteligência artificial. Utilizamos o método Surface Hopping em 200
sistemas de dois níveis, cada um com 45 configurações iniciais em trajetórias que evoluem
por 4000 passos, para construir os dados que seriam usados   como fonte de treinamento
para a inteligência artificial desenvolvida. Desta forma, obtemos um total de 360.000
pontos de dados úteis para nossa rede neural, que compreende 17 camadas ocultas (5
Long Short-Term Memory, 5 Conv1d, 5 Average, 1 Flatten e 1 Dense) e cerca de 400.000
hiper-parâmetros . Aplicamos nossa inteligência artificial a cinco modelos que não foram
usados   para treinamento. Em dois deles obtivemos bons resultados, porém, nos outros
três, os bons resultados foram apenas em algumas condições iniciais. Como resultado,
concluímos que nossa rede neural reproduziu corretamente a dinâmica quântica de 52%
de todas as condições iniciais propostas.
Palavras-chave: Inteligência Artificial. Dinâmica Quântica Não Adiabática. Coerência
espúria. Surface Hopping. Reversibilidade Microscópica. Flutuação de trabalho. Redes
Neurais.



ABSTRACT

Artificial intelligence is a tool for aiding in the optimization and resolution of issues in
many different fields of research and industry. However, modelling a machine learning
algorithm takes up a small portion of a project’s development time because the majority
of it is spent on understanding the problem and producing the data that will be used for
training. Due to this, the main goals of the current work were to study non-adiabatic
quantum dynamics and to provide the data that would be required for the development
of artificial intelligence. The study of molecular dynamics with electronic transitions
was the primary research topic in this thesis. Here, we highlight the Born-Oppenheimer
approximation and the Landau-Zener function as fundamental for describing electronic
transitions in non-adiabatic regimes. Then, using a methodology developed by the Di-
nEMol group, we examined electronic transitions in a system of coupled double-quantum
wells. In this study, we discovered that this quantum system is irreversible in the reso-
nance regimes but reversible in the others. And as we examine the work fluctuation in the
resonance regime, we also see that energy has been used to generate quantum coherence.
As a result, the Landau-Zener function, which describes the probability of transitions on
non-adiabatic processes, was essential for artificial intelligence learning. In addition, the
Surface Hopping method was another methodology that was used and studied, both in
systems of two levels and in nitrogenous bases. This provided information on the im-
portance of over-coherence in regimes where the band energy gap is sufficiently small
which also was essential for artificial intelligence learning. We used the Surface Hopping
method in 200 systems of two levels, each with 45 initial configurations and 4000 steps,
to build the data that would be used as a source of training for our artificial intelligence.
In this way, we obtain a total of 360.000 useful data points for our neural network, which
comprises 17 hidden layers (5 Long Short-Term Memory, 5 Conv1d, 5 Average, 1 Flatten,
and 1 Dense) and about 400.000 hyper-parameters. We apply our artificial intelligence to
five models that weren’t used for training. In two of them, we got good results, however,
under the other three, the good results were only in a few initial conditions. As a result,
we concluded that our neural network was successful in learning non-adiabatic quantum
dynamics.
Keywords: Artificial Intelligence. Non-Adiabatic Quantum Dynamics. Overcoherence.
Surface Hopping. Microscopic Reversibility. Work fluctuation. Neural Network.
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1 INTRODUÇÃO

Simulações de dinâmica molecular (MD, do inglês Molecular Dynamics) – obtidas
por integração das equações de movimento clássicas para um sistema de átomos intera-
gentes – constituem atualmente uma importante ferramenta para análise de experimentos,
além de servir de complemento às teorias analíticas. As simulações MD podem ser realiza-
das para condições de temperatura e pressão constantes, levando-se em conta o ambiente
em que o sistema de interesse se encontra.

Com o aprimoramento dos métodos ab-initio (de primeiros princípios), o cálculo
das forças inter-atômicas tornou-se mais rápido e rigoroso, podendo ser realizado em
sincronia com a simulação MD[1]. Contudo, os métodos MD tradicionais apresentam
limitações fundamentais. A principal delas advém do fato de que tais métodos baseiam-
se na aproximação de Born-Oppenheimer[2] (aproximação adiabática) e, portanto, não
levam em consideração transições entre estados quânticos eletrônicos durante a dinâmica.

Uma gama importante de processos em física, química e biologia envolvem tran-
sições entre estados excitados, geralmente quando o sistema absorve fótons ou quando
ocorrem colisões (vide Fig.1). Os métodos MD convencionais baseiam-se na conjectura
de que os elétrons respondem instantaneamente ao movimento dos núcleos (aproxima-
ção adiabática). Consequentemente, no método MD adiabático, a dinâmica dos núcleos
ocorre sobre uma única hiper-superfície de energia potencial, e as forças que agem sobre
os núcleos são calculadas sem levar em conta as excitações eletrônicas.

Essa aproximação é inadequada em inúmeras situações, tais como: processos fotofí-
sicos e fotoquímicos na matéria condensada[2] e em fase gasosa[4]; transferência de carga
e energia em sistemas moleculares[5], [6], processos de relaxação não-radiativa[7], [8], co-
lisões inelásticas em sistemas atômicos e moleculares[9], fotossíntese[10], flutuações de
energia em sistemas mesoscópicos[11], [12], dentre outros. Alguns desses processos estão
relacionados aos seus tempos característicos na Fig.2. Outra limitação relevante consiste
em tratar a dinâmica dos núcleos de maneira clássica e apenas os elétrons quanticamente.
Esta aproximação não é adequada para descrever, por exemplo, processos dinâmicos a
baixas temperaturas e transferência de prótons, pois não leva em consideração a energia
de ponto zero e tampouco efeitos de tunelamento[13]–[16].

Ambas as limitações podem ser corrigidas, em princípio, se tratarmos os graus de
liberdade eletrônicos e nucleares pela mecânica quântica[17]. No entanto, isso pode ser re-
alizado apenas para estruturas pequenas e de pouco interesse prático. A melhor estratégia
é utilizar um formalismo híbrido quântico-clássico auto-consistente, em que a dinâmica
eletrônica é descrita pela equação de Schrödinger dependente do tempo (TDSE, do inglês
time-dependent Schrödinger equation) e os núcleos são descritos por um formalismo clás-
sico ou semi-clássico, que inclui os efeitos quânticos nucleares mais importantes[18]–[21].
Em ambos, é essencial haver auto-consistência entre as dinâmicas eletrônica e nuclear.
Os métodos MD convencionais, denominados adiabáticos ou sequenciais, podem ser uti-
lizados como uma primeira aproximação para a dinâmica não adiabática[22], [23], mas
apenas quando a energia que separa as superfícies de potencial é muito maior que a ener-
gia cinética dos núcleos. Independente do método físico utilizado, diversas aproximações
são necessárias para tornar o problema tratável do ponto de vista matemático.

No campo da inteligencia artificial (IA) grandes avanços ocorreram na última dé-
cada[24], [25], e dois ramos tiveram grande impacto tecnológico: o processamento de
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Figura 1 – Esquema dos processos que podem ocorrer durante a dinâmica não adiabática de um
sistema molecular. As siglas são: estado fundamental singleto (S0), estados excitados tripleto e
singleto (T1 e S1), produtos da reação fotoquímica (P1 e P2), reagentes (R), interseção cônica
(CI), estado de transição (TS). Figura adaptada de [3]

Figura 2 – Escala temporal dos mecanismos e processos não adiabáticos em sistemas molecula-
res. Figura adaptada de Chemical Dynamics in Condensed Phases, A. Nitzan, Oxford Press.
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imagens através de redes neurais convolucionais e a tradução automática com as redes
neurais recorrentes[26]. Atualmente, os computadores estão mais eficazes que os humanos
para classificar imagens e separá-las em grupos. Além disso, o processamento de imagens
é utilizado na área de saúde para refinar diagnósticos e para classificar imagens de raio-x
ou de ressonância magnética.

A IA é utilizada no desenvolvimento de novos fármacos e em assistência sensorial
[27]–[30]. Na indústria temos automatização das fábricas, previsões de manutenção de
equipamentos e melhorias na agricultura [31]–[34]. Na economia os avanços foram na
detecção de fraudes, negociação de ativos financeiros de forma automática, gerenciamento
de risco em investimentos e finanças pessoais[35]–[37]. No setor energético a busca de
exploração de petróleo e gás natural e redes elétricas inteligentes[38], [39]. No setor de
transporte, a busca e resgate em situações de risco, e também em automóveis autôno-
mos[40], [41]. Dessa forma, veremos ao longo dos próximos anos diversas outras aplicações
que transformarão a era em que vivemos.

Um modelo simples de redes neurais é capaz de classificar e separar, por exemplo,
gatos, cachorros ou números. Entretanto, esses modelos mais simples de processamento de
imagem estão limitados a aprender somente nos casos em que as classes, cachorro e gato,
estão previamente separadas no conjunto usado para treino. Uma imagem em que gato
e cachorro aparecem juntos requer métodos mais complexos. As redes neurais convoluci-
onais (CNN) resolvem este problema fragmentando a imagem inicial em outras menores.
O estudo da IA para resolver sistemas físicos já têm sido implementado, demonstrando
que a implementação de algoritmos inteligentes não está limitado apenas em classificar
imagens [42], [43].

O tema central desta tese é a dinâmica não adiabática, descrito pelo Capítulo Dinâ-
mica Quântica com Transições Eletrônicas, que é estudada em diferentes sistemas e por
diversas metodologias. Primeiramente, na Seção 2.3, consideramos um sistema modelo
de níveis quânticos discretos, formado pelo acoplamento de poços quânticos. Nosso es-
tudo, publicado na Physical Review Letters[12], propõe a equivalência teórica entre um
qubit supercondutor e uma máquina constituída por pistões quânticos, que são descritos
em termos de poços quânticos acoplados que podem ser comprimidos e expandidos. A
variação de energia das máquinas quânticas é descrita em termos do trabalho realizado
por um parâmetro externo. Nossa análise demonstra que é necessário realizar trabalho
para produzir coerência quântica no sistema. A força não adiabática responsável por esse
efeito é análoga a uma força de atrito, que diminui a quantidade de trabalho clássico.

Em seguida, na Seção 2.4, abordamos o método semiclássico de trajetórias denomi-
nado Surface Hopping (SH). Aplicamos este método ao estudo de sistemas modelo de dois
níveis e implementamos uma versão do método SH no código computacional Dinemol[44],
para realização de dinâmica não adiabática em sistemas moleculares realistas, como as
bases nitrogenadas do DNA.

Na segunda parte do trabalho, Capítulo Inteligência Artificial, voltamos nossa aten-
ção para o campo da IA e do aprendizado de máquina (ML, do inglês Machine Learning)
com vistas à sua aplicação em simulações de dinâmica molecular não adiabática. Dando
sequência a este assunto, fazemos uma revisão teórica das principais técnicas na Seção 3.2.
Também, apresentamos nossa implementação do método de IA, por meio de redes neurais
convolucionais e recorrentes, que servirá como operador de evolução temporal no conjunto
de dados de entrada para obter efeitos quânticos ao método de SH. Na Seção 3.3 apresen-
tamos a construção dos dados de treinamento, os tratamentos utilizados e as informações
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de entrada que alimentarão a rede neural. Em seguida, uma análise dos resultados obti-
dos neste estudo é realizado na Seção 3.4. Por fim, resumimos os resultados alcançados e
apresentamos nossas conclusões finais no Capítulo Conclusões e Considerações Finais.



16

2 DINÂMICA QUÂNTICA COM TRANSIÇÕES ELETRÔNICAS

Nos últimos anos a compreensão dos processos elementares da dinâmica quântica em
sistemas moleculares desenvolveu-se em um ritmo bastante acelerado, motivado por avan-
ços nos métodos computacionais e na velocidades dos computadores. Paralelamente, os
avanços nas técnicas experimentais tornou possível a investigação de processos que ocor-
rem no estado excitado em sistemas moleculares complexos, medidos em escalas de tempo
de femtossegundos (vide Figura 2). Para compreender a dinâmica quântica de excitações
eletrônicas e processos como a fotoexcitação, transferência de carga e fotoionização de
um sistema molecular, por exemplo, é necessário a utilização de um formalismo que leva
em conta transições quânticas eletrônicas entre diferentes superfícies de energia potencial
(PES, do inglês potential energy surface), uma vez que os modelos teóricos tradicionais
não levam em conta este efeito.

2.1 APROXIMAÇÃO DE BORN-OPPENHEIMER

A equação de Schrödinger dependente do tempo (TDSE, do inglês Time-Dependent
Schrödinger Equation) que descreve a dinâmica de átomos e moléculas é dada por

iℏ
∂

∂t
Ψ(r, R, t) =

[
− ℏ2

2m
∇2

r −
ℏ2

2M
∇2

R + V (r, R)

]
Ψ(r, R, t) , (2.1)

onde temos as coordenadas dos elétrons, r, as coordenadas dos núcleos R, e também do
tempo t; Ψ(r, R, t) é a função de onda do sistema molecular completo.

Podemos escrever o operador Hamiltoniano do sistema molecular como

Ĥmol(r, R)Ψ(r, R) = EΨ(r, R) , (2.2)

onde
Ĥmol(r, R) = T̂e(r) + VeN(r, R) + Vee(r) + T̂N(R) + VNN(R) (2.3)

é composto pelos seguintes termos, desconsiderando o spin:
energia cinética dos núcleos

T̂N =
Nnuc∑
n

P̂ 2
j

2Mn

= −
Nnuc∑
n

ℏ2

2Mn

∇2
n , (2.4)

interação inter-atômica
VNN =

1

2

∑
n ̸=m

ZnZme
2

|R⃗n − R⃗m|
, (2.5)

energia cinética eletrônica

T̂e =
Ne∑
j

p̂2j
2me

= −
Ne∑
j

ℏ2

2me

∇2
j , (2.6)
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interação elétron-átomo
VeN = −

∑
j,n

Zne
2

|r⃗j − R⃗n|
e (2.7)

interação elétron-elétron
Vee =

1

2

∑
i ̸=j

e2

|r⃗i − r⃗j|
. (2.8)

Em 1928, Paul Dirac referiu-se à teoria quântica dizendo que as leis fundamentais
para a descrição matemática de todos os processos químicos já eram conhecidas. No
entanto, as dificuldades estavam no fato de que a aplicação dessas leis leva à equações
que são muito complexas para serem resolvidas. Apesar dos avanços que ocorreram nos
métodos teóricos e computacionais desde então, bem como no poder computacional das
máquinas, esta afirmação permanece válida. Atualmente, a dinâmica molecular no estado
excitado pode ser calculada de maneira exata apenas para moléculas compostas por poucas
dezenas de átomos.

Para lidar com este problema, é necessário utilizar métodos aproximativos e mode-
los que simplificam o sistema real. Um método aproximativo extremamente importante
foi apresentado por Max Born e J. Robert Oppenheimer em 1927, no trabalho intitu-
lado ”On the Quantum Theory of Molecules”[45], onde os autores descrevem um método
aproximativo sistemático baseado no parâmetro (me/Mn)

(1/4) que pode ser usado no es-
tudo dos espectros moleculares e, em particular, na elucidação dos princípios de Franck
e Condon[46]. A seguir apresentamos de maneira resumida as principais ideias da teoria
de Born-Oppenheimer, também conhecida como aproximação adiabática.

A ideia central da aproximação de Born-Oppenheimer consiste na separação dos
graus de liberdade eletrônicos e nucleares, com base na diferença de massa das partículas,
isto é, Mn ≫ me ⇒ vn ≪ ve. Sendo assim, numa primeira aproximação, consideramos
as variáveis dinâmicas nucleares, momento (P ) e coordenada (R), como variáveis clássi-
cas. Desconsiderando a dinâmica nuclear numa primeira aproximação, o Hamiltoniano
molecular torna-se(

T̂e(r) + Vee(r) + VeN(r, R) + VNN(R)
)
ψa(r;R) = εaψa(r;R)(

T̂e(r) + Vee(r) + VeN(r, R)
)
ψa(r;R) = (εa − VNN)ψa(r;R) ou

Ĥel(r, R)ψa(r;R) = (εa − VNN)ψa(r;R).

(2.9)

Tal aproximação nos permite definir as superfícies de energia potencial Ua(R) ≡ εa(R)−
VNN(R), vide Figura 1, que são extremamente úteis para a descrição dos processos quími-
cos. Além disso, a função de onda eletrônica depende parametricamente das coordenadas
nucleares, ou seja, ψa(r, R) = ⟨r|ψa(R)⟩. Se R(t) varia no tempo, a função de onda
ψa(r, R(t)) é chamada de função de onda eletrônica adiabática.

Os autoestados de Ĥel(r, R) definem uma base completa para o sistema molecular.
Portanto, podemos escrever a função de onda para qualquer estado do sistema molecular
como

Ψ(r, R) =
∑
a

χa(R)ψa(r, R) , (2.10)

onde χa(R) são coeficientes da expansão. Na aproximação adiabática, no entanto, con-
sideramos apenas um estado eletrônico ψa – normalmente o estado fundamental – de



18

maneira a obtermos
Ψ(r, R) ≈ χa(R)ψa(r, R) . (2.11)

Nesse caso desprezamos as transições eletrônicas na dinâmica molecular. Substituindo
o produto tensorial de Hartree, Eq. (2.11), na equação de Schrödinger dependente do
tempo, multiplicando à esquerda por ψ∗

a(r, R) e integrando em r, obtemos

iℏ
∂

∂t
χa(R, t) = ⟨ψa|Ĥel|ψa⟩χa(R, t)

−
∑
n

ℏ2

2Mn

⟨ψa(r;R)|∇2
nψa(r;R)χa(R, t)⟩ ,

(2.12)

ou simplesmente

iℏ
∂

∂t
χa(R, t) = εa(R)χa(R, t)

−
∑
n

ℏ2

2Mn

⟨ψa|ψa⟩∇2
nχa(R, t)

−
∑
n

ℏ2

2Mn

∑
n

ℏ2

2Mn

2⟨ψa|∇nψa⟩∇nχa(R, t)

−
∑
n

ℏ2

2Mn

⟨ψa|∇2
nψa⟩χa(R, t) .

(2.13)

Algumas aproximações podem ser feitas na equação acima. Para sistemas no estado esta-
cionário temos ∇n⟨ψa|ψa⟩ = ⟨∇nψa|ψa⟩+ ⟨ψa|∇nψa⟩ = 0, o que implica em ⟨∇nψa|ψa⟩ =
−⟨ψa|∇nψa⟩ = 0. Além disso, ⟨ψa|∇2

nψa⟩χ(R, t) é desconsiderado devido à sua contribui-
ção desprezível para a dinâmica molecular em situações normais.

Como resultado final, na aproximação de Born-Oppenheimer, obtemos a seguinte
equação de Schrödinger para os graus de liberdade nucleares nas superfícies de energia
potential εa(R) = ⟨ψα|Ĥel(r, R)|ψα⟩

iℏ
∂

∂t
χa(R, t) = −

∑
n

ℏ2

2Mn

∇2
nχa(R, t) + εa(R)χa(R, t) . (2.14)

2.2 DINÂMICA NÃO ADIABÁTICA

O parâmetro de Landau-Zener (LZ)[2], [46] pode ser utilizado para diferenciar os
regimes dinâmicos adiabático e não adiabático

LZ =
2π

ℏ
|Vab(R)|2

|(d/dt)[εa(R)− εb(R)]|
=

2π

ℏ
|Vab(R)|2∣∣∣Ṙ · ∇

R
εab(R)

∣∣∣ , (2.15)

onde Vab é o acoplamento eletrônico entre estados eletrônicos, e εa(R) e εb(R) são as
superfícies de energia potencial correspondentes. Quando LZ ≫ 1 há forte acoplamento
eletrônico e movimento nuclear lento, portanto a dinâmica do sistema molecular pode
ser considerada adiabática. No caso contrário, em que LZ ≈ 0, a dinâmica deve ser
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considerada não adiabática. Neste caso, as transições eletrônicas são relevantes para a
dinâmica molecular e devemos utilizar

Ψ(r, R) =
∑
a

χa(R)ψa(r, R) . (2.16)

A combinação linear acima dá origem a um sistema de equações que acopla os estados
eletrônicos, ou seja, as superfícies de energia potencial,

iℏ
∂

∂t
χb(R, t) = −

∑
n

ℏ2

2Mn

∇2
nχb(R, t) + εb(R)χb(R, t)

−
∑
a,n

ℏ2

2Mn

[
2⟨ψb|∇nψa⟩∇n + ⟨ψb|∇2

nψa⟩
]
χa(R, t) ou

(2.17)

iℏ
∂

∂t
χb(R, t) = −

∑
n

ℏ2

2Mn

∇2
nχb(R, t) + εb(R)χb(R, t)

−
∑
a̸=b,n

ℏ2

Mn

dn
ab χa(R, t) +

∑
a,n

ℏ2

2Mn

Dn
ab χa(R, t) ,

(2.18)

onde dn
ab é o vetor de acoplamento não adiabático e Dn

ab é um parâmetro de correção
geralmente desprezível. Esquematicamente, temos a situação apresentada na Figura 3.

Mesmo após aproximação de Born-Oppenheimer, a solução da Eq. (2.14) é um desa-
fio teórico para moléculas compostas por vários átomos. Neste caso, novas aproximações
são utilizadas, como ilustra a Figura 3. O formalismo mais rigoroso consiste em resolver a
Eq. (2.14) exatamente e obter as funções de onda nucleares χa(R, t), Figura 3-a. Uma sim-
plificação que preserva as propriedades quânticas dos núcleos consiste em representá-los
por pacotes gaussianos que evoluem no tempo segundo equações de movimento clássicas,
ver Figura 3-b. Os métodos anteriores são computacionalmente laboriosos e pouco efi-
cientes para sistemas moleculares complexos. Nesses casos, a alternativa mais viável é
descrever a dinâmica dos núcleos por trajetórias clássicas. Os métodos mais utilizados são
o SH, ver Figura 3-c, e de Ehrenfest, ver Figura 3-d.

A aproximação de trajetórias também baseia-se no fato da massa nuclear ser muito
maior que a massa eletrônica; o postulado de de Broglie estabelece que o comprimento
de onda associado a partículas não-relativísticas de momento p = mv deve ser λ = h/p =
h/mv. Para obter as equações da dinâmica molecular no formalismo de trajetórias, utiliza-
se o Teorema de Ehrenfest[2], [46] que define equações de movimento associadas ao valor
esperado dos operadores R e P

d

dt
⟨R⟩ = ⟨P ⟩/M , P̂ = −iℏ∇R e (2.19)

d

dt
⟨P ⟩ = −⟨∇RV ⟩ , (2.20)

onde ⟨∇RV ⟩ =
∫
(∇RV (r, R)) |Ψ(r, R, t)|2 drdR. As equações (2.18), (2.19) e (2.20)

definem o método de dinâmica molecular não adiabática de Ehrenfest.
Podemos simplificar mais as equações de movimento para os núcleos, levando em

conta três passos de aproximação[48] ⟨∇RV ⟩ −→ ∇R⟨V (r, ⟨R⟩)⟩r, que permite o uso do
teorema de Hellmann-Feynmann para calcular as forças que atuam nos núcleos a partir da
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Figura 3 – Representação esquemática de diferentes maneiras de se tratar a dinâmica nuclear em
sistemas moleculares: a) dinâmica quântica das funções de onda nucleares χa(R, t), b) dinâmica
clássica de pacotes gaussianos que representam os núcleos, c) métodos Surface Hopping baseados
num ensemble de trajetórias nucleares clássicas e d) método de campo médio de Ehrenfest
baseado na trajetória clássica dos núcleos. Retirado da ref [47].
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função de onda eletrônica. Neste caso, após incluir alguns procedimentos computacionais
ad-hoc para descrever o acoplamento eletrônico, temos o dinâmica nuclear no método SH.

A dinâmica quântica não adiabática pode ser estudada em qualquer Hamiltoniano
perturbativo dependente do tempo e não se restringe apenas à sistemas moleculares.
Por causa disso, na próxima seção, detalharemos o sistema modelo utilizado na nossa
publicação[12] para o estudo de transições não adiabáticas.

2.3 POÇOS QUÂNTICOS ACOPLADOS

Nesta seção estudaremos a dinâmica quântica não adiabática através de um sis-
tema modelo de níveis quânticos discretos, formado pelo acoplamento de poços quânticos.
Nosso estudo, publicado na Physical Review Letters[12], propõe a equivalência teórica
entre um qubit supercondutor e uma máquina constituída por pistões quânticos, os quais
são descritos em termos de poços quânticos acoplados que podem ser comprimidos e ex-
pandidos. A variação de energia das máquinas quânticas é descrita em termos do trabalho
realizado por um parâmetro externo. Nossa análise demonstra que é necessário realizar
trabalho para produzir coerência quântica no sistema. A força não adiabática responsável
por esse efeito é análoga a uma força de atrito, que diminui a quantidade de trabalho
clássico.

2.3.1 Dinâmica do Sistema

Consideremos uma partícula quântica de massa m que pode tunelar entre dois poços
quânticos adjacentes, vide Figura 4-a). O poço da esquerda (L, left), com energia potential
VL(x̂), permanece estático. O poço da direita (R, right) VR(x̂;λ(t)) é deformável e está
acoplado a um reservatório de trabalho, de tal maneira que sua largura varia de acordo
com o parâmetro λ(t) ≡ dR(t). Sendo assim, o Hamiltoniano que descreve este sistema é:

H(x̂;λ(t)) = − ℏ2

2m

d2

dx2
+ VL(x̂) + VR(x̂;λ(t)), (2.21)

onde o poço de potencial VR(x̂;λ(t)) é descrito em termos da função de Heaviside Θ(x)
como

VR(x̂;λ(t)) = V [Θ(x̂− λ(t))−Θ(x̂)] . (2.22)
Uma base completa de estados adiabáticos – autoestados instantâneos do operador

Hamiltoniano, incluindo os estados do contínuo – podem ser obtidos através da equação

H(λt) |ϕn(λt)⟩ = En(λt) |ϕn(λt)⟩ , (2.23)

onde λ(t) ≡ λt.
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Figura 4 – (a) Sistema de poços duplos acoplados (DQW, do inglês Double Quantum Well),
com o poço da esquerda dL fixo enquanto que dR representa o poço à direita e pode expandir
e comprimir de comprimento através da troca de energia com o repositório de trabalho. (b)
Comportamento das autoenergias adiabáticas ao longo da expansão e compressão do DQW,
E(λt). No caso de dL = dR, surge o gap de Landau Zener conforme destacado.

O processo de expansão e compressão, descrito na Fig.4-b), consiste de uma trans-
formação unitária que modifica o Hamiltoniano desde uma configuração inicial Hi = H[λi]
para uma configuração final Hf = Hf [λf ] em um intervalo de tempo finito, controlada
pela variação temporal do parâmetro λ(t).

Um estado quântico arbitrário do sistema pode ser escrito como uma combinação
linear dos adiabáticos, |Ψ(t)⟩ =

∑
nCn(t) |ϕn(λt)⟩. Durante o curso do pistão (movimento

do poço VR(x̂;λ(t))), controlado por λ(t), a evolução unitária do estado quântico do
sistema |Ψ(t)⟩ é dada pela TDSE,

H |Ψ(t)⟩ = iℏ
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ . (2.24)

Desenvolvendo o lado direito, temos

H |Ψ(t)⟩ = iℏ∂t
∑
n

Cn(t) |ϕn(λt)⟩ (2.25)

= iℏ
∑
n

(∂tCn(t) |ϕn(λt)⟩+ Cn∂t |ϕn(λt)⟩) . (2.26)

Do lado esquerdo, temos

H |Ψ(t)⟩ =
∑
n

HCn(t) |ϕn(λt)⟩ (2.27)

=
∑
n

EnCn(t) |ϕn(λt)⟩ . (2.28)

Multiplicando a Eq.2.24 pelo dual ⟨ϕm(λt)| e utilizando a ortogonalidade das autofunções
adiabáticas ⟨ϕm(λt)|ϕn(λt)⟩ = δm,n, obtemos

EnCn(t) = iℏ∂tCn(t)iℏCn ⟨ϕm(λt)|∂tϕn(λt)⟩ . (2.29)



23

Reorganizando os termos, ficamos com

∂tCn(t) =
i

ℏ
EnCn(t)− Cn ⟨ϕm(λt)|∂tϕn(λt)⟩ . (2.30)

O termo de acoplamento não adiabático ⟨ϕm(λt)|∂tϕn(λt)⟩ ≡ ⟨ϕm|ϕ̇n⟩ descreve as
transições entre estados adiabáticos devido às transformações causadas pelo parâmetro
λ(t); ademais este termo é importante para a conservação de energia e, portanto, não deve
ser negligenciado. Para resolver a Equação (2.30), discretizamos o tempo em pequenos
segmentos δt, desta forma o tempo para um instante arbitrário será tj = jδt. Para
garantir a convergência realizamos seguidas dinâmicas com a mesma configuração inicial,
com passos de tempo δt cada vez menores, até atingir a convergência esperada para
δt→ 0. Portanto, temos para a equação de Schrödinger para tempos discretos H(j)|ϕ(j)

n ⟩ =
E (j)
n |ϕ(j)

n ⟩, e podemos assumir que o Hamiltoniano H(j) ≡ H(jδt) é constante no intervalo
de tempo δt correspondente. Nesse intervalo de tempo a evolução do sistema é puramente
adiabática, contribuindo apenas com uma fase para a evolução do sistema descrito na
base dos autoestados de H(j)

UAD |Ψ(tj)⟩ =
∑
n

Cn(tj)exp[−iE (j)
n δt/ℏ] |ϕ(j)

n ⟩ . (2.31)

Os efeitos não adiabáticos – causados pelas transições quânticas – são descritos pelo
operador não adiabático UNA

UNA |Ψ(tj)⟩ =
∑
n

|ϕ(j+1)
n ⟩ ⟨ϕ(j+1)

n |
∑
m

|ϕ(j)
m ⟩ ⟨ϕ(j)

m | |Ψ(tj)⟩

=
∑
n,m

Ωn,m |ϕ(j+1)
n ⟩ ⟨ϕ(j)

m |Ψ(tj)⟩ ,
(2.32)

sendo Ωn,m o termo de acoplamento não adiabático

Ωn,m = ⟨ϕ(j+1)
m |ϕ(j)

n ⟩ (2.33)
≈ δn,m + ⟨ϕ̇(j)

m |ϕ(j)
n ⟩δt . (2.34)

O termo Ωn,m pode ser calculado diretamente utilizando-se os autoestados adiabáticos
correspondentes a intervalos de tempo sucessivos. Para propagação temporal por um
tempo finito, o operador de evolução temporal unitário U = T exp[−i

∫ t

0
H[λ(t′)]dt′/ℏ],

com T designando o operador de ordenamento temporal, torna-se

|Ψ(tj+1)⟩ = [U(tj+1, tj)...U(t2, t1)U(t1, t0)] |Ψ(t0)⟩ , (2.35)

com U(tj+1, tj) = UNA(tj+1, tj)UAD(tj). Aplicando o operador de evolução temporal ao
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pacote de onda |Ψ(t0)⟩ para um tj correspondente a j = 3, obtemos

|Ψ(t3)⟩ = UNA(t3, t2)UAD(t2)UNA(t2, t1)UAD(t1) (2.36)
× UNA(t1, t0)UAD(t0) |Ψ(t0)⟩ (2.37)
= UNA(t3, t2)UAD(t2)UNA(t2, t1)UAD(t1) (2.38)
× UNA(t1, t0)

∑
n

Cn(t0)exp[−iE (0)
n δt/ℏ] |ϕ(0)

n ⟩ (2.39)

= UNA(t3, t2)UAD(t2)UNA(t2, t1)UAD(t1) (2.40)
×

∑
n

∑
k

Cn(t0)Ω
(0)
k,nexp[−iE

(0)
n δt/ℏ] |ϕ(0)

n ⟩ (2.41)

=
∑
n

(∑
m

Ω(2)
m,nexp[−iE (2)

n δt/ℏ]

)
(2.42)

×

(∑
l

Ω
(1)
l,nexp[−iE

(1)
n δt/ℏ]

)
(2.43)

×

(∑
k

Ω
(0)
k,nexp[−iE

(0)
n δt/ℏ]

)
Cn(t0) |ϕ(0)

n ⟩ . (2.44)

Desta forma, generalizamos a expressão do propagador para

|Ψ(tf )⟩ =
∑
n

f−1∏
j=0

(∑
m

Ω(j)
m,nexp[−iE (j)

n δt/ℏ]

)
Cn(t0) |ϕ(0)

n ⟩ . (2.45)

Na situação m = n, onde desconsideramos transições não adiabáticas entre os estados n
e m, o termo de acoplamento não adiabático se resume a Ωn,n ≈ 1 + ⟨ϕ̇(j)

n |ϕ(j)
n ⟩ δt, usando

o fato de que ⟨ϕ̇(j)
n |ϕ(j)

n ⟩ = −⟨ϕ(j)
n |ϕ̇(j)

n ⟩ podemos reescrever a Equação 2.45 como

|Ψ(tf )⟩ =
∑
n

f−1∏
j=0

((
1 + i2 ⟨ϕ(j)

n |ϕ̇(j)
n ⟩ δt

)
ei

−E(j)
n δt
ℏ

)
Cn(t0) |ϕ(0)

n ⟩

=
∑
n

f−1∏
j=0

(
eii⟨ϕ

(j)
n δt|ϕ̇(j)

n ⟩ei
−E(j)

n δt
ℏ

)
Cn(t0) |ϕ(0)

n ⟩

=
∑
n

(
eiγn(t)eiθn(t)

)
Cn(t0) |ϕ(0)

n ⟩ ,

(2.46)

onde γn(t) = i
∫ tf
t0

⟨ϕn(t
′)|ϕ̇n(t

′)⟩ dt′ e θn(t) =
∫ tf
t0

−E(j)
n

ℏ dt′, que podem ser calculados di-
retamente dos autoestados adiabáticos para cada fatia de δt em intervalos sucessivos no
tempo.

2.3.2 Microreversibilidade de sistemas não autônomos

Um sistema é considerado autônomo[49] quando é descrito por um Hamiltoniano
independente do tempo. Em nosso caso, portanto, tratamos da dinâmica de um sistema
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não autônomo, pois sua dinâmica é controlada por um Hamiltoniano que apresenta de-
pendência explicita no tempo, através do movimento realizado pelo poço de potencial
(pistão) VR(x̂;λ(t)). Nesta seção estudaremos a reversibilidade microscópica do modelo
de pistão quântico. Para isso, consideramos o trabalho realizado por um número fi-
nito de ciclos completos de expansão-compressão, realizados com frequência de oscilação
ωres
n ≡ min{|EL

n − ER
n |/ℏ}, ver Figura 4. Estas frequências são calculadas no ponto de

ressonância (res), correspondente a dL = dR, porque amplificam o efeito de coerência
quântica na dinâmica.

A condição de reversibilidade[49], [50] é

RU(τ, τ/2) = U(τ − τ/2, 0)R, (2.47)

onde para um ciclo fechado em que o sistema evolui de um estado |Ψ(0)⟩ → |Ψ(τ)⟩, tal que
H(τ) |Ψ(τ)⟩ = H(0) |Ψ(0)⟩. A reversibilidade microscópica pode ser observada aplicando
as condições em qualquer tempo t ∈ [0, τ ]. Desta forma, usando a concatenação de
U(τ, τ/2) = U(τ, 0)U(0, τ/2) e multiplicando pela direita U−1(0, τ/2) na Eq.2.47, obtemos

RU(τ, 0) = U(τ, 0)RU(τ/2, 0) , (2.48)

sendo que usamos a relação U−1(0, τ/2) = U(τ/2, 0). Além disso, |Ψ(τ)⟩ = U(τ, 0) |Ψ(0)⟩
e |Ψ(τ/2)⟩ = U(τ/2, 0) |Ψ(0)⟩ e aplicando a condição de reversibilidade microscópica em
|Ψ(0)⟩, teremos:

RU(τ, 0) |Ψ(0)⟩ = U(τ − τ/2, 0)RU(τ/2, 0) |Ψ(0)⟩ ou (2.49)

R|Ψ(τ)⟩ = U(τ − τ/2, 0)R|Ψ(τ/2)⟩ . (2.50)

O estado inicial evolui como

|Ψ(0)⟩ U(τ/2,0)−−−−−→ |Ψ(τ/2)⟩ U(τ,τ/2)−−−−−→ |Ψ(τ)⟩ , (2.51)

enquanto que R|f⟩ evolui como

R|Ψ(τ)⟩ U(0,τ−τ/2)−−−−−−→ R|Ψ(τ/2)⟩ U(τ−τ/2,τ)−−−−−−→ R|Ψ(0)⟩ , (2.52)

conforme vemos na Fig.5. Portanto, para descrever a reversibilidade microscópica do
sistema é necessário não somente aplicar o operador reversão temporal na função de onda
Ψ(τ/2) → RΨ(τ/2) = Ψ(τ/2)∗, mas também inverter a ordem temporal dos operadores
de evolução temporal U .

Consideremos que um ciclo de expansão-compressão ocorre em um tempo τ , de
maneira que a expansão ocorre em τ/2 e a compressão no intervalo de tempo τ/2 se-
guinte. Dessa maneira evoluímos o estado quântico do sistema durante a expansão do
poço para |Ψ(τ/2)⟩ aplicando U(τ/2, 0) |Ψ(0)⟩. Em seguida, durante a compressão usa-
mos |Ψ(τ/2)⟩ = U(τ/2, τ)R|Ψ(τ/2)⟩. Podemos conferir a probabilidade de encontrar o
elétron no poço à esquerda ou à direita com

Pn(t) =

∫ ∞

−∞
|Ψ(x; t)|2dx . (2.53)
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Figura 5 – Um estado inicial normalizado, evolui diante transformações unitárias em um hiper-
esfera de raio unitário no espaço de Hilbert. Em a) temos a dinâmica em regime adiabático e
em b) a dinâmica em regime de ressonância.[49].

Definindo x = 0 como o centro da barreira que acopla os dois poços quânticos, temos

PL
n (t) =

∫ 0

−∞
|Ψ(x; t)|2dx e

PR
n (t) =

∫ ∞

0

|Ψ(x; t)|2dx .
(2.54)

As probabilidades PL
n e PR

n estão associadas à representação diabática do sistema, ver
Apêndice A: Cálculo do acoplamento para um sistema de 2 níveis. Na Figura 6, pode-
mos comparar a dinâmica do sistema (curva sólida) com o comportamento esperado pela
reversibilidade (curva tracejada), para dois casos distintos: a) para o primeiro estado
quântico (n=1) e b) para o segundo estado quântico (n=2). Verificamos, portanto, que
o pistão quântico (isto é, o modelo de poços quânticos acoplados) não apresenta o efeito
de reversibilidade microscópica. Atribuímos a irreversibilidade do modelo aos efeitos não
adiabáticos da dinâmica. Para explorar este comportamento de maneira mais minuciosa,
analisamos o comportamento da função de auto-correlação A(t) = | ⟨Ψ(0)|Ψ(t)⟩ |, vide
Figura 7.

Utilizando a teoria de Landau Zener[2] (LZ), podemos classificar a dinâmica do
pistão-quântico em termos de três regimes dinâmicos diferentes, de acordo com parâmetro
ζ ≡ |Vnm|2/ℏ|Ėm − Ėn|. Os casos mais simples constituem o regime adiabático (quasi-
estático) (ζ ≫ 1, ou ω ≪ ωres) e o regime não adiabático (abrupto) (ζ ≪ 1, ou ω ≫ ωres).
O regime mais interessante (ν ≈ νres), estudado por Stueckelberg[51], [52], maximiza o
acoplamento coerente durante cada anti-cruzamento de níveis de energia. Neste regime,
os efeitos não adiabáticos se acumulam para cada passagem pelo anti-cruzamento, de
modo que o sistema evolui para longe de sua condição original após um ciclo completo de
expansão/compressão. Uma investigação, no entanto, indicou que existem na realidade
vários tempos de transição na teoria LZ[53].

Detalhes acerca do efeito de irreversibilidade observado ao longo do ciclo de expan-
são/compressão são evidenciados pela função de autocorrelação |A(t) = ⟨Ψ(0)|Ψ(t)⟩| na
Figura 7. Quando a ciclo do pistão é aplicado de maneira quasi-estática (ω ≪ ωres), a di-
nâmica do sistema é quase reversível (triângulo para cima). Comportamento semelhante
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Figura 6 – Definimos a posição x = 0 como sendo a metade da barreira que separa os poços
da esquerda e da direita, e calculamos a probabilidade de ocupação da partícula quando (a)
|Ψ(0)⟩ = |ϕ1⟩ e (b) |Ψ(0)⟩ = |ϕ2⟩. As curvas sólidas representam a dinâmica sem aplicar
as condições da reversibilidade microscópica, enquanto que a tracejada é a dinâmica onde foi
aplicado a reversibilidade temporal depois da expansão.

acontece quando o ciclo é aplicado de maneira abrupta (ω ≫ ωres), a curva com triân-
gulos para baixo. Entretanto, na frequência de ressonância ωres

n ≡ min{|ER
n − EL

n |}/ℏ,
ocorre um efeito irreversível acentuado (curva contínua e círculo), resultando em tran-
sições entre bandas e, como resultado, defasamento quântico. O efeito é amplificado
para uma dinâmica iniciada no segundo autoestado de energia n = 2 (linha tracejada),
em razão de permitir mais transições quânticas e por estar mais próximo do continuum.
Este efeito pode estar associado à produção de entropia interna, via entropia de Shannon
SS = −k

∑
n PnlnPn, induzida por transições não adiabáticas. No entanto, é impor-

tante salientar que a entropia de von Neumann SvN = −kTr(ρlnρ) permanece constante
durante os processos unitários.

2.3.3 Flutuações do Trabalho

Vamos agora considerar as propriedades estatísticas do pistão-quântico. Para isso,
vamos analisar uma dinâmica de expansão/compressão da forma dR ≡ λ(t) = dL(1 −
cos(wt)/2), na qual dL é a largura do poço à esquerda (largura fixa). Assumimos também,
que o sistema é termalizado inicialmente, ou seja, com dR = dL em um reservatório de
temperatura T . Desta forma, a matriz densidade que descreve nosso sistema será escrita
como

ρ̂(0) =
∑
k

e−βEk(λ0)

Z(λ0)
|ϕk(λ0)⟩ ⟨ϕk(λ0)| (2.55)

=
∑
k

pk(λ0) |ϕk(λ0)⟩ ⟨ϕk(λ0)| , (2.56)
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Figura 7 – As linhas contínuas representam as dinâmicas para o estado inicial no fundamental
n = 1 e a pontilhada para o estado n = 2. Os regimes mais simples: adiabático quase-estático
(ζ ≫ 1, ou ω ≪ ωres) e o regime não adiabático abrupto (ζ ≪ 1, ou ω ≫ ωres) são as curvas
com triângulos para cima e para baixo, respectivamente. Enquanto que as bolinhas representam
as dinâmicas mais interessantes (ω = ωres).

onde β = 1/kBT , Z(λ0) é a função de partição e pk(λ0) ≡ e−βEk(λ0)/Z(λ0) é a probabilidade
de Gibbs para um sistema não perturbado. Em seguida o sistema é isolado termicamente,
desacoplando-o do banho térmico e deixando a dinâmica evoluir via operador de evolução
temporal U(t, 0),

ρ̂(t) =
∑
k

pk(λ0)U(t, 0) |ϕk(λ0)⟩ ⟨ϕk(λ0)| U †(t, 0) (2.57)

=
∑
k

pk(λ0) |Ψk(t)⟩ ⟨Ψk(t)| (2.58)

=
∑
k

pk(λ0)ρ̂k(t) (2.59)

com

|Ψk(t)⟩ =
∑
n

Ck
n(t) |ϕn(λt)⟩ , (2.60)

na representação adiabática e

ρ̂k(t) =
∑
nm

Ck
n(t)[C

k
m(t)]

∗ |ϕn(λt)⟩ ⟨ϕm(λt)| (2.61)
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é o operador matriz densidade que fornece a evolução dos estados quânticos no tempo.
Note que o valor esperado da energia do sistema é Ek(t) = Tr[ρk(t)H(t)] =

∑
n |Ck

n(t)|2En(t).
Considerando um ciclo completo de compressão/expansão no pistão quântico, em um in-
tervalo de tempo t ∈ [0, τ ], temos que a diferença de energia para um Hamiltoniano
dependente do tempo H[λ(t)] é dada por:

∆Ek =

∫ τ

0

d

dt
Tr[ρk(t)H(t)]dt . (2.62)

Mais detalhadamente, temos que

d

dt
Tr[ρk(t)H(t)] = Tr(ρ̇k(t)H(t)) + Tr(ρk(t)Ḣ(t)) (2.63)

considerando que os estados adiabáticos ϕn são ortogonais para um mesmo tempo t,
ou seja, d

dt
⟨ϕn|ϕm⟩ = 0. Da Equação 2.63 definimos os termos Qk como calor (energia

trocada entre sistema e banho) e Wk trabalho (energia trocada entre sistema e o campo
externo)[54] como

Qk =

∫ τ

0

Tr[ρ̇k(t)H(t)]dt e

Wk =

∫ τ

0

Tr[ρk(t)Ḣ(t)]dt .

(2.64)

Entretanto, como o sistema está isolado termicamente é de se esperar que o termo Qk seja
nulo, como de fato é, visto que um sistema isolado evolui de acordo com a equação ρ̇k =
(i/ℏ)[ρk(t),H(t)], e com Tr[[ρk(t),H(t)]H(t)] = 0, obtemos Qk = 0. Em outras palavras,
embora os processos não adiabáticos induzidos pela transformação unitária de tempo
finito causem transferência de população entre os estados adiabáticos {ϕ}, os autovalores
da matriz densidade de von Neumann não mudam como resultado do processo unitário
conduzido pelo Hamiltoniano dependente do tempo, e não há variação de entropia no
sistema fechado.

Para o termo Wk, temos

Wk = Tr[ρk(t)Ḣ(t)] =
∑
m

⟨ϕm|
∑
ln

ρkln |ϕl⟩ ⟨ϕn| ∂tĤ|ϕm⟩ . (2.65)

A seguir, usamos o teorema de Hellmann-Feymann para calcular o termo, ⟨ϕn|∂tĤ|ϕm⟩ =
⟨ϕn|∂λĤ|ϕm⟩ λ̇, da Eq.2.65. Para isso consideramos ∂λ ⟨ϕn|Ĥ|ϕm⟩ = ∂λEn(λ)δn,m e o
resultado abaixo

∂λ ⟨ϕn|Ĥϕm⟩ = ⟨∂λϕn|H|ϕm⟩+ ⟨ϕn|∂λH|ϕm⟩+ ⟨ϕn|H|∂λϕm⟩
=Em ⟨∂λϕn|ϕm⟩+ ⟨ϕn|∂λH|ϕm⟩+ En ⟨ϕn|∂λϕm⟩
=− Em ⟨ϕn|∂λϕm⟩+ ⟨ϕn|∂λH|ϕm⟩+ En ⟨ϕn|∂λϕm⟩
= ⟨ϕn|∂λH|ϕm⟩ − (Em − En) ⟨ϕn|∂λϕm⟩ .

(2.66)

Portanto, ⟨ϕn|∂λH|ϕm⟩ = ∂λEn(λ)δn,m+(Em−En) ⟨ϕn|∂λϕm⟩. Substituindo este resultado
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na Equação (2.65), obtemos

Tr[ρk(t)Ḣ(t)] =
∑
m

⟨ϕm|
∑
ln

ρkln |ϕl⟩ ⟨ϕn| Ḣ|ϕm⟩

=
∑
mn

ρkmn (∂λEn(λ)δn,m + (Em − En) ⟨ϕn|∂λϕm⟩) λ̇

=
∑
n

ρknn∂λEnλ̇+ 2
∑
n>m

Re(ρkmn)(Em − En) ⟨ϕn|ϕ̇m⟩ λ̇ .

(2.67)

Isto é, o trabalho Wk pode ser separado em dois termos:

Wpop =

∫ τ

0

∑
n

ρknn∂λEnλ̇dt e

Wcoh = 2

∫ τ

0

∑
n>m

Re(ρkmn)(Em − En) ⟨ϕn|ϕ̇m⟩ λ̇dt .
(2.68)

Por depender das populações ρknn(t) dos estados adiabáticos, o primeiro termo da Eq.2.68
é aqui denominado Wpop. Ele está relacionado ao trabalho incoerente para sistemas em
equilíbrio com um banho térmico. O termo Wcoh, por outro lado, é diferente de zero
apenas se existir coerências quânticas, como evidenciado pelos elementos fora da diagonal
ρknm(t). Além disso, através do termo de acoplamento não adiabático ⟨ϕn|ϕ̇m⟩, este termo
é dependente da taxa de variação dos autoestados. Por exemplo, se o trabalho é realizado
em um regime quasi estático (dinâmica adiabática), este termo desaparece.

No sistema modelo para o pistão-quântico podemos calcular explicitamente o tra-
balho Wcoh, visto que o termo perturbativo do Hamiltoniano H é o poço de potencial à
direita, com VR(x̂;λ(t)) = V [Θ(x̂− λ)−Θ(x̂)]. Assim, temos o trabalho como

Wcoh =

∫ τ

0

∑
nm

ρknm ⟨ϕm|∂λH|ϕn⟩ λ̇dt

=

∫ τ

0

∑
nm

ρknm

∫
dx̂

∫
dx̂′Φn(x)Φm(x

′) ⟨x̂′|∂λVΘ(x̂− λ)|x̂⟩ λ̇dt

=−
∫ τ

0

∑
nm

ρknmV

∫
dx̂

∫
dx̂′Φn(x)Φm(x

′)δ(x̂− λ)δ(x̂− x̂′)λ̇dt

=−
∫ τ

0

∑
nm

ρknmV Φn(λ)Φm(λ)λ̇dt ≡
∫ τ

0

Fcohλ̇dt ,

(2.69)

onde λ(t) a posição da parede móvel do poço representada no modelo atual. Além disso,
Φn(x) e Φm(x) são autofunções reais do Hamiltoniano.

Vamos analisar o comportamento do sistema durante um ciclo completo de expan-
são/compressão do pistão na forma dR ≡ λ(t) = dL(1 − cos(wt)/2). Assumindo que o
sistema encontra-se inicialmente em um de seus autoestados, as transições de Landau-
Zener colocam o sistema em um estado quântico. As Figuras 8-a) e b) mostram o sistema
começando no estado fundamental |ϕL

1 ⟩, sujeito a um curso do pistão na frequência ωres
n=1.

Partindo do estado fundamental, o sistema é descrito por uma superposição coerente
de estados após a expansão. No entanto, após a compressão, o sistema não retorna ao
seu estado inicial, confirmando que não ocorre reversibilidade durante um único ciclo de
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Figura 8 – ∆E = W = Wpop +Wcoh é a variação de energia do sistema quântico durante um
único ciclo de trabalho de expansão/compressão. A evolução temporal das energias adiabáticas
ER
2 e ER

1 (azul) enquanto que EL
1 e EL

2 (vermelho), conforme Fig.4. Duas dinâmicas diferentes
foram realizadas, λ(t) = dL(1 − cos(wres

n=1t)/2) e λ(t) = dL(1 − cos(wres
n=2t)/2), uma para cada

anti-cruzamento de LZ. Fcohλ̇ (linha cyan), é determinado pela Eq.2.69.

expansão/compressão, como demonstra a Figura 6. A energia média E também não se-
gue a trajetória adiabática; apresentamos a evolução das energias adiabáticas ER,L

n=1 em
Fig.8 para comparação. Para o regime ressonante, há uma potência considerável sendo
consumida para produzir coerências quânticas, que está relacionado com o atrito interno
fenomenológico.

Como resultado, a eficiência do trabalho global realizado durante cada ciclo é redu-
zido durante a expansão de dR e parcialmente restaurada durante a compressão. Ẇ =
Ẇpop+ Ẇcoh, conforme mostrado na Fig.8(B) e Fig.8(D), é o comportamento da potência
trocada durante o ciclo. Vale a pena notar que o sinal de Wcoh varia durante a expansão
e compressão. Mostramos Ẇcoh = Ė − Ẇpop (linha preta tracejada) e Fcohλ̇ (linha cyan)
juntos para comparação, com Fcohλ̇ fornecido pela Eq.2.69.

Uma vez conhecendo o trabalho podemos calcular a distribuição de flutuação de
trabalho[55], [56]

P (W) =
∑
nm

δ(W − [Em(λτ ) + En(λ0)])| ⟨ϕm(λτ )|U(τ, 0)ϕn(0)⟩ |2pn(λ0) , (2.70)

onde pn(λ0) = e−βEn(λ0)

Z(λ0)
e Z(λ0) é a função de partição. Entretanto, para a nossa dinâmica

de expansão/compressão H(λτ ) = H(λ0), assim como as autofunções adiabáticas do sis-
tema ϕn(λτ ) = ϕn(λ0). Desta forma, simplificamos o cálculo da distribuição de trabalho
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para
P (W) =

1

Z(λ0)

∑
nm

δ(W − [Em(λτ ) + En(λ0)])|Cm
n (τ)|2e−βEn(λ0) . (2.71)

Observando os resultados obtidos na Fig.9 através da Eq.2.71, vemos que para tempera-

Figura 9 – Distribuição da flutuação de trabalho P (W) em função da energia W, obtida na
Eq.2.71 para diferentes temperaturas e depois de 20 ciclos de expansão/compressão com λ(t) =
dL(1− cos(wres

n=1t)/2).

turas mais altas (situação em que estados do continuum são preenchidos termicamente)
existe uma simetria maior entre o trabalho realizado e recebido. Para temperaturas baixas
o sistema tende a consumir mais energia para produzir as coerências quânticas.

2.4 MÉTODO DE SURFACE HOPPING

Dois formalismos são geralmente utilizados para incorporar transições eletrônicas
na dinâmica molecular não-adiabática: o método de Ehrenfest e o método de Surface
Hopping (SH). Estes métodos são classificados como formalismos de trajetória, devido ao
tratamento semiclássico dado à dinâmica nuclear.

Para fins de comparação, resumimos a seguir as principais características do Método
de Ehrenfest. Neste método, as forças que atuam sobre os núcleos são calculadas como a
força média resultante das superfícies de energia potencial excitadas, por isso o método de
Ehrenfest é classificado como um formalismo de campo médio. No método de Ehrenfest
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a função de onda eletrônica obedece a equação de Schrödinger

iℏ
∂

∂t
Ψ(r;R, t) =

(
− ℏ2

2m
∇2

r + V (r;Rt)

)
Ψ(r;R, t) , (2.72)

e os núcleos obedecem equações de movimento clássicas

Ṙ = P/M e (2.73)

Ṗ = F , (2.74)
onde

F = −∇R⟨Ψ(r;R, t)|V (r,Rt)|Ψ(r;R, t)⟩r (2.75)
é a força que o pacote de onda eletrônico Ψ exerce sobre os núcleos. Na representação dos
estados adiabáticos, em que |Ψ(t)⟩ =

∑
nCn(t) |ϕn(λt)⟩, a Eq.2.72 pode ser escrita como

uma equação para os coeficientes Cn(t),

dCn

dt
+
∑
m

(
i

ℏ
EnCnδ

n
m + Cm ⟨ϕn|∂tϕm⟩

)
= 0 , (2.76)

com H(t) |ϕn(t)⟩ = En |ϕn(t)⟩. A Eqs. (2.73), (2.74) e (2.76) devem ser resolvidas de
forma auto-consistente para se obter a dinâmica não adiabática do sistema molecular.

O método de Surface Hopping (SH) foi proposto por John C. Tully em 1990 para
simulações de dinâmica molecular envolvendo transições eletrônicas[18]; em compara-
ção, o teorema de Ehrenfest foi originalmente proposto em 1927. Assim como no mé-
todo de Ehrenfest, no método SH as equações clássicas de movimento para os áto-
mos, Eq.2.73 e Eq.2.74, são usadas de maneira auto-consistente com a equação eletrô-
nica de Schrödinger dependente do tempo Eq.2.76. Porém, no método SH, F é a força
de Hellmann-Feynman que a superfície adiabática n exerce sobre os núcleos, ou seja,
Fn = −∇R ⟨ϕn(λt)|V (r,Rt)|ϕn(λt)⟩r. Como consequência desta aproximação, os diferen-
tes estados eletrônicos ficam desacoplados. Para solucionar este problema, Tully propôs
uma abordagem probabilística que é usada para incluir os efeitos não adiabáticos e decidir
se deve ocorrer transição entre os estados eletrônicos. Para obter as probabilidades de
transição entre estados eletrônicos consideramos a função de onda Ψ escrita na base {ϕ}
e seu estado quântico

|Ψ(r;R, t)⟩ =
∑
j

cj(t) |ϕj⟩ . (2.77)

A equação de Schrödinger dependente do tempo para os coeficientes do pacote de ondas
é

iℏċk =
∑
j

cj

(
Vkj − iℏ

∑
N

ṘNd
N
kj

)
, (2.78)

sendo N o índice que designa os núcleos do sistema e j os estados eletrônicos. O elemento
de matriz dN

kj é denominado vetor de acoplamento não adiabático, definido por

⟨ϕk|
dϕj

dt
⟩ =

∑
N

ṘNd
N
kj . (2.79)
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No SH é mais adequado representar o estado eletrônico do sistema em termos da
matriz densidade eletrônica

|Ψ(t)⟩ ⟨Ψ(t)| =
∑
jk

ckc
∗
j |ϕk⟩ ⟨ϕj|

=
∑
jk

ρkj |ϕk⟩ ⟨ϕj|
(2.80)

Multiplicando a Eq.2.78 pelo seu conjugado obtemos a equação de movimento para ρkj,
onde

iℏρ̇kj =
∑
l

[
ρlj

(
Vkl − iℏ

∑
N

ṘNd
N
kl

)
− ρkl

(
Vjl − iℏ

∑
N

ṘNd
N
jl

)]
. (2.81)

Fazendo j = k na equação acima obtemos, na notação de Tully[57]

iℏρ̇kk =
∑
l

[
ρlk

(
Vkl − iℏ

∑
N

ṘNd
N
kl

)
− ρkl

(
Vkl − iℏ

∑
N

ṘNd
N
kl

)]

=iℏ
∑
l

[
2

ℏ
Im(ρ∗kl)Vkl − 2Re(ρkl)

∑
N

ṘNd
N
kl

]
=iℏ

∑
l ̸=k

bkl ,

(2.82)

com
bkl =

2

ℏ
Im(ρ∗kl)Vkl − 2Re(ρkl)

∑
N

ṘNd
N
kl . (2.83)

No método SH, a base de estados {ϕ} deve ser a base adiabática, que diagonaliza o
operador Ĥ. Neste caso Vkl é diagonal e o termo Im(ρ∗kl)Vkl se anula, fornecendo

bkl = −2Re(ρkl)
∑
N

ṘNd
N
kl . (2.84)

Além disso bkk = 0 pois dN
kl é anti-hermitiano e, portanto, dN

kk = 0. Podemos interpretar
ρ̇kk =

∑
l ̸=k bkl como a variação de população do estado k. Sendo assim, definimos a

probabilidade de transição eletrônica como

glk =
− (2Re[ρkl]R · dkl) dt

ρkk
, (2.85)

onde glk = 0 se glk < 0 e
∑

l ̸=k glk ≤ 1. O método SH que utiliza a probabilidade
de transição gkj para controlar a dinâmica não-adiabática foi denominado FSSH (Fewest
Switches Surface Hopping)[57], porque minimiza a frequência de transições de acordo com
um critério estocástico, descrito a seguir.

O método FSSH gera um número aleatório ζ ∈ [0, 1] e transições eletrônicas ocorrem
de um estado l para um estado j se

∑j−1
k glk < ζ <

∑j
k glk. Por exemplo, um número

aleatório ζ é sorteado ao longo da integração da Eq.2.76 para cada intervalo de tempo δt
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e transições do estado 3 para o estado 4 ocorrem se

g33 < ζ < g33 + g34 . (2.86)

As transições eletrônicas podem ocorrer em qualquer ponto da trajetória, entre quaisquer
estados eletrônicos. Efetuada a transição, a força que atua sobre os núcleos passará
de F = −∇R ⟨ϕ3|V (r,R)|ϕ3⟩r para F = −∇R ⟨ϕ4|V (r,R)|ϕ4⟩r, e a dinâmica nuclear
prossegue com essa nova força. Por se tratar de um formalismo estocástico, devemos
realizar um número grande de dinâmicas para as diferentes réplicas do sistema, que são
criadas com as mesmas condições iniciais. A dinâmica final do sistema – ou seja, trajetória
molecular não-adiabática – no método FSSH é obtida fazendo-se a média das trajetórias
individuais para cada elemento do ensemble. Este procedimento simula o comportamento
de um pacote-de-onda nuclear numa aproximação semiclássica, como ilustra a Figura 10

Figura 10 – Diferença de uma dinâmica quântica exata da sugerida e propagada no SH. En-
quanto que em uma dinâmica exata o pacote de onda eletrônico percorre um único caminho, no
SH diversas trajetórias são realizadas. Figura adaptada de Barbatti, WIRES Comput. Mol Sci
2011, 1, 620 baseada em [21].

De maneira geral, o método FSSH é baseado em três fundamentos:
1. A probabilidade de transição eletrônica de um estado k para um estado j ocorre

quando
∑j−1

n gkn < ζ <
∑j

n gkn;

2. Após a transição a energia eletrônica entre superfícies de energia potencial, a energia
cinética dos átomos é redefinida para satisfazer a conservação de energia da traje-
tória nuclear. Em várias implementações do método FSSH, a transição eletrônica
entre superfícies de energia potencial é bloqueada se a energia cinética dos núcleos
é menor que a energia da transição[58]. Quando ocorre a transição entre os níveis
de energia, é necessário alterar a componente da velocidade nuclear na direção do
vetor de acoplamento não adiabático, djk;

3. Os núcleos se movem devido a uma força devida exclusivamente à superfície adia-
bática ϕk e ϕj depois da transição.
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O método FSSH não é adequado para descrever, por exemplo, processos dinâmicos
a baixas temperaturas e transferência de prótons, pois não leva em consideração a energia
de ponto zero e tampouco efeitos de tunelamento.

2.4.1 Surface Hopping em sistemas de dois níveis

Para testar seu método[57], Tully propôs três modelos unidimensionais de dois níveis
eletrônicos (superfícies de energia potencial), dois dos quais foram criados especialmente
para testar a dinâmica híbrida quântica-clássica, ver Figura 11. Além disso, Joseph E.
Subotnik propôs outros 2 modelos[20] para reforçar o estudo de decoerência no sistemas,
ver Figura 12.

Os três primeiros de Tully possuem propriedades diferentes entre si e são fontes
distintas de estudo. O primeiro, chamado de Anti-cruzamento Simples (Figura 11-a),
descreve uma dinâmica sem efeitos prolongados de coerência. Para este caso o modelo
Tully-FSSH apresenta ótimos resultados. O segundo modelo, Figura 11-b, é semelhante
ao sistema de poços duplos acoplados estudado no capítulo anterior e produz oscilações
de Stueckelberg que surgem devido ao ganho de coerência no decorrer da dinâmica por
causa do Anti-cruzamento Duplo. No terceiro caso (Figura 11-c), no entanto, os pacotes
de ondas nas duas superfícies se movem em direções opostas. Neste caso, a dinâmica exige
a implementação de decoerência para funcionamento do método.

Misturando aspectos dos problemas Anti-cruzamento Duplo e Forte acoplamento
adiabático com reflexão, Joseph E. Subotnik criou o quarto e quinto modelos para analisar
os efeitos de coerência (Figura 12), misturando zonas simétricas de acoplamento mais
longas, onde níveis de energia ficam próximos o suficiente para permitir saltos quânticos
durante a dinâmica.

Para estudá-los, esses sistemas são descritos na base diabática (local) como sendo
Ĥ ≡ V̂ =

∑2
ij |i⟩Vij ⟨j|. Desta forma, diagonalizando V̂ obtemos os autovetores, que são

as bases adiabáticas, enquanto que as autoenergias E são dadas por H |ϕn⟩ = En |ϕn⟩.
Explicitamente temos, (

V11 − E V12
V12 V22 − E

)(
v1
v2

)
=

(
0
0

)
.

Resolvendo este sistema, obtemos as autofunções que descrevem a base adiabática

|ϕ±⟩ =

 v1
E± − V11
V12

v1

 . (2.87)

Podemos obter v1 da normalização de |ϕ±⟩. Uma vez que as autofunções são ortogonais
⟨ϕi|ϕi⟩ = 1, podemos obter v1 tal que normalize nossa autofunções ϕ da seguinte forma

v21 +
(E± − V11)

2

V 2
12

v21 = 1 ⇒ v1 =
V12√

V 2
12 + (E± − V11)2

. (2.88)

Resolvendo uma equação de segundo grau obtemos as autoenergias

(V11 − E±)(V22 − E±)− V 2
12 = 0 , (2.89)
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Figura 11 – Em função da posição R ≡ x, são mostradas as curvas de energia potencial
adiabática (sólida) na cores vermelha e azul enquanto que a força de acoplamento não adiabática
(tracejada). Unidades atômicas são usadas para todas as medições. Os três modelos descritos
são (a)Anticruzamento simples, (b)Anticruzamento duplo, (c)Forte acoplamento adiabático com
reflexão.

(a) Geometria de haltere (b) Geometria de duplo arco

Figura 12 – Os dois modelos elaborados pelo Joseph E. Subotnik que lembram a forma
de um Haltere (a) e dois arcos (b).

ou seja,

E± =
V11 + V22 ±

√
(V 2

22 − V11)2 + 4V 2
12

2
. (2.90)
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Através da Eq.2.90 vemos que o sistema de dois níveis não é degenerado, pois possui um
termo perturbativo V12 ̸= 0. Substituindo E± nas Eqs. 2.87 e 2.88, obtemos

|ϕ±⟩ =
2V12√

4V 2
12 + (V22 − V11 ±∆)2

 1
E± − V11
V12


=

2V12√
4V 2

12 + (V22 − V11 ±∆)2

 1
V22 − V11 ±∆

2V12


=

1√
4V 2

12 + (V22 − V11 ±∆)2

(
2V12

V22 − V11 ±∆

)
(2.91)

onde ∆ =
√

(V 2
22 − V11)2 + 4V 2

12. O termo de acoplamento não adiabático ⟨ϕ−|∇ϕ+⟩ para
um sistema de 2 níveis pode ser calculado analiticamente, através da seguinte expressão

⟨ϕ−|∇ϕ+⟩ =
1

(V22 − V11)2 + 4V 2
12

[
(V22 − V11)

dV12
dx

− V12

(
dV22
dx

− dV11
dx

)]
, (2.92)

a qual está deduzida no Apêndice A: Cálculo do acoplamento para um sistema de 2 níveis.
Além disso, para as simulações assumimos que o sistema foi preparado no estado de

energia mais baixa, na região assintótica negativa x, com momento positivo. As equações
de movimento são integradas até que as partículas saiam totalmente da região de interação,
à direita das Fig.(11 e 12).

Como mencionado no final da seção anterior, o método FSSH possui limitações,
principalmente, quando decoerência se torna fundamental para a dinâmica. A implemen-
tação de A-FSSH para um sistema de dois níveis não é complicada e difere do FSSH
basicamente em dois pontos:

1. Assume-se que partículas virtuais se deslocam com δR e δP agindo sob ação forças
adiabáticas;

2. Um novo número aleatório é gerado ao longo da dinâmica e um colapso da função
de onda eletrônica ocorre quando alguma partícula virtual se afasta suficientemente
do pacote de onda excitado.

Podemos verificar o que difere do algoritmo FSSH para o A-FSSH na Fig.13, onde da-
mos destaque para a cor verde que é exclusiva ao A-FSSH. Maiores detalhes sobre o
funcionamento do método SH e suas aplicações são apresentados a seguir.

2.4.2 Anti-cruzamento simples

Nesta tese, implementamos o método A-FSSH (Augmented-FSSH) para simular a di-
nâmica não-adiabática semiclássica de uma partícula nos potenciais modelo. Desta forma,
conseguimos comparar os resultados obtidos em sistemas onde a coerência espúria é im-
portante através de um método que considera decoerência do FSSH de Tully. Realizamos
comparações com resultados da literatura, obtidos com o método FSSH original [18] e mé-
todos variantes que incluem efeitos de decoerência, tais como DISH (Decoherence-induced
Surface Hopping) [59] e o A-FSSH [20]. No Capítulo Inteligência Artificial, segunda parte
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Figura 13 – Representação esquemática do algoritmo FSSH e A-FSSH.

desta tese, vamos descrever nosso trabalho para implementar um método de IA para
realizar estas simulações.
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Os elementos de matriz Vij para o primeiro modelo, Fig.11-a, são

V11(x) =

{
A[1− exp(−Bx)], x > 0

−A[1− exp(Bx)], x < 0
;

V22(x) = − V11(x) e
V12(x) = V21(x) = Cexp(−Dx2)

(2.93)

com A = 0.01, B = 1.6, C = 0.005 e D = 1, todos em unidades atômicas. O resultado
das simulações são apresentados na Figura 14. Para energias cinéticas abaixo da energia
assintótica da curva de potencial superior, E <0.02 u.a. (ou k <8.9 u.a.) não pode
haver transição para o estado eletrônico superior devido à conservação de energia. Se
a partícula tem energia cinética inicial na faixa de min{E2} < E < 0.02 ou em termos
do momento inicial 7.7 < k < 8.9, é possível que ela fique momentaneamente presa no
poço de potencial formado na superfície de energia potencial superior. Em razão do anti-
cruzamento de níveis, a partícula pode retornar para x negativo (retroespalhamento),
como mostra a Fig.14.

Figura 14 – Probabilidade de encontrar a partícula ao final de uma dinâmica em função de seu
momento inicial. (a) transmissão no estado fundamental, (b) reflexão no estado fundamental e
(c) transmissão no estado excitado.
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2.4.3 Anti-cruzamento duplo

Os elementos de matriz Vij para o segundo modelo, Fig.11-b, são

V11(x) = 0,

V22(x) = − Ae−Bx2

+ E e
V12(x) = V21(x) = Ce−Dx2

,

(2.94)

com A = 0.1, B = 0.28, C = 0.015, D = 0.06 e E = 0.05 todos em unidades atômicas. Os

Figura 15 – Probabilidade de encontrar a partícula ao final de uma dinâmica em função do
logaritmo natural de energia cinética inicial (a) transmissão no estado fundamental; (b) reflexão
no estado fundamental; (c) transmissão no estado excitado.

resultados das simulações são apresentados na Figura 15. O método FSSH funciona muito
bem para altas energias da partícula incidente, mas sua concordância é apenas razoável
para baixas energias através do algoritmo FSSH de Tully[57]. Quando a decoerência é
adicionada (método DISH, ver [59]), os resultados mantém a precisão para altas energias,
mas em baixas energias eles são apenas parcialmente corrigidos, diminuindo de 14% para
8% o coeficiente de reflexão. No entanto, o resultado exato mostra que menos de 2% das
trajetórias são refletidas [20].

2.4.4 Modelos para estudo da coerência espúria em dinâmica quântica não
adiabática

A sobre-coerência ou coerência espúria é, atualmente, um problema que não pode
ser resolvido pelo método FSSH de Tully. Esse problema ocorre por que a função de
onda eletrônica é transmitida precisamente ao longo de uma única superfície de energia
potencial, através de uma trajetória nuclear específica e estocástica. Como cada trajetória



42

tem uma memória infinita de seu passado, as componentes da função de onda eletrônica
em várias superfícies eletrônicas sempre permanecem coerentes (ou seja, em fase). Como
resultado, mesmo quando um conjunto de trajetórias se divide em várias superficies adi-
abáticas – devido ao número de trajetórias necessárias para descrever a média em uma
dinâmica de FSSH – cada trajetória individual não carrega informação das outras dinâ-
micas realizadas. As consequências da coerência espúria não são eliminadas pela média
das trajetórias do FSSH isto leva a resultados errados sobre a dinâmica quântica não
adiabática. Consequentemente, em sistemas no qual o gap das superfícies adiabáticas é
suficientemente pequeno, existem mais transições eletrônicas, conforme vimos na proba-
bilidade de transição eletrônica descrita por Landau Zener.

2.4.4.1 Forte acoplamento adiabático com reflexão

Os elementos de matriz Vij para o terceiro modelo, Fig.11-c, são

V11(x) = A,

V22(x) = − A,

V12(x) = V21(x) =

{
BeCx, x < 0

B(2− e−Cx), x > 0,

(2.95)

com A = 0.1, B = 0.28, C = 0.015 todos em unidades atômicas. Os resultados das
simulações são apresentados na Figura 16. Para este modelo fica claro a necessidade de
se incluir o efeito de decoerência no método FSSH convencional. Neste caso a taxa de
transição g12, Eq. (2.85), cresce rapidamente em torno de r=0, devido ao crescimento
de d12 (vide Figura 16-a). Isto aumenta a coerência ρ12 do grau de liberdade eletrônico
associado às superfícies ε1 e ε2. No entanto, devido à falta do efeito de decoerência, ρ12
permanece alto mesmo depois de uma transição eletrônica. Essa sobre-coerência continua
gerando altas probabilidade de transição g12 ao longo de toda a dinâmica, mesmo depois
das trajetórias (superior e inferior) se desacoplarem. Para minimizar essas transições
quânticas excessivas é necessário incluir o efeito de decoerência no método FSSH, para
fazer ρ12 → 0 depois da região de acoplamento.

2.4.4.2 Geometria de haltere e Geometria de duplo arco

Os elementos de matriz Vij para o quarto modelo, Fig.12(a), são

V11(x) = A,

V22(x) = − A e

V12(x) = V21(x) =


BeC(x−Z) +B(2− eC(x+Z)), x < −Z
BeC(x−Z) +Be−C(x+Z), −Z < x < Z

Be−C(x+Z) +B(2− e−C(x−Z)), x > Z

(2.96)

com A = 0.1, B = 0.28, C = 0.015 e Z = 10, todos em unidades atômicas.
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Figura 16 – (a) descrição das energias adiabáticas e do acoplamento não adiabático; Compa-
rando a dinâmica usando nossos modelos de Surface Hopping baseados nos métodos FSSH e
A-FSSH com a solução exata: (b) probabilidade de transmissão para o estado mais energético,
(c) probabilidade de reflexão e (d) probabilidade de transmissão no estado fundamental ao final
da trajetória em função do momento inicial.

Os elementos de matriz Vij para o quarto modelo, Fig.12(b), são

V11(x) = A,

V22(x) = − Ae

V12(x) = V21(x) =


−BeC(x−Z) +BeC(x+Z), x < −Z
−BeC(x−Z) − Be−C(x+Z) + 2B, −Z < x < Z

Be−C(x−Z) − Be−C(x+Z), x > Z

(2.97)

com A = 0.1, B = 0.28, C = 0.015 e Z = 4, todos em unidades atômicas.
Esses dois últimos modelos demonstram a dificuldade que o método FSSH tem

em resolver sistemas nos quais os níveis de energia permanecem próximos por um longo
tempo. Isto se deve a coerência espúria mencionado no início deste capítulo. Os resultados
obtidos com o método A-FSSH são comparados com resultados obtidos pela solução exata
retirada do artigo de Subotnik[60]. Ademais, demonstraremos a implementação do FSSH
no DynEMol, ver Apêndice B: Método Surface Hopping no Programa DynEMol, para as
bases nitrogenadas do DNA.
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Figura 17 – (a) descrição das energias adiabáticas e do acoplamento não adiabático; Compa-
rando a dinâmica usando nossos modelos de Surface Hopping baseados nos métodos FSSH e
A-FSSH com a solução exata: (b) probabilidade de transmissão para o estado mais energético,
(c) probabilidade de reflexão e (d) probabilidade de transmissão no estado fundamental ao final
da trajetória em função do momento inicial.
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Figura 18 – (a) descrição das energias adiabáticas e do acoplamento não adiabático; Compa-
rando a dinâmica usando nossos modelos de Surface Hopping baseados nos métodos FSSH e
A-FSSH com a solução exata: (b) probabilidade de transmissão para o estado mais energético,
(c) probabilidade de reflexão e (d) probabilidade de transmissão no estado fundamental ao final
da trajetória em função do momento inicial.
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3 INTELIGÊNCIA ARTIFICIAL

3.1 INTRODUÇÃO

A estatística tradicional se preocupa principalmente em como usar os dados para
estimar o valor de um item desconhecido. Um exemplo básico seria estimar a gravidade
da Terra usando dados obtidos com um pêndulo simples.

O objetivo do aprendizado de máquina, um subcampo da inteligência artificial (IA),
é desenvolver algoritmos que possam aprender com os dados. Um agente de IA deve
ser capaz de reconhecer coisas em seu ambiente e prever seu comportamento para tomar
decisões inteligentes. Como resultado, os métodos de aprendizado de máquina tendem a
se concentrar na previsão e não na estimativa.

Problemas de estimativa e previsão podem ser resolvidos usando uma estrutura con-
ceitual comum. Em ambos os casos, um observável do sistema que estamos estudando
(por exemplo, gravidade) está relacionado com algum parâmetro w (por exemplo, com-
primento do pêndulo) de um modelo p(x|w) descrito pela probabilidade condicional

p(x|w) = p(x,w)

p(w)
(3.1)

de observar x dado w[61]. O passo inicial para ajustar um modelo geralmente é escolher w
que melhor explica os dados. A acurácia de w está relacionada com questões de estimativa,
enquanto a capacidade do modelo de prever dados futuros está relacionada com questões
de previsão, que é o assunto desta tese.

Muitos projetos de aprendizado de máquina e ciência de dados começam com os
mesmos componentes. O primeiro componente é o conjunto de dados com n amostras
D = (X(i), yi)

n

i=1, onde X é uma matriz de variáveis independentes, e X(i) é um vetor
de alguma observação i que compõe essa matriz, ademais y é um vetor de variáveis
dependentes e yi é o rótulo do evento i. O segundo passo consiste em descrever o problema
através de um modelo yi = f(X(i);w), que é uma função f : X → y com os parâmetros
w. Da mesma forma, f é uma função que prevê uma saída de um conjunto de valores de
entrada. A terceira componente é a função de custo C(yi, f(X

(i);w)), que nos permite
avaliar o desempenho do modelo nas observações y. O modelo é ajustado encontrando-se
o valor de w que minimiza a função de custo.

O conjunto de treinamento normalmente contém a maioria dos dados (por exemplo,
90%), enquanto o conjunto de teste contém o restante. O modelo é ajustado usando
apenas os dados do conjunto de treinamento, para minimizar a função custo, vide Eq.3.2.

w = argmin
w
C(ytreino, f(Xtreino;w)) (3.2)

Finalmente, para avaliar o desempenho do modelo, a função custo é calculada usando o
conjunto de testes C(yteste, f(Xteste;w)). O valor da função de custo no conjunto de teste
é o erro dentro da amostra Ein, enquanto o valor da função de custo no conjunto de treino
é o erro fora da amostra Eout.
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3.2 APRENDIZADO SUPERVISIONADO

No aprendizado (treinamento) supervisionado cada amostra é pareada com um ró-
tulo em um conjunto de dados que contém recursos. Por exemplo, podemos criar um
conjunto de dados contendo informações sobre a dinâmica do pêndulo, como o tempo t,
o ângulo θt e o comprimento l, além de um rótulo, como θt+δt por exemplo. Este con-
junto de dados pode ser estudado por um sistema de aprendizado supervisionado, com
o objetivo de prever a evolução de distintos pêndulos com base em suas características e
condição inicial. A frase “aprendizado supervisionado”vem da ideia de que o rótulo y é
fornecido junto com os dados de entrada, para instruir o aprendizado do modelo. Uma
vez conhecida a importância das características na descrição da dinâmica de um pêndulo
simples, podemos utilizar essas informações para direcionar o modelo.

Um rótulo, bem como um conjunto de características, está incluído na amostra de
análise. Por exemplo, se desejamos utilizar um sistema de aprendizado para reconhecer
objetos de fotografias, devemos primeiro identificar quais objetos aparecem em cada foto.
Podemos usar um código numérico, com 0 indicando uma pessoa, 1 indicando um carro,
2 indicando um gato e assim por diante. Como demonstraremos mais adiante nesta
tese, o mesmo método pode ser usado para expressar um rótulo contínuo em termos de
um conjunto discreto de N rótulos. Aplicaremos um método semelhante ao aprendizado
supervisionado para descrever a propagação de partículas em um sistema de potenciais
modelo acoplados.

Uma matriz de design é uma abordagem padrão para descrever um conjunto de dados
na qual cada linha tem um exemplo diferente, ou neste caso, um tempo t diferente. Cada
coluna da matriz corresponde a uma característica do sistema a ser estudado. O conjunto
de dados de um pêndulo simples, por exemplo, pode ter M passos com três atributos para
cada caso. Isso significa que o conjunto de dados pode ser representado por uma matriz
de design X ∈ R150x3, onde Xi,j é a uma característica j (ângulo, comprimento e massa)
indicado no tempo ti, e assim por diante.

3.2.1 Regressão Linear

Definimos a norma Ld de um vetor x = (x1, x2, ..., xp) ∈ Rp como ||x||d = (|x1|d +
...+ |xp|d)

1
d . Seguindo esta definição, a minimização de L2 para um vetor igual à diferença

entre um rótulo yi e o preditor f(X(i);w) é definida como regressão linear de mínimos
quadrados ordinários:

min
w∈RP

||Xw − y||22 = min
w∈RP

n∑
i

(
p∑
j

Xijwj − yi

)2

. (3.3)

Em outras palavras, estamos procurando w que minimiza o erro dado por L2. O preditor
f(X(i);w) =

∑p
j Xijwj estabelece um hiperplano em Rp do ponto de vista geométrico.

Como resultado, minimizar o erro de mínimos quadrados (LS, do inglês Least Square)
equivale a minimizar a soma de todas as projeções para todos os pontos Xij desse hiper-
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plano. Desta forma, obtemos a definição

ŵLS = arg min
w∈Rp

||Xw − y||22 . (3.4)

Devemos resolver

∇w||Xw − y||22 = 0 , (3.5)
∇w

(
(Xw − y)T (Xw − y)

)
= 0 e (3.6)

∇w

(
yTy −wTXTy − yTXw +wTXTXw

)
= 0 . (3.7)

Analisando cada termo e usando a identidade ∇w(w
Ta) = ∇w(a

Tw) = a, onde a não
depende de w, temos:

∇w(w
TXTy) = XTy , (3.8)

∇w(y
TXw) = XTy , (3.9)

∇w(w
TXTXw) = XTXw + (wTXTX)T = 2XTXw e (3.10)

∇w(y
Ty) = 0 , (3.11)

de maneira que

∇w||Xw − y||22 = 0 e (3.12)
−XTy +XTXw = 0. (3.13)

Assumindo que XTX possui inversa, sendo geralmente verdade quando n ≫ p, então
ŵL2 = (XTX)−1XTy. Assim, podemos calcular a melhor reta, ŷ, que se ajusta aos nossos
dados X, através da relação ŷ = XŵLS, tal que ŵLS = X−1ŷ. Esta equação pode ser
reescrita em termos de um projetor Pxy, sendo que Px = X(XTX)−1XT é a matriz de
projeção que opera em y e o projeta no espaço coluna de X quando encontramos a solução
dos mínimos quadrados, como ilustrado na Figura 19.

A regressão linear também pode ser usada para simular relações não lineares entre
entrada e saída, substituindo funções não lineares Φ(x) pela entrada X. Este procedi-
mento é conhecido como expansão da função base[62], [63]. Ele preserva a linearidade
em função dos parâmetros w, desde que o modelo seja definido pelo seu produto interno
Φ(x)Tw, de tal maneira que Φ : Rp → Rm e a minimização da norma L2 nos fornece

ŵLS = arg min
w∈Rm

n∑
i

(
m∑
j

Φijwj − yi

)2

. (3.14)

Portanto, podemos expandir nossa função de base Φ(x) em bases de Fourier, bases gaus-
sianas, Wavelets, Spline, polinômios, entre outras.
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Figura 19 – Ilustração da projeção do rótulo y no hiperplano ŷ através de Px.

3.2.2 ARIMA

O método ARIMA (do inglês, Autoregressive Integrated Moving Average) é comu-
mente usado para analisar dados de séries temporais, com os dados (X(i), yi)

n
i=1 represen-

tando informações sobre uma variável que é monitorada durante um período de tempo.
Este modelo é baseado nos pressupostos de estacionariedade dos dados, ruído branco re-
sidual e distribuição normal[64], e no conceito de regressão. A variável de resposta e as
variáveis de previsão podem ser determinadas para criar um modelo de regressão para
esses dados de série temporal. Desta forma, Yt é a variável de resposta e Yt−p é a variável
preditora, com p denotando a memória do sistema. Um modelo autorregressivo é usado
na série temporal de regressão. Para p = 2, neste método, temos algo como

yt = w0 + w1yt−1 + w2yt−2 + εt

w0 + w1Φ(yt−1) + w2Φ(yt−2) + εt .
(3.15)

Um estudo interessante que fornece o poder deste método, foi realizado para predizer a
inflação dos alimentos na Indonesia[64]. Através da combinação do modelo de ARIMA
com a expansão em base de Fourier, o estudo foi capaz de descrever a inflação ao longo
dos anos de 2007 a 2017 com R2 > 99%, onde

R2 =

(
1− (ŷ − y)2

(y − y)2

)
. (3.16)

Isto indica que o valor previsto ŷ é muito próximo do rótulo y. Para esses resultados foi
utilizado a expansão de Fourier, de forma que

Φij =
1

2
a0 + γiXij + ai1cos(Xi1) + ...+ aiKcos(KXi1) , (3.17)

sendo,

Φ(x) =
1

2
a0 + γx+

K∑
k

akcos(kx) .



50

Figura 20 – Gráfico da inflação dos alimentos na Indonesia ao longo dos anos 2007 a 2017. Com
K = 5 obtiveram R2 = 88.19%, mas para K = 120 encontraram R2 = 99.71% e σ = 2.24 [64].

Determinar K é crucial para obter um R2 ≈ 1, conforme vemos na Fig.20. No entanto,
a otimização R2 → 1 ao custo de aumentar a dimensão do modelo, ou seja, aumentar o
número de parâmetros K, deve ser realizado com cuidado. Quando K → n, o modelo
não aprende devido ao ruído intrínseco dos dados e, definitivamente, não aprenderá caso
K >> n.

O argumento fundamental de Wolpert (1995)[65], conhecido como teorema NFL (do
inglês, No-Free-Lunch), diz que não é possível obter um algoritmo que resolva todos os
problemas. Podemos apenas aumentar a quantidade de dados de treino para melhorar
a performance de um algoritmo. Em essência, não há um algoritmo de ML (do inglês,
Machine Learning) que seja sempre melhor que todos os outros em qualquer problema,
mas, sim, algoritmos ML que tem melhor desempenho que outros dependendo do conjunto
de dados e do modelo. Desta forma, por causa do teorema NFL, nenhum algoritmo de uso
geral pode superar uma solução meticulosamente planejada e otimizada para aproveitar as
características únicas da situação em questão, como restrições, vínculos, e outros fatores
possíveis.

Isso, reforça o conceito de que devemos sempre alinhar os dados certos com as per-
guntas certas para que um algoritmo de aprendizado de maquinas funcione. Interpretar
os dados adquiridos e escolher corretamente as melhores funções fazem parte deste pro-
cesso[66], [67].
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3.2.3 Regularização

A regularização, é uma técnica para minimizar o erro entre as amostras de treino e
teste. Vamos nos concentrar em dois tipos de regularização: a primeira, chamada Ridge
Regression[68], emprega uma penalidade L2; e a segunda, chamada LASSO[68], emprega
uma penalidade L1. Temos, portanto, que

ŵRidge = arg min
w∈Rp

(
||Xw − y||22 + λ||w||22

)
e (3.18)

ŵLASSO = arg min
w∈Rp

(
||Xw − y||22 + λ||w||1

)
. (3.19)

O objetivo em ambos os casos é encontrar λ tal que minimize o erro. Quando X for
ortogonal, podemos simplificar e encontrar uma relação direta e visual de ŵridge em função
de ŵLS,

ŵRidge =
ŵLS

1 + λ
(3.20)

e ŵLASSO em função de ŵLS

ŵj
LASSO = sign(ŵj

LS)(|ŵ
j
LS| − λ)+ , (3.21)

onde (x)+ representa a parte positiva de x e ŵj
LS é a componente j da solução dos mí-

nimos quadrados. Desta maneira, vemos que a regularização de Ridge serve como uma
variação na inclinação da regressão linear inicial, enquanto a de LASSO representa um
deslocamento.

3.2.4 Regressão Logística

Até então, consideramos conjuntos de dados que possuem como resposta uma va-
riável contínua. Um exemplo é resolver a equação linear para aprender os coeficientes de
um polinômio e prever o comportamento de yi em dados não observados, com base em
seus fatores independentes xi. No entanto, uma grande variedade de problemas, incluindo
classificação, têm a ver com resultados dicotômicos que aceitam resultados de verdadeiro
ou falso. É adequado utilizar das características de classificação para o aprendizado das
probabilidades. Uma das propostas desta tese é aplicar métodos de IA para prever a
probabilidade de transmissão de partículas através dos potencias modelo acoplados, como
foi feito na Seção 2.4.

Na regressão logística trabalhamos com variáveis dependentes y⃗, nas quais apenas
um elemento do vetor é verdadeiro (1) e o restante nulo. Considerando uma situação com
um conjunto contendo M dados, y⃗ ∈ RM , o objetivo principal, contudo, é de encontrar
qual elemento é o verdadeiro através da probabilidade

P (yim′ = 1|xi, {wk}M−1
k=0 ) =

e−xT
i wm′∑M−1

m=0 e
−xT

i wm
, (3.22)

onde yim′ ≡ [yi]m′ é a m’-ésima componente do vetor yi. Dado um conjunto de dados D =
{(yi, xi)} com rótulos binários yi ∈ {0, 1}. Na regressão logística buscamos maximizar
o logaritmo natural da distribuição de probabilidades (log likelihood function, ℓ), w, da
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seguinte forma

ŵ = argmax ℓ(w)

= argmax
n∑

i=1

M−1∑
m=0

yimln(P (yim = 1|xi,wm))

+ (1− yim)ln(1− P (yim = 1|xi,wm))

(3.23)

que maximiza os acertos e a função custo será o negativo de ℓ(w)

C(w) = −
n∑

i=0

M−1∑
m=0

yimlnP (yim = 1|xi,wm)

+ (1− yim)ln(1− P (yim = 1|xi,wm)).

(3.24)

3.2.5 Redes Neurais

As redes neurais tornaram-se uma das abordagens de aprendizado supervisionado
mais potentes e populares nos últimos dez anos. Embora as redes neurais profundas
(DNNs, do inglês Deep Neural Networks) tenham uma longa história [24], [69], elas ga-
nharam mais popularidade em meados dos anos 2000[70], [71], quando Alex Krizhevsky,
Ilya Sutskever e Geoff Hinton utilizaram um modelo DNN baseado em GPU[72] para re-
duzir a taxa de erro no desafio de reconhecimento visual de 28% para 16%. Em 2016 o
erro caiu ainda mais para apenas 3,57%[73]. Desde então, as DNNs e o aprendizado pro-
fundo passaram a ser consideradas a principal técnica de IA aplicada ao reconhecimento
de imagens.

A física quântica é outro campo em que o aprendizado profundo apresenta aplicações
fascinantes. As DNNs podem ser usadas para identificar e investigar uma variedade de
transições de fase quânticas[74]–[78], incluindo fases topológicas[79]–[81], e o modelo de
Ising de campo transversal[82]. Mesmo sistemas de muitos corpos fora do equilíbrio[78],
[83]–[85] e a caracterização de estados quânticos foto-excitados[86], podem ser tratados
por DNNs. DNNs foram usadas em experimentos para localizar regiões críticas em átomos
frios[87]. A tomografia de estado quântico[88] e a representação de estados quânticos[89]–
[92] em termos de DNNs são duas realizações notáveis que demonstram a potencialidade
do aprendizado profundo para facilitar a compreensão de sistemas quânticos. Além disso,
estudos para examinar dispositivos de spin-qubit[93], identificar configurações eletrôni-
cas em quantum-dots[94] e estudar processos quânticos coerentes[95], foram realizados
aplicando métodos de aprendizado de máquina de redes neurais.

No cérebro, as sinapses são os locais de interações funcionais entre os neurônios que
podem ser de dois tipos: químicas ou elétricas[97]. São essas interações que um modelo
de rede neural visa simular ao executar uma precisão (tarefa). Por analogia, associamos
as sinapses ao vetor w no formalismo DNN.

O modelo matemático descrito para construir uma rede neural profunda tem como
objetivo imitar o aprendizado de um sistema biológico de um conjunto de neurônios, vide
Fig.21, através de diversas camadas ocultas. Os dendritos do primeiro neurônio recebem
diversas informações, sejam elas químicas ou elétricas, através de x0. Em seguida, cada
dendrito transforma a informação (x0w0), via sinapse, e os neurotransmissores levam a
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Figura 21 – Estrutura biológica simplificada de uma célula de neurônio à esquerda e o modelo
matemático à direita.[96].

Figura 22 – Funções de ativação σ(z) mais utilizadas em redes neurais profundas.[96].

informação processada para o corpo celular, onde são somadas (
∑

i xiwi). Se essa soma
for maior que um limiar predeterminado, o neurônio dispara e envia um impulso elétrico
ao longo de seu axônio, por meio da despolarização da membrana plasmática que fica em
sua volta. Os modelos tradicionais de redes neurais e os tratados nesta tese assumem que
a frequência dos disparos que transmitem informações, bem como a duração dos disparos,
ocorrem a uma taxa constante. Desta forma, a função de ativação f, vide Fig.22, que
determina a frequência dos picos ao longo do axônio,é usada para simular a taxa1 de
disparo do neurônio.

O modelo de algoritmo usado para redes neurais segue o seguinte padrão:

1. Os dendritos dos neurônios na primeira camada recebem a informação (x0) e as
transmitem para o núcleo celular

z(1) = W(1)x0 + b(1) , (3.25)
1Modelos de redes neurais que levam em consideração diferentes taxas de frequência de disparo são

conhecidas como Spiking Neural Network (SNN)[98], [99]
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(a) Exemplo de uma estrutura simples de rede
neural de apenas uma camada. As DNNs são
aquelas que possuem mais de uma camada es-
condida (cinza).

(b) Esquema de aprendizado de uma rede neural.

Figura 23 – Figuras retiradas de [96]

onde W
(1)
ij é o elemento da matriz de pesos da camada 1 para o neurônio i e o

dendrito j,

2. Uma função de ativação (σ) determina se a informação será transmitida pelo axônio

y(1) = σ⃗(1)(z(1)) . (3.26)

Para redes profundas a rotina segue os dois próximos passos para cada camada
oculta, ou seja, começando com k = 2 até k = L, onde

(a) Os dendritos dos neurônios da camada k recebem a informação da camada
k − 1 e as transmitem para o núcleo celular

z(k) = W(k)y(k−1) + b(k) ; (3.27)

(b) Uma função de ativação determina se a informação será transmitida pelo axô-
nio

y(k) = σ⃗(k)(z(k)) . (3.28)

Diferentemente dos modelos de regressão em que os pesos w são obtidos natural-
mente, aqui eles são escolhidos e ajustados conforme vemos na Fig.23(b). Por causa disso,
os resultados obtidos podem variar dependendo da escolha do modelo. O mais indicado
atualmente[100] é ajustar os pesos a uma distribuição normal, com um desvio padrão
1/ L

√
2, sendo L o número de camadas ocultas.
Funções degrau, sigmoide e tangente hiperbólica foram escolhas historicamente po-

pulares na para funções de ativação não-lineares em redes neurais. Unidades lineares
retificadas (ReLUs, do inglês Rectified Linear Unit), unidades lineares retificadas com va-
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zamento (Leacky ReLUs) e unidades lineares exponenciais (ELUs, do inglês Exponential
Linear Unit) estão sendo usadas com mais frequência atualmente. A razão disso é que
tais funções são facilmente diferenciáveis em relação a w e b. Diferentes não-linearidades
resultam em diferentes características computacionais e de treinamento para os neurônios.

Antes das RELUs se tornarem mais populares, tanh ou sigmoid eram as mais usa-
das, mas apresentavam uma desvantagem significativa. Essas funções de ativação saturam
quando os pesos (w) de entrada aumentam, o que acontece frequentemente ao longo do
treinamento, e a derivada da saída em relação a w se aproxima de zero, isto é ∂σ/∂v → 0.
Para ajustar os pesos e bias via gradiente descendente, primeiro é necessário definir a fun-
ção custo entre Erro Quadrático Médio (Regressão Linear) e Entropia Cruzada (Regressão
Logística).

Seguindo com a rotina, os próximos passos são:

3. Calcular a função custo C(yref ,y
(L)) ;

4. Calcular a derivada da função custo da última camada escondida em relação ao seu
sinal de ativação

∂C

∂y
(L)
i

; (3.29)

5. Calcular a derivada da função de ativação da última camada escondida em relação
à informação obtida no núcleo celular

∂σ(L)

∂z
(L)
i

; (3.30)

6. Aplicar a regra da cadeia para calcular g ;

g =
∂C

∂y
(L)
i

∂σ(L)

∂z
(L)
i

; (3.31)

7. Corrigir os pesos da camada L através de w(L) = w(L) − η∇w(L), onde

∇w(L) = g(y(L−1))T ; (3.32)

8. Corrigir o bias da camada L através de b(L) = b(L) − η∇b(L), onde

∇b(L) = g (3.33)

para a camada k de L− 1 até 2:

(a) Calcular g1, com
g1 = (w(k+1))Tg ; (3.34)

(b) Calcular g2, com

g2 =
∂σ(k)

∂zk
(3.35)

(c) Calcular g
g = g1g2 ; (3.36)
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(d) Corrigir os pesos da camada k

∇w(k) = g(y(k−1))T ; (3.37)

(e) Corrigir o bias da camada k através de b(k) = b(k) − η∇b(k), onde

∇b(k) = g ; (3.38)

9. Calcular g1, com
g1 = (w(2))Tg ; (3.39)

10. Calcular g2, com

g2 =
∂σ(1)

∂z1
; (3.40)

11. Calcular g
g = g1g2 ; (3.41)

12. Corrigir os pesos da camada k

∇w(1) = g(y(1))T ; (3.42)

13. Corrigir o bias da camada k através de b(1) = b(1) − η∇b(1), onde

∇b(1) = g. (3.43)

Se temos n amostras em D = (X(i), yi)
n
i=1, a rotina acima será realizada n vezes,

uma vez para cada amostra. Ao repetir este processo para as n amostras, dizemos que
uma época foi concluída. Se o erro encontrado ao final de uma época não for baixo o
suficiente, um embaralhamento nos dados deve ser realizado a fim de evitar que ocorra
um aprendizado vinculado à sequência de eventos e uma nova época é realizada. Na
Fig.24, mostramos um diagrama de como devemos proceder com a rotina com base no
resultado do erro obtido após cada época.

Na Eq.3.41, vemos que o termo g2, que representa a derivada da função de ativação
σ(x), é recorrente e influencia proporcionalmente os pesos e bias utilizados na rede neural.
Portanto, à medida que os ajustes na rede são realizados ao longo do treinamento, pode
ocorrer uma estagnação no aprendizado, principalmente quando utilizamos funções de
ativação σ(x) que saturam para x→ ±∞ como no caso de tanh e sigmoid.

3.2.6 Redes Neurais Convolucionais

Geralmente, as informações que temos sobre um sistema físico são incorporadas
diretamente em nossos modelos. Por exemplo, se o sistema é invariante por translação,
podemos considerar apenas acoplamentos locais em nosso Hamiltoniano modelo ou operar
diretamente no espaço dos momentos. Analogamente, a rede neural convolucional (CNN,
do inglês Convolucional Neural Network) é invariante por translação e respeita a locali-
dade dos dados de entrada. Além disso, é composta de dois tipos diferentes de camadas
fundamentais: 1. A camada convolucional que usa filtros para calcular a convolução da
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Figura 24 – Algoritmo para estabelecer a melhor taxa de erro.
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Figura 25 – Comportamento de uma camada de convolução para um exemplo no qual X(i) =
(V11, V12, V21, V22, p).

entrada com algum padrão escolhido e 2. A camada de agrupamento que granula a en-
trada enquanto preserva a localidade e a estrutura espacial. As camadas de agrupamento
(Pooling Layers) filtram informações espaciais para uma subamostragem.

Esta CNN, que é um exemplo de CNN 1D, vide Fig.25, oferece vantagens práti-
cas e computacionais significativas, além de adicionar novas estruturas como invariância
translacional e localidade. Um único conjunto de pesos e bias pode ser usado para descre-
ver todos os neurônios em uma determinada camada porque todos representam o mesmo
filtro. Isso resulta em menos parâmetros livres para cada camada.

Sistemas invariantes por translação podem ser parametrizadas por seus modos nor-
mais, declarando seu momento (número de onda) e forma funcional (sen, cos, etc.), en-
quanto sistemas que não possuem esta simetria precisam de muito mais informações.

3.2.7 Redes Neurais Recorrentes (Long Short-Term Memory)

Uma arquitetura específica de rede neural recorrente (RNN, do inglês Recurrent
Neural Network) foi criada por Sepp Hochreiter e Juergen Schmidhuber como uma solução
para o problema da dependência de longo prazo no gradiente descendente e nomeada
como LSTMs (do inglês Long Short-Term Memory).[101] Isto é, o gradiente descendente
pode não ser capaz de prever corretamente o estado atual se o estado anterior que está
influenciando a previsão atual não for recente. Por exemplo, suponha que desejamos
prever a frase: ”Noah é alérgico a ovo. Ele não pode comer panqueca”. Ao preparar uma
refeição sabemos que não podemos usar ovo, considerando o contexto de uma alergia a
ovo. O desafio de uma RNN é conectar a causa e efeito armazenando na memória as
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Figura 26 – Ilustração da célula de LSTM.

informações mais relevantes.
Nas camadas profundas da rede neural, as LSTMs têm ”células”que possuem três

portas, vide Fig.26: uma porta de entrada, uma porta de saída e uma porta de esque-
cimento. Essas portas regulam o fluxo das informações necessárias para a rede prever a
saída. Por exemplo, é possível deixar de fora do estado da célula os pronomes de gênero
como ”ele”, se estes foram usados repetidamente em frases anteriores.

Na Figura 26, o termo que representa a memória curta é a letra c. Este fator
é multiplicado pela porta de esquecimento e somado com a porta de entrada para cada
instante de tempo. A porta de esquecimento remove as informações não desejadas através
de S, representando a função de ativação σ. Podemos alterar a quantidade de informações
retiradas do estado da célula LSTM, variando o valor de σ e variando os valores dos pesos
Uf e Wf . Assim, ft = σ(WfX(t) + Ufh(t− dt) + bf ).

A porta de entrada é responsável pelo controle da memória curta, adicionando um
valor que pode acrescentar ou diminuir o valor de c entre [-1,1]. O quanto essa porta
influencia c depende do peso it. Isto é,

it = σ(WiX(t) + Uih(t− dt) + bi) ; (3.44)

at = tanh(WaX(t) + Uah(t− dt) + ba) e (3.45)

c(t)t = c(t− dt)ft + itat . (3.46)

A porta de saída fornece o valor h(t) = tanh(c(t))Ot ondeOt = σ(WoX(t)+Uoh(t−dt)+bo)
e que será usado como parâmetro de entrada para t+dt. A ideia principal é supor que essa
estrutura de IA será capaz de armazenar informações da MD e reproduzir a densidade de
probabilidade para alguma dinâmica molecular com configuração semelhante.
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3.3 APLICAÇÃO DE UM MÉTODO DE IA PARA SIMULAR A DINÂMICA NÃO-
ADIABÁTICA DE SURFACE HOPPING

Ao longo desta tese, foram vistos diversos exemplos de dinâmica quântica não-
adiabática e foram apresentados diferentes métodos para lidar com este problema. Ainda
considerando o problema da dinâmica não-adiabática, nesta seção apresentamos um mé-
todo baseado em IA capaz de aprender a dinâmica não-adiabática de SH em potenciais
modelo de dois níveis. O objetivo maior, contudo, é utilizar este método para prever a
dinâmica não-adiabática em novos potenciais, sem fazer uso das equações da dinâmica
clássica ou da equação de Schrödinger. Vários problemas em ciência básica estão sendo
tratados por métodos de IA. A maioria dessas aplicações estão ligadas a processos de
reconhecimento de padrões, classificação, interpolação ou para calcular de maneira rápida
taxas que são utilizadas em equações diferencias que governam o comportamento do sis-
tema. A utilização de IA para substituir as próprias equações de movimento, ainda não
é comum. A proposta é utilizar a rede neural previamente treinada com dados gerados
pelo método SH para prever a dinâmica não-adiabática em potenciais modelo arbitrários,
de maneira rápida e sem a necessidade de realizar médias sobre trajetórias, como reque-
rem os métodos de SH. A seguir descrevemos a preparação dos dados de treinamento, a
montagem do método de IA e os resultados obtidos.

3.3.1 Preparação dos Dados

Antes de descrever o algoritmo de IA que será utilizada para substituir as equações
dinâmicas, vamos descrever a elaboração dos dados de treinamento e de teste do algo-
ritmo. Para isso, vamos nos basear na proposta de Bing-Yang Xiao e colaboradores[102],
que constroem um mosaico contendo centenas de potenciais diferentes a partir de um
pequeno conjunto de superfícies de potenciais independentes. Com base neste mosaico de
potenciais, e considerando 90 valores distintos para a energia cinética de incidência, são
geradas as trajetórias de SH pelo método tradicional A-FSSH (Augumented-FSSH) que
serão utilizadas no treinamento do algoritmo de IA.

Definimos a primeira família de potenciais V [i]
11 , com i = 1, . . . , 5, como

V
[1]
11 (x) = E1,

V
[2]
11 (x) =

{
E2 − A1[1− eB1x], x < 0

E2 + A1[1− e−B1x], x > 0 ,

V
[3]
11 (x) =

{
−E2 + A1[1− eB1x], x < 0

−E2 − A1[1− e−B1x], x > 0 ,

V
[4]
11 (x) = E1 + A2e

−B2x2 e
V

[5]
11 (x) = E1 − A2e

−B2x2

.

(3.47)
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Da mesma forma, definimos a segunda família de potenciais V [j]
22 , com j = 1, . . . , 5, como

V
[1]
22 (x) = E2,

V
[2]
22 (x) =

{
E3 − A1[1− eB1x], x < 0

E3 + A1[1− e−B1x], x > 0 ,

V
[3]
22 (x) =

{
E1 + A1[1− eB1x], x < 0

E1 − A1[1− e−B1x], x > 0 ,

V
[4]
22 (x) = E2 + A2e

−B2x2 e
V

[5]
22 (x) = E2 − A2e

−B2x2

.

(3.48)

Para ambos os casos, temos A1 = 0.01, B1 = 1.6, A2 = 0.02, B1 = 0.28, E1 = 0,
E2 = 0.01 e E3 = 0.02. O mosaico formado pelo produto tensorial de potenciais V [i]

11

e V [j]
22 independentes, isto é V [i]

11 ⊗ V
[j]
22 , pode ser visto na Figura 27. Os elementos de

Figura 27 – Mosaico formado pelo produto tensorial de potenciais V
[i]
11 e V

[j]
22 independentes,

para V
[i]
11 ⊗ V

[j]
22 .

matriz associados a V [i]
11 e V [j]

22 correspondem aos termos diagonais do Hamiltoniano, na
base diabática.

Visto que o mosaico V
[i]
11 ⊗ V

[j]
22 descreve potenciais V11 e V22 desacoplados, neste

caso as transições eletrônicas não ocorreriam para produzir a dinâmica não-adiabática.
Portando, definimos a família de potenciais de acoplamento V [j]

12 = V
[k]
21 , com k = 1, . . . , 8,

da seguinte forma
V

[k]
12 = V

[k]
21 = A

[k]
3 e

−B
[k]
3 x2

, (3.49)
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com as constantes A3 e B3 dadas por:

k = 1 → (A3 = 0.0025, B3 = 0.4) ,

k = 2 → (A3 = 0.005, B3 = 0.4) ,

k = 3 → (A3 = 0.02, B3 = 0.4) ,

k = 4 → (A3 = 0.04, B3 = 0.4) ,

k = 5 → (A3 = 0.0025, B3 = 1.5) ,

k = 6 → (A3 = 0.005, B3 = 1.5) ,

k = 7 → (A3 = 0.02, B3 = 1.5) e
k = 8 → (A3 = 0.04, B3 = 1.5) .

(3.50)

A combinação das 25 superficies diabáticas (V [i]
11 ⊗ V

[j]
22 ), com os 8 potenciais de acopla-

mento V [j]
12 = V

[k]
21 nos fornecem as 200 superficies de energia potencial apresentadas na

Figura 28 que utilizamos no treinamento da rede neural.
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Figura 28 – 200 Hamiltonianos na base adiabática.
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Após a construção do mosaico de potenciais, foram realizadas 2000 dinâmicas (simu-
lações de trajetórias) de A-FSSH para cada um dos modelos, correspondendo aos diferentes
momentos p =

√
2mE de incidência da partícula. Ademais, definimos a grandeza η1(x, p),

que representa a probabilidade de ocupação da superfície de potencial V1(x) para uma
partícula com momento inicial p. A probabilidade de ocupação da superfície 2 é dada por
η2(x, p) = 1− η1(x, p).

Apresentamos, a seguir, gráficos de η(x, p) ≡ η1(x, p) para os potenciais modelo de
Tully e Subotnik[57], [103]. Por exemplo, na Figura 29, temos à direita o gráfico das
superfícies adiabáticas de potencial E1 (vermelho) e E2 (azul); a curva tracejada (verde)
descreve a energia de acoplamento entre as superfícies diabáticas. O ponto de cruzamento
entre as superfícies diabáticas ocorre em x = 0. No painel à esquerda, representamos a
função η1(x, p) utilizando o mesmo código de cores, isto é, vermelho indica que a partícula
está na superfície de potencial inferior (E1) e azul que ela está na superfície superior (E2). A
cor verde em η1(x, p) indica máxima coerência quântica entre as funções de onda das duas
superfícies. As cores vermelha e azul indicam baixa coerência quântica entre as superfícies.
Analisando o gráfico de η1(x, p) vemos que o sistema desenvolve significativa coerência
quântica quando a partícula incidente tem energia cinética baixa, ou seja momento p ≈ 20.
Para energias de incidência altas, p > 30, a partícula é rapidamente transferida para a
superfície de potencial superior, sem o sistema acumular coerências quânticas.

Figura 29 – a) probabilidade de ocupação no estado fundamental b) o respectivo potencial de
forte acoplamento adiabático com reflexão

O critério aplicado à Figura 29 pode ser empregado na análise das outras figuras.
No caso da Figura 30 vemos que a partícula permanece no potencial inferior quando
incide a baixas energia, mas tunela através do potencial superior quando o momento
de incidência é alto. Para momentos intermediários p ≈ 30 ocorre a ressonância com
a superfície superior. No caso da Figura 31, temos uma situação difícil de ser tratada
por métodos semiclássicos. Neste caso, as superfícies E1 e E2 são degeneradas até x ≈ 0,
mas o acoplamento d12 começa a atuar antes das superfícies de energia se separarem, o
que produz considerável coerência quântica entre as funções de onda das duas superfícies.
Para baixas energias esta coerência é mantida nas trajetórias refletidas e nas trajetórias
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Figura 30 – a) probabilidade de ocupação no estado fundamental b) o respectivo potencial de
forte acoplamento adiabático com reflexão

Figura 31 – a) probabilidade de ocupação no estado fundamental b) o respectivo potencial de
forte acoplamento adiabático com reflexão

transmitidas em E1. Para altas energias, temos aproximadamente 50% de transmissão em
E1 e 50% de transmissão em E2; consulte a Figura 16.

No caso da Figura 32, análogo à Figura 17, a partícula incidente na superfície E1 é
totalmente refletida para 0 ≤ p ≲ 30. A partir de p ≈ 30 a partícula consegue superar
a primeira barreira e observa-se uma ressonância na região −10 ≤ x ≤ 10.A ressonância
desaparece para p > 40, energia a partir da qual ocorre transmissão total por ambas as
superfícies. Curiosamente, para energias (momentos) incidentes muito altas, a transmissão
por E2 começa passa a diminuir porque não há tempo para formar coerências na região
de ressonância e, assim, a partícula permanece na superfície E1 a maior parte do tempo.
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Figura 32 – a) probabilidade de ocupação no estado fundamental b) o respectivo potencial de
forte acoplamento adiabático com reflexão

Por fim, o caso da Figura 33, análogo à Figura 18, também é difícil de ser descrito
por métodos semiclássicos devido à ocorrência de fortes efeitos de coerência quântica.
Neste caso, o acoplamento d12 estabelece um forte acoplamento entre quântico entre as
funções de onda das superfícies degeneradas, que se separam e voltam a entrar em res-
sonância, produzindo um efeito de interferência na dinâmica não-adiabática da partícula.
As interferências são reveladas pelas franjas azuis no painel η(x, p).

Figura 33 – a) probabilidade de ocupação no estado fundamental b) o respectivo potencial de
forte acoplamento adiabático com reflexão
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Figura 34 – Densidade de eventos: número total de eventos em que dη/dx = 0 (em preto) e
dη/dx ̸= 0 (em azul) no intervalo [η, η + dη]. Antes do tratamento dos dados em a) e depois do
tratamento em b).

3.3.2 Montagem do Método de IA

Apesar de aparentemente termos muitos modelos (200 combinações de potenciais)
para usar no treino da rede neural, se utilizarmos apenas a probabilidade no final da dinâ-
mica perdemos muitos dados e informações, como mostram as Figuras 29 a 33. Por causa
disso, colocamos um observador ao longo de toda a dinâmica para obtermos a probabili-
dade de ocupação η(x, p) a cada integração δt das equações de movimento. Os resultados
da probabilidade no espaço de fase, η(x, p), para os modelos de Tully e Subotnik estão
listados nas Figuras 29 a 33. Os dados referentes aos 200 sistemas modelo estão depo-
sitados no repositório GitHub em ksachtleben.github.io/galleryThesis. A nossa proposta
é reproduzir com o método de IA (descrito a seguir) os resultados de probabilidade de
transmissão para os 5 potenciais de Tully usando os 200 de Bing-yang Xiao para o treina-
mento. Sendo assim, em nenhum momento utilizaremos no treinamento da rede neural a
densidade de probabilidade obtida pelo método A-FSSH dos 5 sistemas modelo descritos
por Tully e Subotnik.

No painel η(x, p), cada pixel (i) representa uma configuração de treino associado
com um conjunto de entrada Xi para nosso modelo de IA. Entretanto, reparamos que a
maior parte dos dados de treino não apresentam variação significativa na probabilidade
de ocupação. A Figura 34a) mostra que menos de 1% das n amostras D = (X(i), yi)

n
i=1

obtidas possuem relevância para o aprendizado da IA. Por causa disso, fizemos os seguintes
ajustes na distribuição dos dados usados para treino:

1. Definimos os subconjuntosA = {(X(i), yi)
na
i=1|dη/dx = 0} eB = {(X(i), yi)

nb
i=1|dη/dx ̸=

0}, tal que n = na + nb;

2. Para a região de incidência da partícula, em que η(x) = 1 e dη/dx = 0, descartamos
aleatoriamente alguns elementos de A, tal que na → 0.3nb;

3. Para outras regiões em que não ocorrem transições não-adiabáticas, isto é, em
η(x) ̸= 1 e dη/dx = 0, descartamos elementos de A de modo que na → 0.6nb.

https://ksachtleben.github.io/galleryThesis/Results.html
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Estes ajustes nos levaram a uma distribuição mais equânime de eventos em que há variação
de η, em relação aos eventos em que não se observa variação de η, como mostra a Fig.34b).

O presente método de IA visa prever η(x(t+ dt), p) dada a probabilidade η(x(t), p).
Para isso, foi construída uma rede neural – conforme vemos na Fig.35 – com 5 camadas
sequenciais de LSTM, CONV1D e Average, e por fim uma camada Dense que é a camada
usual em redes neurais.

Figura 35 – Estrutura visual da rede neural criada para a resolução do problema.
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A primeira camada da camada interna (LSTM) recebe o vetor X(i) tal que X ∈ R120.
Isto é, feito com o objetivo de memorizar os inputs mais relevantes para o aprendi-
zado e seguido de uma camada (CONV1D) que, a partir de uma convolução, resulta
em uma terceira função. A seguir, pegamos os valores médios dos neurônios. Este pro-
cesso se repete cinco vezes e finaliza com uma camada (Dense), como visto no termo
entre chaves da Fig.35. A probabilidade de ocupação η(x, p) foi discretizada em um vetor
P{(p1, p2, p3, ..., p101)|p ∈ R}. Por exemplo, no caso η(x, p) = 0.78, trabalharemos com
um vetor P = (0, 0, 0, ..., 0, 1, 0, 0, ..., 0) assumindo um único valor não nulo em p78. Desta
forma, evitamos o overfitting – situação na qual a IA decora o aprendizado – através de
uma solução trivial de pesos e bias nulos. Isso porque a probabilidade de ocupação em um
instante de tempo t, geralmente, não muda drasticamente para um t+ δt. Outra grande
vantagem de trabalhar com esta metodologia é de expandir a informação em diferentes
bias e pesos.

Cada pixel ou instante de tempo t + δt recebe de entrada 120 elementos dos quais
101 são através de η(x(t); p). A resposta da rede neural y = η(x(t + dt); p) e para cada
instante de tempo t + dt os parâmetros de entrada são atualizados com resultado do y
anterior. Além disso, o outros 19 parâmetros que complementam o vetor X são:

X1 = −2[cos(Ėϕ)sin(Ėϕ)]dϕφk0 ,
X2 = −[sin(dϕφ) + cos(dϕφ)]dϕφk0 ,

X3 = −[cos(Ėϕ) + sin(Ėϕ)]dϕφk0 ,
X4 = −cos(dϕφ) ,
X5 = −sin(Ėϕ) ,
X6 = −sin(dϕφ) ,
X7 = −cos(Ėϕ) ,
X8 = −[cos(Ėϕ)sin(dϕφ) + sin(Ėϕ)cos(dϕφ)] ,
X9 = −sin(Ėϕ)cos(dϕφ)dϕφk0 e
X10 = −cos(Ėϕ)sin(dϕφ)dϕφk0 ,

(3.51)

onde X1,...,10 possuem o objetivo de capturar informações das fases geométricas conforme
vimos na Eq.2.46 e

X11 = V̇φφ ,

X12 = V̇ϕφ ,

X13 = V̇ϕϕ ,

X14 = Fφ ,

X15 = Fϕ ,

X16 = Eφ ,
X17 = Eϕ ,
X18 = dϕφ e
X19 = k0 ,

(3.52)

com X11,...,19 fornecendo informações da dinâmica molecular.
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3.4 RESULTADOS

Após o treinamento da rede neural, aplicamos a IA aos 5 sistemas modelo de Tully
e Subotnik, com a condição inicial η(x(t0); p) = 1. Em cada passo, o resultado y obtido
pela rede neural é inserido no instante de tempo seguinte, t+ dt, até tf = ndt, onde n =
4000. Ressaltamos que a densidade de probabilidade obtida pelo método A-FSSH para
os potenciais modelo acima mencionados não foi utilizada para o treinamento da rede
neural. O objetivo é que a rede neural aprenda a reproduzir a dinâmica quântica não
adiabática de novos potenciais.

Nas Fig.(36a,37a,38a,39a,40a) temos os resultados obtidos da nossa IA para uma
única trajetória e comparamos com a média de 200 trajetórias do A-FSSH. Observamos
que das 225 dinâmicas (5 potenciais e 45 condições iniciais) a rede neural performou bem
em 116 dinâmicas, o que representa mais de 50% de assertividade. Ademais, destacamos
que a IA encontrou duas soluções possíveis para cada potencial e o resultado oscila entre
a solução verdadeira e a falsa.

Os sistemas com potencial de anti-cruzamento simples, ver Fig.(36), e o potencial
de geometria de duplo arco, ver Fig.(40), obtiveram os melhores resultados nesse conjunto
de condições iniciais p0 ∈ [10, 50].

Para o potencial de geometria de haltere com reflexão, ver Fig.(39), a IA conseguiu
reproduzir corretamente o resultado na faixa de energia mais critica (26 < p0 < 32).
Também, reproduziu algumas condições iniciais para p0 > 32, onde oscilou entre a so-
lução verdadeira e a falsa. Mas, não reproduziu bem a região p0 < 26 que se trata,
exclusivamente, de reflexão.

Por fim, os dois potenciais que a IA não conseguiu reproduzir corretamente o resul-
tado na maior parte das condições iniciais foram: o potencial anti-cruzamento duplo, ver
Fig.37, e o potencial de forte acoplamento adiabático, ver Fig.38. Nesses casos, vemos
que predominou a solução falsa como resultado da IA.

Figura 36 – a) a curva em vermelho é o resultado obtido usando A-FSSH pela média de 2000
trajetórias, e azul o resultado obtido pela rede neural em uma única trajetória. b) as autoenergias
e termo de acoplamento não adiabática para o potencial de anti-cruzamento simples.
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Figura 37 – a) a curva em vermelho é o resultado obtido usando A-FSSH pela média de 2000
trajetórias, e azul o resultado obtido pela rede neural em uma única trajetória. b) as autoenergias
e termo de acoplamento não adiabática para o potencial de anti-cruzamento duplo.

Figura 38 – a) a curva em vermelho é o resultado obtido usando A-FSSH pela média de 2000
trajetórias, e azul o resultado obtido pela rede neural em uma única trajetória. b) as autoenergias
e termo de acoplamento não adiabática para o potencial de forte acoplamento adiabático com
reflexão.
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Figura 39 – a) a curva em vermelho é o resultado obtido usando A-FSSH pela média de 2000
trajetórias, e azul o resultado obtido pela rede neural em uma única trajetória. b) as autoenergias
e termo de acoplamento não adiabática para o potencial de geometria de haltere.

Figura 40 – a) a curva em vermelho é o resultado obtido usando A-FSSH pela média de 2000
trajetórias, e azul o resultado obtido pela rede neural em uma única trajetória. b) as autoenergias
e termo de acoplamento não adiabática para o potencial de arco duplo.

Importante destacar que a solução errada encontrada pela IA, pode ser corrigida
inserindo mais dados de treino. Visto que, tivemos que descartar uma quantidade enorme
de dados para distribuir uniformemente as informações relevantes para treino, ver Fig.34.
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4 CONCLUSÕES E CONSIDERAÇÕES FINAIS

Nesta tese, estudamos a dinâmica quântica de processos não-adiabáticos, isto é,
incluindo as transições quânticas entre os estados estacionários, em diferentes sistemas fí-
sicos e fazendo uso de diferentes métodos teóricos e computacionais. No inicio do Capítulo
Dinâmica Quântica com Transições Eletrônicas apresentamos os conceitos teóricos fun-
damentais da dinâmica quântica não-adiabática e da Teoria de Born-Oppenheimer. Ela
mostra como tratar de maneira sistemática a dinâmica de um sistema formado por partí-
culas de massas muito diferentes, tal como sistemas moleculares compostos por elétrons de
valência e íons atômicos. Na prática, a efetiva descrição dos problemas de relevância exige
que métodos teóricos sejam implementados por modelos computacionais. Isso dá origem
a uma grande variedade de métodos para tratar a dinâmica quântica não-adiabática em
sistemas moleculares.

No Capítulo 2, primeira parte desta tese, foram considerados os métodos semiclássi-
cos tradicionais de Ehrenfest e Surface Hopping. Em cada um dos problemas abordados
foram obtidos resultados interessantes e novos problemas de interesse surgiram. A aproxi-
mação de Born-Oppenheimer também é fundamental para descrever a evolução temporal
de sistemas quânticos num espaço de parâmetros dependente do tempo. Em relação a este
caso, a Seção 2.3 da tese estuda o comportamento de uma partícula quântica confinada
em um poço de potencial duplo que varia no tempo, o que associamos a ideia de um pistão
quântico.

O estudo da dinâmica não adiabática de uma partícula confinada no modelo de
poços duplos acoplados (pistão quânticos) revelou que a coerência quântica é produzida
no sistema ao custo do trabalho executado por uma força não mecânica, que se assemelha
a uma força de atrito [12]. No entanto, por considerarmos um modelo quântico ideal, sem
coerência ou dissipação, o trabalho da força coerente é reversível. Para dar continuidade a
este estudo, pretendemos estudar a dinâmica do modelo de poços duplos acoplados levando
em conta efeitos de decoerência. Isto pode ser feito de duas maneiras. A primeira delas
seria adotar o formalismo de matriz de densidade e substituir a equação de Schrödinger
por uma equação mestra. A segunda maneira é introduzir de maneira ad-hoc um operador
de decoerência na equação de Schrödinger eletrônica, o que gera uma força de decoerência
clássica no sistema nuclear; a atuação conjunta das forças de coerência e de decoerência
devem produzir um efeito de dissipação na dinâmica do pistão quântico.

Na Seção 2.4, apresentamos o método de Trajetórias de Surface Hopping (TSH)
como uma alternativa ao método de Trajetórias de Ehrenfest, com a vantagem de que o
primeiro é capaz de incluir alguns efeitos quânticos na dinâmica semi-clássica dos núcleos.
No método TSH, os efeitos decorrentes da coerência quântica espúria – consequência
de utilizarmos a equação de Schrödinger para descrever a matriz densidade eletrônica –
são apontados como um problema desde que o método foi inicialmente proposto por Tully
[18]. Muitas correções ad-hoc foram aplicadas ao método original de TSH com o intuito de
eliminar este e outros problemas do método TSH, como, por exemplo, a descontinuidade
das trajetórias nucleares.

No Capítulo 3, segunda parte, consideramos a proposta desafiadora de criar um
modelo de Inteligência Artificial, baseado em redes neurais, para descrever a dinâmica
quântica não-adiabática em potenciais modelo. Ao longo desse doutoramento foi desen-
volvido em Fortran um algoritmo capaz de reproduzir as redes neurais (ANN, do inglês
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Artificial Neural Network), com diversas funções de ativação, múltiplas camadas e apren-
dizado por BackPropagation conforme descrito via algoritmo nesta tese. Estressamos ao
máximo as ANN e encontramos diversas ilusões de aprendizado (overfitting). O número
excessivo de hiper-parâmetros em relação ao parâmetros de entrada, a não utilização de
métodos de regularização e o tempo extenso de treinamento foram as principais causas
desse overfitting. Para explorar redes neurais mais complexas migramos o problema para
Python, onde utilizamos bibliotecas como Keras e TensorFlow. Por fim, concluímos que
os resultados obtidos através do tratamento dos dados e a rede neural – utilizando as
camadas (LSTM, CONV1D e Average) – foram essenciais para o aprendizado da IA que
atendeu, dentro de suas limitações, um resultado satisfatório.

Dentre as perspectivas identificamos três oportunidades de estudo interessantes. A
primeira delas – mais simples – consiste em adaptar o método de ”Self-Consistent Decay
of Mixing”(SCDM) [104] ao método TSH. O que produziria efeitos de decoerência na di-
nâmica quântica da matriz de densidade eletrônica, assim como uma força de decoerência
nas equações de movimento clássicas dos núcleos. A segunda – desafiadora – consiste em
melhorar o método de TSH para obter trajetórias contínuas. Substituindo a condição
imposta da conservação da energia em modificar as velocidades para modificar o trabalho
Wcoh através da parte real da coerência. A terceira possibilidade – bem mais desafiadora
– consiste em aperfeiçoar o modelo de IA proposto nesta tese para substituir por completo
as equações dinâmicas. Dentre as opções possíveis apontamos as seguintes:

1. mudança no conjunto dos dados de treinamento: incluindo informações sobre outras
variáveis físicas não consideradas no presente modelo, tais como os coeficientes de
reflexão;

2. mudança no próprio algoritmo de IA;

3. introduzir elementos do método semi-clássico de integrais de caminho ao modelo de
IA;

4. adicionar números complexos à IA para reproduzir mais fidedignamente as fases
geométricas e dinâmicas da dinâmica quântica.
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APÊNDICE A: CÁLCULO DO ACOPLAMENTO PARA UM SISTEMA
DE 2 NÍVEIS

Neste apêndice, apresentamos o cálculo do termo de acoplamento não adiabático
para um sistema de dois níveis de forma analítica. Para isso, consideramos um Hamil-
toniano na base local (diabática) e calculamos os auto-valores, auto-vetores e, por fim, o
produto interno da seguinte forma:(

V11 − λ V12
V12 V22 − λ

)(
v1
v2

)
=

(
0
0

)
⇒ (V11 − λ±)v1 + V12v2 = 0 (4.1)

⇒ v2 =
λ± − V11
V12

v1 (4.2)

⇒ |ϕ±⟩ =

 v1
λ± − V11
V12

v1 .

 (4.3)

Normalizando ⟨ϕi|ϕi⟩ = 1, temos

v21 +
(λ± − V11)

2

V 2
12

v21 = 1 e (4.4)

v1 =
V12√

V 2
12 + (λ± − V11)2

. (4.5)

Resolvendo a Eq.4.1,

(V11 − λ±)(V22 − λ±)− V 2
12 = 0 (4.6)

λ± =
V11 + V22 ±

√
V 2
11 + V 2

22 − 2V11V22 + 4V 2
12

2
(4.7)

e o autovetor

|ϕ±⟩ =
2V12√

4V 2
12 + (V22 − V11 ±∆)2

 1
λ± − V11
V12

,

 (4.8)

com ∆ =
√
V 2
11 + V 2

22 − 2V11V22 + 4V 2
12 =

√
(V 2

22 − V11)2 + 4V 2
12. O termo de acompla-

mento não-adiabático para um sistema de dois níveis será
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〈
ϕ−

∣∣∣dϕ+

dx

〉
=

2V12√
4V 2

12 + (V22 − V11 −∆)2
d

dx

[
2V12√

4V 2
12 + (V22 − V11 +∆)2

]
+

(V22 − V11 −∆)√
4V 2

12 + (V22 − V11 −∆)2
d

dx

[
(V22 − V11 +∆)√

4V 2
12 + (V22 − V11 +∆)2

]
=

1√
4V 2

12 + (V22 − V11 −∆)2

{
4V12

d

dx

[
V12√

4V 2
12 + (V22 − V11 +∆)2

]
+ (V22 − V11 −∆)

d

dx

[
(V22 − V11 +∆)√

4V 2
12 + (V22 − V11 +∆)2

]}
=

1√
4V 2

12 + (V22 − V11 −∆)2

{
4V12√

4V 2
12 + (V22 − V11 +∆)2

dV12
dx

+

4V 2
12

d(4V 2
12 + (V22 − V11 +∆)2)−1/2

dx
+

(V22 − V11 −∆)√
4V 2

12 + (V22 − V11 +∆)2
d(V22 − V11 +∆)

dx
+

((V22 − V11)
2 − V 2

11 − V 2
22 + 2V11V22 − 4V 2

12)

d(4V 2
12 + (V22 − V11 +∆)2)−1/2

dx

}
,

(4.9)

〈
ϕ−

∣∣∣dϕ+

dx

〉
=

1√
4V 2

12 + (V22 − V11 −∆)2

{
4V12√

4V 2
12 + (V22 − V11 +∆)2

dV12
dx

+

(V22 − V11 −∆)√
4V 2

12 + (V22 − V11 +∆)2
d(V22 − V11 +∆)

dx

}
=

1√
4V 2

12 + (V22 − V11 −∆)2

{
4V12√

4V 2
12 + (V22 − V11 +∆)2

dV12
dx

+

(V22 − V11 −∆)√
4V 2

12 + (V22 − V11 +∆)2
d(V22 − V11 +∆)

dx

}
e

(4.10)

〈
ϕ−

∣∣∣dϕ+

dx

〉
=

{
4V12

dV 2
12

dx
+ (V22 − V11 −∆)

d(V22 − V11 +∆)

dx

}
√[

4V 2
12 + (V22 − V11 −∆)2

][
4V12 + (V22 − V11 +∆)2

] . (4.11)
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Reescrevendo o denominador[
4V 2

12 + (V22 − V11 −∆)2
][
4V 2

12 + (V22 − V11 +∆)2
]
=

= 16V 4
12 + (V22 − V11 −∆)2(V22 − V11 +∆)2 + 4V 2

12

[
(V22 − V11 −∆)2

+ (V22 − V11 +∆)2
]

= 16V 4
12 +

[
(V22 − V11 −∆)(V22 − V11 +∆)

]2
+ 4V 2

12

[
(V22 − V11)

2 − 2(V22 − V11)∆ +∆2

+ (V22 − V11)
2 + 2(V22 − V11)∆ +∆2

]
= 16V 2

12

[
(V22 − V11)

2 + 4V 2
12

]
,

(4.12)

〈
ϕ−

∣∣∣dϕ+

dx

〉
=

{
4V12

dV12
dx

+ (V22 − V11 −∆)
d(V22 − V11 +∆)

dx

}
√

16V 2
12

[
(V22 − V11)2 + 4V 2

12

]
=

1

4V12
√

(V22 − V11)2 + 4V 2
12

×
{
4V12

dV12
dx

+ (V22 − V11 −∆)
dV22
dx

− (V22 − V11 −∆)
dV11
dx

+ (V22 − V11 −∆)
d∆

dx

}
=

1

4V12
√

(V22 − V11)2 + 4V 2
12

{
4V12

dV12
dx

+ (V22 − V11 −∆)

×
[
dV22
dx

− dV11
dx

]
+

(V22 − V11 −∆)(V22 − V11)

∆

[
dV22
dx

− dV11
dx

]
+

4(V22 − V11 −∆)V12
∆

dV12
dx

}
e

(4.13)
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〈
ϕ−

∣∣∣dϕ+

dx

〉
=

1

4V12
√

(V22 − V11)2 + 4V 2
12

{
(V22 − V11 −∆)(V22 − V11 +∆)

∆

×
[
dV22
dx

− dV11
dx

]
+

4(V22 − V11)V12
∆

dV12
dx

}
=

1

4V12
√

(V22 − V11)2 + 4V 2
12

{
(V22 − V11)

2 −∆2)

∆

[
dV22
dx

− dV11
dx

]
+

4(V22 − V11)V12
∆

dV12
dx

}
=

1

4V12
√

(V22 − V11)2 + 4V 2
12

{
− 4V 2

12

∆

[
dV22
dx

− dV11
dx

]
+

4(V22 − V11)V12
∆

dV12
dx

}
=

1

(V22 − V11)2 + 4V 2
12

{
(V22 − V11)

dV12
dx

− V12

[
dV22
dx

− dV11
dx

]}
.

(4.14)

Por fim, o termo não adiabática para um sistema de dois níveis pode ser obtido através
de 〈

ϕ−

∣∣∣dϕ+

dx

〉
=

1

(V22 − V11)2 + 4V 2
12

{
(V22 − V11)

dV12
dx

− V12

[
dV22
dx

− dV11
dx

]}
. (4.15)
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APÊNDICE B: MÉTODO SURFACE HOPPING NO PROGRAMA
DYNEMOL

4.1 FORMULAÇÃO BÁSICA DO MÉTODO DYNEMOL

Neste apêndice apresentamos detalhes sobre a implementação do método FSSH ao
pacote computacional Dynemol [44]. O método Dynemol consiste de abordagem quântico-
clássica para dinâmica não-adiabática de estados excitados, que une dois métodos simples,
mas muito eficientes: mecânica Molecular e Hückel Estendido.

Este método permite estudar os efeitos de relaxação vibracional não-radiativa [105],
efeitos vibrônicos na transferência eletrônica [106], e efeitos de fotoisomerização em sis-
tema moleculares e sólidos [107], [108], sem necessitar cálculos de primeiros princípios ou
outros métodos computacionais custosos.

A descrição do sistema eletrônico é baseada principalmente no formalismo de semi-
empírico Estendido de Hückel, que é capaz de reproduzir de maneira realista a influência
das simetrias nos níveis de energia. Os núcleos são tratados de forma clássica via Mecânica
Molecular (MM). O acoplamento auto-consistente entre os graus de liberdade clássicos e
quânticos é realizado pelas forças não-adiabáticas de Hellmann-Feymann-Pulay.

No formalismo semi-empírico de Hückel cada orbital atômico de valência é represen-
tado por um orbital do tipo Slater (OTS, do inglês Slater-type Orbital). A parte radial
desse orbital possui um decaimento exponencial à longa distância do centro atômico e a
parte angular é descrita por harmônicos esféricos. A forma matemática normalizada dos
OTSs é

⟨r⃗|α(n, l,m)⟩ ≡ fSTO
a (r⃗ −RA(t))

= (ζa)
n+1/2

√
1

(2n)!
rn−1 exp [−ζa|r⃗ −RA(t)|] Ylm(θ, φ)

(4.1)

onde ζ é um parâmetro semi-empírico relacionado à distribuição de cargas no átomo; n,
l e m são, respectivamente, os números quânticos principal, secundário e magnético do
orbital de valência e Ylm(θ, φ) são os harmônicos esféricos. Os OTSs não formam uma
base ortonormal. Portanto, o produto interno dos orbitais atômicos α e β corresponde a
sobreposição (Sαβ) entre esses orbitais

Sαβ = ⟨β|α⟩ . (4.2)

Os orbitais moleculares (OMs, representados por: φ, ε), são uma combinação linear dos
orbitais atômicos

|ϕ⟩ =
N∑

α=1

Qα,ϕ|α⟩ , (4.3)

onde N representa o número de orbitais atômicos OTS utilizados para descrever o orbital
molecular. Os orbitais moleculares formam um conjunto de base que são autofunções
do Hamiltoniano eletrônico Ĥ|ϕ⟩ = Eϕ|ϕ⟩. Na representação dos orbitais de Slater, a
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equação de autovalores assume a forma

HQ = SQdiag(E) , (4.4)

onde Q é a matriz que contém os coeficientes do autovetor |ϕ⟩ armazenados em suas
colunas, na forma dos elementos de matriz Qα,ϕ, S é a matriz de overlap e diag(E) é uma
matriz diagonal contendo os autovalores de energia Eϕ.

O Hamiltoniano de Hückel Estendido é do tipo tight-binding e definido em termos
de um conjunto de parâmetros semi-empíricos. O elemento Hαα corresponde ao potencial
de ionização do orbital de valência α. O elemento Hαβ, na formulação de Hoffmann [109]
é independente de cargas e é definido como

Hαβ
1

2
Kαβ (Hαα +Hββ)Sαβ , (4.5)

onde Kαβ é conhecido como parâmetro de Wolfsberg-Helmholtz, que determina a força
do acoplamento entre os orbitais atômicos α e β. Ele é tratado como um parâmetro
ajustável, tipicamente assumindo valores entre 1 e 2. Com intuito de obter uma melhor
descrição quântica do sistema, tais parâmetros ζ, Hαα, e Kαβ foram otimizados pelo
método de algoritmo genético desenvolvido pelo grupo DinEMol[44]. O critério utilizado
para obter os novos parâmetros, e assim reproduzir os cálculos por primeiros princípios
para os orbitais moleculares, é uma função de mínimos quadrados que inclui as energias
de transição entre os orbitais de fronteira e a análise de população de Mülliken.

As funções de onda do elétron, Ψel, e do buraco, Ψhl, são independentes e seus
pacotes de ondas propagam-se de acordo com a equação de Schrödinger dependente do
tempo

iℏ
∂

∂t
Ψ(r;R, t) = Ĥ(r;R, t)Ψ(r;R, t) , (4.6)

onde Ĥ(r;R, t) é o Hamiltoniano de Hückel estendido calculado para configuração mole-
cular no instante t. É importante destacar que os átomos que compõem o sistema, vibram
em torno da sua posição de equilíbrio. Uma vez que a base atômica depende da posição
dos átomos, o movimento atômico gera uma dependência temporal no Hamiltoniano do
sistema. Dessa forma, o Hamiltoniano do sistema eletrônico é função de R(t). É impor-
tante notar que a Eq. (4.6) descreve independentemente tanto elétron quanto buraco,
posto que a dinâmica do buraco ocorre da mesma forma. O que difere elétron e buraco
são as condições iniciais de suas funções de onda.

Daqui em diante será descrita a evolução temporal da função de onda eletrônica.
Na base molecular, reescrevemos a Eq. (4.6) como:

d

dt
Cn +

∑
m

Cm⟨ϕn|
d

dt
ϕm⟩+

i

ℏ
EnCn = 0 . (4.7)

A equação acima é resolvida de forma numérica através do método de propagação [23].
Para isso, a variável temporal é discretizada, isto é, t→ tn. A dinâmica dos núcleos é des-
crita via formalismo clássico na aproximação de trajetórias pelas equações de movimento
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canônicas

Ṙ = P/M , (4.8)
Ṗ = −∇RE({R}) . (4.9)

As funções de onda do pacote eletrônico Ψ(r;R, t) são utilizadas para calcular as
forças que agem sobre os núcleos. Entretanto, o cálculo dessa média não é tão simples.
Embora Hamiltonianos semi-empíricos sejam bons para descrever os níveis de energia
eletrônicos, quando se trata de descrever potenciais interatômicos, esses Hamiltonianos
não são tão confiáveis.

Na mecânica molecular, uma abordagem muito utilizada e bastante conhecida é
descrever o potencial de interação através de um campo de força. Embora os campos de
força sejam extremamente úteis para descrever sistemas que estão no estado fundamental,
eles não descrevem corretamente reações químicas, processos de transferência de carga ou
qualquer outro processo em que exista uma mudança na distribuição de cargas no sistema.
Isso ocorre, pois, os campos de força são geralmente parametrizados para sistemas no
estado fundamental, ademais não evoluem com o tempo à medida que a distribuição de
carga é alterada.

A solução proposta pelo método DinEMol é utilizar campos de força clássicos no
estado fundamental, V FF

gs , já desenvolvidos e conhecidos e incluir o efeito da dinâmica
eletrônica via um potencial de excitação, V QM

eh

[
Ψel(t),Ψhl(t)

]
, produzido por um termo

de Hellmann-Feynman-Pulay que considera as excitações eletrônicas.
No programa desenvolvido pelo grupo DynEMol, as estruturas as superficies de ener-

gia potencial são implementadas como uma combinação dos campos de força da Mecânica
Molecular e dos estados excitados (par elétron-buraco). Por tanto, a energia é definida
como

E({R}) ≈ V FF
gs + V QM

eh

[
Ψel(t),Ψhl(t)

]
. (4.10)

Assim sendo, a superfície de energia potencial do estado fundamental para campos de
força na Mecânica Molecular é

V FF
gs =

∑
bonds

Kb(R−Ro)
2 +

∑
angles

Kθ(θ − θo)
2 +

∑
torsions

5∑
n=0

Cn(cosϕ)
n

+
∑
i,j ̸=i

4εij

[(
σij
Rij

)12

−

(
σij
Rij

)6]
+
∑
i,j ̸=i

qjqi
4πϵoRij

(4.11)

e
V QM
eh

[
Ψel(t),Ψhl(t)

]
= E(ϕEl)− E(ϕHl) , (4.12)

com ρehnm = ρelnm − ρhlnm. Conforme trabalhamos no dynemol com sistemas no estado
excitado, a força deve ser calculada como uma contribuição dos pacotes de onda do elétron
e do buraco. Essa aproximação parte do princípio que V FF

gs descreve corretamente o estado
fundamental (GS). No entanto, o estado excitado é produzido ao retirarmos um elétron do
orbital ocupado de maior energia (HOMO) e colocando-o em um dos orbitais desocupados
(LUMO, por exemplo). Como a mudança na energia total é pequena consideramos que o
estado excitado pode ser descrito pelo potencial do estado fundamental mais uma correção
que é devido à excitação do par elétron-buraco, ou seja, V QM

eh

[
Ψel(t),Ψhl(t)

]
.
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4.1.1 Implementação do Método Surface Hopping no Programa DynEMol

Vamos calcular, primeiramente, o vetor de acoplamento não-adiabático dN
ϕφ = ⟨ϕ|∇

RN
φ⟩

seguindo o procedimento

∇
RN

⟨ϕ|Ĥ|φ⟩ = ⟨∇
RN
ϕ|Ĥ|φ⟩+ ⟨ϕ|∇

RN
Ĥ|φ⟩+ ⟨ϕ|Ĥ|∇

RN
φ⟩ e

∇
RN
Eφ⟨ϕ|φ⟩ =Eφ⟨∇RN

ϕ|φ⟩+ ⟨ϕ|∇
RN
Ĥ|φ⟩+ Eϕ⟨ϕ|∇RN

φ⟩ .
(4.13)

Isolando o termo de interesse ⟨ϕ|∇
RN
φ⟩, para ϕ ̸= φ, temos

dN
ϕφ =

⟨ϕ|∇
RN
Ĥ|φ⟩

(Eφ − Eϕ)
=

−FN
ϕφ

(Eφ − Eϕ)
. (4.14)

Para avançar com o desenvolvimento das equações, devemos utilizar os resultados
das Eqs. (4.4) e (4.5) nas expressões acima. Assim, obtemos:

FN
ϕφ = −

∑
αβ

⟨α|∇
RN
β⟩
(
Qϕ

αξαβQ
φ
β +Qϕ

βξαβQ
φ
α −Qϕ

βEφQ
φ
α −Qφ

βEϕQ
ϕ
α

)
=−

∑
n∈N

∑
∀α

⟨fa(r⃗ − R⃗A)|∇RN
fn(r⃗ − R⃗N)⟩

×
(
Qϕ

αQ
φ
n(ξαn − Eϕ) +Qϕ

nQ
φ
α(ξαn − Eφ)

)
(4.15)

com ξαβ = Kαβ (Hαα +Hββ) /2 e fa(r⃗ − R⃗A) dada pela Eq. (4.1).
Da Eq. (4.15), temos que a força devida a uma única superfície de energia potencial

– conforme utilizado no método Surface Hopping – pode ser escrita da seguinte forma

FN
ϕϕ = − ∇⃗Eϕ

=2
∑
n∈N

∑
∀α

⟨fa(r⃗ − R⃗A)|∇RN
fn(r⃗ − R⃗N)⟩(ξαn − Eϕ)Q

ϕ
nQ

ϕ
α .

(4.16)

Utilizando os resultados acima, o termo de acoplamento não adiabático dN
ϕφ, utili-

zado para definir a probabilidade de transição em SH, torna-se

bϕφ =2Re(ρφϕ)
∑
N

ṘN · dN
ϕφ

=
2Re(ρφϕ)
(Eφ − Eϕ)

∑
N

ṘN · FN
ϕφ

(4.17)

e desta forma, a probabilidade de transição de PES=ϕ para PES=φ é controlado pelo
termo definido como gϕφ

gϕφ =
2∆t

ρϕϕ

Re(ρϕφ)
(Eφ − Eϕ)

∑
N

ṘN · FN
ϕφ . (4.18)

Uma maneira interessante de compreender como ocorre a transição entre dois estados ϕ e
φ é supondo uma roleta, onde cada casa define a probabilidade de ocorrer uma transição.
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Uma forma ilustrativa está descrita na Fig.41 como um exemplo de transição entre o
estado 1 para o 4. Desta forma, para que a transição ocorra é necessário que

-|||||
g11 g12 g13

ζ

g14 g15 ...

Figura 41 – Exemplo ilustrativo de uma roleta em linha para o método de Surface Hopping.

g11 + g12 + g13 < ζ < g11 + g12 + g13 + g14 . (4.19)

Definindo um peso de probabilidade

wϕ
φ =

ϕ∑
l−1

gϕl , (4.20)

onde ϕ é o estado inicial, a transição de ϕ para φ pode ocorrer se

wϕ
φ−1 < ζ < wϕ

φ . (4.21)

Entretanto, apenas isso não garante a transição, pois é necessário que a energia seja
conservada ∑

N

P⃗ 2
N

2MN

+ E(ϕEl) =
∑
N

P⃗ ′2
N

2MN

+ E(φ) , (4.22)

sendo a energia cinética total do sistema nuclear dada por

K =
∑
N

P⃗ 2
N

2MN

. (4.23)

Assim, reescrevemos a Eq.4.21 que defini a probabilidade de transição como sendo

wϕ
φ−1 < ζ < wϕ

φΘ(
E(ϕEl)− E(φ)

K
+ 1) , (4.24)

onde a função de Heaviside é

Θ

(
E(ϕEl)− E(φ)

K
+ 1

)
=


1, if

P⃗ ′2
N

2MN

> 0

0, if
P⃗ ′2

N

2MN

< 0 .

(4.25)

Além disso, o momento P⃗ ′
N do núcleo N após a transição deve ser

P⃗ ′
N = P⃗N +MN

d⃗Nϕφ

|d⃗Nϕφ|
v (4.26)
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com v sendo a correção necessária, na velocidade, para conservar a energia. Portanto,
temos

v2

(∑
N

(MN d̂
N
ϕφ)(MN d̂

N
ϕφ)

2MN

)
+ v

(∑
N

(MN d̂
N
ϕφ)ṘN

)
−
(
E(ϕEl)− E(φ)

)
=0 e

v2

(∑
N

MN d̂
N
ϕφd̂

N
ϕφ

2

)
+ v

(∑
N

(MN d̂
N
ϕφ)ṘN

)
−
(
E(ϕEl)− E(φ)

)
=0 .

(4.27)

Pelo fato de estarmos fazendo a correção na velocidade com base em uma equação de
segundo grau, até duas soluções reais podem existir e optamos por escolher sempre a
menor possível.

Por fim, fazendo a distinção entre elétron e buraco, temos

FN
ϕ = −

∑
n∈N

∑
∀α

2⟨fa(r⃗ − R⃗A)|∇RN
fn(r⃗ − R⃗N)⟩

{
+ [ξαn − E(ϕ)]Qϕ

nQ
ϕ
α, ϕEl

− [ξαn − E(ϕ)]Qϕ
nQ

ϕ
α, ϕHl .

(4.28)

Lembrando que Qϕ
n é a matriz dos estados adiabáticos e n são os orbitais atômicos.

No método SH implementado em DynEMol a força que atua sobre o átomo N é F =
FFF

gs + FN
ϕ (El,Hl).

4.2 EHRENFEST VS SURFACE HOPPING

Nesta seção, comparamos as forças FN
ϕφ obtidas segundo os métodos de Ehrenfest

e Surface Hopping no formalismo DynEMol. Para isso, vamos definir a notação |fα⟩ =

|fa(r⃗ − R⃗A)⟩, onde α = {a,A}, e o operador

f̂ ≡ −
∑
n∈N

∑
∀α

(
|fα⟩⟨fα|∇RN

fη⟩(ξαη − Eϕ)⟨fη|+ |fη⟩⟨fα|∇RN
fn⟩(ξηα − Eφ)⟨fα|

)
,

(4.29)
onde |fη⟩ = |fn(r⃗ − R⃗N)⟩.

Desta forma, a força de Ehrenfest implementada é

F⃗Ehr = ⟨Ψ|f̂ |Ψ⟩

=
∑
ϕφ

⟨ϕ|C∗
ϕf̂Cφ|φ⟩

=
∑
ϕφ

ρφϕ⟨ϕ|f̂ |φ⟩

=−
∑
n∈N

∑
∀α

∑
ϕφ

ρφϕ⟨fα|∇RN
fη⟩

× {⟨ϕ|fα⟩(ξαη − Eϕ)⟨fη|φ⟩+ ⟨ϕ|fη⟩(ξηα − Eφ)⟨fα|φ⟩}

=−
∑
n∈N

∑
∀α

∑
ϕφ

ρφϕ⟨fα|∇RN
fη⟩
(
Qϕ

α(ξαη − Eϕ)Q
φ
n +Qϕ

n(ξηα − Eφ)Q
φ
α

)
.

(4.30)
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Desenvolvendo a equação acima, obtemos a força de Ehrenfest escrita como

F⃗Ehr = −
∑
n∈N

∑
∀α

⟨fα|∇RN
fη⟩

(∑
ϕ

ρϕϕ2Q
ϕ
α(ξαη − Eϕ)Q

ϕ
n (4.31)

+
∑
φ<ϕ

∑
ϕ

2Re[ρϕφ]
(
Qφ

α(ξαη − Eφ)Q
ϕ
n +Qφ

n(ξηα − Eϕ)Q
ϕ
α

))
. (4.32)

A força de Surface Hopping, em acordo com a Eq. (4.16), é

F⃗ SH
ϕ = ⟨ϕ|f̂ |ϕ⟩ (4.33)

= −
∑
n∈N

∑
∀α

⟨fα|∇RN
fη⟩2Qϕ

α(ξαη − Eϕ)Q
ϕ
n. (4.34)

Figura 42 – Representação esquemática de 1 trajetória de Ehrenfest vs as trajetórias de SH.

Fica evidente a principal diferença entre os dois métodos quando olhamos para
F⃗ SH
ϕ = ⟨ϕ|f̂ |ϕ⟩ e F⃗Ehr = Tr(ρ̂f̂). O método de Ehrenfest trata a força como uma

campo médio que leva em consideração a contribuição de todas as superficies adiabáticas,
enquanto que SH considera a força ao longo de uma única superfície durante toda a
dinâmica. Podemos ter uma ilustração da energia quântica em cada um dos métodos na
Fig.42

4.2.1 Aplicação: Relaxação Vibracional Foto-induzida em Bases Nitrogenadas
de DNA

A estrutura molecular das cadeias de DNA contém toda a informação genética dos
seres vivos, 1 codificada em sequências das bases nitrogenadas adenina (A), citosina (C),
guanina (G) e timina (T), ilustradas na Figura 43. Moléculas orgânicas são geralmente
instáveis à exposição à radiação eletromagnética na faixa do ultra-violeta (UV), pois a
radiação UV quebra suas ligações químicas e induz reações danosas à fisiologia dos seres
vivos [111]. As quatro bases nitrogenadas apresentam fortes bandas de absorção na região
do UV-vis (100 - 500 nm) [112]. É surpreendente verificar que as moléculas de DNA

1Para uma revisão clara e concisa das propriedades estruturais, químicas e funcionais do DNA, reco-
mendamos a leitura do livro ”Understanding DNA: The Molecule and How It Works”[110].
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apresentem notável estabilidade sob exposição à radiação UV. Mais interessante ainda
se levarmos em conta que a vida surgiu na Terra muito antes da camada de ozônio ter
sido formada, quando a intensidade de radiação UV na superfície do planeta era enorme.
Tal fato deve ter imposto uma pressão evolucionária muito forte para que a natureza
encontrasse moléculas orgânicas estáveis sob intensa irradiação UV [8]. Tal propriedade
é denominada fotoestabilidade.

Experimentos mostram que o tempo de conversão interna (relaxação vibracional
não-radiativa) nas bases nitrogenadas varia entre centenas de femtossegundos até alguns
picossegundos, dependendo da base nucleica fotoexcitada [113]. A fotoestabilidade das
quatro bases nitrogenadas, e consequentemente do DNA, deve ter sido, portanto, um
critério determinante para o início do desenvolvimento da vida na Terra. Além de sua
fotoestabilidade, a molécula de DNA apresenta outras propriedades físicas relevantes,
relacionadas ao transporte de carga e energia.

Vários grupos já investigaram os mecanismos de conversão interna em bases nitro-
genadas, isoladas [114], [115] ou em pares [7], na fase gasosa. Contudo, não há muitos
estudos de dinâmica molecular não-adiabática para fitas de DNA completas, incluindo
o esqueleto de açúcar-fosfato (backbone) e, ainda menos, para fitas de DNA em solução.
Embora fora do escopo desta tese, acreditamos que esse estudo é importante porque em
simulações de bases nitrogenadas isoladas, na fase gasosa, vários efeitos são desprezados,
dentre eles: as transferências de carga e energia dentro da fita, o movimento do back-
bone, e a interação com os íons da solução (lembrando que a fita de DNA é carregada
negativamente). Estudos que levam em conta a estrutura completa da molécula de DNA
concentraram-se em investigar somente o transporte de carga, por meio de métodos efe-
tivos que não tratam a dinâmica de elétrons e núcleos de maneira auto-consistente [6],
[116].

Nós utilizamos o método FSSH, que foi implementado no pacote computacional
DynEMol, para calcular o tempo de decaimento não-radiativo (conversão interna) nas
4 bases nitrogenadas em fase gasosa. Os resultados obtidos com o método FSSH são
comparados com resultados obtidos pelo método de Ehrenfest, e com resultados teóricos
e experimentais da literatura. A seguir descrevemos a preparação do sistema.

Antes de realizar a dinâmica não-adiabática no estado excitado, as moléculas que
constituem as nucleobases são termalizadas à T = 300 Kelvin em contato com o termostato
de Berendsen [117]. O campo de forças clássico responsável por V FF

gs é parametrizado
segundo o pacote de simulação para biomoléculas AMBER [118]. As foto-excitações das
nucleobases – absorção de um fóton – são consideradas instantâneas. Isto é, consideramos
como estado inicial da dinâmica molecular não-adiabática a função de onda eletrônica
em um estado excitado molecular e as coordenadas nucleares na configuração ({Ri, Pi})
do estado eletrônico molecular fundamental (GS, do inglês ground state) termalizado.
Imagens da estrutura molecular das nucleobases durante o processo de conversão interna
são apresentadas na Figura 44.

Para a molécula de Adenina consideramos a transição do tipo ππ∗ entre o HOMO
(do inglês, highest occupied molecular orbital) e LUMO (do inglês, lowest unoccupied mo-
lecular orbital), isto é, H → L. A Figura 45 mostra a energia da excitação elétron-buraco
para as diversas trajetórias (amarelo) e a curva de energia média (vermelho) para para o
decaimento S1 → S0 (primeiro estado singleto excitado para o estado singleto fundamen-
tal). Verificamos que o tempo de decaimento do elétron para o estado fundamental é de
aproximadamente 0,35 picosegundos.
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Figura 43 – A geometria dos pares AT e GC, otimizada em vácuo com o programa Gaussian-09
com o método DFT/CAMB3LYP-ccpVTZ. A linhas tracejadas representam ligações de pontes
de hidrogênio.

O grupo experimental liderado por Bern Kokler mediu o o decaimento bi-exponencial
resultante da transição 1ππ∗ em tautômeros de methyl-adenina em solvente caracterizado
por constantes duas constantes de tempo [113], [119]: a curta com 0,3 ps e a longa com
aproximadamente 8,0 ps. Stolow e colaboradores mediram o tempo de conversão interna
para a Adenina (τ1 = 40 fs e τ2 = 1,2 ps) e para o tautômero 9-methyl-adenina (τ1 =
70 fs e τ2 = 1,1 ps). Kang e colaboradores mediram um tempo de decaimento médio de
1,0 ps para a molécula de adenina [120]. Barbatti e colaboradores utilizaram simulações
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Figura 44 – Estrutura das moléculas de Adenina (a), Timina (b), Guanina (c) e Citosina (d)
durante o processo de conversão interna (recombinação não-radiativa), obtidas pela dinâmica
molecular não-adiabática FSSH com o código DynEMol.

de primeiros princípios e obtiveram um tempo de decaimento médio de aproximadamente
0,7 ps para a adenina [115].

A Figura 46 apresenta resultados do decaimento não-radiativo da molécula de Cito-
sina para as transições H → L (1ππ∗) e H → L+1 (2ππ∗). Observamos um tempo de vida
de ∼ 0,12 ps, no primeiro caso, e de ∼ 0,05 ps, no segundo caso. Em estudos experimen-
tais, tal decaimento foi observado com um decaimento bi-exponencial (τ1 = 160 fs e τ2 =
1,9 ps) [121], e com um tempo médio ⟨τ⟩ ≈ 3,2 ps [120]. Cálculos de primeiros princípios
obtiveram um tempo ⟨τ⟩ ≈ 0,5 ps [115].

A Figura 47 apresenta resultados do decaimento não-radiativo da molécula de Ti-
mina para a transição H → L (1ππ∗). Observamos um tempo de vida de ∼ 0,18 ps
aplicando o método FSSH. Em estudos experimentais, tal decaimento foi observado com
um decaimento bi-exponencial (τ1 = 100 fs e τ2 = 5 ps) [121]. Em seu artigo de revisão
Kohler apresenta tempos de decaimento 0,15 ps < τ < 1,0 ps [119]. Utilizando simulações
de primeiros princípios limitadas até 3,0 ps, Barbatti e colaboradores não observaram o
decaimento na molécula de Timina [115].

Por fim, as Figura 48 apresenta resultados do decaimento não-radiativo da molécula
de Guanina para as transições H → L (1ππ∗) e H → L+1 (2ππ∗). Observamos um tempo
de vida de ∼ 0,09 ps, no primeiro caso, e de ∼ 0,2 ps, no segundo caso. Em estudos
experimentais, tal decaimento foi observado com um decaimento bi-exponencial (τ1 = 150
fs e τ2 = 0,4 ps) [121], e com um tempo médio ⟨τ⟩ < 0,8 ps [120]. Em seu artigo de
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Figura 45 – Decaimento S1 → S0 (primeiro estado singleto excitado para o estado singleto
fundamental) para a molécula de Adenina em fase gasosa. Energia da excitação elétron-buraco
para as diversas trajetórias (amarelo) e a curva de energia média (vermelho). 90 trajetórias foram
utilizadas. A figura descreve o processo de conversão interna (recombinação não-radiativa),
simulado por dinâmica molecular não-adiabática FSSH com o código DynEMol.

revisão, Kohler apresenta tempos de decaimento 0,5 ps < τ < 0,9 ps [119]. Cálculos de
primeiros princípios obtiveram um tempo ⟨τ⟩ ≈ 0,28 ps [115] para a Guanina. Para esta
molécula, portanto, os dados experimentais e teóricos apresentam uma boa consistência
entre si.

Em resumo, o método FSSH que foi apresentado nesta tese e implementado no
código DynEMol se mostrou adequado para calcular o tempo de vida de nucleobases foto-
excitadas. Nossos resultados teóricos apresentam tempos de vida que variam no intervalo
de centenas de femtossegundos até alguns picossegundos, assim como os resultados ex-
perimentais e teóricos de primeiros princípios. Os resultados experimentais apresentam
variabilidade significativa, devido às condições experimentais e diferenças nas estruturas
moleculares das amostras.

As excitações eletrônicas que definem o estado inicial do sistema também têm grande
influência no tempo de vida. Devemos lembrar que o método DynEMol utiliza modelos
semi-empíricos e, portanto, seus resultados devem ser tratados como uma aproximação
em nível semi-quantitativo. Para buscar melhor acordo com os resultados experimentais,
pode-se tentar uma otimização dos parâmetros do modelo.
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Figura 46 – Decaimento S1 → S0 (a) e S2 → S0 (b) para a molécula de Citosina em fase gasosa.
Energia da excitação elétron-buraco para as diversas trajetórias (colorido) e a curva de energia
média (vermelho). 90 trajetórias foram utilizadas. A figura descreve o processo de conversão
interna (recombinação não-radiativa), simulado por dinâmica molecular não-adiabática FSSH
com o código DynEMol.
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Figura 47 – Decaimento S1 → S0 (primeiro estado singleto excitado para o estado singleto
fundamental) para a molécula de Timina em fase gasosa. Energia da excitação elétron-buraco
para as diversas trajetórias (amarelo) e a curva de energia média (vermelho). 90 trajetórias foram
utilizadas. A figura descreve o processo de conversão interna (recombinação não-radiativa),
simulado por dinâmica molecular não-adiabática FSSH com o código DynEMol.

Figura 48 – Decaimento S1 → S0 (a) e S2 → S0 (b) para a molécula de Timina em fase gasosa.
Energia da excitação elétron-buraco para as diversas trajetórias (amarelo) e a curva de energia
média (vermelho). 90 trajetórias foram utilizadas. A figura descreve o processo de conversão
interna (recombinação não-radiativa), simulado por dinâmica molecular não-adiabática FSSH
com o código DynEMol.
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We propose the equivalence of superconducting qubits with a pistonlike mechanical quantum engine.
The work reports a study on the nature of the nonequilibrium work exchanged with the quantum-
nonadiabatic working medium, which is modeled as a multilevel coupled quantum well system subject to
an external control parameter. The quantum dynamics is solved for arbitrary control protocols. It is shown
that the work output has two components: one that depends instantaneously on the level populations and
another that is due to the quantum coherences built in the system. The nonadiabatic coherent dynamics of
the quantum engine gives rise to a resistance (friction) force that decreases the work output. We consider the
functional equivalence of such a device and a rf-SQUID flux qubit.
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Technology has evolved to the point where it is possible
to design and build mesoscopic machines and molecular
motors. Nature has already accomplished that, countless
molecular structures operate as engines to sustain life. The
most well known are the photosynthetic units [1], the light
sensors in the rhodopsin membrane [2], and various
molecular proton pumps. Moreover, experiments indicate
that nature may use coherences to improve the efficiency of
such processes—for instance, quantum coherences for light
harvesting in photosynthesis [1,3] and vibrational coher-
ences for phototransduction in visual reception [2,4]. There
is, likewise, a great interest to incorporate quantum
coherent dynamics into man-made nanomachines and
quantum engines—including quantum computers and
alike—for both fundamental research and technological
applications. Presently, superconducting (SC) circuits
based on Josephson junctions are amongst the most
promising to produce quantum engines of mesoscopic size
[5–8]. For the operation of quantum engines, the most
sensitive issues are the coupling with the external control,
the nonadiabatic effects caused by the finite time operation
[9–11], decoherence caused by interaction with the envi-
ronment, and energy fluctuations due to the smallness of
the device and the nonequilibrium operation regime
[12,13]. Fluctuation theorems based on time reversal
symmetry provide the theoretical basis to describe the
thermodynamics of small systems of both classical [14] and
quantum [15,16] nature, for they reconcile the apparent
irreversible arrow of time with the underlying reversible
microscopic laws.
The main application in the prospect for SC circuits is

quantum computation; therefore, such devices are generally
treated as qubits, or simply as artificial atoms. However, in
view of Landauer’s principle for energy consumption of
computation, SC-based logical circuits should also be
considered quantum engines, subject to energy and entropy
exchange. We investigate the properties of a pistonlike

quantum engine and explore its correspondence to
Josephson qubit circuits. The system consists of a quantum
working medium—for instance, an ideal quantum gas—
confined by a deformable double-quantum-well (DQW)
system that allows for tunneling. The quantum system is
driven by an external control parameter and undergoes a
finite time unitary process. Its full quantum-nonadiabatic
dynamics is solved for an arbitrary control protocol and
energy level structure. We examine the difference between
thermodynamic and microscopy reversibility, the quantum
content of a work stroke, and the origin of the inner friction
in quantum thermodynamic processes. The energy fluctua-
tions of the system during cyclic work strokes are analyzed
in terms of the quantum Bochkov-Kuzovlev-Jarzynski
work fluctuation formalism [14,17,18].
Model system.—Let us consider a quantum particle of

mass m dwelling in a DQW system where tunneling is
allowed between the wells. We assume that work can be
performed on the quantum system by changing the width of
one of the wells, like in a piston; different work protocols
can be considered for that matter as well. The Hamiltonian
of the system is therefore

H(x̂; λðtÞ) ¼ −
ℏ2

2m
d2

dx2
þ VLðx̂Þ þ VR(x̂; λðtÞ); ð1Þ

where VLðx̂Þ is the potential of the static quantum well, on
the left (L). The right-side (R) quantum well is coupled to
the work repository through the parameter λðtÞ≡ dRðtÞ that
represents its width. The deformable potential is written in
terms of Heaviside functions ΘðxÞ as

VR(x̂; λðtÞ) ¼ V½Θ(x̂ − λðtÞ) − Θðx̂Þ�: ð2Þ

The complete adiabatic basis is comprised of all
the instantaneous eigenstates of the Hamiltonian,
HðλtÞjϕnðλtÞi ¼ EnðλtÞjϕnðλtÞi, where λðtÞ≡ λt, including
the states of the continuum. In the following we will
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consider a unitary transformation, driven by the external
parameter λðtÞ, that changes the Hamiltonian from an initial
configuration Hi ¼ H½λi� to a final Hf ¼ H½λf� in a finite
time interval τ. The process is defined by the time variation
of the parameter λðtÞ and it is described in Fig. 1. The
mechanism is analogous to the behavior of rf-SQUID flux
qubits [19,20], although the only necessary ingredient is the
Landau-Zener transitions.
During a work stroke driven by λðtÞ, the unitary evolu-

tion of a given quantum state jΨðtÞi ¼ P
nCnðtÞjϕnðλtÞi,

written in the representation of the adiabatic eigenstates, is
given by the time-dependent Schrödinger equation (TDSE),
which assumes the form

dCn

dt
þ
X
m

Cmhϕnj _ϕmi ¼ −
i
ℏ
EnCn: ð3Þ

Thenonadiabatic coupling term hϕnj _ϕmi in Eq. (3) describes
the transitions amongst the adiabatic eigenstates due to the
finite time process. We solve Eq. (3) by means of a general
method, also applied for nonadiabatic simulations of excited
state quantum dynamics of molecular systems [21,22].
Herein time is discretized in small slices δt, so that
tj ¼ jδt, with δt → 0, which is ensured by verifying that
simulations have converged. The instantaneous eigenvalue

equation isHðjÞjϕðjÞ
n i ¼ EðjÞ

n jϕðjÞ
n i. Thus for a vanishing time

slice δt the corresponding Hamiltonian HðjÞ ≡HðjδtÞ can
be assumed constant. Therefore, within that time slice, the
adiabatic time-evolution operator assumes the simple form

UADjΨðtjÞi ¼
X
n

CnðtjÞ exp ½−iEðjÞ
n δt=ℏ�jϕðjÞ

n i: ð4Þ

Operator UAD does not describe nonadiabatic effects. To
take that into account we make use of the nonadiabatic
coupling term

UNA ¼
X
n;m

Ωn;mjϕðjþ1Þ
m ihϕðjÞ

n j; ð5Þ

where

Ωn;m ¼ hϕðjþ1Þ
m jϕðjÞ

n i ≈ δn;m þ h _ϕðjÞ
m jϕðjÞ

n iδt: ð6Þ

The term Ωn;m can be calculated directly from Eq. (6),
by using the adiabatic eigenstates at successive time
slices. Therefore, the overall time evolution operator
U ¼ T exp ½−i R τ

0 H½λðtÞ�dt=ℏ�, where T stands for the
time-ordering operator, becomes

jΨðtjþ1Þi ¼ ½Uðtjþ1; tjÞ…Uðt2; t1ÞUðt1; t0Þ�jΨðt0Þi; ð7Þ

with Uðtjþ1; tjÞ ¼ UNAðtjþ1; tjÞUADðtjÞ. To analyze the
reversibility properties of the system, we consider a work
stroke consisting of an integer number of expansion-and-
compression cycles, with the cycles performed at the
frequency ωres

n ≡minfjER
n − EL

n jg=ℏ. For our system, it
has been observed that this frequency maximizes the
quantum coherence effects during the Landau-Zener (LZ)
passage; there are, nonetheless, various definitions of
transition times in the LZmodel [23]. For a nonautonomous
quantum system [16], such as the one discussed here,
the microreversibility can be observed by performing the
forward work stroke (expansion) from t ¼ 0 to tf ¼ τ=2
with the unitary operator Uðτ=2; 0Þ, then reverting
all the momenta with the time-reversal operator (R) as
Ψðτ=2Þ → RΨðτ=2Þ ¼ Ψ�ðτ=2Þ and, finally, performing
the reverse work stroke (compression) given by
Uðτ; τ=2Þ ¼ R†Uðτ=2; 0ÞR. That is simply the expan-
sion-and-compression cycle that comprises a completework
stroke. The control protocol for nonautonomous reversi-
bilitymust obey the condition λRðtÞ ¼ λFðτ=2 − tÞ, whereR
andF stand for reverse and forward processes.An analogous
approach to test time reversal symmetry has been discussed
in detail for charge qubit systems [24].
Figures 2(a) and 2(b) show the microreversibility effect

for a particle starting at the first (n ¼ 1) and second (n ¼ 2)
levels of the left QW, respectively. We plotted the particle
occupation on the left, PL

n ¼ R
0
−∞ jΨðxÞj2dx, and on the

right, PR
n ¼ R

∞
0 jΨðxÞj2dx, which is equivalent to the

diabatic state representation. Stueckelberg oscillations are
clearly observed in the PL

n and PR
n curves after each LZ

passage, which have also been observed in mesoscopic flux
[25,26] and charge [27] SC qubits for analogous control
protocols. The dashed line shows the microreversibility
effect whereas the continuous line shows evolution without
time reversal during the same cycle. For a quantum
adiabatic process (ω ≪ ωres) both dynamics coincide.
The autocorrelation function AðtÞ ¼ hΨð0ÞjΨðtÞi (see
Supplemental Material [28]) corroborates the effect. The
irreversible character of the process is caused by the
nonadiabatic transitions that accumulate during LZ pas-
sages, so that after a complete expansion-compression
cycle the system moves away from the initial state.
Work exchange.—Assume that the quantum system has

been thermalized with a thermal reservoir at temperature T.
The first measurement of Hðλ0Þ is performed, with results
Ekðλ0Þ. Therefore the system is described by the density
matrix

FIG. 1. (a) Energy level scheme of a double quantum well
(DQW) system. The left well (L) remains static while the right
one (R) exchanges energy with a work repository. There is a
quasicontinuum of energy states above the wells. (b) Dynamics of
the adiabatic energy levels for the DQW system, EnðλtÞ. For
dL ¼ dR, Landau-Zener (LZ) gaps arise, as shown in the inset.
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ρ̂ð0Þ ¼
X
k

e−βEkðλ0Þ

Zðλ0Þ
jϕkðλ0Þihϕkðλ0Þj; ð8Þ

where β ¼ 1=kBT, Zðλ0Þ is the partition function and
pkðλ0Þ≡ e−βEkðλ0Þ=Zðλ0Þ are the Gibbs ensemble proba-
bilities of the unperturbed system. The system is then
isolated from the heat reservoir and undergoes work strokes
described by the unitary transformation Uðt; 0Þ. Therefore,
pkðtÞ ¼ pkðλ0Þ and only the quantum states evolve
in time to yield ρ̂ðtÞ ¼ P

npkðλ0ÞjΨkðtÞihΨkðtÞj≡P
kpkðλ0Þρ̂kðtÞ. Thus, to study the quantum properties

we focus on the matrix ρ̂kðtÞ before taking the
ensemble average. For the quantum state jΨkðtÞi ¼
Uðt; 0Þjϕkðλ0Þi ¼

P
nC

k
nðtÞjϕnðλtÞi, in the representation

of the adiabatic eigenstates, we have ρkn;mðtÞ ¼
Ck
nðtÞ½Ck

mðtÞ��. The average energy of the quantum system
is given by EkðtÞ ¼ Tr½ρkðtÞHðtÞ� ¼ P

njCk
nðtÞj2EnðtÞ;

notice that the work stroke is a nonequilibrium process.
If the isolated quantum system undergoes a finite time
process, driven by the time-dependent Hamiltonian
H½λðtÞ�, within the time interval t ∈ ½0; τ�, the change of
energy is

ΔEk ¼
Z

τ

0

fTr½_ρkðtÞHðtÞ� þ Tr½ρkðtÞ _HðtÞ�gdt: ð9Þ

However, for a work stroke that is carried out on a thermally
isolated system, the energy exchanged with the bath (heat)
is zero. In fact,Qk ¼

R
τ
0 Tr½_ρkðtÞHðtÞ�dt ¼ 0, which can be

demonstrated by substituting _ρkðtÞ ¼ ði=ℏÞ½ρkðtÞ;HðtÞ�
into the previous equation. Therefore, we have for the
work stroke on a thermally isolated quantum system

_Ek ¼ _Wk ¼ Tr½ρkðtÞ _HðtÞ� ð10Þ

¼ _Wpop þ _Wcoh ¼
X
n

ðPk
n
_En þ _Pk

nEnÞ; ð11Þ

where Pk
n ¼ jCk

nðtÞj2. Note thatW, in Eq. (11), denotes the
work done on the system. Thus by making use of Eq. (3) in
Eq. (11), the work exchanged with the quantum system
during a finite time process can be written as

Wk ¼
Z

τ

0

�X
n

Pk
n
∂En

∂λ þ 2
X
n>m

Reðρkn;mÞ

× hϕnj∂λϕmiðEm − EnÞ
�
_λdt; ð12Þ

where _Wcoh ¼
P

n
_Pk
nEn is explicitly written, with

∂λ ≡ ∂=∂λ. The first term on the right-hand side of
Eq. (12) is herein denoted Wpop because it depends on
the populations Pk

nðtÞ of the adiabatic states; it could also be
associated with incoherent work for systems in equilibrium
with a thermal bath. On the other hand, the term Wcoh is
nonzero only if there are quantum coherences in the
working fluid, as evinced by the off-diagonal elements
ρkn;m. In addition, this term also depends on the rate of the
work stroke through the nonadiabatic coupling term
hϕnj _ϕmi. For instance, if work is performed in the quasi-
static (quantum-adiabatic) regime this term vanishes.
The term _Wcoh is associated in some studies with the

notion of work carried out against an inner quantum friction
[9–11]. If a working medium is not completely controllable
by the external field, thus ½Hðtþ δtÞ;HðtÞ� ≠ 0 and quan-
tum coherences arise [12,29,30] (see Supplemental Material
[28]). It has also been pointed out [9] that performance
characteristics for such a system can be described as a
quantum engine subject to a phenomenological inner fric-
tion. We determine the reaction force produced on the
movable wall (control parameter) due to the creation of
quantum coherences in the working medium and, then,
calculate the work performed against this force. The force
exchanged between the quantum system and the work
repository due to _Wcoh is obtained from Eq. (12) as

F k
coh ¼ 2

X
n>m

Reðρkn;mÞhϕnj∂λϕmiðEm − EnÞ: ð13Þ

It can be calculated analytically for the present model by
using the Hellmann-Feynman theorem on ∂λhϕnjHjϕmi,

hϕnj∂λHjϕmi ¼ ∂λEmðλÞδn;m þ ðEm − EnÞdn;m; ð14Þ
where dn;m ≡ hϕnj∂λϕmi ¼ −hϕmj∂λϕni. The first term on
the right side of Eq. (14) describes the adiabatic force
exchanged with the work repository for work strokes
performed in the quantum-adiabatic regime,ω ≪ ωres, while
the second term is associated with the population transfer
between adiabatic eigenstates. The former constitute diago-
nal matrix elements whereas the later give rise to off-
diagonal matrix elements; notice that dn;n ¼ 0, for
∂λhϕnðλÞjϕnðλÞi ¼ 0. We shall focus on the nonadia-
batic off-diagonal terms that yield dn;m ¼ hϕnj∂λϕmi ¼
hϕnj∂λHjϕmi=ðEm − EnÞ, for n ≠ m. Substitution of dn;m

FIG. 2. Particle occupations PL
n ¼ R

0
−∞ jΨðxÞj2dx and PR

n ¼R∞
0 jΨðxÞj2dx for the left-side (red) and right-side (blue) quantum
wells during a single expansion-compression stroke. Solid lines
represent evolution without time reversal and dashed lines
describe the microreversibility effect. The effect is shown for
the first (n ¼ 1) (a) and second (n ¼ 2) (b) LZ anticrossings.
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into Eq. (13) yields F k
coh ¼ 2

P
n>mReðρkn;mÞhϕnj∂λHjϕmi

and then, by making use of Eqs. (1) and (2), we have
hϕnj∂λHjϕmi ¼ −VϕnðλÞϕmðλÞ, where, in the present
model, λ stands for the position of the movable wall (or
width of the right-side quantum well). Also notice that
ϕnðx; λtÞ and ϕmðx; λtÞ are real eigenfunctions of the
Hamiltonian H(x̂; λðtÞ). Therefore,

F k
coh ¼ −2V

X
n>m

Reðρkn;mÞϕnðλtÞϕmðλtÞ: ð15Þ

The average nonadiabatic reaction force acting on thewall of
the quantum well is calculated with the Gibbs ensemble
weights asF coh ¼

P
kpkF k

coh. Note that the force [Eq. (15)]
is due to quantum coherences built in the working medium
by the work stroke, _Wcoh ¼ F coh

_λ.
Two-level systems.—Let us analyze the work performed

at the lowest Landau-Zener transition. We consider an
expansion-compression work stroke by which the width of
the movable quantum well, dR ≡ λ, changes according to
dRðtÞ ¼ dL½1 − cos ðωtÞ=2�. Figures 3(a) and 3(b) describe
a work stroke performed at the frequency ωres

n¼1 analogous
experiments are performed with SC flux qubits [25,26] by
applying a radio frequency (rf) field to drive the qubit back
and forth through avoided crossings, and likewise with
charge qubits driven by rf gate charge sweeps [27]. Starting
from the ground state jϕL

1 i, the LZ passage puts the system
in a quantum coherent state. However, the subsequent
compression does not restore the system to its original state.
The average energy E does not follow the adiabatic path
either, which is described in Fig. 3(a) by the evolution of
the adiabatic energies EL;R

n¼1 (red and blue curves)—the
behavior for quasistatic (adiabatic) and sudden (nonadia-
batic) processes are presented in the Supplemental Material
[28]. For the resonant regime, there is considerable power
consumed to produce quantum coherences, which is

associated with the phenomenological inner friction. As
a consequence, Wcoh > 0 and jΔEj < jWpopj; thus, the
efficiency for work output is decreased during the expan-
sion stroke, and partially restored during the compression;
herein work output means the total work performed during
each cycle. Figure 3(b) shows the behavior of the power
exchanged during the stroke, _W ¼ _Wpop þ _Wcoh. Notice

that _Wcoh changes sign for expansion and compression.
For the sake of comparison we plotted together _Wcoh ¼
_E − _Wpop (black dashed line) and F coh

_λ (magenta line),
with F coh given by Eq. (15).
Work fluctuations.—An important issue for mesoscopic

engines, both quantum and classical, is the work fluctuation
distribution after a sequence of driving cycles [31]. Assume
that the system is described at t ¼ 0 by the thermalized
density matrix given by Eq. (8). Then, during the work
stroke it is isolated from the thermal bath (or put into a
weak coupling environment), so that the unitary trans-
formation U holds. Therefore, we can use [15,16]

PðWÞ ¼
X
n;m

δðW − ½Em − En�ÞjCn
mðτÞj2

e−βEnðλ0Þ
Zðλ0Þ

ð16Þ

to calculate the work fluctuation distribution. For the cyclic
expansion-compression stroke HðλτÞ ¼ Hðλ0Þ; therefore,
the adiabatic basis set is the same at λ0 and at λτ. Thus
Eq. (16) simplifies to

PðWÞ ¼ 1

Zðλ0Þ
X
n;m

δðW − ½Em − En�ÞjCn
mðτÞj2e−βEnðλ0Þ:

ð17Þ
For a series of periodic expansion-compression
cycles, we verify that the work distribution satisfies
the Jarzynski-Bochkov-Kuzovlev equality he−βWi ¼R
PðWÞ exp ð−βWÞdW ¼ 1. Notice that our definition

of work, dHðλtÞ=dt ¼ Fdλ=dt, which is more appropriate
for describing an engine, corresponds to the framework
used by Bochkov and Kuzovlev [18] in their original paper.
The Supplemental Material [28] presents PðWÞ, obtained
with Eq. (17) for various initial temperatures after 20
expansion-compression cycles.
Equivalence with flux qubit.—To conclude we consider

the functional equivalence of the quantum piston engine
and a rf-SQUID flux qubit. The concept is herein presented
for a symmetric double quantum well system [Fig. 4(a)],
where the focus is on the doublet formed by the symmetric
(S) and antisymmetric (AS) states that constitute the lowest
2-level system. The model system is equivalent to a flux
qubit biased by an external static magnetic flux
Φext ¼ Φ0=2, [19,20] coupled to an electromagnetic
(em) resonator [5,32] that drives the qubit with a rf, as
shown in Fig. 4(b). Let us consider that one of the walls
oscillates with a small amplitude (1% of the QW width) at
the resonant frequency ω ¼ ω01 of the doublet, then work

FIG. 3. (a) Energy variation of the quantum system during a
single expansion-compression work stroke: ΔE ¼ W ¼
Wpop þWcoh. Also shown for guidance, the time evolution of
the adiabatic energies ER

1 (blue) and EL
1 (red). Process carried out

in resonance with the first (n ¼ 1) LZ anticrossing. (b) Power
exchanged with the work repository. The blue line is F cohdλ=dt
(magenta line), with F coh given by Eq. (15).
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is done on the system in two ways [Fig. 4(c)]: a classiclike
work component Wpop ¼

P
n

R
Pn

_Endt that follows the

driving with ω01 (blue dot-dashed line), and work Wcoh ¼R
F coh

_λdt that produces coherent energy that oscillates
with the Rabi frequency Ω ¼ γ=ℏ (green dashed line),
where γ is associated with the strength of the LZ transition.
The coherent energy (Wcoh) could, in principle, be trans-
ferred to a second em resonator coupled to the SQUID and
measured with a dc-SQUID magnetometer, whereby the
corresponding F coh could be obtained. We then analyze
how the quantum piston is affected by extrinsic dephasing
(relaxation time T�

2), such as noise from the leads that are
coupled to read-out devices or used to apply flux or charge
biases. Thus, we apply a classical Gaussian noise to the
driving parameter, _λðtÞ ¼ ðλ0ω01=100Þ cos ½(ω01 þ φðtÞ)t�,
with noise distribution PðφÞ ∝ exp ð−φ2=2ω2

01Þ, then, an
ensemble average over 78 trajectories is carried out. We
observe that this dephasing in the driving decreases the
amplitude of the quantum coherent signal, which decays
exponentially with Γ�

2 ≈ 0.03Ω [Fig. 4(d)].
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Reversible versus irreversible dynamics. There are
three general dynamical regimes in LZ theory which can
be described by the parameter ζ ≡ |Vmn|2/~|Ėm − Ėn|.
The trivial ones are the adiabatic quasi-static regime
(ζ � 1, or ν � νres) and the sudden nonadiabatic
regime (ζ � 1, or ν � νres). The interesting regime
(ν ≈ νres), studied by Stueckelberg, maximizes the co-
herent coupling during the avoided crossing. In the reso-
nant regime the nonadiabatic effects build up for each LZ
passage, so that after a complete expansion/compression
cycle we have the system far from its original state. A
detailed study reveals, however, that there are, in fact,
various transition times in LZ theory1.

FIG. 1. Autocorrelation function A(t) = |〈Ψ(0)|Ψ(t)〉| plot-
ted as a function of the number of expansion/compression
cycles. The solid lines describe dynamics initiated at the fun-
damental LZ avoided crossing (EL1 ↔ ER1 ). Three regimes are
considered: the adiabatic quasi-static ω � ωres

1 (triangle up),
nonadiabatic sudden limit ω � ωres

1 (triangle down) and res-
onant ω = ωres

1 (circle). The dashed line describes dynamics
initiated at the second LZ avoided avoided crossing, driven
by a work strokes carried out at ω = ωres

2 .

In addition to the diabatic (QW state) populations
shown in Figure 2 of the paper, the autocorrelation func-
tion A(t) = |〈Ψ(0)|Ψ(t)〉| (shown herein, details in Fig-
ure 1) enlightens the nature of the irreversible effect ob-
served during the expansion/compression cycle. For a
quantum adiabatic process (ω � ωres, triangle up) the
dynamics approximately reversible. The same holds for
the sudden nonadiabatic process (ω � ωres1 , triangle
down); the recurrences are bigger but should decrease
asymptotically. The irreversible effect is observed at fre-
quency ωresn ≡ min{

∣∣ERn − ELn ∣∣}/~ (circle) that gives rise
to interband transitions and, thus, dephasing. This ef-
fect is amplified for a dynamics initiated at the second LZ
avoided crossing (dashed-line), because it has more states

nearby and it is closer to the continuum. The effect may
be associated with internal entropy production caused
by the nonadiabatic transitions, via Shannon entropy
SS = −k

∑
n Pn lnPn. It is important to point out, how-

ever, that the von Neumann entropy SvN = −kTr(ρ ln ρ)
remains constant during for unitary processes.
Density Matrix. We consider the time evolution of the

density matrix during a unitary transformation. Assume
that the quantum system was initially thermalized with
a thermal reservoir at temperature T . The first measure-
ment of H(λ0) is performed, with results Ek(λ0). There-
fore the system is described by the density matrix

ρ̂(0) =
∑
k

e−βEk(λ0)

Z(λ0)
|φk(λ0)〉〈φk(λ0)| (1)

=
∑
k

pk(λ0)|φk(λ0)〉〈φk(λ0)| , (2)

where β = 1/kBT , Z(λ0) is the partition function and
pk(λ0) ≡ e−βEk(λ0)/Z(λ0) are the Gibbs ensemble prob-
abilities of the unperturbed system. The system is then
isolated from the heat reservoir and undergoes work
strokes described by the unitary transformation U(t, 0).
Therefore,

ρ̂(t) =
∑
k

pk(λ0)U(t, 0)|φk(λ0)〉〈φk(λ0)|U†(t, 0) (3)

=
∑
k

pk(λ0)|Ψk(t)〉〈Ψk(t)| , (4)

where |Ψ(t)〉 = U(t, 0)|ψk〉 =
∑
n C

k
n(t)|φn〉 has un-

dergone a quantum nonadiabatic time evolution. In
the representation of the adiabatic eigenstates, we have
ρkn,m(t) = Ckn(t)[Ckm(t)]∗. Thus, to study the quantum
properties we focus on the matrix ρ̂k(t) before taking the
ensemble average.

Work Fluctuations. In the following we present
nonequilibrium work fluctuation distributions, P (W),
calculated for various initial temperatures. Assume that
the system is described at t = 0 by the thermalized den-
sity matrix given by Eq. (2). Then, during the work
stroke the quantum system is isolated from the thermal
bath (or put into a weak coupling condition), so that the
unitary transformation U holds approximately. There-
fore we can use2,3

P (W) =
∑
n,m

δ
(
W − [Eτm − E0n]

)
|〈φm(λτ )|U(τ, 0)φn(0)〉|2 pn(λ0)

(5)
to calculate the work fluctuation distribution. Notice,
however, that H(λτ ) = H(λ0) for the cyclic expan-
sion/compression stroke and, thereby, the adiabatic basis



2

set is the same at λ0 and λτ . Thus Eq. (5) simplifies to

P (W) =
1

Z(λ0)

∑
n,m

δ (W − [Em − En]) |Cnm(τ)|2e−βEn(λ0) .

(6)

  

FIG. 2. Work fluctuation distributions P (W) as a function
of the energy W, obtained with Eq. (6) for various temper-
atures, after 20 expansion/compression cycles carried out at
the frequency ω = ωres

1 .

Figure 2 shows various graphs of nonequilibrium work
distribution function P (W), calculated for 20 expan-
sion/compression cycles. Prior to the work strokes the
quantum system was thermalized at different tempera-

tures, given by hνres/kBT = 0.8, 0.4, 0.3, 0.2, 0.1 and
0.05, where hνres stands for the resonance energy of
the lowest doublet. All of the work distributions sat-
isfy the Jarzynski-Bochkov-Kuzovlev equality 〈e−βW〉 =∫
P (W) exp (−βW)dW = 1. Notice that our definition

of work, dH(λt)/dt = Fdλ/dt, corresponds to the frame-
work used by Bochkov and Kuzovlev4 in their original
paper, which was later denoted as exclusive work by
Jarzynski5,6. At the lower temperatures (hνres/kBT =
0.8, 0.4 and 0.3) the work distribution P (W) is positively
skewed because the quantum system is mostly receiving
energy from the work repository. As the temperature in-
creases (hνres/kBT = 0.2, 0.1 and 0.05) and higher dou-
blets become thermally occupied the work distribution
becomes more symmetric. The measurement of nonequi-
librium work fluctuations in actual SC quantum devices
has so far not been accomplished due to technical dif-
ficulties. However there are theoretical simulations that
take the specific characteristics of SC qubits into account,
for instance, for a charge qubit7, and the simulation re-
sults match the results obtained herein for the conceptual
quantum-piston model.
Coherence and commutation relations. If a working

medium is not completely controllable by the external
field, thus [H(t+ δt),H(t)] 6= 0 and quantum coherences
arise8–10. In fact, for the sake of the argument, if we as-
sume otherwise that [H(t+ δt),H(t)] = 0, then the time
propagator becomes U(t, 0)→ UAD(t, 0) and the dynam-
ics is just adiabatic. Furthermore, in regard to the work
fluctuations P (W) given by Eq. (23) in the paper, the
adiabatic assumption yields |〈φm(λτ )|UAD(τ, 0)φn(0)〉| =
δm,n and, therefore, P (W) = δ(W). In this case the work
exchange is zero, as expected for a continuous engine that
operates without coherence.
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