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RESUMO

O Modelo de misturas gaussianas (Gaussian Mizture Models - GMM)
é baseado em uma funcao de densidade de probabilidade paramétrica
representada por uma soma de componentes de distribui¢des gaussia-
nas. Tais modelos sao comumente utilizados no contexto de Machine
Learning para representar um conjunto de dados por meio dessas dis-
tribui¢bes e aplicar previsdes a partir dessa nova representacao. No
presente trabalho é desenvolvido um estudo sobre a construcao mate-
matica do GMM. Inicialmente, apresenta-se a fundamentacao tedrica
com ferramentas matematicas que embasam o desenvolvimento do
GMM, a definicao formal e a prova dos principais teoremas envol-
vendo a atualizagdo dos parametros do modelo.

Palavras-chave: Modelos de Misturas Gaussianas. Distribui¢oes Nor-
mais. Machine Learning.
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1 CONCEITOS DE PROBABILIDADE

A teoria da probabilidade visa construir uma estrutura ma-
tematica que modele e descreva resultados aleatérios de eventos ou
experimentos [9]. Diferentes abordagens podem ser vistas ao desen-
volver essa teoria, uma abordagem muito comum € a frequentista que
considera que a chance, ou a probabilidade, de um evento ocorrer é o
limite de sua frequéncia relativa dado muitas tentativas de um expe-
n(E)’ onde P(E) é a probabilidade

hde el
do evento E ocorrer, n(E) é o nimero de vezes que F ocorre e N é o

rimento, ou seja, P(E) = lim

numero total de experimentos feitos.

Uma outra construgdo possivel, e a que seguiremos neste es-
tudo, é a abordagem axiomdtica de Kolmogorov [11] que considera
como verdade um conjunto de afirmacdes inicial sobre probabilidade
para desenvolver a teoria. A seguir sao apresentadas alguns conceitos

precedentes a definicao desses axiomas.

1.1 ESPACO DE PROBABILIDADE

Definicdo 1.1 (Espago amostral Q). O espago amostral é o conjunto
de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério e nor-
malmente € denotado por €. Por "resultado possivel'entende-se um

resultado elementar e indivisivel do experimento.

Suponha o seguinte experimento: lancar um dado equilibrado
de 6 faces e observar o numero da face superior. Neste caso, o es-
paco amostral é Q = {1,2,3,4,5,6} pois esses sdo os nicos possiveis
resultados do experimento.

Nem sempre é simples definir o espago amostral. Veja no caso
de escolher uma pessoa ao acaso e medir sua altura, o espago amostral

poderia ser o intervalo (0,4)? Ou talvez (0,00)? Por mais que no
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segundo caso o conjunto possua valores impossiveis como mil ou um
milhdo, ainda poderia ser um candidato para 2. Dentro da teoria, o
importante é que €2 contenha todos os resultados possiveis. Por esta

razao, vamos supor:

e todo resultado possivel corresponde um, e somente um, ponto
w € Q,

o resultados distintos correspondem a pontos distintos em §2, isto

é, w nao pode representar mais de um resultado.

Veja também que ao realizar um experimento, é possivel ob-
servar certos resultados desses experimentos que podem ocorrer ou
nao. Como, por exemplo, no experimento lancar um dado e observar
o resultado da face superior, resultados possiveis sao:

A

B = "observar um nimero maior que 4".

"observar um nimero par',

Observe que cada um destes resultados podem ser relacionados a
subconjuntos de €2, como A = {2,4,6} ou B = {4, 5, 6}, tais conjuntos

sdo chamados de eventos. Formalmente, define-se evento por:

Definigao 1.2 (Evento). Seja Q o espago amostral do experimento.
Definiremos portanto que todo subconjunto A C € serd chamado

evento.

Definigao 1.3. Seja ©Q o espago amostral e A um evento associado
a um experimento, isto €, um evento que sequramente ird ocorrer ou
nao sempre que for acontecer o experimento. Suponha w um resultado

do experimento, define-se:

e se A ocorre diz-se que w € favordvel a A.

e se A nao ocorre, diz-se que w nao € favordvel a A.
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Exemplo: Suponha o experimento escolher, ao acaso, um ponto

do disco de raio 1 centrado na origem. Nesse caso,
Q={(z,y) ER?:2? +y? < 1}.

Alguns eventos para esse experimento sdo:
A = "distancia entre o ponto escolhido e a origem é < %“,
B = "a primeira coordenada do ponto escolhido é maior que
a segunda'.

Assim, se w = (z,y) for o resultado do experimento, temos

A= {(amy) €EQ:vVr2+y? < ;},

B={(z,y) € Q: x>y}

Definigao 1.4. Seja Q um conjunto ndo vazio. Uma classe A de sub-
conjuntos de  é dita uma o-dlgebra de subconjuntos de ) se satisfizer

as sequintes propriedades:
Al Qe A,

A2. Se A€ A, entio A° € A,
oo
A3. Se A, € Aparan=1,2,..., entio |J A, € A.
n=1
Proposicao 1.1. Seja A uma o-dlgebra de subconjuntos de 2. Entao

valem as sequintes propriedades:

e DA,
n n
o Vn,VAy,...,A, € A, temos |J A; € Ae [ A €A
i=1 i=1
Esta proposicdo garante que uma algebra é fechada para um

numero finito de aplicagoes das operagoes U, N e ©.
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Proposicao 1.2. Seja A uma o-dlgebra de subconjuntos de 2. Se
oo
A, As,--- € A entao ﬂ A, €A
n=1
De tal proposicao, pode-se dizer que uma o-algebra é fechada

para uma quantidade enumeravel de aplicagbes das operagoes U, N e

(&

Definigao 1.5 (Borelianos). Seja Q um espago métrico qualquer. A
menor familia B que contém todos os conjuntos abertos e é fechada
com relacdo aos complementares e unioes de subfamilias enumerdveis,

se chama a familia de subconjuntos borelianos de ).

Para a reta R a g-algebra de Borel é a menor o-algebra contendo
todos os intervalos. Um boreliano é um conjunto que pode ser obtido
de uma quantidade enumerdvel de intervalos aplicando-se as operacoes

U, N e ¢ uma quantidade enumeravel de vezes.

Defini¢ao 1.6. Como mencionado no inicio do capitulo, o presente
estudo sequird a construcao azriomdtica de Kolmogorov, logo abrimos
mao de nos preocupar se uma probabilidade de fato existe e como
defini-la para cada experimento. Admitiremos que tais probabilidades
existem em uma certa o-dlgebra A de eventos, chamados eventos ad-
missiveis e que cada A € A estd associado a um nimero real P(A),
chamado probabilidade de A, de modo que os sequintes axiomas sejam

satisfeitos:
Axioma 1.1. P(A) > 0.
Axioma 1.2. P(Q2) = 1.

Axioma 1.3 (c-aditividade). Se Aj, Aa,--- € A sdo mutuamente

exclusivos, entdo
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P( U An> =Y P(Ay). (1)

Definig¢ao 1.7. Uma fungio P definida numa o-dlgebra A e satisfa-
zendo os axiomas 1.1, 1.2 e 1.8 chama-se uma medida de probabilidade

em A ou simplesmente uma probabilidade de A.

Propriedades de probabilidade: Seja P uma probabilidade de
uma o-algebra A. Suponha A € A, entdo as seguintes propriedades

sdo consequéncia dos axiomas:
Pl. P(A°)=1—- P(A).
P2. 0 < P(A) <1.

P3. A1 C A2 = P(Al) < P(AQ)

P5. P<GA1) < iP(Ai).

P6. (Continuidade de probabilidade) Se A, 1T A, entdo P(A4,) 1
P(A). Se A, | A, entdo P(A,,) | P(A).

Definicao 1.8 (Evento aleatério). Um evento A ao qual atribuimos

uma probabilidade serd chamado evento aleatorio.

Definicdo 1.9. Um espago de probabilidade é um trio (2, A, P), onde
Q é um conjunto nao vazio, A é uma o-dlgebra de subconjuntos de )

e P € uma probabilidade em A.

Temos desenvolvido portanto o conceito de modelo probabi-
listico que é constituido por um conjunto nao vazio de resultados
possiveis dito espago amostral, uma o-algebra A de eventos admissi-
veis e uma probabilidade P definida em A. E também, o conceito de
espago de probabilidade sendo a tripla (€, .4, P) definida em (1.9).
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Veja que todo modelo probabilistico é um espaco de probabili-
dade e reciprocamente, o espaco de probabilidade (2,4, P) pode ser
considerado um modelo para o experimento "selecionar um ponto de
Q conforme a probabilidade P". A partir desse momento, apesar de
mantermos a linguagem de experimentos e eventos, tudo sera estudado

em espagos de probabilidade.

1.2 PROBABILIDADE CONDICIONAL

Definic¢ao 1.10. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Se A, B €
A e P(B) > 0, a probabilidade condicional de A dado B ¢ definida

por

P(ANB)

PA]B) = =55

(2)

Observe que diretamente dessa defini¢io segue que P(ANB) =
P(B)P(A | B), por indugdo é possivel provar que essa igualdade se
generaliza para casos com mais de 2 conjunto, sendo assim, temos o

seguinte teorema:
Teorema 1.1. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Entdo
e PIANB)=P(A)P(B|A)=P(B)P(A| B),VA,B € A.

e P(ALNAsN---NA,) = P(A1)P(As | A)P(As | Ay As)...
P(An|A1ﬁ~-~ﬂAn_1),VA1,...,AnEA,Vn:Z,?),....

Definicao 1.11. Sejam A1, As, ... eventos aleatdrios tais que A; #
Aj, para i # j e|JA;, = Q, neste caso dizemos que os A; formam

uma particio do espaco amostral €).

Teorema 1.2 (Teorema da probabilidade total). Se a sequéncia, finita

ou enumerdvel, de eventos aleatorios Ay, As, ... formar uma particio
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de Q, entao

ZP P(B| A;),VB € A. (3)

Por meio desse teorema, é possivel calcular a probabilidade de

A; dada a ocorréncia de B:

P(ANB)
P(B)

4)
P(4:1B) = z P PBA) Y

Esta é chamada da formula de Bayes. Ela é util quando se sabe as
probabilidades dos A; e a probabilidade condicional de B dado A;,
mas nao a probabilidade de B diretamente. Este é um caso muito
comum em machine learning, portanto essa é uma férmula de grande
importancia nesse contexto.

Em machine learning normalmente se esta interessado em fazer
inferéncias sobre varidveis aleatdrias ndo observadas a partir de outras
varidveis ja observadas. Assumindo algum conhecimento p(z) sobre
uma varidvel aleatéria x ndo observada e uma relagdo p(y | =) entre
z e uma segunda varidavel y que conseguimos observar. Observando ¥,

é possivel utilizar o teorema de Bayes para inferir conclusoes sobre z,

ply | ©)p(x)
p(y)
onde p(x | y) é dito posteriori, p(z) é priori, p(y) evidéncia e p(y | x)

assim

p(z|y) =

)

é chamada de verossimilhanca.

1.3 INDEPENDENCIA

Definicdo 1.12. Seja (2,4, P) um espago de probabilidade. Os even-

tos aleatorios A e B sdo independentes se

P(AN B) = P(A)P(B).
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Proposicao 1.3. A ¢ independente de si mesmo se, e somente se,
P(A) =0 ou P(A) =1.

Proposicao 1.4. Se A e B sdo independentes, entdo A e B¢, A° e

B, A¢ e B¢ também sdo independentes.

Definicdo 1.13. 1. Os eventos Ai,...,Ap(n > 2) sdo chamados

independentes se
PA,NA,N---NA,; )= P(A4;)P(4;,)...P(4,,),

VlgilSiQSimSN,VmZQ,S,...,TL.

()

2. Os eventos A1, As, As, ... sdo independentes se Vn > 2, Ay,
Ay, ..., A, sao independentes.

3. Seja I um conjunto de indices tal que #1 > 2. Os eventos A;,
onde i € I, sdo independentes se A;,, A

ins - - -5 Ai,, sdo independentes

para toda combinagdo iy,1is,...,i, de elementos de I, Vm = 2,3, ...

1.4 VARIAVEIS ALEATORIAS

Definicao 1.14. Uma varidvel aleatéoria X em um espaco de pro-
babilidade (Q, A, P) € uma fungio real definida no espago Q) tal que
[X < z] € evento aleatdrio para todo x € R, ou seja, X : @ - R é
varidvel aleatoria se [X < z] € A,Vz € R. Onde define-se [X < z] =
{we: X(w) <z}

Exemplos: Escolher um ponto ao acaso em [0, 1]. Seja X o quadrado

do valor obtido, entao
0 =0,1]

X(w) = w?

Quando o resultado é um ponto no plano, pode-se considerar como o

valor de um par de varidveis aleatérias, por exemplo: escolher um ponto
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a0 acaso no circulo unitario, neste caso sendo X e Y as coordenadas

do resultado. Entédo
Q= {(z,y): a® +y* <1}

e, com w = (z,y), temos X(w) = z,Y(w) =y e (X(w),Y(w)) =

(z,y) = w. X e Y sdo ditas fungoes coordenadas.

Defini¢ao 1.15. A funcdo de distribuicdo da varidvel aleatoria X,

representada por Fx ou simplesmente por F, é definida por
Fx(z)=P(X <z),z € R. (6)

Exemplo: Uma varidvel aleatoria que segue uma distribuicdo gaussi-
ana é denotada por X ~ AN (u,o?) possui funcio de distribuicio dada

por:

¥ 1 _1(z—n
Pxw) = [ e ™)

onde X : Q=R

Proposicao 1.5. Seja X uma varidvel aleatoria, a fungdo de distri-

buicdo F da varidvel aleatoria X tem as sequintes propriedades:
o ©<y= F(z) < F(y), ou seja, F' é nao decrescente.

e lim F(x,)=F(x), ou seja, F € continua a direita.

T, —zct
e lim F(x,)=0e lim F(z,) =1
Ty —>—00 Tp—>+00

Proposicao 1.6. Toda funcio F que satisfaz as trés propriedades
anteriores € uma funcgdo de distribucdo de alguma varidvel aleatoria.
Assim, toda F que satisfizer essa propriedade serd chamada de fungdo

de distribuicao.
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1.5 TIPOS DE VARIAVEIS ALEATORIAS

Definigao 1.16. A varidvel aleatdria X é discreta se toma um nimero
finito ou enumerdvel de valores, ou seja, se existe um conjunto finito
ou enumerdvel {x1,x2,...} CR tal que X(w) € {z1,22,...},Vw €
A fungio p(x;) = P(X = x;),i = 1,2,..., é chamada fungio de
probabilidade.

Definicao 1.17. A varidvel aleatoria X € absolutamente continua se

existe uma fungao f(x) > 0 tal que
Fx(x) = / ft)dt,Vz e R (8)

Neste caso, dizemos que f é a funcao de densidade de proba-
bilidade de X ou simplesmente densidade de X . Observa-se que pela
proposicao 1.5. para qualquer funcdo de densidade tem-se que

+oo
/ f(x)dz = 1.
— 00

O escopo do estudo sobre Modelos de Mistura Gaussiana utiliza

apenas conceitos relacionados a variaveis continuas, por esta razao

focaremos em tais varidveis no restante da segao.

1.6 DISTRIBUICAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

Proposicao 1.7. Se X ¢é varidvel aleatoria em (Q, A, P), entdo o
evento

[XeB]={we: X(w) € B}
é um evento aleatério para todo boreliano B, isto é

[X € B] € A,VB € B = o-dlgebra de Borel.

Em outras palavras, o evento [X € B] é aleatdrio e P(X € B) estd
definida se existe x tal que B = (—o0, x|, jd que por definicio [X <
z] € A para todo x € R
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Definicao 1.18. A probabilidade P,, definida na o-dlgebra de borel
por P,(B) = P(X € B), é chamada distribuicio de X.

Para o caso continuo, podemos descrever a distribuicdo por

meio da funcdo de densidade:

Proposicao 1.8. Se X € absolutamente continua com densidade f(x),

entao
Px(B) = / f(z)dz,VYB € B
B

Exemplo: A varidvel aleatoria X possui distribui¢do normal padrao,
denotada por X ~ N(0,1), se X tem densidade

1
r)=——e 2 ,x €R. 9
fla) = = 0
Logo
R
Px(B) :/B meT, para B € R. (10)

1.7 VETORES ALEATORIOS

Definigao 1.19. FE dito um vetor aleatorio, ou varidvel aleatoria n-
dimensional, um vetor X = (X1,...,X,) cujo os componentes sao
varidveis aleatorias todas definidas no mesmo espaco de probabilidade

(Q,A,P).

Definicao 1.20. A funcdo de distribuicio F' = Fx = Fx, . x, de

n

um vetor aleatério X = (X1,...,X,) € assim definida:
F(z)=F(x1,...,2n) = P(X1 < 21,..., X, < )

para todo (x1,...,r,) € R% Onde

[Xl le,...,Xn <$n} = ﬂ[X,L él‘l]
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1.8 ESPERANCA MATEMATICA E MATRIZ DE COVARIANCIA

Definicao 1.21. Seja X uma varidvel aleatoria e F sua funcao de

distribuicao. A esperanca de X € definida por
E[X] :/:vf(sc)das (11)
R

quando a integral estd bem definida. Sendo f(x) é a densidade de X.

Caso E[X] seja finita, dizemos que X € integrdvel.

Definigao 1.22. Sejam X e Y wvetores aleatorios integraveis. Entdo

a covariancia entre X eY € definida por
Couv(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])], (12)

se esta esperanca existe. Se Cov(X,Y) = 0 dizemos que X €Y sdo

ndao-correlacionadas.

Definigao 1.23. Seja X = (Xq,...,X,,) vetor aleatério. Definimos

a matriz de covaridncia como

CO’U(Xl,Xl) COU(Xl,XQ) CO’U(Xl,Xn)

OOU(XQ,Xl) CO’U(XQ,XQ) CO'U(XQ’X»”)
Cov(X) = . . .

Cov(X,, X1) Cov(Xp,X2) -+ Cov(Xp,Xyp)

(13)

Na maioria dos casos pode ser dificil, ou até mesmo impossivel,
calcular o valor esperado e, por consequéncia, a matriz de covariancia
de um vetor aleatério. Isto porque calcular esses valores dependem de
saber como é a medida de probabilidade no espago em questao, e isto,
na pratica, é extremamente dificil e invidvel na grande parte dos casos.
Contudo, podemos aproximar esses valores pela média e covaridncia

empirica.
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Definicdo 1.24. Sejam z',...,z" amostras de um vetor aleatério
X = (X1,Xs,...,Xn), ou seja, para cada i = 1,2,...,N, tem- se
zt = (x%,2%,...,2%,). Define-se o vetor médio empirico pela média

aritmética das amostras que € definida por

1 N
T=— 14
T N;x (14)

Definicao 1.25. A matriz de covaridncia empirica é uma matriz
M x M definida por

R
¥ = ﬁ;(:ﬁ — )T (2" — ). (15)
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2 CONCEITOS DE MACHINE LEARNING

Essa se¢ao é dedicada a ilustrar como os conceitos mateméaticos
e estatisticos apresentados até aqui sao utilizados para a construcao
de modelos de machine learning.

Vamos comegar definindo, o que é machine learning? Segundo
Arthur Samuel machine learning é o campo de estudo que da aos
computadores a habilidade de aprender sem serem explicitamente pro-
gramados [16].

Uma outra defini¢do possivel, segundo Tom Mitchell, diz que um
programa de computador aprende pelo experimento E com respeito a
alguma tarefa T e uma medida de performance P, se a sua performance
em T, sendo medida por P, melhora com a experiéncia E [13].

Vamos ilustrar com um exemplo. Suponha que se queira cons-
truir um programa capaz de decidir se uma imagem contém uma

arvore.

Idealmente este deveria se comportar como nds aprendemos:
através de estrutura(s) pré-estabelecida(s) (no nosso caso, cérebro),

apds um perfodo de aprendizado (que pode ser entendido como um



Capitulo 2. Conceitos de Machine Learning 23

"ajuste'ou "adaptagdo'da(s) estrutura(s) aos dados) é possivel com-
preender o conceito, no sentido de que é possivel aplicar o modelo
construido para novas situagoes, com uma boa taxa de sucesso. Da
mesma forma que nés vimos um nimero finito de &rvores e somos
capazes de identificar qualquer arvore, mesmo sem ter visto todas as
que existem, um bom modelo de machine learning sera aquele capaz
de generalizar o seu conjunto de dados usado para a sua constru-
¢ao, isto é, tera bom poder preditivo em dados semelhantes porém
desconhecidos.

Se apresentarmos essa imagem para uma crianga de 3 anos
e perguntarmos se na imagem existe uma arvore ou nao, teriamos
com certeza uma reposta correta. Agora se a pergunta fosse qual é a
definicdo de uma &rvore, mesmo a alguém de 30 anos, provavelmente
a reposta seria inconclusiva. Isso porque nao aprendemos o que é
uma arvore (e muitos outros conceitos) por estudar a sua definigdo
biolégica do que é uma arvore, mas sim olhando e observando arvores.
Em outras palavras, aprendemos por meio de dados [1].

Para o caso do exemplo ilustrado, um bom modelo seria aquele
que obtivesse uma boa taxa de acerto, isto é, uma boa acuracia. Por
outro lado, em um contexto mais geral o sentido de "boa performance"
vai depender do problema. Por exemplo, um modelo de previsao de
fraude que indica todos os clientes de uma empresa como "fraude",
terd 100% de acerto nas suas previsoes, porém esse tipo de andlise
nao possui valor algum para o problema. Desta forma é indispensével
definir métricas relevantes para o problema para avaliar como o modelo

se comporta em relacdo ao ground truth!', quando disponivel e, na sua

1 Informacdes disponiveis a priori, tidas como verdadeiras ou reais, fruto da

observagao ou medigao direta. No exemplo das arvores, o ground truth poderia
ser uma lista com diversas imagens com ou sem arvores. As imagens com
arvore(s) receberiam um rétulo positivo, enquanto que imagens sem &rvore(s)
teriam um rétulo negativo. A partir desse ground truth seria possivel construir
um modelo preditivo.
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auséncia, o "quao bem o modelo representa os dados".

2.1 DADOS E MODELOS

Nessa se¢ao, iremos descrever dois conceitos essenciais para o
aprendizado em Machine Learning que sao os dados e os modelos.
Tlustraremos esses conceitos com o seguinte exemplo, suponha que um
banco receba milhares de pedido de andlise de crédito todos os dias e
que tal banco deseja automatizar esse processo de andlise e aprovagao.
Em geral, alguém que ja trabalhe nessa area e conheca os padroes
de pessoas que pedem analise de crédito, saberia dizer se é uma boa
ideia ou ndo aprovar determinadas pessoas baseado nas informagoes
coletadas no cadastro do cliente e possivelmente de uma conversa
com ele. Porém, dificilmente essa pessoa conseguiria descrever e criar
uma féormula que possa apontar claramente se o crédito deveria ser
aprovado ou nao.

Entretanto, esse banco ja aprovou e negou diversas anélises an-
teriores e possui muitos dados. Portanto, isso torna possivel aprender
por esses dados uma boa férmula para aprovacao de crédito.

Em geral, dados sdao tabulares, isto é, estruturados em linhas
e colunas, em que cada linha pode ser vista como uma instancia ou
uma amostra de algum experimento e as colunas representam caracte-
risticas dessas instdncias. Porém, existem situacoes mais desafiadoras
em que temos um grande volume de dados sem essa estrutura tabular,
também chamados de dados nao estruturados. Alguns exemplos dessa
situacao seriam textos, videos e imagens de redes sociais ou sinais
gerados por dispositivos da "Internet das Coisas"(IoT) [17].

Portanto, um grande desafio é encontrar uma representacao
apropriada para os diversos tipos de dados. Em problemas mais dificeis,
encontrar uma boa representacao exige um vasto conhecimento da area

de estudo. Contudo, em geral, o objetivo final serd representar cada
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amostra dos dados como um vetor de ntimeros reais D-dimensional
X, = (xL,x2,...,xD). Cada uma dessas amostras, ou vetores, serdo
uma linha na estrutura tabular e cada entrada dos vetores refere-se a
uma caracteristica especifica das amostras.

Voltando ao exemplo de aprovacao de crédito, cada amostra
representa o proprio cliente e cada coluna armazena uma informagéao
desse cliente referente a anélise de crédito, como saldrio anual, tempo
na residéncia em que mora, empréstimos pendentes, etc. O banco,
nesse caso, também mantém registros para saber se cada aprovagao
de crédito foi uma boa ou ma ideia , tendo assim um par de (carac-
teristicas do cliente com crédito aprovado, aprovacao foi positiva ou
negativa para a empresa) que permite tracar perfis de clientes bons e
ruins para a aprovagao.

Veja que, o conjunto de dados podera ser representado por uma
matriz X, de ordem N XD, sendo N o nimero de amostras e D o
numero de caracteristicas. Tal abordagem proporciona que boa parte
do ferramental e dos conceitos de algebra linear possam ser aplicados,
sendo possivel, por exemplo, definir o produto interno entre dois da-
dos (vetores) e assim, conseguir calcular a distdncia entre dois pontos
de dados. Permite também que tais vetores sejam manipulados para
encontrar as melhores representagoes dos dados, como por exemplo
encontrando a representacdo SVD da matriz X, que inicialmente re-
presenta os dados, para encontrar matrizes de proje¢des para espagos
menores, de forma que os dados podem ser representado em dimensoes
menores.

Uma vez encontrada a melhor representacao vetorial dos dados,
parte-se para a constru¢do de um preditor. Um preditor é uma fungao
que fard uma inferéncia a respeito dos dados, ou seja, uma funcgao que
ao receber uma amostra produz um resultado baseado nas informagoes

dessa amostra. Um caso particular sao fungoes lineares
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fx)=0-x+ 6o, (16)

na qual 8 e 6y sao varidveis desconhecidas.

Figura 1 — Fonte: Scikit-learn

Suponha que ao invés de querer saber se o crédito deve ser
aprovado ou nao, o banco quer avaliar o quanto de crédito cada
cliente pode receber e para simplificar nesse exemplo, vamos dizer que
essa varidvel dependa apenas do saldrio anual de cada cliente. Assim,
em 1 pode-se considerar os dados (pontos azuis), como um par (x =
saldrio anual, y = crédito liberado), e com o modelo linear 16 queremos
encontrar a reta que melhor se ajusta aos dados. Ou seja, com os dados
(xn,y = f(z), paran =1,2,..., N, deseja-se encontrar os pardmetros
0 e 6y que minimizem uma funcdo de perda (loss function). No caso
da regressao linear, a funcdo de perda mais comum para encontrar

tais pardmetros é Mean Square Error (MSE) [7] definida por:


https://scikit-learn.org/stable/index.html

Capitulo 2. Conceitos de Machine Learning 27

m
MSE(X,0) 1 Z OT () — ()2 (17)
m —

Assim, tem-se um modelo que para cada "saldrio anual"possivel
na reta real em x, tem-se um valor de crédito "ideal"a ser liberado.
Veja que tal exemplo é apenas ilustrativo e, em um contexto real, a
variavel objetivo dependeria de diversas outras caracteristicas, sendo
necessaria a construcdo do problema em N dimensoes, envolvendo
separagoes em hiperplanos e andlises mais complexas.

Preditores podem ser também modelos probabilisticos, isto é,
modelos descrevendo distribuigoes probabilisticas de fungées possiveis.
Neste contexto, considera-se um conjunto de dados como sendo amos-
tras com ruidos gerados de um experimento com distribuicao implicita
desconhecida. E utilizando técnicas de probabilidade e estatistica é
possivel nao sé6 ter um preditor que apresenta um resultado possivel

das amostras, mas também o grau de confiabilidade desse resultado.

2.2 TIPOS DE ALGORITMOS DE APRENDIZADO

A premissa béasica de aprender com os dados é a utilizagao de
um conjunto de observagoes para descobrir um padrao subjacente no
processo que gerou os dados. Tal premissa é bastante abrangente e
dificil de adaptar a uma tUnica metodologia, e por esse motivo, diversos
paradigmas de aprendizagem surgiram para lidar com as diferentes
situagdes e suposigoes de cada problema [1]. Os algoritmos de machine
learning sao organizados em uma taxonomia baseada no resultado
esperado dos algoritmos [2]. Algumas classificagdes comuns de tipos

de algoritmos sao:

o Aprendizado supervisionado (supervised learning): quando o con-

junto de dados de treino possui exemplos especificos de qual é o
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resultado esperado do algoritmo para determinada entrada, tais
exemplos sdo chamados de rétulos. Assim, o algoritmo gera
um funcdo que mapeia as entradas a cada um dos rétulos. Um

exemplo de aprendizado supervisionado é o exemplo em (16)

« aprendizado por reforco (reinforcement learning): Neste caso,
ha um agente que deve aprender a "se comportar'por interagoes
de tentativa e erro por meio de um ambiente dindmico. o algo-
ritmo gera algum resultado, inicialmente aleatério, e recebe uma
"nota"do quao bom ou ruim foi essa tentativa. Essa avaliagao é

feito por uma politica veja [10].

Uma outra classe importante de algoritmos ¢ os de aprendizado
nao supervisionado (unsupervised learning). Esse aprendizado é de
grande relevancia para machine learning, e, em particular, para esse
trabalho, dado que os modelos de mistura gaussiana sao deste tipo.

Esses algoritmos permitem desenvolver modelos quando nao hé
rotulos disponiveis no conjunto de dados. Na maioria dos casos, rotular
amostras de um conjunto é uma tarefa onerosa e implica gastos invia-
veis de tempo e dinheiro, sendo assim, esse tipo de algoritmo, quando
bem aplicado, tem um grande valor para a resolucdo de problemas
com dados.

Em geral, o aprendizado supervisionado pode ser visto como a
estratégia de encontrar padroes e estruturas dos conjuntos de dados.
Isso ¢é feito buscando similaridades entre os dados e agrupando-os em
classes ou subconjuntos do conjunto de dados total. Por exemplo, se
vocé quer classificar uma pilha de livros em tépicos como comédia,
drama, romance, etc., uma forma é buscar semelhancas entre as pro-
priedades dos livros, como observar o padrao das palavras utilizadas
ao longo dos livros, ja que, em geral, assume-se que livros que se uti-

lizam da mesma linguagem narrativa sao da mesma classe literaria.
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Assim, o algoritmo agrupard livros semelhantes baseado nessas pro-
priedades. Observe que esse tipo de algoritmo nédo dird se um livro é
de romance ou ficgdo, mas apenas que um grupo de livros estdo no
mesmo tépico, e partir disso, analises mais detalhadas desses grupos

podem ser desenvolvidas.

2.3 MAXIMA VEROSSIMILHANCA

A premissa por detras da estimativa da maxima verossimilhanga
é definir uma funcdo dos pardmetros que possibilite encontrar um
modelo que se ajuste bem aos dados. O problema de estimativa se
concentra na fungdo verossimilhanga, ou mais precisamente no seu
logaritmo negativo (log-likelihood negativo) [5].

Considere inicialmente uma distribuicao de probabilidade dis-
creta, através de um modelo paramétrico. O objetivo em questao é
inferir os pardmetros deste modelo, dada uma observacao dos dados.
Em outras palavras, visa-se encontrar a distribuicdo que melhor se
encaixa nos dados informados. Para x = (z1, o, ..., ;) conjunto de
observagoes feitas (isto é, x estd fixo no problema), e 6 a varidvel
que representa o pardmetro (possivelmente vetorial), a verosimilhanga

(Likelihood) para o caso discreto é a seguinte funcdo na varidvel 6:
L,(0)=LOx):=P(X =2,0=0),

no qual P(X,0) é a probabilidade conjunta entre a varidveis aleaté-

"verossimil" é observar

rias X e ©. Nesse caso L. (#) nos diz o quéo
a nossa distribuicdo com pardmetro 6, uma vez que conhecemos os
dados x. Dessa forma, queremos encontrar o  que maximiza a ve-
rossimilhanca, processo também chamado de Maximum Likelihood
Estimation (MLE). No caso discreto, P(X = 2,0 = 0) = p(z, 0), isto
é, L(0|x) é exatamente p(x,#), que é a densidade de massa. Para o

caso continuo podemos entender de forma analoga, trocando a densi-
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dade de massa pela densidade de probabilidade. Assim, fica motivada

a seguinte definicdo:

Definigao 2.1. Seja p(x,0) a densidade de probabilidade conjunta
entre X e 0, seja continua ou discreta, podemos definir a Likelihood

como sendo a fung¢do em 0:
L,(0) := p(x,0).

Dessa forma, o MLE tem por objetivo encontrar o maximo:
0 = mgux p(x,0), sendo a distribuicdo de probabilidade e os dados
observados conhecidos no problema.

Considere um conjunto de amostras (x1,¥1),. .., (XN, yn) in-
dependentes e identicamente distribuidos (i.i.d.). A independéncia
implica que a verossimilhanga de todo o conjunto de dados (Y =
{y1,y2,...,yn} e X = {xX1,X2,...,XN}) se separa no produtério de
cada amostra individual, ou seja,

N

p(Y [ X,0) =[] pWn | Xa,0),

n=1
sendo que as amostras serem identicamente distribuidas significa que
cada termo no produtério é da mesma distribuicao e todos comparti-
lham os mesmos parametros.
Normalmente é mais facil otimizar fungoes que sdo decompostas
em somatorios de fungdes do que em produtérios. Assim, em machine

learning, em geral considerarmos o log-likelihood negativo

N
L(0) =—logp(Y | X,0)=— Z log p(Yn, | Xn, ).
n=1

Desta forma, encontrar o MLE para uma amostra i.i.d é equi-
valente a minimizar o log-likelihood.
Exemplo: Seguiremos com o exemplo da funcio linear ji apre-

sentada em 16. Considere o conjunto de dados X = ((x!,91), (x2,y'),
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.., (x™,y™)). Por simplicidade, vamos considerar o exemplo unidimen-
sional representado pelos pontos roxos em (2), contudo a construgao

segue analoga para R"™.

&

y

x
>
Figura 2 — Fonte: [6]
e que se quer encontrar pardmetros 6 = (g, 61,...,0,) que satisfacam

a equacio y(™ = x(™ . 9 4 ¢. Sendo € o ruido (erro) da modelagem,
ja que as construgoes de machine learning sdo a luz da probabilidade,
logo dizemos que a menos de um erro, o modelo é y(™) = x(™ .9 e o
parametro € estd modelando esse erro.

Assumindo que para esse problema temos p(y | ,0) = N(y |
xT-0,0?), ou seja, que a probabilidade condicional dos rétulos dado as
amostras é uma distribuicdo gaussiana. E tal suposigao é equivalente
a dizer que y™ = x(™ .0 + ¢, onde €, ~ N(0,02). Isto é, é possivel
explicar o erro deste problema por uma distribuicdo normal de média

zero e varidncia o2. Portanto, tendo a densidade de probabilidade
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yNN(y|XT'0502):p(y|Xa0)'

é possivel calcular o log-likelihood negativo e encontrar o pardmetro 6

da seguinte forma:

N N
[:(0) = - Z log p(yn,Xm@) = - Z log N(yn | anQ,U)

n=1 n=1
N
=S oy eap _ (yn —x30)°
— " V2mo? 20?2
N
~ Y log exp<_ (?/—X9> 2109
n=1
|
:ﬁZ(y —x76)? Zlog

27?02

Agora veja que o objetivo é encontrar o 6 que minimize 18, logo

minimizar

| X
=552 Z —x76)? Z log (19)

é equivalente a minimizar

2022 —x10)* = lly - X0 (20)

pois a segunda parcela de (19) nao depende de §. Por fim, temos que
encontrar o 675, que resulta na maxima verossimilhanga, o que é dado

por

Oar = arg min(— n(p(Y | X,0))) = arg minlly — 6] (21)
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2.4 AJUSTE DE MODELOS

Considere um conjunto de dados onde se esta interessado em
ajustar um modelo parametrizado ao dados. "Ajustar'tipicamente
refere-se ao processo de aprender/otimizar os pardmetros do modelo
de forma a minimizar uma fungéo perda (loss function), por exemplo,
log-likelihood negativo ou funcao de mérito.

A parametrizacdo do modelo define uma classe My em que sdo
feitas operagoes para encontrar o melhor conjunto de pardmetros. Por
exemplo, em uma configuracdo de regressao linear, define-se a relagdo
entre as amostras (inputs) x e os rétulos y (outputs) sendo y = ax +b
onde @ := a, b sdo os parametros do modelo. Nesse caso, os pardmetros
0 definem a familia de fungoes afins, isto é, linhas retas com inclinacao
a e deslocadas b unidades da origem.

Assumindo que os dados sao gerados de um modelo M* desco-
nhecido. Para um dado conjunto de amostras, otimiza-se # de modo
que My esteja o mais proximo possivel de M*, onde "mais préximo"é
definido por uma fungéo objetivo que é otimizada. Apds essa otimiza-
¢ao, isto é, quando obtém-se os melhores pardametros possiveis dado a
classe My, identifica-se trés possiveis casos: sobreajuste (overfitting),
subajuste (underfitting) e bem ajustado.

Basicamente, overfitting ocorre quando a classe de modelos pa-
rametrizados é muito abrangente para o modelo que gerou o conjunto
de dados, i.e., a classe My poderia modelar conjuntos de dados muito
mais complexos. O problema de utilizar essas classes muito abran-
gentes e flexiveis em casos simples é porque o modelo utilizard toda
a sua capacidade para diminuir o erro no conjunto de treinamento,
porém se o dado gerado possui muito ruido, o modelo ird compreen-
der esses ruidos como informacoes relevantes e isso causara uma ma
generalizagao do modelo para os dados desconhecidos.

J& para o underfitting é o oposto, ocorre quando a classe My
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nao é rica o suficiente. Por exemplo, se os dados sdo gerados por uma
func¢ao senoidal, mas 6 parametriza apenas linhas retas, mesmo que
os pardmetros sejam otimizados e seja encontrado a melhor linha reta
que modela os dados, ainda nao serd préximo do modelo alvo que
gerou os dados.

O terceiro caso é quando a classe de modelos é suficientemente
abrangente. Entao o modelo se ajusta bem aos dados, de forma que
nao é simples demais para os dados do problema, mas também nao se
ajusta excessivamente ao ponto de considerar os ruidos. Tais modelos
sao ideias para os problemas de machine learning por possuirem boas

propriedades de generalizacao.

2.5 VALIDACAO CRUZADA

Para entender o quao bem um algoritmo estd generalizando
para novos casos, é necessario de fato aplicar o modelo em dados nao
vistos durante o treinamento. Para alguns casos em que se quer veri-
ficar a curva de aprendizado ou apenas uma compreensao inicial da
performance, é possivel testar no conjunto de treino. Porém, concei-
tualmente, testar uma funcdo preditora no mesmo conjunto de dados
em que foi treinada é um erro metodolégico, e nenhuma informacao
sobre o erro de generalizacao deve ser considerada nesses casos.

Separa-se o conjunto de dados em uma parte de treinamento e
uma de teste seguindo a estratégia holdout. Isso para que, ao final do
processo, possa se ter uma avaliagdo nao enviesada do erro de genera-
lizagdo. A estratégia holdout permite que o algoritmo seja testado em
um conjunto "externo", totalmente desconhecido do algoritmo. Isso
pode ser feito utilizando ferramentas mateméticas como a inequacao
de Hoeffding’s [8] , teoria de Vapnik-Chervonenki [18] ou técnicas de
inferéncia estatistica usuais. [12]

Além disso, todo algoritmo de machine learning possui um
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conjunto de parametros que precisam ser predeterminados e nao sao
aprendidos durante a fase de treino, esses sdo os chamados hiperpara-
metros. Uma abordagem possivel para encontrar a melhor combinacao
de hiperparametros é o GridSearch, onde diversas combinagoes de hi-
perametros sao testados e é escolhida a combinacdo que permite o
modelo performar melhor baseado em métricas relevantes para o do-
minio do problema.

Quando avaliando as diferentes combinagoes dos hiperparame-
tros para os estimadores, se testarmos cada combinagao diretamente
no conjunto de teste, hd um risco de overfitting no teste, pois os pa-
rdmetros podem ser ajustar até que o estimador esteja performando
de forma Otima. Assim, conhecimento sobre o conjunto de teste pode
"vazar'para o modelo e as métricas de avaliagdo nao relatardo mais
uma performance de generalizagao.

Para solucionar esse problema, utiliza-se novamente o holdout
e além de separar uma parte do conjunto de dados para teste, é
separada também uma parte para validacdo. Assim, é possivel manter
o conjunto de teste totalmente a parte até a avaliacao final, apenas
para se ter uma boa perspectiva do erro de generalizacao.

Entretanto, um novo problema pode surgir, pois separando o
conjunto de dados em 3 partes, diminui-se drasticamente o nimero
de amostras que se tem no conjunto de treino.

Uma solugao para esse caso é utilizar a técnica de cross-validagao
(veja figura 3). Nessa técnica, o conjunto de teste (test data) continua
sem ser utilizado para a avaliagao final, porém o conjunto de treino é
divido em K folhas (folds e a cada iteragao desse algoritmo é definido
uma separagdo (split) onde uma folha é selecionada como conjunto
de validagdo (folha em azul em 3) e para cada K-ésima folha, segue o

seguinte procedimento:

e O algoritmo é treinado utilizando todas as K — 1 folhas do
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conjunto de treinamento.

¢ O resultado do modelo é avaliado e validado utilizando uma

medida de performance na K-ésima folha que sobrou.

All Data
Training data Test data

Fold1 || Fold2 | Fold3 | Fold4 | Folds |
Spit1 | Fold1 || Fold2 | Fold3 | Fold4  Folds
split2 | Fold 1 || Fold 2 || Fold3 | Fold4 | Folds

> Finding Parameters

Split3 | Fold 1 || Fold 2 | Fold3 | Fold4 @ Folds
Spit4 | Fold1 || Fold2 | Fold3 | Fold4 = Fods
Spiits | Fold1 || Fold2 | Fold3 | Fold4 | Folds |/

Final evaluation { Test data

Figura 3 — Fonte: [15]

No exemplo apresentado, o conjunto é divido em 5 folhas e a

cross-validagao itera até que cada folha gerada tenha servido como

conjunto de validacdo, ou seja, ocorre 5 iteragoes (split 1 até 5) e

por fim, apdés os melhores pardmetros encontrados, o modelo final

com esses pardmetros é avaliado no conjunto de teste (test data) para

entender o quao bem o modelo esta generalizando para dados nao

vistos antes. O valor de performance final reportado por esse método

serd a média dos scores em cada uma das iteragoes.

Esse algoritmo de cross-validacao busca apenas treinar e encon-

trar os melhores pardmetros para do modelo, para uma busca melhor
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por hiperparametros é necessiario uma outra abordagem, como, por

exemplo, o random search [3].

2.6 HARD ASSIGNMENT VS SOFT ASSIGNMENT

Nesta secao apresenta-se o conceito de hard assignment e soft
assignment. Vamos iniciar com uma ilustracado intuitiva desses concei-
tos. Considere um problema de classificar um dado que em uma classe
A ou B. Considerando o Hard Assignment, esse dado pode pertencer
somente a classe A ou somente a classe B. Esse dado é 100% da classe
atribuida a ele. J4 para o soft assignment o dado pode pertencer
"parcialmente"a diferentes classes. Por exemplo o dado em questao
poderia pertencer 70% a classe A e 30% a classe B. Isso é feito atri-
buindo um score/valor de probabilidade desse dado pertencer a cada
conjunto.

Veja o seguinte exemplo:

brrr

Figura 4 — Fonte: O autor.

No exemplo em questdo, cada linha é uma distribuicdo gaussi-
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ana e representa uma classe. Para os pontos em azul, a probabilidade
de pertencer a classe representada pela distribuicdo em azul é maior do
que do que a verde, esses dados seriam considerados, por exemplo, 95%
classe azul e 5% classe verde. J&4 os pontos em verde, analogamente
tem mais probrabilidade de pertencer a classe verde.

Observe agora o ponto vermelho, este estd na interseccao entre
essas distribuigoes, tal ponto seria considerado 50% azul e 50% verde.

No contexto do presente estudo, o modelo de mistura gaussiana

tem a flexibilidade de ser trabalhado com hard ou soft assignment
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3 FORMULACAO MATEMATICA DO MODELO

Nesta se¢ao apresentamos a construcgao tedrica dos Modelos de

Mistura Gaussiana.

Seja X = {x(M) x@ ... x(N)Y um conjunto de dados nao rotu-
lados, onde x(*) = (xgi), xéi), e ,ng)) € R™. Supde-se que esses dados

sao amostras i.i.d de uma distribui¢do desconhecida p(z | 6).
Considere K € N distribuigoes gaussianas N (x | ux, Xx), onde
k =1,...,K. Un modelo de mistura gaussiana é um modelo de

densidade tal que

K
p(X|0) = mN (x| e, S, (22)
k=1
K
0<m <1, > ome=1, (23)
k=1
na qual 0 = {p, Xk, : k=1,--- , K} é a colegdo de pardmetros do

modelo. Mais especificamente, a média p e covaridncia X sdo definidas

como:

= %(Xu) £x® 4 x(), (24)
Var(zy)  Cov(z1,22) -+ Cov(zy,zy)
Cov(za,x1) Var(za) -+ Cov(xa,xy)
DES : : . : - (25)
Cov(zp,x1) Cov(xp,x2) -  Var(x,)

Assim, o0 nosso objetivo é estimar os pardmetros g, L, isto
é, 0, para representar X assumindo que esta variavel aleatéria segue
uma distribuicdo de mistura gaussiana.

Observa-se primeiramente que sob a hipdtese dos dados i.i.d

tem-se que:
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= T pten0) H(Zwmnm,m) (26)

k=1

e aplicando a fungdo log em (26), temos

N
log p(X | 0) = log (H p(@n, 9))
n=1

N
= log p(xn | 0)
n=1

(27)
N K
= log (Z TN (25 | lezk))
n=1 n=1
por fim, toma-se o negativo de 27
L(pk, Xk, e = —log p(X | 0) (28)

Portanto, tem-se a funcdo negative log-likelihood (veja segao
2.3) para as misturas gaussianas. Conforme apresentado nas se¢oes
anteriores, nosso objetivo é encontrar a maxima verossimilhanca do
modelo de mistura, e da construcao de 28 tem-se que maximar a
verossimilhanca é equivalente a minimizar 28, a funcao negative log-
likelihood é também uma funcdo convexa, ou seja, encontrar um ponto
critico da fungao é equivalente a encontrar um ponto de minimo. Assim,
maximizar a verossimilhanca é equivalente a encontrar o ponto onde
a derivada da funcao negative log-likelihood é zero.

Assim, propriedades do calculo garantem que em qualquer
ponto 6timo local de uma fungdo ocorre necessariamente que o seu

gradiente com respeito aos parametros seja zero. No caso desse estudo,
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é possivel descrever as seguintes condi¢oes necessarias quando otimi-

zamos a func¢ao log-likelihood com respeito aos pardmetros g, g, Tg:

N

oL 0 log p(x, | 0)

= OT =N I S L S S, OT’

Opig ; O,

oL M. 9 log p(an | 0)

- -7 I S L B 0 ) ) 2

35 =0 @; Hr. or, (29)
oL Al log p(xn | 0)
o =0 ; — g =0

3.1 RESPONSABILIDADES

Nesta secao sera apresentada uma medida essencial para o de-
senvolvimento do modelo de misturas gaussianas: as responsabilidades.

Define-se:

TN (2 | poe, 2)

K
ZM‘N(% | g5 25)
j=1

, (30)

Tnk =

como sendo a responsabilidade da k-ésima componente de mistura
para o n-ésimo ponto do conjunto de dados.
A responsabilidade 7, da k-ésima componente de mistura para

o ponto x, é proporcional a verossimilhanca
p(Tn | Ths ks k) = TN (20, e, X)) (31)

Portanto, fixado uma amostra z(™, r,;, indica a responsabili-
dade (ou contribuigdo) da k-ésima componente. Em outras palavras,
componentes de mistura possuem mais responsabilidade quanto maior
for a plausibilidade de representar determinada amostra como perten-

cente aquela componente.
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Além disso, note que o vetor
n = [T’I’Lla Tn2, ;TnK]T

é um vetor de probabilidade normalizado, ou seja,

Zrnk =1,
k

com 1, > 0.

O vetor r,, distribui uma massa ou score de probabilidade entre
as K componentes de mistura. A entrada com maior valor indica a
componente mais plausivel para a amostra, representando um hard
assignment. Por outro lado, r,, é o vetor de soft assignment (2.6) para
o dado z,, em relagdo as K componentes.

E importante observar que p(xn | g,k L) é diferente de
p(xy,,0), uma vez que p(z,,0) considera 6 com todos os pardmetros
qualquer que seja o indice k, j& p(z,, | 7k, px, Lr) considera apenas os

k-ésimos parametros.

3.2 TEOREMAS IMPORTANTES

Para encontrar os pardmetros do modelo (22) que melhor des-
crevem os dados, é utilizada uma abordagem iterativa em que os
valores dos parametros uy, 2, 7, sdo atualizados a cada passo.

Os teoremas apresentados a seguir mostram que cada um dos
parametros do modelo depende das responsabilidades (30), o que torna
impossivel uma solucdo de forma fechada para o problema de estimar
a maxima verossimilhanca. Para lidar com este problema, utilizamos
a seguinte abordagem: dadas as responsabilidades iniciais, que podem
ser quaisquer, calcula-se e atualiza-se um pardmetro do modelo por
vez, mantendo os outros fixos. Com esses novos valores dos pardmetros

as responsabilidades serdo computadas novamente e, com essas novas
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responsabilidades, calcula-se os parametros e esse processo continua
até alcangar a convergéncia ou até se chegar a um nimero maximo de

iteracoes.

Teorema 3.1. A atualiza¢io dos parametros pug, k = 1,--- , K, do

modelo de mistura gaussiana € dada por:

N
E Tnk Tn

new n=1
= (32)

§ Tnk
n=1

Demonstragao. De (29) tem-se que o gradiente da fungao log-likelihood
com respeito aos parametros pg, k = 1,2, --- , K requer que a seguinte

derivada parcial seja computada:

8pxn|9 i xn\uj7§])

M (33)
Kk
= 7rk(:vn — ‘LLk)TZIZIN(xn ‘ Kk, Ek),

logo, apenas a k-ésima componente da mistura depende de uy. E da

regra da cadeia tem-se que

Olog p(x, [0) 1 Op(xn|0)
Ouy, plan | 0)  Ouk

Portanto, calculando a derivada parcial de £ (27) com respeito

(34)

a U, tem-se que
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N

575 _ Z dlog p(zn | 0)
Ot = O
N
(34) Z 1 9 p(zn | 0)
1 plan |0) Ok
(33) N 1
= T, — ) TS N (2 | s k) ————
@2 < 1
=D (@ = ) TS TN (| s Th) =g
it > TN (@ | 1y, 25)
(30) al
= Z Tk (T, — uk.)TE,Zl. (35)
n—1
OL(pupe™) new
Agora fazendo —g5k— = 0T e resolvendo (35) para pp®",
obtem-se
N N N
—1 TnkTn
S e = S @ ppew = Znst k)
n=1 n=1 Zn:l T'nk

O

Intuitivamente, Pode-se dizer que a média u; é "puxada'em
direcdo ao ponto de dado x, com intensidade dada por r,. As médias
sdo puxadas com maior intensidade para os pontos de dados em que
as componentes de misturas gaussianas correspondentes tem maior
probabilidade, isto é, uma alta verossimilhanca. A atualizacdo da
média também pode ser vista pelo valor esperado de todos os pontos

de dados com distribuicao dada por

1

T = N[lea-'-7TNk]T (37)

que é um vetor de probabilidade.
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Figura 5 — Imagem a esquerda apresenta componentes de uma mistura
com parametros iniciais, antes das atualizagdes dos para-
metros. Segunda imagem apresenta as distribuigoes dado
uma iteracdo para atualizacdo dos pardmetros. Fonte: O
autor baseado em [5]

Vejamos o seguinte exemplo: Considere 3 componentes de misturas
N(z|-4,1), N(x]0,0.2) e N(z | 8 3) e os dados distribuidos como
na figura 5. Dada uma aplicacdo da atualizagdo das médias ug, temos

as seguintes médias

/1,1274@*2,7
pe 0 —0,4
U3 8= 3,7

observe da figura 5 que ao aplicar a atualizacdo dos pardmetros as
médias das componentes se movem em dire¢do aonde os dados se
concentram, veja como a primeira e terceira componente de mistura
se comportam apds uma iteragao.

A atualizacdo das médias parece bem direta, porém observe
que as responsabilidades 7, sdo fungdes que dependem de 7, 115, X
para todo j =1,2,..., K. Assim, essa atualizacdo depende de todos

os parametros do GMM e uma solucao fechada nao pode ser obtida.
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Teorema 3.2. : As atualizagées dos parametros Xy, sao dados por:

N
1
YR = Fk Z Toke (T — k) (Tr — 1) T, (38)
n=1
N
sendo Ny := Z Trk-
n=1

Demonstracdo. Inicialmente, observa-se que

oL _Zﬁlogpxnw i 1 Op(zn, | 0)

82k 62k IT, | 9 8Zk ’

(39)

derivando a distribuigdo gaussiana p(z,, | #) em relacio a Xy, obtém-se

Ip(zn | 0)
Xk
0

= 55 (wk(zw)—’é’det(zk)—% exp (—;(xn — 1) T8 (o — m)))

0 1 1 _
(g et ) cap (=5 = )75 o = )

rder(s) 7 (Ggrenn (5o~ m) e - w) )|

Utilizando identidades tteis para o célculo de gradientes em (40) (veja

&)

(40)

segdo 5.5 de [5]) e refatorando essa equagéo, temos

op(x, | 0
p(ng') =N (2 | i, L) [

- %(2;1 = S Han — ) (w0 — uk)Tzil)}-
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Agora substituindo (22) e (41) em (39)

oL _ZN: 1 Op(zn | 6)
0%k plen|0) O

n=1
N

_ TN (@ | prs X
= I8
o1 2oj1 mN (25 | g, )

5 = S o ) — )T
| X (42)
= =5 2 ran(B" = B (@ — ) (@0 — )T )
n=1
N
= 72221 Z Tnk + %Z;l(
n=1
N
S vk (n — ) — )T S5
n=1
Fazendo aaTLk = 0, de (29) obtém-se a condigdo necesséria para a
otimizagao
N N
Z,:l Z Tk = E;l (Z Tk (Tr, — o) (T, — ,uk)T> E,;l
n=1 n=1 (43)

N
& IN, = (Z Tk (T, — poe) (T — Mk)T> Z;l.

n=1

Neste ultimo passo foi utilizado que 25:1 rnk = N e I € a matriz

identidade. Por fim, resolvendo (43) para 3y, tem-se

N
1
Nt = Ny Z Tk (Tn — pi) (Tn — pii) 7. (44)
n=1
O

Semelhante a atualizagdo de g em 32, pode-se interpretar a atualiza-

¢do da covarifncia em (38) como um valor esperado ponderado pela im-
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portancia do quadrado do dado centralizado Xy := {1 — pg, ..., zN—

[}

Teorema 3.3. As atualizagées dos parametros 7y sao dadas por

e = Zrnk, k=1,---,K, (45)

nl

na qual N € o nimero de dados no conjunto de dados.

Demonstragio. Da definigdo (23), tem-se nessa situagdo um problema
de otimizagao com restrigoes. Neste caso utiliza-se os multiplicadores
de Lagrange para encontrar a solu¢ao do problema [4]. Portanto, o

lagrangiano se da por

ceo($)

k=1
N K K
= Zlog (Z TN (2, | uk,Ek)> + A (Zwk — 1) ,
n=1 n=1 k=1

na qual £ é a fun¢do negative log-likelihood definida em (28) e o

(46)

segundo termo de (46) é dado pela restrigao ZkN:1 7 = 1. Assim,

calculando a derivada de L com respeito a m, tem-se

+ A

aﬂ'k el

Mz

JN(xn | s 25 )

—

(47)
TN (2p | pg, Bi)

N
Z (@n | 15, 25)

+ A

HMZ i

1
Tk
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N
Considerando N = Z rnk € da definicdo de responsabilidade

n=1
dada em (30), tem-se de (47)
0L Ny,
ALY 4
87r;€ Tk + ( 8)

Observa-se também que de (46) a derivada de L em relagdo a A é

dada por
) PR
5= > me— 1. (49)
k=1

Pela condicao necesséria de otimizagao, as equagoes (48) e (49)

devem ser igualadas a 0, logo

Ne
A )

K

Utilizando essas equacgoes e resolvendo para 7wy, obtém-se que

(50)

T — —

K
»K wkzl@fzﬂzui)fgzuimzfzv. (52)
n=1nE — A A

N N
considerando Z N, = N. Pois por definicao Ny = Z Tnk € de (23),

n=1 n=1

temos da definigdo de (30)

Zr L = Z mN(xn | ok, 2k) _ Zszl TN (2 | pr, Bi) 1
n = K =
k=1 k= 1ZJ 175 N(zy, |vazj) Zj:ﬂer(zn |,Uja2j)

, logo
K K N N K N
D I M N Ve

Portanto, substituindo o valor de A em (50) constata-se que
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O

E possivel identificar os pesos em (45) como a razio da respon-
sabilidade total do k-ésimo componente e o niimero total de dados.
Como N = ), Ni, a quantidade de dados também pode ser inter-
pretada como a responsabilidade total de todas as componentes de
mistura juntas, de tal forma que 7 é a importancia relativa da k-ésima
componente de mistura.

Observagdo: Como N = Zfil Tnk, & atualizagdo em (45) para
os pesos também depende de todos os parametros mj, p;, 25,7 =

1,..., K por causa das responsabilidades r,

3.3 ALGORITMO EXPECTATION MAXIMIZATION

Observa-se que as atualizagoes em (32), (38) e (45) ndo consti-
tuem uma solucao com féormula fechada para a atualizacdo dos para-
metros g, 2k, Tx do modelo de mistura porque as responsabilidade
rnk dependem desses parametros de forma complexa. Entretanto, os
resultados sugerem um esquema simples de iteragoes para encontrar
uma solugdo para o problema de estimar os pardametros através da
méaxima verossimilhanga.

O algoritmo expectation mazimization (EM), proposto por Demps-
ter et al. (1977), é um método iterativo geral para aprender pardmetros
em modelos de mistura.

No caso dos modelos de misturas gaussianas, escolhe-se valores
iniciais aleatérios para pg, Xx, 7 € alterna-se entre os seguintes passos

até alcancar a convergéncia:
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o Passo 1 (Expectation): Calcule os valores de 7y (probabili-
dade posterior do n-ésimo dado pertencente a k-ésima compo-

nente de mistura).

o Passo 2 (Maximization): Utilize as responsabilidades atuali-

zadas do passo anterior para reestimar os parametros g, 2, Tk

cada passo do algoritmo EM aumenta a funcdo log-likelihood
[14]. Para a convergéncia, pode-se observar a log-likelihood ou direta-
mente os pardmetros. Um exemplo mais especifico da implementacao

do algoritmo é apresentada a seguir:
1. Inicie com pyg, X, 7 aleatérios.

2. expectation: Avalie as responsabilidades r,; para cada dado z,,

utilizando os parametros pg, Xx, T atuais:
TN (@0 | pir, 2

K
ZWJN(xn | :uj72j)
=1

Tnk = )

3. Reestime os parametros puy, 2k, T utilizando as responsabilida-

des r,x do passo anterior:

N
Zrnkxn
n=1
e ="y :
> Tk
n=1
1 N
g = N, > rak(Tn = ) (@n — )T,
n=1
1 N
Wk:NZT‘nk, k:].,'”,K.
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentou-se a construgao do Modelo de Mis-
turas Gaussianas, uma ferramenta bastante 1til em Matematica Apli-
cada, em especial, em Machine Learning. Apesar de ndao apresentadas
neste trabalho, as aplicagoes deste modelo sdo vastas e podem ser
exploradas em trabalhos futuros. O GMM torna possivel representar
dados por meio de componentes de distribui¢bes normais e por ser
uma distribuicao de probabilidade, permite retirar amostras dessa
distribuicdo gerando dados sintéticos. Esta é uma abordagem bem
relevante uma vez que se possui um conjunto de dados com poucas
amostras de cada classe. Seguindo essa abordagem é incentivada, por
exemplo, a utilizacgo do GMM para gerar amostras sintéticas do con-
junto de dados de [12] com o objetivo de disponibilizar um nimero de
amostras mais representativas para que algoritmos performem melhor

na classificagdo de micropldsticos no oceano.
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