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Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre o método de maxima
descida (método do gradiente ou método de Cauchy) e variagoes mais
recentes, como o gradiente acelerado de Nesterov e gradiente espectral.
Foi realizada uma revisao dos principais resultados teéricos destes mé-
todos de primeira ordem, com foco na complexidade de iteragdo destes
métodos. Além de estudar a complexidade de pior caso, também foi
investigado o desempenho pratico destes métodos através de experi-
mentos numéricos com fungdes quadraticas com Hessiana simétrica
positiva definida. Por fim, comentamos brevemente sobre a “pior fun-
¢ao do mundo” para a qual a taxa de convergéncia 6tima do método
de Nesterov fica evidenciada.

Palavras-chave: Méxima Descida, Aceleragido de Nesterov, Gradiente
Espectral.






Abstract

This work presents a study on the steepest descent method (also called
gradient method or Cauchy method) and more recent variants, such
as Nesterov’s accelerated gradient and spectral gradient. A review of
the main theoretical results for these methods is presented, focusing
on their iteration complexity. Besides the worst case analysis, the
practical behaviour of such methods was also investigated through
numerical experiments on quadratics with symmetric positive definite
Hessian. Finally, a brief discussion about “the worst function in the
world” is given and some experiments carried out in order to highlight
the optimal convergence rate of Nesterov’s method.

Keywords: Maximum descent, Nesterov’s accelerated gradient, Spec-
tral gradient.
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1 Introducdo

A Otimizagdo é uma area da matemética que trata do estudo de
problemas nos quais se busca minimizar ou maximizar um funcional
f sobre um determinado conjunto. Tais problemas possuem intimeras
aplicacoes em diversas areas do conhecimento, como por exemplo,
Engenharia, Medicina, Economia, Administracio entre outras [13, 14].

Em geral, para tais problemas nao ha uma féormula fechada
para a solugao. Assim, normalmente sdo empregados métodos de oti-
mizacao que buscam gerar uma sequéncia que se aproxime da solugao
do problema.

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre métodos de des-
cida para resolucao de problemas de otimizacao irrestrita: encontrar
z* € R™ tal que f(z*) < f(x) para todo € R™. Mais especificamente,
focaremos em fungoes convexas e com gradiente Lipschitz.

Como mencionado, para resolver este problema, normalmente
sao utilizados métodos iterativos que, a partir de um ponto inicial xg,
geram uma sequéncia {z;} em R™ tal que f(xp+1) < f(zk).

O objetivo deste trabalho é fazer uma revisao dos principais

resultados tedricos para métodos com iteragdo definida por

Tht1 = T + trdy

em que a dire¢do di é um vetor de R", chamado diregao de descida,
e ty > 0 é chamado tamanho de passo: ambos determinados usando
apenas informacao sobre V f(z) em pontos do segmento x,x;_1. Tais
métodos sao conhecidos na literatura como métodos de primeira ordem.
Essa classe de métodos tem re-ganhado a atencao de pesquisadores por
ter uma iteragdo barata do ponto de vista computacional, ao contrario,
por exemplo, do método de Newton o qual, além de necessitar de

informagoes sobre derivadas segundas, ainda demanda a resolugdo de
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um sistema linear a cada iteracao, o que pode ser computacionalmente
caro, sobretudo para problemas com um grande niimero de varidveis.

Daremos énfase aos métodos de Cauchy [14] e variagoes recentes,
como gradiente acelerado de Nesterov [11] e o método de gradiente
espectral [1], e analisaremos tanto a complexidade de pior caso quanto
o desempenho pratico destes métodos.

O texto foi elaborado de modo que qualquer leitor com um
conhecimento basico em Algebra Linear e Célculo possa acompanhar
o desenvolvimento do trabalho.

O trabalho se organiza da seguinte maneira: no Capitulo 2
listamos alguns resultados sobre Andlise no R", Convexidade e Oti-
mizagdo que serdo utilizados praticamente durante todo o texto. O
Capitulo 3 apresenta uma revisao dos Métodos de Cauchy, de Neste-
rov e Gradiente Espectral, seus algoritmos e as taxas de convergéncias
dos dois primeiros. J4 no Capitulo 4 estudaremos mais a fundo a
convergéncia da sequéncia {x;} gerada pelo método do Gradiente
Espectral com base em um trabalho recente da literatura. No Ca-
pitulo 5 serao apresentados experimentos numéricos para avaliar o
desempenho pratico destes métodos em funcoes quadraticas definidas
positivas com diferentes distribuicées de autovalores. Além disso, a
fim de evidenciar a performace de pior caso, também realizamos testes
com a “pior fun¢do do mundo” (segundo Nesterov).

Por fim, o Capitulo 6 traz as consideracoes finais e as diregoes

para trabalhos futuros.
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2 Conceitos Preliminares

Para uma melhor compreensao do contetido subsequente, neste
capitulo iremos revisar alguns resultados e definicdes de Analise no
R™, e nogoes de Convexidade e de Otimizacao Continua que serdo ne-
cessarios ao desenvolvimento deste trabalho. As principais referéncias

utilizadas neste capitulo foram [3], [4], [8] e [14].

2.1 Nogdes de Analise no R™

Nesta secao enunciaremos alguns resultados sobre sequéncias
que serao uteis na andlise da convergéncia dos métodos. Além disso,
revisaremos os conceitos de gradiente e Hessiana de uma funcgio de
varias varidveis e um resultado importante que serd usado posterio-
mente, sobre funcoes com gradiente Lipschitz. A principal referéncia

desta segdo foi [8].
Definicao 2.1.1. Uma sequéncia em R™ é uma fungdo

z: N—-R"
k‘—>xk

Observacao 1. A notagio xp € utilizada com frequéncia ao longo
deste trabalho para denotar o k-ésimo elemento da sequéncia. Também

pode-se escrever (Tg)ren, (Lo, X1y, Thy-..) ou {xg}.

Exemplo 1. x;, = (—1)* define a sequéncia (—1,1,—1,1,—1,1,—1,...)

em R.

Definicdo 2.1.2. A sequéncia {xi} em R™ tem um limite L € R™ se
para qualquer € > 0 existir um numero kg € N, tal que se k for inteiro
de tal modo que k > ko, entdo ||z — L|| < € e escrevemos

lim z, =L
k—o00
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A ok Lo
Exemplo 2. Vamos mostrar que a sequéncia xp = 55 tem limite
1

5.
Dado € > 0. Temos que encontrar kg € N tal que, para todo

k > ko, satifaca |z, — 3| <e.

Note que
| L ki 1 ~1 1
xrTr — —|=|— — —| = = .
Pl T 2k 2| |202k+ 1| 2(2k+1)

Como queremos encontrar um ko tal que k > kg, entao podemos es-

crever

2k +1 > 2kg 4+ 1 > 2k,
assim,

2(2]€ + ].) > 2(2k0) = 4k0,
e portanto

1 - 1
22k +1)  4kg
Disto, temos que se ﬁ < € entao obtemos ko > 41?'

Portanto,

1

li — 1 -
koo T e 2k 1 2

Definigdo 2.1.3. Se a sequéncia {xx} em R™ tiver um limite L,
dizemos que essa sequéncia é convergente, e {xy} converge para L.

Caso contrdrio, essa sequéncia € dita divergente.

Definicao 2.1.4. Uma sequéncia {x} em R™ € limitada, quando o
conjunto formado pelos seus elementos € limitado, ou seja, quando

existe um namero real M > 0 tal que ||xg|| < M, para todo k € N.

Teorema 2.1.1. Se a sequéncia {xr} em R™ for convergente, entio

{z} é limitada.
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Demonstragdo. Seja limy_,o, 2 = L, temos que existe kg € N, tal que

k > ko isso implica que ||z — L|| < 1. Logo,

ekl = (e = L) + LIl < llox = LI+ LI < T+ L], VE = Ko.

Fazendo-se p = max{||z1],..., [|[Tko—1l,1 + || L||}, tem-se ||zk] < w,
VEk e N.
Portanto, (z) é limitada. O

Definicao 2.1.5. Considere f : R™ — R continuamente diferencidvel.

O vetor V f(z) € R™, que denotamos na forma matricial por

Vi(z) =

Ox,,

em que 9 ¢ 4 derivada parcial de f com respeito a x;, avaliada em
ox; )

x € chamado vetor gradiente de f em x.

Definicao 2.1.6. Se f for duas vezes continuamente diferencidvel, a
matriz V2 f(z) € R™*" dada por

2°f o°f 2°f
Ox? Oxixe 7 Orimp
V3 f(x) = : : S
9% f 9*f 9*f
Oxnwy  Ozpzz 77 0x2

é chamada Hessiana de f em x.

Exemplo 3. Seja f : R? — R definida por f(x) = 2% + 22. Temos
que,

21‘1

Vf(x)[2x2] e sz(:z:)[?) g]
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Definigao 2.1.7. Uma fungdo f : R™ — R chama-se Lipschitz quando

existe uma constante L > 0 tal que

[f (@)= f )| < Lllz -yl
para todo x,y € R™.

Exemplo 4. A funcio f(x) = ||z|| € Lipschitz de constante L = 1
em R™.

Sejam x,y € R". Veja que, da desigualdade triangular temos
zf] = flz =y +yll < l[lz =yl + [yl

Assim,
]| = llyll < [l =yl (1)

De modo andlogo,
lyll = lly =z + =l < [z =yl + ||

Dessa forma,

1yl = Nzl < fl= = yll (2)
Juntando as desigualdades (1) e (2), obtemos

Nzl = llylll < llz =yl

Proposicao 2.1.2. Sejam C' C R™ um aberto e f : R* — R uma
funcdo diferencidvel com Vf : R™ — R"™ Lipschitz de constante L > 0,
isto &, |V f(z) = Vf(y) | < L|lx—yll, para todo z,y € C. Entdo

L
fW) <1 @)+ V@) (-2)+ 5y ol 3)
Demonstragdo. Pelo teorema do valor médio

fw-f@) = [} Vi@trty-2)T (y-a)dt

V@) (y—2)+ [ (Y f (@4t y—2) =V f (2)] (y—2)dt
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Assim, tomando normas, obtemos

If W —f@-VF@ T w—-o)l < [TV @tty—2)-V i@ y-)ldt
< ly—all [} Ltlly—o|dt
= Lyl f tat

= Zly—=|?

em que na segunda desigualdade usamos o fato de V f(x) ser Lipschitz
de constante L. O

2.2 Nocdes de convexidade

Veremos agora algumas nogoes sobre conjuntos convexos e fun-
¢Oes convexas que se mostrarao bastante uteis em capitulos posteriores.
As principais referéncias utilizadas nesta segdo foram [2], [9], [13] e
[14].

Definicao 2.2.1. Um conjunto ndo-vazio C C R"™ ¢é dito convexo se

para quaisquer dois pontos x,y € C tivermos
ar+(1—-a)ye C, YVae0,1].

Definicao 2.2.2. Seja C C R™ wm conjunto convero. A fungdo f :

R™ — R € dita convexa em C quando

floz+ (1 -a)y) <af(@)+(1—a)f(y)
para todos x,y € C e o € [0,1].

Geometricamente podemos dizer que o grafico de uma funcao
convexa fica sempre por baixo da reta secante a dois pontos do gréfico,
ao longo do segmento que une tais pontos. A Figura 1 ilustra uma

fungdo convexa.
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Figura 1 — Fungao convexa

Sivd

(1 —a)ffx) +iffv)

fitl—tix+ty)

x (1—t)x+1y ¥

Fonte: Ribeiro e Karas [14].

Exemplo 5. A fungio f(x) = |z| é convexra em R.
De fato, tomamos o € [0,1] e para todo x,y € R, queremos

mostrar que

flaz + (1 -a)y) < af(z)+ (1—a)f(y).
Veja que
flaz 4+ (1= a)y) = [az + (1 - a)yl.
Pela desigualdade triangular, obtemos
oz + (1 = a)y| < |az|+ [(a = 1)y|

= alz[+ (1 - a)ly|

=af(@)+ (1 —-a)f(y).
Portanto, f(x) = |x| é convexa.

Dada uma funcao f diferencidvel, a convexidade admite algu-
mas caracterizacOes alternativas para determinar se f é convexa ou

nao.

Lema 2.2.1. Sejam C C R™ um conjunto convero e f : R™ — R

diferencidvel. A fungdo f € convexa em C se, e somente se,

F) > f@) +y—2) Vf(x), Yo,y e C.
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Demonstragio. (<) Sejam z,z € C e a € [0,1]. Defina y = az +
(1 — @) z. Dessa forma,

F) + (=) V(y) (4)
(Z) Fy) + (=)' Vf(y) ()

Multiplicando « por (4) e (1 — ) por (5) obtemos,

af(z) > af(y)+alz—y)" Vi)
(I—a)f(z) = (1—a)f(y)+ (1 —a)z—y " V()

Somando as duas desigualdades obtidas acima temos,

af(@)+(1—a)f(z) Zaf(W)+a@z—y) " VF(y)+(1-a)f(¥)+1-a)(z—y)" Vf(y)
=f@)(a+(1—a))+a(@—y)"+(1—a)(z2—y) "IV f(y)
=f@W)+(ax+(1—a)z—y) TV f(y)

Como y = az + (1 — @) z temos,

Logo, f é convexa.

(—) Suponha que f seja convexa. Para x,y € C quaisquer e t €
[0,1], definimos d = y — x. Assim, temos z +td € C e f (z +td) =
fA=ta+ty) <A —1)f(x)+tf(y)

Portanto,

fly) — f(z) > lim (z +td) — f(z)

t—0+ t
fy) = f@) > Vi) (y—=)
f) > f@)+ Vi) (y—a)

=Vf(@)'d= Vi) (y - =)

O

Pelo Lema 2.2.1 temos que uma funcdo convexa estd sempre

acima da sua aproximagao linear. A Figura 2 ilustra o teorema
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Figura 2 — Aproximacao linear de f

&

. S+ -2V fiz)
o fix) +(1 - oufy),

Sz +ix—z['V ff:

v

=L x+HI -0y

Fonte: Ribeiro e Karas [14].

2.3 Nocdes de otimizacdo continua

Nesta secao faremos uma revisao das principais nogoes de otimi-
zagdo continua. As principais referéncias utilizadas nesta se¢do foram
[4], 7], [9], [10], [13] e [14]

Vamos considerar o seguinte problema de otimizacao irrestrita:

min  f(x) )

sujeito a x € R",

em que f:R"™ — R é uma funcdo continuamente diferenciavel e com
gradiente Lipschitz, chamada func¢do objetivo.
A solugao do problema (6) é um vetor * € R™ cujo o valor de

f(z*) é o menor possivel; chamamos z* de minimizador de f em R™.

Definicao 2.3.1. Considere uma funcio f : R® — R e z* € R™.
Dizemos que x* é um minimizador global de f em R™ se f(x*) < f(x),
para todo x € R™. Por outro lado, Dizemos que xz* é um minimizador
local de f em R™ se existir e > 0 tal que f(z*) < f(x), para todo
x €R™ e ||lx —x*|| < e, ou seja, x € B-(z*) NR™.
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Abaixo veremos uma condi¢gdo que deve ser satisfeita por mini-

mizadores locais quando a fungdo objetivo f é diferenciavel.

Teorema 2.3.1. Considere f : R™ — R continuamente diferencidvel.

Se x* € minimizador local de f em R", entdo V f(z*) = 0.

Demonstrac¢io. Fixe um vetor ndo-nulo d € R™ arbitrario e considere
a funcdo ¢ : R — R definida por ¢(t) = f(a* + td). Como z* é um
minimizador local de f, resulta que ¢ = 0 é minimizador local de ¢ e

portanto ¢'(0) = 0. Pela regra da cadeia, obtemos
¢ (t) = Vf(z* +td)"d.

Substituindo para t = 0, resulta 0 = ¢’(0) = V f(z*)?d. Como d € R"
é arbitrério, entdo V f(x*) é um vetor ortogonal a todos os vetores do
espago. Portanto V f(z*) = 0. O

Exemplo 6. Seja f : R® — R dada por f(x) = sen(3z% + z3) +
cos(x? — x3) + 4x3. Verificaremos se f tem minimizadores em R3.
Note que Vf(z) # 0, para todo x € R3,pois %(x) = 4. Portanto,

pelo Teorema 2.8.1, ndo existe minimizador de f em R3.

Agora usando os resultados de convexidade da Secao 2.2, vere-

mos que para f convexa, todo minimizador local é global.

Teorema 2.3.2. Sejam C C R™ convexo e f : C — R uma fungdo

conveza. Se z* € C' é minimizador local de f, entdo x* é minimizador

global de f.

Demonstra¢do. Suponha que z* ndo seja um minimizador global de f.
Entéo existe z € C tal que f(z) < f(z*). Para a € [0, 1], consideremos
y = az+ (1 — a)z*. Pela convexidade de C temos y € C. Agora, pela

convexidade da f,

fy) <af(z)+ (A —a)f(z") = f(2") + a(f(x) = f(z7)) < f(z").
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Assim, para « suficientemente proximo de 0, y torna-se arbitraria-
mente préoximo de z*, mas f(y) < f(z*). Portanto, * ndo poderia

ser um minimizador local. O

A seguir, falaremos um pouco sobre o conceito de diregio de

descida no qual se baseiam os métodos estudados neste trabalho.

Definicao 2.3.2. Considere f : R — R e sejam x € R™ e d € R™.
Se existir e > 0 tal que f (x +td) < f(x), com t € [0,¢] dizemos que

d € uma direcao de descida.

Apresentamos abaixo uma condigdo suficiente para uma diregao

ser de descida.

Lema 2.3.3. Seja f continuamente diferencidvel. Se V f(x)Td < 0

entdo d € uma direcio de descida para f a partir de x.

fa+td)—f(2)
t

Vf(z)Td <0, entdo para todo t > 0 suficientemente pequeno, temos

flx+1td) < f(x). O

Demonstragdo. Como V f(z)Td = lim;_, e por hipétese

As direc¢oes que formam um angulo maior que 90 graus com o
gradiente sdo direges de descida [9], como ilustra a Figura 3.

Note que se V f(x) # 0, entdo d = —V f(z) é direcao de descida
para f a partir de z. De fato, o que mostra pelo Lema 2.3.3 que

—V f(z) é uma dire¢do de descida.

2.3.1 Busca Linear

Uma vez fixada uma dire¢do de descida dj, uma pergunta na-
tural é o quanto devemos “andar” nesta diregdo, isto é, qual o escalar
tr > 0 para que Tp41 = o) + tidy seja uma boa atualizagdo. O escalar
ti é chamado tamanho de passo e pode ser calculado observando o

comportamento da funcdo f ao longo da semirreta a partir de xx na



2.8. Nogoes de otimizagdo continua 35

Figura 3 — Direcdo de descida

V fix)

Fonte: Ribeiro e Karas [14].

direcao dj, através de um processo que damos nome de busca linear.

Descrevemos abaixo algumas estratégias para a busca linear.

2.3.1.1 Busca Exata

Considere uma fungao f : R™ — R, um ponto £ € R™ e uma
direcdo de descida d € R™. A busca exata é um método que consiste
em minimizar unidimensionalmente f a partir do ponto = ao longo da

diregdo d, ou seja, devemos resolver o problema

min T+ td
f(z+td) )

sa t>0.

Este problema é em geral dificil de resolver. Entretanto, de-
pendendo do tipo de funcao considerada, é possivel obter férmulas
fechadas para a solucao de (7), como no caso das fungoes quadriticas
com Hessiana simétrica positiva definida.

Seja f uma fungdo quadrética da forma f(x) = %xTAxbex+c

com A sendo a matriz simétrica positiva definida. Entéo, definindo
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o(t) = f(Z + td), temos que, pela regra da cadeia,
¢'(t) =V f(z+td)d
Note que se t ¢ minimizador de ¢, entdao ¢'(t) = 0. Dai
(A(z +td) —b)Td =0

(Az+tAd —b)Td=0
(Az — b)Td + t(Ad)"d =0

f —(Az —b)Td
N dT Ad
Se d = -V f(z) = Az — b, obtemos
~d'd
-~ dTAd’

2.3.1.2 Busca inexata e condicdo de Armijo

Na busca linear inexata, ao invés de resolver (7) exatamente,
busca-se um tamanho de passo t que garanta um decréscimo suficiente
no valor da fung¢do objetivo. Uma condigdo de decréscimo suficiente é

dada pela condi¢do de Armijo:
f(z+td) < f(x) + ptV f(z)Td.

em que p € (0,1).
Se d é uma direcao de descida para f a partir de x, entao a
existéncia de t > 0 satisfazendo a condigdo de Armijo é dada pelo

seguinte teorema.

Teorema 2.3.4. [9, Teorema 6.1.3] Sejam x,d € R™ tais que
Vi)' #0, VF(x)Td <0 epc(0,1). Existe e = e(p) > 0 tal que

fla+td) < f(z) + ptVf(2)"d (8)

para todo t € (0,¢].
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Demonstracdo. Note que

7, flattd) — f(z) fz+td) — f(x)
Vi) d=lm t 0 tVf(x)Td

=1.

Assim, existe um ¢ > 0 tal que para todo t € (0, €], temos

flz+td) — f(x)
Ni@Td ="

ou seja, para todo t € (0,¢],
fx+td) < f(z) + ptVf(x)'d.
O

Esse resultado nos mostra que quando d satisfaz a condi¢ao
Vf(x)Td < 0, entdo a regra de Armijo estd bem definida (é possivel
encontrar um ¢ > 0 aceitavél, apés um nimero finito de redugoes de
um valor inicial ¢ > 0).

A seguir, apresentamos o algoritmo bésico de busca linear as-

sociado a condigdo de Armijo.

Algoritmo 1: Busca linear inexata com condigdo de Armijo
Entrada: z; € R”, di € R™ uma direcao de descida,
a,B€(0,1)
Inicializagao: Faca t =1
Enquanto f(zj + tdy) > f(xx) + ptVf(zg)Td
Faca: t = gt

2.3.1.3 Busca n3o-mondtona

Na busca linear monétona, o tamanho de passo t; é escolhido
de modo que f(zxry1) < f(xg). Por outro lado, na busca linear néo-

monotona é permitido algum crescimento no valor da fungao objetivo
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de uma iteracdo para a seguinte. No contexto de algoritmos de busca
linear, Grippo et al. [5] propuseram a regra de Armijo modificada para

determinar o tamanho de passo: dados p € (0,1), M € Z*, escolha

tr > 0 que satisfaga a condigao
fay + trdy) < max [f(zy—s)] + ptpV f (21)" di (9)
0<j<my

em que my; é uma sequéncia de inteiros nao-decrescente e limitada
por M, mo=0epara k> 0,0 < my <min{mg_; +1, M}.

Ao invés de impor um decréscimo de uma iteragdo para a se-
guinte, a condi¢ao (9) pede apenas uma melhoria em relagido ao maior

valor funcional das ultimas M iteracoes.
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3 Métodos de Descida

Os métodos de descida sao métodos iterativos que a partir de
um ponto inicial zo € R™ dado, geram uma sequéncia {xj}7>, C R"

da seguinte maneira:
Th+1 = Tk + trdy (10)

em que d, € R™ é uma diregdo tal que Vf(zx)Tdy, < 0, e que chama-
remos de dire¢io de descida (veja Lema 2.3.3) e t;, > 0 é o tamanho
de passo que pode ser determinado por uma das estratégias descritas
ao final do Capitulo 2.

Neste trabalho discutiremos sobre dois métodos nos quais a
dire¢do dj é um miltiplo de —V f (), a saber, o método de Cauchy
e o método do gradiente espectral. Além disso, estudaremos também
o método de Nesterov. Para estes métodos vamos investigar tanto a

complexidade de pior caso quanto o desempenho pratico.

3.1 Meétodo de Cauchy

Considerado como um dos métodos mais antigos de minimiza-
¢ao o Método da maxima descida, também conhecido como Método do
Gradiente ou Método de Cauchy, foi desenvolvido por Augustin-Lousy
Cauchy em 1847. E um método de descida cuja dire¢ao corresponde
ao oposto do vetor gradiente da funcéo objetivo e o tamanho de passo
é determinado de modo a minimizar a funcdo ao longo dessa direcéo
[4].

Normalmente, o termo “método do gradiente” é empregado
para métodos que usam como dire¢do de busca d = —V f(zx) e cuja

iteragdo é descrita por

Try1 = ok — 4V f(ap) (11)
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Um protétipo de tais métodos é descrito no Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Método do gradiente
Entrada: 20 € R", ¢ >0, N € Z
Inicializagao: Faca k =0
Enquanto ||V f(z)| > ¢ e k <N, faca:
Passo 1: Defina di, = —V f(xy) e obtenha t;, > 0;
Passo 2: Atualize 41 =z — 6.V f(xg), k< k+ 1.
Retorne: z;,

O algoritmo acima deixa em aberto o tamanho de passo t; que
podemos calcular de diferentes maneiras como vimos no Capitulo 2.

Para os experimentos que serao apresentados adiante neste tra-
balho, iremos considerar fung¢ées convexas e com gradiente Lipschitz.
Mais especificamente, vamos considerar fungdes quadraticas positivas
definidas pois minimizar esse tipo de fun¢do é um dos problemas mais
fundamentais na area da otimizacao, fazendo também com que seja
utilizado frequentemente como subproblema auxiliar em algoritmos
para resolver problemas mais complicados [9]. Neste caso, daremos

particular atencao a duas escolhas de tamanho de passo:

e Passo pré-definido: %, em que L > 0 é a constante de Lipschitz

de Vf(x);
o Busca exata: ty, = arg min, f(xy — tVf(z)) e t > 0.

Embora o termo “método de Cauchy” (ou método de méaxima
descida) seja mais frequentemente utilizado para designar o método
do gradiente com busca linear exata, com abuso de linguagem, neste
trabalho iremos utilizar “método de Cauchy com passo pré-definido”
e “método de Cauchy com busca exata” para nomear o Algoritmo 2

com estas respectivas escolhas de tamanho de passo.
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Em relacdo ao tamanho de passo t, = 1/L, os resultados a
seguir levam & complezidade de iteragdo do método de Cauchy: qual
estimativa de iteragoes sdo necessarias para obter uma “solucao apro-

ximada com precisao £”.

Proposicao 3.1.1. [11, p. 29] Seja f: R™ — R conveza e diferen-
cidvel em que o gradiente é Lipschitz de constante L>0. Entdo, para
todo k>0

flor) = ferg) = ||Vf(wk)||2

— 2L
Demonstracio. Como f tem gradiente Lipschitz de contante L > 0,

da Proposicio 2.1.2 temos
Flin) < Fon) + V) s —o0) + 5 i — ol
= fan) ~ V@) (7 V) + 2| 7Vl
= fa) ~ IV G| + ﬁuwmw
= (@) - 57 IV f I
Portanto,

Flow) = far) 2 5P
O

Teorema 3.1.2. [11, p. 30] Seja f : R™ — R uma fungdo conveza e
diferencidvel com constante de Lipschitz L > 0 para o gradiente. Seja

¥ um minimizador de f em R™. Entdo, para todo k > 1

Lllzo — a*||?

Flan) - flat) < S

Demonstracio. Como f tem gradiente Lipschitz de constante L > 0,

da Proposicao 2.1.2 temos

Flonsn) < ) + 9 @) (s — a0 + Gl — ol
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Usando o Lema 2.2.1 com y =z* e x = xy,

F@*) = flar) + Vfan) (2" — k)

Dessa forma,

f(zrs1) < f(x*)*Vf(xk)T(iE**Ik)Jer(Ik)T(IkH*l’k)Jrg||l”k+1*93k||2

Como zgy1 = o — %Vf(xk), entao

L
flaren) = f(&7) < Ly, = 2p0) " (2% = 2p40) + S llzhe = g|[?
Apés manipulagoes algébricas com produto interno, chegamos a
*||2

* L L *
Flansn) = f(@) < Sllowpr = 27| = Sllax — 271

Observe que se tomamos k = 0 temos
oL o L .
flan) = fa*) < S|z —2*|” - 5 llwo — 12
Se k =1 temos
oL e L .
flz2) = f(a*) < e — 2*|]* — §||x1 — 2| |?

E se fizermos o procedimento até k, temos

* L * L *
Flan) = 1@%) < Flla = | = S llens — 272

Somando as k inequagoes teremos

HAen) = £ < 3 llew = I = 2l — o)

Usando o fato de que {f(zx)} é decrescente (Proposigéo 3.1.1), obte-
mos L P
* o — &
— < -
flaw) = f@7) < 5 :

O

O resultado acima mostra que o método de Cauchy precisa de

O(k™1) iteragdes para obter f(xy) — f(x*) < ¢, quando f é convexa.
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3.2 Método de Nesterov

Conhecido como gradiente acelerado de Nesterov, esse método
possui a melhor taxa de convergéncia para métodos de primeira ordem
[12]. O método foi descrito por Yuri Nesterov em um artigo de 1983.

A partir de um ponto inicial zg € R", 6y = 1, v9 = x9, 0

processo iterativo é definido por:

1—-6p)t tr — 1
Se k> 1: escolha 6 € (0,1) tal que ( 92k) b < ;2
k k—1
yr = (1 —0k) xp + Orvy
Tp1 = Yk — eV f (yr)
1
Vg1 = Tk + 7 (Tht1 — T)
k
(12)

Neste método, em vez de xi, o gradiente é avaliado em um
ponto yi, que é a combinacao convexa de xj; com uma extrapolagao de
Zk—1 ao longo da diregdo xp — xk—1. O pardmetro 0y € (0,1) controla
tanto esta combinacdo convexa quanto o passo de extrapolagao e, por
questoes de convergéncia que veremos mais a frente, deve satisfazer a
condicao da primeira linha de (12).

E possivel descrever a iteracao do método sem o termo vy. Neste
caso, y pode ser escrito da forma y, = 2 + Sr(xr — xx—1) em que
B = 0,(0, 1, — 1).

Assim como no método de Cauchy, o tamanho de passo tx no
método de Nesterov pode ser calculado de diferentes maneiras, entre

elas destacamos:

e Passo pré-definido: %, com L > 0 constante de Lipschitz para

Vf(z);

e Busca linear inexata (ou Backtracking): Escolher t > 0 que



44 Capitulo 3. Métodos de Descida

satisfaca a condicao [3]:
Pl = VS ) < f) = SV @lP (1)

Uma possivel escolha de 0y, satisfazendo a condi¢do imposta

m (12), é dada por 0, = 2/(k + 2), que leva ao Algoritmo 3.

Algoritmo 3: Gradiente Acelerado de Nesterov
Entrada: 2z € R", ¢ >0, N € Z,.
Inicializagao: Faca k =0, g = 1, vg = xg € Yo = To
Enquanto: ||Vf(z)|| >ecek <N
Passo 1: Faga 0 = 1%2 eyr = (1 — O)zy + Opvy
Passo 2: Faga t;, = 1/L (ou determine t; satisfazendo (13))
Passo 3: Atualize zx11 = yr — tx V. f(yr)
Passo 4: Calcule vgy1 = xp + i(ﬁﬁk.}rl —xp), k+k+1.
Retorne: z;,

O resultado a seguir estabelece a taxa de convergéncia O(k~2)

para o método de Nesterov com tamanho de passo pré-definido.

Teorema 3.2.1. Seja f convexa com gradiente Lipschitz. A iteracdo

do método de Nesterov com tamanho de passo constante tp, = t €

0,1 b=
T e com k_k+2

flag) = f(a7) <

satisfaz, para todo k > 1

2

m”xo—ﬂf*w-

Demonstragio. Seja xx1 = yr —tVf (yr). Como 0 < ¢t < 1/L, entdo
segue do Proposicao 2.1.2

1
Flane) < flyn) + Vo) (@pp1 —ur) + o lTh1 = well® (14)
Como f é convexa, temos do Lema 2.2.1 que para qualquer z € R™:

Flyr) = f(2) < V)T (- 2) (15)
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Combinando (14) e (15), e usando o fato que V f (yx) = —+ (zp41 — yi)
obtemos,

Florsn) € F) + 3G =) = onan) + o lloes — el P (16)

Iremos avaliar (16) para z = z* e z = xj, e considerar a combinagao

convexa com pesos {6,1 — 0}. Com isso, teremos

0(f(zr41)—F (@) +A=0)(f (@rr1)—F(2)< T (@ht1—y) T (0zps1(1—0)z—2hp1)+

+ozllens—yll?
e simplificando,

Far)=F (@) =(1=0)(f (@)~ f (@) < 5z [||02r41+(1—0)z—y]|?

|0kt 1+(1—0)z—z)11 )]

Sabemos, pelo processo iterativo, que y = (1 — 0)xy + Gvg. Logo

Fi) 1) ~(=0) (i)~ (@) < Sl —oglPlfo* ~vg ]

Reorganizando para colocar as iteragoes k 4+ 1 em um lado da desi-

gualdade e as iteragoes k no outro lado, obtemos

é(f(w)—f(m*m%Hm*—mlHk%(ﬂm—ﬂm*»%\\z*—wﬂ?

1—6)t b
Agora, usando fato de que % < g5, teremos
k k—1

(F(@r)=F (@) +5lla" —vi|?

é(f(wk+l)7f(z*))+%HfL’**Uk+1H2S 9{ -

A desigualdade acima nos diz que a quantidade de

t

Vi= o5
61

(Flo) = F@) + 3l = el
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é nao-crescente com k. Assim temos Vi, < Vi_1 < --- < Vj que resulta

em
%(f(mk+l)7f(m*))+%‘|1*7”k+1”2 S%(f(rk)*f(z*)ﬁ%Hx**vkl\Q
ssg (f (@)= f(@)+ 5l —vpl|?
—1
=3 llz*—wol®.
* 92— *
Portanto, f(zx) — f(2z*) < %74 ||zo — 2*||?, e com O = kiﬂ temos
que f(z) — F(2°) < gZomllo — o 1% =

Perceba que através do teorema acima no método de Nesterov
é possivel que ocorra f(zp41) > f(xk), ao contrdrio do método de
Cauchy. No entanto, a demonstragdo acima nos mostra que uma de-
terminada combinagdo de f(zx) — f(z*) e ||z* — vk ||? diminui ao longo
das iteragoes.

Ainda, em comparacao com o método de Cauchy, este tltimo
possui taxa de convergéncia O(k~!) enquanto o Teorema 3.2.1 mostra
a taxa O(k~2) para o método de Nesterov. Assim, a medida que k
aumenta, o limitante superior para a diferenga f(zx) — f(x*) ird para
zero mais rapidamente no método de Nesterov que no método de
Cauchy. E mencionado na literatura que este limitante do método de
Nesterov é 6timo dentre métodos de primeira ordem. Mais evidéncia da
taxa de convergéncia do método de Nesterov sera obtida na Segao 5.4
do Capitulo 5.

3.3 Método do Gradiente Espectral

Introduzido por Barzilai e Borwein [1], este método considera
como direcao de busca dy = —)\,;1Vf(x;€), de modo que a iteragao é
dada por
Thtl = Tk — tk/\,;1Vf(1‘k)
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em que o escalar

A = max {5mm,mm {gmax, (2 = 21-1) T (V (@4) = Vf(@p-1) }}

(zr — zp—1)T (vr — T1—1)

é conhecido na literatura como pardmetro espectral € 0 < i <
Omaz < 00 sdo salva-guardas para evitar que este fique muito grande
ou muito préximo de zero.

O )i recebe este nome pois a razao que aparece envolvendo a
diferenca dos gradientes e diferenca dos iterados é um quociente de
Rayleigh para uma “Hessiana média”[1]. Mais ainda, essa razéo é uma
estimativa da curvatura de f ao longo da direcdo xj — Tp_1.

Neste método é utilizada a busca linear nao-mondtona proposta
por Grippo et al. [15] que foi discutida na Secgao 2.3.1.3. De fato, Bar-
zilai e Borwein observaram que essa nova escolha de tamanho de passo
exige menos trabalho computacional e que também acelera a conver-
géncia do método do gradiente espectral para funcgbes quadraticas
convexas.

Para este método de gradiente espectral com busca nao-mondtona
é possivel provar que para ¢ € (0, 1], f convexa e com gradiente Lips-
chitz, temos que f(z) — f(z*) < €, em no mdximo O(e~1!) iteragoes.
Esta andlise, baseada no trabalho [5], é apresentada em detalhes no
préximo capitulo.

A seguir, apresentamos o algoritmo associado ao Método do

Gradiente Espectral.
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Algoritmo 4: Gradiente Espectral
Entrada: 7o € R", 0 < din < dmax, & to > 0, B,p € (0,1),
1<M,NeZ,
Inicializagao: Faga k =0, \g = 1.
Passo 1: Se ||V f(xy)|| <eouk > N, pare.
Passo 2: Se k > 1, defina s = xp, —xp_1 €
gr = Vf(xg) — Vf(xk_1) e calcule

STgk

. kL 9k

Ak = max 6min7m1n 6max7 T
Si. Sk

Passo 3: defina dj, = —\; 'V f(z1), t ={o e
Jmax = max{ f(zr_;)|0 < j < min(k, M)}

Passo 4: Se: f(zp + tdy) < fmax + ptV f(x)Tdy, entdo
defina t < t.
Do contrario: Calcule ¢ « t5 e retorne ao Passo 4
Passo 5 Atualize xy11 = xp + tpdi, to = ti/B, k< k+1e
va para o Passo 1.
Retorne: z
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4 Complexidade de Pior caso do Método do Gradiente Espectral

Diferente das variagdes do método de Cauchy que estudamos
até aqui, nas quais a busca linear usada garante um decréscimo mono-
tono no valor da funcao objetivo, vimos que no método de gradiente
espectral é utilizada uma busca ndo-mondtona. Com isso, precisamos
de uma teoria diferente para estabelecer a complexidade de iteracao
do gradiente espectral com busca ndo-monétona.

Neste capitulo faremos um estudo sobre a complexidade de pior
caso de métodos de dire¢oes de descida que usam busca linear nao-
mondtona para determinar o tamanho de passo. Todos os resultados
aqui apresentados sdo dos trabalhos de Grapiglia e Sachs [5] e Sachs
e Sachs [15]. Este estudo permitird estabelecer a complexidade de
iteragdo para o gradiente espectral, visto como um caso particular de
um algoritmo mais geral.

Considere o protétipo de algoritmo listado no Algoritmo 5.

Algoritmo 5: Algoritmo de descida com busca néo-
mondtona
Entrada: zp € R", {0 >0, 8,p€ (0,1) ey >0
Inicializagao: Faca k = 0.
Passo 1: Calcule uma dy, tal que V f(x;)Td, < 0 para f a
partir de xj
Passo 2: Encontre o menor inteiro [, > 0 tal que

Flag + teB%dr) < fze) + ptuBV f(xe)Tdp + v (17)

Passo 3: Calcule vy > 0, faca 2341 = o3 + t,8%dg,
thyr = tpB%=1, k< k + 1 e va para o Passo 1.

A busca (17) que vamos considerar para provar a complexidade
de iteragdo do Algoritmo 5 é mais geral do que a busca (9) no sentido

que (9) é um caso particular de (17) para uma escolha adequada para
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a sequéncia vy, [5] e, por consequéncia, o Algoritmo 4 pode ser visto
como um caso particular do Algoritmo 5.

O Algoritmo 5 proposto em [5], é um algoritmo de descida com
busca nao-monétona um pouco diferente da busca de Grippo et. al
[6], e permite a ndo monotonia através da sequéncia de pardmetros
positivos {v}.

Para analisarmos a complexidade do Algoritmo 5, inicialmente
faremos uma estimativa do tamanho de passo t; através do seguinte

lema.

Lema 4.0.1. [5, Lema 2] Seja f : R™ — R com gradiente Lipschitz
de constante L > 0. Suponha que existam 0 < dpin < Omax < 00, tais

que, para todo k,
V(@) de < =0minl|V(@)? e |ldill < SmallVf ()]
FEntao

L§?2

max

1= ) )
t) > min {t0,2(p)6mm} =1. (18)

Demonstracao. Faremos a demonstragao desse lema por indugao para
lk. Assuma a validade de (18) para um k arbitrério. Veja que tp41 =
ti% 1. Para lj, = 0, obtemos

topr > BT >t >t
Agora, para l; > 1 por (17) e pela definigdo de tx41, obtemos

f(@r + tirade) — f(@g) > ptea Vi (o6) di + v (19)

Por outro lado, como f tem gradiente Lipschitz, temos

Lt?
f(@g + tirade) — flog) < o1 V() di + k+1 Il ||

Disto e por (19), obtemos

Lt?
PtV f () di + v <t V() Tdi + ;H i ||?
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Dividindo a expressdo acima por tx11 e simplificando, temos

Lt
PV f ()" dy, +o— < V f(ze) di + ;H Il ||
+

Lt
o < (1= )V ) Ty o+ =5
+
ve _ 2Vf(@r)Tdr(1 = p) + Ltk |di]?
Tet1 — 2
20k < i1 [2(1 = p)V f (k) di + Lty || di]|”]
2Uk < 2(1 - p)Vf((ﬂk)Tdk tk )
Llidi|Ptrsr — Lldk|? !
Assim, podemos fazer uma estimativa de ¢ da forma
" 2(1 - p) <Vf(zk)Tdk> + 2Uk
o L [l 12 Ll [*tr+1

v

S 2(1 = p)dmin
- L2

max

O

Com este resultado auxiliar, j& podemos apresentar um resul-
tado de complexidade para fungdes f com gradiente Lipschitz, ndo
necessariamente convexas. Nestes casos, em vez de determinar o ni-
mero maximo de iteragdes para obter f(zx) — f(z*) < &, queremos

garantir que |V f(zy)|| < e.

Teorema 4.0.2. [5, Teorema 1] Seja f : R™ — R continuamente
diferencidvel e com gradiente Lipschitz, com L > 0. Suponha que

existam 0 < Omin < Omax < 00 tais que, para todo k,

V@) di < =Omin| VI (@i)l* € ldill < Omaall Vf ().

Além disso, assuma que existe fumin € R tal que f(x) > fumin, V2 € R™
e a sequéncia {vy} € somdvel. Sob tais hipdteses, dado ¢ € (0,1] o
algoritmo leva no mdximo (9(6*2) iteragoes para que possa garantir
IVf(zp)] <e.
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Demonstra¢do. Manipulando a expressao (17) do algoritmo, temos

Vi + f(@r) — fzrs1) = pteB™ (= f(zx) " di)

Usando as hipoteses sobre dg, reescrevemos a expressao acima da

forma

v+ f(@r) = F(@r41) = plic1 Bominl |V S () 1. (20)

Seja j1 < 400 a primeira iteracdo a satisfazer ||V f(x)| < e. Assim,

IV f(xg)|| > e, para k = 0,1, ..., 1. Logo, segue de (20) que
vk + fxr) = fenen) > kee?

em que k. é dado por

62,
kc — min {pﬁtoémin, 2Bp(1 p)émm}

L2

max

Disto, do fato de f ser limitada inferiomente e de vy ser somaével,

obtemos
J1
Ui+ Dhoc? = S ke
k=0
J1
<Y (W + k) = flarga)
k=0
J1
= f(z0) = fl@prn) + Y i
k=0
S f(mO) - fmin + Zyk-
k=0
Portanto, segue que j; + 1 < (f(%)_fmi;:rz’mo Vk) g2, O

Agora veremos que se além das hipéteses acima f também for
convexa, com valor 6timo f(z*), entdo o niimero maximo de iteragoes
para obter f(xy) — f(z*) <eé O(e71).
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Teorema 4.0.3. [5, Teorema 2] Seja f : R™ — R conveza e conti-
nuamente diferencidvel, com gradiente Lipschitz de constante L > 0.

Assuma que existam 0 < dpin < dmax < 00, tais que, para todo k,
V(@) dr < =0minl|V [ (@) € ldil < SmazlV F(2x)]-

Seja * € R™ o minimizador global de f. Entdo, para e € (0,1], o

algoritmo leva

K(ﬂt_)llliro — |2 4 o Bl (f(20) — S (%)) + (55 Vkﬂ) ]

2(Smin
iteragoes para garantir f(xy) — f(z*) <e.

Demonstragao. Lembrando de (20) que

vk + f(@r) = f(@r41) = pBOmintirr |V F (x)][.
Assim, temos que

for) = flwngr) + vk
pﬁémin
Suponha que j; < +00 seja o primeiro indice tal que f(z;,)—f(z*) <e.
Logo, f(xi) — f(z*) > e, para k =0,1,...,7; — 1.
Veja que, de (21) obtemos

tera [V f(za)lI” <

(21)

)2 < flxo) = f(&*) + (oo vk)

j—1
2 eV e .

k=0

(22)

Por outro lado,

lzkt1—z* 12 =[l(zp—2")—trr1 82V f (k) ||?
=ller—z"|® =2tk 1 A B(@r—a") TV f(zr)+th 11 82XV f (@) 1

Slloe—a* 12 =2tk e B(f (1) = f (™)) TV F (@r)+t5 1 B2N [V F (@) 1P
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em que a ultima desigualdade segue do fato de f ser convexa. Dessa

forma,
Flar)=f (@) S g5tz (low—" | = llwrsr —2” )+ 22858 1) |V £ (1) |12
Fazendo a soma dessas desigualdades para k = 0,1,...,j; —1 e usando

(22) conseguimos

i —1
le: (Flaw) — F(z*) S(5@71H:L’O*x*H2+p716m;;x[f(l'0)*f(w*)‘F(Z:zzvk)]

k=0

Disto e pelo fato de f(x) — f(z*) > €, concluimos que

(BD) M llwo = 2*|* + p~ Smax[f (o) — F(&*) + (325 ve)]

e <
e = 25min

ou seja,

h< ((ﬁt)‘lwo — P 4 ™ B F0) — () + (245 vm) -
- 25min .

O

2 1

Note que as constantes que multiplicam £ ~“ e €~ nos resutados
acima dependem de Y7 vj. Tais constantes poderiam ser menores
se um decréscimo no valor da funcao for imposto a cada iteracdo
(v = 0). No entanto, uma vantagem de ndo exigir um comporta-
mento mondtono das iteragdes externas é que as iteragdes internas
(backtracking) devem terminar em um estégio anterior [5].

O teorema seguinte nos d4 uma estimativa para o nimero total

de avaliacoes de fungoes apds k > 1 iteragoes.

Teorema 4.0.4. Considere as mesmas hipoteses do Teorema 4.0.5.
Seja Ny, o niumero total de avaliagées da fungdo apds k > 1 iteragoes

do algoritmo. Entdo

Ny, < 2(k +1) + (log 8) ™ log(t) — log(to)]. (23)
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Demonstragio. Por definicdo de tx11 no algoritmo e aplicando as

propriedades de logaritmo, obtemos

trr1 = B,
log(tr41) = (lk — 1)log(B3) + log(tx)
(e — 1) log B = log(tk+1) — log(tx)
Iy — 1= (log )~ [log(ty 1) — log(tx)]
Ik —1+2 =2+ (log 8) " [log(trs1) — log(ts)]
I +1 =2+ (log ) [log(tr+1) — log(t)]

Percebe-se que, a cada iteragdo do algoritmo [ + 1 avaliagbes da
funcdo sdo necessédrias. Assim, o namero total de avaligoes de funcao

apés k > 1 iteragoOes satisfaz a relacao

k

Ne =Y (li+1)

i=0
< 2(k+ 1) + (log )~ [log(tx41) — log(to)]
< 2(k + 1) + (log 8) ' [log(t) — log(to)]

O

Os resultados neste capitulo mostram que o Algoritmo 5 possui
complexidade de iteracio O(s~!) quando f é convexa e com gradiente
Lipschitz. Em outra palavras, uma estimativa do nimero de iteragoes
necessarias para obter f(x;) — f(z*) < & é de no maximo O(k™1).
Note que a complexidade de iteracao para o método do gradiente
espectral é a mesma complexidade no método de Cauchy.

Como o Algoritmo 4 é um caso particular do Algoritmo 5,
segundo [5], podemos dizer o que o método do gradiente espectral tem

taxa de convergéncia de O(k~1).
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5 Experimentos Numéricos

Para avaliar o desempenho pratico dos métodos, neste capitulo,
apresentaremos experimentos numéricos envolvendo fungoes quadrati-
cas com Hessiana simétrica definida positiva com dimensao variando
de 2 a 5000. Apresentaremos também a “pior fun¢do do mundo” a fim

de evidenciar a performance de pior caso dos métodos.

5.1 Detalhes de implementacao

Todos os algoritmos dos métodos apresentados foram implemen-
tados em linguagem Matlab R2013a, e todos os testes foram realizados
em um Notebook Acer, 32GB RAM, processador Intel core i3, sistema
operacional Windows 10.

Para todos os algoritmos, definimos como ponto inicial o vetor

2o = (1,1,...,1)T € R". Os critérios de parada utilizados foram:
o [IVf(@w)ll < 107°.
« niimero méaximo de iteragdes 10°.

Se a execugao for interrompida por ter atingido o ntimero ma-
ximo de iteragoes, consideramos um insucesso.
Na implementacao do Algoritmo 2, consideramos dois tamanhos

de passo: busca linear exata (veja Segao 2.3.1.1)

o _ V@)V ()
" V(@) TAVf(z)

e tamanho de passo pré-definido t = %, em que L > 0 é a constante
de Lispchitz do gradiente.

Na implementagao do Algoritmo 3, definimos os pardmetros
iniciais 8g = 1, vg = xg € Yo = T e consideramos como estratégias de

tamanho de passo t = % e o procedimento de backtracking de modo
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a satisfazer (13) com passo tentativo inicial ¢y = 1 e fator de redugao
de passo f =0,8.

Por sua vez, na implementagdo do Algoritmo 4, utilizamos
como pardmetros dmin = 10710, §nax = 101%, N\g = 1. Definimos como
pardmetro da busca linear ndo-monétona M = 10, valor de passo
inicial to = 1, 8 =0,8 e p =0, 5.

5.2 Fun¢bes Quadraticas

Para problemas testes, foram consideradas func¢oes quadraticas
com Hessiana simétrica positiva definida da forma f(z) = %xTAx.

Com o objetivo de gerar a matriz A simétrica positiva definida
com autovalores positivos, geramos inicialmente uma matriz aleatoria
M € R™™ com entradas aleatdrias de uma distribui¢do normal pa-
dréo. A seguir, ortonormalizamos as colunas dessa matriz utilizando
o processo de Gram-Schmidt e obtemos a matriz P € R™*",

Definimos uma matriz diagonal D € R™*" tal que D;; = A\; em

que A\; > 0,9 =1,2,...,n serdo os autovalores de A. Assim, obtemos
A= PDPT.

Note que, Vf(x) = Ax. Para estimar a constante de Lispchitz

utilizamos

IVf(z) = VIl = Az = Ayl| < [[Aflllz = yl,

em que ||.|| denota a normal - 2 e norma matricial induzida.

5.3 Resultados dos testes

A fim de estudar a performace dos algoritmos, para cada di-
mensao de problema teste consideramos trés diferentes distribuigoes

de autovalores que vamos descrever abaixo.
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Na distribui¢do que chamaremos de av; os autovalores sdao da
seguinte forma \; = i, para ¢ = 1,...,n. Na distribuicdo avs, os
autovalores sdo do tipo \; = 1, parai=1,....,n—1e X\, =2n—3
e para a distribuicdo avs os autovalores sdo da forma \; = 7;, em
que 7; é um numero aleatério segundo uma distribuicdo uniforme no
intervalo [0, 1].

Essa escolha de distribuicoes de autovalores se deu pelo fato de
que métodos de tipo gradiente sdo fortemente afetados pelo nimero
de condicdo da Hessiana da funcio quadratica. Neste caso, como A é
simétrica, positiva definida, o nimero de condigdo é quociente entre
0 maior e o menor autovalor da matriz.

Nas tabelas de 1 a 3, apresentamos a média de iteragoes (sobre

5 exemplares) para cada variagdo dos métodos estudados.

Método Cauchy Meétodo Nesterov Gradiente Espectral

n 1/L Busca Exata 1/L Backtracking Néao-mondtona

2 13,4 9,2 15,4 2,4 4

5 41,4 34,4 35 20,8 19,4

10 85 64,6 62,2 33,6 29,2

50 379,8 337,8 213 187,4 71,6

100 826,6 716,4 321 359,2 133

500 4387 3318,6 1279,4 1047 349,4
1000 13459 6635,3 4791,6 2985,2 546
5000 71276,8 25783,5 8543 6752 1692

Tabela 1 — Média das iteragoes com autovalores av;.
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Método Cauchy Método Nesterov  Gradiente Espectral

n 1/L Busca Exata 1/L  Backtracking Nao-mondtona
2 1 1 1 6,2 4
5 78,6 28,8 42 33,8 9,4
10 246,4 26,4 105 29,6 9
50 1520,6 80,2 316 449,2 13,2
100 3167,2 784 495 895,4 12,8
500 16862 155 1611 257,6 10
1000  34478,2 72,2 2842 857,8 50
5000  49521,6 998,5 5103 1789,4 352

Tabela 2 — Média das iteragoes com autovalores avs.

Gradiente Espectral

Método Cauchy Método Nesterov

n 1/L Busca Exata  1/L  Backtracking Néao-monétona
2 17,4 6,2 13 16,8 5

5 62,4 44,2 29,6 26 16,8

10 178,4 102,6 47 33,6 28,7

50 675,8 2241 88,4 78 49,1

100 15376 5081 143,4 381,6 156

500 6113,6 2298,2 203 647 98,5
1000 11218,8 7249,4 269,2 347 201
5000 62181,8 15875 399,8 284 187

Tabela 3 — Média das iteracoes com autovalores avs.

Os resultados numéricos indicam que o método de gradiente

espectral, em média, alcanca o primeiro critério de parada em menos

iteragoes que os demais.
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Considerando os resulatdos obtidos, a seguir, a Figura 4 ilustra
o valor f(x) em fun¢do do nimero de iteragoes para um problema

com n = 100 e distribuicdo de autovalores av;.

10" ‘

Cauchy- CL
Cauchy- BL
Nesterov- CL
Nesterov— Backt.
—— G.Espectral- BNM

0 500 1000 1500
lteragéo

Figura 4 — Desempenho dos métodos

Neste gréafico observa-se que todos os métodos foram capazes de
reduzir o valor funcional até préximo do valor 6timo f(z*) = 0. Ainda,
observa-se que os métodos de Cauchy garantem um decrescimento
monotono da fungdo, em oposigdo aos métodos de Nesterov e gradiente
espectral. E curioso notar que, apesar de possuir taxa de convergéncia
6tima O(1/k?), o método de Nesterov foi superado pelo gradiente

espectral nos testes que realizamos.

5.4 A pior fungdo do mundo de Nesterov

Fixando L > 0, considere a seguinte familia de fung¢oes qua-
dréticas f; : R” — R definidas por Nesterov (veja, [11, Pagina 59)),
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como

em que 1 < g <n, e; é vetor canbnico cuja a primeira entrada é 1 e

A, é uma matriz tridiagonal da forma

-1 2 -1 Ogin—g

Onfq,q 0”*‘17"*‘1

Note que (24) é quadrética que possui termos mistos. Além
disso, o vetor gradiente é dado por V f,(z) = A,z —e1 e 0 minimizador

de f, é dado por

i C_
. 1—q+17 1=1,...,q,

0, g+1<i<n.
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Também podemos calcular explicitamente o valor étimo

fq<x;>—{§ }

NI

qg—1
*2 * * 2 *2
r”+ E (z7 — i) + oy
i=1

NN

Em [11, Teorema 2.1.7, p.61]), Nesterov mostra que para 1 <

qg< %(n —1), zp = 0 € R™, para métodos de primeira ordem da forma
z € 2o +span{V f(zo),..., Vf(zr_1)},

a funcdo f(x) = faqt1(x) é tal que

3 1
_ A k2 -
1
[ = E

para k < gq.

Para os experimentos numéricos da fung¢ao (24) consideramos
L = 4 e os critérios de parada foram os mesmos utilizados na Secao
5.1.

Para avaliar os métodos, consideramos dimensao n = 2001 e

q = 1000 e o ponto inicial foi zg = 0 € R".

Métodos tr k IV f(xp)]]
Cauchy 1/L 100000  1,58e-04
Nesterov 1/L 18110  9,99e-07

Grad. Espectral BNM 54058 9,99e-10
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Tabela 4 — Resultado obtido com a pior funcao do mundo

O grafico da Figura 5 ilustra o desempenho dos métodos quando

testamos na fungao (24).

10 T . :

Nesterov
4 —— Espectral
10 ) - Cauchy

iteracoes X1 04

Figura 5 — Desempenho de pior caso

Assim, existem funcées quadraticas convexas, como a pior fun-
¢80 do mundo, para as quais métodos de descida com dire¢ao de busca
sendo um multiplo de—V f(xy) ndo atingem a taxa de convergéncia

6tima de O(1/k?), como no método de Nesterov.
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6 Consideracoes finais e trabalhos futuros

Neste trabalho foi apresentado um estudo sobre métodos de
primeira ordem, que a cada iteragdo usam apenas informagao de V f(x)
em pontos do segmento xx_1, £ ¢ uma andlise de complexidade de
iteragdes de tais métodos. Foram considerados os métodos de Cauchy,
Nesterov e gradiente espectral, com diferentes esquemas de busca
linear e seu desempenho pratico investigado.

Para isso realizamos experimentos numéricos considerando pro-
blemas irrestritos em funcbes quadraticas com Hessiana simétrica
positiva definida. De acordo com os resultados numéricos, na média,
o método de gradiente espectral com busca nao-mondtona mostrou
um desempenho melhor que os demais.

Por outro lado, nos testes feitos a “pior fun¢gdo do mundo”,
tanto o método de Cauchy quanto o gradiente espectral tiveram seu
comportamento ditado pela desigualdade (25) e o melhor desempenho
do método de Nesterov neste caso ficou evidente.

Como trabalhos futuros, gostariamos de estender o estudo numé-
rico realizado para fungdes convexas mais gerais e considerar alguma
aplicacao em problemas reais, por exemplo, problemas de ajustes de

curvas.
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