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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo entender o teorema da fungao
de Green em dimensao 3 para uma aplicagdo particular que resolva
a Equacao Diferencial Parcial de Poisson. Preliminarmente, estudare-
mos conceitos referentes ao cdlculo vetorial, prosseguindo para uma
introducao as Equagdes Diferenciais Parciais e, por fim, a funcao delta
de Dirac.

Palavras-chave: Funcédo delta de Dirac. Equacéo Diferencial Parcial
de Poisson. Funcao de Green.



ABSTRACT

The present work aims to understand the theorem of the function
of Green in dimension 3 for a particular application that solves the
Poisson Partial Differential Equation. Preliminarily, we will study
concepts related to vector calculus, proceeding to a introduction to
Partial Differential Equations and, finally, the Dirac delta function.

Keywords: Dirac delta function. Poisson Partial Differential Equa-
tion. Green’s function.
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1 INTRODUCAO

Resolver Equagoes Diferencias Parciais (EDP) é importante
para conseguir modelar certas situagoes. Neste sentido, este trabalho
serd voltado ao entendimento do Teorema da func¢ao de Green para
resolver a EDP de Poisson.

Inicialmente, no Capitulo 2, serd abordado o célculo vetorial
com alguns de seus resultados mais importantes, como o teorema
fundamental das integrais de linha, independéncia de caminhos e cam-
pos conservativos. Outros resultados que provém do cédlculo vetorial
sao referentes a superficies, tendo como principal ponto a integral de
superficie.

Com os conceitos de célculo, adentraremos ao estudo introdu-
torio de EDPs no Capitulo 3, comegando com a forma padrao na qual
uma EDP é escrita. Serdao apresentados alguns conceitos de Equagoes
Diferenciais Ordinérias (EDO) para EDPs, como o conceito de ser ou
nao homogénea, linearidade, grau, entre outros.

Ainda nesse capitulo serd abordado um resultado importante
chamado principio da superposicao, que nos diz ser possivel associar
a EDP nao homogénea a EDP linear homogénea.

Finalmente, serda abordado a equagao de Poisson utilizando a
fun¢do de Green. Como o resultado modela o impulso, se faz necessario
o estudo e entendimento da funcao conhecida como impulso unitario,
a chamada funcao delta de Dirac, esta que nao é propriamente uma
funcéo, pois, é definida de uma maneira nada convencional. Essa
fungdo do impulso é um importante aliado para demonstrar o teorema
da Funcédo de Green.

Espera-se que o leitor tenha conhecimento sobre cédlculo veto-
rial, pois, este trabalho nao possui como foco ensinar calculo vetorial,

somente relembrar alguns dos conceitos importantes relacionados.
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2 INTEGRAIS DE LINHA

Como sao importantes algumas nogoes prévias, iremos apresen-
tar alguns aspectos importantes do calculo vetorial. Para tal, comeca-

remos com as nocoes de campos.

2.1 CAMPOS, OPERADORES ESCALARES E VETORIAIS

Para as defini¢bes a seguir, utilizaremos como base o livro na

referéncia [4].

e Campos escalares: Dizemos que f define um campo escalar
sobre uma regido € contida em R? ou R3, quando as imagens

de pontos em 2 pela f sdo nimeros reais.

e Campos vetoriais: Dizemos que f, uma funcao vetorial, define
um campo vetorial sobre Q contido em R2? ou R?, quando as

imagens de vetore em {2 pela f sdo vetores.
o Operadores em R3:

— Operador V é um operador diferencial dado como
0 0 0 -
= —3 — 7 7]{)'
v 6m2+ 8y‘7+ 0z’
— Operador Gradiente (Vf): Seja f uma fungio escalar de

trés varidveis. O gradiente de f é um vetor definido por

V= g+%+? grad f;

— Operador Divergente (V - F): é um escalar, calculado a
partir de um campo vetorial F = Fy.i + F,j + F,k como

OF,, OF,. OF:,
ar ' oy’ oz

V- -F= =div F;
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— Operador Rotacional (V xF): é um vetor calculado a partir

de um campo vetorial F em um ponto definido por

0 o 0
VXF—% 87y &—rOtF.
P Q R

Com P, Q e R escalares associados ao campo;

— Operador Laplaciano (A): é dado pelo divergente do gradi-
ente (V2 = V - V), definido por

E importante ter em mente que o operador Laplaciano, citado
acima, serd o operador utilizado no resultado final deste trabalho.

Agora, com um pouco mais de entendimento sobre campos e
operadores vetoriais, iremos adentrar em integrais de linhas.

Para o desenvolvimento dos subcapitulos seguintes (2.2, 2.3 e
2.4), utilizaremos [2], [3] e [6], sendo que os exemplos sdo retirados de
[2] e [3].

2.2 INTEGRAL DE LINHA

Uma integral de linha é dada sobre uma curva. Considere um
campo vetorial continuo e um conjunto 2 aberto, tal que F : Q2 C
R™ — R", ainda, considere a curva C definida por r(t) de classe C!,

com a < t < b. Definimos a integral de linha de F sobre C' como

[ Fdr = [P F(x(t))r'(t)dt.

Exemplo 2.2.1. Tome F(z,y) = zi + yj e y(t) = (t,t%), com t €
[-1,1].
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Comegaremos substituindo os itens fornecidos no enunciado na defi-

nicdo de integral de linha, assim consequimos

Jo Fdr= [1, F(r(t)r (t)dt .
Dai:

F(r(t)) = F(t,t*) = ti + t*j.

Ainda, temos que

Logo,

1 1
/ F(r(t)r (t)dt = /(ti+t2j)(1€+2tj)dt

1
= /t+2t3dt
-1
1 1
= /tdt+/ 263 dt
-1 -1

t2 t=1 t4 t=1
(3]
:|t=— 2 t=—1

Perceba também, que a fungdo que foi integrada no exemplo é
uma funcao impar, e portanto, seu resultado em uma integral definida
com intervalo simétrico deve ser zero.

Um resultado importante quando se fala de integrais de linha
é o Teorema Fundamental das Integrais de Linha, que, basicamente
é uma versdo do Teorema Fundamental do Céalculo (TFC) s6 que no
contexto de integrais de linhas. Lembrando que o TFC é dado por

fab F'(z)dx = F(b) — F(a), enunciamos o seguinte teorema.
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Teorema 2.2.2. Seja C' uma curva suave definida porr(t), a <t < b.

Seja f uma funcao diferencidvel com V f continuo em C. Entdo,
[ Vs = e0) = pix(a).
Demonstragdo.

/CVf-dr = /:Vf(r(t))-r’(t)dt

bofde  Ofdy Ofdz
L%@*@E*&@W

b d
| o
(utilizando o TFC) = f(r(b)) — f(r(a)).

(pela Regra da Cadeia)

O

Ou seja, o Teorema 2.2.2 nos diz que a integral de linha de um
campo conservativo (Defini¢ao 2.2.5) independe do caminho (Defini¢ao
2.2.3) tragado.

Outros resultados importantes que seguirdo, sao os conceitos
de independéncia do caminho e campos conservativos.

Para termos a ideia de independéncia do caminho para integrais
de linha, suponha C; e Cy duas curvas suaves por partes que possuem
0 mesmo ponto inicial e final. Desta forma se f for continua, temos
pelo Teorema 2.2.2 que fCl Vf-dr = sz Vf - dr. Perceba que a
independéncia do caminho sé é valida se F = V f Neste caso temos a

chamada funcao pontencial que serd enunciada no préximo capitulo.

Definigao 2.2.3. Dizemos que a integral de linha fCF -dr € inde-

pendente do caminho se

/F~dr:/ F - dr,
C1 CQ



Capitulo 2. Integrais de Linha 17

em que C1 e Cy sao dois caminhos quaisquer no aberto Q, com os

mesmos pontos iniciais e finais, e F um campo vetorial continuo em
Q.

Teorema 2.2.4. A integral fC F - dr € independente do caminho em

Q se, e so se, fc F - dr = 0 para todo caminho fechado C em 2.

Demonstracao. Dado um caminho C, divida-o em dois caminhos C4
e Co, tal que CL UCy = C:

Figura 1 — Caminho Fechado (C; U Cy = C).

Assim, temos que, [, F -dr = fcl F-dr+ f02 F.-dr = fCl F.dr —
f702 F.dr = 0. Logo

/F-dr:/ F-dr<:)/F-dr=O.
Cq —Cs C

Uma observagao referente & demonstracdo anterior é que o

O

caminho —C'; é simplesmente o caminho Cs tomado no sentido horario,

assim, é necessario inverter seus limites de integragao, ou seja,

/ F-dr:—/ F - dr.
702 C2

Se C' é um caminho fechado, denotaremos sua integral como

%Fdr.
c
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A seguir, trataremos sobre campos conservativos, e aproveita-

remos para definir func¢do potencial.

Definigao 2.2.5. Um campo vetorial € dito conservativo quando para
F:QCR"—R", comQ aberto, existe um campo escalar diferencid-
vel f:Q — R tal que Vf =F em Q. Essa f é denominada fun¢io

pontencial de F.

Agora, iremos enunciar o Teorema de Schwarz, que facilitara a
demonstragao do teorema que nos fornece uma condicao para F ser

conservativo.

Teorema 2.2.6. Seja Q C R? um conjunto aberto e f : Q) — R um
campo escalar de classe C?. Entdo, para qualquer ponto (x,y) € €,
temos que:

0%f 0% f

Teorema 2.2.7. Uma condigdo necessaria para um campo vetorial

F:Q cCcR™ = R", de classe C! no aberto Q, ser conservativo é que
rot F =0 em Q.

Demonstra¢io. Suponha F = Pi+ Q7+ Rk. Supondo F conservativo,
existirda f : 0 — R tal que Vf =F, que é o equivalente a

of

of of
—p 2L = e
0z

dxr By
com P, ) e R definidos em ).

Agora, perceba que como F é de classe C*, a f é de classe C2. Assim:

Q R,

of o%f  oP
“J_p _ Y
Ox — oydx Oy’
O o . L
oy oxdy Oz’
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Como f é C?, segue pelo Teorema 2.2.6 que

0% f B 0% f
Oydx  dxdy
e, portanto,
op _ od
oy  Ox
em 2. De modo anilogo, conseguimos que:
or _oR
0z Oz
e
0Q _oR
0z Oy’
Ainda, como o rotacional é dado por V x F = rot F temos que:
P 7k
g o0 0
t = | — — =
o or Oy 0z
P Q@ R
OR_. 0 0Q, oP. OR_. 0Q,

_OR. 0Q. 0P, OR._  0Q. OP:
N 8yZ 62H_8z] 8:Ej+8xk 8yk'

E, portanto rot F = 0 em ).

O

O teorema seguinte servira para entendermos quando um campo

é conservativo.

Teorema 2.2.8. Se F = P(z,y)i + Q(z,y)j € um campo vetorial
conservativo, onde P e QQ tém derivadas parciais de primeira ordem

continuas em §2, entdo em todos os pontos 2, temos

or _ g
oy Oz’
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Demonstragao. Segue pelo Teorema 2.2.6 (Schwarz). O

Antes de enunciarmos o préximo teorema, lembre que um con-
junto aberto €2 é conexo por caminhos se, dados dois pontos distintos
em {2, existe uma poligonal que liga ambos os pontos.

Uma segunda observagdo é que uma curva C' definida através
de r é C! por partes, se for continua e se existir uma particio a =
to <tp <..<t,=>be curvas C; definidas por r;(¢t) : [t;—1,t;] = R"™,
i=1,2,...,n de classe C, tais que, para todo t € [t;_1,t;], vale que

r(t) = r;(t).

Teorema 2.2.9. Seja F : Q) C R" — R™ um campo vetorial continuo

no aberto  conexo por caminhos. Sao equivalentes as afirmacoes:

1. F ¢é conservativo;

2. fCF -dr = 0 para toda curva C, fechada, C' por partes, com

imagem de C contida em §);

3. fc F - dr independe do caminho de integracdo em €.

Demonstra¢io. 1 = 2: Segue do Teorema Fundamental das Inte-

grais de Linha 2.2.2, pois F é um campo conservativo.
2 = 3: A demonstragao segue do Teorema 2.2.4.

3 = 1: Por defini¢do, um campo é conservativo quando existe uma
func¢ado potencial associada a ele, ou seja, estaremos interessados em
construir esta funcdo potencial. Facamos essa demonstracio em ? e,
para tal, a separaremos em duas etapas, a primeira sera fixando o z
e a segunda fixando y.

Como por hipdtese a integral de linha [, F - dr = f((axbz F.dr é
independente do caminho, podemos modelar a curva C que desenha

o caminho do ponto (a,b) € 2 até o ponto (z,y) € Q em duas curvas,
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tal que a primeira curva (C7) desenha o caminho do ponto (a,b) até
um ponto (z1,y) € e a segunda curva (Cs) desenha o caminho do
ponto (z1,y) até o ponto (z,y), com x1 < x. Assim, para o primeiro

caminho estaremos interessados em calcular e e, no segundo, 90
x

Veja que (z1,y) pode ser tomado em {2 pois este é aberto, e essa
construcao estd ilustrada na Figura 2. Fica evidente que a ideia da
construcao é apenas para facilitar a desmonstragao, pois como a inte-
gral na curva C é independente do caminho, o resultado final pelas

integrais das curvas C e Cy serd o mesmo.

/ @b
f Y [
I| \ /x
| Gy Jr’/
| !
III |
\ . |I
. 1
\ o D ,
e (X, |
AN x.¥) C, 4
. ~

Figura 2 — x fixado.

Veja que os caminhos C e Cy estdo em §2, o que foi possivel pois 2 é

conexo por caminhos. Logo,

(ml;y)
f(w,y):/ F~dr+/ F~dr:/ F~dr+/ F - dr.
C1 C2 (a,b) C12

Como a primeira dessas integrais é constante para z, temos que

0 0
%f(‘T,y)*O‘F% CzF'dR
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Pondo F = Pi+ )}, temos,

/ F.dr = Pdx + Qdy.
Cz C2

Em C5 temos que y é constante, portanto a integral em relagio ao dy

é nula, como ilustrado na Figura 2.

Usando ¢t como parametro, onde x1 <t < x, temos,

0
or

De modo analogo, conseguimos construir para @,

0

dy oy

Y1

Figura 3 — y fixado.

0 0
Logo,F:Pi—l—Qj:afi;i-i‘a*chj:

F, portanto o campo F é conservativo.

0 g [*
oet@n) =g [ Pir+Qay= 5 / Pl )t = Plr.y)

0 o [Y
LA /C Pd + Qdy = a@/ Qe t)dt = Qla, y).

V[, que é a funcao potencial de

O
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A demonstracao do teorema foi feita utilizando F = Pi + Q)
e separarando em duas construcoes, uma envolvendo P e a outra ),

fazendo uma ser constante e a outra variar, como nas figuras 2 e 3.

Exemplo 2.2.10. Verifique se o campo F(x,y) = (x —y)i+ (x — 2)j
é conservativo.

Sejam P(x,y) =z —y e Q(z,y) = x — 2. Pelo Teorema 2.2.8, como
oP
oy

8@_
P

segque que o campo nao é conservativo.

71,

Antes de verificarmos no proximo exemplo se o campo vetorial é
ou nao conservativo, precisaremos enunciar um teorema, que funciona
como uma espécie de reciproca pro Teorema 2.2.8.

Para tal, dizemos que uma regido (2 é dita simplesmente conexa
quando ndo possui buracos e também quando nao é formada por

regides disjuntas.

Teorema 2.2.11. Se F = P(x,y)i + Q(z,y)j um campo vetorial em
uma regido aberta simplesmente conexa €2. Suponha que P e @ tenham

derivadas continuas de primeira ordem em todos os pontos de Q) e

or _oQ

oy oz’

entdo F € conservativo.

Exemplo 2.2.12. Verifique se o campo F(z,y) = (3 + 2zy)i + (2 —
3y%)7 € conservativo.
Sejam P(z,y) = 3 + 22y e Q(x,y) = 22 — 3y>. Assim, pelo teorema

anterior, como
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0P _
oy

seque que o campo € conservativo.

_

2r =
= bz’

Para encontrar sua funcio potencial f, veja que como jd sabemos que

0 campo é conservativo, temos que F =V f. Assim

fm(xﬂy) = 3+2my:P(x,y), (1>
fyley) = 2* =3y° = Q(z,y). (2)

Agora, iremos integrar (1) em relagio a x, obtendo
fx,y) =3z + 2%y + g(y), (3)

em que g(y) é uma fungdo constante em relagio a x. Seguindo, iremos

derivar (3) em relagdo a y,

fyla,y) = 2%+ 4'(y). (4)
Assim, comparando (2) com (4) descobrimos que ¢'(y) = —3y?, que
quando integrado em relagio a y nos fornece g(y) = —y> + k, com

k € R. Por fim, substituindo em (3), temos que,

flz,y) =3z + 2%y —y° +k,

que € a fungdo potencial de F.

2.3 TEOREMA DE GREEN

Nesta se¢ao iremos enunciar e demonstrar o Teorema de Green
para um retangulo e entdo apresentar alguns exemplos. Apéds, iremos
enunciar o Teorema de Green de forma mais ampla e também algumas

aplicagoes.
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Teorema 2.3.1. Seja C a fronteira de um retangulo K = {(x,y) €
R2:a<z<bc<y< d} C Q orientada no sentido anti-hordrio,
com Q aberto. Suponha que P(z,y) e Q(x,y) sejam de classe C* em

Q. Entdo
/Pda:—I—Qdy—// {362—813}03 dy.

Observacgao 2.3.2. Perceba que neste contexto dxdy sdo unidades

de drea, ou seja dxdy = dA.

Demonstracdo. Iremos provar somente para P, pois para ) serd ana-

logo. Assim, precisamos provar que:

JRIEE [/ 9L daay.

Para tal, pondo x como o pardmetro t, temos:

Apmwm:LZW@m—[?waﬁ (5)

Perceba na equacao (5) que, como C é o contorno de um retangulo,
entdo x esta nas duas partes do contorno que varia no eixo horizontal,
ou seja, no segmento superior e inferior. Consequentemente, temos
que y vale ¢ no segmento inferior e d no segmento superior.

Por outro lado,

/ /K %];(a:,y)dxdy = / b[P(x,d) — P(x,c)]da. (6)

Logo, de 5 e 6, conseguimos que

/ny //8 (z,y)dzdy.
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Exemplo 2.3.3. Considere o campo F = Pi+ Q7 de classe C' no
aberto Q C R2. Seja C a fronteira de K orientada no sentido anti-

hordrio, em que K é o conjunto mostrado na Figura 4

e
W
",

Figura 4 — Caixa K.

Vamos provar que

fpdwr@dy_// (‘%Q—ap> dady.

Podemos dividir a figura original em dois retangulos K1 e Ko para

aplicar o Teorema de Green para retdngulos (2.3.1), como na figura a
sequir:
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Figura 5 — Caixa K; U Ko.

Defina os caminhos cdef e fghabe como K1 e Ko, respectivamente.

Logo, pelo Teorema de Green (2.3.1), temos:

Pdx 4+ Qdy + Pdx + Qdy = // (6Q — 8P> dxdy
K. FC K, \ Oz dy

/ Pdx + Qdy + Pdx + Qdy = // (8@ — 8P) dxdy.
Ko CF Ko Oz oy

Veja que a primeira integral mais a sequnda integral desenha na ver-

dade todo o K, assim, consequimos calcular:

j{de—i-Qdy = //K (gi — Zj) dxdy.

Agora, iremos enunciar o Teorema de Green para curvas fecha-
das, simples e de classe C, ou seja, o Teorema de Green nao sé para
retdngulos, mas também para uma curva qualquer, desde que respeite

algumas condigoes.
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Teorema 2.3.4. Seja C uma curva fechada, simples, C* por partes e
orientado no sentido anti-hordrio que é fronteira de K, com K C R?
um compacto com interior ndo vazio. Sejam P e Q de classe C* em

um aberto contendo K. Entdo

fpdﬁ@dy_// [ac,g_ap}d dy. (7)

Exemplo 2.3.5. Calcule ¢, (3y — e*"(®))dzx + (Tx + VYt 4 1)dy, em
que C € o circulo z° + y?> = 9.

Solucao: Tome como K a regiGo delimitada por C, ou seja K € a
regido x2 + y* < 9. Vamos mudar para coordenadas polares depois de

aplicar o Teorema de Green:

fpdmﬂgdy // { (Tz + /y* + 1)—— 3y @) 1dA
C

27
/ /(773)rdrd9
2
= 4/ d@/ rdr
t=3
_ 4 [a}t 27 . |::|
t=0 92 o
= 36m.

A seguir, vejamos algumas ocasides que poderemos aplicar o
Teorema de Green. Apds, iremos aplicar em um exemplo para dar ao

leitor a intuicdo de sua eficicia.
1. uma unido finita de regides simples;

2. regioes com furos, desde que tenha uma quantidade finita de

furos, ou seja, regides que nao sdo simplesmente conexas.
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Exemplo 2.3.6. Calcule fC y?dx + 3xydy, onde C € o limite da
regido semianular K contida no semiplano superior entre os circulos
>+’ =1ex?+y? =4

Solugdo: Transformando em coordenadas polares, temos o conjunto
K ={(r0):1<r<20<6<mx}. O teorema nos fornece entio a

sequinte relagdo:

%Cdex + 3zydy = //K [aax(?)xy) — ;y(yQ)] dA

-
/O i /1 * (rsin(0))rdrdd
/0 ' sin(6)df /1 i r2dr
= [—cos(0)]] [;r?’]j

14

3

2.4 SUPERFICIES

Nesta se¢ao iremos introduzir ao leitor alguns conceitos sobre
superficies, para entendermos como calcular a chamada integral de
superficie.

Tomamos a superficie parametrizada como a funcio o : A — R3,
em que A é uma regido limitada, fechada e conexa de R?. Consi-
dere o(u,v) = x(u,v)i 4+ y(u,v)j + z(u,v)k, com as componentes
2(u,v),y(u,v) e z(u,v) fungdes continuas de R? em R.

A notacgao da imagem de o, Imo, serd também utilizada para

representar a prépria superficie parametrizada.
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o(u,v) " Ima

X

Figura 6 — Representacao de Parametrizagao.

Exemplo 2.4.1. Seja a funcdo o : R? — R3, dada por: x(u,v) =
u+2v, y(u,v) =2u—v+1 e z(u,v) = u+v+2. Veja que é uma
superficie em que sua imagem é um plano em R3 passando pelo ponto
(0,1,2) e paralelo aos vetores (1,2,1) e (2,—1,1):

o(u,v) =(0,1,2) +u(1,2,1) + v(2,—-1,1).

Iremos determinar o plano tangente por um ponto da superficie
e para tal tome Py com vetor posi¢do o(u,v). Se mantivermos u
constante usando u = wg, temos que o(ug,v) torna-se uma fungao
vetorial do pardmetro inico v e define uma curva C; em S. O vetor
tangente a C7 em Py é obtido tomando-se a derivada de o em relagdo

ao parametro v:

d ox . Oy 0z A
oy = %(U(UO,U)) = %(uo,vo)z + %(UQ,’U())]—‘,- %(uo,vo)k.
De forma analoga, se mantivermos v constante, obteremos a

curva Cy dada por o(u,vg) sobre S, cujo vetor tangente em Py é

9 0 9 )
Ou = %(U(u,vo)) = a—i(uo7vo)i+ 8Z(u0,v0)j+ a*z(uo’“@’f-
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Ao tomarmos o produto vetorial o, X o, conseguimos definir o
plano tangente em Py, desde que esse produto vetorial seja diferente
de zero, neste caso teremos uma superficie regular. O plano tangente
dado pelo produto interno contém os vetores tangentes o, e oy, €
0y X 0y é 0 vetor normal ao plano tangente.

Agora, entenderemos como funciona o conceito para o célculo
da area de uma superficie para entao elucidar integral de superficie.
Mas antes, serd necessario definir contetido nulo para um melhor

entedimento sobre areas de uma superficie.

Definicao 2.4.2. Seja X C R. Dizemos que X tem conteido nulo
quando, para todo € > 0, for possivel obter uma cole¢io finita de
intervalos abertos Iy, ..., Iy tal que X C Iy U...U Iy e a soma dos

comprimentos dos intervalos I; seja menor que €.

Essa defini¢ao pode ser encontrada em [1], e é comum dizer que
¢(X) = 0 quando X tem contetido nulo.

Seja 0 : K — R3, onde K é compacto e com fronteira de
contetido nulo e interior ndo vazio. Suponha que ¢ é C' em K e

regular no interior de K.

T
|

i=11
!

Figura 7 — Representacao da area de uma superficie.
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A ideia é que o transforme um retangulo de lados Au e Av em
uma espécie de paralelogramo curvo contido na superficie, seguindo a
curvatura da superficie. Assim, através das derivadas parciais, conse-
guimos um retangulo no plano tangente ao ponto A, a qual, consegui-
remos aproximar sua area da area do paralelogramo curvilineo, pelo

seu comprimento de arco, assim, a area determinada pelos vetores

g—g(u, v)Au, g—z(u, v)Av
é
HZZ(U,U)AU x %Z(u,u)m - Hg‘;(u,v) x %(u,v) Aulv
Assim, separadamente, temos que
oo .
a—(u, v)Au|| &= comprimento de arco AB
u
e
0o .
a—(u, v)Av|| &~ comprimento de arco AD.
v

Dessa forma conseguimos que a drea AS do paralelogramo cuvili-

o
neo é aproximada pela drea do paralelogramo de lados — (u,v)Au e

5 ou
a—a(u, v)Awv, e conseguimos aproximar
v
OJo Oo
sreaAS =~ || — x — || dudw.
4rea 50 = B udv

Logo, podemos pensar na area de ¢ como

Jdo  Odo
AJ_/‘/I( %X% dudv.

Iremos entender um pouco melhor como determinar a area da

regido dada pelo item anterior entendendo como funciona a soma de
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regides no item seguinte. Seja K definido em R? um compacto, com
fronteira de contetido nulo e interior ndo vazio. Seja o : K — R3 de
classe C! em K, regular e injetora no interior de K.

Seja w = f(x,y, z) uma fungdo a valores reais definida e con-

tinua na imagem o. Definimos a integral de superficie de f sobre o

por
Jdo  Jdo
J[ evatas = [[ siotwon |52« 57 | dude,
em que dS = 8—0 X 6—0 dudv é o elemento de &area.
ou  Ov

Seja P = {(u;,v)]t =0,1,...,n;5 =0,1,...,m} uma particdo

de K. Suponha que K seja um retdngulo de lados paralelos aos eixos.

rr_(ﬁ V)
] Imo

SX

Figura 8 — Representacao das Particdes de uma Superficies.

Para entendermos a construcao da area, tome essas parti¢oes

de K como o seguinte somatdrio

DD flola, 5))ASy,
i=1 j=1
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onde AS;; desenha a drea da regido sombreada na superficie de o.
Tomando o limite no somatério acima, conseguimos basica-

mente uma soma de Riemann, nos fornecendo:

n m
tm 3 ) st a)as, = [[ fepaas )

i=1 j=1 o
Um resultado importante que utiliza integral de superficie é o
Teorema da Divergéncia, também conhecido como Teorema de Gauss.
O Teorema da Divergéncia expressa a relagdo entre um integral
de volume dada por um sélido em uma integral dupla relacionada a

superficie desse solido.

Teorema 2.4.3. Seja V C R? um sélido limitado por wma superficie
orientavel e fechada S, e n um vetor unitario normal a superficie de
V e apontado para fora. Ademais, tome F um campo vetorial de classe

C' em um aberto contendo V. Assim, temos que

//SF~ndS:///VdideV.

Este teorema serd utilizado na Segdo 4.2 para encontrarmos

uma Func¢ido de Green.
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3 INTRODUCAO AS EDP

Neste capitulo iremos adentrar em Equacoes Diferenciais Par-
ciais (EDP), mais precisamente, serdo abordados alguns conceitos
bésicos, com o intuito de demonstrar a proposi¢ao do Principio da
Superposicao. Para tal, adotaremos como material base o livro da
referéncia [8].

Alguns conceitos importantes, sao:

o Dados dois vetores = (x1,22,...,Zn) €Yy = (Y1,Y2, ..., Yn) €M

R"™, a distancia entre x e y é

N|=

lz =yl = [Z(m —u)?|

i=1

e Dado A C R”, o fecho de A é denotado A, e por definicdo é o

menor conjunto fechado que contém A;

e Dado A C R", o interior de A serd denotado por int(A), e por

defini¢do é o maior conjunto aberto contido em A;

e Dado A C R", a fronteira de A serd denotado por 0A, em que
OA={zeA:z¢int(A)}.

Definicao 3.0.1. Uma EDP é uma equacio envolvendo duas ou mais
varidveis independentes x,y, z,t, ... e derivadas parciais de uma fun-
¢ao, esta por sua vez dependente, uw = u(z,y,z,t,...). Ou seja, uma
EDP, tal que x = (x1,22,...,2,) € int(Q) C R™ é uma equagio da

forma:

2 2 2
F(xl,,...,xn,u, ou ou 0%*u 0O%u 8u)207 (9)

Oz’ Oxy” 023 0210207 022



Capitulo 3. Introdugdo as EDP 36

com F sendo uma fungdo dada e u = u(x) sendo a fung¢io que quere-

mos determinar.

E importante ressaltar que a classificacio das EDPs, segue a
mesma ideia de EDOs para sua ordem e linearidade, ou seja, sua
ordem sera dada pela derivada parcial de maior ordem.

Uma EDP ¢ linear se F' for linear, isto é, se for de primeiro
grau em u e em todas as suas derivadas parciais. Assim, a forma mais

geral de uma EDP linear de primeira ordem é:

Z aj(z 87% +b(x)u+c(z) =0, (10)

com ao menos um dos a; nao nulo.
Ja, para equagoes de segunda ordem, sua forma mais geral é

dada por:

n n

Z amla% + Z bj (1‘)% +c(z)u+d(z) =0, (11)

j=1 j=1 J

com algum dos a;; nao nulo.

Outro conceito é o de equagbes semilineares, que sdo aquelas
que possuem sua parte principal linear, ou seja, a parte da EDP que
contém as derivadas de maior ordem precisa ser linear. Como exemplo,

tome uma equacao com trés variaveis independentes x, y e z, da forma:

ou ou ou
A(]}7y,2)% + B(xﬁg’z)aiy + C(‘rﬂyaz)g = F(xayaz7u)'

Assim, veja que da equagdo (11) é ficil deduzir a forma mais

geral de uma EDP semilinear de segunda ordem,

Zn: () 0%u —f du  du
a;j(z didz; x,u, o5 9a. )
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Agora, com alguns conceitos importantes vistos, iremos aden-
trar em uma secdo em que reescreveremos as EDPs em forma de
operadores Lu = f para entao falar sobre o Teorema da Linearidade

e Superposicdo em EDP.

3.1 LINEARIDADE E SUPERPOSICAO

Tremos reescrever a equagao (11) na seguinte forma:

Lu=f,

em que

f(z) = —d(z) (12)

n

Z 696 83@ Zb

=1 =1

(z)u(z).  (13)

De tal forma que para cada fungdo u corresponde a uma unica
funcdo Lu, desde que u seja suficientemente diferenciavel. Dessa ma-

neira, definimos o operador L.

Definicao 3.1.1. Seja Q C R™. Suponha que as fungoes a;5,b; e c
sao continuas em Q, assumindo valores reais, com i,j € {1,--- ,n},
definimos
L: CH(Q) - C(Q)
u +— Lu,

como sendo o operador cuja acio é dada por (13), sendo C*(Q) o

conjunto das funcoes k vezes continuamente diferencidvets.

Uma observacao interessante é que estaremos interessados no
operador linear dado pelo gradiente, e pelo fato de ser linear, fica

valendo que L(u + av) = Lu + alLv.
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Agora para conseguirmos enunciar a proposicao sobre o prin-
cipio da superposigdo, precisamos perceber que, é possivel associar
uma EDP nao homogénea a uma EDP linear homogénea, assim como
no caso de EDOs. Para tal, basta por —d(z), dado na equacao (12),

como sendo identicamente nulo.

Lu=0. (14)

Assim, se uq,us, ..., Uy, satisfaz (14) e se a1, as, ..., @y, S80 es-

calares, vale que o somatério

m
u= 5 Qt,
=1

é solugao de (14), sendo este resultado conhecido como principio da

superposicao. Assim, enunciamos a proposigao.

Proposicao 3.1.2. Seja um operador diferencial parcial L linear e de
ordem k com coeficientes em um aberto @ C R™. Suponha o conjunto
{um}:f:ol C Q como o conjunto de fungées de classe C* satisfazendo

(14) e uma sequéncia de escalares {am}jni_ol tal que a série

+o0o
U(ZE) = Z O‘mum(x); (15)
m=1

€ uniformemente convergente e k vezes diferencidvel termo a termo
em Q. Entdo u satisfaz (14).

Demonstragao. Seguindo [8], & titulo de simplicidade, iremos demons-
trar no caso de k = 1 ou k = 2, ou seja, quando L é definida como em

(13). Assim, por hipdtese temos que para z € Qe 1 <i,j < n,
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u(z) = JFZOO QU ()
m=1
Ou(x) = O, ()
6$j - ;am 833]' :
0?u(x) = U, ()
6xi(’)azj - mzlam 8.’1%8.’1% ’

e essas séries convergem. Portanto, para todo x € €,

n

Lu(z) = Z 3 5‘:@ -I- Zb + c(z)u(z)
Uy, (z
- ;31 il Z ooz 8%
= (9u =2
+ Z b Z Qi m C(ZE) Z aerum(x)
=1 m=1
+o00 n 82um($)
b3y 2 (x)um@c)]
j=1 ’
“+o0
= Y (L)) = 0
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4 TEOREMA DA FUNCAO DE GREEN

Os estudos referentes a esta secao serdo baseados nos livros das
referéncias [5] e [7], mais precisamente, a referéncia [7], é o livro da
qual foi retirada o teorema principal deste trabalho, assim, toda a
parte da subsecao 4.2 sera baseada nele.

Nesta segao verificaremos alguns resultados importantes para
entdao chegar no teorema principal deste trabalho. Para tal iremos
entender como funciona a chamada funcao delta de Dirac, também
conhecida como func¢éo do impulso unitéario.

Vale comentar que este resultado é para um caso particular da
funcdo de Green utilizada para resolver a EDP dada pela equagao de

Poisson.

4.1 FUNCAO DELTA DE DIRAC

A funcéo delta de Dirac, é uma fun¢do de impulso, que, na ver-
dade nao é bem uma fungao e, sim uma distribuicdo, porém, manterei
a nomenclatura de funcao.

A priori a fungao impulso delta de Dirac é dada por

0, Vz # a,
0z —a)= (16)

00, T = a.

Ou seja, a delta de Dirac vale zero em todos os pontos de seu
dominio, exceto no ponto de descontinuidade, a qual vale infinito.
Uma observacado importante de ser feita, é que seu impulso acontece
justamente no ponto de descontinuidade, assim como representa a

figura a seguir:
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-1 0 1 2 X

Figura 9 — Representagdo da delta de Dirac com a = 2.

E, ainda, esta funcdo também é conhecida como fun¢do de impulso

unitario, valendo que,

+oo
/ §(z —a)dzr =1,

— 00

conforme ilustrado pela figura a seguir.

y |

— —
X

Figura 10 — Representacao do impulso de area 1.

Porém, para trabalhar com a delta, precisamos de uma defini¢éo

mais rigorosa matematicamente, como a seguir.
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Definicao 4.1.1. A funcao delta de Dirac em a é a distribuicao § tal

que para toda fungdo f continua em a, vale

—+o0 a+te 1
/ O0(x —a)f(x)de = lgl(l) if(x)da:

—0o0 a—e€
Em particular, se tomarmos f(x) =1, veja que

+OO 1 a+e 1
/ d(zx —a)dx = limz—/ dx = lim 2—[26] =1

o e—0 2€ e—0 2€

a—e
Pode-se provar também que 6(z — a) = 0,V # a.
Um resultado importante que é basicamente, inerente a fungio

do impulso unitario, é a propriedade da filtragem.

Proposicao 4.1.2. Se f(z) for uma fungio continua em torno de um

ponto a, entdo, vale que:

“+oo
|- aswis = s

— 00
Demonstracao. Utilizando a delta como na Defini¢ao 4.1.1
Suponha que F' seja a primitiva de f. Assim, dado € > 0, temos que:

/m 5z —a)f(x)dz = lim 1/aa+€f(a:)dx

— 00

lim - ac
= lim —[Fla+e)~ Fla—e)]
= F'(a)
= fla).

O

Perceba que a propriedade da filtragem nos diz que o valor da
integral da funcao impulso multiplicado pela f é o valor da f no ponto

da funcao impulso, assim como representado na figura a seguir.
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<

3 T f(a)

-1 0 1 2 X

Figura 11 — Representacao da Propriedade da Filtragem.

Entendido como funciona a delta de Dirac no contexto de uma
dimenséao, iremos reintroduzir as definigoes e propriedades para o

contexto de 3 dimensoes.

Definicdo 4.1.3. Em R3, a funcdo delta de Dirac em y € R® € a

distribuicao § tal que para toda f continua em y, vale

yste py2te  pyite
// e 6(z—y)f(y)dy = 21_{% / / 8 <5 f(Y)dyrdyadys.

Novamente tomando f(y) =1, temos [[[ps d(x —y)dy = 1.

Ou seja, percebe-se que quando estendida para dimensao maior
suas propriedades sao mantidas, assim como sua princial propriedade
que é a propriedade da filtragem. Entao temos que a propriedade da

filtragem em 3 dimensoées é dada por

JI [ s = 11ty = ). ()
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4.2 FUNCAO DE GREEN

Aqui iremos definir a fungdo de Green e enunciar o teorema
referente a ela. Lembrando que a fungao serd definida para um caso
particular em que resolva a equacao de Poisson. Assim, a funcao de

Green ¢é definida pelas seguintes propriedades:
L G(x,y) =Gy, x);
2. V2G(x,y) =6(x —y).
Ou seja, neste contexto, para ser funcdo de Green, ela precisa ser
simétrica e validar a equacao de Poisson, nos devolvendo uma delta
de Dirac quando tomamos o Laplaciano de G.
A seguir, enunciaremos a o Teorema da Funcgao de Green. Para

ele, serd necessario utilizar as propriedades da funcdo de Green e

também a propriedade da filtragem (17) da fungéo impulso de Dirac.

Teorema 4.2.1. Se G(x,y) satisfaz as propriedades de sua definigao,

entao

u(x) = // . G(x,y)p(y)dy
é solugdo para V3u = p.

Demonstracdo. Queremos provar que V2u = p e, para tal, precisamos
aplicar o Laplaciano em relagao a x na fungdo u(x) dada no teorema,

como fazemos a seguir:

v? // | GEey)e(y)dy

// g V2G(x,y)p(y)dy
= // . 6(x —y)p(y)dy
p(x).
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Perceba que este teorema nos diz que, se G satisfaz a equagio
de Poisson com ¢ no lugar de p, entdo a funcdo u dada por aquela
integral tripla é solugdo para qualquer p fornecida.

Ou seja, para resolver a EDP de Poisson, basta conseguir en-
contrar uma tal G. Mas, fica alertado que isto nem sempre é simples,
e, ainda, mesmo que seja encontrada uma G, calcular a integral en-
volvendo ela pode ser muito complicado.

Como citado no final do Capitulo 2, agora iremos encontrar
a solucdo fundamental para R3 utilizando o Teorema da Divergén-
cia (2.4.3). Para encontrarmos uma fungdo de Green, iremos tomar
uma esfera de raio R centrada na origem. Lembre-se que d(x —y) =
V2G(x,y). Como a esfera é centrada na origem faca G(x,y) = G(r),
tal que r = ||r|| = ||x — y|. Assim, se S for uma esfera de raio R

limitado por uma superficie 95, temos,

1 = //SVQG(X,y)dV

(Teo. da Divergéncia) = // VG(r) -ndS
s

- f] s
- S

= dG(R) 47 R2.
dr

Perceba que esta tltima integral é justamente a area da super-
ficie S de uma esfera de raio R. Note que n é um vetor unitario na
diregdo radial, por isso, nao influencia no resultado na conta.

Como o resultado vale para qualquer R, em particular, vale
para r e, ainda, conseguimos que

dG(R)

A7rR% = 1.
dr T
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Logo, temos que

dG(R) 1 . dGg(r) 1
dr  4mR2? dr 472
1

Note que K constante se anula, ji que G deve se anular quando
r tende ao inifinito. Assim, temos a solucdo da equagdo como

1
A |||

G(x,0) =

E importante perceber que a solucao foi encontrada para um
caso especifico em que a esfera esta na origem, logo, se a esfera estiver

deslocada, basta adaptar a solugao para

1

_ 18
ooy P (18)

G(X>Y) =

Agora que conseguimos encontrar um candidato que resolva o
Teorema 4.2.1, iremos verificar se este canditado valida as propriedades
da definicdo de G. Perceba que é imediato notar que vale a simetria

de G. Para verificar V2G = §, precisamos verificar que:
1. V2G(x,y) =0, para x £ y;
2. [[[zs V?G(x,y)dy =1,

estes dois itens, sendo referentes a definicao da delta de Dirac.
Para resolver 1, basta calcular o laplaciano na G. Para isso,

comecgamos calculando o gradiente de G:

Volxy) = V(i)

r[[x -y

RN D o SCTE ) BN W S CIR )
T ELe ] S w2
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Agora, como o laplaciano é o produto interno V - (VG) e
obtivemos que 8—G = _8£
d or Oy

0%G 9%G

9 787342’ portanto, ao fazer a soma das derivadas parciais se-

gundas, teremos que o resultado sera zero.

, fica simples estender e perceber que

Para 2, assuma uma bola fechada B, com r = ||r||. Temos que:

//BVZG(X’y)dy = /8BVG(X»y)-ndS

// r-n
83471'7'3

= 1

Perceba que para a primeira igualdade aplicamos o Teorema
da Divergéncia. Da passagem da segunda para a terceira igualdade
calculamos o produto interno r - n = ||r|| |n|| cos(6) = ||r||, com 6 o
angulo entre os vetores. Como os vetores sao os vetores radial e normal
referente a esfera, eles apontam na mesma dire¢do, logo § = 0 e como
n é um vetor unitario, temos que o resultado do produto interno é
Il

Entéao, pelo teorema da funcao de Green, temos que a solugao

de V2u = p serd dada por:
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5 CONCLUSAO

No decorrer do trabalho estudamos definigoes e propriedades
de célculo vetorial, e também em alguns casos abordamos visdes geo-
métricas desses resultados para um entendimento mais claro do que
estd ocorrendo, assim, permitindo uma visualizacdo mais simples dos
conceitos. Também estudamos uma introducdo a EDP para auxiliar
num melhor entendimento do objetivo principal do trabalho.

Dentre os temas vistos, a parte mais necessaria foi referente ao
operador gradiente, uma vez que este é nessario em célculo vetorial e
em EDP.

O estudo deste tema permitiu um conhecimento introdutério de
um contetudo que nao é visto no Curso de Licenciatura em Matematica
da UFSC-Campus Blumenau, que é o de EDP, e consequentemente, o
principal teorema do trabalho, permintindo um maior entendimento

em calculo vetorial.
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